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Resumo

Nesta tese, estudamos qualitativamente as solugoes ondas viajantes da familia b de

equacgoes modificadas
Up — Uggt = Ullggy + DUpliyy — (b + Vv u,, €R, t >0,

com b > 1 real, que engloba, nos casos em que b = 2 e b = 3, respectivamente, as equagoes

modificadas de Camassa-Holm (mCH)

Up — Uyt = Ullgpey + 2Uplipy — U Uy, T ER, t > 0,
e Degasperis-Procesi (mDP)

Up — Uyt = Ullgpe + SUplpe — 40Uy, = €R, t> 0.

Para esta familia b de equagoes, mostramos a existéncia de uma classe de solugoes
ondas viajantes periddicas e suaves nao triviais, conhecidas como ondas snoidais, obtidas
a partir da funcao eliptica jacobiana sn. Quando b = 2, provamos, sob certas condic¢oes
envolvendo o periodo e a velocidade de propagacao das ondas, a instabilidade orbital
nao linear de solucoes ondas snoidais L-periddicas, com média zero, no subespago de
H..([0,L]) das fungdes com média zero. Para este resultado de instabilidade orbital
utilizamos as ideias presentes na teoria abstrata desenvolvida por Grillakis, Shatah e
Strauss [21, 22| e a teoria de Floquet [11|. Além disso, inspirados nos trabalhos de Lenells
[26, 27], classificamos todas as solugdes do tipo onda viajante, no sentido fraco, da equagao
mCH, parametrizadas por seus maximo, minimo e constante de velocidade. Em especial,
verificamos que esta equacao possui algumas ondas viajantes nao tao conhecidas como,
por exemplo, ondas “kinks”, “cuspons” e “stumpons”’, além de ondas mais populares como

“solitons” e “peakons”.
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Abstract

This thesis is concerned with the orbital instability for a specific class of periodic
traveling wave solutions with the mean zero related to the modified Camassa-Holm equa-
tion. These solutions, called snoidal waves, are written in terms of the Jacobi elliptic
function sn. To prove these results we use the abstract methods of Grillakis, Shatah and
Strauss, and the Floquet theory for periodic eigenvalue problems. Moreover, we classify all
traveling wave solutions of the modified Camassa-Holm equation in the weak sense via pa-
rametrization of their maxima, minima and wave velocity constants, using the qualitative
method of Lenells. This equation is shown to admit in addition to more popular solutions
like smooth traveling waves and peakons, some not so well-known traveling waves as, for

example, kinks, cuspons, composite waves and stumpons.
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Introducdo

A familia b de equagoes modificadas
Up — Uggy = Ullggy + DUpliyy — (b + Duu,, €R, t >0, (1)

com b > 1 real, apareceu na literatura em 2006, devido a Wazwaz [35]. Neste trabalho,
ele explorou a mudancga qualitativa na estrutura fisica das solugoes das equacgoes obtidas a

2

partir da substituicao do termo convencional de nao linearidade wu, por u“u, nas equagoes

Ut — Uggt = Ulgyy + buxu:(:x - (b + 1)UUI, YIS Ra > 07 (2)

com b > 1 real, que quando b = 2,3, correspondem as equacoes classicas de Camassa-
Holm e de Degasperis-Procesi, respectivamente, {10, 15]. Aqui, os indices ¢ e x denotam
as derivadas parciais com relagao as variaveis temporal e espacial, ¢ e x.

Quando b =2, (1) é conhecida como equagao de Camassa-Holm modificada
Up — Uggt = Ullggy + 2Ugllyy — U Uy, x €R, t >0, (mCH)

que, por sua vez, via transformacao de Galileo u(x,t) — u(x + kt,t), pode ser reescrita
como a equagao de Dullin-Gottwald-Holm (DGH) modificada [30]

~ ~ ~ ~ ~~ ~ o~ ~9 ~
Uy + Ky — Ugpr — Kllppe = UWlgpy + 2Ugllyy — U U, * € R, t > 0.

Em [18|, Dullin, Gottwald e Holm discutiram o caso classico da equagdo DGH como
um modelo de onda de agua rasa com propagacao unidimensional e velocidade de fluido
u(z,t), em que k # 0 é a velocidade de onda linear para a dgua nao perturbada que
repousa no infinito.

A equacao mCH resulta também ser caso particular da chamada equacao generalizada

de Camassa-Holm, presente, por exemplo, no trabalho de Lopes [29] de 2002. Além disso,



ela pode ser obtida da familia de equag¢oes modificadas 23]

2

(W% o) . wER 130, )

/

w+ (f(0)y — Uggr = (g

sendo f,g : R — R fungdes reais e suaves, com f(0) = 0, por se considerar f(u) = u’ e

g(u) = u. De |23], é sabido que os funcionais

E(u):—/OL [“{+“g2} dz, F(u):%/OL[u2+ui] dr e V(u):/OLud:v (4)

sao importantes leis de conservagao na variavel ¢ para a equagao mCH, em que u = u(x, t)
é uma solucao desta equacao.
Substituindo a onda viajante L-periddica u(z,t) = ¢(x — ct) em (mCH) e integrando
uma vez com relacao a variavel &, percebemos que ¢ deve satisfazer
v ()2

(¢ —c)o +T—¢3+C¢=A¢, (5)

a qual pode ser escrita na forma de quadratura (¢')? = Fy(¢(€)), com Fy(t) = t3 + dot® +
dit + do, em que dy = ¢* — 2% + 4A,, dy = ¢ — 2¢, dy = c e Ay é uma constante de
integracao que pode ser escolhida diferente de zero e de tal modo que, pela formula de
Cardano-Tartaglia, o polinomio Fy tenha trés raizes reais e distintas.

Entao, a equagao da onda viajante (5) assume a forma

E(¢) +cF (9) = Ay. (6)

Em geral, as teorias abstratas de estabilidade tém como ponto crucial, a caracterizacao
da onda viajante periddica ¢ de velocidade ¢ como um ponto critico do funcional £ + cF'.

Da mesma forma que em [4, 7|, para contornar esta dificuldade, assumimos que ¢ tem

/OL¢:0,

o que fisicamente significa exigir que o “wavetrain” tenha a mesma medida de profundidade

média zero, isto é,

quanto de superficie livre nao perturbada.

A estabilidade orbital para ondas solitarias associadas a equagao de Camassa-Holm
classica foi provada por Constantin e Strauss [13], enquanto que para ondas solitarias
negativas da equagao mCH, este resultado foi estabelecido por Yin, Tian e Fan [37]. Em
[29], Lopes provou a estabilidade de peakons para a equagao generalizada de Camassa-
Holm. Em [23|, Hakkaev, Iliev e Kirchev estudaram, via a formulagao (3), a estabilidade
de ondas viajantes periddicas da equacao BBM modificada e outras formas perturbadas
desta equacao, e obtiveram resultados bastante significativos. Mais especificamente, eles

provaram, dentre outros resultados, o teorema abaixo.

Teorema 1. (Ondas de pequena amplitude da equa¢ao mBBM perturbada) Considere

2



flu) =2wu + Bu®, g(u) = vh(u), B> 0 eu=¢(x —ct) come>0 e d(y) = ¢(c,0; do; y)
uma solugao onda viajante periddica de (3) com amplitude pequena e que nao oscila em

torno do zero. Entio ¢ € orbitalmente estdvel para 3¢ — 8w > 0 e |7y| pequeno.

Em particular, fazendo w = 0, f = 1 e h(u) = u no teorema anterior, obtém-se um
resultado sobre estabilidade orbital para solugoes ondas viajantes u(z,t) = ¢(x — ct) da
equacao

Up — Uyt = — 30Uy + 2VUpUzy + YUUger, T € R, >0,

com 7 pequeno e que independe da velocidade ¢ de propagacao da onda e de seu periodo.
Ja o problema de estabilidade orbital para solugoes suaves peridédicas, bem como uma
classificagao geral de todas as solucoes ondas viajantes da equagao mCH, em que f(u) = u?
e g(u) = yu em (3), com v = 1, até o momento permaneciam em aberto. Nosso trabalho
resolve tais problemas baseado no estudo de estabilidade nao linear para solugoes ondas
viajantes periodicas da equacao de Korteweg-de Vries (KdV) cléassica apresentado por
Arruda em [2|, para solugdes ¢ positivas e, também, por Angulo, Bona e Scialom [7],
considerando a constante de integragao A,, em (6), diferente de zero e a solugao ¢ com
média zero. Neste ponto, é importante salientar que classes similares de solucoes ¢ da
equagao KdV, encontradas no século XIX, nos trabalhos de Boussinesq (1871, 1872) e
Korteweg e de Vries (1895), e da equagdo mCH encontradas via métodos numéricos,
recentemente no século XXI no trabalho de Deng [16], podem ser escritas em termos
das fungoes cosseno e seno eliptico de Jacobi (c¢n) ou (sn), respectivamente, em que
sn? +cn? = 1, ou seja, as equacoes de Boussinesq e KdV possuem solucoes ondas cnoidais
e a mCH, solucoes ondas snoidais.

Nesta tese, primeiramente, mostramos a existéncia de uma curva suave nao trivial
c € (0,1) — ¢. € HL ([0,L]) de solugoes ondas snoidais (sn) L-periédicas da equagao

per

mCH, com periodo fixado L > %ﬂ relacionado com a velocidade ¢ de propagacgao da

onda. Para tanto, usamos as ideias presentes em Arruda [2]|. Entao a instabilidade orbital
destas solugoes ondas snoidais ¢ estabelecida no subespago de H_.([0, L]) das fungdes
com média zero para ¢ € (0, 1) e L suficientemente grande, usando o método desenvolvido
por Grillakis, Shatah e Strauss [22]. Como em nosso estudo, periodo e velocidade estao
naturalmente relacionados, o resultado sobre instabilidade orbital que obtemos é restrito

a determinados valores de ¢ e L. A saber,

Teorema 2. Seja L uma constante arbitrdria mas fixa, tomada suficientemente grande,

3274
L4 )

onda snoidal com média zero da equa¢ao mCH. FEntao, existe kg € (0,1) pequeno tal

e considere u(x,t) = ¢.(x — ct), com ¢ € (0,1) tal que [¢* — 3] < —

a solucao
que, escrevendo ¢ = c(k) como em (2.15), para todo k € (0,ko), a onda snoidal ¢uu) €
orbitalmente instdvel. Aqui, k representa o maodulo de sn.

Além disso, para finalizar este trabalho, classificamos todas as solugoes ondas viajantes,

u(z,t) = ¢p(x—ct), c € R, no sentido fraco, da equagao mCH usando o método qualitativo



de Lenells [26, 27|, bem como deduzimos explicitamente familias de solugdes considera-
das, digamos, mais exéticas como, por exemplo, “peakons” peridédicos e “peakons” com
decaimento, envolvendo também as ja citadas fungoes elipticas de Jacobi e fungdes com
decaimento rapido, respectivamente. Também, além das ja familiares solugoes suaves,
obtemos alguns tipos de solugoes muito interessantes, tais como “kinks”, “cuspons”, ondas
compostas e “stumpons”. Para se ter uma ideia, as ondas compostas sao resultado da
combinagao de “cuspons” com “peakons” em uma nova onda viajante, veja (h) da Fig. 1,
e, por sua vez, as ondas chamadas “stumpons” sao obtidas através da insercao de inter-

valos nos quais ¢ é igual a uma constante, na crista de adequadas ondas “cusped”, (i) da

AN AL

(a) Suave periédica (b) Suave com decaimento

s

(¢) Onda kink

ANANA A

(d) Peakon periédica (e) Peakon com decaimento
(f) Cuspon periédica (g) Cuspon com decaimento

(h) Ondas compostas
(i) Stumpons

Figura 1: Ondas viajantes da equagao mCH correspondentes aos itens (a)-(i) do Teorema
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Siglas e notacdes matematicas

EDO Equacao diferencial ordinéria
EDP Equacao diferencial parcial

mCH Camassa-Holm modificada

mDP Degasperis-Procesi modificada
XCR Conjunto aberto em R

C™"(X) Espaco das fun¢oes continuamente

diferenciaveis n vezes em X, n >0
0 (X) = ;%5 C"(X)
Co(X) Espaco das func¢oes continuas com
suporte compacto em X
CX(X)=0C"nC.
LP(X) ={u: X = R | uémensuravel e [, [ul’ <400, 1 <p < +oo}

L} (X)={u:X — R | uémensuravel e [, |ul’ <+oco, VI C X compacto,
1 <p< +oo}
L2 (X) ={u: X — R | u é& mensurdvel, periodica e fX |ulP < 400, 1 <p < +o0}
wWhi(X), Wh(X), W (X) Espagos de Sobolev
VV;};S (X), VVZ)CI(X ) Espacos de Sobolev locais

HY(X) = W'(X), H}

loc

(X) = Wiz (X)

loc

W2(X) = {ue W"*(X) | u ¢ periddica}

D'(X) Espacos das Distribuigoes em X

BV (X) Espagos das fungoes reais de variagao
limitada em X

BVjpe(X)={u: X =R |ue BV(I), VI C X compacto}

No = NU {0}

SL(2,C) Grupo linear especial das matrizes 2 x 2

com entradas complexas
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(F9) = 912, = [ Fo

0 L L
I T R

L 1/2
_ _ 2
111 = 171z, = [ 17 o)

A1l = 11

L L 1/2
_ 2 2
per((0,L]) </o f*ds +/0 f dx)



CAPITULO 1

A familia b de equacdes modificadas

Inicialmente, entendendo por onda viajante periddica toda solugao de uma EDP nao
linear que possui as seguintes propriedades:
(i) representa uma onda de forma permanente, ou seja, ¢ da forma ¢(x — ct), em que
¢ : R — R e ¢ é uma constante real que corresponde a velocidade de propagacgao da onda;
(ii) é tal que (£ + L) = ¢(€), V€ € R, assim como todas as suas derivadas, ¢™ (€ + L) =
oM (€), V€ €ReVn €N;
utilizaremos o método da quadratura, a formula de Cardano-Tartaglia (Apéndice A.1)
e o Teorema da Funcao Implicita, para determinar a existéncia de uma curva suave de
solugoes explicitas do tipo onda viajante periddica suave para a familia b de equacoes
modificadas (1), dadas em termos da funcao eliptica de Jacobi sn (Apéndice A.2). O
parametro da curva ¢é a velocidade de propagacao da onda c. Posteriormente, seguindo
as ideias presentes em Arruda [2|, estudaremos a periodicidade das referidas solugoes,
bem como demonstraremos propriedades monotonicas de algumas fungoes que se fazem

importantes na anélise da instabilidade orbital apresentada no Capitulo 2.

1.1 Solucoes ondas viajantes periddicas suaves

Considere novamente a familia b de equagoes modificadas (1)
ut - umxt - uumzz + buxumz - (b + 1>u2u$7 T E R, t > O,

com b > 1 real. Como ja destacado, para b = 2, esta familia de equacoes engloba a
equacao mCH

Up — Uyt = Ullggy + 2ty — U Uy, T €R, t> 0.



Mais ainda, para b = 3, a equagao (1) torna-se a equacao de Degasperis-Procesi modificada
Up — Uyt = Ullggy + SUgllpy — du’u,, T €R, t >0, (mDP)

o que faz o estudo de solugoes dessa familia de equagoes ser mais interessante. Varias
classes de solugoes do tipo onda viajante da equagao (1) ja foram obtidas em [16]. Com
base neste trabalho, vamos determinar condigoes para que (1) tenha uma familia de ondas
viajantes periodicas suaves.

Seja u(x,t) = ¢(¢) uma transformagao em onda viajante, com & = x — ct sendo
x,t € R, ¢ uma constante de velocidade de propagacao da onda e ¢ : R — R uma fungao

periddica suave. Ao substitui-la em (1), esta ultima torna-se a EDO de terceira ordem

(p—c)p +bp ¢ — (b+1)¢’0 +cd =0, (1.1)

em que ' denota a derivada em relacao a variavel &.

1"

Agora, [(¢ — )@ = (¢ —¢)'¢" + (¢ —c)¢", entdo (1.1) é equivalente a

M"ar / 1"

[(p—c)p'] —(0—c)¢ +bp'¢" — (b+1)¢°¢ +cg =0.
Observando que {522} = (¢ — o) (9 — &) = (6 — ¢)'¢", [5(6)) = b§'d” e
[PEU$3) = (b+ 1)¢%¢’, podemos reescrever a tltima equagio do seguinte modo
(6- '] - {@} o] |02 om0 )
Integrando (1.2) com relacdo & varidvel & obtemos
¢ -LOZIE Ly Oy, L3

sendo A4 uma constante de integragao. Mas como ¢ = (¢ — ), segue que

(b-1)
2

(b+1)

(p—c)¢" + (=) — ——=—¢"+co = A,. (1.4)

Agora, multiplicando a equagao (1.4) por

(¢ =) (¢ —c)

e utilizando que

%{(QS—C)b_l[(cb—C) PY = 5= (¢ -P+ (- (0—c)¢,



obtemos

SHo— 00—y -
= (0=0)"*(6—0) Ay

Além disso, como b > 1 e

6= 0T Ay = (6 - 2o - o) A,
(7 we-ormr = (1) #ste-om + Lo o
Lo 0] = e (6 - o) 4 o6 — 0o~ o)

podemos reescrever a equagao (1.5), equivalentemente, com

2
1

b—1

6 (6 ) 4 s tel(o— o Y = e

1

Note que

(151) oo = (157) 0= rd oo

3{o-ore-or) + (157) #ee-a - 3 () we-omy

= () #do-or -2 () edto- ot v () do- o,

entdo, a equagao (1.6) pode ser expressa da seguinte maneira

2

3{0-0mto-oP} -5 (557 Be-omr+ (1) de- o

+ 2 (lgj 1) ¢p (p—c) ' —c (Z+ 1) ¢(¢—o)" - bi A
T T o e s o
ou, ainda
s{e-ore-or) -3 () we-o1+ (57) | +H

+ 2 <Zf 1) 06 (=)' = ¢ (ZJ_F 1) [w_bcql B bi 1 [(gb;db]/




Agora, como

/

% <Zj:—i) (0% (60— )" + (ZJ_F :1[) {(qbb—f);ﬁ}
+ 2 (Zi—i) ¢ (¢ — ) +2¢ (ZH_L—D ¢ (6 — )bl — ¢ <2J_r 1) {((b _b c)b]/

_ bilc{(gb_bd} . C[¢(¢_C)b_1],:L[(Qﬁ—c)b_l]/Agﬁ

b—1 —3
e, entéo,
(lo-eroaipy -5 (523 wie-orr o2 (55) [5557]
+ -0 +2c Zj 1) {w;c)b]’ - bi . [<¢_bc>b]’
+ 5o 1c[¢(¢ — o) = b—il[w _ o A,

Logo, integrando a equacao acima com relacao a variavel &, obtemos

(0= o- o= 3 (§57) o= 0+ G- o

3\b—1 b—Db+2)
4 o 2004 1) .2 .
+t 3z 1C(¢—0) ! +m02(¢—0) T b= 1)C(<Z5—C)
2 2
+ (9 - o)t = y 1Al )’ + By,

sendo By uma constante de integragao. Portanto, supondo ¢ # ¢, vemos que

o 2 (b+1Y\ 4 2(b+1) 3 5
(¢) _5(19——1)¢ +m(¢—c) +y—7cd -0
2b+1) , 2 2 2
R y R G Rt v s Gl Al e Ll ey
_ __ B
- ooy (1.8)

Observacgao 1. Com base no estudo de classificagao de ondas viajantes da equagao mCH
presente no Capitulo 3, a condicdo ¢ — ¢ # 0 aparecera naturalmente para garantir a

existéncia de solugoes periddicas suaves da equagao (1).
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Agora,

2(b+ 1) s_ 20+, 604D
-0+ ) T oo+ oo+
6(b+1) 2b+1)
DD AR DDk
) 4 2 4 2 8 2 4 3
e v Ll e Ll e L
entao
g 2 (b+1\[3-(0+2)] 5 2(b+1 9 6(b+2) )
(@) +§<b+2){ b—1 ]¢+§(b+—2) {_b—1+(b—1)(b+1) ¢
2 (b+1\[ 9 120+2) 30b+2)] ,
* §(b+2> -1 (b-DOb+1) b(b—l)]c¢
2/b+1\[ 3 6(b+2) 30+2)] 4
* 5(b+_2> Th—1 (b—l)(b+1)_b(b—1)]c
2 (b+1 3(b+2) 3(b+2)
* §(b+2> _(b—1)(b+1)_b(b—1)(b+1)] ¢
2 (b+1\[ 30b+2) ,  3(b+2)
* §(b+2> bo—1)0b+1)" (b-1)(b+1)A¢]
_ _ B
(oot

Dessa forma,

: 2 (b+1 3¢ 6c? 6c3 3(b+2)c
(@) -3 (b+—2) {¢3+b+—1¢2+ b(b+1)¢+b(b—1)(b+1) ~b(b+1) ¢

3(b+2)c? 3A4(b+2) }_ B,
bo—D6+1)  b- Do+ G-

ou, equivalentemente,

/ 2/b+1 3c 3(2¢* — 2¢ — be)
2 3 2
S (i — = 1.
(¢) 3<b+2) |:¢+b+1¢+ b(b+ 1) ¢+ 0| ~Co=0, (1.9)
B 3[(bA4—c2)(b+2)+2c%]
sendo C() = W e Ol = ZD(bfl)(bJrl) .
Considere Cy = 0 ou, consequentemente, By = 0 e denote dy = C4, d; = W
dy = bi—cl Desse modo, podemos reescrever a equagao (1.9) na forma
67 = 20 D104 g2+ dio+ dol = 20D o) (1.10)
“3(b+2) ? TR 2) '

Lema 1. Para c € (0,b+ 1), o polindmio Fy(p) = ¢* + dad* + d1d + dy possui trés raizes
reais e distintas.

Demonstragao. Pela formula de Cardano-Tartaglia (Apéndice A.1), a equagao reduzida
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&® + pp+q =0, com

d% 2d% — 9d1dy + 27d,
— 224y -
p 3 Led 27 ’

obtida da equacao ¢* + dad? + di¢ + dy = 0, possui trés solucoes reais distintas se

eI

(ng — 9dydy + 27d,
D, =

1 + 57 < 0.
Agora, D; < 0 se, e somente se,
. 2 didy )\ 42\’
Como,
g — 3[(bAy — ) (b+2)+2¢°]  3b(b+2)A, —3(b+2)c* + 6¢°
° b(b—1)(b+1) B b(b—1)(b+ 1) ’
3(2¢2 —2¢ —bc)  6¢* —3(b+2)c 3c
dl = = (§] dg = s
b(b+1) b(b+1) b+1
entao
Dy, = — 27 [2(b4+2)(b+3)c® = 3[(b+1)*(b+2) — (b—1)(b+ 1)(b + 2)]?
2 b2(b— 1)2(b+ 1)°
4
2 2 _ 2 _ 3
+ 3b(b+1)*(b+2)Ay] o+ 1)6[3(b+2)c 3(b+ 1)(b+ 2)c]”.

Dai, Dy > 0 se, e somente se,

[2(b+3)c® = 3[(b4+ 1) — (b— 1)(b+ 1)]c* 4 3b(b + 1)? Ay)?
4(b—1)2(b+2)
a 27b

(3¢ — 3(b+ 1)c]>. (1.12)

Note que (1.12) s6 pode ser satisfeita se 3¢ — 3(b+ 1)c < 0, ja que o lado esquerdo
na desigualdade em (1.12) é nao negativo, ou seja, ¢ € (0,04 1), o que restringe a escolha
da constante de velocidade de propagacao da onda. Supondo ¢ € (0,b+ 1), obtemos que
(1.12) é equivalente a inequagao

[3b(b + 1)*]2A% + 6b(b + 1)*[2(b + 3)c® — 3[(b+ 1)* — (b— 1)(b + 1)]c*] 4, (1.13)
(b—1)%(b+2)
27b

+ 2b+3) =3[(b+1)*—(b—1)(b+ 1))+ 1 [3¢> —=3(b+1)c]® <0,

que nos remete ao estudo do gréfico de uma fungao em A, do segundo grau. Assim, a

relagao em A, que estamos interessados é dada pelo discriminante da férmula de Bhaskara
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para a equagao

[3b(b 4+ 1)*]2A% 4 6b(b 4+ 1)*[2(b+ 3)c® = 3[(b+1)* — (b— 1)(b+ 1)]¢*] 4,
4(b—1)%(b+2)
27b

+ [20+3)@ =3[(b+ 12— (b—1)(b+ 1)+ 3¢ —3(b+1)c]* =0,

a saber A >0 & 3c¢> —3(b+1)c < 0.
Portanto, para ¢ € (0,b+ 1) podemos escolher a constante de integragdo A, de tal
forma que a desigualdade em (1.13) esteja satisfeita. Consequentemente, (1.12) é valida

e o lema esta concluido. O

Pelo lema que acabamos de provar, para ¢ € (0,b + 1) existem trés raizes reais e
distintas «q, By e 7o ordenadas, sem perda de generalidade, da forma ay < By < 7.

Entao, podemos reescrever a equacao (1.10) na forma

(6 = rg) (0= )@= A6 —20) = 56— a0 - MO -0, (L14)
sendo p = 2(bl>r21).

Observagao 2. o é sempre negativo ja que oy < [y < 7Y e, da primeira equagao das

relagoes de Girard (A.3) para o polinémio Fy, ag + By + 7o < 0.
Lema 2. ag < ¢ < 5.

Demonstracao. Suponha vy > ¢ > . Como oy < By < Yo, temos v > ¢ > [y > qp e,

assim, obtemos de (1.14) a seguinte contradigao

!/

0< (8 = 5(6 = a0)(® — Ao)(6 = %) = 56 — a0) (6 = Bo)(70 — 6) < 0.

Se ¢ < ap, novamente, obtemos uma contradi¢ao a partir da equagao (1.14). Agora, se
¢ > 7, entdao de acordo com [16] seria possivel obter solu¢ao do tipo blow-up periodica
para a equacao mCH desde que permitissemos ¢ = ¢, fato este que estamos excluindo
justamente para estudarmos a classe de ondas viajantes periddicas. Portanto, a tinica
possibilidade é ay < ¢ < fp.

Finalmente, ¢ assume os valores ag e 5. De fato, como ¢ é continua e periddica
entao assume seus valores maximo e minimo. Além disso, como sua imagem pertence ao
intervalo [ag, o] e pela equagio (1.14), ¢ =0 < ¢ = ag ou, ¢ = By ou ¢ = 7, segue

que ag e By sao o minimo e maximo atingidos, respectivamente, de ¢. O

Assim, da equagao (1.14), obtemos
1 ﬂ/ 2_i(¢’)2_ﬁ ¢ — ¢ — Bo ¢ — 0
a \ag/) o 3 ayp ap ap

(¢)? = B2 (0= 1) — m) (e — m), (1.15)

e, entao,
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sendogp—a,nl—ﬂo

eny =2t
Agora, impondo que a crista da onda esteja em £ = 0, isto é, ¢(0) = 1 e definindo
uma outra variavel, 1, pela relagio ¢ — 1 = (11 — 1)sen’y), temos ¥(0) = 0 e ¢ =

21" (n; — 1)sentp cos 1. Dessa forma, de (1.15), segue que

(20" (m—1)sent) cos 1p)* = (771— )sen’e[(1—=n1 )+ (m—1)sen?][(1—n2)+ (1 —1)sen’y)]
e, entao,

pag (m — 1)%sen®p(—1 + sen?y)[(1 — 1) + (1 — 1)sen?e)]
12 (m — 1)%sen?y cos? ¢
o (1 sen?9)[(1— ) 4 (m — L)sen’s]
cos2)

12
jaet m—1 2

— — 111 - .
B = 1) [1- (st

Tome k? = Z;j el=2(n—1). Note que k € (0,1) e [ > 0. Assim,

(v )2 =1(1- k2sen2w) = ﬂ = iﬁ = +Viy/1— k2sen?1)

dg

1 dy
=+Vi. 1.16
\/ — k2sen?y K3 (1.16)
Sem perda de generalidade, vamos escolher, na equacéo acima, +v/1 ao invés de +v/1 e

considerar F'(1, k) = Fj(¢) a primitiva da aplicagao 1 — \/1_]:2 o (Apéndice A.2).

Entéao, segue de (1.16) que

dFe dY _ g

i de 5[ ((W(©)) = VI,

ou ainda, integrando de 0 até £ vemos, pelo Teorema Fundamental do Céalculo, que

F((€), k) = Fu((€)) = Fu(v(€)) — Fi(y(0)) = VIE.

Mas, como podemos observar em (A.5), F'(¢, k) é a integral normal eliptica do primeiro
tipo, entao pela defini¢ao das fungoes elipticas de Jacobi (Apéndice A.2), podemos escrever

a equacao acima como

sen’yy = sn?(VIE, k).

e, portanto, utilizando a relagao entre ¢ e 1, vemos que

¢ =1+ (m — Dsn®(VIE, k),
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ou seja,

?(&) = ¢(& a0, Bo,Y0) = ap + (Bo — ap)sn® <\/<b +61()l)<102_) 040)5’ k) , (1.17)

sendo sn a func¢do snoidal definida em (A.8) e seu modulo £ € (0,1) dado pela equagdo
k2 — Bo—ao

Yo—ao’
modificadas (1). Em particular, quando b = 2 e b = 3 segue que

é a solucao onda viajante periddica suave para a familia b de equagoes

d(&) = o(& o, Bos o) = ao + (Bo — ao)sn2 ( Mf, k:) (1.18)

?(&) = ¢(&; a0, Bo,Y0) = o + (Bo — g )sn? ( w; k) (1.19)

sao as solucoes ondas viajantes periddicas suaves para as equacoes mCH e mDP, com

c€(0,3) e ce (0,4), respectivamente.

Observacao 3. Vamos refletir um pouco sobre os casos degenerados. Fixe ¢ > 0 e
considere que solugoes periddicas possam persistir se ag = By ou Sy = 7. Como ¢ assume
apenas valores no intervalo [y, o] concluimos que o primeiro caso nos conduz a solugao
constante ¢ = oy = fy. De fato, o limite de (1.17) quando oy — Sy € uniforme na variavel

¢ e é exatamente esta solucao constante. Se por outro lado ¢ e 7y estao fixos, entao,

3c
b1
Fy em (1.10), e K — 1. Além disso, como sn® + cn? = 1 e a fungao eliptica cn converge,

tomando [y T 7o, temos oy = — 270, via relagoes de Girard (A.3) para o polindmio

uniformemente em conjuntos compactos, para a fungao hiperbolica sech, (1.17) torna-se,

lim gb:gngooo—asech2( wf),

neste limite,

BoTvo G(b + 2)

sendo ¢, = Vg € a = Y9 — . Agora, entendendo por onda viajante solitaria, toda solugao
de uma EDP que possui forma permanente, ¢(z — ct), e é localizada, ou seja, ¢(§) — 0,
assim como todas as suas derivadas (¢ (¢) — 0), quando & — oo, podemos considerar

Yo = 0 na identidade acima, de modo que a solugao onda solitaria padrao

3c c
= _ h? S
T T ( 2(b+2)€>

de velocidade de propagacao ¢ da familia b de equagoes modificadas é recuperada. Em

particular, para b = 2 e b = 3 obtemos, respectivamente, as ondas solitarias das equacoes
mCH e mDP, obtidas por Wazwaz em [35]. Note que 5y = 7o = 0 exatamente quando

Ay = By = 0, como era de se esperar.
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1.2 Periodo fundamental da solucao onda viajante

Como sn?(&, k) tem periodo fundamental igual a 2K (k), sendo K (k) a integral eliptica

completa definida em (A.7), sn?(v/1€, k) tem periodo fundamental igual a 215};“). Portanto,

¢ tem perfodo fundamental, Ty, dado por

2K (k 2+4/6(b+ 2
T, = <b+1>f ] v 1( 2 k) (1.20)
VO Ve Vo

De fato, veja que

$0+Ty) = ao+ (B — ag)sm? ( %(o +T,). k)
o) 24/6(b+2)
= ag+ (B — ap)sn’ (b+1zl()102) 0) T K (k), kz)
= ap+ (8o — ap)sn?(0 + 2K (k), k)
= ag+ (B — ag)sn*(0, k)

= ¢(0).

E, mais ainda, T, ¢ o perfodo fundamental de ¢ pois, do contrario, existiria L > 0
satisfazendo L < Ty e ¢p(§) = ¢(€ + L), V€. Assim, teriamos

5 (b+ 1) (v — ) 9 (b+1)(70 — o)
S <\/ 6(b+2) (5+L>’k>_sn (\/ 6(b+2) “C)’

o que significaria que L é periodo de sn?(v/1¢, k). Entao, como L é periodo de sn?(V/I¢, k),
V1L seria periodo de sn?(¢, k) com

_ (b+ 1) (70 — o) (b+1)(v0 — )
VIL = (\/ 6(b+2) >L<<\/ 6(b+2) )T¢’

_ (b+1)(70 — ao) 2,/6(b + 2) B
- <\/ 6(b +2) ) (mmf((k)> — 2K (k),

o que contradiz o fato de 2K ser o periodo fundamental de sn?(&, k).

Logo, T} ¢ o periodo fundamental de ¢.

1.2.1 Limitagao inferior para o periodo fundamental

Vamos provar que o perfodo fundamental T para a solucao periodica suave (1.17) da
b(b+2)

V2 \/ (b+2)c2+b(b+1)(b+2)c’

tal objetivo, inicialmente vamos obter a equagao de uma elipse, que denotaremos por X,

equacao (1) é limitado inferiormente por com b > 1 real. Para

em fungao de o e [y, através das relagoes de Girard (A.3) para o polinémio de grau trés
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Fy(¢) = ¢ + dad* + d1¢ + do, com ¢ € (0,b+ 1), que sdao dadas por

3c

ao+50+70=—d2=—b

+1
6¢2 — 3(b+ 2)c
aoBo + o + Bovo = di = b(b—(l—l) )

aofoyo = —do = —C1.
Assim,
3c

%:_b—l—l —ap — o
6c% — 3(b+2)c

62 —3(b+2)c — b+ Do

Yo(ow + Bo) = bb+ 1) — apfy = Db+ 1)
o 3C . 602 — S(b + 2)0 — b(b + ].)Oéoﬁo
ZN= gy @ s b(b+ 1) (ao + o) '

Além disso, como a equacao geral de uma elipse é dada por

Az® + Bay +Cy* + Dx + Ey + F = 0,

(1.21)

com B? —4AC < 0, vemos que a equacao (1.21), reescrita, equivalentemente, como

b(b+ 1)ag + b(b+ 1)agfo + b(b + 1) 85 + 3bcag + 3befy + 6¢* — 3(b+ 2)c = 0,

corresponde & equacao de uma elipse, digamos >, em ag e (.

(1.22)

Vamos determinar os intervalos de variagao de aq e 5y na elipse Y. Para isso, considere

novamente a equagao da elipse ¥ dada por (1.22), na forma

b(b+1)B5 + [b(b+ 1) + 3bc] By + [b(b + 1)ag + 3bcag + 6¢* — 3(b + 2)c] = 0,

(1.23)

que é soluvel em [y se, e somente se, o seu discriminante, A, na férmula de Bhaskara é

nao negativo. Agora,

A; = [b(b+ 1)ag + 3bc)* — 4b(b + 1)[b(b + 1)a + 3bcag + 66 — 3(b + 2)c)
= b(b+1)%ag + 6b*(b + 1)cag + 9b°c® — 4b*(b + 1)%a]
— 126%(b + 1)eag — 24b(b + 1)c® + 12b(b + 1) (b + 2)c

= —3b%(b+1)%a2 — 6b*(b+ 1)cag — [24b(b + 1) — 9b?|c? + 12b(b + 1)(b + 2)c.

= —3b*(b+1)%a2 — 6b*(b + 1)cag — 3b(5b + 8)c? + 12b(b + 1)(b + 2)c.
Entao, para obtermos A; > 0, vamos estudar a equagao do segundo grau em «y
—3b%(b + 1)%a2 — 6b%(b + 1)cag — 3b(5b 4 8)c* 4+ 12b(b + 1) (b +2)c =0
& —b(b+1)%ad — 2b(b+ 1)cag — (5b+ 8)c* + 4(b+ 1) (b + 2)c = 0.

17

(1.24)



Assim, novamente do discriminante, A,, da férmula de Bhéaskara para uma equacao do

segundo grau, a saber a equagao (1.24), vemos que

Ay = 4b*(b+1)*c® — 4[—b(b + 1)?*][—(5b + 8)c* + 4(b + 1) (b + 2)(]
= 4b*(b+ 1)%c + 4b(b+ 1)?[—(5b + 8)c® + 4(b + 1) (b + 2)c].

Dessa forma, para que a equagao (1.24) tenha duas raizes reais e distintas, digamos Ay <
A;, é suficiente supor Ay > 0 ou, equivalentemente, ¢ € (0,b + 1). Consequentemente,
para ag € (A, A1) temos Ay > 0 e a equagao (1.23) é solavel. Note que Ay e A; sdo

dados como solugao da equagao do segundo grau em aq (1.24), ou seja,

—be — 24/=b(b+2)2 + b(b+ 1)(b+ 2)c

AQ —
b(b+ 1)
o bt 2y/=bb+ 2 + 00+ Db+ 2)c
L b(b+ 1) '

Assim, supondo ¢ € (0,b+ 1) temos de (1.23)

—[b(b+ 1)ag + 3bc] = /Ay —3be — b(b+ 1)ag + /o (ap, c)

= 1.25
fo 2b(b + 1) 2b(b + 1) ’ (1.25)
sendo o(ag, ¢) = — 6b*(b+ 1)cag — 3b%(b + 1) — 3b(5b + 8)c® + 12b(b+ 1)(b + 2)c.
Fazendo a seguinte escolha em (1.25)
—3bc — b(b+ 1)y — /o (ag,c)
= 1.2
fo 2b(b+ 1) (1.26)
e definindo vy = —;’F—cl — g — [, segue que
3c 3c
Yo — o = <_b+1 —040—50) R — 200 — Po
3c 5 —3bc — b(b+ 1)y — /o (g, c)
= — — aon —
b+ 1 0 2b(b + 1)
_ —6bc — 4b(b + 1)ag + 3be + b(b + 1)ag + /o (g, ¢)
B 2b(b+ 1)
~ —=3bc —3b(b+ 1)ag + /o (, €) (1.27)
B 2b(b+1) ' '

Observagao 4. A escolha de [ é feita de modo que a fung¢oes periodo e modulo em

(1.28) e (1.29) estejam bem definidas e os calculos a seguir sejam possiveis.

Ainda, buscando refinar os limitantes de o utilizaremos o método dos multiplicadores
de Lagrange. Vamos definir a fungdo M (a, ) = « + [ e obter seus maximos e minimos
absolutos restrito ao vinculo N(a, 8) = b(b + 1)8% + [b(b + 1)a + 3bc]B + [b(b + 1)a® +
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3bca + 6¢* — 3(b + 2)c] = 0. Primeiro vamos calcular os pontos a, 3 e A tais que

VM(a,B) =AVN(a,5) e N(a, ) =0.

Note que:
VM(a, §) = AVN(a, B)
< (L) =X0b0b+ 1)+ 2b(b+ 1)a + 3bc, 2b(b+ 1)8 + b(b+ 1)a + 3be)
o b(b+1)BX+2b(b+ 1)aX + 3bch =1
20(b+ 1)BA 4 b(b + 1)aX + 3bcA = 1.

Entao, queremos «, § e A satisfazendo

b(b+ 1)BA + 2b(b + 1)ah + 3beh = 1
2b(b + 1)BA + b(b + 1)ak + 3bed = 1
b(b+1)8* + [b(b+ 1)a + 3bc]B + [b(b + 1)a? + 3bca + 6¢* — 3(b+ 2)c] =0

= b(b+1)BA —b(b+ 1)ar = 0= bb+ 1)BA =b(b+ ar L B=a

0 = bb+1)B*+[b(b+ 1)B + 3bc]B + [b(b+ 1)8* + 3bc + 6¢* — 3(b + 2)c]
= 3b(b+1)B% +6bcB + 6% —3(b+2)c

= 0=0b(b+1)5% 4+ 2bcf + 2¢* — (b + 2)c

—2bc + \/4b2c® — 4b(b+ 1)[2¢® — (b + 2)(]
26(b+1)
—be £ /=b(b+2)c2+b(b+1)(b+2)c
b(b+1) '

Finalmente, para determinarmos os valores absolutos de M, é suficiente calcular
M (a, 5) para os valores a e [ encontrados acima, sendo que o menor valor e o maior

valor da funcao M seré, respectivamente, o seu minimo e o seu maximo absoluto. Assim,

b(b+ 1)

—2bc £ 2/—b(b+2)c2 +b(b+1)(b+2)c
b(b+1)

M(B.B) = 25=2(‘bCi\/—b(b+2>62+b(b+1)(b+2)c>
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e, portanto, Ay < F(a, ) < Ajg, com

—2bc — 24/ =b(b+2)c2+ b(b+ 1)(b+ 2)c

A= b(b+ 1)

—2bc + 24/ =b(b+2)c2 + b(b+ 1)(b+ 2)c

As= b(b+ 1)

Em particular, como «ag < Sy,

_ _ _ 2
2 > Floo, fo) = fo> oY b<b+b?zzcﬁ>b(b+l)(b”)c -~ B,

Dessa forma, vamos supor ¢ € (0,b+ 1) e ag, fy € X tais que
A0<Oz0<Bo<60.

Continuando com o nosso objetivo inicial, temos, pela equagao reduzida da elipse X,
que para cada ag € (Ao, By) existe um valor real fy > By no qual (g, 5p) € X. Assim,
de (1.26) e (1.27),

2,/6(0+2) 4/35(b + 2) K (k(ao, c))
Ty(a, c) = K(k(ao, ) = (1.28)
’ VO+ 17 —ao \/—Bbc—Bb(b—l—l)ag—l—\/U(ao,c)
_ B [=3bc— 3b(b+ 1)ag — v/ (o, ¢)
Flao.0) = \/’Yo — Qg \/—3bc —3b(b+ 1)ag + v/ (ag, ¢) (1.29)

Entdo, como —3bc—3b(b+1)Ag = 6/—b(b + 2)c2 + b(b+ 1)(b+ 2)c e —6b*(b+1)cAy—
30%(b+ 1)2A% — 3b(5b + 8)c? + 12b(b + 1) (b + 2)c = 0, obtemos que

lim k(ag, ) = 64/ —b(b+2)+b(b+1)(b+2)c .
"V ey + @ o+ Db +2)c

CMOA)AO

Portanto, como da integral eliptica completa de primeira espécie temos

T 3 do 2 do
K(1) = F(=,1)= —— = -
(1) <2 ) /0 v/1 — 1.sen2d /0 Vcos2 0

= / i —/2 sec 0df = (In| sec 6 + tgh|)
0
0

cos 6 0

[ME]

= lim In|sec M + tgM| — lim In|sec N + tgN| = 400, (1.30)
M—3 N—0
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podemos concluir de (1.28) que

2
lim Ty(,c) = 3 +2)

K(1) = +o0. (1.31)
a0—>4o 6/ b+ 2)E + b0+ D+ 2)c

Além disso, como —3bc — 3b(b + 1) By = 3/ —b(b+ 2)c2 + b(b+ 1)(b+ 2)c e —6b*(b +
1)eBy —3b%(b+1)?B2 — 3b(5b+8)c* + 12b(b+ 1) (b+2)c = 9[—b(b+2)c* + b(b+ 1) (b+2)c],
segue de (1.29) que

fm kao.c) = \/—3bc—3b(b 1)By — /o(Bo, )_0.

ap—Bo 3bc — 3b(b BO +\/O Bo,

Assim, como

K@) =F ( / m / 4o — (1.32)
obtemos de (1.28) que
ahglla Ty(w, ) = 3h(b+2) K(0)
0= Bo V6/ b+ 2)E + b+ )+ 2)e
B 3b(b+2) T 2m+/b(b+2)
\/6\/—6(6 A Db 2 V2V b+ 2 +b(b+ 10+ 2)e

Entao, como a aplicacdo oy € (Ao, By) — Ty(ap,c) é estritamente decrescente
b(b+2)
V23/=b(b+2)c2+b(b+1)(b+2)c

(Teorema 3), concluimos que T, >

1.3 Existéncia de uma curva nao trivial suave de so-
lucoes ondas snoidais L-peridédicas parametrizada

pela velocidade de propagacao das ondas c

Na se¢ao anterior, obtivemos uma solucao onda snoidal com periodo L. Para ¢, tal que
[c2—(b+1)c] < —ZWLI’L(#, existe um tnico oo € (Ao(co), Bo(co)) tal que Ty(cv 0, co) = L.
Entéao, para ¢y e agp tais que (g, So0) € X(cp), temos que a onda snoidal ¢ = ¢, =
beo (5 0,05 Bo,05 Y0,0), COM Yp 0 = —E’Jr—l — a0 — Bo,0, possui periodo fundamental L e satisfaz
(1.3), com ¢ = ¢g. Além disso, a onda snoidal ¢(-, ag, 5o, Y0) = @e(-, @0, fo,Y0) em (1.17)
¢ completamente determinada pelos parametros ¢ e aq e serd denotada por ¢.(-, ag) ou,
simplesmente, ¢..

Nosso proximo resultado mostra a existéncia de uma curva suave de solugoes ondas
snoidais da equagao (1.3). Em outras palavras, mostramos que pelo menos localmente a

escolha de ag depende suavemente de cj.
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4 /16b(b+2)
(b+1)2
sidere ¢y € (0, %) tal que [c3 — (b+ 1)co) < w e apo = ap(cg) € (Ap, Bo)

tais que Ty, = L. Entao, valem as sequintes afirmagoes:

Teorema 3. Seja L > T wma constante arbitrdria fixada com b > 1 real. Con-

(a) Existem um intervalo J(co) centrado em co, um intervalo J(ogo) centrado em
ap(cg) e uma unica funcao suave A : J(co) — J(wp) tal que A(co) = app e
3b(b+ 2) K (k(,¢))
\/—3bc —3b(b+ 1)ag + /o (g, c)
sendo o(ag,c) = — 6b*(b + 1)cap — 3b*(b + 1)%a3 — 3b(5b + 8)c* + 12b(b + 1)(b + 2)c,

c € d(cy), ag = Alc) e k* = k*(c) € (0,1) definido em (1.29).
(b) A solu¢ao onda snoidal dada por (1.17), ¢(+; o, Bo,Y0), determinada por oy =

=L, (1.33)

ap(c), Bo = Bo(c) e v = (), tem periodo fundamental L e satisfaz a equagao (1.3).
Além disso, a aplicacao
ce 8(00) — ¢c € H;er([(]? L])

€ uma funcao suave.

Demonstracao. A ideia da demonstragao é aplicar o Teorema da Func¢ao Implicita. Para
. . : b+1) (b+2

1.'3‘50,4 considere o conjunto aberto Q@ = {(a,¢) | ¢ € (O,%}r;)), [* = (b+ 1) <
—“%%2) e a € (Ag, By)} C R? e defina ¥ : QO — R por

3b(b+ 2)K (k(c, ¢))
\/ 3bc —3b(b+ 1)a+ /o(a,c)

9

U(a,c) =

sendo o(a, c) = —6b%(b+ 1)ca — 3b*(b+1)%a? — 3b(5b+ 8)c? + 12b(b+ 1) (b+ 2)c e k(o ¢)
definido em (1.29), com ag = a. Por hipotese, ¥(ag,co) = Ty, = L.

Considere
44/3b(b+ 2
flase) = b+2) , (1.34)
\/ 3bc — 3b(b+ 1)a + /o(a,c)
entao, pela regra do produto para derivadas, temos de (1.34)
ov 8f
da f Do
Fazendo u(a, ¢) = —3bc — 3b(b + 1)a + /o («, ¢), obtemos
—3b%(b+1)c — 3b%(b + 1)?
Ou _ _gp(p g1y 4 —0bF De— 8(bF 1) e (1.35)
da o(a,c)

Agora, pela regra da cadeia para derivadas, temos

oF _ofon 0K _dKok
da  Ouda ¢ da dk Oa
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Entao, por (1.35),

OV d (4./3000+2) 302 (b+ 1)c — 302(b+1)%a
9E - g [ LTI 1)+
= [ m ()] e a0
dK 0k
o {%%}
24/3b(b+2)K 2 2 2
_ 3b(b+2)K | 3b(b+1)+3b(b+1)a+36(b+1)c
ur/u o(a,c)
44/3b(b + 2) (dK Ok
Vu dk dac )
Denotando v = v(a) = —3bc — 3b(b + 1)ac e 0 = o(a) = o(a, ¢), podemos reescrever,

equivalentemente, a equagao acima como

o 2,/3b(b+2)K 30%(b+1)%a+3b*(b+ 1)c
- (v+\/3)(u+\/5)%] [3b(b+1)+ L
4/3b(b +2) (dK Ok
- (v +/0)2 (dk aa>
_ 2/3b(b+ 2)K[3b(b + 1) + d~2(30*(b + 1)%a + 362(b + 1)c)]
(v + Vo) (v + Vo)
4/3b(b+2) (dK Ok\ (v+/o
- (v ++/0)2 (dk aa> (1/+\/5>
C2/3b(b + 2)K v + /0] 72 [3b(b + 1) + d 2 (362(b + 1)%a + 3b3(b + 1)c)]
— s
4/3b(b+ 2) (4L 9EY (1) 1 \/5)z
+ " \% : (1.36)
Agora, de (1.35) e pela regra do quociente para derivadas, vemos que
k> —3bc—3bb+1)a+o [0
da (=3bc—3b(b+ Da+ Vo) [£<_3bc = 3b(b+ La - \/E)]
—3bc —3b(b+ 1)a — /o 9,
T (=3bc—3b(b+ Da + /o)? [a_a(_?’bc —3b(b+ La+ ‘/E)]
_ (w+Vo) [ =300+ 1)e=30°(b+1)%a
= e e Vo ]
=) [ =3b%(b+ 1)c — 3b%(b+ 1)*«
—(V o) [ 3b(b+1)+ NG }
_ —30(b+ v —3b(b+1)Vo {(1/ + /o) (=3b*(b+ 1)c — 3b*(b + 1)%)]
(v + Vo) Vo(v+ o)
N 3b(b+1)v —3b(b+1)yo {(1/ — /o) (=3b*(b+ 1)c — 3b*(b + 1)2(1)}
CERVGE NGOENGE
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—6b(b+1)y/o  20[=30*(b+ 1)c = 30°(b + 1)*q]
(v + Vo) V(v + /o)
—6b(b+ 1)o — 2b(b + 1)v[—3bc — 3b(b + 1)a
Valv+ oy
—6b(b + 1)o — 2b(b + 1)1/?

Volv ++/0)

Ainda, pela regra da cadeia para derivadas e da equacao acima, segue que

k> Ok Ok 10K 1 —6b(b+1)o —2b(b+ 1)v?

90 =507 90 " %00 " %% NGOG (1.37)
Mas, como ¢ é tomado de tal forma que o > 0 e k € (0, 1), segue que
Ok (1Y [6b(b+1)o+2b(b+1)v°
da (%) ( NCORSNGE > <0
Além disso, de (1.37), temos
o 2/3b(b+2)K[3b(b + 1) + o2 (36%(b + 1)%a + 3b2(b + 1)c)]
da (v+ Vo) (v + Vo)
4/3b(b+2) (dK\ [ 1 —6b(b+ 1)o — 2b(b+ 1)1 .
- 2 (&) @ T e ) e
_2y/3b(b+2)K[3b(b +1) —b(b+ 1)vo—2]
(v +V0)?
dK\ [ —6b(b+1)o —2b(b+ 1)1? v+./o
t 2Vab+) (E) ( ko (v + /o) ) ( v+o )
_2/3b(b+ 2)K[3b(b+ 1)\/o — b(b+ 1)V
Vo(v + /o)
— 2/3b(b+ 2) (%) 6b(b Z\};Z;ff;;; Dl (1.38)
Note que:
o <g> [6b(b+ 1)o + 2b(b + 1)12 _ K[3b(b +1)v/5 — b(b + 1))
Oa d ! ko (v + /o) Vo(v+ o)
- <@> 60 + 20 5] _ KBVo - ”)é. (1.39)
k) |kvo(v+ /o) Vo(v+/o)?
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Entao, como Cgk( = Ek:—K vemos que
E-PK| [ 60+ 202 - K (3o —v)
| kE? | ko + o) | T Vo(v+Vo):
r 2.7 -
EFE—-k'K 60 + 2v° ]
& K@3vo—v
T | Lk ve) 7ROV
& (E—K°K)(60 +20%) > K(S\/E—y)k;Q ‘v + o)
& E(6o+20°) > K(B\/E — )2 (v + Vo) + (60 + 20K K
& E(6o+20%) > Kk (3vy/o + 30 — 1? — V\F) + (60 + 20k K
& B(60+20%) > KB (200 + 30) — Kk*K*1? + 60k K + 202k K.

Ademais, como k? =1— k2 temos que k2 =1 — k2 e k2 + =1 e, assim,

E(60 + 20%) > KK (2uy/o + 30) — K(1 — K )K 02 + 60k K + 202k K
& E(60 + 2% > KKK (2V\/_—|—30)+Kk: 2+ EPK + 60k K (1.40)

Agora,

E(60 + 2v°) = 60E + 2U°E = 60F + 2v* — V’k*E + V’k°E
= (1 - kW2E + 60E + v2E + v*k*E = V2K E + 60E + v2E + v*k*E
= 1/21{:,2E +60E + V’E + V’K*E — V2k;/4E + V2k;/4E
= 25701 — k/2)E (k% + k;’2)E + 22 E + VK E + 60E

= 21— KB+ RE + K E + VR*E + K B + 60E

= (1 - EE + 02671+ KP)E + 20°K2E + 60E

= K21+ KB + 2k K2E + 20°K*E + 60E

= P+ EDE + 221+ KD)E + v*K2E + 60E. (1.41)

Também, como E(k) + K (k) ¢ estritamente crescente,

[E(k)+ K(k)] = E'(k)+ K'(k) > 0.

12

/ —_ _ ~
Mas, ' = &K ¢ K :Ek:%,entao

E-K E-k°K K (E—-K)+E-k’K
+ S >0= ~ >0
ki kk kk
12 12 12 12 12
= K E-K'K+E-kK'K>0= EQ1+k")>2%"K. (1.42)
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Multiplicando ambos os lados de (1.42) por k%2 e utilizando que v > /o, temos
KrE(1+E?) > 2262 K > 2w /ok?k K. (1.43)
Ainda,
30E = 30(k2 + k*)E = 30k*E + 30k E. (1.44)

Novamente, usando o fato de K ser estritamente crescente, temos

12
/ E_kK / /
K>O:>W>O:>E—k2K>O:>E>k2K (1.45)

e, portanto, multiplicando ambos os lados de (1.45) por 3ck?, segue que
30k2E > 30k*k K. (1.46)
Dessa forma, segue de (1.41) que

E(60 + 20°) > 20/ok?k " K + vk (1 + k) E + v2k*E + 60 E, por (1.43)
= ok K + K (1 + K°)E + K2 E + 30E + 30k*E + 30k E, por (1.44)
> (2uyo + 30)]{:214:/2K + 1/2]{:,2(1 + k:lz)E + V*K*E + 30(1 + klz)E, por (1.46)
> (Vo +30)k2E K + 2k (1 + K*)E + v*K2E + 60k K, por (1.42).
Por fim, do que foi visto acima, para verificar (1.40) resta apenas mostrar que

21+ KDE + K2E > KB + KE 2.

Agora, de (1.42), tem-se
21+ EHE > 2026 K

e, assim,

VEPQ+ EE + 2 E - KE22 — KK > 2026 K + K2 E — KE?
— KK =K 'K+ RE - KK = K1 - 0K + 2 R2E
= CRK 402 E = (B - K K) > 0, por (1.45). (1.47)
Logo, vale (1.40) e, portanto, g—i’ < 0. Finalmente, pelo Teorema da Fungao Impli-
cita, existe uma tunica fungao suave A, definida em uma vizinhanga J(cy) de ¢y, tal que
U(A(c),c) = L, para todo ¢ € J(cp). Entao, obtemos (1.33) e isto completa a prova do

teorema. ]
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1.3.1 Propriedades monotonicas das aplicagoes ¢ — A(c) e ¢ — k(c)

Vamos estudar algumas relagoes de crescimento e decrescimento das fungoes A(c) e
k(c) definidas no Teorema 3. Inicialmente, demostraremos um lema bastante técnico e

que nos auxiliara neste proposito.

Lema 3. Para c € I; = (0,5 — Y= tem-se

—3b+ 072 [=3b%(b + 1)a — 3b(5b + 8)c + 6b(b + 1)(b + 2)] > 0 (1.48)
€

—3bo — v[-3b*(b+ 1)a — 3b(5b + 8)c + 6b(b + 1)(b + 2)] < 0, (1.49)

sendo v = v(a,c) = —=3bc — 3b(b+ 1)a e 0 = o(a,¢) = —60*(b + 1)ca — 3b*(b + 1)%a? —
3b(5b + 8)c* + 12b(b + 1) (b + 2)c.

Demonstracao. De fato, a primeira desigualdade no enunciado deste lema é possivel desde
que tenhamos p = —3b*(b+1)a—3b(5b+8)c+6b(b+1)(b+2) > 0. Mas como « € (A, By),

—bc —/=b(b+2)c2+b(b+1)(b+2)c
b(b+1)

p > —362(b+1)<

+ 6b(b+1)(b+2)
= 3by/=b(b+2)c2+b(b+1)(b+2)c — 12b(b+ 2)c + 6b(b+ 1)(b + 2)

) — 3b(5b + 8)c

30/ —b(b+2)c2 + b(b+ 1) (b + 2)c — 12b(b + 2)c + 6b(b + 1)(b+2) > 0
& /=bb+2)+bb+1)(b+2)c > 4b+2)c—2(0b+1)(b+2).

E facil ver que a desigualdade acima se verifica para ¢ < %, o que também prova (1.49).

Portanto, (1.48) é equivalente a

o <[(5b+8)c+b(b+ 1)a—2(b+1)(b+ 2)]?

o < [(5b+8)c+b(b+ 1)a]* —4(b+ 1)(b+ 2)[(5b+ 8)c + b(b+ 1)
40+ 1)%*(b+ 2)?

o < (5b+ 8)%c? + 2b(b + 1)(5b + 8)car + b*(b + 1)%a?

— 4+ 1)(b+2)(5b+ 8)c — 4b(b+ 1)*(b+ 2)a + 4(b + 1)*(b + 2)?

0 <b?(b+1)a® + [4b(b+ 1)c — b(b+ 1) (b + 2)]a + [2(5b + 8)c?

— 8+ 1)(b+2)c+ (b+1)(b+2)?,

T+

¢

que é uma equacgao do segundo grau na varidvel a cujo discriminante da férmula de
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Bhaskara A3 < 0 se, e somente se,

[4b(b + 1)c — b(b+ 1)(b+ 2)]2 — 46%(b + 1)[2(5b + 8)¢® — 8(b+ 1)(b + 2)c
+ (b+1)(b+2)? <0
& —24(b+2)A+24b+1)(b+2)c—3(b+1)(b+2)* <0
& 82 —8(b+1)c+ (b+1)(b+2) >0,

que se verifica para ¢ € Iy, concluindo a demonstragao. O

Corolario 1. Considere a aplicagio A : J(co) — J(apo) determinada pelo Teorema

3. Entio A é uma funcdo estritamente decrescente em I, N J(co), sendo I} = (0, %L —

» 2
2b(b+1)
)

Demonstragao. Pelo Teorema 3, temos W(A(c),c) = L para todo ¢ € J(cp) e, entdo, pelo

Teorema da Funcao Implicita,

dA o

—(c) = —%¢%. 1.50

HCE (1.50)
Pela demonstragao do Teorema 3 ja sabemos que g—‘i’ < 0, entao basta mostrar que

9% < 0 em Iy NJ(co). Para tal, considere v = v(c) = —3bc — 3b(b+ 1)av e 0 = o(c) =
—60%(b + 1)ca — 3b%(b + 1)2a* — 3b(5b + 8)c? + 12b(b + 1) (b + 2)c. Assim,

v 9 [ 430+
Oc Oc
v(

= K(k(&,C)))

c)++/o(c)
o d [ 4/B01Y 4/B0+2) 0K
! ch( v(c) + a<c>)+( vV Vo ) o M)

. 3b(b+2)K;z ( 1 | AV/300 12) dK Ok
“\ Yl

o+ \/— \/ﬁ dk dc’
Fazendo u(c )+ /o(c), temos que
du d d d 1 d
T = G+ Vo) = Ze) + 5 (o)
1 2
= —3b+ ﬁ[_ﬁb (b+ 1)ae — 6b(5b + 8)c + 12b(b+ 1) (b + 2)]
= —3b+o2p, (1.51)

sendo p = p(a, ¢) = —=3b*(b+ 1)a — 3b(5b + 8)c + 6b(b + 1)(b + 2). Entao,

O WAl DK (i)+—4 (b +2) (%%)

dc u Vu dk Oc
- d du  4y/300012) [OK dk
= 4/3h(b+2)K (7) e ( 5 %)
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= 4y/3b(b+2) <_%u§> [—3b+ 0 2p] + 4V/3b(b +2) (dK 8k)

No dk dc
—2./3b(b+ 2)K[-3b+0"2p] 4./3b(b+2) [ dK Ok
= 3 + TR N
u2 \/ﬂ dk 80

Voltando as variaveis iniciais, vemos que

O —2./3b(b+2)K[~3b+ 0 2p)] L AV3b(+2) (dK%) (1.52)

o (v+ o) (v+a)i \dk dc

Agora, aplicando a regra do quociente para derivar k?(c, c) com relagio a ¢ e usando
(1.51), obtemos

8_k2<a ¢) = 4 <V(C)_—U(C)> _ (v+ /@) [=3b— 0 2p] — (v — /7)[—3b+ 0 2]
dc de \ v(c) + \/o(c) v+ Vo)
— —3b(v 4+ 0) — (v + /)0 2p + 3b(v — /T) — (v — /T 2p
(v + /o)
. —65\/_—21/0_%[)
v+ve)?:

Mas, pela regra da cadeia para derivadas,

0k ok 1o
Oc oc de 2k de’

entao,
Ok 1 —6by/o—2wo 2p 1 —=3bo—vp

de 2% (vt o)k o+

Finalmente, basta estudar o sinal das expressoes —3bo — vp e —3b + a_%p em (1.52),

(1.53)

a partir do Lema 3, para concluir este resultado.

[
Agora, vamos provar que a fun¢do modulo k(c) é estritamente crescente.
Proposigao 1. Considere ¢ € (0, %) tal que [¢* — (b+1)c] < —%, ap = Ac)
e a fung¢ao modulo
k() = k(A(c). ) = | 1=Vl (1.54)
v(c) ++/o(c)

sendo v =v(c) = —3bc—3b(b+1)A(c) e o = o(c) = —6b*(b+1)cA(c) —3b*(b+1)2[A(c)]* —
3b(5b + 8)c? 4+ 12b(b + 1)(b + 2)c. Entdo, “k(c) > 0.
Demonstracao. Note que,

%— ! )%_’_%
dc_aocaao oc
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Mas pelo que vimos em (1.37) e (1.53),

ok 1 —6b(b+1)0 —2b(b+ 1)1?

oy 2k Vo + /o)

Ok 1 —6by/o — 200~ 2[=3b*(b + L)ag — 3b(5b + 8)c + 6b(b + 1)(b + 2)]
oc 2k (v++/0)?
Além disso, denotando p = p(«,¢) = —3b*(b+1)ag — 3b(5b+ 8)c+ 6b(b+1)(b+2), temos
que, pelo Corolario 1 e as equagdes (1.38), (1.52) e (1.53),

dA(¢) oV /o

de  Oc/ o
2B+ 2)K[-3b+ 03] dK\ |1 =6by/o — 20 2p
= { vt o) +4 Sb(b+2)(dk)[2k w1 o) ]}
_ {2 3b(b + 2)K[3b(b + 1)y/a — b(b+ 1)/
Va(v + /o)
i [6b(b+ 1)o + 2b(b + 12 ]
— 24/3b(b+2) (%) ol o) }
Portanto,
dk Ok dA(c) Ok 1 —6b(b—+ 1)o — 2b(b + 1)
970 e T T e T T et o)

—2/3b(b + 2)K[—3b + o~ 2] dK\ [ 1 —6by/o —2v03p
{ N +4 3b(b+2)(dk>[2k 1 o) ”

R Y 20 5p [ 24/3b(b + 2)K[3b(b+ 1)v/o — b(b+ 1)
2k (v + /0)? Vo(v+ /)2
1 6b(b+1)o + 2b(b+ 1)v/?

%k Vot o) }
—2/3b(b+ 2)K[—3b+ 0 2]

(v+V0o)?
1 —6by/o —2vo 2p
% (v+o) }
2/35(b+ 2) K [3b(b + 1)/a — b(b+ 1)1/
(v + /)2

dK\ | 1 —6b(b+ 1) — 2b(b+ 1)v/?
+  44/3b(b+2) (%) [ﬁ VRN

T ()

& [-6b(b+ 1) — 2b(b + 1)v7] - {

+ 44/3b(b+ 2) (Z—Ilj)

> [=6b\/o — 2wo2p] - {
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[—6b(b+ 1)o — 2b(b + 1)1/?] - { —2./3b(b + 2) K[—3b + 0~ 2 ] }

A 3
(v ++/0)?
1 24/3b(b+ 2)K[3b(b+ 1 —0(b+1
 bs vy [ 2VIOE DB+ D o+ 1)
v+ o)}

& [=6b(b+1)o —2b(b+ 1)1?] - [3b — o 2]

> [=6by/a — 2v072p] - [3b(b + 1)v/T — b(b + 1)1/

& —186%(b+ 1)o + 6b(b + 1)azp — 662 (b + 1)1 + 2b(b + 1) 20 2p

> —18b%(b+ 1)o + 6% (b + 1)woz — 6b(b+ 1)vp + 2b(b+ 1)20 " 2p

& o2p—buor — b+ up > 0. (1.55)
Mas,
—? +vp = —vvb+3b%(b+ Dag+ 3b(5b+ 8)c — 6b(b + 1)(b + 2)]

= —v[vb+ (3b%(b+ 1)A(c) + 3bc) + 12b%c + 24bc — 6b(b + 1) (b + 2)]
= —v[12b(b+ 2)c — 6b(b+ 1)(b+ 2)],

e, do mesmo modo,
07p—bro? = —a2[vb — p| = —02[12b(b + 2)c — 6b(b + 1)(b + 2)].

Entdo, como v > /o > 0, a desigualdade em (1.55) se verifica desde que tenhamos
12b(b+2)c — 6b(b+ 1)(b+ 2) < 0, ou seja, k(c) é estritamente crescente. O

1.4 Solucoes triviais

Nesta se¢ao vamos buscar por solugoes contantes u(z,t) = ¢.(§) = ¢ da equacao (1)
ou, mais especificamente, da equagao (1.3). Para isso, vemos que tal equacao é equivalente

a

3c 3A
3= e + i =0,
Tob+1 b+1
sendo Ay, , uma constante de integragao nao nula.
Agora, considere Fy_,(¢c0) = 03 + dag?y + digeo + do, com dy = 0, di = =35
34
e dy = bicl’o. Pela formula de Cardano-Tartaglia (Apéndice A.1), a equag@o reduzida

G0 +DPeo +q =0, com

d% 3¢ 2dg - 9d1d2 +27d0 3A¢ 0
= —— d = — — — <
L e 27 b1’
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possui uma solucao real ¢, se

3

q2

l\D|’B
-J

Portanto, resolvendo a desigualdade acima com relagao a ¢, obtemos, também pela formula

de Cardano-Tartaglia, uma familia de solugoes constantes

_ 3 3A¢s,o 4 9A35c,o c + 3 3A¢c,0 9‘435(:,0 c3
TN 20+ 1) 4b+1)2  (b+1)3 2(b+1) 4b+1)2  (b+1)3

2
5 [OB+1DAZ
1

para ¢ < , com b > 1 real.
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CAPITULO 2

Instabilidade orbital das ondas viajantes periddicas suaves, com

média zero, da equacdo mCH

Neste capitulo, desenvolveremos a teoria de instabilidade das ondas viajantes periodi-
cas (1.18) da equagao mCH. O conceito de estabilidade, sera interpretado no sentido de
H...([0,L]), isto ¢, para cada ¢ > 0 diremos que ¢, ¢ estavel se existe um 6 = d(¢) > 0 para
o qual sempre que inf,cg |[ug — ¢c(- + 7)|[1 < 0, a solu¢do u(t) de mCH, com u(0) = uy,
satisfaz

inf [[u(t) = ¢e(- +7)|h <<

para todo ¢t € R para o qual existe u(t). Caso contrario, ¢, sera dita instéavel.
Estabelecemos a seguir as hipoteses necessérias para concluir a partir do método de

Grillakis, Shatah e Strauss [21, 22|, que ¢. ¢ instavel. Lembramos, que a equagdo mCH

possui importantes quantidades conservadas no tempo, a saber, a energia, o momento e

a média, explicitadas pelos funcionais E, F' e V, definidos em (4).

Hipotese 1 (Existéncia de solu¢ao) Para cada uy € ngr

([0, L)) existe T" > 0, T depen-
dendo de [lugll, tal que a equacdo mCH possui uma solugao u € C([0,T], H...([0, L]))
com u(0) = ug e E(u(t)) = E(up), F(u(t)) = F(up) para todo t € [0,T].

Hipo6tese 2 (Existéncia de ondas viajantes periodicas) A equacdo mCH possui uma

familia de solugoes ondas viajantes periddicas e, além disso, existem ¢y, ¢y € R tais que,

para cada ¢ € (c1, ), a aplicagao ¢ — ¢, é de classe C! e a funcio

d(c) = E(¢e) + cF(¢c) (2.1)

¢ uma fungao coéncava de c.
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Hipétese 3 (Espectro do Hessiano) Para ¢ € (cy, ¢3), 0 operador H, = (E" +cF")(¢.) =
(¢e — €)0F + ¢.0: + ¢ — 3¢? + ¢, possui nicleo gerado por ¢, e um espectro constituido
por um conjunto discreto de autovalores sequencialmente ordenados de forma crescente,

sendo os trés primeiros autovalores simples e apenas um deles negativo.

A Hipotese 1, sobre existéncia de solucao da equacao mCH, ja encontra-se verificada
por Hakkaev, Iliev e Kirchev em [23] via teoria de Kato [24]. A seguir, enunciamos o

resultado que prova tal hipotese.

Teorema 4. Seja L > 0 uma constante arbitrdria, mas fiza. Dado ug € H*([0,L]), s > 3,

existe tg > 0 mazximal e uma unica solug¢do u(x,t) da equa¢ao mCH tal que
u € C([0, o), H°([0, L])) N C*([0, %), H*([0, L]))-

Além disso, a solug¢ao depende continuamente do valor inicial ug.

A partir deste momento, utilizaremos b = 2 sempre que for mencionada qualquer
equagao, inequacao ou resultado do Capitulo 1, pois estamos interessados na instabilidade
orbital para a solucao onda snoidal da equacao mCH, obtida para este valor de b na

equagao (1). Além disso, suporemos fOL ¢ dx = 0.

2.1 Estrutura hamiltoniana

Para u(t) € H!

ser([0, L]), com ¢ > 0, definamos o funcional

2

L, 4
ut uu
E(u):—/ — + —= dx.
. 42

Entao é facil verificar que a equacao mCH é formalmente equivalente a equagao hamilto-
niana

u, = JE (u), (2.2)

com J = J,(1—0?)"! um operador hamiltoniano antissimétrico e £’ denotando a derivada

de Gateaux do funcional E calculada em relagao ao produto interno de L2, ([0, L]). Isto

¢, se E ¢ um funcional definido em H!. ([0, L)), entdo E' € H;1([0,L]) e satisfaz para

per per
v e H...([0,L]) arelacao

d /
—FE(u+ev = (v, B (u));.
TBu+en) = (0, F W)
Em nosso caso, verificamos que E'(u) = —u?’—i-%?”—kuum. Analogamente, podemos verificar

que para o funcional

1 L
F(u)——/ u® + u2 dx
2.Jo
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temos F’ (u) = u — Uy, e, portando, podemos escrever
= JoF (u),

com Jo = —(1—0§)‘1[8x(“—;—um)%—Q(uQ—um)@x] (1—0?2) um operador linear hamiltoniano.
Em particular, isso significa que a equacgao mCH possui duas estruturas hamiltonianas.
Observemos que a equagao mCH é invariante por translagoes em z, ou seja, se u(z,t) é
uma solugao, entao também o ¢ u(x+s,t) para s € R. O mesmo ocorre aos funcionais F e
F, ou seja, E(tsu) = E(u) e F(1su) = F(u) sendo 7, o operador transla¢do tsu = u(-+ s).
Além disso, E e F' sao funcionais continuos e suaves em H]..([0, L]) que satisfazem a
equagao (6).
Para a conveniéncia do leitor, apresentamos o lema abaixo.
Lema 4. Os funcionais E(u), F(u) e V(u) definidos em (4) sao quantidades conservadas

no tempo para a equacao mCH.

Demonstragao. Inicialmente, de (mCH) temos que

d L L L
—V(u) = / uy do = / Uy AT = / (Wl ) — Ugllyy dz = 0.
dt 0 0 0

Agora, multiplicando a equagdo mCH por u e integrando sobre o compacto [0, L]

obtemos

d

L L
—F(u) = / Ul + Upllyy dr = / ULy — Ulgyy dr = 0.

Para mostrar que F(u) é invariante no tempo, vamos usar a formulagao hamiltoniana
(2.2). Note que

S Bu() = (B u) = ('(w), JE'(w)) = ~(JE, E' (u).

Assim, como J é um operador antissimétrico, segue a invariancia de F(u). ]

Observagao 5. Cabe ressaltar que aplicar o método de Grillakis, Shatah e Strauss [21]
diretamente ao problemas (2.2) requer certa sutileza. A principal razao emerge do fato
que J; nao é um operador sobrejetor ou, menos ainda, bijetor. Em [21], de acordo com os
proprios autores, nao é necessario J; ser sobrejetor, sendo suficiente que a solucao onda
viajante periddica ¢. pertenca a sua imagem. Ja& para contornar a dificuldade de J; nao

ser bijetor em [22], Deconinck e Kapitula [14] consideraram equagoes gerais da forma
w = JE (u), u(0) = ug

em um espago de Hilbert X, sendo J : X — range(J) C X antissimétricoe € : X — R

um funcional de classe C?, restritas ao seguinte subespaco fechado de média zero,

v={revwen /=1 [ s a=o}.
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0 que para o nosso estudo faz todo o sentido, ja que estamos considerando ondas viajantes

periddicas ¢. com média zero.

2.2 Solucoes ondas viajantes peridédicas suaves, com

média zero, da equacao mCH

Com base no estudo da equagao (1), apresentado no Capitulo 1, obtemos que uma

familia de solugoes ondas viajantes periodicas da equacao mCH
2
Ut — Uggt = Ulggy + 2“17“17&: —3u Uy

¢ dada pela chamada onda snoidal

0c(€) = (& a0, Bo,Y0) = g + (Bo — a)sn® ( Mﬁa k) ; (2.3)

com g < S < 7o raizes do polinomio Fy (d.) = ¢} + cdp? + (¢ — 2¢)¢p. + ¢* — 22 + 4A,,,

Ay, uma constante de integracao,

—C— g —+\/0lQg,C —C— Qg+ /00, C
gy= S0 VOl e Zem 0t Voland) (2.4

para c € (0,1) e ap € (Ao, Boy), sendo

—c—2v/—=2c% + 6¢ —c—V—2c2 + 6¢
3 ’ 3

Ay =

e o(ag,c) = — 2cap — 3ag — 3¢ + 8c.

O periodo fundamental Ty, da onda snoidal (2.3) ¢ igual a

2
T, = 28

= KR (2.5)

com
—c — 309 — v/ o(ap, ¢)

—c— 309 + \/a(ao,c)’

pois sn? tem tem periodo fundamental igual a 2K (k), sendo K (k) a integral eliptica

k= (2.6)

completa definida em (A.7). Além disso, o periodo fundamental da onda snoidal (2.3)

satisfaz a seguinte desigualdade

87

V=22 + 6¢

T; > (2.7)
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2.3 Existéncia de uma curva suave de solugcoes ondas
snoidais L-periédicas, com média zero, da equacao
mCH, parametrizada pela velocidade de propaga-

cao das ondas c

Sejam L > 4 1%87T arbitrario mas fixo e ¢ € (0,1) tais que [¢? — 3¢] < —3%;4. D

demonstragao do Teorema 5 abaixo, concluiremos que a aplicacao ag € (Ag, By) — T, (ap)

¢ estritamente decrescente e, entdo, existe um tnico ay = ap(c) € (Ao(c), Bo(c)) para
o qual o periodo fundamental da onda snoidal ¢.(-, o, Bo,70) definida em (2.3), sera
Ty.(a(c)) = L. Neste caso o modulo k(ay, c) pode ser escrito como uma funcao de ¢, ja

que por (2.6),

—c — 309 — v/ o(ap, ¢)
k*(c) = , 2.8
© —c— 309+ +/o(, ) 28)
com (g, c) = —2cap — 3a3 — 3¢+ 8c e g = ap(c). Mostraremos agora que pelo menos

localmente a escolha de oy depende suavemente de c.

Teorema 5. Seja L > (/1387 uma constante arbitraria fivada. Considere ¢o € (0,1) tal
32t
LA

sequintes afirmagoes:

que [c2 — 3co] < — e ago = aolco) € (Ao, Bo) tais que Ty, = L. Entdo, valem as

(a) Existem um intervalo J(co) centrado em ¢y, um intervalo J(ago) centrado em
ap(co) e uma unica fungao suave A : J(co) — J(wp) tal que A(co) = agp €
8K (k(ayp),c)

300+ Voland)

sendo o(ag,c) = — 2cag — 3a¢ — 32 + 8¢, ¢ € J(cp), ap = A(c) e k* = k*(c) € (0,1)
definido em (2.8).
(b) A solugao onda snoidal dada por (2.3), ¢.(-; o, Po,Y0), determinada por oy =

L (2.9)

ap(c), Po = Bolc) e v = Y(c), tem periodo fundamental L e satisfaz a equagao (5). Além
disso, a aplicagao
¢ € d(co) — e € H,, ([0, L])

per

€ uma funcao suave.
Demonstracao. Veja a demonstragao do Teorema 3 com b = 2. O

Agora, vamos provar que a fungdo modulo k(c) é estritamente crescente.

Proposigao 2. Considere ¢ € (0,1) tal que [¢®* — 3c] < —?’2—14, ap = A(c) e a fungao
modulo
v(c) —Vo(o)
k(c) = k(Ae),c) = | ——— ==, (2.10)
v(c) ++/o(c)
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sendo v = v(c) = —c — 3A(c) e 0 = o(c) = —2cA(c) — 3[A(c)]* — 3¢* + 8c. Entao,
Lk(c) > 0.

Demonstracao. Veja a demonstragao da Proposicao 1 com b = 2. O

Observagao 6. A condicao de ¢, ter média zero é expressa exatamente por

(K~ F)

oo + (8o — o)
j& que

\/g(ﬁo — Qo) 2 2
ﬁ/{) sn“u du

e valem as equagoes (2.9) e (2.10) juntamente com (2.20) que veremos mais adiante.

L
0:/ b dé = aol +
0

Note que parte da Hipotese 2 exigida para a instabilidade orbital da onda snoidal (2.3),
segue do Teorema 5. O restante desta mesma hipotese, o qual diz respeito a concavidade

da fungao d(c) definida em (2.1), sera abordado na proxima segao.

2.4 Concavidade da funcgao d(c)

Pelo Teorema 5, para cada ¢ € (0, 1) satisfazendo [¢* — 3¢] < —3?{4 para L > { lgﬁw,

a aplicacao ¢ — ¢. € H},.([0, L]) é de classe C". Assim, como ¢, possui média zero, segue
de (2.1) que

! / / d

401 = (/@) +F'(60). 5p6.) +F(6) = Fle) (2.12)
1

Proposigao 3. Seja L uma constante arbitrdria mas fixa, suficientemente grande, e con-

sidere u(z,t) = ¢p.(x—ct), com c € (0,1) tal que [¢* —3c] < —3%—724, a solug¢ao onda snoidal,

com média zero, da equa¢ao mCH. Entao, existe ky € (0,1) tal que,

3L% — \/OL* — 512[(1 + k?)% + 3(1 — k2)?] K*

c=clk)= 517

. Wk € (0,ky), (2.13)

e d(c) € uma fungdao concava.

Demonstracao. A ideia para demonstrar esse resultado é mostrar que a derivada de se-

gunda ordem com relagao a variavel ¢ da fungao d(c) é estritamente negativa.

Inicialmente, das equagoes (2.9) e (2.10), vemos que v++/c = 6‘212(2 ev—y/o= 64’2#,

sendo v = v(ag,¢) = —c—3ag e 0 = o(ap, c) = —2cap — 3a2 — 3¢* + 8c. Entéo, obtemos
32(1 + k2 K? 32(1 — k*)K?

y= 2UTERT 4 o = UK (2.14)

L? L?
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e, portanto, resolvendo o sistema

32(1+k2)K?

—2cap — 3ak — 3¢ + 8¢ = 3P(-kPKA

L4 Y

podemos escrever

3L? — \/9L* — 512[(1 + k?)2 + 3(1 — k2)?] K*

c=clk)= 517

(2.15)

—3L2 — 64(1 + k*) K% + \/9L* — 512[(1 + k2)2 + 3(1 — k?)?| K*
gy = Oé()(k’) = 6L2 .

Agora, a equacgao (1.9) é dada por

(67 = 168 + e + (&~ 20)6 + C1] =,

sendo Cy = 2(24,, — ¢?) + ¢*, entdo, lembrando que ¢, possui média zero e usando a

equagao (2.12), segue que

a

_ d _ d 1 g 3 2 2 3
d (c)= d—cF(qu) = [Z/o o, + (24 )z +2(244, — ) +¢ dg] : (2.16)
Note que
L
% (}1/0 2(24,, — ) + ¢ dg) = % (5[2(214% — )+ c3]> = %[38 — 4]
e, ainda,

d (1 (F d L d L L
GG [ arerana) =L ([ aa)rerag ([ aa)+ [ e

Portanto, para provar este lema, é suficiente mostrar que

d L d L I I
%(/0 ¢§d£)+(2+c)d—c(/o ¢§d£><0 ¢ 1[362_40]—1—/0 @2 d¢ < 0. (2.17)

Para isso, vamos primeiramente determinar as integrais de ¢? e ¢ com relagao a variavel

.

Utilizando a solugao explicita (2.3) da equa¢ao mCH temos

82 = ad + 200(Sy — )0’ ( L < a“s) + (o — ap)?sn? ( L < O‘%) (2.18)
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¢§ = 043 + 304(2)(50 - ao)SHQ ( %f) + 3a(fo — Oéo)QSH4 ( %f)

+ (Bo — ap)’sn® ( gl ; aof) . (2.19)

Fazendo a mudanga de varidvel u = /%2 e usando a equagao (2.9), segue que

/L ¢2 =olL + 2\/§a0(ﬁo _ ao) /2K sn’u du + —\/g(ﬁo _ a0)2 /2K sn*u du
0 ¢ 0 V7Y — Qo 0 V7Y — Qg 0

L 2 o 2K B 2 2K
/ 2 dé = oL+ 3\/§a0(60 %) / sn’u du + 3v8ao(f — o) / sn*u du
0 V7Y — Qo 0 V7Y — Qo 0
. 3 2K
+ \/g(fo—\/izo)/ snbu du.
0— Qo 0

Entao, como sn? + cn? = 1, escrevendo

sn*u =1 — en’u,

snt*u =1 — 2enu + enu,

sn®u =1 — 3en?u + 3en*u — enbu

e usando as formulas 310.02, 312.02, 312.04 e 312.05 presentes em [1]| e [9], juntamente

com a periodicidade das funcoes sn?, sn* e snf, obtemos

2K K WK — E
sn*u du = 2 snu du = ¥7 (2.20)
0 0 k?

2K K
/ sntu du = 2/ 1 — 2en’u + entu du
0 0

E - K?’K (2—3k%)(1 — kK +2(2k* — 1)E
= 2K — 4|/ | 42
6k K — 12k2E + 12k*(1 — k) K + 2(2 — 3k2)(1 — k) K + 4(2k2 — 1)E

3k
2k°K — 4k*F + 4K — 4F
3k4
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2K K
/ snbu du = 2/ 1 — 3en’u + 3en*u — enu du
0 0

E— KK | T2=3)(1— KK + 202 — 1)E
k? 3k4

= 2K—6{

9 K K
— — [4(2K* - 1)/ sn'u du + 3(1 — k2)/ sn*u du
5k?2 0 0

6k*K + 6k’E + 12K — 12k*K — 12F n —16k*K + 8k?K + 32k'E — 16k*E

3k* 15k6
+_—%ﬂkﬂ(+l6K%%ﬂkH§—16E_+—ﬁkﬁ+6k@(+6E——mﬁE
15k0 15k0
_ 30K°K —58k'K — 18k*K + 16K — 48k*E — 26k*E — 16E
B 15Kk5 '

Dessa forma, fazendo uso das equagoes (2.11) e (2.14) em (2.18) e (2.19), obtemos que

L 2 3
1024 K 1024 K
/‘@dgz— 73 M?—ZKE+E%+—GET{HK—2HE+2K—2E)(Zm)
0
(§]
L 32768 K*
/"¢@Q = ——7F—4K?—W@E+3KE?—E%
0
4K
§%F4K%4K%WQKW+KE—E% (2.22)
16384 K*
- lﬁ%f—@WKa—6WKE—8KE+4WE1+M?+4K%
16384 K°
W(sokﬁf( — 58k* K — 18k*K + 16K — 48k*E — 26k*E — 16E).

Derivando as expressoes em (2.21) e (2.22) com relagao ao parametro ¢, obtemos

(2+d%(1fﬁd9 _ L@M&2+@Km%%_m%@+@Kzﬂ@

L3 L3
1024(2L;L C)Kng(k) N 1024(?2); C)K3p4(k) . %
(§]
([Forae) = [ i - By B2
9832451K3p8(k) _ 131(27521(31)9(]{;) . 32716?[(4]?10(]6)
—32;6[/85[(4]?11(7(5) + —32175§§(5p12(k) ' %7

41



com

e~
=
N

3
N
Ey

3
%)
=

3
iy
x5

s
o
x5

3
3
)

s
o5
E

S
%5
5

s
/\/\/-\/-\/QAA/-\/‘\/\
~— O N~ N~ N~ N

3
i

S
=

pn(k) =
p12(k) =

K'[K? - 2KE + E?,

KK —K'E—-KE +EF,

K'[K*K — 2k*E + 2K — 2E),

2%kK + k*K — AkE — 2k*E + 2K — 2F,

K'[K? - 3K?E + 3KE* — F?],

K?’K' —2KK'E - K°FE + K' E? + 2KEE — E*F

K'[K® - 3K?E + 2KE* + KE — E?,

3K’K' —6KK'F — 3K?E' +2K'E*+ AKEE + K'E+ KE — 2EE,
K'[K®K? - 3k°KE — 4K E + 2k*E* 4+ 2E? + 2K?],

—2kK? — 2k*KK' +6kKE +3k*K'E + 3k*KE + 4K E + AKE' — 4kE?
A’EE — AEE — AKK',

K'[15K°K — 20k*K — 9K*K + 8K — 24k*E — 13k*F — 8F),

90K’ K + 15k° K — 116k°K — 29k* K’ — 18k K — 9k*K' + 8K — 96k°E
24k'E — 26kE — 13k*E — 8E'.

dk

Agora, para ¢ € (0,1) sabemos pela Proposi¢ao 2 que 2 > 0, entdo para mostrar a

dc

primeira das desigualdades presentes em (2.17) é suficiente provar que ¢;(k,c) < 0, sendo

g1(k,c) =

Como

2048(2 + ¢)K 2048(2 + ¢) K> 1024(2 + ¢) K
——— k) - 73 pa(k) + 73 p3(k)

1024(2 + ¢) K3 98304 K2 98304 K3 294912 K2
313 pa(k) — Tps)(k) - TPG(k) + TP?(k)

98304 K3 131072K3 32768 K* 32768 K*
Tps(k) - TP&)(/{) + Tpm(k) + Tpn(k)

32768 K°
15L5

plz(k’)-

dK _E-(1-K)K dE_E-K
dk k(1 —k?) k.~ k

podemos reescrever gi(k, ¢), equivalentemente, por

gQ(kvc)

K 2048(2 + ¢)L? )
= Lok(1 — k2) - K my (k) +2048(2 + ¢) L my(k)

—  98304Kmg(k) + 294912m7 (k) + 98304 K ms (k) — 131072K my (k)

32768 K2 32768 K3
Tmn(/f) + 1—5m12(k3) )

+ 32768 K*myo(k) +
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com

mi(k) = 3EK?-3E’K + E*+ K°k* - 2EK°k* + E°Kk* — K°,
my(k) = E*k* — EKE?,
ms(k) = K?k*—2KFEk*+ K*k* + KEK* — 2E°k* + 4KE — 2E* — 2K?,
my(k) = 2Ek* — Kk* — EE* + KK,
ms(k) = 4EK® - 6F*K? +4F°K — BE* + K*k* — 3K*Ek? + 3K*E°k?
— KFE3k? - K,
me(k) = E°k* —2EKk* + EK?E?,
m(k) = K'%® - 3K°FEk* +2K*E*k* + K?Ek* — KE*k* + 4K°F — 5K°E® + 2K E®
+ 2KE? - FE* - K'— K*F,
mg(k) = 6E’Kk* - 13EK*k* + 6K°k? — 2E°k* + AEKK® — K*k* + 2E° — 12E*K
+ 16EK? —6K® + 3E* — 4EK + K?,
mo(k) = Kk*—3K?Ek* +2KE*k* — 3KE*k* + K*k* — 6K E* + 2E°k* + 2B°
+ 6K’E —2K3,
my(k) = 8E*k* —10EKk' + 3K*k" — E*k* + AEKK® — 3K*k?,
mi (k) = 15K%K® — 44K?k° + 20K°k* + 17TK?k*> — 9K EK® — 18K Ek* — AK Ek?
+ 16KE — 24E%k* — 13E%k* — 8E? — 8K?,
mip(k) = —T5Kk® + 135Fk° + 138K kS — 110Ek* — 67TKk* — 40Ek* + 4K k>,

Note que my(k) = k(1 — k2)p1(k) = k(1 = k*)K'[K — E]?> > 0, my = k*E(E — K) <0
e my = k?py(k) = kK*(E — 2EK? + KE?) = K*[E(1 — k"*) + K*(K — E)] > 0. Além disso,
usando a expansao em série das fungoes elipticas de Jacobi K (k) e E(k), presentes em |[1]
e [91,
K(k)y=2 <1+1k2+2k4+§k6+~->

2 4 64 256
‘ 1 3 5
™
EE)=>(1—- k> - Zp*— 54 ...
(%) 2( 4k 64k 256k N )’

vemos que

9 15 35
k) = k(1 — k)ps(k) = k(1 — k) | =7k* + =7k + —7k® + O (KB 0
) = KL~ Kp0) = (1~ ) gkt + 5k + 2ok 4 00 ) >0

sendo O(k®) uma fungao polinomial com coeficientes constantes positivos.
Agora, de (2.9), sabemos que
32 872

KP—12> "
Yo — Q VvV —2c% + 6¢
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v —2c%46¢
2

entao, como Ay < oy < By, segue de (2.4) que vy — ap > e, portanto,

64
V=22 +6¢

Consequentemente, go(k,c) < 0 se o mesmo ocorre para gs(k, ¢), sendo

I? <

(k.0) 2M72(2 + ¢) )+ 2M712(2 4 ¢) 0+ 216(2 + ¢) K2 ®)
,C) = —————"m —————'m —— _m
93 K+/—2¢? + 6¢ ! v/ —=2c2 + 6¢ 2 v —=2c? + 6¢ ’
2192 + ¢) K 15 15
+ ———————my(k) —273ms(k) — 2°3Kmg(k)

vV —=2c% + 6¢
+  293%mg(k) 4+ 23 Kmg(k) — 2" Kmg(k) + 2" K?myo(k)

215K2 215[(3
mll(k:) + 15 m12(k).

+

Usando novamente a expansao em série das fungoes elipticas de Jacobi, K (k) e E(k),

podemos reescrever gs, equivalentemente, por
221 . 3
gs(k,c) = —T’/T4k’2 + k*O(k, ¢)

sendo O(k,c) uma fungao polinomial par em k com coeficientes reais para ¢ € (0,1).
Portanto, como para k € (0, 1) suficientemente pequeno, gs(k, c) < 0, segue que a primeira
desigualdade em (2.17). O calculo acima também foi verificado via o software Maple 18,

mas por sua expressao conter um nimero muito grande de termos optamos por omiti-la.

o
- 20000+
4000
60000+
- 80000~

- 100000

- 120001

-~ 140000}

- 160000

Figura 2.1: Esbogo do grafico da fungao g3(k, ¢)

Finalmente, para concluir a segunda desigualdade de (2.17) basta observar que para
c(k), definido em (2.15),

L L L 1024 K2
Z[3c2 — 4c] + /0 P> d¢ = Z[3(;2(k) — 4c(k)] — TE (K* - 2KE + E?)
1024 K73
+ 37 (k*K — 2k*E + 2K — 2E)
1504 — 1927 — 5L2/9L4 — 12874
— , quando k£ — 0,

8L3
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e o resultado segue por continuidade para L suficientemente grande.
Assim, concluimos que existe k; € (0,1) tal que d(c(k)) é concava para todo k €
(0, ky). ]

Observagao 7. Analisando a expressao em (2.15) vemos que ¢(k) nao estd bem definido
para valores de k proximos de um, o que vem ao encontro com a demonstracao feita acima.

Ademais, para valores k € (0, 1) pequenos e L grande, temos c(k) € (0, 1), como desejado.

2.5 Analise espectral do operador hessiano I,

Nesta segao, vamos estudar as propriedades espectrais associadas ao problema de

autovalores periodico em H.([0, L])

5{C¢ = )‘¢
¥(0) = (L) (2.23)
¥'(0) = 4'(L),
sendo He = E'(¢e) + cF'(¢) = (¢pe — )02 + ¢.0¢ + ¢ — 3¢ + ¢,, ¢ € (0,1) tal que
[? — 3c] < —3%24 e ¢. a onda snoidal L-periddica (2.3) dada pelo Teorema 5, a fim de

verificar a Hipotese 3 para a instabilidade orbital.

Podemos escrever,

/

Hp(€) = M(€) & —[p(&Y ()] +a(&)v(€) = Iwi(€), VE ER, (2.24)

sendo p(f) =Cc— ¢C(§)7 Q(g) = Qb,c, - 3¢§ +cew=1

Observagao 8. p é positivo. De fato, lembremos que p = ¢—¢. # 0. Como ay < ¢. < o,

temos as seguintes possibilidades
o< cCc = ¢, < fy<c ou ¢.>c = c<ay< ¢e.

Mas, pela Observacao 2, ag < 0 < ¢. Assim, s6 nos resta ¢, < By < c.

Além disso, como tanto p quanto ¢ sao func¢oes periddicas e %, q,w € L'(J,R), sendo
J = (0, L), o sistema de autovalores (2.23) caracteriza um problema de Sturm-Liouville
periodico (Apéndice B).

Vamos, agora, interpretar as condi¢oes de contorno do problema de Sturm-Liouville
periodico (2.23). Podemos reescrever estas condigoes de contorno, equivalentemente, na
forma

AY (0) + BY (L) = 0, (2.25)

(8

sendo A=1,, B=—-LeY =
Y

. Ademais, A e B sao matrizes tais que AEA* =

!/
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0 -1 R
BEB*, com E = Lo | A vista disso, o problema de Sturm-Liouville periddico

(2.23) ¢é dito autoadjunto (Apéndice B) e as condigoes de contorno (2.25) reais acopladas.
Desse modo, denotando por {\,} e {ns1}, com n € Ny, os autovalores do operador

H. com condic¢oes de contorno periddicas e antiperiodicas, respectivamente,

{w(cn o) { $(0) = —(L)
¥(0) = (1) ¥(0) = (L),

temos, da teoria de Floquet para problemas de Sturm-Liouville periddicos (Apéndice

B), que seu espectro é real e puramente discreto, cujos autovalores sdo sequencialmente

organizados na forma
—oo<)\0<,u1§,u2<)\1§)\2<u3§,u4<)\3§)\4<---, (226)

com A\, finr1 — +00 quando n — +00 e A\g de multiplicidade simples. Além disso, se ¢,
e ¥,+1 com n € N denotam, respectivamente, as autofuncoes associadas aos autovalores

An € fhny1, entao

o nao tem zeros em [0, L],
©ont1 € Panio tem, cada uma, exatamente 2n + 2 zeros em [0, L), (2.27)

Yon+3 € o,14 tem, cada um, exatamente 2n + 3 zeros em [0, L).

Observacao 9. gb'c é a autofuncgao associada ao autovalor zero. De fato, basta notar que
por (1.1),

AN !/ /AN " ’

Hep, = (¢ —0)(0.) + d.(0.) + co, — 3020, + 6. b,
= (¢ — )@, + 20,0, + co, — 3620,
= 0.

32nt
L4

Proposigao 4. Suponha c € (0,1) tal que [¢* — 3c] < — entdo o problema de auto-
valores periddico (2.23) possui as sequintes propriedades:

(1) os primeiros trés autovalores de H. sao simples;

(13) o sequndo ou o terceiro autovalor de H. €, respectivamente, \y = 0 ou Ay = 0,

com A < Ag.

Demonstra¢ao. Como ja vimos que ¢. € uma funcao periddica que assume seus valores
L. .. !’ . ~
de maximo e minimo, segue que ¢, tem dois zeros em [0, L) e, entdo, pelo que podemos

observar de (2.27), ¢, = @1 # P2, OU ¢, = Py # @1 OU @, = Y1 = g, isto &, (2.26) & de

uma, entre as trés formas abaixo:

0:)\1<)\2, ou)\1<)\2:00u)\1:)\2:0.
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Vamos verificar que somente as duas primeiras possibilidades podem ocorrer, mos-
trando que o autovalor A = 0 é simples. Para isso suponha f; e f; duas autofuncoes

associadas ao autovalor A = 0. Como podemos ver,

0=/£[f1]f2Z/[—(pf{)/+qf1]f2 Z/—(pf{)f2+Qf1f2,

sendo £ o operador de Sturm-Liouville (Apéndice B).
Fazendo u = f, e dv = (pf,) d¢ temos du = f,d¢, v = pf, e, portanto integrando uma

vez por partes,

0= fapfi + / pfify+ / afifo.

Novamente integrando por partes, agora com u = pfy, v = fi, du = (pf,) d¢ e

dv = f,d¢, segue que

0 = —fopfy +pfofi — / filpfy) + / afifo=—plfifo — ffs) + / [—(pfy) +afolfr
= —plfifo— fif3)

e, assim, f{fz — flfé =0, pois p > 0.

Logo, fi e fy diferem por uma multiplicacao de constante, o que significa que o auto-
valor A = 0 tem multiplicidade 1.

Portanto, segue de (2.26) e (2.27) que \; < Ay ambos de multiplicidade 1, pois, do
contrério, terfamos A\; = Ay = 0 com multiplicidade 2. Concluimos entao, a demonstragao

desta proposicao. O

Com a proposi¢ao acima, para mostrar que a Hipotese 3, do problema de instabilidade
orbital para as solucoes ondas snoidais com média zero da equagao mCH, é véilida, é
suficiente verificar que o segundo autovalor em (2.26), ou seja, A;, é exatamente o zero.

Para tanto, temos o resultado abaixo.

Proposicao 5. Seja L uma constante arbitrdria mas fixa, suficientemente grande, e con-

sidere u(z,t) = ¢p.(x—ct), com c € (0,1) tal que [¢* —3c] < —32724, a solugao onda snoidal,
com média zero, da equa¢io mCH. Entao, existe ko € (0,1) pequeno tal que, escrevendo
c = c(k) como em (2.13), para todo k € (0,ks), o operador Huy possui exatamente um

autovalor negativo,o qual € também simples.

Demonstragao. Inicialmente, escrevemos a equagao de autovalores H 1) = A\ em (2.23),

na forma

ast)” + a1 + agh = 0, (2.28)

com ag = az(§) = ¢ — ¢, a3 = a1(§) = gb/c e ag = ag(§) = ap(§) — A, em que ag = ap(§) =

c—3¢> + ¢, . Desse modo, usando a transformacao [8]

w© =e0 (- [ 28 a¢) uge)
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convertemos a EDO (2.28) em uma nova EDO com o coeficiente de u' nulo,

"

u (&) —r(§u(§) =0,

sendo 7(€) = () + (&) — 2. Ou, ainda, equivalentemente, por

1"

Leu(§) = az(§u (§) — 7(&u(§) = Au(§), (2.29)

_ 1" ! 2
com 7(§) = —‘%C — —4((;?5)_0) — ¢+ 32

Agora, vamos analisar o problema de autovalores periodicos em ([0, L])

Loau=du
u(0) = u(L)
u'(0) =u'(L).

Esse sistema ja foi estudado por Dubrovin [17] e Novikov [31] para casos mais gerais
do operador L. (Apéndice B). Para o nosso problema em particular, temos n = 2 e

02(&) = az(€) em (B.13) e (B.14). Assim, para a equagao

—u" + (6o — )(€)u = vu

referente ao problema de Dirichlet (B.14), apés uma integragao por partes na variavel &,

obtemos / .
_ ||u ||2 + fo <¢c - C)u2
s

Ainda, como Ay < ag < By e ap < ¢. < fy, segue da Observagao 8 que

—4c — 24/ —2¢% + 6¢
3

(2.30)

=Ayg—c< ¢p.—c<O.

Finalmente, de (2.15), podemos escrever ¢ = ¢(k) e ver que existe ks € (0,1) pequeno
tal que, para k € (0,ks), o lado esquerdo da desigualdade acima, tende a zero quando
tomamos L grande. Portanto, por continuidade, podemos considerar v > 0 em (2.30).
Note que, dessa forma, todos os autovalores do problema de Dirichlet (B.14) mais geral
sao nao negativos, independente do ntimero de “gaps” (Apéndice B). Em particular, isso
garante que v; > 0 no problema de Dirichlet (B.14) com 2 “gaps”, Fig. B.1, e, entao, como
o zero é um autovalor do problema espectral (2.23) e A; < v; < Ay, obtemos, juntamente

com a Proposigao 4, que A\; = 0 em (2.26). ]

Isso conclui a verificagao da Hipdtese 3 sobre a anélise espectral do operador H.
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2.6 Prova da instabilidade orbital para as solucoes on-

das snoidais, com média zero, da equagcao mCH

Nesta segao, vamos mostrar a instabilidade orbital para as solugoes ondas snoidais da
equacao mCH no subespaco de ngr([o, L]) das fungoes com média zero.

Com base nas Hipoteses 1 — 3 verificadas nas segoes anteriormente, estamos aptos
a aplicar os resultados de Grillakis, Shatah e Strauss [22]. Para isso denote por n(H,)
o nimero de autovalores negativos do operador hessiano H,. definido na Hipotese 3, e
p(d"(c)) o ntimero de autovalores positivos de d’(c). Pela Proposicio 3, como existe
k1 € (0,1) tal que para todo k € (0,k;) temos d (c(k)) < 0, segue que p(d (c(k))) = 0.
Além disso, pela Proposi¢ao 5, vemos que existe ks € (0, 1) tal que para todo k € (0, k2)
obtemos n(Hx)) = 1. Dessa forma, para todo k € (0, ko), sendo kg = min{ki, ks },

11

n(Hewy) — pld (c(k))) =1
¢ um numero impar. Logo, pelo Teorema de Instabilidade de [22], segue o Teorema 2.

Observacao 10. E importante salientar que, mesmo a formulacao hamiltoniana de uma
equacao estando de acordo com as devidas exigéncias presentes nas teorias abstratas de
Grillakis em [20] e Grillakis, Shatah e Strauss em [21, 22|, nem sempre tais teorias nos dao
uma informagao acerca do problema de estabilidade ou instabilidade. Para exemplificar

isso, podemos ver o trabalho de Angulo [3] e Pastor [32].
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CAPITULO 3

Classes de ondas viajantes fracas da equagdo mCH

Neste capitulo, vamos classificar todas as solugoes limitadas do tipo onda viajante
fraca da equagao mCH.
Diremos que uma funcao continua ¢ tem um pico em £ € R, se ¢ é localmente suave

em ambos os lados de £ e
0% lim¢ (n) = —lim ¢ (1) # £oo. (3.1)
LIS n€

Perfis de onda com picos sao chamados de ondas “peaked” ou, simplesmente, “peakons”.

Similarmente, se a condi¢do em (3.1) for substituida por

lim ¢'(n) = —1lim ¢ () = +oo,

UIKS g
entao ¢ serd dita ter um cuspide em £ € R. Chamaremos as ondas com cuspides de
ondas “cusped” ou, também, “cuspons”. Se, por sua vez, inserirmos um intervalo, onde
¢ é constante, em um cuspide, entao diremos que ¢ tem um toco. Em outras palavras,
existe um intervalo [a, b] no qual ¢ é constante e ¢ ¢ localmente suave a esquerda de a e
a direita de b, mas

lim ¢ () = —lim ¢ (1)) = £o0.
nta nlb

Ondas com tocos serao chamadas “stumpons”.
Além disso, se ¢ for da forma de uma onda, chamaremos qualquer ponto onde ¢ possuir
um méximo local de crista. Um ponto onde ¢ tiver um minimo local serd chamado de

calha. Também, diremos que ¢ é uma onda com decarmento se existir uma constante
a € R tal que ¢ — a € HY(R).
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3.1 Formulacao fraca

Para uma onda viajante u(z,t) = ¢(§), com & = x — ct, a equagdo (1) é equivalente a

—cp +cd =¢p +bpd — (b+1)¢%¢, (3.2)

em que ' denota a derivada com relacao a variavel £ e b > 1 real.

’ 1

Agora, como (p¢") = ¢'¢" + 0", [U52(¢)?] = (b—1)¢'¢" e [HE1 ¢ = (b+1)6%¢,

ap6s uma integragao com relac¢ao a variavel £ podemos reescrever (3.2) na forma

" b + 1 " b — 1 ’ a
oo+ U= gy OB gy @ (3.3
para alguma constante de integragdo a € R. Equivalentemente, temos de (3.3),
/ 2(b+1 "
~6-3)6) + 220G aes— (6 - ) +a (3.4)

Observemos que para (3.4) fazer algum sentido ¢ suficiente exigir ¢ € H. _(R). Assim,

é plausivel a seguinte definicao.

Definigao 1. Uma fungao ¢ € H. (R) é uma onda viajante da equagao (1), se ¢ satisfaz

(3.4) no sentido das distribuigdes para algum a € R.

Observacao 11. A equagcdo diferencial (3.4) é integravel via quadratura, a saber, (¢ )? =

F(¢), com F' uma funcdo racional, para ¢ # c.

3.2 Classificacao de ondas viajantes

Nesta se¢ao, enunciamos os Teoremas 6 e 7 que classificam todas as ondas viajantes
limitadas, ¢ € H. (R), da equagio mCH. Tais ondas viajante sao parametrizadas por
seus maximo, minimo e velocidade de propagacao. Denotaremos, 1 como a medida de

Lebesgue em R.

Teorema 6. Considere z € C\ R com R(z) = —(m + M)/2 satisfazendo a equagdo
m? + M? — |z|> + mM — 2¢ = 0. Qualquer onda viajante limitada da equag¢ao mCH
pertence a uma das sequintes categorias:

(a) Periddica suave: sem < M < ¢, existe uma onda viajante periddica suave ¢(x—ct)
de (mCH) com m = mingeg ¢(§) e M = maxecr ¢(§).

(b) Peakons periodicos: se m < M = ¢, existe uma onda viajante “peaked” periddica
¢(x — ct) de (mCH) com m = minger ¢(§) e M = maxeecr ¢(&).

(¢) Cuspons periddicos: se m < ¢ < M, existe uma onda viajante “cusped” periddica
¢(x — ct) de (mCH) com m = mingeg ¢(§) e ¢ = maxeer ¢(§).

(a') Periddica suave: sec < M < m, existe uma onda viajante periddica suave ¢(x—ct)

de (mCH) com M = mingeg ¢(§) e m = maxeer ¢(§).
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(b') Peakons periddicos: se ¢ = M < m, existe wma onda viajante “peaked” periddica
¢(x — ct) de (mCH) com M = mingeg ¢(§) e m = maxecr ¢(§).

(c/) Cluspons periodicos: se M < ¢ < m, existe uma onda viajante “cusped” periddica
¢(x — ct) de (mCH) com ¢ = mingeg ¢(§) e m = maxeer ¢(§).

(d) Composi¢ao de ondas: para cada ¢ < 0, considere a equagdo
2a = (M +m)(|z|* — mM) (3.5)

no espago tridimensional (m, M,J(z)) com z € C\ R satisfazendo, a menos de mudanga

de varidvel, o hiperboloide de duas folhas

(3.6)

sendo a = \/—2¢, f = 2v/—c ey = /—c. Para (m,M,c) € {m <c< M}U{m >c> M}
existe um correspondente “cuspon” ou “peakon” de acordo com (b) ou (c) e (b') ou (c).
Um nimero contavel de “cuspons” e “peakons” correspondendo aos pontos (m, M, c) que
pertencem ao mesmo hiperboloide de duas folhas, podem ser colados em suas cristas para
formar uma onda composta ¢. Se a medida de Lebesque pu(¢p—t(c)) = 0, entdo ¢ € uma
onda viajante de (mCH).

(e) Stumpons: para a = 2¢ — 2¢* a equacao (3.5) juntamente com (3.6) contém os
pontos (m, M,3(z)) = (c,c, £V/4c2 — 2c). Estas equagdes correspondem somente a “cus-
pons”. Seja ¢ wuma onda composta obtida por juntar um nimero contdvel destes “cuspons”

e intervalos onde ¢ = c. Entdo ¢ é uma onda viajante de (mCH) mesmo se u(¢~1(c)) > 0.

Teorema 7. Considere z = —m—r—M comr € R satisfazendo a equagao r*+m?+M?+
rm—+rM+mM —2c=0. Qualquer onda viajante limitada da equag¢ao mCH pertence, a
menos de uma alterndncia de z por r, a uma das sequintes categorias:

(a) Periodica suave: se z <r <m < M < ¢, existe uma onda viajante periddica suave
¢(x — ct) de (mCH) com m = mingeg ¢(§) e M = maxecr ¢(§).

(b) Suave com decaimento: se z < r =m < M < ¢, existe uma onda viajante suave
¢(x — ct) de (mCH) com m = infeeg ¢(§), M = maxecr ¢(€) € ¢ | m exponencialmente
quando & — +oo.

(¢) Kinks: se z = m < M =r < ¢, existe uma onda viajante suave ¢(x — ct) de
(mCH) com m = infeer ¢(§), M = supecr &(§) €, @ T M e ¢ | m exponencialmente
quando & — oo, respectivamente.

(d) Peakons periodicos: se z < r < m < M = ¢, existe uma onda viajante “peaked”
periodica ¢(x — ct) de (mCH) com m = mingeg ¢(§) e M = maxeeg ¢(&).

(e) Peakons com decaimento: se z < r = m < M = ¢, existe uma onda viajante
“peaked” ¢p(x — ct) de (mCH) com m = infecr ¢(€), M = maxeer ¢(€) € ¢ | m exponenci-
almente quando & — +o0.

(f) Cuspons periddicos: se z < r < m < ¢ < M, eziste uma onda viajante “cusped”

periddica ¢p(x — ct) de (mCH) com m = mingcg ¢(§) € ¢ = maxecr ¢(§).
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(g) Cuspons com decaimento: se z <r =m < c < M, eziste uma onda viajante “cus-
ped” ¢p(x—ct) de (mCH) com m = infecg ¢(§), ¢ = maxeer ¢(€) € ¢ | m exponencialmente
quando & — +o0.

(a/) Periodica suave: se ¢ < M < m < r < z, existe uma onda viajante periodica
suave ¢(z — ct) de (mCH) com M = mingcg ¢(§) e m = maxeer ¢(&).

(b)) Suave com decaimento: se c < M < m =r < z, existe uma onda viajante suave
¢(x — ct) de (mCH) com M = mingcg ¢(§), m = supgeg ¢(§) € ¢ T m exponencialmente
quando & — Fo0.

(c') Kinks: sec <1 =M < m = z, existe uma onda viajante suave ¢(x — ct) de
(mCH) com M = infeer ¢(§), m = supecr @(§) €, ¢ | M e ¢ T m exponencialmente
quando £ — F00, respectivamente.

(d/) Peakons periodicos: se c = M < m < r < z, existe uma onda viajante “peaked”
periodica ¢p(x — ct) de (mCH) com M = mingcgr ¢(§) e m = maxecr ¢(£).

(e/) Peakons com decaimento: se ¢ = M < m = r < z, existe uma onda viajante
“peaked” ¢(x — ct) de (mCH) com M = mingeg ¢(§), m = supecg ¢(§) € ¢ T m exponen-
cialmente quando & — Fo00.

(f/) Cuspons periodicos: se M < ¢ < m < r < z, existe uma onda viajante “cusped”
periodica ¢(x — ct) de (mCH) com ¢ = mingcg ¢(§) e m = maxeer ¢(§).

(¢") Cuspons com decaimento: se M < ¢ <m =r < z, existe uma onda viajante “cus-
ped” ¢(x—ct) de (mCH) com ¢ = mingecg ¢(§), m = supgeg ¢(§) € ¢ T m exponencialmente
quando & — Fo00.

(h) Composi¢ao de ondas: para cada ¢ > 0, a equagao
20 = —(M +m)r* — (m +r)M?* — (M +r)m? — 2mrM (3.7)

descreve trés planos se interseptando no espa¢o (m, M,r) com r € R satisfazendo, a

menos de mudanca de varidvel, o elipsoide
—+ =+ =1, 3.8
- (38)

sendo a = § =2y/c ey =+/c. Para (m,M,r,c) e{r<m<c<M}U{r>m>c>M}
existe um correspondente “cuspon” ou “peakon” de acordo com (d) — (g9) e (d) — (g¢).
Um nidmero contdvel de “cuspons” e “peakons” correspondendo aos pontos (m, M,r,c) que
pertencem ao mesmo elipsoide, podem ser colados em suas cristas para formar uma onda
composta ¢. Se a medida de Lebesque u(¢1(c)) = 0, entdo ¢ é uma onda viajante de
(mCH).

(i) Stumpons: para a = 2¢3 — 2¢* a equagao (5.7) juntamente com (3.8) contém
0s pontos (m, M,r) = (c,c,—c £ v/—2c 4 2c). Estas equagoes correspondem somente
a “cuspons”. Seja ¢ uma onda composta obtida por juntar um nimero contdvel destes

“cuspons” e intervalos onde ¢ = c. Entdo ¢ é uma onda viajante de (mCH) mesmo se

p(¢~' () > 0.
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Ademais, é possivel caracterizar a existéncia de algumas ondas viajante nao limitadas

da equagao mCH.

Teorema 8. Se o polinomio P(¢) em (3.21) possui apenas um zero real, digamos m
(respect. M), entao a equagao mCH nao possui solugoes ¢ limitadas se ¢ < m (respect.
M < c¢), com m = mingeg ¢(§) (respect. M = maxecr ¢(§)). Em particular, esta equagdo

possui uma solugao onda viajante com comportamento exponencial, (i) — (i1) da Fig. 3.1.

Observagao 12. Diferentemente do caso cléssico, a equagao modificada (mCH) néo pos-
sui solugoes ondas viajantes com comportamento similar a uma parébola, (iii) — (iv) da
Fig. 3.1, pois isso somente é possivel quando o polinémio P(¢) em (3.21) possuir um

tnico zero real com multiplicidade igual a um.

(iii) (iv)

Figura 3.1: Ondas viajantes nao limitadas

Observagao 13. Para b = 3 em (1) recuperamos a equagao mDP
Up — Uzt = Ulgzy + SUgplspy — 4U2U$.

Também podemos classificar todas as solugoes ondas viajantes fracas para esta equacao e
obter resultados semelhantes aos teoremas acima. Para isso, procedemos do mesmo modo
que para a equac¢ao mCH, considerando na proxima segao p(v) = §¢3 —2cp—a e o Lema 1
de [27] na demonstragao do Lema 8 deste trabalho. Além disso, para obter uma equagao

como em (3.12), multiplicamos por ¢¢ a formulacio fraca da equacio mDP, dada por

"

S =200 = (0-P) +a

sendo a uma constante de integra¢ao como em (3.4).

3.3 Prova da classificacao de ondas viajantes

Nesta secao demonstraremos os Teoremas 6 — 8 que foram enunciados na se¢ao ante-

rior. Para tal, lembramos que uma func¢ao f, definida em um aberto X C R, é dita ser
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absolutamente continua em X se para cada conjunto compacto K C X e £ > 0, existe

um correspondente § > 0 tal que
B — flag)| <e,
i=1

para qualquer n e qualquer cole¢ao disjunta de segmentos (aq, 51), (2, 52), ..., (an, Bn)

em K satisfazendo
n

Z(@' — ;) < 6.

i=1

Lema 5. Seja p(v) um polinémio com coeficientes reais. Assuma quev € H}

(R) satisfaz

(W) = )2 +p) em D(R).
Entao,

v* € CY(R) para k> 27.
Demonstracao. Veja [26], Lema 1, pagina 404. O

Lema 6. Seja f : R — R wma funcdo absolutamente continua. Entio f =0 ¢.t.p. em

f~Ye) para qualquer c € R.
Demonstragao. Veja |26], Lema 2, pagina 405. ]

Lema 7. Seja f € W2'(R). Entdo, f* =0 q.t.p. em f~'(c) para qualquer ¢ € R.

loc

Demonstragao. Veja [26], Lema 3, pagina 405. ]

Agora, recordando a Definigao 1, de uma solu¢ao onda viajante da equacao (1), vemos
que uma fungio ¢ € H. (R) é uma onda viajante da equagdo mCH com velocidade de

propagacao c, se satisfaz a equagao
(677 +2¢° —2¢6 = (¢ — ¢)*)" +a em D'(R), (3.9)

para alguma constante a € R. Além disso, lembrando que ;1 denota a medida de Lebesgue,
podemos enunciar e demonstrar o lema abaixo, o qual é fundamental para que possamos

exibir todas as classes de ondas viajantes da equagao mCH.

Lema 8. Uma fungdio ¢ € H}.(R) € uma onda viajante da equagio mCH com velocidade
de propagacao c se, e somente se, as sequintes trés afirmacoes sao verdadeiras:

(TW1) Existem intervalos abertos e disjuntos E;’s, i > 1, e um conjunto fechado C' tal
que R\C =T E;, $ € C°(E;) parai > 1, (&) #cpara € E = U T Ei, e p(&) =c
para € € C.

(TW2) Eziste a € R tal que:
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(1) existem constantes reais d;’s, i > 1, tais que
(¢)? = F(¢) para € € E; e ¢ — ¢ em qualquer ponto final finito de E;, (3.10)
¢ (c= %) +as+d

F(¢) = P : (3.11)

(i) se u(C) > 0, entdo a = 2¢> — 2c%.
(TW3) (¢ = ) € Wi (R).

Demonstragao. (=) Aplicando o Lema 5 com v = ¢ — ¢ e p(v) = 2¢® — 2¢¢ — a, vemos
que
(¢ —c)* € C/(R), para k> 27.

Assim, concluimos que ¢ é C™ exceto, possivelmente, em pontos na fronteira de ¢~!(c).
Como ¢ ¢ continua, ¢~'(¢) ¢ um conjunto fechado e, entao, podemos definir C' =
¢~ '(c). Todo conjunto aberto ¢ uma uniao contavel de intervalos abertos disjuntos, ou
seja, existem intervalos abertos disjuntos E;’s, i > 1, tais que R\C = |J;2, E;. Deduzimos,
por contradigao, que (TW1) esta satisfeita.
Para provar (T'W2) considere E; um destes intervalos abertos. Como ¢ ¢ C* em Fj,
inferimos que (3.9) vale pontualmente em F;. Dessa forma, multiplicando (3.9) por ¢’

obtemos
2009 +2c¢ ¢ +20°¢ =200 8" + (¢)® + agp.

Entdo, como (¢2) = 206, [(¢)2] = 20'¢", (%) = 26°¢" ¢ [(¢))%¢] = 200'¢" + (¢)?, a

equacao acima pode ser reescrita, equivalentemente, por

¢4

ol el + () =[Pl + 0

e, a partir de uma integracao com relagao ao parametro &, obtemos que

() (c— @) = ¢ (c—gb;) +ap+d;, £€€E; (3.12)
para alguma constante d;. Dividindo (3.12) por ¢ — ¢ temos (3.10). Que ¢ — ¢ em pontos
finais finitos de E; segue da continuidade de ¢ e (TW1). Isso prova (i) de (TW2).

O lado esquerdo de (3.9) estd em L. (R). Assim, ((¢ —¢)?)" € L., (R) e, entdo, segue
(TW3).

Para mostrar (i7) de (TW?2), vamos assumir x(C') > 0. Como ¢ € H. (R) e (¢p—c)? €

W2 (R), obtemos do Lema 6 ¢ Lema 7 respectivamente,

’ I

¢(€)=0 e ((6—0)"(€) =0qtp emC, (3.13)
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Em vista de (¢ — ¢)2 € W2 (R), temos que (3.9) acontece q.t.p. em R, isto &,

loc
(¢)?+2¢° —2c0 = (6— )" +a qtp. em R.
Em particular, a equagdo acima ocorre ¢.t.p. em C. Entdo, de (3.13) segue que
2¢° —2co =a q.t.p. em C.

Como pu(C) > 0 e ¢ = c em C, concluimos que a = 2¢® — 2¢2. Isso mostra que todas as
ondas viajantes da equagao mCH satisfazem (TW1) — (TW3).

(<) Reciprocamente, note que da diferenciacao de (3.10) temos

(012 420° —2c6 = (0 — ¢)?) +a em E = U E;. (3.14)

=1

Se u(C) = 0, entao (3.14) implica que
()2 +2¢° —2¢6 = (6 — ©)*)" +a q.t.p. em R. (3.15)

Como ((¢p—c)?)" € L},.(R) por (TW3), (3.15) implica (3.9) de modo que ¢ é uma solugao
onda viajante da equacao mCH.

Resta verificar que (3.15) ocorre também no caso em que p(C') > 0. Suponha p(C') > 0.
Como ¢ € HL (R) e (¢ — ¢)> € W2 (R), obtemos do Lema 6, respectivamente, Lema 7

que a equagao (3.13) se verifica. De (i7) em (TW?2) temos a = 2¢® — 2¢2. Dessa forma,

como ¢ = c em (', obtemos que para q.t.p. £ em C|

()% + 267 — 2c6 = ((¢ — 0)?) +a.

Juntamente com (3.14), o que acabamos de mostrar implica (3.15) e, como ja mencionado,

o resultado segue. O]

Para provar os Teoremas 6 e 7, iremos mostrar que o conjunto das fungoes limitadas
satisfazendo (TW1) — (TW3) do Lema 8, consiste exatamente das ondas apresentadas no
enunciado destes teoremas.

Suponha que ¢ satisfaz (TW1) — (TW2). A partir de (TW1) e (TW2) existe um
numero contavel de segmentos de onda C'*°, separados por um conjunto fechado C' tal que

cada segmento de onda ¢ satisfaz

, ¢ (c= %) +as+d
(6 = F(0) para € € B, F(g) = ———

e ¢ — c em qualquer ponto final finito de F (3.16)

para algum intervalo E e constantes reais a e d. Se formos capazes de encontrar todas
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as solugoes de (3.16) para diferentes intervalos E e diferentes valores de a e d, entao
poderemos juntar solugoes definidas em intervalos nos quais a uniao é R \ C para algum
conjunto fechado C' de medida nula e teremos a fun¢ao que construimos definida em R,
satisfazendo (TW1) e (T'W2) se, e somente se, todos os segmentos de onda satisfazem
(3.16) com a mesma constante a. Além disso, se para a = 2¢® —2¢? permitirmos p(C') > 0,
esse procedimento nos dara todas as fungoes satisfazendo (TW1) e (TW2). Vamos mostrar

que essas fungoes que acabamos de construir pertencem a H} (R), satisfazem (TW3) e

loc
sao exatamente as ondas Nnos Teoremas 6 (& 7

Para estudar (3.16), primeiro consideramos equagoes gerais da forma

(0)* = F(9), (3.17)

sendo F': R — R ¢ uma fun¢ao racional. Lenells em [26] explorou o comportamento
qualitativo das solugoes de (3.17) em pontos onde F' possui um zero ou um polo. Em
resumo, se F(¢) possui um zero simples em ¢ = m com F' (m) > 0, entdo a solucdo ¢ de
(3.17) satisfaz

8() = m+ 36— n/'F'(m) + O((€ —)") avando €17, (3.15)

sendo ¢(n) = m. Assumindo que F(¢) possui um zero duplo em m, com F'(m) = 0 e

/1!

F~(m) > 0, obtemos

d(&) —m =~ aexp(—Ey/F"(m)) quando & — +oo (3.19)

para alguma constante a e, entao, ¢ | m exponencialmente quando & — +oo. Dessa
maneira, sempre que F' possui dois zeros simples, digamos m e M, e F(¢) > 0 para
m < ¢ < M, temos a existéncia de solugoes periddicas. Por outro lado, se F' possui um
zero duplo em m, um zero simples em M e F(¢) > 0 para m < ¢ < M, entao existem
solugbes com decaimento. Se F' tem um zero simples em m e F(¢) > 0 para m < ¢, nao
existem solugoes ¢ limitadas. Se incluirmos todas as fungoes ¢ € H} (R) que sao solugoes
de (3.17) e nao s6 as suaves, teremos outros comportamentos qualitativos. A saber, caso

¢ se aproxime de um polo simples de F, isto é, =—~ tem um zero simples, entdo, para

’ ()
¢(€0) =G , \
¢(§) —c=alf — &7 + O((§ —&)?) quando § — &, (3.20)

sendo a uma constante adequada, e uma solugao ¢ com um cispide ocorre. Também,
“peakons” acontecem quando a evolugao de ¢, de acordo com (3.17), muda repentinamente

de direcdo, ou seja, ¢ — —¢ .
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3.3.1 Solucgoes particulares

Aplicando a discuss@o acima para o caso particular

P(®) oYL
5 com P(¢)=¢ ( )+ ¢ +d, (3.21)

F(¢) = .

C —

a,d € R, podemos classificar todas as solugoes limitadas de (3.16). A prova é basicamente
uma inspecao de todas as possiveis distribui¢oes de zeros e polos de F'.

Como P(¢) é um polindémio de quarto grau com coeficientes reais, possui um, dois ou
quatro zeros reais contados com sua multiplicidade.

Para provar o Teorema 8 suponha P(¢) com apenas um zero real. Este zero possui
multiplicidade dois, pois o polinémio P(¢) é do quarto grau. Sejam m € R esse zero
duplo e z, Z os outros zeros pertencentes a C\R. Para essa distribui¢ao de zeros, podemos

escrever

P(8) = —5(6 —m)(6 — 2)(6 — 2)

e, entdo, obter F'(m) =0 e
F(m) = M =21 A
c—m
Portanto, vemos que a solugao ¢ da equacao mCH satisfaz (3.19) para ¢ < m < ¢ e,
assim, ¢ nao pode ser limitada. Se ¢ < m < ¢, entdo —F (m) > 0 e um resultado similar
¢é obtido. Isso finaliza a demonstracao do Teorema 8.
Suponha que existem dois zeros reais simples, digamos m e M, e vamos provar o

Teorema 6. Para z = R(2) +iJ(z) € C\ R, escrevemos

P(8) = 5(M = 6)(6 — m)(9 — 2)(6 — 2)

e comparamos os coeficientes de (3.21), obtendo R(z) = —(M +m)/2 e z € C\ R

satisfazendo o hiperboloide de duas folhas em (m, M, 3(z)),

5 5 3
“m? 4+ - M? —3(2)? + =mM — 2¢ = 0. (3.22)
4 4 2
Além disso, temos
/ 1 (M- — z)?
Py — L. QL= m)lm |

2 c—m

e, de (3.18), deduzimos que existem solugoes periodicas C*° de (3.16) se, e somente se,
m < M < couc < M < m. Para P(¢) com dois zeros simples, essas sao todas as
solugbes C'* limitadas de (3.16). Note que essas solugdes nunca tocam a assintota ¢ = c.
Portanto, o intervalo £ em (3.16) deve ser toda a reta real. Em particular, essas solugoes
C* nunca podem ser coladas com uma outra onda.

Se tratando de solugbes limitadas para (3.16), com ¢ — ¢ em um ponto final finito
de FE, colando duas dessas soluc¢oes originaremos uma nova onda nao suave. ‘“Peakons”

periodicos, ocorrem se permitirmos m < M = c¢. De fato, considere ¢ uma solugao com
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m < ¢ < M. Se ¢ é decrescente, alcancard m e retornard para cima até alcancar M.
¢ nao pode parar ou retornar em nenhum ponto, pois ¢ nao possui singularidades em
pontos nos quais ¢ # c¢. Mas, note que ¢ cresce até alcancar ¢ = ¢ e pode fazer um
retorno repentino neste ponto. Essa mudanca repentina de direcio de ¢ faz com que ¢’
tenha um salto, o qual d& origem a um pico. Para ver como “cuspons” periddicos surgem,
considere m < ¢ < M. Neste caso, F'(¢) possui um zero simples em m, um polo simples
em c e F(¢) >0 param < ¢ < c¢. Entdo, de (3.20) obtemos

quando & | &

(3.23)
). quando & 1 &,

2 -1 3
oy | 3al€— &I+ O((€ - &)F)
¢ (&) { —§a|§—§o —%—i—O((&—fo)

Wl -

para alguma constante . Em particular, a solugao terd um cispide em &.
Essas, s@o todas as solugoes limitadas nao triviais de (3.16) para essa distribui¢ao de
zeros do polinomio P(¢) e correspondem aos itens (a) — (¢) e (a') — (¢') do Teorema 6.

Para o Teorema 7, assuma que existem quatro zeros reais, digamos m, M, z, e r, e

escreva .
P(9) = 5(M = 6)(6 —m)(& - 2)(6— 7).

Analogamente ao caso anterior, obtemos z = —m — r — M com r satisfazendo a equagao
do elipsoide em (m, M, ),

r? 4+ m®+ M? +rm+rM+mM — 2c =0, (3.24)

/ 1 (M- — —
Py = L. QL= m)(m = 2)(m —7)
2 c—m
e
F'(m) = (M —m)[(m—r)+(m—2)]—(m—2)(m—r) n (M —m)(m—z)(m— 7“)'

c—m (c —m)?

Também, concluimos que existem solugoes periodicas C*° para (3.16) se, e somente se,
z<r<m<M<couc< M <m<r <z Uma solugao limitada ¢ com ¢ | m quando
& — +o00, existe para z < =m < M < c¢. Uma solucao ¢ T m quando & — +o00, existe
para ¢ < M <m =1r < z. Uma solugao ¢ na qual ambos os casos ocorrem, isto é, ¢ T M
quando £ — +o0 e ¢ | m quando & — —o0o, acontece para z = m < M = r < c ou, ainda,
parac<r=M <m=zcom ¢ | M e ¢Tm quando & — +o0.

Além disso, para solugoes ¢ limitadas de (3.16) com ¢ — ¢ em um ponto final finito
de E temos, por exemplo, “peakons” perioddicos se z < r < m < M = c e “cuspons”’ com
decaimento se consideramos z < r =m < ¢ < M. Em geral, as diferentes possibilidades
de solugoes limitadas de (3.16) para P(¢) com quatro zeros reais sao aquelas apresentadas

em (a) — (g) e (a') — (¢') do Teorema 7.

Observagao 14. No Teorema 7 as solugoes sao definidas em toda a reta real. Aqui,

estamos restringindo a solugao em intervalos entre duas cristas no caso periddico e a
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parte a esquerda ou a direita da crista no caso de ondas com decaimento. O intervalo F

esté definido de modo a ser uma semirreta ou um intervalo finito.

3.3.2 Composicao de ondas viajantes

Vamos determinar quais solugoes de (3.16) tem a mesma constante a e, assim, elas
poderao ser coladas, originando uma nova funcao que mais tarde mostraremos satisfazer
(TW3) e pertencer a H} (R).

Podemos encontrar a constante de integracao a, correspondente a uma solucao ¢,
identificando os coeficientes de ¢ em (3.21). Para P(¢) com dois zeros reais simples,
relembrando que R(z) = —(M + m)/2, obtemos

20 = (M +m)(|2] — mM)

com z € C\ R satisfazendo a equagao (3.22). Mais especificamente, escrevendo a equagao

(3.22) em sua forma matricial

5/4 3/4 0 m
[m M S(z)]-| 3/4 5/4 0 M | +J=0,
Xt 0 0 -1 3(2)
P X
sendo J = [—2c], sabemos que existe uma matriz ortogonal () para a qual o sistema

matricial acima pode ser reescrito, equivalentemente, por Y!DY + J = 0, sendo

my —1 0 0
Y =QX=| M, e D=|0 1/2 0|,
S(2) 0 0 2

ou seja, a quadrica (3.22) assume, apos uma mudanca de variaveis, a forma
2 Lo ong2
—mj + §M1 +23(z)] —2¢ = 0.

A titulo de curiosidade, os valores A\; = —1, Ay = 1/2 e A3 = 2 acima s@o os autovalores
associados a matriz P. Além disso, () pode ser obtida por dispor os autovetores de P
associados aos autovalores A1, Ay e A3 como vetores coluna, apos o processo de ortonorma-
lizagao de Gram-Schmidt. Assim, a equagao (3.22) se apresenta em sua forma reduzida,

a menos de uma mudanga de variaveis, por

com o =+/—2¢, 8 =2y/—cey=+/—c, para c < 0.

Dessa forma, obtemos todas as fungoes limitadas satisfazendo (TW1) e (TW?2) para
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P(¢) com dois zeros simples por colagem, de todas as possiveis maneiras, das solugoes
correspondendo ao mesmo hiperboléide de duas folhas. Note que as ondas resultantes
dessa abordagem sao exatamente as ondas do Teorema 6.

Analogamente, considerando P(¢) com quatro zeros reais, obtemos
20 = —(M +m)r* — (m +r)M?* — (M + r)m* — 2mrM

sendo z = —m —r — M e r € R satisfazendo a equacdo (3.24). A quadrica (3.24) se

apresenta, a menos de uma mudanca de variaveis, em sua forma reduzida

com a = 3 =2y/c ey =/c, para ¢ > 0.

Novamente, colando, de todas as possiveis maneiras, as solugoes correspondendo ao
mesmo elipsoide, obtemos que todas as fungoes limitadas satisfazendo (TW1) e (TW?2)
para esta distribui¢ao de zeros do polinomio P(¢) sao as ondas do Teorema 7

Finalmente, para finalizar a demonstracao dos Teoremas 6 e 7 é suficiente que essas
(R) e satisfagam (TW3). Este fato é

garantido pela Proposicao 6, mas antes de apresentar a sua demonstragao precisamos

ondas que acabamos de obter pertencam a H}.

estabelecer algumas notagoes e resultados técnicos.

Defini¢ao 2. Uma funcdo f: I — R, [ = [a,b] C R, é dita ser de variacao limitada se

N
sup > | f(t:) = f(ti-1)| < +oo,
=1

onde o supremo ¢ tomado sobre todo natural N e sobre escolhas de partigoes {¢;}¥, tais
que

a=tog<t1<---<ty=h

Denotamos BV (I) o conjunto das fungoes f : I — R de variagao limitada em I. BVj,.(R)
denota o espaco das fungoes f : R — R tais que f € BV/(I) para todo intervalo compacto
I CR.

Definicao 3. Uma funcao f : X — R definida em algum conjunto X C R é uma
N-fungao se f aplica conjuntos de medida nula em conjuntos de medida nula, ou seja,

pu(f(N)) =0 sempre que N ¢ um subconjunto de X com p(N) = 0.

Lema 9. Uma funcao f : I — R, I = [a,b] C R, € absolutamente continua se, e somente

se, | € Wy (X).

Lema 10. Seja f : [ — R, I = [a,b] C R, uma fungao continua e de variagao limitada.

Entao, f € absolutamente continua se, e somente se, f € uma N-funcao.
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Lema 11. Se f : I — R, I = [a,b] C R, € continua e |f| é absolutamente continua,

entao f € absolutamente continua.
A prova dos Lemas 9-11 pode ser encontrada em [19, 33].

Proposicao 6. Qualquer fungdao limitada ¢ satisfazendo (TW1) e (TW2) pertence a
H} (R) e satisfaz (TW3).

loc

Demonstragao. Considere E; e C' como em (T'W1). Inicialmente vamos mostrar que ¢ é

uma N-funcao. Para isso, seja N um conjunto de medida nula e escrevamos,

O(N)=p(NNC)U <U¢NmE )

Em cada intervalo E; = N N E;, ¢ ¢ C™ e de variacao limitada, entdo de (3.20) e (3.23)
obtemos que ¢ € H'(E;), para todo i. Do Lema 10 segue que ¢; =

& uma N-fungao
E.

H(E) € Wy (E;)

0 que é equivalente a dizer que ¢; é absolutamente continua. Assim, como ¢(NNC') = {c}

em cada Ej; para i > 1, pois como ¢ € H'(E;) tem-se ¢ € H. (E;) = W>

loc

e os intervalos F;’s sao disjuntos, vemos que

p(o(N)) = pu({c}) + Z u(o(N N E;)) =0,

provando que ¢ é uma N-funcao.
Agora, vamos mostrar que ¢ € BVio.(R). Considere {iy};2], ou simplesmente {7},

uma subsequéncia e I um subintervalo compacto tal que

+oo +o0
IcCU (U Ej> and ) |Ej| < +oo,

J=1 J=1

sendo |Ej| o comprimento do intervalo E;.
. N . o 2 2
Suponha, por exemplo, o polindémio P;(¢) = ¢*(c — ¢*/2) + a¢p + d; com quatro zeros
reais, digamos z;,7;,m; e M;, e o caso z; < 1; <m; < ¢ <c < M;. Para os outros casos
temos ¢ suave e, portanto, a prova segue analogamente ao que faremos a seguir, com as

devidas simplificagoes. Por (3.10) vemos que

C—¢

o) 1 n
dp = 2lim/ gdgb:Qlim’ d&

m;

I

= |Ej, (3.25)

em que €; denota o ponto final de E; e m; = ¢(n;).

Note que P;(c) > 0 para todo j. Além disso, a derivada de P; independe de j e, como
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P; possui quatro zeros, os d;’s formam um conjunto limitado. Desse modo, obtemos
0< P¢) <Dlc—my), my<é<c j>1 (3.26)

para alguma constante positiva D independente de j.
Entao, usando (3.25) e (3.26) temos

Bl = m\/C /m\/cTcw

= Dy(c—m;), J 21. (3.27)

sendo Dy = 4/3v/D. Portanto, ¢ € BVi,(R) pois a variacio total de ¢ em I & limitada

superiormente por

+o0 +oo
QZ (c—mlngb )) = QZ(c—mj) < DiZ|E]| < +o00.
=1 0 j=1

Agora, vamos mostrar que ¢ é continua em /. Note que isso nao é evidente, apesar de
¢ — c em todo ponto final dos intervalos E;’s. De fato, sabemos que ¢ é continua em todos
os pontos exceto naqueles onde ¢(§) = ¢. Seja & € R tal que ¢(&) = ¢, entao temos dois
casos. Primeiro, se existe um intervalo semiaberto (1, & tal que (1, &) N ¢~ (c) = {&},
entao {, ¢ o ponto final a direita de um intervalo E;. Como ¢ — ¢ em pontos finais finitos
de Ej’s, concluimos que limgre, ¢(§) = ¢ = ¢(&). Segundo, se todo intervalo semiaberto
(n,&], n < &, contém um subconjunto infinito de ¢~'(c). Neste caso, de (3.27) temos
uma estimativa para a variacdo de ¢ em qualquer E; C (1, &, o que mostra que ¢ é
continua a esquerda em &,. Similarmente, provamos a continuidade a direita em &.

Portanto, ¢ é continua em I, ou seja, ¢ é continua em R. Ademais, ¢ é uma N-fungao
de variagao limitada e segue do Lema 10 que ¢ é absolutamente continua. Isso significa,
pelo Lema 9, que a derivada distribucional de ¢ esta em Lj (R), ¢ é diferenciavel no
sentido classico em quase todo ponto e as derivadas coincidem.

Para concluir que ¢ € H} (R), vamos mostrar que ¢ € L? (R). De (3.10) e (3.26),

obtemos
[E( )2 dé <VDy/c— / md¢_2f( —m;), j>1

e, assim, por (3.27),
/ 3
/ (¢)*d¢ < SD|E|, j=>1.
B 2

J

Logo,
[ oo
(0)*dé < =D |E;| <+cc.
U/ E; 2 j=1
Como o Lema 6 implica que ¢ = 0 q.t.p. em C' = ¢ 1(c), segue da desigualdade acima

64



que ¢ € H. (R).
Finalmente, resta provar que (¢ — ¢)?> € W2 (R). Para isso vamos mostrar que |(¢ —

c)(b'\ ¢ de variacao limitada, continua e uma N-funcdo. Como ¢ € L} (R)e ¢ =0 q.t.p.
em C, temos (¢ — ¢)¢' = 0 q.t.p. em C. Além disso, por (3.10),

(0 —0)¢ | =/ Pi(¢)Vc—0, E€E; j>1 (3.28)

e, assim, |(¢ — ¢)¢'| ¢ C® em qualquer intervalo E; e |(¢ — ¢)¢'| — 0 em pontos finais
finitos de E;. Na realidade, em cada Ej, |(¢ — c)¢'| é uma fungdo simétrica com relagao
ao ponto médio de E; com dois méaximos locais. Logo, por (3.26) e (3.27), a variacao total
de |(¢ — ¢)¢'| em I ¢ limitada por

—+00 ) —+00 ] —+00
4Z§uEp (6(§) — ) (§)] = 42;15 \/1%<¢>§su5 Ve—o <2 1B <+oo.
=1 €€ j=1 S€Fi €k j=1

Isso mostra que |(¢ — )¢’ | € BVe(R).

Agora, de (3.28), vemos que |(¢ — ¢)¢'| & continua. Entdo, escrevendo
+00
(¢ =) |(N) = (¢ = )g [(NNC)U (U (¢ =) |(N N Ej))
j=1

e fazendo uso do Lema 10 com |(¢ —c)@'| restrita a N N E;, obtemos que |(¢ —¢)¢'| é uma
N-fungdo, ja que pelas equacdes (3.20) e (3.23) vemos que |(¢ — c)@'| é absolutamente
continua.

Novamente, aplicando o Lema 10, garantimos que |(¢—c)¢'| ¢ absolutamente continua.
Além disso, como (¢ —c)¢ é O em Ej e, para & € C, (¢(€)—c)d (€) = [(p—c)¢'|(€) = 0,
temos que (¢p—c)¢ ¢é continua. Portanto, o Lema 11 implica que (¢p—c)¢ é absolutamente
continua.

Concluimos de (3.20), que (¢ — ¢)? é absolutamente continua e, entao, suas derivadas

distribucional e classica coincidem. Assim, pelo que vimos acima,
/

(0 —c)?] =2(¢p— )¢ € WE(R)

e, consequentemente, (¢ — ¢)? € W2 (R). O

loc

3.4 Dependéncia dos parametros

Além dos Teoremas 6 e 7 é possivel caracterizar a relagao entre as ondas viajantes
da equacao mCH e os parametros m, M e c. A saber, tais ondas viajantes dependem
continuamente desses parametros.

Teorema 9. Sejam (m;, M;,¢c;), i > 1, e (m, M, c) tais que existam ondas viajantes

correspondentes a equagao mCH de acordo com (a) — (¢) do Teorema 6, ou (a) — (g) do
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Teorema 7. Sejam ¢;, © = 1,2,... e ¢ as referidas ondas viajantes transladadas de tal
forma que todas tenham crista em £ = 0. Se (m;, M;, ¢;) — (m, M, c), entao ¢; — ¢ em
Hl

be(R). Em particular, temos convergéncia uniforme em conjuntos compactos.

Ideia da demonstragao. Assuma (m;, M;, ¢;), i > 0, e (m, M, c) como no enunciado do
Teorema 6 ou 7 e, ¢; e ¢ as correspondentes ondas viajantes com crista no zero.
Note que para a equacao mCH, obtemos de (3.10) e (3.11) que ¢ e ¢; sao dadas

implicitamente por

£ = §°+f¢0 (3.29)
fo—f(ﬁo\/%, (b <07

sendo ¢(&y) = ¢o. Além disso, escolhendo & = 0, temos ¢y = maxeer ¢(£) = min{M, c} e

Y
5 — _/ ——— 0 < 5 < -,
min{M,c} \/ F(y) 2

com L denotando o periodo de ¢ e dado por

min{M,c} d min{M,c} /o ——

m F(y) m P(y)

O restante da demonstragao segue uma linha similar a do Teorema 2 em [26], conside-
rando as diferentes distribuigoes de zeros do polindémio P(¢) = ¢? (¢ — ¢?/2) + a¢ + d ao
invés de P(¢) = ¢*(c — 2k — ¢) + a¢ + d, com k € R, nas equagoes (6.4), (6.13) e (6.17)
de [26]. O

Também, o Teorema 9 é verdadeiro para ondas satisfazendo (a') — (c¢') e (a') — (g') dos

Teoremas 6 e 7, respectivamente.

3.5 Formulas explicitas para “peakons”

Suponha ¢ uma onda viajante correspondente aos itens (d) — (e) do Teorema 7. Nesta
secao, vamos determinar féormulas explicitas para tais ondas “peaked”.

De (3.29), temos

¢
g = — 32 — dy. 3.30
€=l b0 \/ éo0 \/(M—y)(y—M)(y—Z)(y—T) ’ (3:30)

Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = m + (M — m)sen?(0), reescrevemos (3.30) por

22 0 A — sen?(t
€l = OR— (331)
VM —m Jo, \/B + sen(t)y/C + sen2(t)
sendo
c—m m—r m—z
A_M—m’B_M—meC_M—m



O periodo de ¢ é dado por

min{M,c}
— 22 ve Y
e A e T Tk
A V2 Ormax A — sen?(t) it
VM —m Jo, /B +sen?(t)/C +sen?(t)

(3.32)

Assuma que ¢ é uma solugdo “peakon” perioddica como no item (d) do Teorema 7.

Entdao, A=1e B,C >0, com B # C. De (3.31), temos

2v/2 o cos(t)
VM —m Jo, \/B + sen(t)y/C + sen2(t)

- [ (e (o) /2]

com F' denotando a integral eliptica do primeiro tipo (veja Apéndice A.2), desde que
0<B/C < 1.

Escolhendo &, de modo que ¢(&;) = m, ou seja, & é uma “calha”, vemos que 6, = 0.

1§ =&l =

Além disso, como M = ¢ obtemos que sen(f) = /¢ —m/+/c —m. Entéo

1€ — & = —Dil-F (i-arcsenh (%\/f:z> ;lf?) )

sendo Dy = /Cv/c —m/2v/2 e k = \/B/C o modulo da integral eliptica (veja Apéndice
A2).

Portanto, pelas propriedades da integral eliptica do primeiro tipo [9], segue que

sen (z - arcsenh (%\/ f:2)> =sn(D1|€ — &li ; k),

sendo sn uma funcao eliptica de Jacobi (veja Apéndice A.2).

Logo, resolvendo esta equagao concluimos que uma férmula explicita para “peakons”

periddicos da equagao mCH é dada por

$(§) =m + Dotn®(D1|€ — &| &), € =&l <

| 1/B? ,
L:DB.F<arcsen< 1—1——1/32) ;k)

o periodo da onda ¢ obtido de (3.32), Dy = B*(c—m), D3 =2/D;, k¥* = 1—k? e tn uma
fungao eliptica de Jacobi (veja Apéndice A.2).

L
2 ?

sendo

Se ¢ ¢ uma solugao do tipo “peakon” com decaimento como no item (e) do Teorema
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7,entdo A=1, B=0e C > 0. Assim, (3.31) nos da

2v2  [° t 2v/2 Sva
V2 cos(t) dt V2 [—arccsch|t\] ve

€= &l = VM —m Jg, senz(t)\/m N VCVM =m %

Escolhendo &, como um ponto de pico, ou seja, ¢(§y) = ¢, obtemos que sen(fy) =

sen(Omax) = 1. Ainda, como M = ¢, vemos que sen(f) = /¢ — m/y/c —m. Portanto,

V2 VO | reesch (i)}
VOve—m VOVe—m e

Agora, usando a identidade

1 1 1++1 2
arccsch(z) = In (——i—\/—z—i-l) =1n <ﬂ>, reR, x#0
x x x

na equacao acima, concluimos que

€ — &l =

[arccsch

R N =

2\/§ \/6 (1

Logo,
D46—D5\5—§0|
(Dge—Dsle=¢ol — 1)2

¢(§) =m +

¢ a expressdo de uma onda viajante “peaked” com decaimento, com Dy = 4C?(c —m)(1+

V1+1/C)?, Ds =+Cy/e—m/v2e Dg=C(1+/1+1/0)%
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APENDICE A

Formulas e Relacdes

A.1 Foérmula de Cardano-Tartaglia

A formula de Cardano-Tartaglia [28] estabelece uma relagao entre os coeficientes de

uma equacao geral de terceiro grau Azx® + Asx? + A1z + Ay = 0 e suas respectivas raizes.

A saber,
2 3 2 3
_ 24 A Y B Y i B
x_\/ 2+\/4+27+\/ > Vit

¢ uma solugao da equacao reduzida x® + px + ¢ = 0, obtida da equagio geral de terceiro

grau citada acima por uma substituicao da forma x =y — %, sendo
A2 A 243 —9A3A,A; + 27TA2A,
—_ 2 44 = . Al
P==3 7ty ¢ 27 A3 (A1)
Mais ainda, denotando
¢ 7 A9
Dy ==—+= :
1 A + 277 ( )

sabemos de [28] que se D; > 0 a equagao reduzida do terceiro grau citada anteriormente
tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas; se D; = 0, tem-se trés raizes reais,
sendo uma repetida; se D; < 0 entao as trés raizes da equacao reduzida =3 + px +¢ = 0

sao reais e distintas.

A.2 Funcoes elipticas de Jacobi

Para definir as fungoes elipticas de Jacobi, primeiramente vamos denominar uma fun-
¢ao racional f(k,x), com k,z € R, como uma fungdo que é a raiz quadrada de um

polinémio, sendo k% uma funcao polinomial ctibica ou quéartica de x sem fator repetido,
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ou seja, do tipo k? = Ay + Az + Asx® + Az + Ayxt. Dessa forma,

/f(k;,a:)dx

¢ a denominada integral eliptica. Para exemplificar, podemos citar a integral

/ (1 — k?2?) dx
V(I —22)(1 - k22?)’
que corresponde ao comprimento do arco de uma elipse de excentricidade k e eixo maior

2a.

Agora, vamos introduzir algumas formas canénicas para estas fungoes, a saber

seny dr

o VI k)

F(p, k) = Fi(p) = (A.3)

e
sene /(1 — k2x?)
E(p. k) = Ex(p) = " du, (A.4)
0 (1 —22)
denominadas integrais elipticas de primeira e sequnda espécie, respectivamente.
Fazendo a mudanca de varidvel x = senyp < ¢ = sen™ 'z temos Z—Z =cosp, r =0 &

© =0, v = seng < ¢ = sen !(seng) = ¢ e, obtemos, respectivamente, as integrais

elipticas de primeira e segunda espécie:

sen¢ dx COSQD d§0
F(o, k) = F = /
(¢, k) k(9) . \/ 1—22)(1 — k%2?) \/ 1 —sen?p)(1 — k2sen?p)

_ /¢ cosy dy _ / (A.5)
0 Veostp /(L= Rsento) o /(1 kQSen%D)
e
sen¢ \/W ¢ /(1 — k2sen2yp) cosp dy
E<¢> k) = 2 2
V(1 —2?2) V(1 = senZp)
1 — 2 2
_ / k2senp cosp dp / \/W dep. (A.6)
Cos2

O parametro k é dito o mddulo da integral eliptica, com 0 < k? < 1, e k% = 1 — k2
o seu mddulo complementar. Além disso, o parametro ¢ é chamado de amplitude e,
geralmente, ¢ tomado pertencente ao intervalo [’7’7, g] Quando ¢ = 7, as integrais

a (g, k:) e B (%,k) sao denominadas integrais elipticas completas de primeira e sequnda

espécie, respectivamente, e denotadas por

™ ™

K(k)=F <§’ k)  E(k)=E (5, k) . (A.7)

Finalmente, as funcoes elipticas de Jacobi sao definidas como as inversas da integral
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eliptica de primeira ordem. Note que a existéncia dessa inversa é garantida pelo fato de
F(¢, k) ser bijetora, ja que u é uma fungao estritamente crescente e, portanto, injetora,
e na sua forma algébrica, essa integral possui a propriedade de ser finita para todos os

valores de x, logo, também ¢, sobrejetora. Dessa forma, definindo u = F(¢, k), ou seja,

/
u

a fungao inversa é denominada a fun¢ao amplitude ¢ = am(u, k) = amu.

Existem varias fungdes elipticas jacobianas [9], mas aqui definimos apenas as fungoes

snoidal, cnoidal e dnoidal, denotadas por sn, cn e dn, respectivamente, da seguinte forma

sn(u, k) = sen am(u, k) = seng,
(u, k) = cos am(u, k) = cosg, (A.8)
n(u, k) = /1 — k?sn?(u, k).

e que satisfazem as relacoes fundamentais:

1. sn’u + cn’u = 1;

2. k2%sn’u + dn’u = 1,

3. k?sn’u + cn?u = dnu;

4., —1 <snu < 1;

5. —1 < cnu < 1;

6. K < dnu < 1

7. sn é uma fungao impar, ou seja, sn(—u) = —snu;

8. cn e dn sao fungdes pares, ou seja, cn(—u) = cnu e dn(—u) = dnu.

Além disso, como em [9], podemos listar alguns valores especiais e algumas proprie-

dades das integrais elipticas completas de primeira e segunda espécies,
1. K'(k) >0,
2. E'(k) <0,
3. E(k) < K(k),

4. E(k) + K(k) e E(k)K (k) sao fungbes estritamente crescentes em (0, 1),
dK (k) E(k) — k2K (k)

S Tak Kz
o dE() _ B(k) — K(k)
S Tdk ko
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A.3 Relacoes de Girard

As relagoes de Girard apresentam uma importante relacao entre as raizes e os coefici-
entes de um polinémio. Vamos explicitar estas relagoes para um polindmio de grau trés.
Consideramos, o polindmio de grau trés F(r) = Azz® + Az + Ayx + Ap, com A; € R

para todo i = 0,1,2,3 e A3z # 0, cujas raizes sao 1, x5 € r3. Entao,

Azx® + Agx® + Ay + Ag = Az(x — 21) (2 — 29) (2 — 3)

A A A
= 2’ + A—ZIQ+A—;JJ+A—Z = (z — z1)(z — 22)(7 — x3)
A A A
S S M. Y T Y (21 + 29 + 23)2° 4+ (2129 + 7173 + ToT3)T — 117273,

As Az Ay

Agora, igualando os coeficientes, temos:

A
LC1+CC2+LE’3:—A—§

A
T1Tg + X123 + XXz = A_;

A
193 = —A—g

que sao as relagoes de Girard para o polinémio de grau trés F(x).
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APENDICE B

O Problema de Sturm-Liouville e a Teoria de Floquet

Em 1800, devido ao trabalho iniciado por Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855)

e Joseph Liouville (1809-1882) acerca do o operador diferencial linear de segunda ordem,

el = |~ (s 52) + atoluto)|.

w dz

com peso w, a equagao diferencial nao-homogénea

- (4 P2) + atalyte) = 1t2) (B.1)

ficou conhecida como equacao diferencial de Sturm-Liouville. O trabalho era essencial-
mente resolver um problema de autovalores para o operador diferencial £, ja que o peso w
naturalmente aplica-se para o espectro nesta forma. Para se ter uma ideia da importancia

deste tipo de equagao, vejamos o que segue.

Exemplo 1. (O Atomo de Hidrogénio) Na mecéanica quantica, Erwin Schodinger (1887-
1961) modelou o problema para determinar o estado de particulas que sdo comparaveis
em uma escala Planck (), a saber

. h? 0P (z,t)
o + V(z,t)| ®(x,t) =ih 5

sendo m a massa da particula e V(x,t) o potencial do sistema. H& grande semelhanga
desta equagao com a equagao hamiltoniana cléssica, de modo que parece plausivel pensar
em obter resultados andlogos na mecanica quantica. No caso do dtomo de hidrogénio,

trabalha-se com um potencial eletrostatico em R3,

Vi) = V(al) = — 2

N 47’(’6()|[)3_|7
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com ¢q,eg € R. Ap6s algumas separacgoes de variaveis, ®(z,t) = W(x)y(t) e ¥(x) =

R(r)Y (0, ¢), e uma expansao do laplaciano, obtemos as equagoes separadas

4 (fl_R> + V) - ARG = 10+ DR()

0 )% 1 0%Y
2 <sen0%) + sond 902 —I(l + 1)sendY (0, ¢),

com [(I + 1) € C, que sdo duas equagdes de Sturm-Liouville.

Exemplo 2. (A FEqua¢io da Onda) Leonhard Euler (1707-1783) se deparou com um

modelo para descrever ondas em R? dado por

2
% —AAu=0.

Assumindo uma solugao separavel u(t,z) = T'(t)P(z), obtém-se outro exemplo de um

problema de Sturm-Liouville. A saber, o problema de autovalores do laplaciano
AP = —)\P,

que pode ser expandido em coordenadas cartesianas, ao invés de coordenadas esféricas

como no exemplo anterior, para obter a equagao de Fourier

sendo P(I) = X1X2X3 e )\1 + )\2 + /\3 =\

Note que se considerarmos

0 & 0
A= | F= ev=1|"1
q 0 f y!!
em que
’ d ’ ’ dy
my — 4 e
(y™) dx(py) e .

temos uma formulagdo matricial para a equacao (B.1) dada por

Voav i F e o (s ) + @) = Fo)

dx dx
Dessa forma, como podemos ver em [34], teoremas de existéncia e unicidade, bem como
algumas propriedades de equacgoes diferenciais matriciais, podem ser transferidos para a
equacao de Sturm-Liouville.
Queremos responder algumas questoes sobre o problema de Sturm-Liouville, para isso,

vamos utilizar a teoria de Floquet, que nada mais é que o estudo de sistemas diferenciais
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periddicos. Comegamos definindo a conhecida equag¢ao de Hill, em sua forma mais geral,
—(py) 4+ qy = wy em J = (a,b), —co < a<b< +oo, (B.2)

com coeficientes satisfazendo
;%weLgxm. (B.3)
Em particular, quando o coeficiente p(z) for periodico, diremos que a equagao de Hill é
periodica.
Pela unicidade da solugao da equagao de Sturm-Liouville, podemos reduzir a equagao
de Hill (B.2) no sistema equivalente X (t) = e (veja [34]), sendo

X=AX, e A=

0 1
P )
qg—w 0
obtendo, assim, que todas as boas propriedades da fun¢ao exponencial continuam validas
neste caso.

Agora, para introduzir condi¢oes de contorno ao problema de Sturm-Liouville, exigi-

remos uma condi¢ao da forma
AY (a) + BY (b) = 0, (B.4)
Y

1]
)
de dados que diremos serem separados ou acoplados. A condicao de separacao é clas-

sendo A, B € My,»(C) e Y = . A dicotomia das condigoes de contorno consistem

sificada do mesmo modo como soa seu nome, isto é, podemos separar a equacao (B.4),

equivalentemente, em duas outras condicoes,
Ary(a) + AzyM(a) =0 e Biy(b) + Bayl(b) = 0. (B.5)
Isso corresponde a obtermos

A Ay
0 O

0 0
By By

e B=

Neste caso, também impomos adicionalmente que A = (A1, A2) #0 e B = (B1, Ba) # 0,
pois se A ou B é for nulo, a solugao do problema de Sturm-Liouville seré a trivial. J& a

condicao de contorno acoplada toma a forma
Y(a) = " KY (b), com K € SL(2,C), v € (—m, ], (B.6)

sendo SLL(2,C) o grupo linear especial das matrizes 2x2 com entradas complexas. Em
particular, se a matriz K possui apenas entradas reais, entao se v = 0 diremos que esta

é uma condigao real acoplada, caso contrario, para v # 0 chamaremos a condi¢ao de
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contorno de complexa acoplada.

Em ambos os casos exigiremos

(B.7)

by b
rank([A|B]) = rank [ itz b o ] =2,

az azz bar ba

pois com o sistema de condigoes de contorno sendo de posto completo garantimos que
existe uma solu¢ao nao nula para do problema (B.2), ja que se o posto de [A|B] nao for
completo, existe uma redugao do sistema atual de condi¢oes de contorno para um sistema
que requer a condicdo y(.) = y!(.) = 0, que pode somente ser satisfeita pela solugio nula.

Introduzimos, também, a condicao que iremos denominar por autoadjunto e chama-
remos de problema de Sturm-Liouville autoadjunto o problema de valores de contorno

explicito acima com a hipotese adicional

AFA* = BEB*, sendo F = Lo

0 -l ] . (B.8)

Lema 12. Considere a condigao de contorno (B.4) com matrizes A e B satisfazendo

(B.7) e (B.8), entao (B.4) ou serd separada, ou real acoplada ou complexa acoplada.
Demonstragao. Veja [34], Lema 4.2.1, pagina 71. ]

Teorema 10. Considere o problema de Sturm-Liouville autoadjunto consistindo da equa-
¢ao (B.2) com coeficientes satisfazendo (B.3) e condigdes de contorno (B.4) satisfazendo

(B.7) e (B.8). Assuma que p € uma fungdo a valores reais em J e
w >0 qtp. em J

Entao, todos os autovalores sao reais, isolados, com nenhum ponto de acumulagao e existe

um numero infinito mas contdvel deles.
Demonstracao. Veja [34], Teorema 4.3.1, pagina 72. O]

Agora, enunciaremos um teorema bastante ttil no estudo da teoria espectral e que
pode ser encontrado com todos os detalhes em [11]. Este resultado estabelece uma relagao
entre os coeficientes da equagao (B.2), mais especificamente p(z), e o problema de Sturm-
Liouville periodico, isto é, o problema de Sturm-Liouville com o coeficiente p(x) periddico.

Assim, estabelecendo para o problema periédico as condi¢oes de contorno periddicas

y(0) =y(1), y(0)=y (1) (B.9)

e, antiperiodicas,
y(0) = —y(1), y(0)=—-y (1), (B.10)

temos o seguinte teorema:
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Teorema 11. Os autovalores, digamos A\, com n € Ny e p, comn € N, para (B.2) com

(B.9) e para (B.2) com (B.10), respectivamente, formam uma sequencia tal que
—OO<)\0<,U1§M2<)\1S)\2<,M3§,U4<)\3§)\4<"', (Bll)

com Ap, by, — +00, quando n — +00. Para A = A\ existe uma unica autofungao, pg. Se
Aoni1 < Aonao para algum n € Ny, entao existe uma unica autofun¢dao po,y1 para A =
Aoni1 € uma unica autofuncao Yonio para X = Ag,io. Se, contudo, Aopi1 = Aopia, entao
existem duas autofungoes independentes Yon i1, Ponto PATG X = Aopi1 = Aopio. Resultados
similares valem para 0S casos figni1 < fhonio € Honil = Monio, Sendo as autofuncoes
denotadas por on11 € Yapio. Além disso, po ndao tem zeros em [0,1]; Yont1, Pont2,
para n € Ny, tem exatamente 2n + 2 zeros em [0,1); € Vo1, Yonie, para n € N, tem

exatamente 2n + 1 zeros em [0, 1).
Demonstragao. Veja [11], Teorema 3.1, pagina 214. O

Além das referéncias ja citadas, outros resultados acerca da teoria espectral para o pro-
blema de Sturm-Liouville bem como critérios para multiplicidade de autovalores, também
podem ser encontrados em [25].

Por fim vejamos a anélise do problema de autovalores periodicos em H,,([0, L])

Lou=du
u(0) = u(L) (B.12)
u'(0) = u'(L).

O estudo desse problema, feito por Dubrovin [17] e Novikov [31], usando a teoria de
Floquet, para o operador geral

d™ dm=2)

L, = Qn(g)— + Qn72(5>m

dE® +"'+Q1(§)i+%(€), (B.13)

dg

estabelece que o espectro de tal operador é constituido por n intervalos finitos (ou, da lite-
ratura, simplesmente, n “gaps”) e um intervalo infinito. Os pontos finais desses intervalos
sao autovalores do operador L. ordenados de forma crescente e existe um nimero infinito
de autovalores discretos dentro do intervalo de comprimento infinito, os quais possuem

multiplicidade igual a dois. Além disso, considerando o problema de Dirichlet

{ —u 4 g (Eu = vu (B.14)

u(0) =u(L) =0,

cujo espectro é um conjunto discreto, digamos {vy }ren, temos que todos menos uma quan-
tidade n destes pontos pertence ao intervalo infinito estabelecido anteriormente e, mais
ainda, cada um destes n pontos remanescentes pertence a um “gap” diferente do espectro
do operador £, Fig. B.1.
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Figura B.1: Espectro do operador £. com 2 “gaps”.
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