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RESUMO

SILVA, J. F. A. Modelos preditivos para LGD. 2018. 113 p. Dissertacio (Mestrado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2018.

As institui¢des financeiras que pretendem utilizar a IRB (Internal Ratings Based) avangada
precisam desenvolver métodos para estimar a componente de risco LGD (Loss Given Default).
Desde a década de 1950 sao apresentadas propostas para modelagem da PD (Probability of
default), em contrapartida, a previsdo da LGD somente recebeu maior aten¢io apds a publicagdo
do Acordo Basileia II. A LGD possui ainda uma literatura pequena, se comparada a PD, e nao
ha um método eficiente em termos de acuricia e interpretagdo como € a regressao logistica para
a PD. Modelos de regressao para LGD desempenham um papel fundamental na gestao de risco
das instituicdes financeiras. Devido sua importincia este trabalho propde uma metodologia
para quantificar a componente de risco LGD. Considerando as caracteristicas relatadas sobre a
distribui¢ao da LGD e na forma flexivel que a distribuicao beta pode assumir, propomos uma
metodologia de estimacdo da LGD por meio do modelo de regressao beta bimodal inflacionado
em zero. Desenvolvemos a distribuicdo beta bimodal inflacionada em zero, apresentamos
algumas propriedades, incluindo momentos, definimos estimadores via méxima verossimilhanca
e construimos o modelo de regressao para este modelo probabilistico, apresentamos intervalos
de confianca assintéticos e teste de hipdteses para este modelo, bem como critérios para selecdo
de modelos, realizamos um estudo de simulagdo para avaliar o desempenho dos estimadores de
maéxima verossimilhanca para os parametros da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero.
Para comparacdo com nossa proposta selecionamos os modelos de regressao beta e regressao
beta inflacionada, que sdo abordagens mais usuais, € o algoritmo SVR , devido a significativa

superioridade relatada em outros trabalhos.

Palavras-chave: Loss Given Default, regressao, distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero,

modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero.






ABSTRACT

SILVA, J. F. A. Predictive models for LGD. 2018. 113 p. Dissertacdo (Mestrado em Es-
tatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2018.

Financial institutions willing to use the advanced Internal Ratings Based (IRB) need to develop
methods to estimate the LGD (Loss Given Default) risk component. Proposals for PD (Probability
of default) modeling have been presented since the 1950s, in contrast, LGD’s forecast has
received more attention only after the publication of the Basel II Accord. LGD also has a
small literature, compared to PD, and there is no efficient method in terms of accuracy and
interpretation such as logistic regression for PD. Regression models for LGD play a key role
in the risk management of financial institutions, due to their importance this work proposes a
methodology to quantify the LGD risk component. Considering the characteristics reported
on the distribution of LGD and in the flexible form that the beta distribution may assume, we
propose a methodology for estimation of LGD using the zero inflated bimodal beta regression
model. We developed the zero inflated bimodal beta distribution, presented some properties,
including moments, defined estimators via maximum likelihood and constructed the regression
model for this probabilistic model, presented asymptotic confidence intervals and hypothesis
test for this model, as well as selection criteria of models, we performed a simulation study
to evaluate the performance of the maximum likelihood estimators for the parameters of the
zero inflated bimodal beta distribution. For comparison with our proposal we selected the beta
regression models and inflated beta regression, which are more usual approaches, and the SVR

algorithm, due to the significant superiority reported in other studies.

Keywords: Loss Given Default, regression, zero inflated bimodal beta distribution, zero inflated

bimodal beta regression model.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O ato de emprestar provavelmente surgiu no momento em que os seres humanos comeca-
ram a se comunicar. H4 um documento datado por volta de 2000 a.C. que registra um acordo de
empréstimo com cobranca de juros. De fato, o desenvolvimento do crédito somente ocorreu apés
1350 d.C., na Europa, com as lojas de penhores. Estas lojas cobravam juros sobre os empréstimos
e aceitavam como garantia praticamente qualquer coisa, desde que pudesse ser guardado. Em
1920, com a comercializa¢dao do veiculo automotor surgiu uma demanda de empréstimos para
aquisi¢cdo deste bem, porém devido a sua mobilidade ndo poderia configurar como penhora, nem
como garantia fixa - a qual o credor conhece sua localiza¢do. Desse modo, empresas financeiras
foram criadas para atender tal demanda. E no decorrer da dltima metade do século passado,
o crédito pessoal apresentou vultuoso crescimento, marcado pela criagdo do cartio de crédito
(Anderson, 2007).

Atualmente as instituicdes financeiras exercem diversas atividades, dentre as quais a in-
termediagdo financeira' possui um dos papéis mais relevantes para o mercado. Na intermediacio
financeira as instituicdes financeiras estdo sujeitas a diversos riscos e incertezas. Um deles € o
risco de crédito, definido pelo BACEN como:

[...] a possibilidade de ocorréncia de perdas associadas ao ndo cum-
primento pelo tomador ou contraparte de suas respectivas obrigacdes
financeiras nos termos pactuados, a desvalorizagcdo de contrato de cré-
dito decorrente da deterioracao na classificacdo de risco do tomador, a
reducdo de ganhos ou remuneracdes, as vantagens concedidas na renego-
ciag@o e aos custos de recuperacdo (BACEN, 2009).

O risco de crédito divide-se em subcategorias: risco de contraparte, risco de concentragao,

risco pais, risco commitment, risco de intermediadoras ou convenentes, entre outras. Dentre

' A intermediagdo financeira é definida como a atividade de captar de agentes superavitdrios e emprestar
a agentes deficitarios.
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estas subcategorias destaca-se o risco de contraparte, que estd associada a possibilidade de

descumprimento das obrigagdes financeiras pela contraparte (BACEN, 2009).

A preocupacgdo com os riscos que as institui¢des financeiras estdo sujeitas nao é exclusivo
da atualidade, mas ela ganhou for¢a com a expansdo do crédito, que provocou aumento da

exposicao ao risco de crédito das instituigcoes.

No ano seguinte apds o fim, ocorrido no ano de 1973, do Sistema Monetério Internacional
baseado em taxas de cambio fixas, o mercado financeiro apresentava graves sinais de fragilidade.
Com o objetivo de fortalecer a estabilidade do sistema bancario internacional os responsaveis
pela supervisdo bancdria nos paises do G-10 criaram o Comité de Basileia. E em 1988, com o
objetivo de reforgar a estabilidade do sistema bancério internacional e minimizar desigualdades
competitivas entre os bancos internacionais foi celebrado o primeiro Acordo de Basileia, que
padronizou a aplicacao de Fatores de Ponderacdo de Risco (FPR) aos ativos e a exigéncia de
capital minimo. Em 1996, foi realizado uma Emenda de Risco de Mercado, que apresentou
alguns ajustes no Acordo de Basileia I, os mais relevantes foram: alocagdo de capital para
cobertura de Riscos de Mercado, ampliacdo dos controles sobre riscos incorridos pelos bancos,
possibilidade de utilizacdo de modelos internos de mensuragdo de riscos, desde que aprovados
pelo regulador local (BANCO DO BRASIL, 2008).

Ao longo do tempo foi observado que as medidas tomadas nao haviam sido suficientes
para impedir que os bancos ficassem expostos a determinados riscos, assim o Comité, em 2004,
divulgou o Acordo de Basileia II, em que estabeleceu novos critérios de requerimento de capital
regulamentar, considerando os riscos associados as exposi¢des, governanga e transparéncia das
instituicdes financeiras (BANCO DO BRASIL, 2008).

O acordo de Basileia II permitiu as institui¢des financeiras calcular o capital exigido pelo
risco de crédito com uma abordagem baseada em classificacdes internas — IRB (Infernal Ratings
Based). Na apuragao do requerimento de capital as institui¢des, que fazem uso da IRB, deverdo

considerar os seguintes componentes de risco (BACEN, 2013):

Probabilidade de Descumprimento - PD (Probability of Default) — medida que representa

a expectativa de longo prazo das taxas de descumprimento;

e Exposicdo no Momento do Descumprimento — EAD (Exposure at Default) — valor de

exposi¢ao da institui¢do no momento de ocorréncia do descumprimento;

e Perda Dado o Descumprimento - LGD (Loss Given Default) — corresponde ao percentual,

em relacdo a EAD observada, da perda econdmica decorrente do descumprimento;

e Prazo Efetivo de Vencimento - M (Effective Maturity) - € o prazo até o vencimento da

operacao.



27

Existem duas abordagens para avaliar IRB, a bésica e a avancada. A diferenca entre
elas esta na estimacao dos componentes de risco. Na abordagem bdésica, deve ser calculado o
valor do componente M (Prazo Efetivo de Vencimento) e apenas a PD estimada internamente, 0s
demais componentes sao atribuidos pela autoridade de supervisdo, ja na abordagem avangada,
a instituicdo financeira deve calcular o parametro M e estimar todos os componentes de risco
internamente (BANCO DO BRASIL, 2008).

Portanto, as institui¢Oes financeiras que pretendem utilizar a IRB avancada precisam
desenvolver métodos para estimar os componentes de risco LGD e EAD para cada segmento de
sua carteira, além da PD. Desde a década de 1950 s@o apresentadas propostas para modelagem
da PD, em contrapartida, a previsdao da LGD somente recebeu maior aten¢do apds a publicacao
do acordo Basileia II. A LGD possui ainda uma literatura pequena, se comparada a PD, e ndo ha
um método eficiente em termos de acurdcia e interpretacdo como € a regressao logistica para a

PD. Neste sentido esta pesquisa aborda a modelagem do componente de risco LGD.

A LGD é€ calculada quando o empréstimo estd inadimplente. No contexto de risco de
crédito, conseguir uma definicdo prética para a inadimpléncia, ou descumprimento?, nio é tarefa
simples, apesar da inadimpléncia ser definida de forma tinica como a falta de cumprimento de um
contrato ou de qualquer de suas condi¢des (Buarque, 1993). Em partes isto € devido a existéncia

de conflito de interesses por parte dos analistas de crédito (Annibal, 2009).

Porém, no ambito das institui¢des financeiras que utilizam a abordagem IRB, o BACEN

(2013) define o descumprimento pela ocorréncia de pelo menos um dos seguintes eventos:

e ainstituicdo considera que o devedor nao ird honrar integralmente suas obrigagcdes sem

que a institui¢do recorra a agdes tais como acionamento de garantias;

e a obrigacgdo esteja em atraso superior a uma certa quantidade de dias, que dependendo do

tipo de exposi¢ao ao risco pode ser de 90 ou 180 dias.

Segundo Thomas, Edelman e Crook (2002), a inadimpléncia pode ocorrer devido a
diversos fatores, e a ocorréncia deste evento nao implica necessariamente que o cliente é
ruim. A maioria dos casos de inadimpléncia podem ser separados em duas categorias: motivos
relacionados a eventos inesperados que impedem o pagamento como estd no contrato e razoes

relacionadas com a vontade do cliente em realizar o pagamento, provenientes do carater.

A LGD ou perda dado o descumprimento € equivalente a 1 — R, em que R representa
a taxa de recuperacao. De forma simplista, a LGD pode ser compreendida como o percentual,
em relac@o ao valor em exposicdo, da perda dado a ocorréncia de inadimpléncia. Schuermann

(2004) acrescenta que, uma vez ocorrido o descumprimento, a LGD inclui trés tipos de perdas:

2 Descumprimento serd considerado sindnimo de inadimpléncia, embora exista a possibilidade dos

conceitos diferir em algum aspecto.



28 Capitulo 1. Introdugdo

perda do principal; perda decorrente de custos de empréstimos ndo pagos, incluindo custo de

oportunidade; e despesas relacionadas ao processo de cobrancga e recuperagdo do crédito.

O BACEN pronuncia a respeito da defini¢do de LGD:

Perda Dado o Descumprimento (LGD), que corresponde ao percentual,
em relacdo ao parametro EAD observado, da perda econémica decorrente
do descumprimento, considerados todos os fatores relevantes, inclusive
descontos concedidos para recuperacdo do crédito e todos os custos
diretos e indiretos associados a cobranca da obrigacdo (BACEN, 2013).

De acordo com Schuermann (2004), existem trés formas para calcular a LGD de um

contrato:

e Market LGD: baseada nos precos de mercado de titulos inadimplentes ou empréstimos

negociaveis logo apds a inadimpléncia;

e Workout LGD: com base no conjunto de fluxos de caixa estimados resultantes do processo

de cobrancga, propriamente descontado, e a exposi¢cao estimada;

o Implied market 1LGD: derivado dos precos de titulos adimplentes com risco utilizando um

modelo tedrico de precificagcdo de ativos.

Silva, Marins e Neves (2009) relatam uma quarta forma de calcular a LGD, chamada
Implied historical LGD, a qual utiliza dados histdricos de recuperagdo e estimativas de probabili-
dade de inadimpléncia. Também mencionam que Workout LGD € a forma mais utilizada pela

industria, dentre as quatro apresentadas.

Segundo Zohova (2015), o célculo utilizado para obter a LGD individual sob a abordagem

Workout €, geralmente, da seguinte forma

'\ PV(CFj)

LGD;(t)=1—
GDi(7) EAD; ’

em que LGD;(¢): LGD de uma exposi¢do inadimplente i no tempo ¢ apés a inadimpléncia; EAD;:
saldo da exposi¢c@o i no momento da inadimpléncia; PV: func¢do de desconto para trazer a valor
presente; CF;;: fluxo de caixa resultante do processo de workout da exposi¢do i registrada no

tempo 7.

De acordo com Fernandes e Tomazella (2013), o parametro de risco LGD, geralmente,
possui dominio no intervalo [0,1], entretanto eventuais valores fora deste intervalo poderao ser
observados. Porém, as institui¢des costumam tomar uma posi¢ao conservadora e atribuir LGD

nula para as observagdes negativas. Desta forma, esta LGD conservadora pode ser expressa por

LGD;" = max{0,LGD;}.
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Com a utilizacdo da abordagem IRB avancada, existem duas perspectivas de interpretacao
da LGD, ciclico e aciclico. Sob ponto de vista ciclico, a LGD estard sincronizada com as
mudancas de ciclos econdmicos, neste caso, a metodologia utilizada para estimagao da LGD
¢ conhecida como point-in-time (PIT), em contrapartida, sob a perspectiva aciclica, a LGD
permaneceria constante ao longo do tempo, neste caso, a metodologia utilizada € a through-the-
cicle (TTC) (Silva, Marins e Neves, 2009).

Diversos estudos empiricos foram realizados com a intencdo de caracterizar a distribuicdo
da perda dada inadimpléncia e obter relacdes com determinados fatores. Nestes estudos, algumas

caracteristicas sao frequentemente documentadas.

Yao, Crook e Andreeva (2015) informam que, geralmente, a LGD apresenta distribui¢do
bimodal e variacao no intervalo fechado [0,1]. Schuermann (2004) concorda e acrescenta que
as observacdes costumam se concentrar nos extremos do intervalo, indicando que ocorrem
muitas perdas altas e baixas, e devido a este fato, utilizar o conceito de LGD média pode causar

interpretagdes erroneas.

Entretanto, Fernandes e Tomazella (2013) relatam que a LGD pode apresentar distribui-
¢do unimodal e até trimodal, e que também podem ser observadas perdas negativas e acima de 1,
e que, em geral, a observagdo de perda maior que 1 estd ligada a um elevado custo do processo
de cobranca. Contam que o processo de cobranga e as caracteristicas da operagdo influenciam a
distribuicdo da LGD, e sintetizam as caracteristicas das distribui¢des, geralmente, observadas.
Na Figura 1 sdo apresentadas possiveis distribuicdes de proporcdes para observacdes de LGD.
A forma “Bimodal"apresentando concentracdes em zero e um € a mais comum. A distribui¢do
das perdas de operacdes que possuem garantia forte, como por exemplo os financiamentos
imobilidrios, geralmente, apresentam forma semelhante a “Unimodal", com perdas concentradas
ao redor de zero. A forma “Trimodal", representa a distribui¢do da LGD de uma operagdo com
garantia de rdpida depreciacao, por exemplo os financiamentos de automodveis. A distribui¢ao
“Acima de 1"representa observacdes de contratos que o processo de cobranga € caro, resultando

em LGD acima de 1 (Fernandes e Tomazella, 2013).

Qi e Yang (2009) mostram que a perda dada a inadimpléncia, em seu estudo, foi am-
plamente explicada por vdrias caracteristicas associadas ao empréstimo, e a covaridvel que

apresentou maior impacto foi a razao entre o valor do empréstimo e o valor da garantia.

Castle e Keisman (1999) aplicaram anélise de regressdo em um banco de dados da
Standard and Poor’s Credit Loss, e verificaram que o tipo de garantia € uma caracteristica

importante para a previsao da LGD.

Alguns estudos citam correlacdo entre LGD e PD. Para Altman e Kalotay (2014), as
recuperacdes tendem a ser mais baixas em periodos econdmicos que apresentam altos indices
de inadimpléncia. Frye (2000) utilizou uma base de dados da Moody’s Default Risk Service e

observou, que numa recessdo econdmica hipotética com uma taxa de inadimpléncia de 10%,
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Figura 1 — Possiveis histogramas para dados de LGD.

as recuperacdes de obrigacdes podem cair de 20 a 25 pontos percentuais com relacdo a média
normal do ano.

A respeito das abordagens utilizadas para modelar a LGD, Altman e Kalotay (2014)
recomendam cautela ao utilizar a regressao linear e a regressao beta, que apesar de fornecerem
interpretacdes simples, fazem fortes suposi¢oes sobre os dados. Yao, Crook e Andreeva (2015)
comentam que devido a LGD apresentar frequentemente distribuicao empirica bimodal e delimi-
tada no intervalo [0,1], um modelo de regressao linear pode se encaixar mal. Servigny e Renault
(2004) observam que, apesar da distribui¢do beta apresentar forma flexivel, esta ndo comporta

bimodalidade e também nao estd definida para os pontos O e 1.

Para representar a alta concentracdo nos pontos 0 e 1, Calabrese (2014) aplicou a
regressdo beta inflacionada®. Seu estudo mostrou que a predicio do modelo de regressdo beta
inflacionada superou o modelo de regressao linear e o modelo de regressdo de resposta fracionada,

em termos de erro quadrdtico médio e desvio médio absoluto.

3 Modelagem de dados em que a varidvel resposta é medida no intervalo [0,1], este modelo assume que

a distribuicdo dos dados € uma mistura entre uma distribuicdo continua definida no intervalo (0,1),
distribuicdo beta, e uma distribuicdo que atribui massa de probabilidade aos pontos {0,1}, distribui¢do
Bernoulli (Martinez, 2008).



31

Trabalhos recentes t€ém comparado o desempenho de técnicas paramétricas com nao
paramétricas para modelagem da LGD. Segundo Yao, Crook e Andreeva (2015), a flexibilidade
¢ uma das principais vantagens dos métodos nao paramétricos, uma vez que nao assumem

distribui¢do especifica.

Com base em um banco de dados de perda de empréstimos bancdrios portugueses,
Bastos (2010) comparou o desempenho de drvores de regressdo, método ndo paramétrico, com
a regressao de reposta fracionada e concluiu que as drvores de regressdo produzem melhores
resultados em periodos de tempo mais curtos, 12 a 24 meses. Qi e Zhao (2011) comparam seis
diferentes métodos para modelar a LGD e afirmam que os métodos ndo paramétricos (redes
neurais e arvores de decisdo) superam os métodos paramétricos (regressao de resposta fracionada,
regressao linear - transformag¢do normal inversa, transformacao beta e sem transformacgdo da
varidvel resposta) em termos de ajuste do modelo e poder preditivo, e concluem que esta
vantagem decorre da capacidade dos métodos ndo paramétricos de acomodar relacdes nao
lineares entre varidvel resposta e covaridveis continuas. Bastos (2010) e Qi e Zhao (2011)
concordam que, apesar de apresentarem desempenho preditivo superior, a interpretacao dos

resultados dos métodos ndo paramétricos € mais complexa.

Yao, Crook e Andreeva (2015) propuseram algumas modificagdes na regressao de vetores
suporte minimos quadrados (LS-SVR, do inglés: Least Square Support Vector Regression) com
a intengdo de aumentar a precisdo de predi¢cdo da LGD, compararam treze técnicas, em que 9
delas correspondem a 3 modelos LS-SVR combinados com 2 transformacdes (beta e logit) e
sem transformacao na varidvel resposta, as demais foram: regressao linear, regressao linear com
transformacao beta, regressdo de resposta fracionada e um modelo de dois estdgios. Relatam
que os modelos LS-SVR demonstraram superioridade comparados as demais técnicas e que as

transformacdes na varidvel resposta ndo apresentaram melhorias.

Altman e Kalotay (2014), com objetivo de obter um modelo de fécil interpretagdo e
quase tao flexivel quanto um nao paramétrico, apresentaram uma abordagem semi-paramétrica,
utilizando misturas de distribui¢des gaussianas. Relatam que este modelo € flexivel o suficiente
para acomodar as caracteristicas da distribuicdo da LGD e ao mesmo tempo permite estabelecer
relacdo com as covaridveis, e que, no estudo, superou os modelos paramétricos € também um

modelo ndo paramétrico, arvores de regressao.

Considerando as caracteristicas relatadas da distribui¢do da LGD, na forma flexivel que a
distribuic@o beta pode assumir e na abordagem de Altman e Kalotay (2014), que utiliza mistura
de distribui¢des normais, propomos um modelo para estimac¢do da LGD por mistura de duas
distribuicOes beta e uma degenerada em zero. Para comparag@o com nossa proposta selecionamos
os modelos de regressao beta e regressao beta inflacionada, que sdo abordagens mais usuais, e a
SVR (Support Vector Regression Machines), devido a significativa superioridade relatada por
Yao, Crook e Andreeva (2015).

Este trabalho esta organizado em 5 capitulos, incluindo o presente Capitulo 1 com o
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objetivo de introduzir, contextualizar e justificar o trabalho. No Capitulo 2 sdo apresentados os
modelos de regressdo beta, beta inflacionado em zero e o support vector regression machines, bem
como algumas vantagens e desvantagens no uso de cada modelo. No Capitulo 3 desenvolvemos
a distribuic@o beta bimodal inflacionada em zero, apresentamos algumas propriedades, incluindo
momentos, definimos estimadores via mdxima verossimilhanca e construimos o modelo de
regressdo para este modelo probabilistico. No Capitulo 4 realizamos estudo de simulacao para
avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros da
distribui¢cdo beta bimodal inflacionada em zero e do modelo de regressdao para este modelo
probabilistico, realizamos também comparacdo entre os modelos descritos no Capitulo 2 e
o modelo proposto no Capitulo 3, avaliados em uma base de dados de LGD simulada. No

Capitulo 5 apresentamos as consideracdes finais para este trabalho.
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CAPITULO

MODELOS DE REGRESSAO E ALGORITMOS
DE APRENDIZADO DE MAQUINA

Segundo Breiman (2001), existem dois objetivos na andlise de dados: predi¢do e infor-
macao. A predicao diz respeito a capacidade de predizer quais serdo os valores das varidveis
respostas dado futuras covaridveis. J4 informacao, ligado ao conceito de inferéncia, esta rela-
cionado a extrair informacdes a partir de uma associacao entre varidvel resposta e covaridveis.
Enquanto o objetivo preditivista se importa apenas com o quao bom € o poder preditivo, o
inferencial procura responder questdes como: Quais covariaveis sdo relevantes? Qual a relagdo
entre a covaridvel e a varidvel resposta? Ao alterar o valor de uma covaridvel qual o impacto
observado na varidvel resposta? Em alguns problemas praticos estes objetivos sdo bem definidos,
isto é, € exclusivamente inferencial ou preditivo, mas em outros casos ha a necessidade de unir
predicao e inferéncia. No problema de estima¢do da LGD, o objetivo € tanto inferencial quanto
preditivo, inferencial devido as instituicdes financeiras desejarem conhecer quais covaridveis sao
importantes, como elas se relacionam com a LGD, e assim desenvolver ou alterar politicas com
a intencao de reduzir sua exposicao ao risco de perdas, e preditivo consequente do anseio das

institui¢des em avaliar o seu risco esperado em um dado tempo a frente.

Os itens deste capitulo tratam de 3 diferentes abordagens, as duas primeiras - regressao
beta e regressao beta inflacionado - possuem motivagdo inferencial e a ultima possui objetivo
principal de predicdo, o support vector regression machines. Estas técnicas serdo comparadas no

Capitulo 4 com o modelo beta bimodal inflacionado em zero, proposto no Capitulo 3.

2.1 Regressao beta

Dentre os modelos de regressdo, o modelo linear €, provavelmente, o mais explorado
para estabelecer uma relagcdo entre varidvel resposta e covaridveis. Entretanto, quando a varidvel

resposta assume valores no intervalo (0, 1), este modelo se torna inadequado devido a possibilitar
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predicdes fora do intervalo. Uma alternativa para este problema € a transformacao da varidvel
resposta de modo que a nova varidvel assuma valores no conjunto dos reais. Em um relatério
que descreve e documenta o modelo LossCalc, modelo da Moody’s para prever a LGD, Gupton
et al. (2002) observaram que as taxas de recuperacdes eram aproximadamente beta distribuidas,
assim, com a intencao de obter uma varidvel Y aproximadamente normal propuseram a seguinte
transformacio na varivel taxa de recuperagio (RR), Y = &~! (F54(RR)), onde ® ¢ a fungdo

distribui¢do normal padrdo e F), ;, é a fungdo distribui¢ao Beta(p,q).

A respeito da transformacdo dos dados Cribari-Neto e Zeileis (2010) relatam que esta
abordagem apresenta algumas deficiéncias, uma delas estd relacionada com as interpretacdes
dos parametros que sdo obtidas em termos da média da varidvel transformada ao invés da
varidvel original, e geralmente regressdes envolvendo varidvel resposta restrita em um intervalo
apresentam heterocedasticidade e assimetria, ambas condi¢cdes nao acomodadas pelo modelo de

regressdo linear.

Wong e Lai (2008) afirmam que uma melhor abordagem, em termos de predicao, para
estimar a LGD ¢é utilizar o modelo de regressao beta. Proposto por Ferrari e Cribari-Neto
(2004), o modelo de regressdo beta representa uma alternativa para estabelecer uma relacdo
entre uma varidvel continua no intervalo restrito (0, 1) e uma ou mais covaridveis. Tal proposta é
fundamentada na aplicacdo da distribuic@o beta, a qual é bastante flexivel quanto a sua forma. A
modelagem da varidvel de interesse € realizada por meio de uma estrutura de regressao com uma

funcdo de ligacao, pardmetros e covaridveis.
A funcao de densidade de uma varidvel aleatéria Y com distribui¢do de probabilidade
continua beta, com parametros p e ¢, € dada por
fr(yip,q) = OROK 1=y, 2.1
em que p,g >0,y € (0,1) e ['(-)! é a funcdo gama. A média e variancia de Y sdo dadas,

respectivamente, por E[Y] = p/(p+q) e Var[Y] = pq/[(p+q)*(p + ¢+ 1)]. Os parametros p e

q sdo responsaveis por definir a forma que a distribui¢io (2.1) assume.

No modelo de regressao proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) € utilizado uma
reparametrizacdo da densidade beta, com yu = p/(p+¢q) e ¢ = p+ g, portanto, temos que
p=pdeqg=(1—pu)¢.Segue que a densidade de Y dada por (2.1) apds a reparametrizagio é

expressa da seguinte forma:

SO 0) = 5 ¢)FF(($>_ T A 22)

comy,u € (0,1) e ¢ > 0. Desta forma as expressdes da média e da varidncia de Y em termos de

' A fung@o gama é uma extensio da funcdo fatorial para o conjunto dos niimeros reais e complexos e

definida por I'(p) = [;"y?~le™dy, p > 0.
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U e ¢ sdo dadas por:

E[Y]=u,

pl—p)  V(u)
1+¢  1+¢’

em que V(i) é denominada fun¢do de variincia e ¢ pode ser interpretado como um pardmetro

VarlY] =

de dispersao da distribuicdo ou um parametro de precisdo, isto quer dizer que ao aumentar o

valor de ¢ menor serd a variancia de Y considerando u fixo.

Considere Y1, ..., Y, varidveis aleatdrias independentes, em que cada ¥;, i = 1,...,n possui
funcdo densidade da forma (2.2) com média U; e precisdo ¢, desconhecidos. O modelo de

regressao beta pode ser expresso como
T
g(ui) =x; B=n;,

em que, 7; é denominado preditor linear, B = (Bi,..., B4)7 é o vetor de parimetros (desconhe-
cidos) de interesse do modelo e B € RY, x; = (xi1,-.-,%iq)T € 0 i-ésimo vetor das observagdes
de d (d < n) covariaveis de valores fixos e conhecidos e g(-), denominada fun¢ao de ligacdo, é

estritamente monétona e duas vezes diferencidvel, com dominio em (0, 1) e imagem em R.

O método da maxima verossimilhanga € utilizado para obter as estimagdes dos parame-
tros, B e ¢. A funcdo de verossimilhanga para B e ¢, considerando uma amostra aleatéria da

distribui¢do beta, é

L(B,¢:y) =[] frvis s 9), (2.3)
i=1

em que y = (y1,y2,...,yn)| é o vetor com as observacdes. Observe que L(B, ¢;y) é fungio dos
parametros, e os dados sdo quantidades fixas, posto que foram observados, sendo assim para
cada valor dos parametros a verossimilhanca representa uma medida de plausibilidade com a
amostra observada. As estimativas de mdxima verossimilhanga para os parametros sdo obtidas

através da maximizagao da fungdo (2.3).

2.2 Regressao beta inflacionado em zero

Na prética, frequentemente observamos LGD com presenca de zeros e/ou uns, isto &,
com probabilidade nestes pontos. Nestes casos aplicar um modelo de regressdo com varidvel
resposta variando no intervalo aberto (0,1), como o modelo de regressao beta, pode ndo ser uma

boa escolha.

Para representar as altas concentragdes das taxas de recuperagdes nos extremos 0 e 1,
Calabrese (2014) propds considerar as recuperagdes uma varidvel aleatria proveniente de uma

mistura entre as distribui¢des Bernoulli e beta.

Martinez (2008) propods alternativas para modelagem de dados em que a varidvel res-

posta pode variar nos intervalos [0,1], [0,1) e (0,1], cujos modelos assumem que os dados s@ao
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origindrios de uma distribui¢do de mistura entre uma beta e uma Bernoulli, degenerada em zero
e degenerada em 1, respectivamente. Ele observa que estas inflagdes podem estar relacionados

com alguma intervencdo, truncamento ou censura nos dados.

Conforme a proposta de Martinez (2008) para varidvel resposta no intervalo [0,1), a
funcdo densidade de uma varidvel aleatoria ¥ com distribui¢c@o de probabilidade beta inflacionada

em zero (BIZ), com parametros o, e ¢, € definida por

a, sey=0,
(1_a>fY(y;.u'7¢)7 SCyG(O,l),
comy € {0} U (0,1), parAmetros a,u € (0,1), @ >0e fy(y;u,¢) é a funcdo de densidade

bizy (y;ot, i, 9) = 24

da distribuicdo beta (2.2). Desta forma, o é o parametro de mistura, e neste caso, ¥ = 0 com

probabilidade o e com probabilidade (1 — @), Y possui distribui¢do beta.

A esperanga e a variancia de uma varidvel aleatdria Y com distribuicdo BIZ de pardmetros
o, U e @ sdo, respectivamente, expressas por:
p(l—p) 2

Vdr[Y]:(l—OC)W‘F(X(l—OC)‘U .

O modelo de regressao beta inflacionado em zero (RBIZ) considerando Y7, ..., Y, varidveis
aleatdrias independentes, em que cada ¥;, i = 1,...,n, possui fun¢do densidade da forma (2.4)

com parametros o, L e ¢, pode ser definido pelos seguintes componentes sistematicos

go( ) = Noi,
g1(1i) =N,

em que, 1o; = x}.Bo. € M; = x1.B, sdo os preditores lineares, By = (Bot,-.-, foa,)” € By =
(Bi1,---s ﬁldl)T sdo vetores de pardmetros (desconhecidos) de interesse do modelo, B, € R ¢
B, € RY, xo; = (xoi1, <oy X0idy) T € X1 = (X1i1,.--,X1i2,)" sd0 constantes conhecidas, i.e., vetores
das observagdes de dy e d; covaridveis, dy +d; < n. As fungdes de ligagdo go(-) e g1(+) sdo

estritamente monétonas e duas vezes diferencidveis, com dominio em (0, 1) e imagem em R.

A estimagdo do vetor de paradmetros (ﬁg B IT, ¢)7 é realizada através do método de
madxima verossimilhanca. A fun¢do de verossimilhanga para uma amostra aleatéria da distribui¢do

BIZ (2.4) de tamanho n, y = (y1,y2,...,¥n) vetor das observacdes, é

L(Bo,B1.9:y) = [ biev.f (i ci, i, )
i=1

T gy (i _ .
=[]« O (] gyl= o) [T AGiswe), 2.5)
i1

i:y;i€(0,1)
com 110y (y) fungdo indicadora de y € {0}, i.e., possui valor 1 se y = 0 e assume valor 0 se y # 0.
As estimativas de mdxima verossimilhanga para os parimetros f8 g , ﬁlT e ¢ sdo obtidas através

da maximizacdo da funcdo (2.5) com relacdo a estes parametros.
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2.3 Support Vector Machine

Support Vector Machine (SVM) é uma técnica de aprendizado de médquina proposta
por Cortes e Vapnik (1995), inicialmente apresentada em sua formulacdo para classificagao
de dois grupos linearmente nao separaveis, generalizando uma ideia anterior utilizada para
encontrar o hiperplano 6timo nos casos com dois grupos linearmente separaveis. O classificador
SVM implementa a ideia de permitir a ampliacdo da dimensdo do espaco para um espago de
alta dimensao, que em alguns casos pode ser infinita. Em geral, os limites lineares no espaco
ampliado conseguem uma melhor separagdo da classe de treinamento e se traduzem em limites
ndo lineares no espaco original. Support Vector Regression Machines (SVR) € uma adaptagdo do

SVM para o tratamento de problemas de regressao, proposta por Drucker et al. (1996).

Yao, Crook e Andreeva (2015) realizaram estudo comparativo de técnicas de regressao
para estimacdo da LGD e relataram que os modelos SVR demonstraram superioridade, em
termos de precisao preditiva do ajuste, comparados as demais técnicas utilizadas no estudo.
Observam também que modelos SVR possuem como limitacdo a caracteristica de "caixa preta",

no que concerne a dificuldade de distinguir o papel de cada varidvel no modelo.

Diferente de Yao, Crook e Andreeva (2015) que utilizaram LS-SVR 2 neste estudo

utilizamos regressdo SVR proposta por Drucker ef al. (1996), o qual € apresentado a seguir.

2.3.1 Support vector regression machines

Admita um conjunto de dados composto por n pares, {(x1,y1), (X2,¥2), ..., (Xn,yn) }, em
que y; € R é a varidvel dependente e x; € R? é um vetor de covaridveis de dimensdo d. A
regressao SVM proposta por Drucker ez al. (1996), também conhecida como SVR &€-insensivel,
possui como objetivo encontrar uma fungio f(x) que tenha no maximo € desvio da observagio
y; para todos os dados de treinamento com menor ||B|> possivel, B vetor de pardmetros, para a

seguinte funcdo linear

f(x)=x"B + Po.

em que B é o vetor de parAmetros das covariaveis x e By € o intercepto. Para encontrar estimativas
para o vetor B, a SVR formula um problema de otimizagdo que consiste em minimizar uma
funcao,
- A ’
argrﬁr}g;i:ZIC(yi,f<xi)> + 1181, (2.6)

que € chamada de problema primal, em que

C(yi,f(Xi)) _ 07 se |yl _f(xl)‘ < g, (27)

lvi — f(x;)| —€&,  caso contrério.

2 Least Squares Support Vector Regression (LS-SVR) proposto por Suykens e Vandewalle (1999).
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C(yi, f(x;)) corresponde a fungdo de perda (conhecida também como fung¢do de custo)
e-insensivel, a qual ndo considera erros de tamanho inferior a € > 0, e caso o erro seja maior
que € a perda é dada por |y; — f(x;)| — €. A Figura 2 ilustra este caso, em qua a funcdo de
perda €-insensivel linear ignora erros que estdo dentro da distancia &, regido cinza na Figura 2,
tratando-os como iguais a zero, e a perda para as observagdes situadas fora da regido cinza é
medida de forma linear com base na distancia entre o valor observado y; e o limite € (Smola e
Scholkopf, 2004).

—£€ +€

Figura 2 — Representagdo da perda €-insensivel para SVR linear. Fonte: Smola e Scholkopf (2004).

A constante A > 0, em (2.6), controla a penalidade imposta nas observagdes fora da

margem €. Este valor equilibra entre reducio de ||B]|? e intolerancia dos desvios maiores que €.

De forma geral, o problema de otimizacdo primal (2.6) pode ser mais facilmente solucio-
nado em sua formulacao dual. Conforme Friedman, Hastie e Tibshirani (2001), a funcao dual é
uma Lagrangiana obtida a partir do problema primal introduzindo multiplicadores nao negativos

0; e 0 para cada observagdo x;, levando a minimizacao

n n 1 n
arggnir}&‘ Z(Si*+5i) — Zyi(6i* —6,')—1—52 (61* —61')(5;—5j)<x,',x]>, (2.8)
0 =1 i=1 i=1 ;=1
sujeito as restrigoes
0< 5,',5l~* <1/A,
?:1(61'* - 61) = 07

Assim, de posse de Sie 31-*, solugdes do problema dual, temos que o estimador para 8

que minimiza o problema primal é da forma (Friedman, Hastie e Tibshirani, 2001)

B=Y(

i=1

>

T — Si*)xl‘.
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Desta forma, o estimador de f(x) pode ser expresso por
A n A A
fx) =Y (6" — &) {x,x:) + Po- (2.9)

Devido a natureza dessas restri¢des, tipicamente apenas um subconjunto dos valores
da solugdo (31* — 31) sdo diferentes de zero, e a forma (2.9) é chamada "expansdo do vector
de suporte". Observe que a solucio para fungio f (x) depende somente dos valores de entrada
através dos produtos internos (x;,x;), ou seja, 3 pode ser completamente descrito como uma
combinagdo linear dos padrdes de treinamento x;. Isto permite generalizar o método para uma
abordagem ndo linear, isto €, a formulagdo dual Lagrangiana permite a utilizacdo de kernel, e

assim a proposta pode ser estendida para fungdes nao lineares.

Para obter SVR ndo linear substituimos o produto escalar (x;,x;) em (2.8) por uma

fungao kernel K (x;,x;), assim temos

Y (& 5K (xix;),

1j=1

-

argmmez o + &) — zn: yi(6F — +%
i=1

l7l l l

sujeito as restrigoes

0< 8,5 <1/A,
i=1 (67— 8) =0,

E assim obtemos a fung¢@o f(x), sem a necessidade de calcular B diretamente, por
n
Z K (x,x7) + fo. (2.10)

com K (x;,x;) = Y™ By (x;)hm(x;). E como se buscdssemos a fungio

f@x) =3 Buhm(x)+Bo

em que consideramos um conjunto de fung¢des {4,,(x)}, m = 1,2,...,M, para o problema primal
(2.6). Desta forma, com (2.10) nio € necessdrio especificar ou avaliar todo o conjunto de funcdes
hi(x),ha(x),...,hy(x), mas apenas o kernel K(x;,x;) (Friedman, Hastie e Tibshirani, 2001).

Neste contexto, um kernel K (x;,x;) pode ser interpretado como uma medida de similari-

dade entre os vetores x; € x;. Um exemplo de kernel € o gaussiano, da forma

xI2
K(xi,xj) = exXp (—M> .

2072

Considerando que a distribui¢do da LGD, em alguns casos, pode apresentar trimodalidade

(uma moda relacionada a inflagdo em zero e as outras duas referentes a beta bimodal) e que os
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modelos de regressdo beta e beta inflacionado em zero nao sdao adequados para estes casos, €
embora o modelo de regressdo €-SVM possa se ajustar a tais tipos de dados possui a caracteristica
de "caixa preta", neste sentido propomos um modelo de regressao baseado na mistura de duas
distribui¢des beta e uma degenerada em zero, este modelo ndo padece da caracteristica de "caixa
preta"e permite ajuste a dados com distribui¢do que apresenta trimodalidade, este modelo € tema

do préximo capitulo.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO BETA BIMODAL
INFLACIONADO EM ZERO

Apoiado nas pesquisas empiricas e nos resultados de estudos recentes documentando os
méritos relativos as abordagens de regressao paramétricas e nao paramétricas, apresentamos uma
proposta para estimar a LGD Workout em um tnico valor de ¢ (fixo) e point-in-time utilizando
mistura de duas distribuicdes beta com inflacdo em zero. Neste sentido, seguem os pressupostos

que fundamentam a proposta.

e Existe massa de probabilidade no ponto O: devido a posi¢do conservadora das institui-
¢oes de atribuir LGD = 0 as observacdes negativas. Desta forma teremos que o ponto 0

concentra toda a regidao de LGD < 0. Assim temos que

LGD > 0.

e A LGD ¢ limitada superiormente por um k finito: devido a LGD ser proveniente de valores

monetarios, e considerando que os recursos monetarios sdo finitos, entdo a LGD ¢é limitada.

Portanto
LGD € [0,k].
Aplicando a seguinte transformacao
~_ LGD;
Vi = kte’

em que £ > 0 pequeno (exemplo &€ = 10~%) temos entdo que y € [0, 1). Na prética, atribui-
mos a k o maior valor de LGD observada.

e A mistura de duas distribuicdes beta é adequada para ajustar y > 0: com base no formato

extremamente flexivel que a mistura de duas distribuicdes beta pode proporcionar. Nao
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existe prova tedrica para esta suposi¢io, porém de acordo com os relatos, provenientes de
estudos conforme indicado no Capitulo 1, das caracteristicas da LGD torna a mistura de

duas distribui¢des beta uma suposi¢ao razodvel para acomodar a distribuicdo da LGD.

Desta forma, consideramos uma varidvel aleatéria definida em [0, 1), a qual é proveniente

de uma mistura de duas distribui¢des beta e uma degenerada em zero.

3.1 Distribuicao beta bimodal inflacionada em zero

Considere, inicialmente, uma varidvel aleatéria W proveniente de uma mistura de duas

distribuicOes beta, a distribui¢do desta varidvel aleatdria possui funcio densidade da forma

bby (W T, 1, 1, 12, 92) = T fw (Wi, ¢1) + (1 — 1) fw (w3 U2, 92) (3.1

em que 0 <w,w < 1, fiy(w;l1,01) e fw(w; o, ) (densidades componentes) sdao fungdes
densidade da distribuicdo beta da forma (2.2) referentes as duas subpopula¢des misturadas
aleatoriamente com proporgdes 7 e (1 — 1), respectivamente, os quais sdo chamados pesos
das componentes (Frithwirth-Schnatter, 2006). Assim dizemos que W segue distribui¢ao beta
bimodal com parametros 7, i1, ¢1, o € ¢». No Apéndice, Secao A.1, apresentamos a distribuicio
de mistura de duas beta com médias iguais, bem como algumas propriedades, incluindo esperanca

e variancia.

A partir deste momento considere Y uma varidvel aleatéria, que assume valores no
intervalo [0, 1), origindria da mistura de uma distribui¢do degenerada em zero e uma distribui¢do

beta bimodal (3.1), cuja fun¢do densidade é dada por

a, sey=0,
beY(y;(X,ﬂ,‘u],(P],,uz,(Pz) = (3.2)
(1—Oﬂ)bbY()’;ﬁa.‘il7¢l7H2>¢2)a Seye(oal)a

com a, T, Uy, Uy € (0,1) e ¢1,¢, > 0. A fungdo bby (y; 7, U1, §1, o, @) refere-se a densidade
beta bimodal (3.1). Observe que oo = P(Y = 0), configura a probabilidade de se observar o
valor zero, e com probabilidade (1 — ) a variavel aleatdria tem origem beta bimodal. Entao
Y ~ BBZ(ot, w1y, P1, 1z € @), isto é, Y é uma varidvel aleatéria com distribui¢do beta bimodal
inflacionada em zero (BBZ) com parametros @, 7, li1, @1, Uy € @. Esta distribui¢do foi abordada
inicialmente por Evandro Luiz de Souza Jackson em sua dissertagdo de mestrado, ndo finalizada,
intitulada “Modelos de regressao beta-bimodal inflacionados de zeros”. A distribuicdo BBZ é uma
extensdo da distribuicdo beta inflacionada em zero proposta por Martinez (2008). Empregamos

neste trabalho notacdo semelhante a utilizada por este autor.

Considere 9 = (a,7,01,07), 01 = (u1,9;) e 02 = (U2, $2), utilizando H{O}(y), funcéo
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indicadora de y € {0}. Podemos expressar (3.2) da seguinte maneira

bbzy (y;®) = otll oy (v) + (1 — &) bby (y; 70,01, 602) (1 — L i01.(v))
= all(y)+(1—a)nfy(y;01)(1— 1 (v)+
(1=a)(1—m) fr(y;02)(1 — Ty (v))- (3.3)

—_~ o~

De forma andloga a densidade beta inflacionada (Martinez, 2008), a funcao densidade
(3.3) pode ser reescrita de maneira que fique fatorada em dois termos, um dependendo apenas de

o ¢ o outro termo dependendo dos parametros 7, 0 e 0,. Desta forma,

bbzy (y;8) = a0 [(1 — @) (7 fy (v:01) + (1 — 7) fy (; 85))] 1~ Loy )
= [a" @) (1— o) OO [z fy (v:01) + (1 — 7) fi (31 02)] T2 )
Para determinar os momentos da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero, consi-

deramos a esperanca de uma fungéo m(Y') com respeito a densidade (3.3), E[m(Y)], e utilizamos

de propriedades da esperanca condicional, semelhante ao realizado por Frithwirth-Schnatter
(2006).

Teorema 1. Seja E[m(Y)] a esperanca de uma fungdo m(Y) com respeito a densidade (3.3).
Entao,

E[m(Y)] =m(0)po + Z E[m(Y)|0]px,
emquepyg=0o,p;=(1—a)mep,=(1— )(1— ).

Demonstragdo. Temos que

E[m(Y)] = E[E[m(Y)[1 103 (y)]]
= E[m(Y)[110,(v) = 11P(I{oy (y) = 1) + E[m(Y) [T 0y (y) = O]P(1l 10 () = 0)
= m(0)a+ E[m(r)| 10y (5) = 0](1 — x). G4
Resolvemos E[m(Y)|1 1oy (y) = 0] separadamente

Em)gy0) =01 = [ m()70:7.01,02)dy
= o MONRS030) (1 =) (5 02) )y
y€01

/yG(O 3 (y)f(y’ 01) ( 75) /y:ye(ojl)m(y)f(y;ez)dy
=nEm(Y)|01]+ (1 —m)E[m(Y)|05] (3.5)

em que E[m(Y)|0;] é a esperanca de m(Y) dado que a varidvel aleatéria Y ¢ origindria da
distribui¢@o beta com pardmetros f; e ¢, k = 1,2. Se m(0) e as esperangas condicionais

E[m(Y)|0;] existem, entdo de (3.4) e (3.5) temos que a esperanga de m(Y') é

E[m(Y)] = m(0)at+E[m(Y)|01]m(1 — &) + E[m(¥)|02](1 — 1) (1 — ).
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Assumapo=oa,p;=(1—a)we p, =(1—a)(l —x). Assim E[m(Y )] pode ser expressa

por
E[m(Y)] = m(0)po +E[m(Y)\91]p1 +E[m(Y)|0:]p>

0)po + ZE Y)|0k]pk
k=1

Proposicao 1. A esperanca de Y é dada por
EYl=mr(l—0)+uw(l—n)(1—oa).

Demonstracdo. A partir do Teorema 1, tomando m(Y) =Y obtemos a esperanga de Y, como

segue

2
E[Y]=0po+ Y E[Y|6]px
k=1

=E[Y|61]p1 +E[Y[62]p>
=uyrn(l—a)+w(l-—n)(l—a).
[
Observe que a esperanca de Y € uma média ponderada, pelos pesos das componentes,

apenas das esperancas referentes as distribui¢des beta, uma vez que a densidade componente

remanescente € uma distribuicdo degenerada em zero.

Proposicao 2. A variancia de Y é dada por

Var[y Y2]6k pr—E[Y]%.

”M"’

Demonstracdo. Para obter a varidncia de Y empregamos o Teorema 1 tomando a fungdo m(Y) =
(Y —E[Y])?, assim

Var[Y] =E[(Y —E[Y])z]

=E[Ypo+ iE[YZ —2YE[Y]+E[Y]|04px
k—l

Y]?po+ Z (E[Y?|6,] —2E[Y|6]E[Y] +E[Y]*) pi

E[Y?|64pe—2E[Y]* +E[Y]?

I
(gl

~
I
—_

E[Y?|6,]pc—E[Y]*.

I
e

T
X
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Da Proposicdo 2 temos que a variancia de Y € a diferenca entre a média ponderada, pelos
pesos das componentes, do momento de segunda ordem das densidades componentes beta pelo

quadrado da esperanca de Y.
Corolario 1. A variancia pode ser expressa em termos da varidncia das densidades componentes
(1 — ) 2) (I»‘2(1—H2) 2) 2
VarlY| = | ———+ (l—o)+ | ——+ l-m)(1—0a)—pu=, 3.6
= (B i) a0+ (B g ) (- m - - G0

em que pu = E[Y], B0 — var(y|0,] e e = E[Y|0;]. k= 1,2.

Demonstragcdo. Da Proposicao 2, temos que

k=1
2
=Y (Var[Y|6,]+E[Y|0,]*)px —E[Y]?
=1
= (% +,u12) n(l—o)+ (%WLNZZ) (1—m)(1—a)—pu?

Corolario 2. A variancia de Y pode ser expressa da seguinte forma

“1(1_H1)n+“2(1_u2)
¢+ 1 $p+1

Varly] = (1 - a) [ 0 —n)] (1 — @)l — m) (i — )t
a(l—a) [+l —m)% (3.7)

Demonstracdo. De (3.6), temos que

Varly] = <M+u%) a(1— o)+ (M +u§) (1-m)(1—a) — 2

o1 +1 dr+1
—(1—a) |t 2 )| (- ) [+ 30— )] -
=(1-a) “lé:fl)wr“zg;i@(l—n) +(1—a) W+ w31 -m)]

(- )1 - o)
_ (1 —py) a1 — )
_(l—oc)_ P T+ P ( |
(o) [ 30— )] — (1 — )t pa(l - m)?
—(1-a) “léj;f“n+”2§;§‘2)<l—n> Fa(l— @)+ (- o)

+(1—a) [pir+p3(1—7) — i w* — p3 (1 - 7)* = 2 po (1 — )

1—7r)_ +o(l —a)[um+p(l — )
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- (1—(X) -‘LL1<1—[J1)

po(1— o)

o1 +1

—(-a) (11— )

T+

¢+ 1

(1 — )

o1 +1

(- ) [17(1 - 1) + 1371 — 7) — 2 (1 — )]

(1= )

T+

¢r+1

po(1— )

o1+ 1

T+

¢+ 1

(-

(1= a) [ — )+ 31— (1 -

7)%) = 2 o7 (1 — )]

+a(l—a)[mm+ p (1 — )]

(1-m)

(1-7)

+(1—a)m(1 — ) [uf + 15 — 241 o]

(1 — )

_ (1 —w)
(1-a) o1 +1

T+

¢+ 1

(1-m)

+o(l —a)mm+pp(l — )]

+o(l—a)[mm+ (1 —m)

2

2

+o(1— o) [+ pp (1 — )]

(- o)m(l - m) (s — o)’

]

Assim em (3.7) a variancia de Y € a soma de trés termos, em que um corresponde a
variancia dos componentes beta, outro relativo a diferenga entre a média dos componentes beta e

o termo restante diz respeito ao quadrado da esperanca de Y.

Os parametros ¢; e ¢, podem ser interpretados como parametros de precisdo, uma vez
que, fixados os demais parametros, quanto maior forem os valores para ¢; e ¢, menor serdo as

variancias destas distribui¢cdes. Quando ¢y, ¢, — oo temos que

VarlY] — (1—o)z(1 = 7)(t — t2)* + a(1 — &) [+ pp (1 — 7))

= (1= o)m(1 =) (1 — o)+ i

Proposicao 3. O r-ésimo momento em torno de zero da distribui¢do beta bimodal inflacionada

em zero ¢ dado por

(1)) (o)t (L262) ()

ElY" =
v ?1(r) 0y

(I1—a)(1—m).
Demonstragcdo. A expressao para os momentos de ordem superior em torno de zero pode ser
obtida tomando m(Y) = Y” no resultado do Teorema 1, assim o r-ésimo momento em torno de

zero € dado por

2
E[Y'|=0"po+ Y E[Y'|0]px
k=1
temos que E[Y"|0] e E[Y"|0;] sdo os momentos em torno de zero de ordem r da distribuigcdo

beta (2.2) e como observado por Martinez (2008) é dado por

E[Yr|ek] _ F(¢k)r(uk¢k+ 1) _ = (;uk(])k"‘j) _ (,ngbk)(r)

C(gx+ )T (tde) =g (96 +)) Pr(r)
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parak=1e2,j=0,1,2,....,r—1,eq, =a(a+1)(a+2)...(a+r—1). Desta forma, parar > 0,

temos que

E[Y'1=0"po+E[Y"|0]pk

2
=Y E[Y"|6]p«
k=1
_ (o) (l_a)nJr%(l_a)(l—n).
(Z)l(r ¢2(r)

]

Assim o momento de ordem r da distribuicdo BBZ é uma média ponderada dos momentos

de ordem r das distribuicdes beta pertencentes a mistura.

Proposicao 4. O r-ésimo momento em torno da média para uma varidvel aleatéria com distri-

bui¢do beta bimodal inflacionada em zero pode ser expressa por

E[(Y —p)" +ZZ<) [“Wk +Z() J’%}pk.

1,=0

Demonstragcdo. A expressao para os momentos de ordem superior em torno da média pode ser
obtida tomando a fungdo m(Y) = (Y — u)", usada no resultado do Teorema 1, e o auxilio da

férmula binomial. Assim,
2

E[(Y =) ]=(0—-p) + kZI [(Y = 1)"|6lpx

(Y — e+ e — )"0k pi

r

Z (]) (Y — o)’ (e — 1) 710 | pr

L
i
ek

i ( ) M=) ENY = )’ Bl e, (3.8)

em que E[(Y — u;)/|0;] é o momento de ordem j em torno da média da distribui¢io beta com

parametros L € ¢, a qual pode ser obtida por

B 104 = [ O S0t 000

— ZJ: (J) ) (=) f (3 s, i)y
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P ol W . ;
_ (.uk¢k)(]) 4 Z (f) (—‘I.Lk)']l(“%(k'))(l)- 3.9

Portanto, de (3.8) e (3.9) o r-ésimo momento em torno da média para uma varidvel

aleatdria com distribui¢@o beta bimodal inflacionada em zero pode ser expressa por

E[(Y —u) ’+i Y ( ) i — [(uk% +Z < ) (“%;)()] Pr-

k=1 j=0 ]

]

Corolario 3. A assimetria para uma variavel aleatéria com distribui¢do beta bimodal inflacionada

€ obtida com o terceiro momento em torno da média, expresso por
3 3 & 3—j j
B =)= 0+ X 3 (3) Gn ) L~ ) =

(M Ox) () j_l(j) e )
o +i)::;,) l. (— k) o Pk

resultado obtido ao tomar r = 3 na expressao do r-ésimo momento em torno da média, Proposi-

cao 4.

Corolario 4. A curtose para uma varidvel aleatéria com distribuicdo beta bimodal inflacionada

¢ obtida com o quarto momento em torno da média, expreso por

E[Y ) = (' + Y Y ( ) (it — ) E((Y — ]S = K

B (Jom [ B (e

resultado obtido quando tomamos r = 4 na expressao do r-€simo momento em torno da média,

E)
o'k

Proposicao 4.

Na Figura 3 alguns graficos sdo apresentados para ilustrar a flexibilidade da distribui¢do
beta bimodal inflacionada em zero para diferentes vetores de parametros. Nestes grificos a
probabilidade de ocorrer zero, isto é, & = P(Y = 0) é representada por uma barra vertical e um
ponto para demarcar tal probabilidade. Iniciamos com 9| = (o = 0.25, 1 =0.4,u; =0.3,¢; =
10, = 0.9,¢, = 12). Em 9, apenas 7 ¢ alterado para 0.1, na sequéncia, em 93 alteramos o
valor de 7 para 0,8. Em 94 alteramos p; e u, para 0.4 e 0.8, respectivamente, com relagio a 9.
Aproximamos as médias das distribui¢des beta em 95, com y; = 0.5 e yp = 0.7, observando uma

aparéncia unimodal no intervalo (0, 1). Em ¥4, ambos pardmetros de precisdo sdo reduzidos, ¢
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para 3 e ¢ para 5, juntamente com alteracdes nas médias [ e U, para 0.3 e 0.8, respectivamente,
e assim uma curva em forma de U é observada no intervalo (0,1). No vetor 97 aumentamos
as precisdes @ para 13 e ¢, para 15, e voltamos a observar bimodalidade em (0, 1). Por fim
em ¥g temos o = 0.2, 1 = 0.3, u; = 0.4,¢; = 30,4 = 0.9 e ¢, = 45. Observe que todas as
distribuicdes apresentadas possuem formas assimétricas, uma caracteristica da distribuicio BBZ,

fato decorrente da presenca de probabilidade ndo nula no ponto zero.

O termo bimodal, da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero, refere-se a possibi-
lidade da distribui¢do em apresentar duas modas no intervalo (0, 1), mas nem sempre isto ocorre,

como visto na Figura 3.

3.2 Estimacao dos parametros

A estimacdo dos parametros para o, 7, Ui, @1, Uz € ¢, € realizada através do método de
maxima verossimilhanga. A fungdo de verossimilhanga para ¥ dada uma amostra aleatdria,
y = (y1,Y2,---,Yn), da distribuicdo beta bimodal inflacionada em zero, é

n

L(®;y) = H[aﬂ{o}(yi)(l — )TN0 [ f(yi:01) + (1 — 70) f (i 02)] U~ oy 03)
i=1

=Li(a;y)L2(7,01,02;y), (3.10)
em que
Li(a;y) = ﬁaﬂ{o}(yi)(l _ a)(l_ﬂ{o}(yi))7
i=1
Ly(7,01,05:y) = [[Imf(vi:01) + (1 — ) f (v 82)] !~ ior00),

i=1

Observe que (3.10) é fatorada em dois termos L (o;y) e Lr(7,01,05,;y). Obtemos o
logaritmo da funcao de verossimilhanga, a qual, geralmente, é de mais facil maximizagdo que a

original e produz os mesmos estimadores, aplicando a funcdo logaritmica em (3.10). Assim,
((B:y) =li(osy) +£2(m, 01,023 y), (3.11)

em que

() = Y 10y log(ar) + <n— y n{0}<yi>> og(l—a),  (.12)
i=1 i=1

0(m,01,02y) = Y log[rf(yis 1, ¢1) + (1 — ) f(vis o, 92)]. (3.13)
i:yi€(0,1)

Os estimadores de maxima verossimilhanca ) para os pardmetros ¥ podem ser obtidas
através da maximizac¢do da fung¢do (3.11), isto é,

A

9= afgmgx{fl(a;)’) + 0o (70, 1, @1, 12, 923¥) } (3.14)
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Figura 3 — Grificos de densidades da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero para diferentes

vetores de pardmetros.
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Devido a fungdo (3.10) ser fatordvel obtivemos funcao log-verossimilhanga (3.11) deter-
minada pela soma de duas fungdes, ¢;(a;y) e ¢2(m, 01, 05;y), e assim a solugdo para o problema
de maximizacdo (3.14) pode ser obtida separadamente, uma vez que /| (;y) depende apenas de

o, e lr(m,01,05;y) de &, 1y, 91, 1o e ¢p. Desta forma, os estimadores sdo dados por
0 = argmax /i (a;y),
o

(#,01,8,) =arg max (o(m, 11, 1, Mo, §25Y).

(77'-701 762

O estimador de méxima verossimilhanca para ¢ possui expressdo em forma fechada,

tomando a derivada de ¢;(a;y), Equagdo 3.12, em relagdo a a,

(azy) Xty Myop (i)  n— X, Moy (i)
o o l—a ’

e igualando a zero,

Lo Myoy (i) n =X, Tyop (i)
a 1—&

;11{0}(%)(1— - ( Z,ﬂ{o} )71):
;11{0}(%)—;11{0}()&')&—& ZH{O}

a= ; g0y (i) /n.

=0

Assim, o estimador de madxima verossimilhanga para o é & = Y| 110y (v;)/n. No
entanto, 0 mesmo ndo ocorre com os estimadores (7,01, 0,), que devido a soma de termos
dentro do logaritmo em ¢ (7, i1, @1, Up, ¢2;y) torna sua maximizagao direta muito dificil, porém

existe uma abordagem mais simples (Friedman, Hastie e Tibshirani, 2001).

A funcdo (3.13) envolve a funcdo densidade da mistura de duas betas da forma (3.1) para
as observagdes y;, i = 1,2,...,n, que pertencem ao intervalo (0, 1), ou seja, podemos considerar
apenas as observacoes y; € (0,1),i=1,2,...,n, e, desta maneira, tratarmos (3.13) como a fungdo
log-verossimilhanga da densidade (3.1) para 7,0 e 8. Assim sendo, considere uma variavel

latente ndo observada S; € {0, 1} tal que

g I,  seaobservagdo i vem do componente f(y;01),
l' p—
0, seaobservagdo i vem do componente f(y; 05).

Suponha conhecido os valores para S;. Entdo a funcio de verossimilhanga para a mistura

de duas betas pode ser escrita como

L(7,01,02:9.8) = [T [xf0umur o0l [(1 =) (s, 92))' ),

i;}’iG(Ovl)
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em que S = (51,52, ...,5,) e, assim, a fungdo log-verossimilhanga é dada por

5(7@91792;)’,3): Z [Silogf<yi;.u*17¢l)+(l_Si)logf(yi;uQv(PZ)]
i;yi€(0,1)

+ Y [Silogm+ (1-58)log(1—m)]. (3.15)
i;yie(ovl)

O estimador de maxima verossimilhanca (MV) de u; e ¢; podem ser obtidos maximi-
zando (3.15) com relagcdo a u; e ¢; para as observagdes em que S; = 1, e da mesma maneira
pode ser feito para obter os estimadores MV de U, € ¢, para os dados que S; = 0. Mesmo assim,
a maximizacao destas fungdes ndo permitem solucdo em forma fechada, sendo necessario uso de

algum método numérico.

Como os valores de S; sao desconhecidos, utilizamos entdo o algoritmo EM (Expectation-
Maximization) (Dempster, Laird e Rubin, 1977), e assim continuamos de forma iterativa substi-

tuindo cada S; em (3.15) por seu valor esperado

Y =E[Si|7,01,02,y]
=P(Si=1|r,01,0,,y)
- P(Si: l,y,"ﬂ?,el,ez)
~ P(yi|®,61,6,)
_ bby(yilSi=1,7,01,02)P(S;=1|1,01,0,)
B bby (yi|7,01,0,)
_ S Wil 1)
— m il 61) 4 (1 —7) f (il pa, 92)

para a i-ésima observagdo, ¥; € a probabilidade condicional da observacdo y; vir do componente

fyur,¢1),dado y; e (w,01,0,). O algoritmo EM comeca com estimativas iniciais e alterna
entre passo E e passo M até obter a convergéncia. No passo E (Esperanca), a esperanca condicio-
nal do log-verossimilhanga dos dados completos (3.15) € calculada sobre os dados faltantes S,
dado y e as estimativas atuais de (7,01, 0;). No passo M (Maximizagdo), as estimativas para ¥;,
obtidas no passo E, sdo utilizadas para maximizar E[{(7,01,07;y,S)|y, &, 0,, éz] com relacdo

a (m,01,0,) e assim atualizar as estimativas desses parimetros, ou seja,

(#,01,0;) =arg max Y [filog f(vispur, 1) + (1 —9i) log £ (vis k2, 62)]
(7.81,62) ;. (0,1

+ Z [filogm + (1 —§;)log(1 —m)].
i;yiE(Ovl)
Este problema de maximizagdo pode ser separado em 3 problemas de maximizagao
menores dependendo cada um deles de (u1,9;), (U2, 92) e , sendo que para 7 a solugdo fornece

uma expressao de forma fechada, o que ndo ocorre para os demais parametros, veja Algoritmo 1.

Existem diversas variacdes propostas para o algoritmo EM, tais como as versdes SEM

(Stochastic EM) e CEM (Classification EM), para ambas um passo € adicionado entre os passos
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Algoritmo 1 — Algoritmo EM para mistura de dois componentes beta

Entrada: Valores iniciais para as estimativas dos parametros 7, (i1, @1, U € @, isto é, estabe-
leca valores para ﬁ(o),ﬁl(o),gﬁl(o), ;12(0) e (ﬁz(o)
Saida: Estimativas MV para os parametros 7, U, ¢1, Ur € ¢»

Inicio
ﬁ(O)ﬁl(O)’q;l(O),ﬂz(O) e (]32(0)
repita
procedimento PASSO E, NA ITERACAO k+ 1.
paraifacaln

3A/(k+1) Ak f (yz“il v¢1 )

i

i tal que y; € (0,1).

~

(k) ~(k)y?

O£l 1) + (1= 20) £l ", 65
fim para
fim procedimento

(k+1) k+1 (ﬁk+1

(k+1)
procedimento PASSO M, CALCULA ,ul 1) ,q)l il A+ EM QUE

1(k+1) ¢<k+1))—arg max ) [Y(kH logf()’z,ﬂl 7¢1 )

(w0 iyie(0,1)
~ (k1) 2(k+1)\ ~(k+1) . (k) (k)
(y 9, ) =arg maX Z (1-1 Yog f(yis ity 7, ¢9,)]
(Nz >¢2 ) i;y;€(0,1)
gD — arg max Z [Ai(kﬂ) log 7k +(1— }/l(kH))log(l — n(k))]
) ie0,1)

Z ?i(k—i—l)/ Z 1

i;yie(ovl) i;yi€(0>])

(A

Y

fim procedimento
até atingir a convergéncia.
Fim
Retorna 7, (i1, ¢, [l e ¢>

E e M. Este novo passo usa as estimativas de ¥; obtidas no passo E e atribui a cada observagao
um componente de origem (Grun e Leisch, 2008). Neste caso, para mistura de duas distribuicdes
beta, entre o passo E e 0 M, cada observagio y; € (0, 1) atribui-se um correspondente S; € {0, 1},
i=1,...,n

No algoritmo SEM a determinacio de S; é feita de forma estocdstica, chamemos o passo
adicional do algoritmo SEM de passo St. Para a mistura de duas distribui¢des beta o passo St é

dado da seguinte forma: dado as estimativas obtidas por §; no passo E, defina
S; ~ Bernoulli(;)

em que Bernoulli(;) denota a distribuicdo Bernoulli com probabilidade de sucesso 7;, isto é,

P(S,- =1) =14, i=1,...,n. Posteriormente, 0 S; é usado ao invés do §; no passo M.
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Desta forma, o problema de otimizagdo deixa de ser ponderado por % no passo M,
consequentemente, o problema de otimizacao fica mais facil de ser implementado e resolvido, o

mesmo ocorre com o algoritmo CEM.

Para 0 algoritmo CEM a atribuicdo de S; é realizada de forma deterministica, chamemos
seu passo adicional de passo C. O passo C para a mistura de duas distribui¢des beta € dado da

seguinte maneira: dada as estimativas 7;, S; € determinado por

X 1 se §; > 0,5,

0 caso contrario.

assim a observacao y; € atribuida ao componente com maior probabilidade condicional estimada

desta observacao ter sido originada.

Como mostram Friedman, Hastie e Tibshirani (2001), a iteracdo EM ndo decresce a
log-verossimilhanca, garantindo que o algoritmo EM atinge um méximo local, caso ocorra
convergéncia. Ambas as variantes, SEM e CEM, foram propostas com a intencdo de melhorar o
desempenho do algoritmo EM, porque além do algoritmo EM convencional atingir apenas um
mdéximo local este também tende a convergir lentamente. Grun e Leisch (2008) mencionam que o
comportamento de convergéncia pode ser melhor com o algoritmo CEM do que o algoritmo EM,
enquanto o algoritmo SEM pode escapar da convergéncia para um maximo local, no entanto,
o algoritmo CEM nio produz estimativas MV, mas o SEM proporciona boas aproximagdes do
estimador MV.

Conforme ja relatado o algoritmo EM pode ser lento, e esta caracteristica pode ser
potencializada quando utilizados valores iniciais ruins para os parametros. Uma maneira de
atribuir estimativas iniciais para o algoritmo EM € especificar a densidade componente de origem
de cada observacdo, particionando assim a amostra, e entdo estimar os parametros para cada
grupo separadamente e utilizar estas estimativas como valor inicial no algoritmo EM. Uma
forma bastante comum de especificar a densidade componente de origem de cada observacao é
a atribuicdo aleatdria, outra alternativa é utilizar algum método das K-médias' para separar as
observacdes (McLachlan e Peel, 2000). Bagnato e Punzo (2013) propdem o algoritmo k-bumps

como alternativa de estratégia para inicializacao do algoritmo EM.

Um valor inicial ruim além de potencializar a lentidao do algoritmo EM pode conduzir a
convergéncia a um maximo local. De acordo com McLachlan e Peel (2000) um problema com
os modelos de mistura € que a funcdo de verossimilhanga geralmente possui multiplas raizes
correspondentes aos mdximos locais. E portanto, Grun e Leisch (2008) recomendam repetir o
algoritmo EM a partir de um amplo conjunto de valores iniciais diferentes na busca de diversos

maximos locais, e escolher como solucio final para a raiz da fun¢do de verossimilhanga aquele

' O método das K-médias visa dividir os pontos em k grupos, de modo que a soma de quadrados dos

pontos para os centros dos clusters atribuidos seja minimizada.
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com maior verossimilhanga observado, embora este procedimento ndo garanta atingimento do

maximo global, ainda € uma boa alternativa.

Devido a iteragdo do algoritmo EM ndo decrescer a log-verossimilhanca, um critério
de parada poderia ser o de avaliar o incremento na log-verossimilhancga, e assim, interromper o

processo se o incremento for menor do que uma quantidade pré-estabelecida.

Com as estimativas MV, &, &, i1 e [lp, para os pardmetros @, 7T, l] € Uy e considerando a
propriedade de invaridncia® do estimador de madxima verossimilhanga temos que o estimador
MV para o valor esperado de uma observacao com distribui¢do beta bimodal inflacionada em

zero pode ser obtido por
f=mnmA(1—0a)+Mh(1-7)(1-).
3.3 Modelo de regressao beta bimodal inflacionado em

Zero

Sejam Y1, ..., Y, varidveis aleatérias independentes, em que cada Y;, i = 1,2, ..., n, pos-
sui funcdo densidade beta bimodal inflacionada em zero da forma (3.2), com parametros
o, T, Ui, @1, Woi @24, respectivamente. Os modelos de regressao beta bimodal inflacionados

em zero (RBBZ) sdo definidos pelos seguintes componentes sistematicos:

go(@) =Ny = XoPy,
gi(y) =n, =X1B, (3.16)
22(M,) =N, =XoB,,
23(®) = N3 = X385,

em que &, U, Uy, T e Ny, k=0,1,2 e 3, sdo vetores de tamanho n, ﬁ,{ = (Bx1,Br2y -+ Bra, ) €
um vetor de tamanho d, X; € uma matriz de valores conhecidos da ordem n x dj. As fungdes
gk(+), sdo denominadas fung¢des de ligacdo, relacionam os vetores de pardmetros @, L, L, €
T as varidveis explanatérias em Xp, X1,X, e X3, respectivamente. As funcdes de ligacdo sao
conhecidas e devem ser estritamente mondtonas e g () : (0,1) — R, ou seja, possuir dominio
no intervalo (0, 1) e imagem nos reais, uma vez que estas fungdes ligam 0 < o, Uy;, Uo;, T < 1 a0
preditor linear 1);;. A fungio probito, g(a) = ®~!(a), e a fungio log-log, g(a) = log{—1log(a)},
sdo exemplos de fungdes para g (), para esta funcdo uma familia de transformacdes proposta

por Aranda-Ordaz (1981) também pode ser utilizada, esta familia € dada por

)
g(a) ZIOg{”—l}, (3.17)

Se 6 é o estimador de maxima verossimilhanga para 6, entdo para qualquer fungdo g(6), o estimador
de maxima verossimilhanga para g(0) é g(6) (Casella e Berger, 2002).

2
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em que A, constante desconhecida, é um pardmetro de transformagao tal que com A = 1 a fungdo
(3.17) é equivalente a fung¢@o logito, g(a) = log{a/(1 —a)}, e quando A — 0 temos a fun¢ao
complemento log-log, g(a) = log{—1log(1 —a)}.

Apesar de ser possivel também relacionar preditores lineares aos parametros ¢; e ¢,
aqui optamos por modelar apenas os parametros que compdem a esperanca de uma variavel

aleatoria beta bimodal inflacionada em zero.

O ajuste do modelo RBBZ, especificado por (3.16), € realizado pela estimacao de
maxima verossimilhanga. Desta forma o logaritmo da fun¢do de maxima verossimilhanca para
uma amostra observada, y = (yy,...,y,) da amostra aleatéria Y1, ...,Y,, com funcdo densidade

beta bimodal inflacionada em zero com parametros @ = (BJ,B3.B1 .01, B4, ), é dado por

U@sy) =L1(0y) +0o(m 1y, 01, 1y, 623Y),

em que
Gi(asy) =Y Ty (vi)log(oy) + (1 — Ty (i) log(1 — 05), (3.18)
i=1
52(757#17(1517#2;@;}’) = Z log[ﬂif(yi;ulia¢l>+(1_ﬂi)f(yi;HZiad)Z)]‘ (319)
i;yi€(0,1)

De maneira semelhante a estimagdo por maxima verossimilhanga para os parametros
da distribuicdo BBZ, a estimacdo MV para os pardmetros do modelo de regressio RBBZ
pode ser realizado de forma separada, maximizando a fungéo /;(@;y) com respeito a B, e
O (T, 1y, 91,1y, 02;y) com relagdo a B4, B, 91, B,, ¢, bem como o processo de estimagdo

utilizado pode ser o mesmo. Assim, para

Bo = argmax/{; (a;y),
Bo
pode ser realizado diretamente por algum método numérico e para
(B 7B 7(5173 7&2):8.I'g max gZ(”a”’ 7¢17”' 7¢2;y)
3 : 2 (B37ﬁ17¢1a527¢2) ! 2

o algoritmo EM pode ser utilizado.

Ainda neste capitulo, abordamos a constru¢do de intervalos de confianga, testes de
hipdteses e selecao de modelos para os modelos beta bimodal inflacionados em zero. No préximo
capitulo um estudo de simulagdo é realizado com a inten¢ao de avaliar o desempenho dos
estimadores de mixima verossimilhanga para os parametros das distribuicdo beta bimodal

inflacionada em zero.

3.4 Identificabilidade

A identificabilidade € uma importante condi¢do em um modelo estatistico. A falta

desta condic¢do acarreta que diferentes valores de pardmetros podem originar distribui¢des de
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probabilidade idénticas. Neste sentido, quando ha falta de identificabilidade no modelo o processo

de estimacdo ¢é prejudicado.

Huang (2005) menciona que um modelo € identificdvel se os valores dos parametros
determinarem de forma exclusiva a distribuicao de probabilidade dos dados e a distribui¢do de

probabilidade dos dados determina os valores dos parametros.

De maneira mais formal Frithwirth-Schnatter (2006) define identificabilidade. Para tanto,
considere uma familia de distribui¢des paramétricas, indexadas por um parametro 4 € @, que
€ definido sobre um espago amostral %, esta familia € dita ser identificavel se quaisquer dois
pardmetros ¥ € ¥ em O define a mesma lei de probabilidade em %/, se e somente se ¥ € ¥
sdo idénticos. Em termos de densidades de probabilidades, correspondentes f(y;93) e f(y; 19*),
isso significa que se as densidades sdo idénticas para quase todo y € %/, entdo os parametros ¥ e

" precisdo ser idénticos,

Ff(:®) = f(y;¥") paraquase todoy € # — ¥ = 9. (3.20)

O fato do modelo beta bimodal inflacionado em zero ser baseado em mistura de dis-
tribui¢des implica que este modelo sofre dos mesmos problemas de falta de identificabilidade

encontrado nos modelos de misturas finitas.

Uma ndo identificabilidade observada em modelos de mistura é consequéncia da invari-
ancia de f(y; ) sobre a permutacdo dos indices dos componentes em ¥, conhecido como label
switching. Esta ndo identificabilidade é observada também no modelo beta bimodal inflacionado
em zero. Considere uma distribui¢dao beta bimodal inflacionada em zero com vetor de para-
metros ¥ = (a,7m,01,0,), tome ¥ arbitrario em que 0 # 05, e defina o vetor de parAmetros
9" =(a,1 —m,0,,0,), obtido pela troca na ordem dos componentes beta. Embora os vetores

de parAmetros sejam diferentes, a distribui¢io obtida por ¥ é a mesma de ¥, veja

f:8) =oallipn(y)+ (1)1 —o)[mf(y;01)+ (1 —7)f(y;02)]
= alljo;(v) + (1= Toy(»)(1 — ) [(1 = 7) f(;02) + 7f(y;01)]
= f(y;97).

Frithwirth-Schnatter (2006) argumenta que este ndo € um problema grave de identifica-
bilidade, uma vez que a distin¢c@o estd apenas em como os componentes estdo arranjados, pois
todos os parametros e as permutacdes estdo relacionados um ao outro e, de fato, apenas diferem
na forma como os componentes sao organizados. Segundo McLachlan e Peel (2000) essa falta
de identifica¢ao nao € preocupante no curso normal dos eventos na montagem de modelos de
mistura por maxima verossimilhanga, por exemplo, através do algoritmo EM. Ao realizar a
estimacao através da mdxima verossimilhanga no caso da beta bimodal inflacionada em zero o
unico problema observado com o label switching é que os parametros podem apresentar trocados,

ndo influenciando na inferéncia.
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Outra ndo identificabilidade observada nos modelos de mistura € devido ao potencial
superajuste, overfitting, que € o ajuste de muitos componentes no modelo. McLachlan e Peel
(2000) relata como nao identificabilidade devido superajuste modelar incorretamente uma mistura
de g — 1 componentes por uma mistura de g componentes, que pode ocorrer de duas maneiras:
um dos pesos na mistura de g componentes pode ser ajustada como zero, ou duas densidades

componentes na mistura de g componentes podem ser consideradas iguais.

O fato dos pesos componentes no modelo beta bimodal inflacionado serem maiores
que zero, por definicdo, asseguram que superajuste de um componente ser vazio nao ocorre,
entretanto o outro caso nao € garantido, ou seja, as densidades betas podem ser iguais. Exemplo,
suponha que a verdadeira distribui¢cao dos dados € uma distribuicao beta inflacionada em zero
com vetor de parimetros (¢, i, ¢), mas ao invés o modelo beta bimodal com vetor de pardmetros
O = (a7, 1, 07, 15, 05) é utilizado, se @ = a*, L = Uy = Yj e ¢ = ¢; = ¢; entdo para
qualquer 7* € (0, 1) temos que

F:9%) = & Lo () + (1= Loy () (1= @) " F (s 1, 67) + (1= ) £ (3313, 03]
= atll o (v) + (1= Loy (1) (1 = o) [" F (s 1, @) + (1 = 7*) f (3 1, 9)]
= ol (y)+ (1 =1 (v)(1 =) f(y: 14, 9)
=f(ya,1,9).

Segundo Frithwirth-Schnatter (2006) a identificabilidade pode ser atingida de uma
maneira formal através da imposicdo de restricdes no espaco paramétrico de tal forma que

diferentes parametros ndo gerem a mesma distribui¢io e assim a condicao (3.20) seja cumprida.

Podemos aplicar algumas das restri¢des no espaco paramétrico citadas por Frithwirth-
Schnatter (2006) para resolver a nao identificabilidade devido label switching e overfitting dos

modelos beta bimodal inflacionado em zero e multivariados.

Para evitar a falta de identificabilidade devido ao potencial superajuste no modelo beta
bimodal inflacionado em zero basta que os componentes beta sejam distintos, o que significa que
ao menos um dos parametros em cada componente beta seja diferente, assim para a distribuicao
beta bimodal inflacionada em zero podemos impor que i # U, e para o modelo de regressao

beta bimodal inflacionado em zero que B e B, sejam diferentes, ou seja, B1; # B»; para algum j.

A ndo identificabilidade label switching pode ser evitada no modelo beta bimodal
inflacionado em zero impondo uma restricdo de ordem em algum dos elementos dos vetores
de parametros das densidades componentes beta. Para o modelo beta bimodal inflacionado em
zero podemos impor (] < U e para o modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero
B1; < B2j para um determinado j. Em particular, se utilizamos estas restri¢des para solucionar a
nao identificabilidade label switching resolvemos também a falta de identificabilidade devido
ao potencial superajuste, uma vez que f; < Uy implica {; # Ly, bem como 1 < B para um

determinado j implica B1; # B,; para algum j.
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De acordo com Frithwirth-Schnatter (2006) as distribui¢cdes de misturas finitas podem
permanecer ndo identificdveis mesmo que uma restricao de identificabilidade formal exclua

quaisquer dos problemas de nao identificabilidade descritos anteriormente.

Uma vez que diferentes valores de parametros podem gerar idénticas distribui¢des, a ndo
identificabilidade de um modelo estatistico impacta o processo de estima¢do dos parametros deste
modelo, exemplo, ao utilizar o estimador de maxima verossimilhanca podemos obter diferentes
estimativas dos parametros relacionados a mesma méxima verossimilhanca do conjunto de dados,
ou seja, caso consigamos atingir o maximo global com o algoritmo EM, pode existir diferentes
estimativas ligadas a este mesmo maximo global. Sendo assim, existe a necessidade de avaliar se
as estimativas dos parametros obtida tem relagdo um pra um com a maxima verossimilhanga
encontrada. Uma pratica comum para verificar se hd uma relagdo um pra um entre as estimativas
e a verossimilhanca, envolve executar o algoritmo EM a partir de diferentes valores iniciais para
a estimativas dos parametros, selecionar as solu¢des que levam ao mesmo maior méaximo local,
diferentes valores iniciais que produzem a mesma maxima verossimilhanga devem resultar nas

mesmas estimativas dos parametros, caso contrario o modelo € nao identificavel.

3.5 Intervalos de confianca e teste de hipoteses

As propriedades assintdticas do estimador de médxima verossimilhanga (EMV) permitem
a realizagdo de teste de hipdteses e obtengdo de intervalos de confiancga assint6ticos para os
parametros do modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero. Aqui, assumimos ¢

identificavel.

Sob certas condigdes de regularidade, veja Cox e Hinkley (1974), temos que +/n(@ — @)
converge em distribui¢do para distribuicdo normal multivariada da ordem d ™, d* = dy +d3 +
di+dy+2,

V(@ — @) = Nyt (0,J(9) ")

. T AT AT ~ AT o . : L

em que @ = (By,B;5,B,,91,B,,0:)" é o estimador de maxima verossimilhanga de @ =
(Bo.B5.Bl.o1,B5,0:)T. J(@) = lim,_..1(@)/n existe e é ndo-singular, I(@) é a matriz de
informacdo de Fisher definida como

(@) =Ep [U(@:Y)U" (9;Y)]
em que

Ulgy) =)

€ o vetor gradiente da funcio log-verossimilhanca, conhecido como fungdo escore, e y =

(¥1,...,yn) vetor de dados observados. Sob condi¢des de regularidade a matriz de informacao de
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Fisher pode ser expressa como

(@) = Eg[-H(o:Y)]
em que

2%0(:;
Higy) = % 5

¢ a matriz Hessiana da fun¢do log-verossimilhanga (McLachlan e Peel, 2000).

Assim pela normalidade assint6tica do estimador de méxima verossimilhanca @, pode-
mos construir intervalos de confianca de tipo assintético para os parametros deste modelo de
regressdo. Visto que a matriz de covariincia assint6tica do estimador maxima verossimilhanga é
igual ao inverso da matriz de informag@o de Fisher, que pode ser aproximada por I(@), o erro

padrdo de ¢, = (@), é dado por
. C1an1/2
EP(¢) ~ (T (@) r=1,..d

em que a notagdo (A),s é usada para denotar o elemento na r-ésima linha e s-ésima coluna da
matriz A. Usualmente, o inverso da matriz covariancia do EMV € aproximada pela matriz de

informagdo observada, definida como I(@;y) = —H(@;y) (McLachlan e Peel, 2000).

Desta forma, para amostras grandes, intervalos de confianca aproximados para cada um

dos pardmetros com coeficiente de confianga de (1 —¢), ¢ € (0, 1), sdo dados por

IC(@r3¢) = [@r — 212y EP(0r); @r + 201 j2) EP()]

em que z(j_/2) representa o quantil 1 —¢ /2 da distribuicdo normal padrio, N(0,1). Dizemos

que IC(@,;c) é o intervalo de confianga assintético com nivel de 100(1 — ¢)% para @,.

Geralmente, apds ajustar um modelo de regressdo, existe o interesse em investigar a
importancia de determinadas covaridveis no modelo, isto pode ser realizado através de teste de
hipéteses. No modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero podemos utilizar o teste de
razdo de verossimilhanga (TRV), para descrever tal teste, assumimos interesse em testar hipoteses
sobre um subconjunto dos vetores de parimetros B, B5, B, € B, consideremos parti¢des destes
vetores expressas por Bo = (B4, B1.)7. By = (Bh.BL)T. By = (B1.BL.) ¢ By = (B4.BL)T.
em que os vetores de pardmetros de interesse sdo B,, B3, B, € B,,, com respectivas dimensdes
dos, d3s, diy € doy, tais que doy < dy, d3; < d3, di; < dy, doy < da, neste caso, as hipdteses do
teste sdo representadas pela hipétese nula, Hy : B, = é?}, 3 = g?}, B.,=8 i?}, B, = g?}
e hipétese alternativa, Hi: descumprimento de ao menos uma das desigualdades de Hy, em que
{0} ﬁ{o} g)}

0 ~ . n .
0s vetores B({)I }, 3 P sdo valores especificados para os parametros de interesse.

A estatistica do teste da razdo de verossimilhancas é dada por

On = 2{£(BQ,B3,31,(]31732,(§2;)'> —E(Bo,ﬁyB],(51,32,(52;}’)},
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em que E(BO, B 3 B 15 o1, Bz, 0 y) € o logaritmo da func@o de verossimilhanga aplicado no EMV
de @ sem restricdes, € E(BO, B3, Bl,qsl,Bz, ¢2;y) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanca

aplicado no EMV dos parametros em teste, ou seja, EMV de @ sob hipdtese nula.

As condi¢Oes de regularidade que levam a normalidade assintética do estimador de
L. C. , D 2
méxima verossimilhan¢a levam também, sob Hy, Q,, — Xyt +dyy+doy* desse modo, o teste
pode ser realizado usando valores criticos aproximados de uma distribui¢io x> com do; + d3; +
di; + do; graus de liberdade.

Cabe salientar que tanto intervalos de confianga quanto teste da razao de verossimilhancas
tém garantia de serem inferencialmente vdlidos de forma assintética, assim no modelo de
regressao beta bimodal inflacionado em zero o tamanho amostral n deve ser muito grande para

aplicagdo da teoria assintética.

3.6 Selecao de modelos

Na pritica, é comum o ajuste de diversos modelos, o que nos leva a tarefa de selecionar
um modelo estatistico dentre um conjunto de modelos candidatos. Quando, por exemplo, estamos
diante do problema de selecionar entre dois modelos encaixados - modelo com quantidade menor
de parametros é um caso particular do modelo com maior quantidade de parametros - podemos
definir hipéteses e utilizar o teste da razdo de verossimilhanca, discutido na Secdo 3.5, para
selecionar o melhor modelo. Porém quando os modelos do conjunto de modelos candidatos
ndo se tratam de modelos encaixados o TRV se torna inapropriado para a tarefa de selecionar o

melhor modelo.

Existem diversos critérios que podem ser utilizados para avaliar a qualidade de modelos,
na selecdo de modelos ndo encaixados os critérios de informacao sao bastante utilizados para
esta finalidade, o critério de informacdo de Akaike (AIC) e o critério de informacdo bayesiano

(BIC) sao alguns destes critérios. O AIC e BIC sao definidos, respectivamente, por

AIC = —20(@;y) +2d™,
BIC = —2/4(®;y) +d " log(n),

em que £(@;y) € o valor da fun¢do log-verossimilhan¢a do modelo com os pardmetros @, d* é a
quantidade total de pardmetros neste modelo e n quantidade de observacdes (McLachlan e Peel,
2000). A selecao de modelos envolve encontrar um modelo parcimonioso, com balango ideal
entre quantidade maxima de informacao e minimo de parametros, obtendo assim um modelo
com melhor capacidade de generalizagdo. Tanto o AIC quanto o BIC penalizam os modelos com
muitos parametros, sendo que os modelos preferiveis sdo aqueles com valores menores de AIC e
BIC.

Uma alternativa aos critérios AIC e BIC para selecionar um modelo consiste em dividar

a amostra de dados disponivel em amostra de desenvolvimento e amostra de validag@o, a amostra
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de desenvolvimento deve ser utilizada no ajuste dos modelos e a amostra de validagdo na
estimac¢do da funcdo log-verossimilhanca dos modelos obtidos. Neste caso, o modelo a ser
selecionado € o que apresentar o maior valor estimado para log-verossimilhanca na amostra de

validacao.

Todas as abordagens aqui apresentadas para selecdo de modelos possuem ampla aplicacao

e podem ser utilizadas na selecdo de modelos de regressdo beta bimodal inflacionados em zero.
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CAPITULO

ESTUDO DE SIMULACAO

Estudos de simulacdo foram realizados com o objetivo de obtermos certa seguranca
quanto a qualidade das estimativas obtidas a partir do estimador de mdxima verossimilhanca
para os parametros tanto da distribuicio BBZ como do modelo de regressao BBZ. Primei-
ramente, comparamos trés diferentes estratégias de inicializa¢do do algoritmo EM quanto a
eficiéncia de tais estratégias no atingimento da solu¢do ideal para a maximizacao da funcao
log-verossimilhanca, avaliamos também quanto a identificabilidade. Posteriormente, realizamos
experimento de simulacio para avaliar o comportamento dos estimadores de mdxima verossimi-
lhanca, obtidos através do algoritmo EM com inicializa¢do por método K-médias, dos parametros
da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero com o aumento do tamanho amostral, similar
estudo foi realizado para os parametros do modelo de regressao beta bimodal inflacionado em
zero. Por fim, simulamos um banco de dados de LGD e comparamos o desempenho da regressao
beta bimodal inflacionada em zero com a regressao beta, a regressao beta inflacionada em zero e

0 support vector regression machines.

Os estudos foram realizados com apoio computacional do software R. Em todas as
estimagdes tomamos como critério de parada para o algoritmo EM: incremento menor que 10~°

no valor da func¢do log-verossimilhanca, ou 0 maximo de 200 iteragdes.

4.1 |Inicializacao do algoritmo EM

A solugdo para o problema de maximizagao da funcao log-verossimilhanga da mistura
de duas distribui¢des beta envolve o uso do algoritmo EM, e como visto na Se¢do 3.2, este
algoritmo garante atingimento de méximos locais para este problema, porém nosso real interesse
reside na obtencdo do maximo global, caso exista. Neste sentido, em consondncia com 0
relatado por Grun e Leisch (2008) que a convergéncia do algoritmo EM para a solugdo ideal
depende da inicializacdo, avaliamos 3 diferentes estratégias de inicializagdo do algoritmo EM

quanto a eficiéncia de tais estratégias no atingimento da soluc¢do ideal para a maximizacgao da
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funcdo log-verossimilhanga, avaliamos também quanto a identificabilidade, caso determinada
estratégia tenha atingido ou ficado préximo do valor da fun¢do log-verossimilhanga estabelecido
como referéncia, averiguamos se estas solu¢des também possuiam os mesmos valores para as

estimativas, ou pelo menos se estavam proximos.

A primeira estratégia, estratégia 1, consiste em separar, de forma aleatdria, as observagdes
pertencentes ao intervalo (0,1) em dois grupos, assim estimar os pardmetros como dados
completos, e com estas estimativas iniciar o algoritmo EM, realizar este procedimento 10 vezes

e escolher a solucdo que produzir a maior log-verossimilhanca.

A segunda estratégia, estratégia 2, utiliza um método K-médias para classificar inici-
almente as observagdes pertencentes ao intervalo (0,1) em dois grupos distintos, estimar os

parametros como dados completos, e com estas estimativas iniciar o algoritmo EM.

A terceira estratégia, estratégia 3, utiliza os algoritmos SEM e CEM - sdo variacdes do
algoritmo EM, em ambas um passo € adicionado entre os passos E e M, no SEM este novo passo
€ determinado de forma estocéstica e no CEM de forma deterministica - para posteriormente
iniciar o EM. Esta estratégia consiste em separar, de forma aleatdria, as observacdes pertencentes
ao intervalo (0, 1) em dois grupos, assim estimar os pardmetros como dados completos, e com
estas estimativas iniciar o algoritmo CEM, repetir este processo 5 vezes, realizar o mesmo
procedimento com o SEM, dentre as 10 execucdes escolher a solugdo que produzir o maior valor
para a fungao log-verossimilhancga, e por fim, com as estimativas da solu¢ao escolhida inciar o

algoritmo EM.

As amostras foram simuladas de forma a preservar a varidvel latente que indica a origem
da densidade componente de cada observacdo, desta maneira, possibilitando obter estimadores
de maxima verossimilhan¢ca com dados completos para os parametros o, 7, [y, @1, U2 € ¢2,
assim utilizar tais estimativas como chute inicial para o algoritmo EM, e por fim tomar o valor

da funcdo log-verossimilhanca e as estimativas obtidas pelo algoritmo EM como solucio ideal.

Através do Algoritmo 2 simulamos uma amostra de tamanho 1000 para cada uma
das 8 distribui¢des representadas na Figura 3. Para cada amostra obtivemos a solucao ideal e
estimamos os parametros pelas 3 diferentes estratégias relatadas. A Tabela 1 traz os resultados
das estimativas para os parametros e os valores obtidos para a funcdo log-verossimilhanca da

solugdo ideal e das 3 estratégias para os 8 cendrios diferentes.

Devido ao estimador do parametro & possui solu¢@o analitica, em cada cenério o valor
da estimativa deste parametro serd a mesma em todas as estratégias realizadas, e por isso nos

atentamos a avaliar as estimativas obtidas para os demais parametros.

Conforme mostra a Tabela 1, em todos os 8 cendrios as estratégias 2 e 3 obtiveram
valores para a fun¢@o log-verossimilhanca préximos do obtido pela solucdo ideal; ja a estratégia
1 obteve valor da fungdo log-verossimilhanc¢a préximo ao da solucdo ideal em 7 dos 8 cendrios,

apenas no primeiro cendrio o valor ficou mais distante.
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Algoritmo 2 — Simulacdo de observacdes de uma varidvel com distribuicdo beta bimodal
inflacionada em zero
Entrada: Valores os parametros o, 7, iy, ¢1, U € ¢
Saida: Observacgdes de uma variavel aleatoria com distribui¢ao beta bimodal inflacionada em
zero com parametros o, 7T, Uy, @1, Uy € ¢

Inicio
Forneca os valores para o, 7, Uy, ¢1, U2, ¢ e n (quantidade de observacdes desejada)
paraifacaln
gere uma varidvel Z ~ Bernoulli(1 — @) > P(Z=1) =1— o e consequentemente
P(Z=0)=a=P(Y =0).
se z = 0 entao
yi=z=0
senao
gere uma varidvel W ~ Bernoulli(m)
se w = 1 entao
gere V ~ Beta(l, ;) e atribua y; = v
senao
gere U ~ Beta(l, ¢;) e atribua y; = u
fim se
fim se
fim para
Fim
Retorna yy,y>,...,y,.

Nos cendrios 5 e 6, observamos valores para as fun¢des log-verossimilhan¢a com pequena
diferenca entre as estratégias, porém apresentaram diferencas relevantes entre as estimativas
dos parametros, isto ndo necessariamente mostra falta de identificabilidade, mas indica que na
pratica, diante destes cendrios, as estimativas para os parametros podem mostrar instabilidade.
Exemplo: no cendrio 5, hd uma pequena diferenca entre o valor da funcio log-verossimilhanca
obtida pela estratégia 3, mas apresenta uma diferenca relevante para a estimativa do parametro 7
obtida pela estratégia 3, 0,8061, e obtida pela solucao ideal, 0,392; no cendrio 6, observamos
uma diferenga relevante entre os valores dos pardmetros e as estimativas obtidas, inclusive as
estimativas obtidas pela solugdo ideal, a dificuldade em obter estimativas mais precisas pode
estar ligado com o fato destas densidades estarem sobrepostas, gerando assim duas distribuicdes
dificeis de distinguir. Os cendrios 5 e 6 correspondem as densidades ¥5 e ¥4 ilustradas na
Figura 3, a densidade correspondente ao vetor 95 apresenta visual unimodalidade devido a
proximidade dos parametros locagdo e relativa baixa precisdo de ambas misturas beta, ja a
densidade ¥ ndo apresenta moda no intervalo (0, 1) devido a valores baixos para os parimetros

de precisdo das densidades que compdem a mistura.

Dentre as estratégias utilizadas, a estratégia 2, que utiliza método K-médias para inicia-
lizar o algoritmo EM, apresentou excelente desempenho, além de ser a que apresentou maior

coeréncia com a solucgdo ideal tanto dos valores das fungdes log-verossimilhanga quanto das esti-
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Tabela 1 — Resultado das 3 estratégias aplicadas em uma amostra de tamanho 1000 para diferentes

distribuicdes.

o T Hi [l H2 ¢>  Log-ver.
Parametros cenario 1 0,25 0,40 0,30 10,00 0,90 12,00
Solug¢do ideal 0,2480 0,4016 0,3000 10,6426 0,8955 11,3800 -273,1847
Estratégia 1 0,2480 0,0000 0,6567 1,7928 0,6583 1,7968 -405,8042
Estratégia 2 0,2480 0,4016 0,3000 10,6445 0,8955 11,3781 -273,1846
Estratégia 3 0,2480 0,4016 0,3000 10,6441 0,8955 11,3785 -273,1846
Parametros cenario 2 0,25 0,10 0,30 10,00 0,90 12,00
Solugdo ideal 0,2570 0,0929 0,2888 12,9202 0,8971 11,9301 132,3197
Estratégia 1 0,2570 0,0929 0,2887 12,9380 0,8971 11,9272 132,3199
Estratégia 2 0,2570 0,0929 0,2888 12,9203 0,8971 11,9301 132,3197
Estratégia 3 0,2570 0,0929 0,2889 12,9145 0,8971 11,9311 132,3196
Parametros cenario 3 0,25 0,80 0,30 10,00 0,90 12,00
Solugdo ideal 0,2680 0,7855 0,3012 11,0740 0,9010 13,5735 -370,1852
Estratégia 1 0,2680 0,7855 0,3012 11,0728 0,9010 13,5785 -370,1852
Estratégia 2 0,2680 0,7855 0,3012 11,0746 0,9010 13,5710 -370,1853
Estratégia 3 0,2680 0,7855 0,3012 11,0740 0,9010 13,5735 -370,1852
Parametros cenario 4 0,25 0,40 0,40 10,00 0,80 12,00
Solug¢do ideal 0,2680 0,3661 04111 11,0410 0,7939 12,6570 -388,7692
Estratégia 1 0,2680 0,3661 0,4110 11,0440 0,7939 12,6544 -388,7691
Estratégia 2 0,2680 0,3661 0,4110 11,0453 0,7939 12,6533 -388,7691
Estratégia 3 0,2680 0,3661 04110 11,0425 0,7939 12,6557 -388,7692
Parametros cenario 5 0,25 0,40 0,50 10,00 0,70 12,00
Solug¢do ideal 0,2730 0,3920 0,5103 11,1851 0,7123 14,8357 -264,5521
Estratégia 1 0,2730 0,4938 0,5321 10,2814 0,7220 15,5501 -264,6264
Estratégia 2 0,2730 0,3989 0,5115 11,1979 0,7137 15,0020 -264,5582
Estratégia 3 0,2730 0,8061 0,5799 8,8319 0,7478 18,8685 -264,9037
Parametros cenario 6 0,25 0,40 0,30 3,00 0,80 5,00
Solugdo ideal 0,2390 0,2891 0,1827 4,4067 0,7476  4,1449 -481,9071
Estratégia 1 0,2390 0,3469 0,2541 29274 0,7745 4,7461 -482,6322
Estratégia 2 0,2390 0,2760 0,1636  5,0599 0,7380  3,9326 -481,7758
Estratégia 3 0,2390 0,2681 0,1571 5,3181 0,7344  3,8550 -481,7573
Parametros cenario 7 0,25 0,40 0,30 13,00 0,80 15,00
Solugdo ideal 0,2580 0,3854 0,3078 13,1572 0,7960 15,9444 -383,6949
Estratégia 1 0,2580 0,3854 0,3078 13,1607 0,7959 15,9417 -383,6948
Estratégia 2 0,2580 0,3854 0,3078 13,1623 0,7959 15,9405 -383,6948
Estratégia 3 0,2580 0,3854 0,3078 13,1623 0,7959 15,9405 -383,6948
Parametros cendrio 8 0,20 0,30 0,40 30,00 0,90 45,00
Solug¢do ideal 0,2110 0,3194 0,3996 29,3403 0,9006 54,4586 235,1898
Estratégia 1 0,2110 0,3194 0,3996 29,3427 0,9006 54,4558 235,1898
Estratégia 2 0,2110 0,3194 0,3996 29,3404 0,9006 54,4585 235,1898

Estratégia 3 0,2110 0,3194 0,3996 29,3403 0,9006 54,4586 235,1898
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mativas para os parametros, também apresentou melhor desempenho computacional, diferente
das outras duas estratégias ele € executado uma tnica vez, e em geral, obteve convergéncia com

menor numero de iteragdes.

Assim, devido os resultados expostos, recomendamos cuidado ao considerar este modelo
para ajustar dados que ndo apresentem duas modas bem definidas no intervalo (0, 1), outra

recomendacio € utilizar o método K-médias para inicializar o algoritmo EM.

Na proxima sec¢do realizamos estudo de simulac@o para avaliar o comportamento das
estimativas para os parametros da distribui¢ao beta bimodal inflacionada em zero com o aumento

do tamanho amostral, utilizamos a estratégia 2 para inicializa¢do do algoritmo EM.

4.2 Estimativas para distribuicao BBZ

Realizamos experimento de simulacdo para ilustrar e comparar estimac¢des de mdxima
verossimilhanca obtidas a partir de amostras aleatorias da distribui¢do beta bimodal inflacionada
em zero de tamanho n, com n = 50,200 e 1000. Para tanto, cada amostra de tamanho » foi repli-
cada 1000 vezes. Consideremos os parametros , T, 1, @1, LUz, @2, cada replica foi obtida através
da simulag@o de n observagdes da distribuicdo BBZ, assim temos Y; ~ BBIZ(a, &, 1, ¢1, o, §2)
em que i = 1,...,n, realizamos este procedimento considerando 8 configuracdes diferentes para
0s parametros, os resultados para cada cendrio sao mostrados nas Tabelas 2, 3,4,5,6,7,8¢ 9,
estes cendrios correspondem as distribuicOes ilustradas na Figura 3. Nestas tabelas apresentamos
os resultados de estimativas para média £[d] = m~! Y| o, viés B[] = E[D] — ©, viés relativo

B,[8] = B[8]/¥, erro padrio Ep = \/(m— 1)-1y™ (8 —E[8])? e raiz do erro quadritico

médio REQM = \/ (m)=1 Y™, (d — ©)?2, em que m quantidade de réplicas, © valor verdadeiro
do parametro e ¥ seu estimador. Para a simulacdo de cada amostra veja o Algoritmo 2. Os
valores dos parametros sdo considerados desconhecidos e assim os estimamos via método de
maxima verossimilhanca para cada uma das 1000 réplicas que compdem o conjunto de dados,
neste caso, estimamos o diretamente e os demais parametros pelo algoritmo EM inicializado
com estimativas obtidas apds aplicar um método K-médias, referente a estratégia 2 utilizada na

Secao 4.1.

Na Tabela 2 a distribui¢dio BBZ, com vetor de parimetros ¥; = (a = 0,25, & =
0,4, uy =0,3, ¢ =10, up = 0,9, ¢, = 12), possui duas distribui¢des beta com médias relati-
vamente distantes e parametro 7 proximo a 0,5, o que significa balanceamento das proporcdes
da mistura de beta. Neste cendrio, amostras de tamanho n = 50 j4 apresentam bons resultados,
viés proximo a zero, para as estimativas dos parametros exceto para os parametros de precisao,

@1 e ¢, porém com o aumento de n hd uma melhora substancial.

Reduzimos, com relagdo a ¥, o valor de © para 0,1 no vetor paramétrico ¥, da

distribui¢do, cujos resultados sdo apresentados na Tabela 3. Em geral, observamos uma piora
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nas estimativas, especialmente para o parametro ¢, mas ndo somente, 7, (| € ¢, também
apresentaram relativa piora. Visto que 7 = 0, 1, numa amostra de tamanho n = 50 esperamos,
em média 3 a 4 observagdes originadas na distribui¢do Bera(l;, ¢;) e, provavelmente, a pequena
quantidade de observacdes com origem nesta componente da mistura tenha provocado o referido
problema nas estimativas. Cabe ressaltar ainda que, com tamanho amostral de 50 observacdes,
em 44 das 1000 réplicas ndo foi possivel obter estimativas, devido a problemas de convergéncia,
o que também pode estar relacionado com uma quantidade insuficiente de observa¢des com

origem na distribui¢do Beta(ly, ;).

Na Tabela 4 temos os resultados para a distribuicio BBZ com vetor paramétrico 93,
em que aumentamos 7 para 0, 8, neste cendrio semelhante ao observado na simulagdo com 9,
esperamos poucas observagdes com origem na distribui¢do Beta(y, ¢, ), porém neste caso um
pouco maior, o que provavelmente foi o que proporcionou melhores estimativas que no cendrio

com ;. Aqui, das 1000 réplicas apenas 1 ndo convergiu, com amostra de tamanho n = 50.

No cendrio ¥4, resultados apresentados na Tabela 5, retornamos & = 0,4 e reduzimos
a distancia entre as médias, u; = 0,4 e yup, = 0,8. Neste cendrio hd uma maior sobreposi¢ao
das densidades componentes beta. Obtivemos estimativas com elevado erro padrdo para os
parametros @ e ¢», 7 teve uma leve piora.. Dente as 1000 réplicas para n = 50, apenas uma ndo

obteve convergéncia.

A Tabela 6 traz os resultados do cendrio com vetor de parametros ¥5, em que apro-
ximamos as médias das distribui¢des beta, u; = 0,5 e tp = 0,7, como podemos observar na
Figura 3, esta configura¢do dos pardmetros forma uma densidade unimodal no intervalo (0, 1)
tamanha € a sobreposi¢do das densidades componentes beta. Percebemos acentuado viés para
os parametros de precisdo, € um leve aumento do viés para o estimador de & com relagio ao
observado na Tabela 5, mas para os outros parametros nao houve grande diferenca na qualidade
das estimativas. Dentre as 1000 réplicas, com amostras de tamanho n = 50, 17 no obtiveram

convergéncia, ja para o tamanho amostral n = 200 apenas uma ndo houve convergéncia.

No cendrio para ¥¢, veja Tabela 7, a distancia entre as médias das distribui¢des beta é
aumentada e reduz-se suas precisdes de forma a obter uma mistura amodal no intervalo (0, 1),
mesmo assim os vieses dos estimadores para os parametros de precisdo sdo menores do que no
cendrio com vetor de parametros ¥5. Das 1000 réplicas de tamanho n = 50 apenas uma nao

obteve convergéncia.

Na Tabela 8 sdo apresentados os resultados da simulacao para a distribui¢cdo com vetor
de parimetros 197, neste aumentamos as precisdes, ¢; para 13 e ¢ para 15, e voltamos a
observar bimodalidade em (0, 1). De forma geral, observamos expressiva redu¢do dos vieses nos

estimadores dos parametros.

Por fim na Tabela 9 temos os resultados referentes a distribui¢do com vetor de parametros
93(a=0,2, 1 =0,3, uy =0,4, ¢; =30, up = 0,9, ¢ = 45). Aqui os estimadores dos
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parametros U, Uy € 7T possuem vieses semelhantes aos obtidos com o estimador de o, o qual

possui solucao analitica.

Observamos que as estimativas para E[Y]| e Var[Y] ndo tiveram grandes diferengas
entre as diversas distribui¢des utilizadas, como podemos ver nos graficos da distribui¢do das

estimativas nas Figuras 4 e 5.

De forma geral, se o pardmetro 7 estd longe de 0,5, significa que teremos poucas
observacdes para uma das duas distribui¢des beta que compdem a mistura, assim para estimativas
mais precisas precisamos de aumentar o tamanho da amostra. Quanto mais proximas as médias
das distribui¢des beta estiverem mais dificil a separac@o das duas distribui¢des, 0 mesmo ocorre
se tivermos pequenos valores para os parametros de precisdo, e assim precisamos de uma

quantidade maior de observacdes para boas estimativas.

Na proxima se¢do, estudo de simulagdo similar a este € realizado com a intencao de
avaliar os estimadores de maxima verossimilhanga para modelos de regressao regressao beta

bimodal inflacionado em zero.
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Tabela 2 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico ¥ = (Ot =0,25, 1=0,4, u; =0,3, ¢ =10, upb =0,9, ¢, = 12).

Parametro \ n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50 | 0,2481 | -0,0019 | -0,0075 0,0616 0,0616

o =0,25 200 | 0,2487 | -0,0013 | -0,0052 0,0306 0,0306
1000 | 0,2501 | 0,0001 | 0,0005 0,0135 0,0135

50 | 0,3982 | -0,0018 | -0,0045 0,0845 0,0844

=04 200 | 0,4004 | 0,0004 | 0,0011 0,0414 0,0414
1000 | 0,3993 | -0,0007 | -0,0018 0,0181 0,0181

50 | 0,3020 | 0,0020 | 0,0066 0,0497 0,0497

u =0,3 200 | 0,2997 | -0,0003 | -0,0009 0,0225 0,0225
1000 | 0,2997 | -0,0003 | -0,0011 0,0095 0,0095

50 | 20,3199 | 10,3199 | 1,0320 178,1171 | 178,3268

¢ =10 200 | 10,7518 | 0,7518 | 0,0752 2,6137 2,7185
1000 | 10,1885 | 0,1885 | 0,0188 1,0201 1,0368

50| 0,8988 | -0,0012 | -0,0013 0,0262 0,0262

H2=0,9 200 | 0,8996 | -0,0004 | -0,0004 0,0107 0,0107
1000 | 0,8998 | -0,0002 | -0,0002 0,0047 0,0047

50 | 15,1089 | 3,1089 | 0,2591 8,2478 8,8105

¢ =12 200 | 12,5652 | 0,5652 | 0,0471 2,6837 2,7413
1000 | 12,0777 | 0,0777 | 0,0065 1,0635 1,0658

50 | 04972 | 0,0022 | 0,0044 0,0550 0,0550

E[Y] = 0,495 200 | 0,4955 | 0,0005 | 0,0009 0,0275 0,0275
1000 | 0,4951 | 0,0001 | 0,0001 0,0125 0,0125

50 | 0,1521 | -0,0032 | -0,0206 0,0126 0,0130

Var[Y]=0,1553 | 200 | 0,1543 | -0,0010 | -0,0063 0,0061 0,0061
1000 | 0,1552 | -0,0001 | -0,0007 0,0026 0,0026
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Tabela 3 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico 9, = (o« = 0,25, £ =0,1, u; = 0,3, ¢; =10, U, =0,9, ¢ = 12).

Parametro n \ Média \ Viés Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50 0,2507 0,0007 0,0028 0,0625 0,0624

a=0,25 200 0,2484 -0,0016 -0,0065 0,0297 0,0297
1000 0,2503 0,0003 0,0012 0,0137 0,0137

50 0,1438 0,0438 0,4381 0,1129 0,1211

n=0,1 200 0,1080 0,0080 0,0798 0,0333 0,0342
1000 0,1007 0,0007 0,0070 0,0142 0,0143

50 0,4012 0,1012 0,3372 0,2000 0,2240

u;=0,3 200 0,3574 0,0574 0,1914 0,1398 0,1510
1000 0,3212 0,0212 0,0707 0,0867 0,0892

50 | ~1,9-107 [ ~1,9-102 | ~1,9-10" [ =2,8-107% | ~2,8-107

¢ =10 200 12,8615 2,8615 0,2861 13,4710 13,7650
1000 10,1288 0,1288 0,0129 3,3327 3,3335

50 0,9050 0,0050 0,0056 0,0190 0,0197

w =0,9 200 0,9014 0,0014 0,0016 0,0087 0,0088
1000 0,9005 0,0005 0,0005 0,0040 0,0040

50 20,3132 8,3132 0,6928 39,0598 39,9147

¢ =12 200 13,1321 1,1321 0,0943 2,7879 3,0077
1000 12,3008 0,3008 0,0251 1,1542 1,1922

50 0,6326 0,0026 0,0041 0,0582 0,0582

E[Y]=0,63 200 0,6349 0,0049 0,0078 0,0298 0,0302
1000 0,6318 0,0018 0,0029 0,0140 0,0141

50 0,1593 -0,0034 -0,0207 0,0208 0,0211

Var[Y] =0,1627 | 200 0,1610 -0,0017 -0,0102 0,0101 0,0102
1000 0,1625 -0,0002 -0,0013 0,0045 0,0045
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Tabela 4 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-

trico 93 = (Ot =0,25, t=0,8, u; =0,3, ¢ =10, upb =0,9, ¢, = 12).

Parametro n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50 0,2501 0,0001 0,0004 0,0619 | 0,0619

o =0,25 200 0,2483 -0,0017 -0,0067 0,0309 | 10,0309
1000 0,2502 0,0002 0,0008 0,0134 | 0,0134

50 0,7868 -0,0132 -0,0165 0,0774 | 0,0785

n=0,8 200 0,7969 -0,0031 -0,0038 0,0360 | 0,0361
1000 0,8012 0,0012 0,0015 0,0152 | 0,0153

50 0,2959 -0,0041 -0,0135 0,0300 | 0,0303

ur=0,3 200 0,2991 -0,0009 -0,0028 0,0140 | 0,0140
1000 0,2998 -0,0002 -0,0006 0,0061 0,0061

50 12,8107 2,8107 0,2811 6,9195 | 17,4653

¢ =10 200 10,5527 0,5527 0,0553 1,9477 | 2,0237
1000 10,0970 0,0970 0,0097 0,7139 |  0,7201

50 0,8689 -0,0311 -0,0345 0,0979 | 0,1027

w2 =0,9 200 0,8873 -0,0127 -0,0141 0,0572 | 0,0585
1000 0,8985 -0,0015 -0,0016 0,0170 | 0,0171

50 [ ~1,3-10° | ~1,3-10° | = 1,1-10° ~4-100 | ~4-10°

¢ =12 200 13,6140 1,6140 0,1345 6,4069 | 6,6039
1000 12,2614 0,2614 0,0218 2,2228 | 2,2370

50 0,3122 -0,0028 -0,0089 0,0430 | 10,0430

E[Y]=0,315 200 0,3143 -0,0007 -0,0022 0,0222 | 10,0222
1000 0,3140 -0,0010 -0,0030 0,0098 | 0,0098

50 0,0855 -0,0032 -0,0365 0,0181 0,0184

Var[Y] =0,0888 | 200 0,0874 -0,0014 -0,0155 0,0098 | 0,0098
1000 0,0882 -0,0006 -0,0067 0,0041 0,0042
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Tabela 5 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico 94 = (o = 0,25, 1= 0,4, u; = 0,4, ¢; =10, u, = 0,8, ¢ = 12).

Parametro \ n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50 | 0,2498 | -0,0002 | -0,0009 0,0622 0,0622

o =0,25 200 | 0,2495 | -0,0005 | -0,0020 0,0305 0,0305
1000 | 0,2497 | -0,0003 | -0,0014 0,0134 0,0134

50| 0,4043 | 0,0043 | 0,0108 0,1630 0,1630

=04 200 | 0,3976 | -0,0024 | -0,0061 0,0988 0,0988
1000 | 0,3956 | -0,0044 | -0,0110 0,0400 0,0402

50| 0,3994 | -0,0006 | -0,0014 0,0914 0,0913

ur =0,4 200 | 0,3996 | -0,0004 | -0,0010 0,0544 0,0544
1000 | 0,4012 | 0,0012 | 0,0029 0,0229 0,0229

50 | 40,5912 | 30,5912 | 13,0591 241,9985 | 243,8041

¢ =10 200 | 12,2375 | 2,2375 | 0,2237 7,4093 7,7363
1000 | 10,2651 | 0,2651 | 0,0265 1,8191 1,8374

50| 0,8006 | 0,0006 | 0,0008 0,0563 0,0563

H =0,8 200 | 0,7998 | -0,0002 | -0,0003 0,0314 0,0314
1000 | 0,8007 | 0,0007 | 0,0008 0,0135 0,0135

50 | 45,5185 | 33,5185 | 2,7932 4477260 | 448,7553

¢ =12 200 | 14,7807 | 2,7807 | 0,2317 32,3233 | 32,4266
1000 | 12,3259 | 0,3259 | 0,0272 1,8062 1,8345

50| 0,4821 | 0,0021 | 0,0044 0,0502 0,0502

E[Y]=0,48 200 | 0,4822 | 0,0022 | 0,0046 0,0254 0,0255
1000 | 0,4824 | 0,0024 | 0,0050 0,0112 0,0114

50| 0,1159 | -0,0018 | -0,0151 0,0134 0,0135

Var[Y]=0,1177 | 200 | 0,1175 | -0,0002 | -0,0018 0,0064 0,0064
1000 | 0,1180 | 0,0003 | 0,0027 0,0028 0,0028
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Tabela 6 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico 95 = (Ot =0,25, 1=0,4, u; =0.5, ¢ =10, u, =0,7, ¢, = 12).

Parametro n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50 0,2493 -0,0007 -0,0027 0,0627 0,0626

a=0,25 200 0,2495 -0,0005 -0,0020 0,0303 0,0303
1000 0,2493 -0,0007 -0,0029 0,0134 0,0134

50 0,4203 0,0203 0,0507 0,2523 0,2530

n=0,4 200 0,3749 -0,0251 -0,0627 0,2013 0,2027
1000 0,3679 -0,0321 -0,0802 0,0827 0,0886

50 0,4760 -0,0240 | -0,0480 0,1036 0,1063

ur =0,5 200 0,4967 -0,0033 -0,0066 0,0736 0,0736
1000 0,5070 0,0070 0,0141 0,0292 0,0300

50 [ ~7,2-10° 7,2-103 [ 716,3321 | ~2,2-10° | ~2,2-10°

¢ =10 200 17,7909 7,7909 0,7791 40,3281 41,0539
1000 10,2428 0,2428 0,0243 2,4224 2,4334

50 0,7192 0,0192 0,0275 0,0673 0,0700

u =0,7 200 0,7024 0,0024 0,0035 0,0461 0,0461
1000 0,7021 0,0021 0,0030 0,0182 0,0184

50 96,1115 84,1115 7,0093 999,4444 ~ 10°

=12 200 18,5252 6,5252 0,5438 43,5576 44,0221
1000 12,5303 0,5303 0,0442 1,8999 1,9715

50 0,4677 0,0027 0,0058 0,0453 0,0453

E[Y] = 0,465 200 0,4700 0,0050 0,0107 0,0224 0,0229
1000 0,4725 0,0075 0,0162 0,0108 0,0132

50 0,0916 -0,0018 -0,0193 0,0129 0,0131

Var[Y]=0,0934 | 200 0,0936 0,0003 0,0029 0,0064 0,0064
1000 0,0947 0,0013 0,0139 0,0029 0,0032
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Tabela 7 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico ¥¢ = (OC =0,25, 1=0,4, 1 =03, 9, =3, U, =0,8, g = 5).

Parametro \ n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50| 0,2501 | 0,0001 | 0,0002 0,0625 0,0625

o =0,25 200 | 0,2492 | -0,0008 | -0,0032 0,0306 0,0306
1000 | 0,2491 | -0,0009 | -0,0036 0,0142 0,0142

50| 0,3611 | -0,0389 | -0,0973 0,1832 0,1872

=04 200 | 0,3656 | -0,0344 | -0,0859 0,1328 0,1371
1000 | 0,3737 | -0,0263 | -0,0657 0,0737 0,0782

50| 0,2758 | -0,0242 | -0,0807 0,1391 0,1411

ur =0,3 200 | 0,2903 | -0,0097 | -0,0324 0,1143 0,1147
1000 | 0,3017 | 0,0017 | 0,0056 0,0698 0,0698

50 | 30,2861 | 27,2861 | 9,0954 296,8398 | 297,9432

¢ =3 200 | 5,2246 | 2,2246 | 0,7415 8,8136 9,0857
1000 | 3,3453 | 0,3453 | 0,1151 1,3227 1,3664

50| 0,7884 | -0,0116 | -0,0145 0,0788 0,0796

H =0,8 200 | 0,7913 | -0,0087 | -0,0109 0,0540 0,0547
1000 | 0,7996 | -0,0004 | -0,0005 0,0287 0,0287

50 | 14,9944 | 9,9944 | 11,9989 53,4602 | 54,3600

=35 200 | 6,4951 | 1,4951 | 0,2990 10,3051 | 10,4079
1000 | 5,1742 | 0,1742 | 0,0348 1,0370 1,0510

50| 0,4563 | 0,0063 | 0,0140 0,0575 0,0578

E[Y]=0,45 200 | 0,4608 | 0,0108 | 0,0239 0,0295 0,0314
1000 | 0,4627 | 0,0127 | 0,0282 0,0137 0,0187

50| 0,1383 | -0,0019 | -0,0137 0,0126 0,0128

Var[Y] =0,1403 | 200 | 0,1413 | 0,0011 | 0,0078 0,0063 0,0064
1000 | 0,1420 | 0,0017 | 0,0123 0,0029 0,0034
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Tabela 8 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico 97 = (Ot =0,25, 1=0,4, u; =0,3, ¢y =13, upb, =0,8, ¢, = 15).

Parametro \ n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50 | 0,2496 | -0,0004 | -0,0017 0,0632 | 0,0632

o =0,25 200 | 0,2485 | -0,0015 | -0,0059 0,0313 | 0,0313
1000 | 0,2498 | -0,0002 | -0,0007 0,0133 | 0,0133

50 | 0,4031 | 0,0031 | 0,0077 0,0981 | 0,0981

=04 200 | 0,3974 | -0,0026 | -0,0065 0,0460 | 0,0460
1000 | 0,3986 | -0,0014 | -0,0034 0,0207 | 0,0207

50| 0,3046 | 0,0046 | 0,0154 0,0554 | 0,0556

ur=0,3 200 | 0,3001 | 0,0001 | 0,0005 0,0228 | 0,0228
1000 | 0,3002 | 0,0002 | 0,0008 0,0096 | 0,0096

50| 19,5622 | 6,5622 | 0,5048 17,5087 | 18,6898

¢ =13 200 | 14,1314 | 1,1314 | 0,0870 3,9441 | 4,1013
1000 | 13,2287 | 0,2287 | 0,0176 1,5141 | 1,5305

50| 0,7999 | -0,0001 | -0,0001 0,0344 | 0,0344

U =0,8 200 | 0,7994 | -0,0006 | -0,0008 0,0149 | 0,0149
1000 | 0,8003 | 0,0003 | 0,0004 0,0059 | 0,0059

50| 21,2522 | 6,2522 | 0,4168 22,8530 | 23,6818

¢ =15 200 | 15,7263 | 0,7263 | 0,0484 3,3485 | 13,4247
1000 | 15,1999 | 0,1999 | 0,0133 1,3769 | 1,3907

50| 0,4513 | 0,0013 | 0,0029 0,0512 | 0,0512

E[Y]=0,45 200 | 0,4518 | 0,0018 | 0,0039 0,0254 | 0,0254
1000 | 0,4509 | 0,0009 | 0,0019 0,0109 | 0,0110

50| 0,1190 | -0,0025 | -0,0206 0,0117 | 0,0119

Var[Y]=0,1215 | 200 | 0,1208 | -0,0007 | -0,0060 0,0057 | 0,0057
1000 | 0,1215 | 0,0000 | 0,0002 0,0025 | 0,0025




4.2. Estimativas para distribuicdo BBZ 77

Tabela 9 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho # da distribui¢do BBZ com vetor paramé-
trico ¥g = (OC =0,2, £=0,3, u; =0,4, ¢ =30, u, =0,9, ¢ :45>.

Parametro \ n \ Média \ Viés \ Viés rel. \ Erro padrao \ REQM
50| 0,2015 | 0,0015 | 0,0075 0,0576 | 0,0576

oa=0,2 200 | 0,1995 | -0,0005 | -0,0026 0,0275 | 0,0275
1000 | 0,1991 | -0,0009 | -0,0044 0,0124 | 0,0124

50 | 0,3020 | 0,0020 | 0,0066 0,0718 | 0,0718

7=0,3 200 | 0,2986 | -0,0014 | -0,0045 0,0371 | 0,0371
1000 | 0,2994 | -0,0006 | -0,0019 0,0160 | 0,0160

50 | 0,4020 | 0,0020 | 0,0049 0,0314 | 0,0315

ur =0,4 200 | 0,4000 | 0,0000 | 0,0001 0,0135 | 0,0135
1000 | 0,3999 | -0,0001 | -0,0003 0,0058 | 0,0058

50 | 42,4178 | 12,4178 | 0,4139 32,9375 | 35,1852

¢ =30 200 | 32,0575 | 2,0575 | 0,0686 7,1070 | 17,3954
1000 | 30,4499 | 0,4499 | 0,0150 2,8479 | 2,8818

50| 09005 | 0,0005 | 0,0005 0,0084 | 0,0085

U =0,9 200 | 0,9000 | 0,0000 | 0,0000 0,0042 | 0,0042
1000 | 0,9000 | -0,0000 | -0,0000 0,0019 | 0,0019

50 | 51,3763 | 6,3763 | 0,1417 16,7579 | 17,9222

¢ =45 200 | 46,4215 | 1,4215 | 0,0316 6,3627 | 6,5165
1000 | 45,2342 | 0,2342 | 10,0052 2,8021 | 2,8105

50| 0,5989 | -0,0011 | -0,0019 0,0531 | 0,0531

E[Y]=0,6 200 | 0,6009 | 0,0009 | 0,0016 0,0256 | 0,0256
1000 | 0,6008 | 0,0008 | 0,0014 0,0116 | 0,0117

50| 0,1326 | -0,0024 | -0,0178 0,0165 | 0,0167

Var[Y]=0,135 | 200 | 0,1342 | -0,0007 | -0,0055 0,0080 | 0,0081
1000 | 0,1346 | -0,0004 | -0,0027 0,0036 | 0,0036
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Figura 4 — Boxplot do viés das estimativas das esperancgas de 1000 réplicas com tamanhos amostrais 50,
200 e 1000 para diferentes distribuicdes BBZ.
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Figura 5 — Boxplot do viés das estimativas das variancias de 1000 réplicas com tamanhos amostrais 50,
200 e 1000 para diferentes distribuicdes BBZ.



80 Capitulo 4. Estudo de simulagdo

4.3 Estimativas para modelo de regressao BBZ

Realizamos estudo de simulacio para avaliar o desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros do modelo de regressao regressdo beta bimodal inflacionado em
zero. Para tanto, simulamos amostras de tamanho n = 200 e 1000 para 8 diferentes cenérios, para
cada cendrio e tamanho amostral foram realizadas 1000 réplicas. Diferente do estudo realizado
na Secdo 4.2, ndo consideramos amostras de tamanho 50, devido o aumento na quantidade de
parametros a serem estimados. As Tabelas 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 e 17 trazem os resultados
das estimativas para média, viés, viés relativo, erro padrao, raiz do erro quadratico médio de
cada parametro estimado para cada cendrio e considerando as 1000 réplicas. Cada amostra de
tamanho # foi simulada considerando um modelo de regressdao BBZ com os seguintes preditores

lineares:

go(a) = Moi = Poo + Po1xoi,

g1(i) = N1 = Bro+ Puixii + Proxai,
82(M2i) = Nai = Boo + Baix1i + Bozxai,
g3(m) = M3 = B3o + B31x3i,

em que gi(-), k =0,1,2 e 3, funcdes de ligacdo logito. Assim a varidvel resposta ¥; ~ BBZ(1,),
9 = (04, T, Ui, O1, Moy @2) , i = 1,...,n. Os valores das covaridveis xo;,x1;,x2; € x3; sdo reali-
zagdes independentes de uma varidvel aleatéria uniforme com pardmetros O e 1, U(0,1). O

Algoritmo 3 traz mais detalhes da simulacdo de cada amostra.

As estimativas de méxima verossimilhanga dos parametros para cada amostra foram
obtidas por meio da funcido regbbz () utilizando método K-médias para inicializar o algoritmo
EM, mais detalhes sobre a funcio regbbz () veja Apéndice Subsecdo A.2.5. Com o propdsito
de evitar o problema de label switching nas réplicas, impomos uma restricdo de ordem nos
parametros, B1o < B0, desta maneira, apds a obten¢do das estimativas, rearranjamos o vetor

paramétrico de forma que 310 < 320.

De forma geral, com o aumento do tamanho amostral n observamos redu¢do do erro
padrdo, raiz do erro quadratico médio e valor absoluto dos vieses. As estimativas se mostraram
satisfatérias com vieses relativo préximos a zero, para amostras de tamanho 1000, em todos os
cendrios, ja para as amostras de tamanho 200 tivemos 2 cendrios em que as estimativas para os
parametros de precisdo apresentaram elevado viés, veja nas Tabelas 14 e 15, entretanto para os

demais parametros as estimativas apresentaram bom desempenho.

Na proxima se¢do simulamos uma base de dados de LGD e comparamos o desempenho
da regressdo beta bimodal inflacionada em zero com outras trés regressoes, a regressao beta,

regressdo beta inflacionada em zero e o support vector regression machines.
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Algoritmo 3 — Simulac@o de observacdes de uma varidvel com distribuicdo beta bimodal
inflacionada em zero considerando uma estrutura de regressao

Entrada: Valores os parametros Boo, o1, B10: Bi1, P12, B0, P21, P22, B30, B31, §1, ¢ € n.
Saida: Observacdes de uma varidvel aleatéria com distribuicio beta bimodal inflacionada em

Zero com parametros o, 7;, Ui, @1, Uai € 2.

Inicio

Fornega os valores para os pardmetros oo, Bot, B10, B11, B2, B20, B21, B22, B30, B31, ¢1, 92 € a
quantidade de observacdes desejada n.

Gere n observagdes U (0, 1) para xo,x1,x; e x3 de forma independente.

Calcule

o = gal(ﬁoo + Bo1xo:)
i = g1 (Bro+ Brixii + Biaxai)
i = &5 (B0 + Barxii + Broxai)
= g5 " (Bso + Ba1xsi)

parai=1,2,...,n.
paraifacaln
gere uma varidvel Z ~ Bernoulli(1 — o) > P(Z=1)=1-— o e consequentemente
P(Z=0)=a; = P(Y;=0).
se 7 =0 entao
yi=z=0
senao
gere uma varidvel W ~ Bernoulli( ;)
se w = | entao
gere V ~ Beta(ly;, ;) e atribua y; = v
senao
gere U ~ Beta(l;, ¢) e atribua y; = u
fim se
fim se
fim para
Fim
Retorna yy,ys, ..., y;.
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Tabela 10 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho »n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico @ = (Boo = —0,4, Por = —1,4, B30 = —0,3, f31 = —0,2, fio = 0,2, fu1 =
—1,3, B2 =0, ¢1 =10, B0 = 0,8, fo1 =0, o2 =2,8, ¢ = 12).

Parametro | n | Média |  Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—0,4 | 200 | -0,4185 | -0,0185 | 0,0462 0,3450 | 0,3453
1000 | -0,4043 | -0,0043 | 0,0107 0,1393 | 0,1393

Bor =—1,4 | 200 | -1,3849 | 0,0151 | -0,0108 0,6090 | 0,6089
1000 | -1,4002 | -0,0002 | 0,0001 0,2643 | 0,2642

Bso=-0,3 | 200 | -0,3119 | -0,0119 | 0,0398 0,3620 | 0,3620
1000 | -0,2904 | 0,0096 | -0,0318 0,1488 | 0,1490

Bs1 =-—0,2 | 200 | -0,1758 | 0,0242 | -0,1209 0,6316 | 0,6317
1000 | -0,2178 | -0,0178 | 0,0889 0,2562 | 0,2567

Bio=-0,2 | 200 | -0,1783 | 0,0217 | -0,1083 0,2859 | 0,2865
1000 | -0,1875 | 0,0125 | -0,0623 0,1207 | 0,1213

Bii=-1,3] 200 | -1,3281 | -0,0281 0,0216 0,3285 | 0,3296
1000 | -1,3093 | -0,0093 | 0,0072 0,1456 | 0,1458

Bi2=0 200 | -0,0135 | -0,0135 0,3457 | 0,3458
1000 | -0,0139 | -0,0139 0,1428 | 0,1434

01 =10 200 | 11,2198 | 1,2198 | 0,1220 3,0203 | 3,2559
1000 | 10,1801 | 0,1801 | 0,0180 1,0546 | 1,0694

B0 =0,8 200 | 0,8107 | 0,0107 | 0,0134 0,2420 | 0,2421
1000 | 0,8094 | 0,0094 | 0,0118 0,1068 | 0,1071

B2 =0 200 | -0,0107 | -0,0107 0,3240 | 0,3240
1000 | -0,0076 | -0,0076 0,1376 | 0,1377

B =2,8 200 | 2,8165 | 0,0165 | 0,0059 0,3380 | 0,3383
1000 | 2,8000 | -0,0000 | -0,0000 0,1437 | 0,1437

0 =12 200 | 13,2297 | 1,2297 | 0,1025 2,9950 | 3,2362
1000 | 12,2533 | 0,2533 | 0,0211 1,1586 | 1,1854
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Tabela 11 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho »n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico @, = (Boo = —0,4, for = —1,4, B30 = —0,3, f31 = —3,8, fio = 0,2, fui =
—1,3, B2 =0, ¢1 =10, B0 =0,8, fo1 =0, o2 =2,8, ¢ = 12).

Parimetro | n | Média | Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—-0,4| 200 | -0,4114 | -0,0114 | 0,0285 0,3374 | 0,3374
1000 | -0,4060 | -0,0060 | 0,0150 0,1329 | 0,1329

Bor =—1,4 | 200 | -1,4159 | -0,0159 | 0,0113 0,6109 | 0,6108
1000 | -1,3929 | 0,0071 | -0,0051 0,2604 | 0,2604

Bso=-0,3 | 200 | -0,1521 | 0,1479 | -0,4930 0,6616 | 0,6776
1000 | -0,2982 | 0,0018 | -0,0061 0,1923 | 0,1922

Bs1 =-3,8 | 200 | -3,3980 | 0,4020 | -0,1058 2,6605 | 2,6894
1000 | -3,8395 | -0,0395 | 0,0104 0,5179 | 0,5192

Bio=-0,2 | 200 | -0,1605 | 0,0395 | -0,1976 0,5385 | 0,5397
1000 | -0,1918 | 0,0082 | -0,0409 0,2159 | 0,2159

Bii=-1,3] 200 | -1,0981 | 0,2019 | -0,1553 0,7890 | 0,8140
1000 | -1,3192 | -0,0192 | 0,0148 0,2475 | 0,2481

Bi2=0 200 | 0,3835 | 0,3835 1,0665 | 1,1329
1000 | 0,0009 | 0,0009 0,2585 | 0,2583

¢ =10 200 | 13,6048 | 3,6048 | 0,3605 7,9404 | 8,7167
1000 | 10,6242 | 0,6242 | 0,0624 1,9438 | 2,0406

B0 =0,8 200 | 0,8383 | 0,0383 | 0,0479 0,2325 | 0,2355
1000 | 0,8033 | 0,0033 | 0,0042 0,0861 | 0,0861

B =0 200 | -0,1849 | -0,1849 0,6605 | 0,6855
1000 | -0,0064 | -0,0064 0,1083 | 0,1084

B =2,8 200 | 2,5427 | -0,2573 | -0,0919 1,0352 | 1,0662
1000 | 2,8046 | 0,0046 | 0,0016 0,1196 | 0,1196

¢ =12 200 | 12,5916 | 0,5916 | 0,0493 3,3743 | 3,4241
1000 | 12,1415 | 0,1415 | 0,0118 0,8428 | 0,8541
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Tabela 12 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho »n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico @3 = (Boo = —0,4, Por = —1,4, B3 = —0,3, B31 = 3,4, fio = —0,2, fu =
—1,3, B2 =0, ¢1 =10, B0 = 0,8, fo1 =0, o2 =2,8, ¢ = 12).

Parametro | n | Média |  Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—0,4 | 200 | -0,3781 | 0,0219 | -0,0549 0,3286 | 0,3292
1000 | -0,4001 | -0,0001 | 0,0003 0,1357 | 0,1357

Boir =—1,4 | 200 | -1,4605 | -0,0605 | 0,0432 0,5864 | 0,5892
1000 | -1,4094 | -0,0094 | 0,0067 0,2636 | 0,2637

Bso=-0,3 | 200 | -0,2933 | 0,0067 | -0,0225 0,4316 | 0,4315
1000 | -0,3018 | -0,0018 | 0,0061 0,1695 | 0,1694

B3 =3,4 200 | 3,2421 | -0,1579 | -0,0464 1,6764 | 1,6830
1000 | 3,4243 | 0,0243 | 0,0072 0,3976 | 0,3981

Bio=-0,2 | 200 | -0,2205 | -0,0205 | 0,1027 0,1985 | 0,1995
1000 | -0,1999 | 0,0001 | -0,0005 0,0796 | 0,0796

Bii=-1,3] 200 | -1,2150 | 0,0850 | -0,0654 0,4851 | 0,4923
1000 | -1,3026 | -0,0026 | 0,0020 0,1011 | 0,1011

Bi2=0 200 | 0,1403 | 0,1403 0,7096 | 0,7230
1000 | 0,0008 | 0,0008 0,0996 | 0,0995

01 =10 200 | 10,4919 | 0,4919 | 0,0492 2,4446 | 2,4924
1000 | 10,0859 | 0,0859 | 0,0086 0,6506 | 0,6559

B0 =0,8 200 | 0,7612 | -0,0388 | -0,0485 0,4675 | 0,4688
1000 | 0,7899 | -0,0101 | -0,0126 0,1716 | 0,1719

B2 =0 200 | -0,0612 | -0,0612 0,6148 | 0,6175
1000 | 0,0115 | 0,0115 0,2193 | 0,2195

B =2,8 200 | 2,7713 | -0,0287 | -0,0103 0,8279 | 0,8280
1000 | 2,8239 | 0,0239 | 0,0085 0,2223 | 0,2235

0 =12 200 | 15,4901 | 3,4901 0,2908 7,3007 | 8,0887
1000 | 12,5537 | 0,5537 | 0,0461 1,9784 | 2,0535
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Tabela 13 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico 0, = (ﬁoo = —074, ﬁo] = —1,4, ﬁ30 = —0,3, ﬁ31 = —0,2, ﬁ]o = —0,2, [311 =
—0,4, B2 =0, ¢1 =10, B0 =0,8, fo1 =0, B2 = 1,2, o = 12).

Parimetro | n | Média |  Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—0,4 | 200 | -0,4093 | -0,0093 | 0,0232 0,3494 | 0,3494
1000 | -0,4009 | -0,0009 | 0,0021 0,1381 | 0,1381

Boi =—1,4| 200 | -1,4192 | -0,0192 | 0,0137 0,6116 | 0,6116
1000 | -1,4106 | -0,0106 | 0,0076 0,2705 | 0,2706

Bso=-0,3 | 200 | -0,3056 | -0,0056 | 0,0187 0,5791 | 0,5788
1000 | -0,2853 | 0,0147 | -0,0491 0,2110 | 0,2114

B3 =—0,2 | 200 | -0,2177 | -0,0177 | 0,0884 0,8115 | 0,8113
1000 | -0,2168 | -0,0168 | 0,0842 0,3038 | 0,3041

Bio=-0,2 | 200 | -0,1798 | 0,0202 | -0,1010 0,3505 | 0,3509
1000 | -0,1936 | 0,0064 | -0,0322 0,1511 | 0,1512

Bii=-0,4| 200 | -0,4109 | -0,0109 | 0,0273 0,4042 | 0,4042
1000 | -0,4047 | -0,0047 | 0,0117 0,1567 | 0,1567

Bi2=0 200 | 0,0184 | 0,0184 0,4391 | 0,4393
1000 | -0,0066 | -0,0066 0,1565 | 0,1566

¢ =10 200 | 13,3296 | 3,3296 | 0,3330 11,5554 | 12,0200
1000 | 10,3552 | 0,3552 | 0,0355 1,6222 | 1,6598

Bro=0,8 200 | 0,7854 | -0,0146 | -0,0182 0,2647 | 0,2650
1000 | 0,8000 | 0,0000 | 0,0000 0,1178 | 0,1177

B =0 200 | -0,0160 | -0,0160 0,3209 | 0,3211
1000 | 0,0007 | 0,0007 0,1340 | 0,1340

B =1,2 200 | 1,2099 | 0,0099 | 0,0082 0,3976 | 0,3975
1000 | 1,2068 | 0,0068 | 0,0057 0,1295 | 0,1297

¢ =12 200 | 13,6398 | 1,6398 | 0,1366 5,4135 | 5,6538
1000 | 12,2938 | 0,2938 | 0,0245 1,4990 | 1,5267
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Tabela 14 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho »n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico @5 = (Boo = —0,4, Por = —1,4, B30 = —0,3, f31 = —0,2, fio = 0,2, fu1 =
0,4, Bi2=0, o1 =10, 2o =0,8, o1 =0, 2 =0,1, $» = 12).

Parimetro | n | Média | Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—-0,4 | 200 | -0,4100| -0,0100 | 0,0250 0,3414 0,3414
1000 | -0,3995 0,0005 | -0,0012 0,1357 0,1357

Bor =—1,4 | 200 -1,4218 -0,0218 | 0,0156 0,6022 0,6023
1000 -1,4083 -0,0083 | 10,0059 0,2620 0,2620

B30 =—0,3 | 200 -0,2146 0,0854 | -0,2846 5,6784 5,6762
1000 -0,2639 0,0361 | -0,1204 0,6253 0,6261

Bsi =—0,2 | 200 | -0,3048 -0,1048 | 0,5239 10,1334 10,1288
1000 | -0,2141 -0,0141 | 0,0704 0,6467 0,6466

Bio=-0,2 | 200 | -0,2827 -0,0827 | 0,4135 0,5261 0,5323
1000 | -0,2059 -0,0059 | 0,0294 0,2286 0,2285

Bi1=0,4 200 0,4956 0,0956 | 0,2391 0,6627 0,6693
1000 0,4376 0,0376 | 0,0941 0,2277 0,2307

Bi2=0 200 0,0984 0,0984 0,5765 0,5845
1000 -0,0107 -0,0107 0,2062 0,2064

¢ =10 200 | 147,2675 | 137,2675 | 13,7268 | 2332,8457 | 2335,7160
1000 | 10,9780 0,9780 | 0,0978 3,8502 3,9706

B0 =0,8 200 0,9218 0,1218 | 0,1523 0,4417 0,4580
1000 0,8177 0,0177 | 0,0221 0,1717 0,1725

B =0 200 | -0,1153 -0,1153 0,5078 0,5205
1000 -0,0325 -0,0325 0,1745 0,1774

B =0,1 200 0,0082 -0,0918 | -0,9178 0,5569 0,5641
1000 0,1034 0,0034 | 0,0344 0,1652 0,1651

0 =12 200 | 49,7182 | 37,7182 | 3,1432 277,8760 | 280,2865
1000 | 12,7980 0,7980 | 0,0665 3,0765 3,1768
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Tabela 15 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico ¢6 = (BOO = _0747 ﬁ01 = _1747 ﬁ30 - _0737 ﬁ31 - _0727 BIO = _0727 Bll =
—1,3, B2 =0, ¢1 =3, 20 =0,8, fo1 =0, fra =1,2, 9 =5).

Parimetro | n | Média |  Viés | Viés rel. | Erro padrio | REQM
Boo=—0,4 | 200 | -0,4069 | -0,0069 | 0,0174 0,3384 | 0,3383
1000 | -0,4006 | -0,0006 | 0,0016 0,1293 | 0,1293

Bor =—1,4| 200 | -1,4148 | -0,0148 | 0,0105 0,6049 | 0,6048
1000 | -1,4089 | -0,0089 | 0,0064 0,2532 | 0,2532

Bso=—-0,3 | 200 | -0,3002 | -0,0002 | 0,0007 0,9105 | 0,9101
1000 | -0,2892 | 0,0108 | -0,0361 0,3229 | 0,3229

Bs1 =-0,2 | 200 | -0,1326 | 0,0674 | -0,3372 1,1378 | 1,1392
1000 | -0,2047 | -0,0047 | 0,0234 0,3427 | 0,3425

Bio=-0,2 | 200 | -0,2830 | -0,0830 | 0,4149 0,6588 | 0,6637
1000 | -0,1911 | 0,0089 | -0,0446 0,3122 | 0,3122

Bii=-1,3] 200 | -1,0696 | 0,2304 | -0,1772 0,9972 | 1,0230
1000 | -1,2900 | 0,0100 | -0,0077 0,3487 | 0,3487

Bi2=0 200 | 0,3187 | 0,3187 0,8994 | 0,9538
1000 | 0,0192 | 0,0192 0,3248 | 0,3252

01 =3 200 | 6,1718 | 3,1718 1,0573 13,4587 | 13,8209
1000 | 3,2646 | 0,2646 | 0,0882 0,9381 | 0,9743

Bro=0,8 200 | 0,7782 | -0,0218 | -0,0273 0,4060 | 0,4064
1000 | 0,7709 | -0,0291 | -0,0364 0,1701 | 0,1725

B21 =0 200 | -0,2963 | -0,2963 0,9345 | 0,9799
1000 | 0,0014 | 0,0014 0,2422 | 0,2421

B =1,2 200 | 0,9817 | -0,2183 | -0,1819 0,8386 | 0,8662
1000 | 1,2099 | 0,0099 | 0,0082 0,2539 | 0,2540

0 =5 200 | 6,0455 | 1,0455 | 0,2091 8,2974 | 8,3589
1000 | 5,0993 | 0,0993 | 0,0199 0,8753 | 0,8805
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Tabela 16 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho »n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico ¢, = (ﬁo() = —0,4, ﬁo] = —1,4, ﬁ30 = —0,3, ﬁ31 = —0,2, ﬁlo = —0,2, ﬁll =
—1,3, B2 =0, ¢1 =13, B0 =0,8, fo1 =0, B2 = 1,2, g = 15).

Parametro | n | Média |  Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—0,4 | 200 | -0,4016 | -0,0016 | 0,0040 0,3364 | 0,3363
1000 | -0,4003 | -0,0003 | 0,0007 0,1369 | 0,1368

Boir =—1,4 | 200 | -1,4230 | -0,0230 | 0,0164 0,6002 | 0,6003
1000 | -1,4022 | -0,0022 | 0,0016 0,2679 | 0,2678

Bso=-0,3 | 200 | -0,3059 | -0,0059 | 0,0197 0,3746 | 0,3745
1000 | -0,2969 | 0,0031 | -0,0103 0,1651 | 0,1651

Bs1 =—0,2 | 200 | -0,2147 | -0,0147 | 0,0737 0,6315 | 0,6313
1000 | -0,2126 | -0,0126 | 0,0631 0,2804 | 0,2805

Bio=-0,2 | 200 | -0,1811 | 0,0189 | -0,0947 0,2841 | 0,2846
1000 | -0,1947 | 0,0053 | -0,0266 0,1160 | 0,1161

Bii=-1,3] 200 | -1,3250 | -0,0250 | 0,0192 0,3261 | 0,3269
1000 | -1,3033 | -0,0033 | 0,0025 0,1333 | 0,1333

Bi2=0 200 | -0,0129 | -0,0129 0,3067 | 0,3068
1000 | -0,0075 | -0,0075 0,1356 | 0,1357

¢ =13 200 | 14,7212 | 1,7212 | 0,1324 4,5816 | 4,8921
1000 | 13,3255 | 0,3255 | 0,0250 1,5014 | 1,5355

B0 =0,8 200 | 0,8057 | 0,0057 | 0,0071 0,2050 | 0,2050
1000 | 0,8017 | 0,0017 | 0,0022 0,0914 | 0,0913

B2 =0 200 | -0,0002 | -0,0002 0,2476 | 0,2475
1000 | 0,0003 | 0,0003 0,1138 | 0,1137

B =1,2 200 | 1,2062 | 0,0062 | 0,0052 0,2493 | 0,2493
1000 | 1,1995 | -0,0005 | -0,0004 0,1053 | 0,1052

¢ =15 200 | 16,2930 | 1,2930 | 0,0862 3,7545 | 3,9692
1000 | 15,2340 | 0,2340 | 0,0156 1,4103 | 1,4288
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Tabela 17 — Resultado de 1000 réplicas das amostras de tamanho n da regressio BBZ com vetor pa-
ramétrico Qg = ([300 = —0,4-7 ﬁo] = —1,8, [330 = —0,3, ﬁ31 = —1, ﬁlo = —0,2, ﬁ]] =
—0,5, 12 =0, ¢1 =30, B0 =0,8, fo1 =0, B2 =3, ¢ =145).

Parimetro | n | Média | Viés | Viésrel. | Erro padrio | REQM
Boo=—0,4 | 200 | -0,4136 | -0,0136 | 0,0339 0,3498 | 0,3499
1000 | -0,4030 | -0,0030 | 0,0075 0,1410 | 0,1410

Bor =—1,8 | 200 | -1,8052 | -0,0052 | 0,0029 0,6429 | 0,6426
1000 | -1,8037 | -0,0037 | 0,0020 0,2757 | 0,2756

Bso=-0,3 | 200 | -0,3016 | -0,0016 | 0,0052 0,3416 | 0,3414
1000 | -0,3016 | -0,0016 | 0,0053 0,1408 | 0,1408

B3 =—1 200 | -1,0148 | -0,0148 | 0,0148 0,6309 | 0,6308
1000 | -1,0023 | -0,0023 | 0,0023 0,2671 | 0,2670

Bio=-0,2 | 200 | -0,1948 | 0,0052 | -0,0261 0,1530 | 0,1530
1000 | -0,2014 | -0,0014 | 0,0069 0,0685 | 0,0684

Bii=-0,5] 200 | -0,4994 | 0,0006 | -0,0013 0,1971 | 0,1970
1000 | -0,5000 | -0,0000 | 0,0000 0,0858 | 0,0858

Bi2=0 200 | -0,0114 | -0,0114 0,1913 | 0,1916
1000 | 0,0032 | 0,0032 0,0830 | 0,0830

¢ =30 200 | 33,5177 | 3,5177 | 0,1173 7,7777 | 8,5327
1000 | 30,6473 | 0,6473 | 0,0216 2,8518 | 2,9230

Bro=0,8 200 | 0,8048 | 0,0048 | 0,0060 0,1125 | 0,1126
1000 | 0,8015 | 0,0015 | 0,0019 0,0533 | 0,0533

B2 =0 200 | -0,0002 | -0,0002 0,1564 | 0,1563
1000 | -0,0057 | -0,0057 0,0735 | 0,0736

Br=3 200 | 3,0028 | 0,0028 | 0,0009 0,1733 | 0,1733
1000 | 3,0053 | 0,0053 | 0,0018 0,0809 | 0,0810

¢ =45 200 | 47,3262 | 2,3262 | 0,0517 7,0639 | 7,4337
1000 | 45,5152 | 0,5152 | 0,0114 2,9905 | 3,0330
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4.4 Comparacao dos modelos, considerando dados simu-
lados de LGD

Para comparar os modelos apresentados no Capitulo 2 com o modelo proposto no
Capitulo 3, simulamos um banco de dados de LGD considerando trés subpopulacdes diferentes
quanto a capacidade de pagamento. Uma vez que a falta de capacidade de pagamento pode
motivar a inadimpléncia, assumimos trés niveis de capacidade de pagamento. As observacdes de
LGD = 0 representam individuos que tiveram sua capacidade de pagamento levemente afetada,
observagdes provenientes da distribuicao Beta (i1, ¢;) tiveram capacidade de pagamento afetada
moderadamente, e as observagdes provenientes da subpopulagido com distribui¢ao Beta(lL, ¢;)
tiveram sua capacidade de pagamento afetada severamente. A capacidade de pagamento nao
€ uma varidvel observada diretamente mas sabemos que pode ser afetada por um descontrole
financeiro, problemas pessoais - como a perda do emprego - entre outros. Para representar este

comportamento criamos as seguintes variaveis regressoras:

e v|: situacdo emprego, varidvel vi = 1 se empregado e v; = 0 se desempregado, v; € {0, 1}

e segue distribui¢ao uniforme discreta;

e V;: qualificacdo profissional, v, = 1 se profissional qualificado e v, = 0 se ndo possui

qualificacdo, v, € {0, 1} e segue distribui¢do uniforme discreta;

e v3: percentual pago de toda a divida calculado no momento de descumprimento, v3 € (0, 1)

e segue distribui¢do uniforme;

e v, outras dividas, v4 = 0 se ndo possui dividas, v4 = 1 se possui de 1 até 3 dividase v4 =2

se possui mais de 4 dividas, v4 € {0,1,2} e segue distribui¢do uniforme discreta;

e vs: histérico de pagamentos (quantidade de atrasos), vs = 0 se ndo possui atrasos, vs = 1
se possui de 1 até 3 atrasos e vs = 2 mais de 4 atrasos em seu histdrico, vs € {0,1,2} e

segue distribui¢do uniforme discreta;

® Vg garantias, vg = 0 operacdo ndo possui garantias, vg = 1 operagdo com garantias fidejus-

L ve=2 garantias reais?, vg € {0, 1,2} e segue distribui¢ao uniforme discreta;

sorias
e v7: razdo entre o valor da parcela sobre o valor da renda mensal apurada no momento da
concessao do crédito, consideramos que a politica de crédito da instituicao ndo permite
operacdo com parcela maior ou igual a 30% da renda, v; € (0,3) e segue distribuicdo

uniforme;

Garantias fidejussorias, ou garantias pessoais, quando alguém assume obrigag@o, ao garantir o cumpri-
mento de obrigacdo alheia. Exemplos: fianca, aval, etc.

Garantias reais, quando alguma propriedade é destinada para assegurar o cumprimento da obrigacdo
contraida.
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e vg: montante do crédito tomado, considerando que a linha de crédito possui valor minimo
igual a R$1.000,00 e maximo de R$100.000,00, vg € (1.000, 100.000) e segue distribui¢ao

uniforme;

e vg: propriedades, vo = 0 ndo possui propriedades, vo = 1 possui propriedades, vy € {0, 1}

e segue distribui¢io uniforme discreta;

e vo: faixa etdria do tomador no momento do default, vio = 0 de 18 a 30 anos, vip = 1
de 31 a 50 anos e vjp = 2 se idade acima de 50 anos, vig € {0,1,2} e segue distribui¢do

uniforme discreta;

e vq;: estado civil, vi; = 0 se solteiro, vi; = 1 individuo casado e v{; = 2 para os demais

casos, vi1 € {0, 1,2} e segue distribui¢cdo uniforme discreta.

Para as varidveis v4,vs,vg,v10 € V11 foram obtidas varidveis dummy da seguinte forma:
de v4 obtemos v4.1 = 1 se ndo possui dividas, v4.1 = 0 caso contrério, € v42 = 1 se possui de 1
até 3 dividas, v4, = 0 caso contrério; de vs obtemos vs | = 1 se ndo possui atraso, vs.; = 0 caso
contrdrio, € vs o = 1 se possui de 1 a 3 atrasos, vs, = 0 caso contrdrio; de v obtemos vg | = 1 se
ndo possui garantias, vg,; = 0 caso contrdrio, e vg, = 1 se possui garantias fidejussorias, vg =0
caso contrario; de vig obtemos vig.; = 1 se idade de 18 a 30 anos, vig; = 0 caso contrario, e
vio2 = 1 se idade de de 31 a 50 anos, vjg.2 = 0 caso contrario; e de v;; obtemos vi;.; =1 se
estado civil solteiro, v;1.; = 0 caso contrario, € vi;» = 1 se casado, v{1.» = 0 caso contrario.
Para cada uma destas varidveis foram obtidas 10 mil realiza¢des, assim a partir do conjunto de
covaridveis obtidas geramos 10 mil observa¢des de LGD, assumindo que a varidvel resposta
LGD; ~ BBZ(OQ, i, Hyg, (])1,”2,‘, ¢2), i= 1, vy 10.000, com
go(@;) = —4+3vy; +2vy;,
g1(1i) = —1,3—v3;—0,8v4.1; — 0,4v4.2; +0,9vs5 1; + 0,455 2; +0,5v6.1; + 0,45v6 2; + 2v7;,
g2(2i) = 1—1,2v3; — 1,1v4.1; — 0,55v4.2; +v5.1; + 0,55 2; + 0,9v6.1; + 0,45v6 2; + 2, 5v7;,
g3(71'l') = —3.54+4vy; 4+ 3vy;,
01 = 50, ¢, = 60, e as funcdes go,g1,82 € g3 sdo fungdes de ligacao logito. Obtemos assim
um banco de dados simulado em que nem todas as covaridveis disponiveis sdo importantes, as

covariaveis vg, vg, Vg € vi1 hdo tem ligacdo com nenhum dos parametros. A Figura 6 mostra o

histograma das observacdes simuladas de LGD.

Devido a presenca relevante de observacdes iguais a zero, talvez na Figura 6 ndo fique
evidente a existéncia de duas modas no intervalo (0, 1), neste sentido a Figura 7 traz histograma
da observagdes excluindo as observagdes iguais a zero, a qual deixa claro a bimodalidade destas

observagdes no intervalo (0, 1).

O conjunto de dados foi particionado em trés subconjuntos: dados para desenvolvimento
(8 mil observagdes), dados para validagdo (1 mil observagdes) e dados para teste (1 mil observa-

¢coes). As base de dados desenvolvimento e validagdo foram utilizados para obter um modelo
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Figura 6 — Histograma para dados simulados de LGD.
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Histograma para dados simulados de LGD, excluidas as observagdes iguais a zero.

final para cada um dos modelos apresentados no Capitulo 2 - regressdo beta, regressao beta

inflacionada em zero, support vector regression machines - € o modelo proposto no Capitulo 3,

regressdo beta bimodal inflacionado em zero. A base de dados de teste foi utilizada para a

comparagao entre os modelos.

Para aplicagdo do modelo de regressao beta foi necessario atribuir um pequeno valor

(utilizamos 10~%) as observacdes de LGD iguais a zero, devido este modelo ser definido apenas

para varidveis respostas no intervalo (0, 1). Primeiramente obtivemos o modelo de regressdo

beta, considerando todas as varidveis, modelo de regressao beta completo, veja Tabela 18.
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Tabela 18 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo beta completo.

Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrio

Valorz P(>|z])

Intercepto 0,4425 0,0615 7,1979 Hkok
Vi -1,8318 0,0280 -65,3595 ok ok
1) -0,9265 0,0261 -35,5126 lok
V3 -0,3970 0,0441  -9,0120 ook
V4.1 -0,3221 0,0312 -10,3075 *okok
V4.0 -0,1839 0,0313  -5,8842 Hokok
V51 0,2807 0,0311 9,0193 ok ok
V5o 0,1742 0,0314 5,5522 ok
g() V6,1 0,3037 0,0313 9,6967 koK
V6.2 0,1599 0,0312 5,1287 Hekok
vy 0,8811 0,1474 5,9779 Hokok
Vg -0,0000 0,0000 -0,1564  0,8757
12 0,0352 0,0255 1,3817  0,1671
v10.1 0,0217 0,0312 0,6957  0,4866
V102 0,0213 0,0311 0,6844  0,4937
Vi1l -0,0235 0,0310 -0,7578  0,4486
Vil2 0,0246 0,0313 0,7854  0,4322
[0} Intercepto 1,5266 0,0229 66,6065 HEE

Posteriormente, ajustamos outro modelo de regressdo beta considerando apenas as

varidveis que apresentaram p-valor abaixo de 0,01 no modelo contendo todas as varidveis, as

estimativas para os parametros do modelo de regressao beta reduzido estdo na Tabela 19. A

funcao de ligacao logito foi utilizada em ambos modelos de regressdo beta ajustados, o software

R foi utilizados nos ajustes destes modelos. Para obtengdo das estimativas utilizamos a funcao

betareg() do pacote betareg, erro padrdo e p-valor foram obtidos com a aplicacdo da funcdo

summary () nos modelos ajustados.

Tabela 19 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressao beta reduzido.

Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrao

Valorz P(>|z])

Intercepto 0,4727 0,0491 9,6222 wEE
Vi -1,8318 0,0280 -65,3781 Hekok
Vo -0,9277 0,0261 -35,5836 wHE
V3 -0,3982 0,0440  -9,0395 wkk
g() Va1 -0,3216 0,0312 -10,2903 Hkk
V4.2 -0,1829 0,0313  -5,8504 Hkk
V51 0,2794 0,0311 8,9782 ook
V5.2 0,1743 0,0314 5,5569 Hekok
V6.1 0,3036 0,0313 9,6965 wHE
V6.2 0,1601 0,0312 5,1381 koK
V7 0,8757 0,1474 5,9430 Hkk
() Intercepto 1,5258 0,0229 66,6123 Hkok

Como critério para sele¢do entre estes dois modelos utilizamos o AIC, calculamos
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também a estimativa para a funcdo log-verossimilhan¢a na amostra de validag¢do. Os valores para
AIC no modelo com todas as varidveis foi de —22.162,06 e no modelo com menos varidveis
—22.169, 1. O valor para log-verossimilhanca na amostra de valida¢dao do modelo beta completo
foi 1.601,836 e no modelo beta reduzido 1.601,527. Considerando AIC menor no segundo
modelo e a pequena diferencga entre os valores do log-verossimilhanga na amostra de validacao,

mantemos o segundo modelo.

A Tabela 20, traz estimativas do modelo de regressdo beta inflacionado em zero conside-

rando todas as varidveis, modelo completo.

Tabela 20 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo beta inflacionado em zero completo.

Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrio Valort P(> [t])

Intercepto -4,0740 0,1598 -25,4981 HEE
Vi 3,1599 0,0825 38,2993 _okok
1) 2,0078 0,0685 29,3000 ok ok
V3 0,2055 0,1091 1,8836  0,0597
V4.1 0,0201 0,0778 0,2589  0,7958
V4o 0,0307 0,0773 0,3975 0,6910
V5.1 0,0028 0,0774 0,0365 0,9709
V52 -0,0757 0,0782 -0,9676  0,3333
go(0y) V6.1 -0,1792 0,0780 -2,2978  0,0216
V6.2 -0,0557 0,0773  -0,7209 0,4710
V7 -0,1820 0,3682  -0,4944  0,6210
Vg 0,0000 0,0000 0,1244  0,9010
12 -0,1028 0,0634  -1,6208 0,1051
v10.1 -0,0417 0,0776  -0,5369 0,5913
v10.2 -0,1017 0,0776  -1,3114  0,1898
V111 0,1510 0,0771 1,9588 00,0502
Vi12 0,0105 0,0783 0,1334  0,8939
Intecepto 0,6772 0,0466 14,5293 Hekok
12} -1,1291 0,0236 -47,9422 ok
12) -0,6121 0,0224 -27,2901 Hkk
V3 -0,8694 0,0371 -23,4554 ok ok
V4.1 -0,7785 0,0262 -29,7422 Ak ok
V4o -0,3746 0,0263 -14,2478 Hokok
V5.1 0,7604 0,0263 28,9156 ok
V5.9 0,3796 0,0259 14,6675 ok ok
g1 (1) V6.1 0,6264 0,0263 23,8089 ok ok
V6.2 0,3825 0,0262 14,6124 ook
V7 1,9037 0,1224 15,5590 ok
Vg 0,0000 0,0000 0,0955 0,9239
12 -0,0014 0,0213  -0,0659  0,9475
v10.1 0,0136 0,0260 0,5247  0,5998
v10.2 -0,0173 0,0259 -0,6663  0,5052
V111 0,0449 0,0260 1,7256  0,0845
V112 0,0460 0,0258 1,7784  0,0754

() Intercepto 5,6251 0,1046 53,8 ks
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Na sequéncia, outro modelo de regressdo beta inflacionado em zero foi ajustado conside-
rando apenas as varidveis que apresentaram p-valor abaixo de 0,01 obtido no modelo contendo
todas as varidveis, as estimativas para os parametros do modelo de regressao beta inflacionado
em zero reduzido sdo mostradas na Tabela 21. A funcao de ligacdo logito foi utilizada em ambos
modelos de regressao beta inflacionados em zero ajustados, utilizamos a funcdo gamlss() do
pacote gamlss do software R para obtengdo das estimativas e a fun¢do summary () para obter

erros padrdo e p-valores.

Tabela 21 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo beta inflacionado em zero reduzido.

Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrdo Valort P(> [t])

Intercepto -4,0963 0,0875 -46,7920 Hkk
go() Vi 3,1492 0,0792 39,7661 ot
12) 1,9991 0,0673 29,7100 wHE
Intecepto 0,7206 0,0399 18,0435 Hokk
Vi -1,1280 0,0235 -47,9741 Hkk
12) -0,6121 0,0224 -27,3106 HEE
V3 -0,8695 0,0371 -23,4628 wHK
g1() V4.1 -0,7788 0,0262 -29,7628 ok
V4o -0,3741 0,0263 -14,2284 ot
V51 0,7599 0,0263 28,9160 wHE
V59 0,3788 0,0259 14,6337 HHE
V6.1 0,6281 0,0263 23,8849 K
V6.2 0,3826 0,0262 14,6156 ok
V7 1,9024 0,1223 15,5509 Hkk
[ Intercepto 5,61850 0,09893 56,79 ok

Como critério para sele¢do entre os dois modelos foi utilizado o AIC, calculamos
também as estimativas para a funcido log-verossimilhan¢a na amostra de validagdo. O valor
para o AIC do modelo beta inflacionado em zero completo foi de 1758,329 e para o modelo
reduzido foi de 1744,617. O valor para log-verossimilhanca na amostra de valida¢dao do modelo
completo foi —184,695 e no modelo reduzido —182,7251. Selecionamos o modelo reduzido,
considerando que este obteve menor valor de AIC e maior valor de log-verossimilhanca na

amostra de validacgao.

Na obtencdo dos modelos de regressao beta bimodal inflacionado em zero, ajustamos um
modelo com todas as varidveis para os preditores go(a;),g3(m),g1(11;) € g1 (i), modelo beta

bimodal inflacionado em zero completo, estimativas para este modelo estdo nas Tabelas 22 e 23.

Em seguida, consideramos um segundo modelo de regressdo beta bimodal inflacionado
em zero contendo apenas os paradmetros que apresentaram p-valor abaixo de 0,01 no modelo de
regressdo beta bimodal inflacionado em zero completo. As estimativas para este modelo reduzido

sao apresentadas na Tabela 24.

As estimativas para os parametros do modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em

zero foram obtidas com auxilio do software R através da fungdo regbbz () descrita no apéndice,



96 Capitulo 4. Estudo de simulagdo

Tabela 22 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero

completo.
Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrdo  Valorz P(> [z])
Intercepto -4,0740 0,1671 -24,3740 ok
Vi 3,1599 0,0796 39,7195 otk
1) 2,0078 0,0677 29,6470 otk
V3 0,2055 0,1091 1,8833  0,0597
V4.1 0,0201 0,0778 0,2588  0,7958
V42 0,0307 0,0773 0,3975  0,6910
V5.1 0,0028 0,0774 0,0365  0,9709
V5.2 -0,0757 0,0782  -0,9674  0,3333
go(a)  vei -0,1792 0,0780  -2,2978  0,0216
V6.2 -0,0557 0,0773  -0,7208  0,4711
V7 -0,1820 0,3682  -0,4944  0,6210
Vg 0,0000 0,0000 0,3026  0,7622
12 -0,1028 0,0634  -1,6209  0,1050
V10.1 -0,0417 0,0776  -0,5369  0,5913
V102 -0,1017 0,0776  -1,3114  0,1897
Vi1.1 0,1510 0,0771 1,9590  0,0501
V112 0,0105 0,0783 0,1334  0,8939
(Intercept) -1,2953 0,0348 -37,2282 etx
V1 0,0015 0,0181 0,0809  0,9355
1) 0,0261 0,0173 1,5117  0,1306
V3 -1,0131 0,0255 -39,6605 ok
Va1 -0,8364 0,0184 -45,5623 ke
V4.2 -0,3756 0,0170 -22,0587 etk
V5.1 0,9000 0,0185 48,7219 otk
V52 0,4390 0,0190 23,1054 otk
gi(ti)  vei 0,5389 0,0183 29,4503 ok
V6.2 0,4638 0,0184 25,1502 ke
V7 1,8675 0,0844 22,1156 etk
Vg -0,0000 - - -
12 0,0191 0,0146 1,3119  0,1896
v10.1 -0,0334 0,0179  -1,8656  0,0621
v10.2 -0,0251 0,0176  -1,4242  0,1544
Vil 0,0085 0,0178 0,4774  0,6331
V112 0,0105 0,0177 0,5914  0,5542
log(¢;) Intercepto 3,9038 0,0251 155,2500 kot

Subsecdo A.2.5, e a fun¢cdo summary () forneceu os erros padrdo e p-valores. Como critério
para selecdo entre os dois modelos utilizamos o AIC, calculamos também a estimativa para a
funcdo log-verossimilhanga na amostra de validagao. O valor para o AIC do modelo de regressao
beta bimodal inflacionado em zero completo foi de —6149,988 e o modelo reduzido foi de
—6190,082. O valor para log-verossimilhanc¢a na amostra de validacdo do modelo completo foi
297,9921 e no modelo reduzido 301,6612. Selecionamos o modelo reduzido, considerando que

este obteve menor valor de AIC e maior valor de log-verossimilhanga na amostra de validacao.
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Tabela 23 — Estimativas dos pardmetros do modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero
completo (Continuacdo da Tabela 22).

Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrdio  Valorz P(> [z])
Intercepto 0,9866 0,0215 45,8382 Ak
Vi -0,0173 0,0145  -1,1906  0,2338
1) -0,0073 0,0113  -0,6495 0,5160
V3 -1,1704 0,0179  -65,2948 oAk
V4.1 -1,0767 0,0128 -84,1269 otk
V42 -0,5342 0,0133  -40,0487 okeox
V5.1 0,9992 0,0127 78,7966 okex
V52 0,5234 0,0120 43,5047 hokox
g(i) Ve 0,9026 0,0128 70,7314 s
V6.2 0,4302 0,0120 35,8490 oAk
V7 2,4292 0,0587 41,3932 ekex
Vg -0,0000 - - -
12 0,0025 0,0102 0,2450  0,8064
v10.1 -0,0049 0,0124  -0,3968  0,6915
v10.2 -0,0102 0,0125 -0,8210 04116
V111 0,0132 0,0125 1,0531  0,2923
V112 0,0093 0,0124 0,7460  0,4556
log(¢,) Intercepto 4.,0696 0,0223 182,7500 shokok
Intercepto -3,3084 0,1868 -17,7140 Heokok
Vi 4,0898 0,1306 31,3185 etox
V2 3,0025 0,1295 23,1954 okeox
V3 -0,1593 0,1212  -1,3143  0,1887
V4.1 -0,1138 0,0857  -1,3283  0,1841
V42 -0,0648 0,0861  -0,7524  0,4518
V5.1 0,0931 0,0863 1,0784  0,2808
V52 0,0945 0,0858 1,1017  0,2706
g3(m) V6.1 0,0117 0,0868 0,1350  0,8926
V6.2 -0,0681 0,0866  -0,7869  0,4313
V7 -0,2768 0,4052  -0,6830  0,4946
Vg 0,0000 - - -
Vo 0,0225 0,0703 0,3205  0,7486
v10.1 -0,0929 0,0858  -1,0820  0,2793
v10.2 0,0281 0,0858 0,3275  0,7433
Vi1.1 -0,1650 0,0860 -1,9181  0,0551
V112 -0,1630 0,0858  -1,9000  0,0574

No ajuste do support vector regression machines utilizamos a fung¢do svm() do pacote
e1071, neste ajuste unimos as bases de dados de desenvolvimento e validacdo, uma vez que a
funcdo utilizada no software R jd realiza a sele¢do automdtica do modelo, consideramos o kernel

gaussiano.

Com a amostra de teste comparamos as predi¢des dos diferentes modelos selecionados.
Utilizamos duas medidas de desempenho: erro quadratico médio (EQM) e desvio absoluto médio

(DAM), resultados da comparagdo estdo na Tabela 25. Para as duas medidas, valores menores
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Tabela 24 — Estimativas dos parametros do modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero

reduzido.
Preditor Varidveis relacionadas Estimativa Erro padrdo  Valorz P(> [z])
Intercepto -4,0963 0,0875 -46,7942 ok
go(0y) v 3,1492 0,0792 39,7681 otk
1) 1,9991 0,0673 29,7105 otk
Intercepto -1,2872 0,0265 -48,6030 otk
V3 -1,0142 0,0255 -39,6990 ok
V4.1 -0,8365 0,0184 -45,4670 ke
V4.2 -0,3760 0,0170 -22,0710 ok
g1(t1;)  vsi 0,9018 0,0185 48,7400 etk
V52 0,4409 0,0190 23,1680 otk
V6.1 0,5379 0,0183 29,3710 roAx
V6.2 0,4614 0,0185 24,9910 ke
V7 1,8679 0,0845 22,1020 ke
log(¢;) Intercepto 3,8988 0,0313 124,6500 kot
Intercepto 0,9774 0,0180 54,1590 Hkok
V3 -1,1701 0,0179 -65,3230 ok
V4.1 -1,0764 0,0128 -84,0820 et
V42 -0,5340 0,0133  -40,0430 ok
g (U2i)  vs 0,9987 0,0127 78,8400 otk
) 0,5228 0,0120 43,4730 ke
V6.1 0,9026 0,0128 70,7300 ke
V6.2 0,4302 0,0120 35,8630 ook
V7 2,4281 0,0587 41,3930 ok
log(¢,) Intercepto 4.,0686 0,0231 175,8000 kot
Intercepto -3,6206 0,1240  -29,2000 ke
g3(m) Vi 4,0740 0,1303 31,2660 ok
%) 2,9993 0,1293 23,2000 ok

geralmente indicam o modelo com melhor ajuste.

Apresentamos as medidas EQM e DAM a seguir

n
EQM = % Y (LGD;—LGD;)
i=1

1 A
DAM = -} | LGD; — LGD;
izl

2
9

B

em que n € o nimero de observacoes, LGD; € a i-ésima perda predita e LGD; € a i-€sima perda

observada.

Conforme mostra a Tabela 25, quando consideramos como medida de acurécia o erro

quadrético médio o modelo beta bimodal inflacionado em zero apresentou o melhor resultado na

amostra de teste e dentre todos os modelos o SVR apresentou o pior resultado. Entretanto, quando

consideramos o desvio absoluto médio como medida de acurdcia o modelo SVR apresentou

o melhor resultado, seguido pelo modelo de regressiao beta bimodal inflacionado em zero, a
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Tabela 25 — Resultados do EQM e DAM na amostra de teste para os modelos de regressdo beta, beta
inflacionado em zero, beta bimodal inflacionado em zero e SVR.

EQM DAM
Beta 0,0603 0,1960
Beta inflacionado em zero 0,0534 0,1822

Beta bimodal inflacionado em zero  0,0533 0,1773
Support vector regression machines 00,0631 0,1759

melhora no desempenho do modelo SVR na medida DAM ¢é explicada pela funcao de perda
utilizada na constru¢do do SVR, veja a Equacao 2.7. O modelo de regressdo beta apresentou
o pior desempenho neste estudo, ja a regressdo beta inflacionada em zero apresentou relativa

proximidade com o desempenho do modelo de regressao beta bimodal inflacionado em zero.

Ainda que os dados tenham sido gerados de uma distribuicao beta bimodal inflacionada
em zero, conferindo assim certa vantagem ao modelo de regressdo BBZ, consideramos que este
modelo de regressao apresentou desempenho satisfatorio neste estudo, evidenciando-o como

alternativa de modelagem para estimacdo da LGD que possua inflagdo em zero e bimodalidade.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho propomos estimar a LGD através do modelo de regressao beta bimodal
inflacionado em zero com objetivo de obter acurdcia semelhante as obtidas com abordagens que
tem como finalidade principal a predi¢cdo, e possua interpretacao tao vidvel quanto um modelo
de regressdo linear. Apesar do modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero, aqui
desenvolvido, ser motivado por dados de LGD, este modelo possui utilidade em todo problema de
regressao em que seja plausivel a distribuicdo da varidvel resposta ser beta bimodal inflacionada

€m z€ro.

O trabalho contextualizou o problema de estimacdo da LGD, apresentou, de forma breve,
a regressao beta, regressdo beta inflacionado em zero e support vector regression machines.
Desenvolvemos a distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero e o modelo de regressao
para esta distribuicdo, comparamos trés diferentes estratégias de inicializacao do algoritmo
EM quanto a eficiéncia de tais estratégias no atingimento da solucao ideal para a maximizacao
da funcgdo log-verossimilhanga, realizamos estudo de simulacao avaliando os estimadores de
mdéxima verossimilhanca da distribuicao beta bimodal inflacionada em zero, bem como para
os estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo de regressao desta
distribuicdo. Abordamos a constru¢@o de intervalos de confianca assintéticos, testes de hipdteses
e selecdo de modelos para os modelos beta bimodal inflacionados em zero. Comparamos o
desempenho da regressdo beta, regressao beta inflacionada em zero, support vector regression
machines e a regressao beta bimodal inflacionada em zero, comparagdo esta realizada com uma
base dados de LGD simulada, devido a clara dificuldade no acesso a dados de LGD de uma

instituicao financeira para estudos académicos.

Por fim, recomendamos o modelo de regressao beta bimodal inflacionado em zero como
alternativa para modelagem estima¢ao da LGD, bem como qualquer variavel resposta, que

apresente inflacdo de zeros e bimodalidade.
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APENDICE

A.1 Mistura de duas distribuicoes beta com médias iguais

Considere uma variavel aleatéria W proveniente de uma mistura de duas distribui¢des

beta com médias iguais, a distribuicdo desta varidvel aleatéria possui funcio densidade da forma

de(W;TL',,U,¢],¢2) = ﬂfW(W;‘LL7¢)]) + (1 _”)fW(W;.u*;¢2)7

emque 0 <w,w <1, fiy(w;1L,d1) e fw(w; U, $) sdo fungdes densidade da distribui¢do beta da
forma (2.2) referentes as duas subpopulacdes misturadas aleatoriamente com proporcoes 7 e

(1 — ), respectivamente.
A esperanca e a variancia de W s@o dadas, respectivamente, por
EW]=u,

1 —
Var[W]:u(l—u)((Pl?:_l+¢2+ﬂ1>.

Na Figura 8 apresentamos quatro gréaficos da densidade beta com parametros u = 0,5
e ¢ = 12, representados pela linha cheia, comparando com funcdes densidades da distribuicao
de mistura de duas beta com médias iguais de parametros u = 0,5, ¢; =12, ¢ =2, e
com diferentes valores: 0,2 (Grafico 1), 0,5 (Gréfico 2), 0,8 (Grafico 3) e 0,95 (Gréfico 4),

representadas pela linha tracejada.

Ja na Figura 9 apresentamos quatro grificos da densidade beta com parametros 4 = 0,5
e ¢ = 12, representados pela linha cheia, comparando com fun¢des densidades da distribuicao
de mistura de duas beta com médias iguais de parametros t = 0,5, ¢; = 12, 1 = 0.5, e ¢, com
diferentes valores: 1,8 (Grafico 1), 4 (Gréfico 2), 20 (Gréfico 3) e 100 (Gréfico 4), representadas

pela linha tracejada.

Os parametros 7 e ¢, permitem manejo da forma da densidade nos extremos, quando
aumentamos 7 0 peso nos extremos € reduzido, e ¢, apresentou maior concentragao nos extremos
quando @ < ¢;, mas quando @ > ¢; 0s pesos nos extremos apresentaram menor concentragcao

em relacdo a distribuicdo beta com parametros ©t =0,5¢e ¢ = 12.
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A distribuicao de mistura de duas distribui¢des beta é uma alternativa para ajustar dados
em um intervalo fechado em que os extremos ndo sdo acomodados pela distribui¢do beta, devido
a flexibilidade de forma e peso nos extremos que a mistura de duas distribui¢des beta com médias

iguais proporciona, como visto na Figura 8 e na Figura 9.

Gréfico 1 Gréfico 2

Gréfico 3 Gréfico 4

Figura 8 — Gréficos da fung@o de densidade beta e mistura de duas distribui¢cdes beta com médias iguais
variando o componente peso.

Gréfico 1 Gréfico 2

Gréfico 3 Gréfico 4

3-

Figura 9 — Gréficos da funcio de densidade beta e mistura de duas distribui¢des beta com médias iguais
variando o pardmetro de precisdo de uma das distribui¢des da mistura.
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A.2 Codigos em R

A.2.1 Funcao densidade BBZ

Cédigo-fonte 1 — Fun¢do densidade da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero

1: dbbz <- function (x, alpha, Pi, mu_1, phi_1, mu_2, phi_2)
2: {

3 if (any(alpha <= 0) | any(alpha >= 1))

4 stop(paste("alpha must be between 0 and 1", "\n", ""))
5: if (any(Pi <= 0) | any(Pi >= 1))

6 stop(paste("Pi must be between O and 1", "\n", ""))

7 if (any(mu_1 <= 0) | any(mu_1 >= 1))

8 stop(paste("mu_1 must be between 0 and 1", "\n", ""))
9 if (any(mu_2 <= 0) | any(mu_2 >= 1))

10: stop(paste("mu_2 must be between 0 and 1", "\n", ""))
11: if (any(phi_1 <= 0))

12: stop(paste("phi_1 must be greated than 0", "\n", ""))
13: if (any(phi_2 <= 0))

14: stop(paste("phi_2 must be greated than 0", "\n", ""))
15: if (any(x < 0) | any(x >= 1))

16: stop(paste("x must be 0<=x<1, i.e. [0 to 1)", "\m", ""))

17: al <- mu_1 * phi_1

18: bl <- (1 - mu_1) * phi_1

19: a2 <- mu_2 * phi_2

20: b2 <- (1 - mu_2) * phi_2

21: d <- rep(0, length(x))

22: d <- ifelse((x > 0), (1-alpha)*(Pi*dbeta(x, shapel = al,
shape2 = bl) + (1-Pi)*dbeta(x, shapel = a2, shape2 = b2)),
0)

23: d <- ifelse((x == 0), alpha, d)

24: d

25: }

A.2.2 Funcao distribuicao acumulada BBZ

Cédigo-fonte 2 — Funcgio distribui¢do acumulada da distribuicdo beta bimodal inflacionada em

Z€10

1: pbbz <- function (q, alpha, Pi, mu_1, phi_1, mu_2, phi_2)
2: {
3: if (any(alpha <= 0) | any(alpha >= 1))
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4: stop(paste("alpha must be between 0O and 1", "\n", ""))
5: if (any(Pi <= 0) | any(Pi >= 1))

6: stop(paste ("Pi must be between O and 1", "\n", ""))
7: if (any(mu_1 <= 0) | any(mu_1 >= 1))

8: stop(paste("mu_1 must be between 0 and 1", "\n", ""))
9: if (any(mu_2 <= 0) | any(mu_2 >= 1))

10: stop(paste("mu_2 must be between 0 and 1", "\n", ""))
11: if (any(phi_1 <= 0))

12: stop (paste("phi_1 must be greated than 0", "\n", ""))
13: if (any(phi_2 <= 0))

14: stop (paste ("phi_2 must be greated than 0", "\n", ""))

15: if (any(q < 0) | any(q >= 1))

16: stop(paste("y must be O0<=y<1, i.e. [0 to 1)", "\n", ""))

17: al <- mu_1 * phi_1
18: bl <- (1 - mu_1) * phi_1
19: a2 <- mu_2 * phi_2
20: b2 <- (1 - mu_2) * phi_2

21: p <- ifelse((q > 0), alpha + (1-alpha)=*(Pi*pbeta(q, shapel

al, shape2 = bl) + (1-Pi)*pbeta(q, shapel = a2, shape2
),0)

22: p <- ifelse((q == 0), alpha, p)

23: p

24: }

b2)

A.2.3 Funcao quantil da distribuicao BBZ

Cédigo-fonte 3 — Fun¢do quantil da distribui¢do beta bimodal inflacionada em zero

1: gbbz <- function (p, alpha, Pi, mu_1, phi_1, mu_2, phi_2)
2: {

3 if (any(alpha <= 0) | any(alpha >= 1))

4. stop(paste("alpha must be between O and 1", "\n", ""))
5: if (any(Pi <= 0) | any(Pi >= 1))

6 stop (paste("Pi must be between O and 1", "\n", ""))

7 if (any(mu_1 <= 0) | any(mu_1 >= 1))

8 stop(paste("mu_1 must be between 0 and 1", "\n", ""))
9 if (any(mu_2 <= 0) | any(mu_2 >= 1))

10: stop(paste("mu_2 must be between 0 and 1", "\n", ""))
11: if (any(phi_1 <= 0))

12: stop(paste("phi_1 must be greated than 0", "\n", ""))

13: if (any(phi_2 <= 0))



A.2. Codigos em R 111

14: stop (paste("phi_2 must be greated than 0", "\n", ""))
15: if (any(p <= 0) | any(p >= 1))
16: stop(paste("p must be between O and 1", "\n", ""))

17: al <- mu_1 * phi_1

18: bl <- (1 - mu_1) * phi_1

19: a2 <- mu_2 * phi_2

20: b2 <- (1 - mu_2) * phi_2

21: q <- base::sapply(p,function(p){

22: f = function(x) { alpha + (1-alpha)*( Pi*pbeta(x, shapel =
al, shape2 = bl) + (1-Pi)*pbeta(x, shapel = a2, shape2 = Db2)
) - p?

23: suppressWarnings(q <- ifelse((p <= (alpha)), 0, ( uniroot(f
,c(0.0001,0.9999))$root )))

24: q

25: b

26: q

27: }

A.2.4 Funcdes que geram valores aleatérios da distribuicao BBZ

Cédigo-fonte 4 — Funcdo gera valores aleatérios da distribui¢do beta bimodal inflacionada em

Z€ero

1: rbbz <- function (n, alpha, Pi, mu_1, phi_1, mu_2, phi_2)
2: A

3 if (any(alpha <= 0) | any(alpha >= 1))

4 stop(paste("alpha must be between 0 and 1", "\n", ""))
5: if (any(Pi <= 0) | any(Pi >= 1))

6 stop(paste ("Pi must be between 0 and 1", "\n", ""))

7 if (any(mu_1 <= 0) | any(mu_1 >= 1))

8 stop(paste("mu_1 must be between 0 and 1", "\n", ""))
9 if (any(mu_2 <= 0) | any(mu_2 >= 1))

10: stop(paste("mu_2 must be between 0 and 1", "\n", ""))
11: if (any(phi_1 <= 0))

12: stop(paste("phi_1 must be greated than 0", "\n", ""))
13: if (any(phi_2 <= 0))

14: stop(paste("phi_2 must be greated than 0", "\n", ""))
15: if (any(n <= 0))

16: stop(paste("n must be a positive integer", "\n", ""))

17: al <- mu_1 * phi_1
18: bl <- (1 - mu_1) * phi_1
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19: a2 <- mu_2 * phi_2

20 b2 <- (1 - mu_2) * phi_2
21: n <- ceiling(n)

22: y <- vector(length = n)
23: for(i in 1:n){

24: y[i] <- rbinom(1,1,1-alpha)
25: if ( y[il == 1 ){ y[i] <- rbinom( 1, 1, Pi)
26: ifelse( y[i] == 1 , y[i] <- rbeta(l, shapel = al, shape2 =

bl), y[i] <- rbeta(l, shapel = a2, shape2 = b2) )
27: T

28: }
29: y
30: }

Cadigo-fonte 5 — Funcio gera valores aleatérios da distribui¢do beta bimodal inflacionada em

zero e preserva a origem do componente densidade

1: rbbz_p <- function (n, alpha, Pi, mu_1, phi_1, mu_2, phi_2)
2: {

3 if (any(alpha <= 0) | any(alpha >= 1))

4: stop(paste("alpha must be between O and 1", "\n", ""))
5: if (any(Pi <= 0) | any(Pi >= 1))

6 stop(paste ("Pi must be between O and 1", "\n", ""))

7 if (any(mu_1 <= 0) | any(mu_1 >= 1))

8 stop(paste("mu_1 must be between 0 and 1", "\n", ""))
9 if (any(mu_2 <= 0) | any(mu_2 >= 1))

10: stop(paste("mu_2 must be between 0 and 1", "\n", ""))
11: if (any(phi_1 <= 0))

12: stop(paste("phi_1 must be greated than 0", "\n", ""))
13: if (any(phi_2 <= 0))

14: stop(paste ("phi_2 must be greated than 0", "\n", ""))
15: if (any(n <= 0))

16: stop(paste("n must be a positive integer", "\n", ""))

17: al <- mu_1 * phi_1

18: bl <- (1 - mu_1) * phi_1

19: a2 <- mu_2 * phi_2

20: b2 <- (1 - mu_2) * phi_2

21: n <- ceiling(n)

22: y <- matrix(nrow = n, ncol = 2)

23: for(i in 1:n){

24: y[i,] <- ¢( rbinom(1l,1,1-alpha), O )
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25: if( y[i,1] == 1 ){ y[i,1] <- rbinom( 1, 1, Pi)
26: ifelse( y[i,1] == 1, y[i,] <- c( rbeta(l, shapel = ail,
shape2 = b1), 1 ), yli,] <- c( rbeta(l, shapel = a2, shape2

= b2) , 2) )

27: }
28: }
29: v
30: }

A.2.5 Funcao para a regressao BBZ

O problema de otimizacgdo (3.18) € o mesmo problema encontrado quando temos uma
amostra aleatdria de distribui¢do bernoulli com P(Y* =1)=a e P(Y*=0) =1 — @, em que

yi = oy (vi), parai=1,...,n, assim a fungdo de log verossimilhanca é

azy") = ¥ i log(ar) + ( - iﬁ) log(1 - o),

i=1 i=1
ZH{O}(y,)log o)+ ( Zn{o} yi >log(1 — o)

=li(ay).

Desta forma para encontrar as estimativas dos pardmetros relacionados a  utilizamos a
funcdo glm() do pacote stats do software R. Para encontrar as estimativas do problema (3.19),

utilizamos a fun¢@o betamix () do pacote betareg do software R.

Cédigo-fonte 6 — Funcdo ajusta um modelo de regressdo beta bimodal inflacionado em zero.

1: regbbz <- function(formula_alpha, formula_2beta, link_alpha="

logit", link_2beta="logit", cluster = NULL, FLXcontrol
list (minprior=0), dados){

2: dados_alpha = data.frame(y = as.numeric(dados[,1] == 0),
dados [,-1]1 )

3: mod_alpha <- stats::glm(formula = formula_alpha, family

binomial (1ink = 1link_alpha), data = dados_alpha)
dados_2beta = subset (dados, dados$y != 0)

5: mod _2beta <- betareg::betamix(formula = formula_2beta, k=2,
cluster = cluster, link = link_2beta, FLXcontrol =
FLXcontrol, data = dados_2beta)

return (list(mod_alpha,mod_2beta))




