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Resumo

Seja F um corpo de caracteŕıstica diferente de 2. Denote por UT2(F ) a F -álgebra das
matrizes triangulares superiores 2 × 2. Se ∗ é uma involução do primeiro tipo de UT2(F ),
denote por Id(UT2(F ), ∗) e C(UT2(F ), ∗) o conjunto das suas ∗-identidades polinomiais e
∗-polinômios centrais, respectivamente. Neste trabalho, descrevemos:

a) Id(UT2(F ), ∗) quando F é finito.
b) C(UT2(F ), ∗) quando F é um corpo qualquer.



Abstract

Let F be a field of characteristic different from 2. Denote by UT2(F ) the 2×2 upper triangular
matrix F -algebra. If ∗ is a involution of first kind of UT2(F ), denote by Id(UT2(F ), ∗) and
C(UT2(F ), ∗) the set of its ∗-polynomial identities and ∗-central polynomials, respectively.
In this work, we describe:

a) Id(UT2(F ), ∗) when F is finite.
b) C(UT2(F ), ∗) when F is any field.
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A que distância ainda estamos de uma solução? Pode ser na semana que vem, ou daqui a
um século. Duvido que venha a ser algo muito fácil, simplesmente porque muitos mestres
no assunto já procuraram uma solução por tanto tempo, e com tanto empenho. Contudo,

alguém poderia ter uma ideia brilhante na semana que vem. (Andrew Odlyzko).



Introdução

O assunto a ser tratado nesta tese está inserido no contexto da Teoria das PI-álgebras, isto
é, álgebras que satisfazem identidades polinomiais. Obteremos alguns resultados que dizem
respeito a álgebra UTn(F ) das matrizes triangulares superiores n × n com entradas num
corpo F .

Fixado tal corpo, sejam X = {x1, x2, . . .} um conjunto infinito enumerável e F 〈X〉 a
álgebra associativa livre com unidade, livremente gerada por X. Todas as álgebras con-
sideradas nesta tese serão associativas e com unidade. Denote por Id(A) o conjunto dos
polinômios de F 〈X〉 que são identidades polinomiais para uma álgebra A.

Em 1971, Maltsev ([22]) descreveu Id(UTn(F )) quando F é de caracteŕıstica 0. Posteri-
ormente, em 1981, Siderov ([27]) descreveu tal conjunto quando F é um corpo qualquer.

A descrição de Id(A) para uma dada álgebra A é uma das linhas de pesquisa na área.
Em 1950, Specht ([29]) propôs o seguinte:

Problema: Id(A) é um T-ideal finitamente gerado ?

Em 1987, Kemer ([20]) respondeu “sim” para o problema, quando a caracteŕıstica de F
é 0. Em 1999, Belov ([4]), Grishin ([16]) e Shchigolev ([26]) responderam “não”, para os
demais corpos.

Sabe-se que T-ideais são casos particulares de T-espaços, isto é, subespaços vetoriais
de F 〈X〉 fechados por endomorfismos de F 〈X〉. Um exemplo de T-espaço importante é o
conjunto dos polinômios centrais de uma álgebra A, o qual denotaremos por C(A). Nesta
tese, um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é chamado de polinômio central para A se

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) (Centro de A)

para todos a1, . . . , an ∈ A. Observamos que, pelo fato

C(A) ⊇ Id(A) + F,

alguns textos costumam omitir os polinômios em Id(A)+F da definição de polinômio central.
Chamaremos os polinômios em Id(A) + F de polinômios centrais “triviais” de A.

Denote por Mn(F ) a álgebra das matrizes n× n com entradas em F . É conhecido que o
polinômio

[x1, x2]2

é um polinômio central não trivial para M2(F ). Aqui, [x1, x2] = x1x2 − x2x1 é o comutador
de comprimento 2. Em 1956, Kaplansky ([19]) formulou uma série de problemas. Tais pro-
blemas motivaram, de maneira significativa, atividades de pesquisa pelas décadas seguintes.
Um desses problemas é o seguinte:

Problema: Existem polinômios centrais não triviais para Mn(F ) quando n ≥ 3 ?

1
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A resposta para esse problema é “sim” e foi dada em 1972-1973 por Formanek ([13]) e
Razmyslov ([24]). O leitor pode consultar os livros [14, 17, 25] para ver a importância dos
polinômios centrais. Com respeito a UTn(F ) temos

C(UTn(F )) = Id(UTn(F )) + F. (1)

Para verificação desse fato, ver por exemplo [25, Exerćıcio 1.4.2], e comentário em [12,
Exemplo 3.2] quando F é infinito. Ou ainda, veja [18, Exemplo 1.4.6].

De agora até o fim desta Introdução, o corpo F será de caracteŕıstica diferente de 2 e as
involuções consideradas serão do primeiro tipo. Sejam X = {x1, x2, . . .} e X∗ = {x∗1, x∗2, . . .}
dois conjuntos infinitos enumeráveis e disjuntos. Denote por F 〈X∪X∗〉 a álgebra associativa
livre com unidade, livremente gerada por X ∪X∗. Tal álgebra tem uma involução natural,
a qual fixaremos. Dada uma álgebra A com uma involução ∗, denotamos por Id(A, ∗) o
conjunto de todos elementos em F 〈X ∪X∗〉 que são ∗-identidades polinomiais de A.

Note que o Problema de Specht pode ser formulado no formato “com involução”:

Problema: Id(A, ∗) é um T(∗)-ideal finitamente gerado ?

Em 2017, Aljadeff, Giambruno e Karasik ([1]) e também Sviridova ([30]) responderam
“sim” para o problema, quando a caracteŕıstica de F é 0.

Em 2006, Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala ([32]) descreveram as involuções de UTn(F ).
Além disso, descreveram:

a) Id(UT2(F ), ∗) quando F é infinito.
b) Id(UT3(F ), ∗) quando F é de caracteŕıstica 0.
Em 2018, Urure e Gonçalves ([31]) descreveram Id(UT2(F ), ∗) quando F é finito. Per-

manece em aberto a descrição de Id(UTn(F ), ∗) para os demais casos. Os resultados que
aparecem em ([31]) fazem parte desta Tese de Doutorado.

Dada uma álgebra A com uma involução ∗, denotamos por C(A, ∗) o conjunto de todos
elementos em F 〈X ∪X∗〉 que são ∗-polinômios centrais de A.

Nesta Tese apresentamos a descrição de C(UT2(F ), ∗) para toda involução ∗ e todo corpo
F . Em particular, um conjunto finito de geradores para C(UT2(F ), ∗), como T(∗)-espaço, é
exibido. Salientamos que, diferente do caso (1), temos

C(UT2(F ), ∗) 6= Id(UT2(F ), ∗) + F. (2)

Permanece em aberto a descrição de C(UTn(F ), ∗) para n ≥ 3.
Esta Tese está dividida da seguinte maneira:

Caṕıtulo 1. Um caṕıtulo com definições e alguns resultados necessários para a compreensão
dos caṕıtulos seguintes. Destaca-se definição e resultados básicos de ∗-identidades polinomi-
ais e a apresentação das involuções de UT2(F ) descritas em ([32]).

Caṕıtulo 2. Descrição de Id(UT2(F ), ∗) quando F é finito. Como UT2(F ) possui apenas
duas involuções, a menos de isomorfismos, reservamos uma seção para o estudo separado de
cada uma. Os resultados aqui apresentados são originais e estão publicados em ([31]).
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Caṕıtulo 3. Descrição de C(UT2(F ), ∗) quando F é um corpo arbitrário (de caracteŕıstica
diferente de 2, como já comentado anteriormente). Os resultados aqui apresentados são
originais e foram submetidos para publicação.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Nesta tese, F denotará um corpo e |F | a sua cardinalidade. Todas as álgebras consideradas
neste trabalho serão associativas com unidade sobre F . Assim, em algumas passagens,
escreveremos simplesmente álgebra ao invés de álgebra associativa com unidade sobre F .

Neste caṕıtulo preliminar, daremos algumas definições e resultados básicos da Teoria das
PI-álgebras. Sugerimos ao leitor as referências [10, 11, 12, 15, 25, 32] para o estudo e maior
aprofundamento do assunto.

1.1 Identidades polinomiais

Nesta seção enunciaremos alguns fatos conhecidos a respeito das identidades polinomiais da
álgebra das matrizes triangulares superiores, algumas propriedades do corpo F e fixaremos
algumas notações.

Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto infinito enumerável e seja F 〈X〉 a álgebra associativa
livre com unidade, livremente gerada por X. Um elemento de F 〈X〉 que será muito utilizado
nesta tese é o comutador

[xi1 , xi2 ] = xi1xi2 − xi2xi1 .
De forma indutiva, um comutador de comprimento n ≥ 2 será um polinômio da forma

[xi1 , . . . , xin ] = [[xi1 , . . . , xin−1 ], xin ].

Combinações lineares de produtos de comutadores têm um papel importante na descrição
das identidades polinomiais de uma dada álgebra. Veja [10, Proposição 4.3.3] para detalhes.

Um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é uma identidade polinomial para uma álgebra
A se

f(a1, . . . , an) = 0

para todos a1, . . . , an ∈ A. Denotamos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polino-
miais de A. Se Id(A) 6= {0}, dizemos que A é uma PI-álgebra.

O conjunto Id(A) tem uma propriedade interessante: ele é um T-ideal. Um T-ideal é
um ideal de F 〈X〉 fechado por endomorfismos de F 〈X〉. Como a interseção de T-ideais é
um T-ideal, dizemos que a interseção de todos os T-ideais que contêm um dado subconjunto
S de F 〈X〉 é o T-ideal gerado por S.

Uma álgebra importante para a Teoria das PI-álgebras e que será objeto principal de
estudo nesta tese é a álgebra das matrizes triangulares superiores n × n com entradas no
corpo F , a qual denotamos por UTn(F ). Se a1, a2 ∈ UTn(F ), então [a1, a2] é uma matriz
triangular superior com diagonal nula. Logo,

[a1, a2][a3, a4] . . . [a2n−1, a2n] = 0

4



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 5

para todos a1, . . . , a2n ∈ UTn(F ). Isso mostra que

[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n] (1.1)

é uma identidade polinomial para UTn(F ). Maltsev demonstrou a importância do polinômio
(1.1) na descrição das identidades polinomiais de UTn(F ). Em [22] foi provado o seguinte:

Teorema 1.1.1 (Maltsev). Se F é um corpo de caracteŕıstica 0, então Id(UTn(F )) é gerado,
como um T-ideal, pelo polinômio

[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n].

Chamamos a atenção do leitor para o seguinte fato: o teorema acima permanece válido
se F é um corpo infinito. De um modo geral, Siderov provou em ([27]) que se F é um corpo
qualquer (finito ou infinito), então

Id(UTn(F )) = [Id(UT1(F ))]n.

Portanto, a descrição de Id(UTn(F )) depende da descrição de Id(UT1(F )) = Id(F ). Tal
descrição pode ser obtida em [10, Exerćıcio 2.3.6 e Exerćıcio 4.3.7] conforme abaixo:

Teorema 1.1.2. Se F é um corpo infinito, então Id(F ) é gerado, como um T-ideal, pelo
comutador [x1, x2]. Se F é um corpo finito com q elementos, então Id(F ) é gerado, como
um T-ideal, pelos polinômios

[x1, x2] e xq1 − x1.

Observe no teorema acima o surgimento do polinômio xq1 − x1 quando |F | = q. Como
F−{0} é um grupo, com respeito a multiplicação, temos que aq−1 = 1 para todo a ∈ F−{0}
e portanto aq = a para todo a ∈ F . Logo, de fato,

(xq1 − x1) ∈ Id(F ).

Usaremos com frequência essa informação e os próximos lemas desta seção no estudo das
∗-identidades para UT2(F ) quando F é finito.

Lema 1.1.3. Considere um polinômio f ∈ F 〈X〉 dado por

f(x1, . . . , xn) =
k∑

d1=0

. . .

k∑
dn=0

α(d1,...,dn)x
d1
1 · · ·xdnn ,

onde α(d1,...,dn) ∈ F . Se f ∈ Id(F ) e k < |F |, então α(d1,...,dn) = 0 para todo (d1, . . . , dn).

Demonstração. Como degxi f < |F | para todo i, temos por [10, Proposition 4.2.3] que cada

f(d1,...,dn) = α(d1,...,dn)x
d1
1 · · ·xdnn

é uma identidade polinomial para F . Em particular,

0 = f(d1,...,dn)(1, . . . , 1) = α(d1,...,dn).

Conclúımos a demonstração.
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Para o próximo lema, dado um polinômio

h(x) =
d∑
i=0

αix
i, αi ∈ F,

denotamos por h′(x) a derivada de h(x). Assim,

h′(x) =
d∑
i=1

iαix
i−1.

Lema 1.1.4. Seja F um corpo finito com |F | = q. Considere um polinômio h(x) com grau
deg(h) ≤ 2q−1. Denote por h′(x) a derivada de h(x). Se h(a) = h′(a) = 0 para todo a ∈ F ,
então h(x) = 0.

Demonstração. Denote F = {a1, . . . , aq} e considere o polinômio

u(x) =

q∏
i=1

(x− ai).

Como h(a) = 0 para todo a ∈ F , temos pelo teorema do resto que

h(x) = u(x)v(x) (1.2)

para algum polinômio v(x). Note que deg(v) ≤ q − 1, pois deg(u) = q e deg(h) ≤ 2q − 1.
Derivando h(x) obtemos

h′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Fixado 1 ≤ j ≤ q, como u(aj) = 0 e h′(aj) = 0, segue que

u′(aj)v(aj) = 0. (1.3)

Derivando u temos

u′(x) =

q∑
i=1

(x− a1) · · · ̂(x− ai) · · · (x− aq).

Logo,

u′(aj) =
∏
i 6=j

(aj − ai) 6= 0

e, por (1.3), v(aj) = 0. Como j é arbitrário, v(x) ∈ Id(F ). Assim, pelo Lema 1.1.3, segue
que v(x) = 0 e, por (1.2), h(x) = 0.

1.2 Polinômios centrais

Nesta seção enunciaremos alguns fatos a respeito de polinômios centrais e fixaremos algumas
notações.

Dada uma álgebra A, denotamos por Z(A) o seu centro. Assim,

Z(A) = {z ∈ A : az = za, ∀a ∈ A}.

É fato conhecido que o centro de UTn(F ) é formado por todas as matrizes escalares.
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Um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 é um polinômio central para uma álgebra A se

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A)

para todos a1, . . . , an ∈ A. Denotamos por C(A) o conjunto de todos os polinômios centrais
de A. Note que

F + Id(A) ⊆ C(A).

Aqui cabe uma observação: alguns livros costumam excluir da definição de polinômio central
os elementos em F +Id(A), pelo motivo óbvio acima. Mas nesta tese, assim como em outros
trabalhos, esses elementos serão inclúıdos, conforme definição acima.

Como já citado na Introdução, para a álgebra de matrizes Mn(F ) é conhecido que

F + Id(Mn(F )) 6= C(Mn(F )).

Um problema em aberto consiste em descrever o grau mı́nimo de um elemento em

C(Mn(F ))− (F + Id(Mn(F ))) ,

o qual denotaremos por τ(n), quando car(F ) = 0. É conhecido que τ(1) = 1, τ(2) = 4 e
τ(3) = 8 (Drensky e Kasparian). Formanek conjecturou

τ(n) =
1

2
(n2 + 3n− 2).

Sugerimos ao leitor a referência [10, Seção 7.3] para um melhor entendimento e história
do problema citado.

Para matrizes triangulares é bem conhecido o seguinte fato:

Proposição 1.2.1. Para todo corpo F (finito ou infinito) e todo n ≥ 2 vale

C(UTn(F )) = Id(UTn(F )) + F.

Demonstração. Ver por exemplo [25, Exerćıcio 1.4.2], e comentário em [12, Exemplo 3.2]
quando F é infinito. Ou ainda, veja [18, Exemplo 1.4.6].

Veremos no Caṕıtulo 3 que a proposição acima não é válida se considerarmos polinômios
centrais com involução.

1.3 Involuções

Ao longo desta seção, F denotará um corpo de caracteŕıstica car(F ) 6= 2. Enunciaremos
as definições e propriedades básicas a respeito de álgebras com involuções. Além disso,
caracterizaremos as involuções de UT2(F ) do “primeiro tipo”.

Seja A uma álgebra e seja ∗ : A→ A uma função. Dizemos que ∗ é uma involução sobre
A se os três itens abaixo são satisfeitos:

a) (a+ b)∗ = a∗ + b∗ para todos a, b ∈ A,

b) (ab)∗ = b∗a∗ para todos a, b ∈ A,

c) (a∗)∗ = a para todo a ∈ A.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 8

Se a∗ = a para todo a ∈ Z(A) (centro de A), então ∗ é chamado involução do primeiro tipo
sobre A. Caso contrário, ∗ é chamado involução do segundo tipo sobre A. De agora em
diante, consideraremos apenas involuções do primeiro tipo. Neste caso,

(λa)∗ = λ(a∗)

para todo λ ∈ F , a ∈ A. Ou seja, se ∗ é involução do primeiro tipo, então ∗ é uma
transformação linear também.

Por exemplo, em UT2(F ) temos duas involuções, denotadas por ? e s, que são importantes
e serão objeto de estudo nesta tese:(

a c
0 b

)?
=

(
b c
0 a

)
e

(
a c
0 b

)s
=

(
b −c
0 a

)
(1.4)

para todos a, b, c ∈ F .
Convencionaremos que a frase “ (A, ∗) é uma álgebra com involução” significa “A é uma

álgebra com involução ∗”.
Sejam (A, ∗) e (B, ◦) álgebras com involução. A função ϕ : A → B é dita ser um

homomorfismo de álgebras com involução se ϕ for um homomorfismo de álgebras e se

ϕ(a∗) = (ϕ(a))◦

para todo a ∈ A. Se, ainda mais, ϕ for bijetora, dizemos que ϕ é um isomorfismo de álgebras
com involução e denotamos (A, ∗) ' (B, ◦).

Em [32], Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala descreveram todas as involuções do primeiro
tipo de UTn(F ). Em particular, provaram o seguinte:

Corolário 1.3.1. Sejam ? e s as duas involuções definidas em (1.4). Se ∗ é uma involução
do primeiro tipo sobre UT2(F ), então

(UT2(F ), ∗) ' (UT2(F ), ?) ou (UT2(F ), ∗) ' (UT2(F ), s).

Ainda mais, (UT2(F ), ?) e (UT2(F ), s) não são isomorfas como álgebras com involução.

Demonstração. Veja [32, Proposições 2.5 e 2.6].

Finalizamos esta seção enunciando os conceitos de elementos simétrico e antissimétrico.
Seja A uma álgebra com involução ∗. Dizemos que a ∈ A é simétrico se a∗ = a; e an-
tissimétrico se a∗ = −a. Denote por A+ e A− os seguintes subespaços vetoriais de A:
A+ = {a ∈ A : a∗ = a} e A− = {a ∈ A : a∗ = −a}. Se a ∈ A então

a = (1/2)(a+ a∗) + (1/2)(a− a∗).

Observe que a+ a∗ é simétrico, e a− a∗ é antissimétrico. Logo,

A = A+ ⊕ A− (1.5)

como espaços vetoriais. Na igualdade acima usamos o fato que existe o elemento 1/2 ∈ F .
Isso de fato é verdade, pois car(F ) 6= 2.
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1.4 ∗-identidades polinomiais

Ao longo desta seção, todas as involuções consideradas serão do primeiro tipo. Além disso,
para falarmos em involução assumimos car(F ) 6= 2. Pretendemos aqui dar as definições e re-
sultados básicos que norteiam o assunto ∗-identidades polinomiais. Sugerimos as referências
[5, 9, 15, 21, 25, 33] para um melhor entendimento do assunto.

Sejam X = {x1, x2, . . .} e X∗ = {x∗1, x∗2, . . .} dois conjuntos infinitos enumeráveis e dis-
juntos. Denote por F 〈X ∪ X∗〉 a álgebra associativa livre com unidade, livremente gerada
por X ∪X∗. Definiremos uma involução ? sobre F 〈X ∪X∗〉 da seguinte forma:

a) Nas letras (variáveis) a involução é definida por

x?i = x∗i e (x∗i )
? = xi.

b) Nas palavras a involução é definida por

(w1w2 . . . wn)? = (wn)? . . . (w2)?(w1)?,

onde w1, w2, . . . , wn ∈ X ∪X∗.

c) Se Pal é o conjunto das palavras de F 〈X ∪X∗〉, definimos( ∑
w∈Pal

αww

)?

=
∑
w∈Pal

αww
?.

Por comodidade, denotamos ? = ∗. Assim, por exemplo,

(x1x2x
∗
3 + 2x∗1x4)∗ = x3x

∗
2x
∗
1 + 2x∗4x1.

Definição 1.4.1. Seja (A,~) uma álgebra com involução. Um polinômio f ∈ F 〈X ∪X∗〉 é
chamado ∗-identidade polinomial (ou identidade polinomial com involução) para (A,~) se f
está no núcleo de todo homomorfismo com involução ϕ : F 〈X ∪X∗〉 → A. Denotamos por

Id(A,~)

o conjunto de todas ∗-identidades polinomiais de (A,~).

Por comodidade escreveremos muitas vezes “∗-identidade” ao invés de “∗-identidade po-
linomial”. A definição clássica de ∗-identidade (equivalente a acima) faremos em breve, após
alguns comentários. Seja (A,~) uma álgebra com involução. O primeiro comentário con-
siste em que se ϕ : F 〈X ∪ X∗〉 → A é um homomorfismo de álgebras com involução e se
f(x1, x

∗
1, . . . , xn, x

∗
n) ∈ F 〈X ∪X∗〉, então

ϕ (f(x1, x
∗
1, . . . , xn, x

∗
n)) = f(ϕ(x1), ϕ(x1)~, . . . , ϕ(xn), ϕ(xn)~).

O segundo comentário consiste em que se a1, a2, . . . é uma lista de elementos em A, então
existe um único homomorfismo de álgebras com involução ϕ : F 〈X ∪X∗〉 → A tal que

ϕ(xi) = ai,

para todo i ≥ 1. Com base nisso, uma maneira equivalente de definir ∗-identidade é a
seguinte:
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Lema 1.4.2. Um polinômio f(x1, x
∗
1, . . . , xn, x

∗
n) ∈ F 〈X∪X∗〉 é uma ∗-identidade polinomial

para uma álgebra com involução (A,~) se, e somente se,

f(a1, a
~
1 , . . . , an, a

~
n ) = 0

para todos a1, . . . , an ∈ A.

Por comodidade, e quando não houver confusão de notação, denotaremos uma involução
qualquer sobre uma álgebra A por ∗. Neste caso, os homomorfismos de álgebras com in-
volução serão chamados de ∗-homomorfismos. Um ideal I da álgebra A é chamado de ∗-ideal
se

a∗ ∈ I

para todo a ∈ I.
No estudo das ∗-identidades é mais conveniente considerar a álgebra associativa livre com

unidade, livremente gerada por Y ∪ Z, onde

Y = {y1, y2, . . .}, Z = {z1, z2, . . .}, yi = xi + x∗i e zi = xi − x∗i

para todo i ≥ 1. Note que F 〈X ∪ X∗〉 = F 〈Y ∪ Z〉, yi é simétrico e zi é antissimétrico.
Veremos quando um polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪Z〉 é uma ∗-identidade para
uma álgebra com involução (A, ∗). Para isso, observe dois fatos:

Fato 1. Se ϕ é um ∗-homomorfismo, então ϕ leva elemento simétrico em simétrico, e leva
elemento antissimétrico em antissimétrico.

Fato 2. Se a1, a2, . . . são elementos simétricos de A, e b1, b2, . . . são elementos antissimétricos
de A, então existe um único ∗-homomorfismo ϕ : F 〈Y ∪ Z〉 → A tal que

ϕ(yi) = ai e ϕ(zi) = bi

para todo i ≥ 1. Ele é dado por

ϕ(f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm)) = f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm).

Com base nos dois fatos acima e na Definição 1.4.1, temos o seguinte lema:

Lema 1.4.3. Um polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 é uma ∗-identidade para
uma álgebra com involução (A, ∗) se, e somente se,

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = 0

para todos a1, . . . , an ∈ A+ e b1, . . . , bm ∈ A−.

O próximo lema pode ser usado para achar algumas ∗-identidades conhecendo algumas
identidades (ordinárias).

Lema 1.4.4. Seja f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 e seja (A, ∗) uma álgebra com involução. Se
f(x1, . . . , xn) ∈ Id(A), então

f(w1, . . . , wn) ∈ Id(A, ∗)

para todos w1, . . . , wn ∈ Y ∪ Z.
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Por exemplo, em (1.1) vimos que o polinômio [x1, x2][x3, x4] é uma identidade (ordinária)
para UT2(F ). Logo, os seguintes polinômios

[y1, y2][y3, y4], [y1, y2][y3, z1], [y1, y2][z1, z2],

[z1, z2][z3, z4], [z1, z2][y1, z3], [z1, z2][y1, y2],

[y1, z1][y2, z2], [y1, z1][y2, y3], [y1, z1][z2, z3],

são ∗-identidades para (UT2(F ), ∗) para qualquer involução ∗ de UT2(F ).
O conjunto Id(A, ∗) das ∗-identidades de A tem uma propriedade similar ao caso or-

dinário. Para descrevê-la, definiremos o conceito de T (∗)-ideal.

Definição 1.4.5. Um T (∗)-ideal de F 〈Y ∪ Z〉 é um ∗-ideal de F 〈Y ∪ Z〉 fechado por ∗-
endomorfismos de F 〈Y ∪ Z〉.

A definição acima está dizendo que um ∗-ideal I é um T (∗)-ideal se

ϕ(I) ⊆ I

para todo ∗-homomorfismo ϕ : F 〈Y ∪ Z〉 → F 〈Y ∪ Z〉.
Olhando para a Definição 1.4.1 é fácil ver que Id(A, ∗) é um T (∗)-ideal. Reciprocamente,

se I é um T (∗)-ideal, então I = Id(A, ∗) para alguma álgebra com involução (A, ∗). De fato,
basta considerar

A =
F 〈Y ∪ Z〉

I

com involução
(f + I)∗ = f ∗ + I

para todo f ∈ F 〈Y ∪ Z〉.
Pelos Fatos 1 e 2 da página anterior, note que um ∗-ideal I de F 〈Y ∪Z〉 é um T (∗)-ideal

se, e somente se,
f(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) ∈ I

para todo f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ I, g1, . . . , gn ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ e h1, . . . , hm ∈ F 〈Y ∪ Z〉−.

Definição 1.4.6. Seja S um subconjunto de F 〈Y ∪ Z〉. Definimos o T (∗)-ideal gerado por
S como sendo a interseção de todos os T (∗)-ideais que contêm S. Denotamos ele por

〈S〉T (∗).

Com base no parágrafo anterior a Definição 1.4.6, temos o seguinte resultado:

Lema 1.4.7. Se S é um subconjunto de F 〈Y ∪ Z〉, então 〈S〉T (∗) é gerado, como espaço
vetorial, pelos elementos

gf(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm)g′

onde f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ S ∪ S∗, g1, . . . , gn ∈ F 〈Y ∪ Z〉+, h1, . . . , hm ∈ F 〈Y ∪ Z〉− e
g, g′ ∈ F 〈Y ∪ Z〉. Aqui S∗ denota o conjunto

S∗ = {f ∗ | f ∈ S}.

Dada uma álgebra com involução (A, ∗), um dos problemas da área de PI-álgebra consiste
em descrever as suas ∗-identidades. Mais especificamente, procura-se obter um conjunto
gerador de Id(A, ∗) como T (∗)-ideal. Para isso, precisamos de um novo conceito:
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Definição 1.4.8. Um polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪Z〉 é chamado Y -próprio
se f é combinação linear de polinômios do tipo

zr11 · · · zrmm f1 · · · ft

onde t ≥ 0, r1, . . . , rm ≥ 0 e f1, . . . , ft ∈ F 〈Y ∪ Z〉 são comutadores de comprimento ≥ 2.
Denotamos por B o conjunto de todos os polinômios Y -próprios.

Na definição acima, se t = 0, então convencionamos f1 · · · ft = 1. Usando o mesmo
argumento que [10, Proposição 4.3.3], temos pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que
todo elemento g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 é combinação linear de polinômios do
tipo

ys11 · · · ysnn g(s1,...,sn) (1.6)

onde s1, . . . , sn ≥ 0 e g(s1,...,sn) ∈ B. O leitor também pode consultar [11, Seção 2] para a
verificação do fato.

Proposição 1.4.9. Seja f ∈ F 〈Y ∪ Z〉 e w ∈ Y ∪ Z. Escreva

f =
dw∑
i=0

f (i)

onde f (i) é a componente homogênea de f referente a variável w com grau degw f
(i) = i. Se

dw < |F | então
〈f〉T (∗) = 〈f (0), f (1), . . . , f (dw)〉T (∗).

Demonstração. Argumentos similares a demonstração de [10, Proposição 4.2.3].

Proposição 1.4.10. Seja I um T (∗)-ideal de F 〈Y ∪ Z〉.

a) Se F é um corpo infinito, então I é gerado, como T (∗)-ideal, por seus elementos multi-
homogêneos.

b) Se F é um corpo de car(F ) = 0, então I é gerado, como um T (∗)-ideal, por seus
elementos multilineares.

Demonstração. Para a demonstração, usamos a Proposição 1.4.9 e argumentos similares a
demonstração de [10, Proposição 4.2.3].

Proposição 1.4.11. Seja I um T (∗)-ideal de F 〈Y ∪ Z〉.

a) Se F é um corpo infinito, então I é gerado, como T (∗)-ideal, por seus elementos Y -
próprios multi-homogêneos.

b) Se F é um corpo de car(F ) = 0, então I é gerado, como um T (∗)-ideal, por seus
elementos Y -próprios multilineares.

Demonstração. Veja [11, Lema 2.1]. Lá consta uma demonstração similar a [10, Proposição
4.3.3].
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Proposição 1.4.12. Seja F um corpo infinito e seja I um T (∗)-ideal de F 〈Y ∪Z〉. Considere
W ⊂ B tal que

{w + (B ∩ I) : w ∈ W}

é uma base para o espaço vetorial quociente B/(B∩I). Então o conjunto de todos polinômios

ys11 · · · ysnn w + I,

onde s1, . . . , sn ≥ 0, n ≥ 1 e w ∈ W , é uma base para o espaço vetorial quociente F 〈Y ∪Z〉/I.

Demonstração. Argumentos similares a demonstração de [10, Proposição 4.3.11].

Finalizamos a seção com o seguinte: como já foi comentado em (1.5), temos que

F 〈Y ∪ Z〉 = F 〈Y ∪ Z〉+ ⊕ F 〈Y ∪ Z〉−.

Portanto:

Lema 1.4.13. Seja f = f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 e escreva

f = f+ + f−

onde f+ ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ e f− ∈ F 〈Y ∪ Z〉−. Considere uma álgebra com involução (A, ∗). Se

f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ A−

para todos Y1, . . . , Yn ∈ A+ e Z1, . . . , Zm ∈ A−, então f+ ∈ Id(A, ∗).

Demonstração. Sejam Y1, . . . , Yn ∈ A+ e Z1, . . . , Zm ∈ A−. Como f+ ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ temos
que f+(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ A+. Mas

f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm)− f−(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) = f+(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm)

pertence a A−. Logo, f+(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) pertence a A+ ∩ A− = 0, isto é,

f+(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) = 0

como era o desejado.



Caṕıtulo 2

∗-identidades polinomiais para UT2(F )

Ao longo deste caṕıtulo, todas as involuções consideradas serão do primeiro tipo, e F será
um corpo de car(F ) 6= 2.

Em [32], Di Vincenzo, Koshlukov e La Scala descreveram Id(UT2(F ), ∗) quando F é
infinito. Neste caṕıtulo descreveremos Id(UT2(F ), ∗) quando F é finito. Os resultados aqui
obtidos estão publicados em [31] e fazem parte do trabalho realizado durante o doutorado.

2.1 ∗-identidades polinomiais para (UT2(F ), ?)

Seja F um corpo de car(F ) 6= 2. Nesta seção descreveremos Id(UT2(F ), ?) quando F é finito.
Relembramos a definição de ? em (1.4):(

a c
0 b

)?
=

(
b c
0 a

)
(2.1)

para todos a, b, c ∈ F . Consideraremos apenas esta involução. Assim, todos os resultados e
discussões desta seção dizem respeito a essa involução ?. A outra involução de UT2(F ) será
analisada na próxima seção.

Denote por eij a matriz com entrada (i, j) igual a 1 e demais entradas igual a 0.

Lema 2.1.1. Os conjuntos {e11 + e22, e12} e {e11 − e22} formam uma base para os espaços
vetoriais UT2(F )+ e UT2(F )− respectivamente.

Demonstração. Note que (e11 + e?11) = (e11 + e22) ∈ UT2(F )+, (e12 + e?12) = 2e12 ∈ UT2(F )+

e (e11 − e?11) = (e11 − e22) ∈ UT2(F )−. Como as 3 matrizes são linearmente independentes,
segue que elas formam uma base para UT2(F ). Assim, de

UT2(F ) = UT2(F )+ ⊕ UT2(F )−

segue que {e11 + e22, e12} e {e11 − e22} formam uma base para UT2(F )+ e UT2(F )− respec-
tivamente.

Lema 2.1.2. Sejam y ∈ UT2(F )+, z ∈ UT2(F )−. Considere a, b, c ∈ F tais que

y =

(
a b
0 a

)
e z =

(
c 0
0 −c

)
. (2.2)

Então

[z, y] =

(
0 2bc
0 0

)
e yi =

(
ai iai−1b
0 ai

)
,

para todo i ≥ 1.

14
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Demonstração. Temos

[z, y] =

(
c 0
0 −c

)(
a b
0 a

)
−
(
a b
0 a

)(
c 0
0 −c

)
=

(
0 2bc
0 0

)
.

Para a outra igualdade, suponha que o resultado é verdadeiro para i− 1. Logo,

yi = yi−1y =

(
ai−1 (i− 1)ai−2b

0 ai−1

)(
a b
0 a

)
=

(
ai iai−1b
0 ai

)
.

Completamos a demonstração.

Lema 2.1.3. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Os polinômios

[y1, y2], [z1, z2], [y1, z1][y2, z2], z1y1z2 − z2y1z1 (2.3)

pertencem a Id(UT2(F ), ?).

Demonstração. A demonstração é consequência direta do Lema 1.4.3 e Lema 2.1.1.

Definição 2.1.4. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Denotaremos por I o T (∗)-
ideal gerado pelo conjunto (2.3).

O seguinte teorema está provado em [32].

Teorema 2.1.5. Seja F um corpo infinito. Considere a involução ? definida em (2.1).
Então Id(UT2(F ), ?) = I. Além disso, o espaço vetorial quociente F 〈Y ∪ Z〉/I tem uma
base formada por todos polinômios da forma

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm [zm, yk] + I e ys11 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm + I (2.4)

onde n ≥ 1, m ≥ 1, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, k ≥ 1.

Demonstração. A primeira parte do enunciado está provada em [32, Teorema 3.1], isto é,
Id(UT2(F ), ?) = I. Para a segunda parte, está provado em [32, Teorema 3.1] que o espaço
vetorial quociente B/B ∩ I tem uma base constitúıda pelos elementos da forma

zr11 · · · zrmm [zm, yk] +B ∩ I e zr11 · · · zrmm +B ∩ I (2.5)

onde m ≥ 1, r1, . . . , rm ≥ 0, k ≥ 1. Pela Proposição 1.4.12 segue que o espaço vetorial
quociente F 〈Y ∪ Z〉/I tem uma base formada por todos polinômios da forma (2.4).

Lema 2.1.6. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Os seguintes polinômios per-
tencem a I:

f = z1[z2, y1]− z2[z1, y1], g = [z1z2, y1] e h = [z1, y1]z2 + z2[z1, y1].

Demonstração. Para f temos a igualdade:

f = (z1z2y1 − z1y1z2)− (z2z1y1 − z2y1z1) = [z1, z2]y1 − (z1y1z2 − z2y1z1).

Como [z1, z2] e (z1y1z2 − z2y1z1) pertencem a I, segue que f ∈ I.
Para g temos a igualdade:

2g = [2z1z2, y1] = [2z1z2 + z2z1 − z2z1, y1] = [z1z2 + z2z1, y1] + [[z1, z2], y1].

Como [y1, y2] ∈ I e (z1z2 + z2z1) é simétrico, segue do Lema 1.4.7 que [z1z2 + z2z1, y1] ∈ I.
Temos também que [[z1, z2], y1] ∈ I, pois [z1, z2] ∈ I. Logo, 2g ∈ I, isto é, g ∈ I.

Como f, g ∈ I temos

h+ I = [z1, y1]z2 + z1[z2, y1] + I = [z1z2, y1] + I = I.

Logo, h ∈ I.
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Para o próximo resultado, denotaremos por Sm o grupo simétrico de grau m.

Lema 2.1.7. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Para todo σ ∈ Sm+1 temos:

i) zσ(1) · · · zσ(m)[zσ(m+1), y1] + I = z1 · · · zm[zm+1, y1] + I,

ii) z1 · · · zm[zm+1, y1] + I = (−1)m[zm+1, y1]z1 · · · zm + I.

Demonstração. Para o item i) usamos que [zi, zj] ∈ I (por definição) e (zi[zj, y1]−zj[zi, y1]) ∈
I (por Lema 2.1.6). Assim,

zizj + I = zjzi + I e zi[zj, y1] + I = zj[zi, y1] + I.

Combinando as duas igualdades temos a demonstração de i) conclúıda.
Para o item ii) usamos que ([zm+1, y1]zj + zj[zm+1, y1]) ∈ I, veja Lema 2.1.6. Assim,

[zm+1, y1]zj + I = −zj[zm+1, y1] + I, (2.6)

e aplicando m vezes esta igualdade provamos o item ii).

Definição 2.1.8. Se f ∈ F 〈Y ∪Z〉+, dizemos que f tem sinal positivo. Se f ∈ F 〈Y ∪Z〉−,
dizemos que f tem sinal negativo.

Lema 2.1.9. Sejam p1, p2 ∈ F 〈Y ∪ Z〉 e seja u = [w1, w2, . . . , wn] um comutador de com-
primento n ≥ 2 tal que w1, w2, . . . , wn ∈ Y ∪ Z.

a) Se p1, p2 têm o mesmo sinal, então [p1, p2] tem sinal negativo.

b) Se p1, p2 têm sinais opostos, então [p1, p2] tem sinal positivo.

c) Se u tem sinal negativo, então [w1, w2, . . . , wn−1] e wn têm o mesmo sinal.

d) Se u tem sinal positivo, então [w1, w2, . . . , wn−1] e wn têm sinais opostos.

Demonstração. Como

[p1, p2]∗ = (p1p2)∗ − (p2p1)∗ = p∗2p
∗
1 − p∗1p∗2 = [p∗2, p

∗
1] = −[p∗1, p

∗
2],

temos os itens a) e b) provados.
Por indução em n e pelos itens a) e b) segue que

[w1, w2, . . . , wn−1] ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ ∪ F 〈Y ∪ Z〉−.

Agora aplicamos a) e b) novamente para obter c) e d).

A prova da seguinte proposição é similar à prova do [32, Teorema 3.1]. Uma pequena
adaptação é necessária, pois agora o corpo F pode ser finito também.

Proposição 2.1.10. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). O espaço vetorial quo-
ciente F 〈Y ∪ Z〉/I é gerado pelos elementos

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm [zm, yk] + I e ys11 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm + I (2.7)

onde n ≥ 1, m ≥ 1, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, k ≥ 1.
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Demonstração. Por (1.6), o espaço F 〈Y ∪ Z〉/I é gerado pelos elementos f + I com

f = ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm f1 · · · ft

onde n ≥ 1, m ≥ 1, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, t ≥ 0, e cada fi é um comutador de
comprimento ≥ 2 para todo i.

Se t = 0, então f + I tem a forma dos elementos em (2.7).
Suponha t ≥ 2. Pelo Lema 2.1.9 temos

f1, f2 ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ ∪ F 〈Y ∪ Z〉−.

Dois casos podem ocorrer:
a) f1 ou f2 é antissimétrico. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - c, temos que f1 ou f2 pertence

a
〈[y1, y2], [z1, z2]〉T (∗).

Logo,
f ∈ 〈[y1, y2], [z1, z2]〉T (∗) ⊆ I.

b) f1 e f2 são simétricos. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - d, temos que

f1f2 ∈ 〈[y1, z1][y2, z2]〉T (∗).

Logo,
f ∈ 〈[y1, z1][y2, z2]〉T (∗) ⊆ I.

Acabamos de mostrar que se t ≥ 2, então f + I = I.
Para finalizar, considere t = 1. Denote

f1 = [w1, . . . , wl+1],

onde w1, . . . , wl+1 ∈ Y ∪Z. Se f1 ∈ I, então f ∈ I. Suponha f1 /∈ I. Pelo item a) acima temos
que f1 é simétrico. Afirmamos que f1 é um comutador do tipo [zi1 , yk, zi2 , zi3 , . . . , zil ]. Com
efeito, claramente w1 ∈ Z e w2 ∈ Y (ou vice-versa). Logo, [w1, w2] = [zi1 , yk] para alguns
i1, k. Suponha [w1, . . . , wt] = [zi1 , yk, zi2 , zi3 , . . . , zit−1 ]. Então esse polinômio é simétrico
(veja Lema 2.1.9). Logo, wt+1 necessariamente é zit para algum it. Prosseguindo com este
argumento teremos

f1 = [zi1 , yk, zi2 , zi3 , . . . , zil ].

Agora, podemos escrever f1 como soma de polinômios ±u onde

u = zj1 · · · zjt [zi1 , yk]zjt+2 · · · zjl .

Pelo Lema 2.1.7,
u+ I = ±zj1 · · · zjtzjt+2 · · · zjl [zi1 , yk] + I.

Provamos que f + I é combinação linear de polinômios

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm zj1 · · · zjtzjt+2 · · · zjl [zi1 , yk] + I. (2.8)

Agora usamos o Lema 2.1.7 para reordenar as variáveis zi em (2.8). Assim f + I é do tipo
(2.7), como queŕıamos provar.
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De agora até o fim desta seção, F denotará um corpo finito com q elementos. Denote
por J o T (∗)-ideal gerado pelos polinômios

[y1, y2], [z1, z2], [y1, z1][y2, z2], z1y1z2 − z2y1z1,

(yq1 − y1)[z1, y2], (yq1 − y1)(yq2 − y2), (2.9)

zq1 − z1, (zq−1
1 − 1)[z1, y1], (yq1 − y1)z1 − 2−1[z1, y1]. (2.10)

Como I é gerado, como T (∗)-ideal, pelos elementos em (2.3), temos que I ⊆ J .

Lema 2.1.11. Seja F um corpo finito com q elementos. Então J ⊆ Id(UT2(F ), ?).

Demonstração. Pelo Lema 2.1.3, os polinômios em (2.3) pertencem a Id(UT2(F ), ?). Pelo
Teorema 1.1.2 segue que

[x1, x2], (xq1 − x1) ∈ Id(F ).

Pelo parágrafo anterior a tal teorema, comentamos que

Id(UT2(F )) = (Id(F ))2.

Logo,
(xq1 − x1)[x2, x3], (xq1 − x1)(xq2 − x2) ∈ Id(UT2(F )).

Como consequência do Lema 1.4.4 temos que os polinômios em (2.9) pertencem a

Id(UT2(F ), ?).

Agora analisaremos os polinômios em (2.10). Sejam z ∈ UT2(F )− e y ∈ UT2(F )+. Temos

z =

(
c 0
0 −c

)
e y =

(
a b
0 a

)
para alguns a, b, c ∈ F (veja Lema 2.1.1). Claramente

zi =

(
ci 0
0 (−c)i

)
, (2.11)

e como cq = c, temos zq = z. Provamos que (zq1 − z1) ∈ Id(UT2(F ), ?).
Seja 1 = e11 + e22 a matriz identidade. Se c = 0 então z = 0 e (zq−1 − 1)[z, y] = 0. Se

c 6= 0 então cq−1 = 1. Logo,

(zq−1 − 1)[z, y] = (1− 1)[z, y] = 0.

Acabamos de mostrar que (zq−1
1 − 1)[z1, y1] ∈ Id(UT2(F ), ?).

Pelo Lema 2.1.2 e pelo fato de que a car(F ) divide a cardinalidade do corpo (q é uma
potência de car(F )) temos yq = a1. Logo, a matriz (yq − y)z é igual a((

a 0
0 a

)
−
(
a b
0 a

))(
c 0
0 −c

)
=

(
0 −b
0 0

)(
c 0
0 −c

)
=

(
0 bc
0 0

)
= 2−1[z, y].

Para a última igualdade, veja Lema 2.1.2. Acabamos de mostrar que (yq1− y1)z1−2−1[z1, y1]
está em Id(UT2(F ), ?).

Pela definição de J conclúımos que J ⊆ Id(UT2(F ), ?).
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Do polinômio (yqi − yi)(y
q
j − yj) ∈ J resultam as seguintes igualdades:

yqi y
q
j + J = yqi yj + yiy

q
j − yiyj + J, (2.12)

y2q
i + J = 2yq+1

i − y2
i + J. (2.13)

Como [yi, yj] e [zi, zj] pertencem a J , segue que variáveis com mesmo sinal comutam em
F 〈Y ∪ Z〉/J , isto é,

yiyj + J = yjyi + J, (2.14)

zizj + J = zjzi + J. (2.15)

Definição 2.1.12. Seja F um corpo finito com q elementos. Para cada n ≥ 1 defina Λn

como o conjunto dos elementos (s1, . . . , sn) ∈ Zn tais que:

a) 0 ≤ s1, . . . , sn < 2q,

b) Se si ≥ q para algum i, então sj < q para todo j 6= i.

Proposição 2.1.13. Seja F um corpo finito com q elementos. O espaço vetorial quociente
F 〈Y ∪ Z〉/J é gerado pelos polinômios

ys11 · · · ysnn + J, (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1; : Υ1

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J, 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,

n ≥ 1, m ≥ 1; : Υ2

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk] + J, 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1. : Υ3

Demonstração. Considere os conjuntos Ψ1,Ψ2,Ψ3 definidos pelos elementos descritos abaixo:
ys11 · · · ysnn + J, s1, . . . , sn ≥ 0, n ≥ 1. : Ψ1

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, n ≥ 1, m ≥ 1,

rm ≥ 1. : Ψ2

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm [zm, yk] + J, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, n ≥ 1, m ≥ 1,

k ≥ 1. : Ψ3

Denote por (Ψi) e (Υi) os subespaços de F 〈Y ∪ Z〉/J gerados pelos conjuntos Ψi e Υi

respectivamente. Então (Υi) ⊆ (Ψi) e, em particular,

(Υ1) + (Υ2) + (Υ3) ⊆ (Ψ1) + (Ψ2) + (Ψ3). (2.16)

Como I ⊆ J , temos pela Proposição 2.1.10 que F 〈Y ∪Z〉/J = (Ψ1)+(Ψ2)+(Ψ3). Assim,
para provar esta proposição, devemos mostrar que vale a igualdade em (2.16).

Afirmação 1: (Ψ1) ⊆ (Υ1).
Seja f = ys11 · · · ysnn com s1, . . . , sn ≥ 0. Mostraremos que (f + J) ∈ (Υ1). Suponha que
si ≥ 2q para algum i. Aplicando algumas vezes a igualdade (2.13) obtemos

ysii + J =

2q−1∑
k=1

αky
k
i + J, (2.17)

para alguns αk ∈ F . Assim f + J é combinação linear de elementos do tipo y
s′1
1 · · · y

s′n
n + J

onde 0 ≤ s′1, . . . , s
′
n < 2q. Portanto podemos supor, sem perda de generalidade,

0 ≤ s1, . . . , sn < 2q
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em f . Se si, sj ≥ q para alguns i, j, então por (2.14) obtemos

f + J = ys11 · · · y
si
i · · · y

sj
j · · · ysnn + J = yqi y

q
jy

s1
1 · · · y

si−q
i · · · ysj−qj · · · ysnn + J.

Por (2.12),
yqi y

q
j + J = yqi yj + yiy

q
j − yiyj + J.

Logo, f + J = g1 + g2 − g3 + J , onde

g1 = yqi yjy
s1
1 · · · y

si−q
i · · · ysj−qj · · · ysnn ,

g2 = yiy
q
jy

s1
1 · · · y

si−q
i · · · ysj−qj · · · ysnn ,

g3 = yiyjy
s1
1 · · · y

si−q
i · · · ysj−qj · · · ysnn .

Como as variáveis y comutam no quociente F 〈Y ∪ Z〉/J (veja novamente (2.14)), podemos
ordenar as variáveis em g1, g2, g3 e obter f + J = f1 + f2 − f3 + J onde

f1 = ys11 · · · y
si
i · · · y

sj−q+1
j · · · ysnn ,

f2 = ys11 · · · y
si−q+1
i · · · ysjj · · · ysnn ,

f3 = ys11 · · · y
si−q+1
i · · · ysj−q+1

j · · · ysnn .

Observe o que acontece com os graus das variáveis y1, . . . , yn em f, f1, f2, f3. Usando em
f1, f2, f3 os mesmos argumentos como em f , após alguns passos, teremos (f + J) ∈ (Υ1).
Provamos que (Ψ1) ⊆ (Υ1).

Afirmação 2: (Ψ2) ⊆ (Υ2) + (Ψ3).
Seja f = ys11 · · · ysnn z

t1
1 · · · ztmm , onde s1, . . . , sn, t1, . . . , tm ≥ 0, tm ≥ 1, m ≥ 1. Mostraremos

que (f + J) ∈ (Υ2) + (Ψ3).
Por (2.10) temos zqi + J = zi + J . Então existem inteiros r1, . . . , rm tais que 0 ≤ ri < q,

rm ≥ 1 e
f + J = ys11 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm + J.

Pela Afirmação 1 podemos supor, sem perda de generalidade, que (s1, . . . , sn) ∈ Λn.
Se cada si < q temos que f + J ∈ (Υ2). Suponha si ≥ q para algum i. Então sj < q

para j 6= i e si ≤ 2q − 1. Por (2.10) temos

yqi zm + J = yizm + 2−1[zm, yi] + J.

Logo
ysii zm + J = ysi−q+1

i zm + 2−1ysi−qi [zm, yi] + J.

Então, por (2.14) e (2.15) temos que f + J = f1 + 2−1f2 + J , onde

f1 =ys11 · · · y
si−q+1
i · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm ,

f2 =ys11 · · · y
si−q
i · · · ysnn [zm, yi]z

r1
1 · · · zrm−1

m .

Pelo Lema 2.1.7 temos que

f2 + J = ±ys11 · · · y
si−q
i · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yi] + J ∈ (Ψ3).

Caso a) Se si < 2q − 1 temos que si − q + 1 < q. Logo, f1 + J ∈ Υ2.
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Caso b) Se si = 2q − 1, então f1 = ys11 · · · y
q
i · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm . Com racioćınio análogo ao

acima, segue que
f1 + J = g1 + 2−1g2 + J,

onde

g1 + J =ys11 · · · yi · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J ∈ Υ2,

g2 + J =ys11 · · · ŷi · · · ysnn [zm, yi]z
r1
1 · · · zrm−1

m + J

=± ys11 · · · ŷi · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yi] + J ∈ (Ψ3).

A demonstração da afirmação está completa.

Afirmação 3: (Ψ3) ⊆ (Υ3).
Seja f = ys11 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm [zm, yk]. Pelo Lema 2.1.7 temos que

f + J = ±ys11 · · · ysnn [zm, yk]z
r1
1 · · · zrmm + J.

Por (2.9) temos que
yqi [zm, yk] + J = yi[zm, yk] + J.

Por este fato, (2.14) e Lema 2.1.7 temos que

f + J = ±ys
′
1

1 · · · ys
′
n
n [zm, yk]z

r1
1 · · · zrmm + J = y

s′1
1 · · · ys

′
n
n z

r1
1 · · · zrmm [zm, yk] + J

com 0 ≤ s′1, . . . , s
′
n < q. Usando a igualdade zqi + J = zi + J temos que

f + J = y
s′1
1 · · · ys

′
n
n z

r′1
1 · · · zr

′
m
m [zm, yk] + J

onde 0 ≤ r′1, . . . , r
′
m < q. Se r′m < q − 1, então f + J ∈ (Υ3). Se rm = q − 1, usamos (2.10):

zq−1
m [zm, yk] + J = [zm, yk] + J.

Logo

f + J = y
s′1
1 · · · ys

′
n
n z

r′1
1 · · · z

r′m−1

m−1 [zm, yk] + J ∈ (Υ3).

Finalizamos a demonstração da Afirmação 3.

Pelas Afirmações 1, 2 e 3 temos que o “contido” de (2.16) é uma “igualdade”.

Lema 2.1.14. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J̃ = Id(UT2(F ), ?). O
conjunto dos polinômios

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk] + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q,
rm ≥ 1, n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1,

é linearmente independente em F 〈Y ∪ Z〉/J̃ .

Demonstração. Seja

f =
∑

n,m,k,s,r

α(n,m,k,s,r)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk],


s = (s1, . . . , sn),
r = (r1, . . . , rm),
α(n,m,k,s,r) ∈ F,

onde (n,m, k, s, r) satisfaz as condições do enunciado.
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Escolha matrizes arbitrárias

Yi =

(
ai bi
0 ai

)
e Zi =

(
ci 0
0 −ci

)
onde ai, bi, ci ∈ F . Temos que

Y s1
1 · · ·Y sn

n Zr1
1 · · ·Zrm−1

m =

(
δ ∗
0 ∗

)
onde δ = as11 · · · asnn c

r1
1 · · · crm−1

m .

Pelo Lema 2.1.2 temos que

Y s1
1 · · ·Y sn

n Zr1
1 · · ·Zrm−1

m [Zm, Yk] =

(
δ ∗
0 ∗

)(
0 2bkcm
0 0

)
=

(
0 2δbkcm
0 0

)
.

Uma vez que 2δbkcm = 2as11 · · · asnn c
r1
1 · · · crmm bk, segue que

f(Y1, Y2, . . . , Z1, Z2, . . .) =

(
0 θ
0 0

)
, onde θ =

∑
n,m,k,s,r

2α(n,m,k,s,r)a
s1
1 · · · asnn c

r1
1 · · · crmm bk.

Suponha que f ∈ J̃ . Então θ = 0 para todos

a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , c1, c2, . . . ∈ F.

Como degai θ, degbi θ, degci θ < q para todo i, temos pelo Lema 1.1.3 que α(n,m,k,s,r) = 0 para
todos n,m, k, s, r.

Lema 2.1.15. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J̃ = Id(UT2(F ), ?). O
conjunto de todos os polinômios

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk] + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1, (a)
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1, (b)

n ≥ 1, m ≥ 1,

é linearmente independente em F 〈Y ∪ Z〉/J̃ .

Demonstração. Seja

f1 =
∑

n,m,k,s,r

α(n,m,k,s,r)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk],


s = (s1, . . . , sn),
r = (r1, . . . , rm),
α(n,m,k,s,r) ∈ F,

com (n,m, k, s, r) satisfazendo (a). E seja

f2 =
∑
n,m,s,r

β(n,m,s,r)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm ,


s = (s1, . . . , sn),
r = (r1, . . . , rm),
β(n,m,s,r) ∈ F,

com (n,m, s, r) satisfazendo (b).

Suponhamos que f + J̃ = J̃ onde f = f1 + f2. Devemos mostrar que

α(n,m,k,s,r) = β(n,m,s,r) = 0
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para todo (n,m, k, s, r), (n,m, s, r). Sejam

Yi =

(
ai bi
0 ai

)
e Zi =

(
ci 0
0 −ci

)
onde ai, bi, ci ∈ F . Temos

f(Y1, Y2, . . . , Z1, Z2, . . .) =

(
ρ θ
0 λ

)
onde ρ, θ, λ ∈ F . Observe que f1(Y1, Y2, . . . , Z1, Z2, . . .) é uma matriz triangular superior
com a diagonal nula. Logo,

ρ = f2(a1, a2, . . . , c1, c2, . . .).

Uma vez que f ∈ J̃ , obtemos ρ = f2(a1, a2, . . . , c1, c2, . . .) = 0 para todo

a1, a2, . . . , c1, c2, . . . ∈ F.

Como degyi f2, degzi f2 < q para todo i, temos pelo Lema 1.1.3 que β(n,m,s,r) = 0 para todos

n,m, s, r. Assim, f = f1 e f1 + J̃ = J̃ . Consequentemente, pelo Lema 2.1.14, obtemos
α(n,m,k,s,r) = 0 para todos n,m, k, s, r.

Lema 2.1.16. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J̃ = Id(UT2(F ), ?). O
conjunto de todos os polinômios

ys11 · · · ysnn + J̃ , (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1,

é linearmente independente em F 〈Y ∪ Z〉/J̃ .

Demonstração. Demonstraremos por indução sobre n.
Para o caso n = 1, seja f + J̃ = J̃ onde

f(y1) =

2q−1∑
s=0

αsy
s
1, αs ∈ F.

Tome a matriz Y1 =

(
a 1
0 a

)
. Pelo Lema 2.1.2 temos Y j

1 =

(
aj jaj−1

0 aj

)
. Assim

f(Y1) =

(
f(a) f ′(a)

0 f(a)

)
onde f ′ é a derivada de f . Uma vez que f ∈ J̃ , temos f(a) = f ′(a) = 0 para todo a ∈ F .
Pelo Lema 1.1.4 segue que αs = 0 para todo s, como queŕıamos.

Suponha n > 1. Seja

f(y1, . . . , yn) =
∑

(s1,...,sn)∈Λn

α(s1,...,sn)y
s1
1 · · · ysnn ∈ J̃ . (2.18)

O polinômio f0 = f(0, y2, . . . , yn) está também em J̃ . Como f0 tem n − 1 variáveis, por
indução temos que α(0,s2,...,sn) = 0 para todo (0, s2, . . . , sn) ∈ Λn. Agora podemos supor que
s1 ≥ 1 em (2.18). Podemos escrever f da seguinte forma

f =

2q−1∑
i=1

yi1fi,
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onde fi está definido como abaixo:
a) Se 1 ≤ i < q então

fi =
∑

(s2,...,sn)∈Λn−1

α(i,s2,...,sn)y
s2
2 . . . ysnn .

b) Se q ≤ i ≤ 2q − 1 então

fi =

q−1∑
s2,...,sn=0

α(i,s2,...,sn)y
s2
2 . . . ysnn .

Considere as seguintes matrizes:

Y1 =

(
a1 1
0 a1

)
e Yi =

(
ai 0
0 ai

)
(i 6= 1)

onde aj ∈ F para todo j. Então

f(Y1, . . . , Yn) =

2q−1∑
i=1

(
ai1 iai−1

1

0 ai1

)
fi(Y2, . . . , Yn)

=

2q−1∑
i=1

(
ai1 iai−1

1

0 ai1

)(
fi(a2, . . . , an) 0

0 fi(a2, . . . , an)

)

=


2q−1∑
i=1

ai1fi(a2, . . . , an)

2q−1∑
i=1

iai−1
1 fi(a2, . . . , an)

0

2q−1∑
i=1

ai1fi(a2, . . . , an)

 .

Fixando a2, . . . , an ∈ F , defina o polinômio

f(a2,...,an)(y1) =

2q−1∑
i=1

yi1fi(a2, . . . , an).

Note que

f(Y1, . . . , Yn) =

(
f(a2,...,an)(a1) f ′(a2,...,an)(a1)

0 f(a2,...,an)(a1)

)
,

onde f ′(a2,...,an) é a derivada de f(a2,...,an). Como f ∈ J̃ , obtemos

f(a2,...,an)(a1) = f ′(a2,...,an)(a1) = 0

para todo a1 ∈ F . Pelo Lema 1.1.4 temos fi(a2, . . . , an) = 0 para todo i. Uma vez que
a2, . . . , an ∈ F podem ser tomados arbitrários, segue que fi é uma identidade polinomial
para F . Temos dois casos a considerar:

Caso 1. q ≤ i ≤ 2q − 1.
Do item b) acima, Lema 1.1.3 e do fato que fi é uma identidade polinomial para F , temos

α(i,s2,...,sn) = 0 para todo 0 ≤ s2, . . . , sn ≤ q − 1.
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Caso 2. 1 ≤ i < q.
Pelo Caso 1 segue que

f =

q−1∑
i=1

yi1fi .

Observe que degy1 f < q. Logo, pela Proposição 1.4.9, temos yi1fi ∈ J̃ para todo 1 ≤ i < q.

Como a matriz identidade é simétrica, segue que fi ∈ J̃ para todo 1 ≤ i < q. Uma vez
que cada fi tem n − 1 variáveis, por indução temos α(i,s2,...,sn) = 0 para todo 1 ≤ i < q e
(s2, . . . , sn) ∈ Λn−1.

Finalizamos a demonstração.

Teorema 2.1.17. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote por J o T (∗)-ideal
gerado pelos polinômios

[y1, y2], [z1, z2], [y1, z1][y2, z2], z1y1z2 − z2y1z1,

(yq1 − y1)[z1, y2], (yq1 − y1)(yq2 − y2), zq1 − z1,

(zq−1
1 − 1)[z1, y1], (yq1 − y1)z1 − 2−1[z1, y1].

Então Id(UT2(F ), ?) = J . Além disso, o espaço vetorial quociente F 〈Y ∪ Z〉/J tem uma
base formada por todos os polinômios da forma

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk] + J, 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J, 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,

n ≥ 1, m ≥ 1;
ys11 · · · ysnn + J, (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1.

.

Demonstração. Denote J̃ = Id(UT2(F ), ?). Seja U o subespaço de F 〈Y ∪Z〉/J̃ gerado pelos
elementos

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk] + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,

n ≥ 1, m ≥ 1.

Seja V o subespaço de F 〈Y ∪ Z〉/J̃ gerado pelos elementos

ys11 · · · ysnn + J̃ , (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1.

Afirmação 1: F 〈Y ∪ Z〉/J̃ = U ⊕ V .

Como J ⊆ J̃ (veja Lema 2.1.11), temos pela Proposição 2.1.13 que F 〈Y ∪ Z〉/J̃ = U + V .

Seja f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 tal que (f + J̃) ∈ U ∩ V . Como f + J̃ ∈ U ,
existe g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) que é combinação linear de

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk], 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,

n ≥ 1, m ≥ 1,
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tal que
f + J̃ = g + J̃ .

Como g(y1, . . . , yn, 0, . . . , 0) = 0 temos f(y1, . . . , yn, 0, . . . , 0)+ J̃ = J̃ . Por sua vez f+ J̃ ∈ V
implica que existe um polinômio h(y1, . . . , yn) que é combinação linear de

ys11 · · · ysnn , (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1,

tal que f + J̃ = h+ J̃ . Assim,

f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) + J̃ = h(y1, . . . , yn) + J̃ = f(y1, . . . , yn, 0, . . . , 0) + J̃ = J̃

como queŕıamos.

Afirmação 2: O espaço vetorial quociente F 〈Y ∪ Z〉/J̃ tem uma base formada pelos
polinômios da forma

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk] + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J̃ , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,

n ≥ 1, m ≥ 1;

ys11 · · · ysnn + J̃ , (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1.

.

De fato, isso é consequência direta da Afirmação 1, Lema 2.1.15 e Lema 2.1.16.

Afirmação 3: J = J̃ .
Já sabemos que J ⊆ J̃ . Provaremos a outra inclusão: Pela Proposição 2.1.13 e a Afirmação
2, existe um subconjunto Ω ⊂ F 〈Y ∪ Z〉 tal que

i) ΩJ = {ω + J | ω ∈ Ω} gera F 〈Y ∪ Z〉/J ;

ii) ΩJ̃ = {ω + J̃ | ω ∈ Ω} é base para F 〈Y ∪ Z〉/J̃ .

Seja f ∈ J̃ . Por i) temos que

f + J =
∑
w∈Ω

αωω + J, αω ∈ F.

Uma vez que J ⊆ J̃ temos

f + J̃ =
∑
w∈Ω

αωω + J̃ , αω ∈ F.

Como f ∈ J̃ , por ii) temos que αω = 0 para todo w ∈ Ω. Logo, f+J = J e consequentemente
f ∈ J .

2.2 ∗-identidades polinomiais para (UT2(F ), s)

Seja F um corpo de car(F ) 6= 2. Nesta seção descreveremos Id(UT2(F ), s) quando F é finito.
Relembramos a definição de s em (1.4):(

a c
0 b

)s
=

(
b −c
0 a

)
(2.19)

para todos a, b, c ∈ F . Consideraremos apenas esta involução.
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Lema 2.2.1. Os conjuntos {e11 + e22} e {e12, e11 − e22} formam uma base para os espaços
vetoriais UT2(F )+ e UT2(F )− respectivamente.

Demonstração. Note que (e11 + es11) = (e11 + e22) ∈ UT2(F )+, (e12− es12) = 2e12 ∈ UT2(F )−

e (e11 − es11) = (e11 − e22) ∈ UT2(F )−. Como as 3 matrizes são linearmente independentes,
segue que elas formam uma base para UT2(F ). Assim, de

UT2(F ) = UT2(F )+ ⊕ UT2(F )−

segue que {e11 + e22} e {e12, e11 − e22} formam uma base para UT2(F )+ e UT2(F )− respec-
tivamente.

Lema 2.2.2. Seja z ∈ UT2(F )−. Considere a, b ∈ F tais que

z =

(
a b
0 −a

)
.

Se i é par, então

zi =

(
ai 0
0 ai

)
. (2.20)

Se i é ı́mpar, então

zi =

(
ai ai−1b
0 −ai

)
. (2.21)

Demonstração. Temos

z2 =

(
a b
0 −a

)(
a b
0 −a

)
=

(
a2 0
0 a2

)
.

Logo,

zi =

(
ai 0
0 ai

)
se i é par.

Se i é ı́mpar, então

zi = zi−1z

(
ai−1 0

0 ai−1

)(
a b
0 −a

)
=

(
ai ai−1b
0 −ai

)
.

Finalizamos a demonstração.

Lema 2.2.3. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Os polinômios

[y1, y2], [z1, y1], [z1, z2][z3, z4], z1z2z3 − z3z2z1 (2.22)

pertencem a Id(UT2(F ), s).

Demonstração. A demonstração é consequência direta do Lema 1.4.3 e Lema 2.2.1.

Denotaremos por Is o T (∗)-ideal gerado pelo conjunto (2.22).
O seguinte teorema está provado em [32].

Teorema 2.2.4. Seja F um corpo infinito. Considere a involução s definida em (2.19).
Então Id(UT2(F ), s) = Is. Além disso, o espaço vetorial quociente F 〈Y ∪ Z〉/Is tem uma
base formada por todos polinômios da forma

ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Is e ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Is (2.23)

onde n ≥ 1, m ≥ 1, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, j > i.
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Demonstração. A primeira parte do enunciado está provada em [32, Teorema 3.2], isto é,
Id(UT2(F ), ?) = Is. Para a segunda parte, está provado em [32, Teorema 3.2] que o espaço
vetorial quociente B/B ∩ Is tem uma base constitúıda pelos elementos da forma

[zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Is e zr11 · · · zrmm + Is (2.24)

onde m ≥ 1, r1, . . . , rm ≥ 0, j > i. Pela Proposição 1.4.12 segue que o espaço vetorial
quociente F 〈Y ∪ Z〉/Is tem uma base formada por todos polinômios da forma (2.23).

Lema 2.2.5. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Os polinômios

f = [z3, z2]z1 − [z3, z1]z2 + [z2, z1]z3 e g = z1[z2, z3] + [z2, z3]z1

pertencem a Is.

Demonstração. Note que

f = z3z2z1 − z2z3z1 − z3z1z2 + z1z3z2 + z2z1z3 − z1z2z3

= (z3z2z1 − z1z2z3) + (z1z3z2 − z2z3z1) + (z2z1z3 − z3z1z2)

é soma de 3 polinômios em Is. Logo, f ∈ Is.
Agora,

g = z1z2z3 − z1z3z2 + z2z3z1 − z3z2z1

= (z1z2z3 − z3z2z1) + (z2z3z1 − z1z3z2)

é soma de 2 polinômios em Is. Logo, g ∈ Is.

Lema 2.2.6. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). Se m ≥ 1, então

z1 · · · zm[zm+1, zm+2] + Is = (−1)m[zm+1, zm+2]z1 · · · zm + Is.

Demonstração. Pelo Lema 2.2.5 temos que zi[zm+1, zm+2]+Is = −[zm+1, zm+2]zi+Is. Assim,

z1 · · · zm[zm+1, zm+2] + Is = −z1 · · · zm−1[zm+1, zm+2]zm + Is

= +z1 · · · zm−2[zm+1, zm+2]zm−1zm + Is
...

= (−1)m[zm+1, zm+2]z1 · · · zm + Is.

Finalizamos a demonstração.

Lema 2.2.7. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito) e seja m ≥ 1. Para todo σ ∈ Sm
temos que

[zm+1, zm+2]zσ(1) · · · zσ(m) + Is = [zm+1, zm+2]z1 · · · zm + Is.

Demonstração. Uma vez que [z1, z2][z3, z4] ∈ Is temos

[zm+1, zm+2]zizj + Is = [zm+1, zm+2]zjzi + Is.

Assim, pelo Lema 2.2.6,

[zm+1, zm+2]z1 · · · zizi+1 · · · zm + Is = (−1)i−1z1 · · · [zm+1, zm+2]zizi+1 · · · zm + Is

= (−1)i−1z1 · · · [zm+1, zm+2]zi+1zi · · · zm + Is

= [zm+1, zm+2]z1 · · · zi+1zi · · · zm + Is .

Finalizamos a demonstração.
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A prova da seguinte proposição é similar a prova do [32, Teorema 3.2]. Uma pequena
adaptação é necessária, pois agora o corpo F pode ser finito também.

Proposição 2.2.8. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). O espaço vetorial quoci-
ente F 〈Y ∪ Z〉/Is é gerado pelos elementos

ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Is e ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Is (2.25)

onde n ≥ 1, m ≥ 1, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, j > i.

Demonstração. Por (1.6), o espaço vetorial F 〈Y ∪Z〉/Is é gerado pelos elementos f+Is com

f = ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm f1 · · · ft

onde n ≥ 1, m ≥ 1, s1, . . . , sn, r1, . . . , rm ≥ 0, t ≥ 0, fi é comutador de comprimento ≥ 2
para todo i.

Se t = 0 então f + Is é como em (2.25).
Suponha que t ≥ 2. Pelo Lema 2.1.9 temos

f1, f2 ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ ∪ F 〈Y ∪ Z〉−.

Dois casos podem ocorrer:
a) f1 ou f2 é simétrico. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - d, temos que f1 ou f2 pertence a

〈[z1, y1]〉T (∗).

Logo,
f ∈ 〈[z1, y1]〉T (∗) ⊆ Is.

b) f1 e f2 são antissimétricos. Neste caso, pelo Lema 2.1.9 - c, temos que

f1f2 ∈ 〈[y1, y2], [z1, z2][z3, z4]〉T (∗).

Logo,
f ∈ 〈[y1, y2], [z1, z2][z3, z4]〉T (∗) ⊆ Is.

Acabamos de mostrar que se t ≥ 2, então f + Is = Is.
Suponhamos que t = 1 e f + Is 6= Is. Como f + Is 6= Is, segue que f1 é formado por

variáveis que estão apenas em Z, pois [z1, y1], [y1, y2] ∈ Is (veja Lema 2.1.9). Logo, f1 tem a
forma

f1 = [zi1 , zi2 , zi3 , . . . , zil ]

e o polinômio f = zr11 · · · zrmm f1 é combinação linear de polinômios u do tipo

u = zj1 · · · zjt [zi1 , zi2 ]zjt+1 · · · zjq .

Pelo Lema 2.2.6,
u+ Is = ±[zi1 , zi2 ]zj1 · · · zjq + Is.

Então f + Is é combinação linear de polinômios do tipo

ys11 · · · ysnn [zi1 , zi2 ]zj1 · · · zjq + Is. (2.26)

Usando o Lema 2.2.7 podemos ordenar as variáveis zjs in (2.26). Assim podemos supor, sem
perda de generalidade, que j1 ≤ . . . ≤ jq e i1 > i2.
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Por outro lado, pelo Lema 2.2.5, temos

[z3, z2]z1 + Is = [z3, z1]z2 − [z2, z1]z3 + Is. (2.27)

Suponhamos que i2 > j1. Por (2.27) temos

[zi1 , zi2 ]zj1 . . . zjq + Is = [zi1 , zj1 ]zi2zj2 . . . zjq − [zi2 , zj1 ]zi1zj2 . . . zjq + Is. (2.28)

Usando o Lema 2.2.7 novamente é posśıvel reordenar, se necessário, as variáveis z’s dos
monômios zi2zj2 . . . zjq e zi1zj2 . . . zjq em (2.28). Deste modo, podemos supor em (2.26) que
i1 > i2 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jq como era o desejado.

De agora até o fim desta seção, F denotará um corpo finito com q elementos. Denote
por Js o T (∗)-ideal gerado pelos polinômios

[y1, y2], [z1, y1], [z1, z2][z3, z4], z1z2z3 − z3z2z1,

(zq1 − z1)(zq2 − z2), [z1, z2](zq3 − z3), (2.29)

yq1 − y1, zq+1
1 − z2

1 , (zq1 − z1)z2 + z2(zq1 − z1). (2.30)

Como Is é gerado como T (∗)-ideal pelos elementos em (2.22), temos que Is ⊆ Js.

Lema 2.2.9. Seja F um corpo finito com q elementos. Então Js ⊆ Id(UT2(F ), s).

Demonstração. Pelo Lema 2.2.3, os polinômios em (2.22) pertencem a Id(UT2(F ), s).
Pelo Teorema 1.1.2 segue que

[x1, x2], (xq1 − x1) ∈ Id(F ).

Pelo parágrafo anterior a tal teorema, comentamos que

Id(UT2(F )) = (Id(F ))2.

Logo,
(xq1 − x1)(xq2 − x2), [x1, x2](xq3 − x3) ∈ Id(UT2(F )).

Consequentemente, pelo Lema 1.4.4, os polinômios em (2.29) estão em Id(UT2(F ), s).
Agora analisaremos os polinômios em (2.30). Sejam y ∈ UT2(F )+ e z ∈ UT2(F )−. Temos

y =

(
c 0
0 c

)
e z =

(
a b
0 −a

)
para alguns a, b, c ∈ F (veja Lema 2.2.1). Claramente,

yi =

(
ci 0
0 ci

)
.

Em particular, yq = y pois |F | = q. Provamos que o polinômio yq1 − y1, de (2.30), pertence
a Id(UT2(F ), s).

Para o segundo polinômio em (2.30), foi comentado na introdução deste caṕıtulo que a
car(F ) = p 6= 2. Neste caso, p é ı́mpar e consequentemente |F | = q é uma potência de p,
isto é, q é ı́mpar. Logo, q + 1 é par e por (2.20) segue que zq+1 = aq+11 = aqa1 = a21 = z2.
Provamos que zq+1

1 − z2
1 ∈ Id(UT2(F ), s).
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Para o terceiro polinômio em (2.30), usaremos a igualdade (2.21). Assim,

zq =

(
aq aq−1b
0 −aq

)
=

(
a aq−1b
0 −a

)
. (2.31)

Sejam Zi =

(
ai bi
0 −ai

)
. Então,

Zq
1 − Z1 =

(
0 aq−1

1 b1 − b1

0 0

)
.

Logo, (Zq
1 − Z1)Z2 + Z2(Zq

1 − Z1) é igual a(
0 (aq−1

1 − 1)b1

0 0

)(
a2 b2

0 −a2

)
+

(
a2 b2

0 −a2

)(
0 (aq−1

1 − 1)b1

0 0

)
= 0

Provamos que (zq1 − z1)z2 + z2(zq1 − z1) ∈ Id(UT2(F ), s).

Lema 2.2.10. Seja F um corpo finito com q elementos e seja m ≥ 1. Para todo i ≥ 1 temos

z1 · · · zm(zqi − zi) + Js = (−1)m(zqi − zi)z1 · · · zm + Js.

Demonstração. Por (2.30) temos que

zj(z
q
i − zi) + Js = −(zqi − zi)zj + Js.

Assim,

z1 · · · zm(zqi − zi) + Js = −z1 · · · zm−1(zqi − zi)zm + Js

= +z1 · · · zm−2(zqi − zi)zm−1zm + Js
...

= (−1)m(zqi − zi)z1 · · · zm + Js.

Finalizamos a demonstração.

Lema 2.2.11. Seja F um corpo finito com q elementos e seja u = z1 · · · zm, onde m ≥ 1.
Para todos i, j ≥ 1 temos

zqi uz
q
j + Js = ziuz

q
j + zqi uzj − ziuzj + Js.

Demonstração. Por (2.29) e Lema 2.2.10 obtemos

Js = (zqi − zi)(z
q
j − zj)u+ Js = ±(zqi − zi)u(zqj − zj)

= ±(zqi uz
q
j − ziuz

q
j − z

q
i uzj + ziuzj) + Js,

o que prova o lema.

Lema 2.2.12. Seja F um corpo finito com q elementos e seja m ≥ 0. Para todos i, j ≥ 1
temos

[zi, zj]z1 · · · zmzqm+1 + Js = [zi, zj]z1 · · · zm+1 + Js.
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Demonstração. Pelo Lema 2.2.6,

[zi, zj]z1 · · · zm(zqm+1 − zm+1) + Js = (−1)mz1 · · · zm[zi, zj](z
q
m+1 − zm+1) + Js.

Como [zi, zj](z
q
m+1 − zm+1) ∈ Js (veja (2.29)) temos o resultado demonstrado.

Lema 2.2.13. Seja F um corpo finito com q elementos. Para todo σ ∈ Sm vale

(zqm+1 − zm+1)zσ(1) · · · zσ(m) + Js = (zqm+1 − zm+1)z1 · · · zm + Js.

Demonstração. Como [zi, zi+1](zqm+1 − zm+1) ∈ Js (veja (2.29)), temos

zizi+1(zqm+1 − zm+1) + Js = zi+1zi(z
q
m+1 − zm+1) + Js.

Disso e do Lema 2.2.10 seguem as igualdades:

(zqm+1 − zm+1)z1 · · · zizi+1 · · · zm + Js =

= (−1)i+1z1 · · · zizi+1(zqm+1 − zm+1) · · · zm + Js

= (−1)i+1z1 · · · zi+1zi(z
q
m+1 − zm+1) · · · zm + Js

= (zqm+1 − zm+1)z1 · · · zi+1zi · · · zm + Js .

Usando este fato várias vezes concluiremos o resultado.

Lema 2.2.14. Seja F um corpo finito com q elementos. Então

[z2, z1]zq−1
1 + Js = −2(zq1 − z1)z2 + [z2, z1] + Js.

Demonstração. Como [z1, y1] + Js = Js temos que [z2, z
q−1
1 ] + Js = Js, pois zq−1

1 é simétrico.
Segue que

[z2, z1]zq−1
1 + Js = [z2, z1z

q−1
1 ]− z1[z2, z

q−1
1 ] + Js

= [z2, z
q
1] + Js

= z2z
q
1 − z

q
1z2 + Js. (2.32)

Por (2.30) temos
z2z

q
1 + Js = −zq1z2 + z1z2 + z2z1 + Js. (2.33)

Assim, substituindo (2.33) em (2.32) temos

[z2, z1]zq−1
1 + Js = (−zq1z2 + z1z2 + z2z1)− zq1z2 + Js

= −2zq1z2 + z1z2 + z2z1 + Js

= −2zq1z2 + 2z1z2 + [z2, z1] + Js = −2(zq1 − z1)z2 + [z2, z1] + Js.

Finalizamos a demonstração.

Lema 2.2.15. Seja F um corpo finito com q elementos. Dado m ≥ 0, denote u = z1 · · · zm.
Existe 0 6= α ∈ F tal que

[zi, zj]uz
q−1
i + Js = αzju(zqi − zi) + [zi, zj]u+ Js

para cada i, j ≥ 1.
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Demonstração. Pelos Lemas 2.2.7, 2.2.14 e 2.2.10 (respectivamente) temos

[zi, zj]uz
q−1
i + Js = [zi, zj]z

q−1
i u+ Js = −[zj, zi]z

q−1
i u+ Js

= (2(zqi − zi)zj − [zj, zi])u+ Js

= ±2zju(zqi − zi) + [zi, zj]u+ Js.

Finalizamos a demonstração.

Definição 2.2.16. Seja F um corpo finito com q elementos. Para cada m ≥ 1, defina ∆m

como o conjunto dos elementos (r1, . . . , rm) ∈ Zm tais que:

a) 0 ≤ r1, . . . , rm ≤ q,

b) Se ri = q para algum i, então rj < q para todo j 6= i.

Proposição 2.2.17. Seja F um corpo finito com q elementos. O espaço vetorial quociente
F 〈Y ∪ Z〉/Js é gerado pelos elementos

ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Js, 0 ≤ s1, . . . , sn, ri, . . . , rm < q,
ri, rj < q − 1, j > i, n ≥ 1, m ≥ 1 : Υ1

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Js, 0 ≤ s1, . . . , sn < q, (r1, . . . , rm) ∈ ∆m,

n ≥ 1, m ≥ 1 : Υ2

Demonstração. Sejam Ψ1,Ψ2 dois conjuntos definidos pelos elementos abaixo:{
ys11 · · · ysnn [zj, zi]z

ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Js, 0 ≤ s1, . . . , sn, ri, . . . , rm; j > i, n ≥ 1,m ≥ 1 : Ψ1

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Js, 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm; n ≥ 1,m ≥ 1 : Ψ2

Denote por (Υi) e (Ψi) os subespaços de F 〈Y ∪ Z〉/Js gerados pelos conjuntos Υi e Ψi,
respectivamente. Uma vez que Is ⊆ Js, pela Proposição 2.2.8 temos que

F 〈Y ∪ Z〉/Js = (Ψ1) + (Ψ2).

Assim, devemos provar que

(Υ1) + (Υ2) = (Ψ1) + (Ψ2).

A inclusão ⊆ é óbvia. Provaremos a outra inclusão.

Afirmação 1: (Ψ2) ⊆ (Υ2).
Seja f = yl11 · · · ylnn z

t1
1 · · · ztmm . Mostraremos que f+Js ∈ (Υ2). Por (2.30) temos que yqi +Js =

yi + Js. Logo, existem 0 ≤ s1, . . . , sn < q tais que

f + Js = ys11 · · · ysnn z
t1
1 · · · ztmm + Js.

Também por (2.30) temos que zq+1
j + Js = z2

j + Js. Logo, existem 0 ≤ r1, . . . , rm ≤ q tais
que

f + Js = ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Js.

Procederemos por indução sobre m.
O caso m = 1 é óbvio.
Suponha m = 2. Por (2.29) temos

zq1z
q
2 + Js = zq1z2 + z1z

q
2 − z1z2 + Js.
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Logo, ys11 · · · ysnn z
q
1z
q
2 + Js ∈ (Υ2).

Seja m ≥ 3. Por hipótese de indução podemos supor, sem perda de generalidade, que
(r1, . . . , rm−1) ∈ ∆m−1. Temos dois casos:
a) Se rm < q ou r1, . . . , rm−1 < q temos que (r1, . . . , rm) ∈ ∆m. Logo,

f + Js = ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Js ∈ (Υ2).

b) Suponha rm = q e rj = q para algum 1 ≤ j ≤ m − 1. Então ri < q para todo i 6= j e
i 6= m (pois (r1, . . . , rm−1) ∈ ∆m−1). Pelo Lema 2.2.11 temos

f + Js = uzqjvz
q
m + Js = uzjvz

q
m + uzqjvzm − uzjvzm + Js ∈ (Υ2),

onde u = ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · z

rj−1

j−1 e v = z
rj+1

j+1 · · · z
rm−1

m−1 , o que prova a Afirmação 1.

Afirmação 2: (Ψ1) ⊆ (Υ1) + (Ψ2).

Seja f = ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
li
i z

li+1

i+1 · · · zlmm , i < j ≤ m. Como já vimos na demonstração da
Afirmação 1, por (2.30) podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 ≤ s1, . . . , sn < q
e 0 ≤ li, . . . , lm ≤ q.

Pelo Lema 2.2.12 existem inteiros rk tais que 0 ≤ ri, . . . , rm < q e

f + Js = ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Js.

Então temos três casos:
a) Se ri, rj < q − 1 então f + Js ∈ Υ1 ⊂ (Υ1) + (Ψ2).

b) Se ri < q − 1 e rj = q − 1, pelo Lema 2.2.15 existe um α ∈ F tal que

f + Js = u[zj, zi]vz
q−1
j w + Js = αuziv(zqj − zj)w + u[zj, zi]vw + Js,

onde u = ys11 · · · ysnn , v = zrii · · · z
rj−1

j−1 e w = z
rj+1

j+1 · · · zrmm . Observe que

uziv(zqj − zj)w + Js ∈ (Ψ2)

e que
u[zj, zi]vw + Js ∈ Υ1.

Logo, f ∈ (Υ1) + (Ψ2).

c) Se ri = q − 1 então pelo Lema 2.2.14

f + Js = u[zj, zi]z
q−1
i v + Js = −2u(zqi − zi)zjv + u[zj, zi]v + Js

onde u = ys11 · · · ysnn e v = z
ri+1

i+1 · · · zrmm . Observe que pelo Lema 2.2.13

u(zqi − zi)zjv + Js = u(zqi − zi)z
ri+1

i+1 · · · z
rj+1
j · · · zrmm + Js ∈ (Ψ2).

Uma vez que a potência de zi em u[zj, zi]v é 1, pelos casos a) e b) temos que

u[zj, zi]v + Js ∈ (Υ1) + (Ψ2).

Pelas Afirmações 2 e 1 segue que (Ψ1) + (Ψ2) ⊆ (Υ1) + (Ψ2) ⊆ (Υ1) + (Υ2), como era o
desejado.
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Lema 2.2.18. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J̃s = Id(UT2(F ), s). O
subconjunto

{zi1 + J̃s | i = 1, . . . , q} ⊆ F 〈Y ∪ Z〉/J̃s
é linearmente independente.

Demonstração. Considere o polinômio f(z1) = α1z1 + . . . + αqz
q
1 ∈ J̃s, onde cada αi ∈ F .

Considere o seguinte elemento de UT2(F )−:

Z1 =

(
a 1
0 −a

)
,

onde a ∈ F . Então

Zi
1 =

(
ai δia

i−1

0 (−1)iai

)
com δi = (1 + (−1)i+1)/2 (veja (2.20) e (2.21)). Assim,

f(Z1) = E11e11 + E12e12 + E22e22 = 0

onde
E11 = α1a+ . . .+ αqa

q e E12 = α1δ1 + α2δ2a+ . . .+ αqδqa
q−1.

Note que E11 = 0 e E12 = 0 para todo a ∈ F . Pelo Lema 1.1.3, E12 = 0 implica que
αqδq = αq = 0. Logo,

E11 = α1a+ . . .+ αq−1a
q−1 = 0

para todo a ∈ F . Novamente pelo Lema 1.1.3 temos que αi = 0 para todo i = 1, . . . , q−1.

Lema 2.2.19. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J̃s = Id(UT2(F ), s). O
conjunto de todos polinômios{

[zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + J̃s, 0 ≤ ri, . . . , rm < q, ri, rj < q − 1, j > i, m ≥ 1;

zr11 · · · zrmm + J̃s, (r1, . . . , rm) ∈ ∆m, m ≥ 1,

é linearmente independente em F 〈Y ∪ Z〉/J̃s.

Demonstração. Seja 1 ≤ k ≤ m. Denote

zr11 · · · zrmm
z1zk

= zs11 · · · zsmm

onde s1 = r1 − 1, sk = rk − 1 e sj = rj se j 6= 1, k.

Considere f = g + h onde f ∈ J̃s,

g =
∑

αj,i,r[zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm

0 ≤ ri, . . . , rm < q, ri, rj < q − 1, j > i, m ≥ 1, r = (ri, . . . , rm), αj,i,r ∈ F , e

h =
∑

βrz
r1
1 · · · zrmm ,

r = (r1, . . . , rm) ∈ ∆m, m ≥ 1, βr ∈ F .
Se f = f0 + f1 onde
a) f0 é uma combinação linear de monômios w com degz1 w = 0,
b) f1 é uma combinação linear de monômios w com degz1 w ≥ 1,
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então f(0, z2, . . . , zm) = f0 ∈ J̃s. Em particular, f1 ∈ J̃s também. Portanto podemos supor,
sem perda de generalidade, que f = f(z1, . . . , zm) é uma combinação linear de monômios w
com degzi w ≥ 1 para todo i = 1, . . . ,m. Neste caso, escrevemos g como

g =
m∑
k=2

∑
r

α(k)
r [zk, z1]

zr11 · · · zrmm
z1zk

,

onde 1 ≤ r1, . . . , rm < q, r = (r1, . . . , rm), α
(k)
r ∈ F . Note que

[zk, z1]
zr11 · · · zrmm
z1zk

é multi-homogêneo com multigrau r = (r1, . . . , rm).
O polinômio g pode ser escrito como

g = g0 + g1zm + · · ·+ gq−1z
q−1
m ,

onde cada gj está definido abaixo:
a) Para j = 0,

g0 =
∑
rm=1

α(m,0)
r [zm, z1]

zr11 · · · z
rm−1

m−1

z1

,

onde 1 ≤ r1, . . . , rm−1 < q, r = (r1, . . . , rm−1, 1), α
(m,0)
r = α

(m)
r .

b) Para j = 1, . . . , q − 2,

gj =
m−1∑
k=2

∑
rm=j

α(k,j)
r [zk, z1]

zr11 · · · z
rm−1

m−1

z1zk
+

∑
rm=j+1

α(m,j)
r [zm, z1]

zr11 . . . z
rm−1

m−1

z1

,

onde 1 ≤ r1, . . . , rm < q, r = (r1, . . . , rm), α
(k,j)
r = α

(k)
r , α

(m,j)
r = α

(m)
r .

c) Para j = q − 1,

gq−1 =
m−1∑
k=2

∑
rm=q−1

α(k,q−1)
r [zk, z1]

zr11 . . . z
rm−1

m−1

z1zk

onde 1 ≤ r1, . . . , rm−1 < q, r = (r1, . . . , rm−1, q − 1), α
(k,q−1)
r = α

(k)
r .

O polinômio h pode ser escrito como

h = h1zm + · · ·+ hqz
q
m,

onde cada hj está definido abaixo:
a) Para j = 1, . . . , q − 1,

hj =
∑
rm=j

β(j)
r zr11 · · · z

rm−1

m−1 ,

onde β
(j)
r = βr, r = (r1, . . . , rm−1, j), (r1, . . . , rm−1) ∈ ∆m−1.

b) Para j = q,

hq =
∑
rm=q

β(q)
r zr11 · · · z

rm−1

m−1

onde 1 ≤ r1, . . . , rm−1 < q, r = (r1, . . . , rm−1, q), β
(q)
r = βr.
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Para f = g + h ∈ J̃s provaremos, por indução em m ≥ 1, que

α(k,j)
r = β(j)

r = 0

para todos r, k, j.

a) Suponha m = 1.
Neste caso, f = h e usamos o Lema 2.2.18.

b) Suponha m > 1.
Se

Zi =

(
ai 0
0 −ai

)
, ai ∈ F, i = 1, . . . ,m,

então f(Z1, . . . , Zm) = g(Z1, . . . , Zm)+h(Z1, . . . , Zm) = h(Z1, . . . , Zm). Na última igualdade
usamos o fato que

[Zk, Z1] = 0.

Continuando, como f ∈ J̃s segue que 0 = f(Z1, . . . , Zm) = h(Z1, . . . , Zm). Note que

h(Z1, . . . , Zm) =

q∑
j=1

hj(Z1, . . . , Zm−1)Zj
m = E11e11 + E22e22 = 0

onde E11, E22 ∈ F e

E11 = E11(a1, . . . , am) =

q∑
j=1

hj(a1, . . . , am−1)ajm =

q−1∑
j=2

hj(a1, . . . , am−1)ajm+

+ (h1(a1, . . . , am−1) + hq(a1, . . . , am−1))am.

Observe que usamos o fato aqm = am na última igualdade. Como E11 = 0, se fixarmos
a1, . . . , am−1 ∈ F então

E11(a1, . . . , am−1, x) ∈ Id(F ).

Pelo Lema 1.1.3 temos hj(a1, . . . , am−1) = 0 e (h1(a1, . . . , am−1)+hq(a1, . . . , am−1)) = 0 para
todo j = 2, . . . , q − 1. Como a1, . . . , am−1 são elementos arbitrários de F temos

(h1 + hq), h2, . . . , hq−1 ∈ Id(F ). (2.34)

Defina W1, . . . ,Wm ∈ UT2(F )− como segue:

Wi =

(
−ai 0
0 ai

)
se i = 1, . . . ,m− 1, e Wm =

(
−am 1

0 am

)
onde a1, . . . , am ∈ F . Note que

[Wk,W1] = 0
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se k 6= m. Logo,

f(W1, . . . ,Wm) =g(W1, . . . ,Wm) + h(W1, . . . ,Wm)

=

q−1∑
j=0

gj(W1, . . . ,Wm)W j
m +

q∑
j=1

hj(W1, . . . ,Wm−1)W j
m

=
∑
rm=1

α(m,0)
r [Wm,W1]

W r1
1 · · ·W

rm−1

m−1

W1

+

q−2∑
j=1

∑
rm=j+1

α(m,j)
r [Wm,W1]

W r1
1 · · ·W

rm−1

m−1

W1

W j
m+

q∑
j=1

hj(W1, . . . ,Wm−1)W j
m.

Olhando para as entradas (1, 1) e (2, 2) de hj(W1, . . . ,Wm−1) (no último somatório), temos
por (2.34) que

f(W1, . . . ,Wm) =
∑
rm=1

α(m,0)
r [Wm,W1]

W r1
1 · · ·W

rm−1

m−1

W1

+

q−2∑
j=1

∑
rm=j+1

α(m,j)
r [Wm,W1]

W r1
1 · · ·W

rm−1

m−1

W1

W j
m+

hq(W1, . . . ,Wm−1)(W q
m −Wm)

= E12e12 (2.35)

onde E12 ∈ F é dado por

E12 =

q−2∑
j=0

∑
rm=j+1

2α(m,j)
r ar11 · · · a

rm−1

m−1 a
j
m

+ hq(−a1, . . . ,−am−1)(aq−1
m − 1).

Como f ∈ J̃s, temos E12 = 0. Note que 1 ≤ r1, . . . , rm−1, rm ≤ q − 1 (por definição). Mais
ainda,

hq =
∑
rm=q

β(q)
r zr11 · · · z

rm−1

m−1

onde 1 ≤ r1, . . . , rm−1 ≤ q − 1 (por definição de hq). Assim, pelo Lema 1.1.3, segue que

α
(m,j)
r = 0 for all j = 0, . . . , q − 2, r = (r1, . . . , rm−1, j + 1), 1 ≤ r1, . . . , rm−1 ≤ q − 1; e

β
(q)
r = 0 para todo r = (r1, . . . , rm−1, q), 1 ≤ r1, . . . , rm−1 ≤ q − 1.

Em particular, hq = 0, g0 = 0 e

gj =
m−1∑
k=2

∑
rm=j

α(k,j)
r [zk, z1]

zr11 · · · z
rm−1

m−1

z1zk
+

∑
rm=j+1

α(m,j)
r [zm, z1]

zr11 . . . z
rm−1

m−1

z1

=
m−1∑
k=2

∑
rm=j

α(k,j)
r [zk, z1]

zr11 · · · z
rm−1

m−1

z1zk
,
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onde j = 1, . . . , q − 2, 1 ≤ r1, . . . , rm < q, r = (r1, . . . , rm). Assim,

f = g + h =

q−1∑
j=1

gjz
j
m +

q−1∑
j=1

hjz
j
m =

q−1∑
j=1

(gj + hj)z
j
m,

onde degzm(gj + hj) = 0 para todo j = 1, . . . , q − 1. Pela Proposição 1.4.9, segue que

(gj + hj)z
j
m ∈ J̃s para todo j = 1, . . . , q − 1. Assim,

(gj + hj)z
q+1
m = (gj + hj)z

j
mz

q−j+1
m ∈ J̃s

para todo j = 1, . . . , q − 1. Se A1, . . . , Am−1 ∈ UT2(F )− e Am = e11 − e22, então

0 = ((gj + hj)(A1, . . . , Am−1))Aq+1
m = (gj + hj)(A1, . . . , Am−1).

Portanto, (gj + hj) ∈ J̃s para todo j = 1, . . . , q − 1. Agora nós aplicamos a hipótese de
indução em cada (gj + hj) para completar a demonstração.

Lema 2.2.20. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote J̃s = Id(UT2(F ), s). Seja
Ω o conjunto formado por todos polinômios

ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm , 0 ≤ s1, . . . , sn, ri, . . . , rm < q,
ri, rj < q − 1, j > i, n ≥ 1, m ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm , 0 ≤ s1, . . . , sn < q,

(r1, . . . , rm) ∈ ∆m, n ≥ 1, m ≥ 1.

Então {f + J̃s : f ∈ Ω} é um subconjunto de F 〈Y ∪ Z〉/J̃s linearmente independente.

Demonstração. Seja f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) uma combinação linear dos polinômios em Ω

tais que f + J̃s = J̃s. Podemos escrever

f =
∑
s

ys11 · · · ysnn fs(z1, . . . , zm)

onde 0 ≤ s1, . . . , sn < q, s = (s1, . . . , sn) e fs(z1, . . . , zm) combinação linear de polinômios
em {

[zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm , 0 ≤ ri, . . . , rm < q, ri, rj < q − 1, j > i, m ≥ 1;
zr11 · · · zrmm , (r1, . . . , rm) ∈ ∆m, m ≥ 1.

Pela Proposição 1.4.9 temos

ys11 · · · ysnn fs(z1, . . . , zm) ∈ J̃s

para todo s. Substituindo y1 = . . . = yn = 1 obtemos que fs(z1, . . . , zm) ∈ J̃s. Agora pelo
Lema 2.2.19 temos o resultado desejado.

Teorema 2.2.21. Seja F um corpo finito com q elementos. Denote por Js o T (∗)-ideal
gerado pelos polinômios

[y1, y2], [z1, y1], [z1, z2][z3, z4] z1z2z3 − z3z2z1,

yq1 − y1, (zq1 − z1)(zq2 − z2), zq+1
1 − z2

1 ,

(zq1 − z1)z2 + z2(zq1 − z1), [z1, z2](zq3 − z3).
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Então Id(UT2(F ), s) = Js. Além disso, o espaço vetorial quociente F 〈Y ∪ Z〉/Js tem uma
base formada por todos polinômios da forma

ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + Js, 0 ≤ s1, . . . , sn, ri, . . . , rm < q,
ri, rj < q − 1, j > i, n ≥ 1, m ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + Js, 0 ≤ s1, . . . , sn < q,

(r1, . . . , rm) ∈ ∆m, n ≥ 1, m ≥ 1.

Demonstração. Denote J̃s = Id(UT2(F ), s). Uma vez que Js ⊆ J̃s, pela Proposição 2.2.17 o
conjunto

ys11 · · · ysnn [zj, zi]z
ri
i z

ri+1

i+1 · · · zrmm + J̃s, 0 ≤ s1, . . . , sn, ri, . . . , rm < q,
ri, rj < q − 1, j > i, n ≥ 1, m ≥ 1;

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm + J̃s, 0 ≤ s1, . . . , sn < q,

(r1, . . . , rm) ∈ ∆m, n ≥ 1, m ≥ 1.

gera o espaço F 〈Y ∪ Z〉/J̃s, e pelo Lema 2.2.20 é uma base.
Considere o conjunto Ω do enunciado do Lema 2.2.20. Então:
i) ΩJs = {ω + Js| ω ∈ Ω} gera F 〈Y ∪ Z〉/Js;
ii) ΩJ̃s

= {ω + J̃s| ω ∈ Ω} é base de F 〈Y ∪ Z〉/J̃s.
Mostraremos que J̃s ⊆ Js. Seja f ∈ J̃s. Por i) temos que

f + Js =
∑
w∈Ω

αωω + Js, αω ∈ F.

Uma vez que Js ⊆ J̃s temos

f + J̃s =
∑
w∈Ω

αωω + J̃s, αω ∈ F.

Como f ∈ J̃s, por ii) temos que αω = 0 para todo w ∈ Ω. Logo, f ∈ Js.
Finalizamos a demonstração.

Conclusão final

Seja F um corpo de caracteŕıstica diferente de 2 e ∗ uma involução de primeiro tipo sobre
UT2(F ). Pelo Corolário 1.3.1, temos

Id(UT2(F ), ∗) = Id(UT2(F ), ?) ou Id(UT2(F ), ∗) = Id(UT2(F ), s).

Quando F é finito, o Teorema 2.1.17 e o Teorema 2.2.21 mostram que Id(UT2(F ), ∗) é
finitamente gerado como T (∗)-ideal e geradores são obtidos explicitamente. Além disso,
obtemos uma base para o espaço vetorial quociente F 〈Y ∪ Z〉/Id(UT2(F ), ∗). Quando F é
infinito, como já foi mencionado, a descrição de Id(UT2(F ), ∗) já era conhecida e, neste caso,
Id(UT2(F ), ∗) é também finitamente gerado como T (∗)-ideal (ver Teorema 2.1.5 e Teorema
2.2.4). Logo, Id(UT2(F ), ∗) é finitamente gerado para toda involução ∗ de primeiro tipo e
todo corpo F de caracteŕıstica diferente de 2.



Caṕıtulo 3

∗-polinômios centrais para UT2(F )

Ao longo deste caṕıtulo, todas as involuções consideradas serão do primeiro tipo, e F será um
corpo de car(F ) 6= 2. Descreveremos o conjunto dos ∗-polinômios centrais de (UT2(F ),~)
para toda involução ~ e todo corpo F (finito ou infinito). Os resultados aqui obtidos são
originais e fazem parte do trabalho realizado durante o doutorado.

3.1 ∗-polinômios centrais

Ao longo desta seção, todas as involuções consideradas serão do primeiro tipo e o corpo
F será de car(F ) 6= 2. Pretendemos aqui dar as definições e resultados básicos que nor-
teiam o assunto ∗-polinômios centrais. Sugerimos as referências [5, 25, 28] para um melhor
entendimento.

Sejam X = {x1, x2, . . .} e X∗ = {x∗1, x∗2, . . .} dois conjuntos infinitos enumeráveis e dis-
juntos. Denote por F 〈X ∪ X∗〉 a álgebra associativa livre com unidade livremente gerada
por X ∪X∗ e considere a involução ∗ adotada até agora.

Definição 3.1.1. Seja (A,~) uma álgebra com involução. Um polinômio f ∈ F 〈X ∪X∗〉 é
chamado ∗-polinômio central (ou polinômio central com involução) para (A,~) se

ϕ(f) ∈ Z(A) (centro de A)

para todo homomorfismo com involução ϕ : F 〈X ∪ X∗〉 → A. Denotamos por C(A,~) o
conjunto de todos ∗-polinômios centrais de (A,~).

A demonstração do Lema 1.4.2 pode ser facilmente adaptada para provar o seguinte:

Lema 3.1.2. Um polinômio f(x1, x
∗
1, . . . , xn, x

∗
n) ∈ F 〈X ∪ X∗〉 é um ∗-polinômio central

para uma álgebra com involução (A,~) se, e somente se,

f(a1, a
~
1 , . . . , an, a

~
n ) ∈ Z(A)

para todos a1, . . . , an ∈ A.

Por comodidade, e quando não houver confusão de notação, denotaremos uma involução
qualquer sobre uma álgebra A por ∗.

Assim como no caso de ∗-identidades, no estudo de ∗-polinômios centrais é mais conve-
niente considerar a álgebra associativa livre F 〈Y ∪ Z〉, onde

Y = {y1, y2, . . .}, Z = {z1, z2, . . .}, yi = xi + x∗i e zi = xi − x∗i
para todo i ≥ 1.

A demonstração do Lema 1.4.3 pode ser facilmente adaptada para provar o seguinte:

41
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Lema 3.1.3. Um polinômio f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 é um ∗-polinômio central
para uma álgebra com involução (A, ∗) se, e somente se,

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) ∈ Z(A)

para todos a1, . . . , an ∈ A+ e b1, . . . , bm ∈ A−.

É fácil ver que
Id(A, ∗) ⊆ C(A, ∗)

para toda álgebra com involução (A, ∗).
O conjunto C(A, ∗) tem uma propriedade similar ao caso ordinário C(A). Para descrevê-

la, definiremos o conceito de T (∗)-espaço.

Definição 3.1.4. Um T (∗)-espaço de F 〈Y ∪Z〉 é um subespaço vetorial de F 〈Y ∪Z〉 fechado
por ∗-endomorfismos de F 〈Y ∪ Z〉.

A definição acima está dizendo que um subespaço H de F 〈Y ∪ Z〉 é um T (∗)-espaço se

ϕ(H) ⊆ H

para todo ∗-homomorfismo ϕ : F 〈Y ∪ Z〉 → F 〈Y ∪ Z〉. Olhando para a Definição 3.1.1 é
fácil ver que C(A, ∗) é um T (∗)-espaço.

Note que um subespaço H de F 〈Y ∪ Z〉 é um T (∗)-espaço se, e somente se,

f(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) ∈ H

para todo f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ H, g1, . . . , gn ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ e h1, . . . , hm ∈ F 〈Y ∪ Z〉−.

Definição 3.1.5. Seja W um subconjunto de F 〈Y ∪ Z〉. Definimos o T (∗)-espaço gerado
por W como sendo a interseção de todos os T (∗)-espaços que contêm W . Denotamos ele
por

〈W 〉TS(∗).

Com base no parágrafo anterior a Definição 3.1.5, temos o seguinte resultado:

Lema 3.1.6. Se W é um subconjunto de F 〈Y ∪ Z〉, então 〈W 〉TS(∗) é gerado, como espaço
vetorial, pelos elementos

f(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm)

onde f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ W , g1, . . . , gn ∈ F 〈Y ∪ Z〉+, h1, . . . , hm ∈ F 〈Y ∪ Z〉−.

Dada uma álgebra com involução (A, ∗), um dos problemas da área de PI-álgebra con-
siste em descrever os seus ∗-polinômios centrais. Mais especificamente, procura-se obter um
conjunto gerador de C(A, ∗) como T (∗)-espaço.

Proposição 3.1.7. Seja f ∈ F 〈Y ∪ Z〉 e w ∈ Y ∪ Z. Escreva

f =
dw∑
i=0

f (i)

onde f (i) é a componente homogênea de f referente a variável w com grau degw f
(i) = i. Se

dw < |F | então
〈f〉TS(∗) = 〈f (0), f (1), . . . , f (dw)〉TS(∗).
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Demonstração. Argumentos similares a demonstração de [10, Proposição 4.2.3].

Proposição 3.1.8. Seja H um T (∗)-espaço de F 〈Y ∪ Z〉.

a) Se F é um corpo infinito, então H é gerado, como T (∗)-espaço, por seus elementos
multi-homogêneos.

b) Se F é um corpo de car(F ) = 0, então H é gerado, como um T (∗)-espaço, por seus
elementos multilineares.

Demonstração. Para a demonstração, usamos a Proposição 3.1.7 e argumentos similares a
demonstração de [10, Proposição 4.2.3].

3.2 ∗-polinômios centrais para (UT2(F ), ?)

Seja F um corpo de car(F ) 6= 2. Nesta seção, descreveremos os ∗-polinômios centrais de
(UT2(F ), ?). Relembramos que (

a c
0 b

)?
=

(
b c
0 a

)
para todo a, b, c ∈ F . Usaremos os resultados da Seção 2.1 para este fim.

Lema 3.2.1. Seja
f(z1, . . . , zm) = z1z2 · · · zm

onde m ≥ 0. Se m é par, então f ∈ C(UT2(F ), ?). Se m é ı́mpar, então f /∈ C(UT2(F ), ?).

Demonstração. Suponha m = 2n para algum n ≥ 0. Se Zi = λi(e11 − e22), onde λi ∈ F ,
então

f(Z1, . . . , Z2n) = (λ1 · · ·λ2n)(e11 + e22) ∈ Z(UT2(F )).

Logo, f ∈ C(UT2(F ), ?).
Suponha m = 2n+ 1 para algum n ≥ 0. Então

f(e11 − e22, e11 − e22, . . . , e11 − e22) = e11 − e22.

Logo, f /∈ C(UT2(F ), ?).

Proposição 3.2.2. Seja

g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) = f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm)zm

onde f é um polinômio homogêneo na variável zm. Se g ∈ C(UT2(F ), ?) então

g ∈
(
Id(UT2(F ), ?) + 〈z1z2〉TS(∗)) .

Demonstração. Sejam Y1, . . . , Yn ∈ UT2(F )+ e Z1, . . . , Zm ∈ UT2(F )−. Então

f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) =

(
a c
0 b

)
e Zm =

(
d 0
0 −d

)
para alguns a, b, c, d ∈ F . Como f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm)zm ∈ C(UT2(F ), ?) obtemos

f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm)Zm =

(
ad −cd
0 −bd

)
∈ Z(UT2(F )).
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Assim cd = 0 e ad = −bd. Temos dois casos a analisar:

Caso 1. degzm f = 0.
Neste caso, f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) = f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm−1). Se d = 1, então

a = −b e c = 0. Assim, f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ UT2(F )−.

Caso 2. degzm f ≥ 1.
Neste caso, se d = 0 então f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) = 0 ∈ UT2(F )−. Se d 6= 0 então

a = −b e c = 0. Assim, f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ UT2(F )−.

Pelos dois casos temos f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ UT2(F )− para todos Y1, . . . , Yn ∈
UT2(F )+ e Z1, . . . , Zm ∈ UT2(F )−. Pelo Lema 1.4.13 podemos escrever f = f+ + f−, onde
f+ ∈ Id(UT2(F ), ?) e f− ∈ F 〈Y ∪ Z〉−. Portanto,

fzm = f+zm + f−zm ∈
(
Id(UT2(F ), ?) + 〈z1z2〉TS(∗)) .

A demonstração está completa.

Lema 3.2.3. Se n ≥ 1, então

z1 · · · z2n ∈
(
Id(UT2(F ), ?) + 〈z1z2〉TS(∗)) .

Demonstração. A demonstração é consequência direta do Lema 3.2.1 e Lema 3.2.2.

3.2.1 C(UT2(F ), ?) quando car(F ) = 0

Nesta subseção descreveremos os ∗-polinômios centrais de (UT2(F ), ?) quando car(F ) = 0.

Teorema 3.2.4. Seja F um corpo de car(F ) = 0. O conjunto de todos os ∗-polinômios
centrais de (UT2(F ), ?) é

C(UT2(F ), ?) = Id(UT2(F ), ?) + 〈z1z2〉TS(∗) + F.

Demonstração. Denote I = Id(UT2(F ), ?) e C = C(UT2(F ), ?). Pelo Lema 3.2.1 temos

C ⊇ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + F ).

Seja f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ C um polinômio multilinear. Provaremos que f ∈ (I +
〈z1z2〉TS(∗) + F ). Pelo Teorema 2.1.5 temos f + I = f + I, onde

f = αy1 · · · ynz1 · · · zm +
n∑
k=1

αky1 · · · ŷk · · · ynz1 · · · zm−1[zm, yk],

para alguns α, αk ∈ F . Assim, existe g ∈ I tal que f = f+g. Em particular, f = (f−g) ∈ C.

Caso 1. n = 0 e m = 0.
Neste caso, f = α e portanto f ∈ (F + I) ⊂ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + F ).

Caso 2. n = 0 e m > 0.
Neste caso,

f = αz1 · · · zm.
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Pelo Lema 3.2.1 temos que α = 0 ou m é par. Pelo Lema 3.2.3 obtemos f ∈ (I+〈z1z2〉TS(∗) +
F ).

Caso 3. n > 0 e m = 0.
Neste caso,

f = αy1 · · · yn.
Se α 6= 0 então

f(1, . . . , 1, e12) = αe12.

Assim f /∈ C e temos uma contradição. Portanto α = 0 e f ∈ I ⊂ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + F ).

Caso 4. n > 0 e m = 1.
Neste caso,

f = αy1 · · · ynz1 +
n∑
k=1

αky1 · · · ŷk · · · yn[z1, yk].

Como f ∈ C temos f(1, . . . , 1, e11 − e22) = α(e11 − e22) ∈ Z(UT2(F )). Assim α = 0 e

f =
n∑
k=1

αky1 · · · ŷk · · · yn[z1, yk].

Como f ∈ C temos f(1, . . . , 1, e12, 1, . . . , 1, e11 − e22) = 2αke12 ∈ Z(UT2(F )). Assim, αk = 0
para todo k = 1, . . . , n. Provamos que f ∈ I ⊂ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + F ).

Caso 5. n > 0 e m ≥ 2.

Pelo Lema 2.1.7 temos f + I = f + I = f + I, onde

f = αy1 · · · ynz1 · · · zm −
n∑
k=1

αky1 · · · ŷk · · · ynz1 · · · zm−2[zm−1, yk]zm.

Como I ⊂ C temos f ∈ C. Pela Proposição 3.2.2, obtemos f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗)). Assim,
f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗)) ⊂ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + F ).

Pelos cinco casos e Proposição 3.1.8, temos

C = I + 〈z1z2〉TS(∗) + F,

como era o desejado.

Observação. Na demonstração do teorema, foi utilizado no Caso 5 o Lema 2.1.7. Cha-
mamos a atenção do leitor para o fato que em tal lema a notação I denota o T (∗)-ideal
definido como em Definição 2.1.4. Como trata-se de um corpo F de car(F ) = 0 temos que
I = Id(UT2(F ), ?), conforme Teorema 2.1.5.

3.2.2 C(UT2(F ), ?) quando F é infinito de car(F ) > 2

Nesta subseção descreveremos os ∗-polinômios centrais de (UT2(F ), ?) quando F é infinito
de car(F ) > 2.

Começamos com a próxima proposição. Chamamos a atenção do leitor para o fato que:
resultado similar aparece em [2, Teorema 6 do Caṕıtulo 4] quando consideramos T -ideais da
álgebra de Lie livre. Resultado similar também aparece no estudo de T -espaços da álgebra
associativa livre.
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Proposição 3.2.5. Seja F um corpo infinito de car(F ) = p > 2. Se H é um T (∗)-
espaço, então H é gerado, como um T (∗)-espaço, por seus elementos multi-homogêneos
f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ H com multigrau

(pa1 , . . . , pan , pb1 , . . . , pbm),

onde a1, . . . , an, b1, . . . , bm ≥ 0.

Demonstração. Denote por HM o conjunto de todos elementos multi-homogêneos de H, e
por HPM o conjunto de todos elementos multi-homogêneos f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ H com
multigrau (pa1 , . . . , pan , pb1 , . . . , pbm) onde a1, . . . , an, b1, . . . , bm ≥ 0, n ≥ 0 e m ≥ 0.

Pela Proposição 3.1.8, segue que

H = 〈HM〉TS(∗).

Provaremos que 〈HM〉TS(∗) = 〈HPM〉TS(∗). É óbvio que 〈HM〉TS(∗) ⊇ 〈HPM〉TS(∗). Note que

〈HM〉TS(∗) ⊆ 〈HPM〉TS(∗) ⇔ HM ⊆ 〈HPM〉TS(∗). (3.1)

Seja g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ HM .
a) Se g ∈ HPM , então g ∈ 〈HPM〉TS(∗).
b) Suponha que g /∈ HPM . Denote por

d = (dy1 , . . . , dyn , dz1 , . . . , dzm)

o multigrau de g. Sem perda de generalidade, podemos assumir que degy1 g = dy1 não é uma
potência de p. Seja degy1 g = pkq, onde (p, q) = 1. Denote por

g(y1, y2, . . . , yn, yn+1, z1, . . . , zm)

à componente multi-homogênea de

g(y1 + yn+1, y2, . . . , yn, z1, . . . , zm)

com multigrau

d = (dy1 , dy2 , . . . , dyn , dyn+1 , dz1 , . . . , dzm) = (dy1 , dy2 , . . . , dyn , dyn+1 , dz1 , . . . , dzm)

onde
degy1 g = dy1 = pk e degyn+1

g = dyn+1 = pkq − pk.

Como F é um corpo infinito, temos g ∈ 〈g〉TS(∗). É conhecido que(
pkq

pk

)
= q 6= 0 mod p.

Assim, como

g(y1, y2, . . . , yn, y1, z1, . . . , zm) =

(
pkq

pk

)
g(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm),

temos g ∈ 〈g〉TS(∗). Provamos que 〈g〉TS(∗) = 〈g〉TS(∗). Agora podemos usar o mesmo
argumento em g. Após alguns passos, teremos 〈g〉TS(∗) = 〈h〉TS(∗) para algum h ∈ HPM .
Assim, g ∈ 〈HPM〉TS(∗). Provamos que 〈HM〉TS(∗) ⊆ 〈HPM〉TS(∗), como era o desejado.
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Lema 3.2.6. Seja F um corpo infinito de car(F ) = p > 2. Seja L o T (∗)-espaço

L = Id(UT2(F ), ?) + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗).

a) Então L ⊆ C(UT2(F ), ?).
b) Sejam a1, . . . , an ≥ 1. Se f(y1, . . . , yn) é um polinômio multi-homogêneo com multigrau

(pa1 , . . . , pan), então f ∈ L.

Demonstração. a) Seja Y1 ∈ UT2(F )+. Assim, Y1 =

(
a b
0 a

)
para alguns a, b ∈ F . Se i ≥ 1,

então

Y i
1 =

(
ai iai−1b
0 ai

)
.

Portanto, Y p
1 ∈ Z(UT2(F )) e yp1 ∈ C(UT2(F ), ?). Pelo Lema 3.2.1 temos

z1z2 ∈ C(UT2(F ), ?).

Logo, L ⊆ C(UT2(F ), ?).
b) Denote I = Id(UT2(F ), ?). Pelo Teorema 2.1.5,

f + I = αyp
a1

1 yp
a2

2 · · · ypann + I

para algum α ∈ F . Como [yi, yj] ∈ I (veja Teorema 2.1.5), obtemos

f + I = αyp
a1

1 · · · ypann + I = α
(
yp

a1−1

1 · · · ypan−1

n

)p
+ I

= α
(

1/2(yp
a1−1

1 · · · ypan−1

n + yp
an−1

n · · · yp
a1−1

1 )
)p

+ I

= αgp + I,

onde g = 1/2(yp
a1−1

1 · · · ypan−1

n + yp
an−1

n · · · yp
a1−1

1 ). Como g é um polinômio simétrico, temos
αgp ∈ 〈yp1〉TS(∗) e portanto f ∈ (I + 〈yp1〉TS(∗)) ⊆ L. A demonstração está completa.

Teorema 3.2.7. Seja F um corpo infinito de car(F ) = p > 2. O conjunto de todos ∗-
polinômios centrais de (UT2(F ), ?) é

C(UT2(F ), ?) = Id(UT2(F ), ?) + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗).

Demonstração. Denote I = Id(UT2(F ), ?) e C = C(UT2(F ), ?). Pelo Lema 3.2.6 temos

C ⊇ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Seja f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ C um polinômio multi-homogêneo com multigrau

(pa1 , . . . , pan , pb1 , . . . , pbm)

onde a1, . . . , an, b1, . . . , bm ≥ 0. Provaremos que f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)). Pelo
Teorema 2.1.5 obtemos f + I = f + I, onde

f =
n∑
k=1

αky
pa1
1 · · · yp

ak−1
k · · · ypann zp

b1

1 · · · zp
bm−1
m [zm, yk] +

+αyp
a1

1 · · · ypann zp
b1

1 · · · zp
bm

m
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para alguns α1, . . . , αn, α ∈ F .

Caso 1. n = 0 e m = 0.
Neste caso, f = α e então

f ∈ F ⊂ 〈yp1〉TS(∗) ⊂ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Caso 2. n ≥ 1 e m = 0.
Neste caso,

f = αyp
a1

1 · · · ypann .

Se ai = 0 para algum i, então

f = αyp
a1

1 · · · yi · · · yp
an

n

e f(1, . . . , 1, yi, 1, . . . , 1) = αyi ∈ C. Assim α = 0, f = 0 e

f ∈ I ⊂ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Suponha a1, . . . , an ≥ 1. Pelo Lema 3.2.6,

f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗))

e portanto f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Caso 3. m = 1 e bm = 0.
Neste caso,

f =
n∑
k=1

αky
pa1
1 · · · yp

ak−1
k · · · ypann [z1, yk] + αyp

a1

1 · · · ypann z1.

Como f ∈ C temos f(1, . . . , 1, z1) = αz1 ∈ C. Assim, α = 0 e

f =
n∑
k=1

αky
pa1
1 · · · yp

ak−1
k · · · ypann [z1, yk].

Se Y1 = . . . = Yk−1 = Yk+1 = . . . = Yn = e11 + e22, Yk = e11 + e22 + e12 e Z1 = e11 − e22,
então

f(Y1, . . . , Yn, Z1) = 2αke12 ∈ Z(UT2(F )).

Assim, αk = 0 para todo k = 1, . . . , n e f = 0. Portanto

f ∈ I ⊆ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Caso 4. m ≥ 2 e bm = 0.
Neste caso,

f =
n∑
k=1

αky
pa1
1 · · · yp

ak−1
k · · · ypann zp

b1

1 · · · z
pbm−1

m−1 [zm, yk] +

+αyp
a1

1 · · · ypann zp
b1

1 · · · z
pbm−1

m−1 zm.
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Pelo Lema 2.1.7 temos

zp
bm−1

m−1 [zm, yk] + I = zp
bm−1−1
m−1 zm[zm−1, yk] + I = −zp

bm−1−1
m−1 [zm−1, yk]zm + I.

Assim, f + I = f̃ zm + I onde

f̃ = −
n∑
k=1

αky
pa1
1 · · · yp

ak−1
k · · · ypann zp

b1

1 · · · z
pbm−1−1
m−1 [zm−1, yk] +

+αyp
a1

1 · · · ypann zp
b1

1 · · · z
pbm−1

m−1 .

Como f̃ zm ∈ C, pela Proposição 3.2.2 temos f̃ zm ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)). Portanto

f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Caso 5. m ≥ 1 e bm ≥ 1.
Pelo Lema 2.1.7,

zp
bm−1
m [zm, yk] + I = −zpbm−2

m [zm, yk]zm + I.

Assim, f + I = f̃ zm + I onde

f̃ = −
n∑
k=1

αky
pa1
1 · · · yp

ak−1
k · · · ypann zp

b1

1 · · · zp
bm−2
m [zm, yk] +

+αyp
a1

1 · · · ypann zp
b1

1 · · · zp
bm−1
m .

Como f̃ zm ∈ C, pela Proposição 3.2.2 temos

f̃ zm ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).

Portanto f ∈ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗)).
Pelos cinco casos, segue que

C ⊆ (I + 〈z1z2〉TS(∗) + 〈yp1〉TS(∗))

como era o desejado. A demonstração está completa.

3.2.3 C(UT2(F ), ?) quando F é um corpo finito

Nesta subseção descreveremos os ∗-polinômios centrais de (UT2(F ), ?) quando F é um corpo
finito com q elementos e car(F ) = p 6= 2. Fixaremos tal corpo ao longo de toda esta subseção.

Pelo Lema 2.1.2, se

y =

(
a b
0 a

)
então

yi =

(
ai iai−1b
0 ai

)
, yq =

(
aq qaq−1b
0 aq

)
=

(
a 0
0 a

)
(3.2)

para todos a, b ∈ F e i ≥ 1.
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Proposição 3.2.8. Seja F um corpo finito com q elementos. Então

ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2

é um ∗-polinômio central de (UT2(F ), ?) para todo inteiro l ≥ 0.

Demonstração. Denote f(y1, y2) = ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2 e considere

Yi =

(
ai bi
0 ai

)
,

onde ai, bi ∈ F , i = 1, 2. Por (3.2) temos

Y l
2 =

(
al2 lal−1

2 b2

0 al2

)
e Y q+l−1

2 =

(
al2 (l − 1)al−1

2 b2

0 al2

)
.

Logo,

Y q+l−1
2 − Y l

2 =

(
0 −al−1

2 b2

0 0

)
e lY1(Y q+l−1

2 − Y l
2 ) =

(
0 −la1a

l−1
2 b2

0 0

)
.

Por (3.2) temos

Y q
1 Y

l
2 =

(
a1 0
0 a1

)(
al2 lal−1

2 b2

0 al2

)
=

(
a1a

l
2 la1a

l−1
2 b2

0 a1a
l
2

)
.

Portanto

f(Y1, Y2) =

(
a1a

l
2 0

0 a1a
l
2

)
∈ Z(UT2(F ))

como era o desejado. A demonstração está completa.

Denote por V o T (∗)-espaço gerado pelos elementos da última proposição:

V =
〈
ly1(yq+l−1

2 − yl2) + yq1y
l
2 : l ≥ 0

〉TS(∗)
.

Pela Proposição 3.2.8, obtemos

V + Id(UT2(F ), ?) ⊆ C(UT2(F ), ?).

No ińıcio desta subseção usamos a notação car(F ) = p 6= 2 para denotar a caracteŕıstica de
F . Assim, se l = kp e y1 = 1 então ly1(yq+l−1

2 − yl2) + yq1y
l
2 = ykp2 . Portanto

ykp2 ∈ V (3.3)

Para todo k ≥ 0.
De agora em diante escreveremos

f ≡ g ⇐⇒ f + V + Id(UT2(F ), ?) = g + V + Id(UT2(F ), ?).

Lema 3.2.9. Seja F um corpo finito com q elementos. Se l, n ≥ 0 então(
ly1 · · · yn(yq+l−1

n+1 − yln+1) + yq1 · · · yqnyln+1

)
≡ 0.
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Demonstração. O caso n = 0 é consequência da Proposição 3.2.8. De fato, substituindo em

ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2

a variável y1 por 1, teremos l(yq+l−1
2 − yl2) + yl2 ≡ 0.

Suponha n ≥ 1. Denote u = (1/2)(y1y2 · · · yn + yn · · · y2y1) e J = Id(UT2(F ), ?). Como
u é um polinômio simétrico, segue que

v = lu(yq+l−1
n+1 − yln+1) + uqyln+1 ∈ V. (3.4)

Como [yi, yj] ∈ J (veja Teorema 2.1.17), temos

yiyj + J = yjyi + J.

Assim u+ J = y1 · · · yn + J e uq + J = yq1 · · · yqn + J. Portanto

v + J = ly1 · · · yn(yq+l−1
n+1 − yln+1) + yq1 · · · yqnyln+1 + J.

Agora usamos (3.4) para finalizar a demonstração.

Corolário 3.2.10. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Se f(y1, . . . , yn) ∈
F 〈Y ∪ Z〉 e p - l, então existe g(y1, . . . , yn) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 tal que

fyq+l−1
n+1 ≡ gyln+1.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.9 temos

y1 · · · ynyq+l−1
n+1 ≡ (y1 · · · yn − (l−1)yq1 · · · yqn)yln+1.

Como fyq+l−1
n+1 é uma combinação linear de polinômios

yi1 · · · yimy
q+l−1
n+1 ,

finalizamos a demonstração.

Proposição 3.2.11. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Considere

f =

2q−1∑
i=0

αiy
i
1,

onde αi ∈ F para todo i. Se f ∈ C(UT2(F ), ?) então f ≡ 0.

Demonstração. Seja g dado por

g =

2q−1∑
i=q

αiy
i
1 =

q∑
i=1

αq+i−1y
q+i−1
1 =

q∑
i=1
p|i

αq+i−1y
q+i−1
1 +

q∑
i=1
p-i

αq+i−1y
q+i−1
1 .

Pelo Corolário 3.2.10 temos

g ≡
q∑
i=1
p|i

αq+i−1y
q+i−1
1 +

q∑
i=1
p-i

βiy
i
1,
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para alguns βi ∈ F . Assim, existem γi ∈ F tais que

f ≡
q∑
i=1
p|i

αq+i−1y
q+i−1
1 +

q−1∑
i=0

γiy
i
1.

Por (3.3) obtemos

f ≡
q∑
i=1
p|i

αq+i−1y
q+i−1
1 +

q−1∑
i=1
p-i

γiy
i
1

︸ ︷︷ ︸
h

. (3.5)

Segue da Proposição 3.2.8 que

C(UT2(F ), ?) ⊇ V + Id(UT2(F ), ?). (3.6)

Como f ∈ C(UT2(F ), ?), por (3.5) e (3.6) temos que h ∈ C(UT2(F ), ?), onde

h =

q∑
i=1
p|i

αq+i−1y
q+i−1
1 +

q−1∑
i=1
p-i

γiy
i
1.

Se a ∈ F e

Y1 =

(
a 1
0 a

)
,

então por (3.2),

h(Y1) =

h(a)

 q∑
i=1
p|i

αq+i−1(−1)ai−1 +

q−1∑
i=1
p-i

γiia
i−1


0 h(a)

 .

Como h(Y1) ∈ Z(UT2(F )), segue que

q∑
i=1
p|i

αq+i−1(−1)ai−1 +

q−1∑
i=1
p-i

γiia
i−1 = 0

para todo a ∈ F . Pelo Lema 1.1.3 temos{
αq+i−1(−1) = 0, 1 ≤ i ≤ q, p | i ;
γii = 0, 1 ≤ i ≤ q − 1, p - i.

Assim, h = 0 e f ≡ 0 como era o desejado.

Lema 3.2.12. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Então ypq1 − yp1 ∈
Id(UT2(F ), ?).

Demonstração. Se a, b ∈ F e Y1 =

(
a b
0 a

)
, então por (3.2),

Y pq
1 = (Y q

1 )p =

(
ap 0
0 ap

)
= Y p

1 .

Assim, Y pq
1 − Y

p
1 = 0 como era o desejado.
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Lema 3.2.13. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Se i ≥ 0, então(
iy1(yq+i−1

2 − yi2) + yq1y
i
2

)
yp3 ≡ 0.

Demonstração. Denote u = (1/2)(y1y
p
3 +yp3y1) e J = Id(UT2(F ), ?). Como u é um polinômio

simétrico, temos
iu(yq+i−1

2 − yi2) + uqyi2 ∈ V. (3.7)

Como yiyj + J = yjyi + J , segue que

u+ J = y1y
p
3 + J. (3.8)

Assim, pelo Lema 3.2.12,
uq + J = yq1y

pq
3 + J = yq1y

p
3 + J. (3.9)

Agora usamos (3.8) e (3.9) para obter

iu(yq+i−1
2 − yi2) + uqyi2 + J = iy1y

p
3(yq+i−1

2 − yi2) + yq1y
p
3y

i
2 + J

= iy1(yq+i−1
2 − yi2)yp3 + yq1y

i
2y
p
3 + J

=
(
iy1(yq+i−1

2 − yi2) + yq1y
i
2

)
yp3 + J. (3.10)

Por (3.7) e (3.10) segue que
(
iy1(yq+i−1

2 − yi2) + yq1y
i
2

)
yp3 ≡ 0, como era o desejado.

Corolário 3.2.14. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Se

f(y1, . . . , yn) ≡ 0,

então f(y1, . . . , yn)ylpn+1 ≡ 0 para todo l ≥ 0.

Demonstração. Escreva f = fV + fI , onde fV ∈ V e fI ∈ Id(UT2(F ), ?). Como

fylpn+1 = fV y
lp
n+1 + fIy

lp
n+1 ≡ fV y

lp
n+1,

podemos supor f(y1, . . . , yn) ∈ V . Neste caso, f é uma combinação linear de polinômios

ig1(gq+i−1
2 − gi2) + gq1g

i
2,

onde g1, g2 ∈ F 〈Y ∪ Z〉+ e i ≥ 0. Pelo Lema 3.2.13 temos(
ig1(gq+i−1

2 − gi2) + gq1g
i
2

)
ypn+1 ≡ 0.

Assim, f(y1, . . . , yn)ypn+1 ≡ 0. Como V + Id(UT2(F ), ?) é um T (∗)-espaço temos

f(y1, . . . , yn)ylpn+1 = f(y1, . . . , yn)(yln+1)p ≡ 0

para todo l ≥ 0.

Proposição 3.2.15. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Se

f(y1, . . . , yn) ∈ C(UT2(F ), ?),

então f(y1, . . . , yn) ≡ 0.
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Demonstração. Pelo Teorema 2.1.17, podemos supor

f =
∑
s∈Λn

αsy
s1
1 · · · ysnn ,

onde s = (s1, . . . , sn), αs ∈ F .
Provaremos a proposição usando indução em n.
O caso n = 1 é consequência da Proposição 3.2.11.
Suponha n ≥ 2. Escreva

f =

2q−1∑
i=0

fiy
i
n.

Note que:
a) Se 0 ≤ i ≤ q − 1, então

fi =
∑

(s1,...,sn−1)∈Λn−1

α(s1,...,sn−1,i)y
s1
1 · · · y

sn−1

n−1 .

b) Se q ≤ i ≤ 2q − 1, então

fi =

q−1∑
s1,...,sn−1=0

α(s1,...,sn−1,i)y
s1
1 · · · y

sn−1

n−1 . (3.11)

Escreva

g =

2q−1∑
i=q

fiy
i
n =

q∑
i=1

fq+i−1y
q+i−1
n =

q∑
i=1
p|i

fq+i−1y
q+i−1
n +

q∑
i=1
p-i

fq+i−1y
q+i−1
n .

Pelo Corolário 3.2.10, existem polinômios gi(y1, . . . , yn−1) tais que

g ≡
q∑
i=1
p|i

fq+i−1y
q+i−1
n +

q∑
i=1
p-i

giy
i
n.

Assim, existem polinômios hi(y1, . . . , yn−1) tais que

f ≡
q∑
i=1
p|i

fq+i−1y
q+i−1
n +

q−1∑
i=0

hiy
i
n

︸ ︷︷ ︸
h

. (3.12)

Denote

h(y1, . . . , yn) =

q∑
i=1
p|i

fq+i−1y
q+i−1
n +

q−1∑
i=0

hiy
i
n.

Como f ∈ C(UT2(F, ?)) e V + Id(UT2(F, ?)) ⊆ C(UT2(F, ?)), temos por (3.12) que h ∈
C(UT2(F, ?)).

Considere as seguintes matrizes:

Yn =

(
an 1
0 an

)
e Yk =

(
ak 0
0 ak

)
(k 6= n)
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onde aj ∈ F para todo j. Por (3.2) temos

Y i
n =

(
ain iai−1

n

0 ain

)
.

Em particular, se p|i então

Y q+i−1
n =

(
ain −ai−1

n

0 ain

)
.

Portanto

h(Y1, . . . , Yn) =

(
h(a1, . . . , an) h(a1, . . . , an)

0 h(a1, . . . , an)

)
,

onde

h(a1, . . . , an) =

q∑
i=1
p|i

fq+i−1(a1, . . . , an−1)(−1)ai−1
n +

q−1∑
i=0

hi(a1, . . . , an−1)iai−1
n

=

q∑
i=1
p|i

fq+i−1(a1, . . . , an−1)(−1)ai−1
n +

q−1∑
i=1
p-i

hi(a1, . . . , an−1)iai−1
n .

Como h(Y1, . . . , Yn) ∈ Z(UT2(F )), obtemos h(a1, . . . , an) = 0 para todos a1, . . . , an ∈ F .
Pelo Lema 1.1.3 segue que

fq+i−1(a1, . . . , an−1) = 0 (3.13)

para todo i = 1, . . . , q onde p|i ; e

hi(a1, . . . , an−1) = 0 (3.14)

para todo i = 1, . . . , q − 1 onde p - i.
Por (3.11), (3.13) e Lema 1.1.3, temos fq+i−1(y1, . . . , yn−1) = 0 para todo i = 1, . . . , q

onde p|i. Assim,

h(y1, . . . , yn) =

q−1∑
i=0

hiy
i
n. (3.15)

Como h ∈ C(UT2(F ), ?), pela Proposição 3.1.7 segue que hiy
i
n ∈ C(UT2(F ), ?) para todo

i = 0, . . . , q − 1. Substituindo em hiy
i
n a variável yn por 1, segue que

hi ∈ C(UT2(F ), ?)

para todo i = 0, . . . , q − 1. Temos dois casos:

a) Caso p - i.
Considere

Yk =

(
ak bk
0 ak

)
,

onde ak, bk ∈ F e k = 1, . . . , n− 1. Temos

hi(Y1, . . . , Yn−1) =

(
hi(a1, . . . , an−1) β

0 hi(a1, . . . , an−1)

)
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para algum β ∈ F . Como hi ∈ C(UT2(F, ?)), segue que β = 0. Por (3.14) temos
hi(a1, . . . , an−1) = 0 também. Assim, hi(Y1, . . . , Yn−1) = 0 e hi(y1, . . . , yn−1) ∈ Id(UT2(F ), ?)
para todo i = 0, . . . , q − 1 onde p - i.

b) Caso p|i.
Como hi(y1, . . . , yn−1) ∈ C(UT2(F ), ?) obtemos, por indução, que hi ≡ 0. Assim, pelo

Corolário 3.2.14, segue que hiy
i
n ≡ 0 para todo i = 0, . . . , q − 1 onde p|i.

Por (3.12), (3.15) e os dois casos acima, temos

f ≡ h ≡ 0,

como era o desejado.

Teorema 3.2.16. Seja F um corpo finito com q elementos e car(F ) = p. Então

C(UT2(F ), ?) =
〈
ly1(yq+l−1

2 − yl2) + yq1y
l
2 : 1 ≤ l ≤ p

〉TS(∗)
+ 〈z1z2〉TS(∗) + Id(UT2(F ), ?).

Demonstração. Primeiro provaremos a seguinte afirmação:

Afirmação 1. O conjunto C(UT2(F ), ?) é igual a

C(UT2(F ), ?) =
〈
ly1(yq+l−1

2 − yl2) + yq1y
l
2 : l ≥ 0

〉TS(∗)
+ 〈z1z2〉TS(∗) + Id(UT2(F ), ?).

Demonstração da Afirmação 1. Denote J = Id(UT2(F ), ?) e

V =
〈
ly1(yq+l−1

2 − yl2) + yq1y
l
2 : l ≥ 0

〉TS(∗)
.

Como z1z2 ∈ C(UT2(F ), ?) temos C(UT2(F ), ?) ⊇ 〈z1z2〉TS(∗). Portanto, pela Proposição
3.2.8, obtemos

C(UT2(F ), ?) ⊇
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
. (3.16)

Considere f ∈ C(UT2(F ), ?). Provaremos que f ∈
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
. Pelo Teorema

2.1.17, f = fJ + fΥ onde fJ ∈ J e fΥ é uma combinação linear de polinômios
ys11 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk], 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,
n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1; (Υ1)

ys11 · · · ysnn z
r1
1 · · · zrmm , 0 ≤ s1, . . . , sn, r1, . . . , rm < q, rm ≥ 1,

n ≥ 1, m ≥ 1; (Υ2)
ys11 · · · ysnn , (s1, . . . , sn) ∈ Λn, n ≥ 1. (Υ3)

Como fJ ∈ J , temos

f ∈
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
⇔ fΥ ∈

(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
.

Assim, podemos supor f = fΥ. Como degzi f < q, podemos supor f um polinômio ho-
mogêneo em cada variável zi para todo i = 1, . . . ,m (veja Proposição 3.1.7). Denote
degzi f = ri.

Se r1 = . . . = rm = 0, então pela Proposição 3.2.15

f ∈
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
.



CAPÍTULO 3. ∗-POLINÔMIOS CENTRAIS PARA UT2(F ) 57

Suponha ri 6= 0 para algum i. Reordenando os ı́ndices, se necessário, podemos assumir
que ri ≥ 1 para todo i = 1, . . . ,m. Como f é uma combinação linear de polinômios em Υ1

e Υ2 temos f = f1 + f2, onde

f1 = f1(y1, y2, . . . , z1, z2, . . .) =
∑
n,k,s

α(n,k,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−1

m [zm, yk]

com 0 ≤ s1, . . . , sn < q, 1 ≤ r1, . . . , rm < q, n ≥ 1, m ≥ 1, k ≥ 1, s = (s1, . . . , sn),
α(n,k,s) ∈ F ; e

f2 = f2(y1, y2, . . . , z1, z2, . . .) =
∑
n,s

β(n,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrmm

com 0 ≤ s1, . . . , sn < q, 1 ≤ r1, . . . , rm < q, n ≥ 1, m ≥ 1, s = (s1, . . . , sn), β(n,s) ∈ F .
Temos 3 casos:

Caso 1. m = 1 e rm = 1.
Neste caso, f = f1 + f2 onde

f1 = f1(y1, y2, . . . , z1) =
∑
n,k,s

α(n,k,s)y
s1
1 · · · ysnn [z1, yk]

e
f2 = f2(y1, y2, . . . , z1) =

∑
n,s

β(n,s)y
s1
1 · · · ysnn z1.

Seja

Yi =

(
ai 0
0 ai

)
e Zi =

(
1 0
0 −1

)
onde ai ∈ F . Temos

f(Y1, Y2, . . . , Z1) =


∑
n,s

β(n,s)a
s1
1 · · · asnn θ

0 −
∑
n,s

β(n,s)a
s1
1 · · · asnn


onde θ ∈ F . Como f(Y1, Y2, . . . , Z1) ∈ Z(UT2(F )), segue que θ = 0 e∑

n,s

β(n,s)a
s1
1 · · · asnn = 0

para todos a1, . . . , an ∈ F . Como 0 ≤ s1, . . . , sn < q temos, pelo Lema 1.1.3, que β(n,s) = 0
para todos n, s. Assim, f = f1. Se Y 1, Y 2, . . . ∈ UT2(F )+ e Z1 ∈ UT2(F )− então

f(Y 1, Y 2, . . . , Z1) = f1(Y 1, Y 2, . . . , Z1) = αe12

para algum α ∈ F . Como f(Y 1, Y 2, . . . , Z1) ∈ Z(UT2(F )) obtemos α = 0, isto é, f ∈ J .

Portanto, f ∈
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
.

Caso 2. m ≥ 2 e rm = 1.
Neste caso, f = f1 + f2 onde

f1 = f1(y1, y2, . . . , z1, z2, . . .) =
∑
n,k,s

α(n,k,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · z

rm−1

m−1 [zm, yk]
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e
f2 = f2(y1, y2, . . . , z1, z2, . . .) =

∑
n,s

β(n,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · z

rm−1

m−1 zm.

Pelo Lema 2.1.7 temos

z
rm−1

m−1 [zm, yk] + J = z
rm−1−1
m−1 zm[zm−1, yk] + J = −zrm−1−1

m−1 [zm−1, yk]zm + J.

Assim, f + J = f̃ zm + J onde

f̃ = −
∑
n,k,s

α(n,k,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · z

rm−1−1
m−1 [zm−1, yk] +

+
∑
n,s

β(n,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · z

rm−1

m−1 .

Como f̃ zm ∈ C(UT2(F ), ?) temos, pela Proposição 3.2.2, que f̃ zm ∈ (〈z1z2〉TS(∗) + J).
Portanto

f ∈
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
.

Caso 3. m ≥ 1 e rm ≥ 2.
Pelo Lema 2.1.7 temos

zrm−1
m [zm, yk] + J = −zrm−2

m [zm, yk]zm + J.

Assim, f + J = f̃ zm + J onde

f̃ = −
∑
n,k,s

α(n,k,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−2

m [zm, yk]

+
∑
n,s

β(n,s)y
s1
1 · · · ysnn z

r1
1 · · · zrm−1

m .

Como f̃ zm ∈ C(UT2(F ), ?) temos, pela Proposição 3.2.2, que f̃ zm ∈ (〈z1z2〉TS(∗) + J).
Portanto

f ∈
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
.

Provamos que

C(UT2(F ), ?) ⊆
(
V + 〈z1z2〉TS(∗) + J

)
.

Por (3.16) finalizamos a demonstração da Afirmação 1.

Afirmação 2. Se l ≥ 0, então

ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2 ∈

〈
ry1(yq+r−1

2 − yr2) + yq1y
r
2 : 1 ≤ r ≤ p

〉TS(∗)
+ J.

Demonstração da Afirmação 2. Se l ≥ 0, sejam k, r inteiros tais que l = kp+r and 0 ≤ r < p.
Temos

ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2 = ry1y

kp
2 (yq+r−1

2 − yr2) + yq1y
kp
2 y

r
2. (3.17)
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Caso 1. r = 0.
Neste caso, por (3.17), segue que

ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2 = yq1y

kp
2 ∈ 〈y

q
1y

p
2〉
TS(∗) .

Note que
yq1y

p
2 = py1(yq+p−1

2 − yp2) + yq1y
p
2.

Este caso está pronto.

Caso 2. 1 ≤ r < p.
Denote u = (1/2)(y1y

kp
2 + ykp2 y1). Como

y1y2 + J = y2y1 + J,

temos u+ J = y1y
kp
2 + J . Além disso, pelo Lema 3.2.12,

uq + J = yq1y
kpq
2 + J = yq1y

kp
2 + J.

Assim, por (3.17), obtemos

ly1(yq+l−1
2 − yl2) + yq1y

l
2 + J = ry1y

kp
2 (yq+r−1

2 − yr2) + yq1y
kp
2 y

r
2 + J

= ru(yq+r−1
2 − yr2) + uqyr2 + J.

Portanto
ly1(yq+l−1

2 − yl2) + yq1y
l
2 ∈

〈
ry1(yq+r−1

2 − yr2) + yq1y
r
2

〉TS(∗)
+ J

como era o desejado.

Pelas Afirmações 1 e 2, completamos a demonstração do teorema.

3.3 ∗-polinômios centrais para (UT2(F ), s)

Seja F um corpo de car(F ) 6= 2. Nesta seção descreveremos C(UT2(F ), s) quando F é um
corpo qualquer. Relembramos a definição de s:(

a c
0 b

)s
=

(
b −c
0 a

)
para todos a, b, c ∈ F .

Teorema 3.3.1. Seja F um corpo qualquer (finito ou infinito). O conjunto de todos os
∗-polinômios centrais de (UT2(F ), s) é

C(UT2(F ), s) = Id(UT2(F ), s) + 〈y1〉TS(∗).

Demonstração. Como (UT2(F ))+ = Z(UT2(F )) temos

C(UT2(F ), s) ⊇ Id(UT2(F ), s) + 〈y1〉TS(∗).

Seja f = f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ C(UT2(F ), s) e escreva

f = f+ + f−
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onde f+ ∈ F 〈Y ∪Z〉+ e f− ∈ F 〈Y ∪Z〉−. Se Y1, . . . , Yn ∈ UT2(F )+ e Z1, . . . , Zm ∈ UT2(F )−,
então f−(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ UT2(F )− e

f(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm)− f+(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) =

f−(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) ∈ UT2(F )+.

Assim, f−(Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zm) = 0 e f− ∈ Id(UT2(F ), s). Como f+ ∈ 〈y1〉TS(∗), segue
que f ∈ Id(UT2(F ), s) + 〈y1〉TS(∗). Provamos que

C(UT2(F ), s) = Id(UT2(F ), s) + 〈y1〉TS(∗)

como era o desejado.

Conclusão Final

Seja F um corpo de caracteŕıstica diferente de 2 e ∗ uma involução do primeiro tipo em
UT2(F ). Pelo Corolário 1.3.1 temos

C(UT2(F ), ∗) = C(UT2(F ), ?) ou C(UT2(F ), ∗) = C(UT2(F ), s).

Assim, pelo Teorema 3.2.4, Teorema 3.2.7, Teorema 3.2.16 e Teorema 3.3.1, temos a descrição
completa de C(UT2(F ), ∗). Como Id(UT2(F ), ∗) é finitamente gerado como T (∗)-ideal temos
que Id(UT2(F ), ∗) é também finitamente gerado como T (∗)-espaço. Logo, C(UT2(F ), ∗) é
finitamente gerado como T (∗)-espaço para toda involução ∗ de primeiro tipo de UT2(F ) e
todo corpo F de caracteŕıstica diferente de 2.
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