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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existência de soluções fracas não nega-

tivas e não triviais para equações elípticas singulares envolvendo o expoente crítico

de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e funções peso mudando de sinal. Para tal, utiliza-

remos o método variacional e seus resultados clássicos, como o Teorema do Passo

da Montanha e o Princípio Variacional de Ekeland. Também faremos uso da já

conhecida variedade de Nehari.



Abstract

In this work we will study the existence of nonnegative nontrivial

weak solutions to singular elliptic equations involving the critical Caffarelli-Kohn-

Nirenberg exponent and sign-changing functions. For this purpose, we will make use

of the variational method and its classical results as the Mountain Pass Theorem

and the Ekeland’s Variational Principle. We also will use the well known Nehari

manifold.
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Introdução

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções fracas para equa-

ções elípticas singulares envolvendo o expoente crítico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

e funções peso mudando de sinal.

Estudaremos o problema − div
( ∇u
|x|2a
)
− µ u

|x|2(a+1) = λh(x) |u|
q−2u
|x|c + k(x) |u|

2∗−2u
|x|2∗b em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(1)

em que Ω ⊂ RN é um domínio aberto e limitado; N ≥ 3; 0 ∈ Ω; a < N−2
2

;

a ≤ b < a+ 1; 1 < q < 2∗; c < q(a+ 1) +N(1− q/2); 2∗ := 2N
N−2+2(b−a)

é o expoente

crítico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg; µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
; λ é um parâmetro

positivo; h e k são funções contínuas que podem mudar de sinal em Ω̄.

O estudo de problemas semelhantes ao problema (1) tem sido foco de

um grande número de pesquisas nos últimos anos.

Os casos h ≡ 1 e k ≡ 1 têm sido estudados exaustivamente por muitos

autores, como [1], [3], [12], [19] e as referências neles encontradas. Em [1], Ambrosetti

et al. estudaram, para µ = 0 e a, b, c = 0, o problema
−∆u = λuq−1 + up−1 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(2)

com 1 < q < 2 < p ≤ 2N
N−2

. Usando o método de sub-super solução e o Teorema do

3
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Passo da Montanha eles estabeleceram a existência de Λ0 > 0 tal que o problema

(2) tem ao menos duas soluções positivas para λ fixo em (0,Λ0), uma solução para

λ = Λ0 e nenhuma solução para λ > Λ0. Quando µ ≥ 0 e a, b, c = 0, Chen [12]

estudou o comportamento assintótico das soluções do problema
−∆u− µ u

|x|2 = λuq−1 + up−1 em Ω\{0},

u > 0 em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(3)

com p = 2∗ e 1 < q < 2, usando iteração de Moser. Aplicando o Princípio Variacional

de Ekeland ele obteve a existência de uma primeira solução positiva e pelo Teorema

do Passo da Montanha ele provou a existência de uma segunda solução positiva.

Recentemente, Bouchekif e Matallah [3] estenderam os resultados de [12] para o

problema 
−∆u− µ u

|x|2 = λuq−1 + u2∗(s)−1

|x|s em Ω\{0},

u > 0 em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω.

(4)

em que 0 ≤ s < 2, e 2∗(s) = 2(N−s)
N−2

. Eles estabeleceram a existência de duas

soluções positivas sob algumas condições suficientes para λ e µ. Lin [19] considerou

um problema mais geral, − div
(
∇u
|x|2a

)
− µ u

|x|2(a+1) = λ|u|q−2u+ |u|2∗−2u
|x|2∗b em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(5)

com 0 ≤ a < N−2
2

, a ≤ b < 1, 1 < q < 2, 0 ≤ µ < µ̄a e 2∗ = 2N
N−2(1+a−b) ·

Os casos h 6≡ 1 ou k 6≡ 1 podem ser vistos em [4], [18], [21], [26] e as
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referências neles encontradas. Tarantello [21] estudou o problema

 −∆u = |u|p−2u+ h em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

(6)

com h 6≡ 0, não necessariamente igual a 1, satisfazendo algumas condições. Bouche-

kif e Matallah [4] consideraram o problema (1) em Ω = RN com q = 1.

Wu [26] mostrou a existência de múltiplas soluções positivas para o

problema  −∆u = up−1 + λh(x)uq−1 em Ω,

0 ≤ u ∈ H1
0 (Ω) em ∂Ω.

(7)

com 1 < q < 2 < p < 2∗ (2∗ = 2N
N−2

, se N ≥ 3; 2∗ = ∞, se N = 2) e h : Ω̄ → R

uma função contínua que muda de sinal em Ω̄. Em [18], Hsu e Lin estabeleceram a

existência de múltiplas soluções não triviais para o problema −∆u− µ u
|x|2 = λh(x)|u|q−2u+ k(x)|u|2∗−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(8)

com 0 ≤ µ < µ̄ = (N−2)2

4
, 1 < q < 2 e h, k : Ω̄ → R funções contínuas que podem

mudar de sinal em Ω.

Mais recentemente, Rodrigues [20] estudou o problema

 − div
( |∇u|p−2∇u

|x|ap
)

= h(x) |u|
q−2u
|x|β + |u|p∗−2u

|x|bp∗ em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(9)

em que 1 < p < N , −∞ < a < N−p
p

, a ≤ b < a + 1, 1 < p0 ≤ Np
N−p e q < p1 ≤ Np

N−p

tais que 1
p0

+ 1
p1

= 1 e h ∈ LP (Ω, |x|−β). Utilizando o Princípio Variacional de

Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha ele conseguiu provar a existência de ao

menos duas soluções distintas não triviais para o caso em que 1 < q < p. Para os
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casos p < q < p∗ e q = p, foi possível encontrar uma solução não trivial através do

Teorema do Passo da Montanha.

Como foi possível observar nos artigos citados acima, o número de

soluções não triviais do problema (1) é afetado pelos termos côncavos e convexos.

O operador Lµ,au := − div(|x|−2a∇u) − µ|x|−2(a+1)u tem sido objeto

de muitos artigos. Citamos, entre outros, [17] para a = 0 e µ < µ̄0 e [16] ou [22]

para o caso geral, isto é, −∞ < a < N−2
2

e µ < µ̄a. Olhando atentamente para

Lµ,a, podemos observar que degeneralidade e singularidade ocorrem no problema

(1). De fato, se a < 0 ocorre degeneralidade e se a ≥ 0 então 0 é uma singularidade.

Nessas situações, os métodos clássicos falham ao serem aplicados diretamente e,

então, os resultados de existência podem se tornar uma questão delicada que está

relacionada ao caráter degenerado (ou singular) da equação diferencial. O ponto de

partida da abordagem variacional para estes problemas é a seguinte desigualdade de

Caffarelli-Kohn-Nirenberg em [10]: existe uma constante positiva Ca,b tal que

(∫
RN
|x|−2∗b|u|2∗dx

)1/2∗
≤ Ca,b

(∫
RN
|x|−2a|∇u|2dx

)1/2

, ∀u ∈ C∞0 (Ω), (10)

onde −∞ < a < (N − 2)/2, a ≤ b < a + 1, 2∗ = 2N/(N − 2 + 2(b − a)). Para a

melhor constante e funções extremais veja [11] e [13]. Em (10), se b = a + 1, então

2∗ = 2 e temos a seguinte desigualdade de Hardy com peso [13]:

∫
RN
|x|−2(a+1)u2dx ≤ 1

µ̄a

∫
RN
|x|−2a|∇u|2dx, para todo u ∈ C∞0 (Ω). (11)

Para tratar o nosso problema, introduziremos o espaço de Sobolev com

peso, D1,2
a (Ω), o qual é o completamento do espaço C∞0 (Ω) com respeito à norma

‖u‖0,a =

(∫
Ω

|x|−2a|∇u|2dx
)1/2

.

Definimos Hµ como o completamento do espaço C∞0 (Ω) com respeito à norma
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‖u‖µ,a :=

(∫
Ω

(
|x|−2a|∇u|2 − µ|x|−2(a+1)u2

)
dx

)1/2

,

para −∞ < µ < µ̄a. Pela desigualdade de Hardy com peso, temos que ‖ · ‖µ,a é

equivalente a ‖ · ‖0,a, isto é,

(
1− 1

µ̄a
max{µ, 0}

)1/2

‖u‖0,a ≤ ‖u‖µ,a ≤
(

1− 1

µa
min{µ, 0}

)1/2

‖u‖0,a, ∀u ∈ Hµ.

De fato, como max{µ, 0} ≥ 0, de (11) temos que

− 1

µ̄a
max{µ, 0}

∫
Ω

|x|−2a|∇u|2dx ≤ −max{µ, 0}
∫

Ω

|x|−2(a+1)u2dx.

Daí,

(
1− 1

µ̄a
max{µ, 0}

)1/2

‖u‖0,a =

(
1− 1

µ̄a
max{µ, 0}

)1/2(∫
Ω
|x|−2a|∇u|2dx

)1/2

=

(∫
Ω
|x|−2a|∇u|2dx− max{µ, 0}

µ̄a

∫
Ω
|x|−2a|∇u|2dx

)1/2

≤
(∫

Ω
|x|−2a|∇u|2dx−max{µ, 0}

∫
Ω
|x|−2(a+1)u2dx

)1/2

.

Agora, se max{µ, 0} = µ, temos a desigualdade

(
1− 1

µ̄a
max{µ, 0}

)1/2

‖u‖0,a ≤ ‖u‖µ,a.

Se max{µ, 0} = 0, então −µ ≥ 0 e, portanto,

(∫
Ω
|x|−2a|∇u|2dx− 0·

∫
Ω
|x|−2(a+1)u2dx

)1/2

≤
(∫

Ω

(
|x|−2a|∇u|2 − µ|x|−2(a+1)u2

)
dx

)1/2

= ‖u‖µ,a,

o que também nos dá

(
1− 1

µ̄a
max{µ, 0}

)1/2

‖u‖0,a ≤ ‖u‖µ,a.
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Para mostrar que ‖u‖µ,a ≤
(

1 − 1
µa

min{µ, 0}
)1/2

‖u‖0,a o argumento

é análogo, bastando observar que min{µ, 0} ≤ 0.

Como visto em Xuan [23], temos que existe C > 0 tal que

(∫
Ω

|x|−c|u|pdx
)1/p

≤ C

(∫
Ω

|x|−2a|∇u|2dx
)1/2

, (12)

para 1 ≤ p ≤ 2N/(N − 2), c ≤ p(a + 1) + N(1 − p/2). Além disso, se 1 ≤ p <

2N/(N − 2), c < p(a+ 1) +N(1− p/2) e a < (N − 2)/2, a imersão

D1,2
a (Ω) ↪→ Lp(Ω, |x|−c) (13)

é compacta, onde Lp(Ω, |x|−c) é o espaço Lp com peso, com norma

‖u‖p,c =

(∫
Ω

|x|−c|u|pdx
)1/p

.

Com isso, obtemos que a imersão

Hµ ↪→ Lp(Ω, |x|−c) (14)

é compacta. De fato, seja (un) uma sequência limitada em Hµ. Como ‖ · ‖µ,a é

equivalente a ‖ · ‖0,a temos que (un) é limitada em D1,2
a (Ω). Ainda, como D1,2

a (Ω)

é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos uma subsequência, temos que un ⇀ u em

D1,2
a (Ω). Mas, a imersão D1,2

a (Ω) ↪→ Lp(Ω, |x|−c) é compacta, ou seja, un → u em

Lp. Logo, a imersão Hµ ↪→ Lp(Ω, |x|−c) é compacta.

Devido ao expoente crítico no problema (1), não temos que a imersão

Hµ ↪→ L2∗(Ω, |x|−2∗b) é compacta, o que dificulta a prova da existência das soluções.

Como em Brezis e Nirenberg [8], esse problema foi contornado utilizando as funções

extremais. Xuan [22] provou que sob as condições

N ≥ 3, a < (N − 2)/2, 0 <
√
µ̄a −

√
µ̄a − µ+ a < (N − 2)/2,
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a ≤ b < a+ 1, µ < µ̄a − b2,

para ε > 0, a função

wε(x) = C0ε
2

2∗−2

(
ε

2
√
µ̄a−µ√

µ̄a−µ−b |x|
2∗−2

2
(
√
µ̄a−
√
µ̄a−µ) + |x|

2∗−2
2

(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

)− 2
2∗−2

, (15)

com uma constante adequada C0, é uma solução de

− div
(
|x|−2a∇u

)
− µ|x|−2(a+1)u = |x|−2∗b|u|2∗−2u em RN\{0}.

Além do mais,

∫
RN
|x|−2a|∇uwε|2dx− µ

∫
RN
|x|−2(a+1)w2

εdx =

∫
RN
|x|−2∗b|wε|2∗dx = (Aa,b,µ)

2∗
2∗−2 ,

(16)

onde Aa,b,µ é a melhor constante,

Aa,b,µ = inf
u∈Hµ\{0}

Ea,b,µ(u) = Ea,b,µ(wε), (17)

com

Ea,b,µ(u) :=

∫
RN |x|

−2a|∇u|2dx− µ
∫
RN |x|

−2(a+1)u2dx

(
∫
RN |x|−2∗b|u|2∗dx)2/2∗

·

Também, em [19], provou-se que para 0 ≤ a < (N−2)/2, a ≤ b < a+1,

0 ≤ µ < µ̄a, a função definida, para ε > 0, como

w̃ε(x) = (2.2∗ε
2(µ̄a−µ))

1
2∗−2

(
ε2|x|

(2∗−2)(
√
µ̄a−

√
µ̄a−µ)

2 + |x|
2∗−2

2
(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

)− 2
2∗−2 (18)

é uma solução fraca de

− div(|x|−2a∇u)− µ|x|−2(a+1)u = |x|−2∗b|u|2∗−2u em RN\{0},

e satisfaz

∫
RN
|x|−2a|∇w̃ε|2dx− µ

∫
RN
|x|−2(a+1)w̃2

εdx =

∫
RN
|x|−2∗b|w̃ε|2∗dx = (Ba,b,µ)

2∗
2∗−2 , (19)
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onde Ba,b,µ é a melhor constante,

Ba,b,µ := inf
u∈Hµ\{0}

Ea,b,µ(u) = Ea,b,µ(w̃ε). (20)

Em posse dessas informações, no primeiro capítulo do trabalho, ba-

seados no artigo [5], de Bouchekif e Matallah, estudaremos o problema (1) no caso

em que há um termo côncavo-convexo, ou seja, quando 1 < q < 2. Afim de pro-

varmos a existência de ao menos dois pontos críticos não-negativos e não triviais

do funcional associado ao problema (1), nos utilizaremos de dois métodos distintos.

Para a obtenção de uma primeira solução, faremos uso da já conhecida variedade

de Nehari (veja, por exemplo, Tarantello [21] ou Brown e Zhang [9]) e do Princípio

Variacional de Ekeland. Para a segunda solução, nos utilizaremos do Teorema do

Passo da Montanha.

No capítulo seguinte, estudaremos o problema (1) no caso em que

2 < q < 2∗, conhecido como super-linear. Considerando k uma função positiva em

Ω, mostraremos a existência de ao menos uma solução não negativa e não trivial

para o problema (1) via Teorema do Passo da Montanha.

Por fim, no capítulo 3, estudaremos problema (1) com q = 2. Desta

vez, considerando h positiva em Ω, mostraremos a existência de ao menos uma

solução não negativa e não trivial para o problema (1). Com o objetivo de aplicar

o Teorema do Passo da Montanha, foi necessário obter o primeiro autovalor para o

problema de autovalor associado ao nosso operador.

Como uma forma de consulta rápida, o último capítulo é destinado

aos principais resultados utilizados ao longo do trabalho.



Capítulo

1

O problema (1) para 1 < q < 2

Considere o problema: − div
( ∇u
|x|2a
)
− µ u

|x|2(a+1) = λh(x) |u|
q−2u
|x|c + k(x) |u|

2∗−2u
|x|2∗b em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(1.1)

em que Ω ⊂ RN é um domínio aberto e limitado; N ≥ 3; 0 ∈ Ω; a < N−2
2

;

a ≤ b < a+ 1; 1 < q < 2; c < q(a+ 1) +N(1− q/2); 2∗ := 2N
N−2+2(b−a)

é o expoente

crítico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg; µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
; λ é um parâmetro

positivo; h e k são funções contínuas que podem mudar de sinal em Ω̄.

Baseados no artigo [5], de Bouchekif e Matallah, nosso objetivo nesse

capítulo será demonstrar a existência de ao menos duas soluções fracas distintas não

negativas e não triviais para o problema (1.1), que nada mais é senão o problema

(1) para 1 < q < 2. Para tal, o capítulo será dividido em duas seções. Na seção

1.1 encontraremos uma primeira solução fraca para o problema, demonstrando o

seguinte

Teorema 1.0.1. Suponha que a < (N − 2)/2, a ≤ b < a + 1, 1 < q < 2, c <

q(a + 1) + N(1− q/2), h seja uma função contínua definida em Ω̄ e k uma função

contínua definida em Ω̄. Então, existe Λ̄ > 0 tal que para λ ∈ (0, Λ̄) o problema

(1.1) tem ao menos uma solução não negativa em Hµ.

Na seção 1.2, acrescentando as hipóteses:

11
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(H) h é uma função contínua definida em Ω̄ e existem h0 e ρ0 positivos tais que

h(x) ≥ h0 para todo x ∈ B(0, 2ρ0), onde B(a, r) é a bola centrada em a de

raio r;

(K) k é uma função contínua definida em Ω̄ e satisfaz k(0) = maxx∈Ω̄ k(x) > 0,

k(x) = k(0) + O(|x|β) para x ∈ B(0, 2ρ0) com β > 2∗
√
µ̄a − µ, em que O(ες)

denota
|O(ες)|
ες

≤ C;

e uma das seguintes hipóteses:

(A1) N ≥ 3 e

(a, µ) ∈]− 1, 0[×]0, µ̄a − b2[∪[0, N−2
2

[×]a(a−N + 2), µ̄a − b2[,

(A2) N ≥ 3, (a, µ) ∈ [0, N−2
2

[×[0, µ̄a[

demonstraremos a existência de uma segunda solução fraca, através do

Teorema 1.0.2. Suponha que a < (N − 2)/2, a ≤ b < a + 1, 1 < q < 2, c <

q(a + 1) + N(1 − q/2), (H), (K) são válidas e (A1) ou (A2) é satisfeita. Então,

existe Λ∗ > 0 tal que para λ ∈ (0,Λ∗) o problema (1.1) tem ao menos duas soluções

não negativas em Hµ.

Desde que nossa abordagem é variacional, definimos o funcional de

Euler-Lagrange, Iλ,µ, como

Iλ,µ(u) =
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx, (1.2)

para todo u ∈ Hµ.

Teorema 1.0.3. Iλ,µ está bem definido e é de classe C1(Hµ,R).

Demonstração. Defina os operadores H1, H2, H3, H4 : Hµ −→ R, por

H1(u) =

∫
Ω

|x|−2a|∇u|2dx, H2(u) =

∫
Ω

|x|−2(a+1)u2dx, H3(u) =

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx
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e H4(u) =

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx.

Agora, considere as funções F1 : Ω×RN −→ R e F2, F3, F4 : Ω×R −→

R, definidas por

F1(x, y) = 2

∫ |y|
0

sds, F2(x, y) = 2

∫ y

0

sds, F3(x, y) = q

∫ y

0

sq−1ds

e F3(x, y) = 2∗

∫ y

0

s2∗−1ds.

Para 0 < t < 1 e u, v ∈ Hµ, temos

∫
Ω

|x|−2a |∇u+ t∇v|2 − |∇u|2

t
dx =

∫
Ω

|x|−2aF1(x,∇u+ t∇v)− F1(x,∇u)

t
dx,∫

Ω

|x|−2(a+1) (u+ tv)2 − u2

t
dx =

∫
Ω

|x|−2(a+1)F2(x, u+ tv)− F2(x, u)

t
dx,∫

Ω

h(x)|x|−c (u+ tv)q+ − u
q
+

t
dx =

∫
Ω

h(x)|x|−cF3(x, (u+ tv)+)− F3(x, u+)

t
dx

e

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b
(u+ tv)2∗

+ − u2∗
+

t
dx =

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b
F4(x, (u+ tv)+)− F4(x, u+)

t
dx.

Dado x ∈ Ω, aplicando o Teorema do Valor Médio e o Teorema 4.1.1, temos que

existe θ ∈ (0, 1) tal que

|F1(x,∇u+ t∇v)− F1(x,∇u)|
|t|

≤ 2|∇u+ θt∇v||t∇v|
|t|

≤ 2(|∇u|+ |∇v|)|∇v|

≤ 2(|∇u|+ |∇v|)2

≤ 4(|∇u|2 + |∇v|2)

∈ L1(Ω, |x|−2a),
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|F2(x, u+ tv)− F2(x, u)|
|t|

≤ 2|u+ θtv||tv|
|t|

≤ 2(|u|+ |v|)|v|

≤ 2(|u|+ |v|)2

≤ 4(|u|2 + |v|2)

∈ L1(Ω, |x|−2(a+1)),

|F3(x, (u+ tv)+)− F3(x, u+)|
|t|

≤ q|u+ θtv|q−1|tv|
|t|

≤ q(|u|+ |v|)q−1|v|

≤ q(|u|+ |v|)q

≤ q2q−1(|u|q + |v|q)

∈ L1(Ω, |x|−c)

e

|F4(x, (u+ tv)+)− F4(x, u+)|
|t|

≤ 2∗|u+ θtv|2∗−1|tv|
|t|

≤ 2∗(|u|+ |v|)2∗−1|v|

≤ 2∗(|u|+ |v|)2∗

≤ 2∗2
2∗−1(|u|2∗ + |v|2∗)

∈ L1(Ω, |x|−2∗b).

Daí, obtemos do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

〈H ′1(u), v〉 = lim
t→0+

∫
Ω

|x|−2a |∇u+ t∇v|2 − |∇u|2

t
dx

=

∫
Ω

|x|−2a lim
t→0+

F1(x,∇u+ t∇v)− F1(x,∇u)

t
dx

= 2

∫
Ω

|x|−2a∇u∇vdx,

(1.3)
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〈H ′2(u), v〉 = lim
t→0+

∫
Ω

|x|−2(a+1) (u+ tv)2 − u2

t
dx

=

∫
Ω

|x|−2(a+1) lim
t→0+

F2(x, u+ tv)− F2(x, u)

t
dx

= 2

∫
Ω

|x|−2(a+1)uvdx,

(1.4)

〈H ′3(u), v〉 = lim
t→0+

∫
Ω

|x|−c (u+ tv)q+ − u
q
+

t
dx

=

∫
Ω

|x|−c lim
t→0+

F3(x, (u+ tv)+)− F3(x, u+)

t
dx

= q

∫
Ω

|x|−cuq−1
+ vdx

(1.5)

e

〈H ′4(u), v〉 = lim
t→0+

∫
Ω

|x|−2∗b
(u+ tv)2∗

+ − u2∗
+

t
dx

=

∫
Ω

|x|−2∗b lim
t→0+

F4(x, (u+ tv)+)− F4(x, u+)

t
dx

= 2∗

∫
Ω

|x|−2∗bu2∗−1
+ vdx.

(1.6)

Segue de (1.3), (1.4), (1.5),(1.6) e da Desigualdade de Hölder que

| 〈H ′1(u), v〉 | =
∣∣∣∣2 ∫

Ω

|x|−2a∇u∇vdx
∣∣∣∣

≤ 2

∫
Ω

|x|−2a|∇u||∇v|dx

≤ 2

(∫
Ω

|x|−2a|∇u|2dx
)1/2(∫

Ω

|x|−2a|∇v|2dx
)1/2

≤ 2M1‖u‖µ,a‖v‖µ,a,

(1.7)

| 〈H ′2(u), v〉 | =
∣∣∣∣2 ∫

Ω

|x|−2(a+1)uvdx

∣∣∣∣
≤ 2

∫
Ω

|x|−2(a+1)|u||v|dx

≤ 2

(∫
Ω

|x|−2(a+1)u2dx

)1/2(∫
Ω

|x|−2(a+1)v2dx

)1/2

≤ 2M2‖u‖µ,a‖v‖µ,a,

(1.8)
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| 〈H ′3(u), v〉 | =
∣∣∣∣q ∫

Ω

h(x)|x|−cuq−1
+ vdx

∣∣∣∣
≤ q|h+|∞

∫
Ω

|x|−c|u|q−1|v|dx

≤ q|h+|∞
(∫

Ω

|x|−c|u|qdx
)(q−1)/q (∫

Ω

|x|−c|v|qdx
)1/q

≤ q|h+|∞M3‖u‖q−1
µ,a ‖v‖µ,a

(1.9)

e

| 〈H ′4(u), v〉 | =
∣∣∣∣2∗ ∫

Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗−1
+ vdx

∣∣∣∣
≤ 2∗|k+|∞

∫
Ω

|x|−2∗b|u|2∗−1|v|dx

≤ 2∗|k+|∞
(∫

Ω

|x|−2∗b|u|2∗dx
)(2∗−1)/2∗ (∫

Ω

|x|−2∗b|v|2∗dx
)1/2∗

≤ 2∗|k+|∞M4‖u‖2∗−1
µ,a ‖v‖µ,a.

(1.10)

Em que η+(x) = max(η(x), 0) e |η+|∞ = sup
x∈Ω

ess|η+(x)|. Logo, de (1.3), (1.4), (1.5)

e (1.6) temos que

〈
I ′λ,µ(u), v

〉
=

∫
Ω

(|x|−2a∇u∇v − µ|x|−2(a+1)uv − λh(x)|x|−cuq−1
+ v − k(x)|x|−2∗bu2∗−1

+ v)dx

e de (1.7), (1.8), (1.9) e (1.10) que I ′λ,µ(u) é um operador linear limitado. Portanto,

segue da Proposição 4.3.2 que I ′λ,µ(u) ∈ C1(Hµ,R).

O comportamento de Iλ,µ em Hµ com respeito à norma ‖ · ‖µ,a pode

ser visto na Figura 1.0.1.

Figura 1.0.1. Gráfico de Iλ,µ em Hµ.
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Definição 1.0.4. Dizemos que u ∈ Hµ é uma solução fraca do problema (1.1) se

satisfaz

∫
Ω

(|x|−2a∇u∇v − µ|x|−2(a+1)uv − λh(x)|x|−cuq−1
+ v − k(x)|x|−2∗bu2∗−1

+ v)dx = 0

para todo v ∈ Hµ.

Teorema 1.0.5. Se u é uma solução fraca do problema (1.1), então u ≥ 0.

Demonstração. Seja u uma solução fraca de (1.1). Fazendo u = u+ − u− e obser-

vando que u+u− = 0, temos

0 =
〈
I ′λ,µ(u), u−

〉
=

∫
Ω

(|x|−2a∇u∇u− − µ|x|−2(a+1)uu−)dx

− λ
∫

Ω

h(x)|x|−cuq−1
+ u−dx−

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗−1
+ u−dx

=

∫
Ω

(|x|−2a(∇u+∇u− −∇u−∇u−)− µ|x|−2(a+1)(u+u− − u2
−))dx

= −
∫

Ω

(|x|−2a|∇u−|2 − µ|x|−2(a+1)u2
−)dx

= −‖u−‖2
µ,a,

ou seja, u− = 0. Logo, u = u+ ≥ 0.

1.1 Obtenção da primeira solução via Princípio Variacional

de Ekeland

Em muitos problemas parecidos com (1.1), Iλ,µ não é limitado infe-

riormente em Hµ, mas é limitado inferiormente em um subconjunto apropriado de

Hµ e um mínimo neste conjunto (se existir) pode dar origem a soluções da equação

diferencial correspondente.

Um bom candidato a esse subconjunto apropriado de Hµ é a chamada
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variedade de Nehari

Nλ = {u ∈ Hµ\{0}, 〈I ′λ,µ(u), u〉 = 0}.

É útil entenderNλ em termos de pontos críticos de aplicações da forma

Ψu(t) = Iλ,µ(tu), t > 0.

Daí, temos que

Ψ′u(t) = 〈I ′λ,µ(tu), u〉 =
1

t
〈I ′λ,µ(tu), tu〉.

Proposição 1.1.1. Seja u ∈ Hµ\{0} e t > 0. Então tu ∈ Nλ se, e somente se,

Ψ′u(t) = 0.

Demonstração. Se tu ∈ Nλ, então 〈I ′λ,µ(tu), tu〉 = 0. Logo, Ψ′u(t) = 1
t
〈I ′λ,µ(tu), tu〉

= 0. Reciprocamente, se u ∈ Hµ\{0} e t > 0, então tu ∈ Hµ\{0}. Além disso,

se Ψ′u(tu) = 0, então 1
t
〈I ′λ,µ(tu), tu〉 = 0 e, como t > 0, 〈I ′λ,µ(tu), tu〉 = 0. Assim,

tu ∈ Nλ.

Seja u 6= 0 um mínimo local de Iλ,µ, então Ψu tem um mínimo local

em t = 1. De fato, se u 6= 0 é um mínimo local de Iλ,µ, existe uma vizinhança aberta

Vu de u tal que Iλ,µ(w) ≥ Iλ,µ(u) , ∀w ∈ Vu. Como Vu é aberto, existe uma bola

Br(u) ⊂ Vu. Considere J =
(

1− r
‖u‖µ,a , 1 + r

‖u‖µ,a

)
. Se t ∈ J , então

‖tu− u‖µ,a = ‖(t− 1)u‖µ,a = |t− 1|‖u‖µ,a ≤
r

‖u‖µ,a
‖u‖µ,a = r

ou seja, tu ∈ Br(u) ⊂ Vu. Logo, Iλ,µ(tu) ≥ Iλ,µ(u), ∀t ∈ J e, portanto, Ψu(t) ≥

Ψu(1), ∀t ∈ J , o que diz que 1 é um mínimo local de Ψu.

Analogamente, se u é um máximo local, então 1 é um máximo local

de Ψu. Com isso, é natural dividir Nλ em três subconjuntos, N+
λ , N−λ e N 0

λ , corres-

pondendo, respectivamente, aos mínimos locais, máximos locais e pontos de inflexão

de Ψu.



19

Definimos

N+
λ = {u ∈ Nλ; Ψ′′u(1) > 0} ;

N−λ = {u ∈ Nλ; Ψ′′u(1) < 0} ;

N 0
λ = {u ∈ Nλ; Ψ′′u(1) = 0} .

Observe que, se u ∈ Nλ,

Ψu(t) = Iλ,µ(tu) =
1

2
t2‖u‖2

µ,a −
λ

q
tq
∫

Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗
t2∗
∫

Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

e, portanto,

d

dt
Ψu(t) = Ψ′u(t) = t‖u‖2

µ,a − λtq−1

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx− t2∗−1

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

e

d2

dt2
Ψu(t) = Ψ′′u(t) = ‖u‖2

µ,a − (q − 1)λtq−2

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx

− (2∗ − 1)t2∗−2

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx.

Como u ∈ Nλ, temos 〈I ′λ,µ(u), u〉 = 0, ou seja,

‖u‖2
µ,a − λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
∫

Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx = 0.

Assim,

λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx = ‖u‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx (1.11)

e ∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx = ‖u‖2

µ,a − λ
∫

Ω

h(x)|x|−cuq+dx. (1.12)
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De (1.11) segue que

Ψ′′u(1) = ‖u‖2
µ,a − (q − 1)λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx− (2∗ − 1)

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

= ‖u‖2
µ,a − (q − 1)

(
‖u‖2

µ,a −
∫

Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

)
− (2∗ − 1)

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

= 2‖u‖2
µ,a − q‖u‖2

µ,a + q

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx−

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx+

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

= (2− q)‖u‖2
µ,a − (2∗ − q)

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx.

Analogamente, de (1.12) temos

Ψ′′u(1) = (2− 2∗)‖u‖2
µ,a + (2∗ − q)λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx.

Consequentemente, podemos escrever

N+
λ =

{
u ∈ Nλ : (2− q)‖u‖2

µ,a − (2∗ − q)
∫

Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx > 0

}
=

{
u ∈ Nλ : (2− 2∗)‖u‖2

µ,a + (2∗ − q)λ
∫

Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx > 0

}
.

N−λ =

{
u ∈ Nλ : (2− q)‖u‖2

µ,a − (2∗ − q)
∫

Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx < 0

}
=

{
u ∈ Nλ : (2− 2∗)‖u‖2

µ,a + (2∗ − q)λ
∫

Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx < 0

}
.

N 0
λ =

{
u ∈ Nλ : (2− q)‖u‖2

µ,a − (2∗ − q)
∫

Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx = 0

}
=

{
u ∈ Nλ : (2− 2∗)‖u‖2

µ,a + (2∗ − q)λ
∫

Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx = 0

}
.
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Lema 1.1.2. O funcional Iλ,µ é coercivo e limitado inferiormente em Nλ.

Demonstração. Seja u ∈ Nλ. De (1.12) temos que

Iλ,µ(u) =
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

=
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

(
‖u‖2

µ,a − λ
∫

Ω

h(x)|x|−cuq+dx
)

=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx.

Agora, como q < 2 < 2∗, temos 1
q
> 1

2
> 1

2∗
e, assim,

(
1

2
− 1

2∗

)
> 0 e

(
1

q
− 1

2∗

)
> 0.

Além disso, como h(x) contínua em Ω̄ temos que h(x) é limitada em Ω. Logo, existe

M > 0 tal que |h(x)| ≤M , ou seja, −h(x) ≥ −M . De (12), existe C > 0 tal que

Iλ,µ(u) ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
M

∫
Ω

|x|−cuq+dx

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
M · C‖u‖q0,a.

Como ‖u‖0,a e ‖u‖µ,a são equivalentes, existe C ′ tal que

Iλ,µ(u) ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
C ′‖u‖qµ,a.

Já que 2 > q, temos que Iλ,µ é coercivo.

Suponha que Iλ,µ não seja limitado inferiormente, daí, existe uma

sequência (un) ⊂ Nλ tal que Iλ,µ(un)→ −∞. Como

Iλ,µ(un) ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
C ′‖un‖qµ,a, ∀n ∈ N
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fazendo n→∞, temos que

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
M · C ′‖un‖qµ,a → −∞.

Absurdo, pois 2 > q e
(

1
2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a > 0. Portanto, Iλ,µ é limitado inferiormente.

Na Figura 1.1.1 podemos observar o comportamento de Iλ,µ em Nλ
com respeito à norma ‖ · ‖µ,a.

Figura 1.1.1 Gráfico de Iλ,µ em Nλ.

Podemos, então, definir

cλ := inf
u∈Nλ

Iλ,µ(u);

c+
λ := inf

u∈N+
λ

Iλ,µ(u);

c−λ := inf
u∈N−λ

Iλ,µ(u).

Considere

Sa,b,µ :=


Aa,b,µ se (a, µ) ∈]− 1, 0[×]0, µ̄a − b2[∪[0, N−2

2 [×]a(a−N + 2), µ̄a − b2[,

Ba,b,µ se(a, µ) ∈ [0, N−2
2 [×[0, µ̄a[.

(1.13)
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Lema 1.1.3. Seja

Λ1 :=

(
2− q
2∗ − q

) 2−q
2∗−2

(
2∗ − 2

(2∗ − q)C1

)
|h+|−1

∞ |k+|
− 2−q

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2
· 2−q
2∗−2

+ q
2 ,

em que η+(x) = max(η(x), 0) e |η+|∞ = sup
x∈Ω

ess|η+(x)|. Então N 0
λ = ∅, para todo

λ ∈ (0,Λ1).

Demonstração. Suponha que N 0
λ 6= ∅, então, para todo u ∈ N 0

λ , temos:

‖u‖2
µ,a =

2∗ − q
2− q

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

e

‖u‖2
µ,a = λ

2∗ − q
2∗ − 2

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx.

Daí, note que

‖u‖2
µ,a =

2∗ − q
2− q

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

≤ 2∗ − q
2− q

∫
Ω

k+(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

≤ 2∗ − q
2− q

|k+|∞
∫

Ω

|x|−2∗bu2∗
+ dx.

≤ 2∗ − q
2− q

|k+|∞
∫

Ω

|x|−2∗b|u|2∗dx.

Como u ∈ N 0
λ , temos que u 6= 0 e, portanto,

∫
Ω
|x|−2∗b|u|2∗dx 6= 0. Logo,

(
2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
·

‖u‖2µ,a∫
Ω |x|−2∗b|u|2∗dx

≤ 1.

Daí,
‖u‖2∗−2

µ,a ≥
(

2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
·

‖u‖2∗µ,a∫
Ω |x|−2∗b|u|2∗dx

≥
(

2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
· (Ea,b,µ)2∗/2

≥
(

2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
· (Sa,b,µ)2∗/2 .
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Assim,

‖u‖2
µ,a ≥

[(
2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
· (Sa,b,µ)2∗/2

] 2
2∗−2

. (1.14)

Note, também, que

‖u‖2
µ,a = λ

2∗ − q
2∗ − 2

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

∫
Ω

h+(x)|x|−cuq+dx

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞
∫

Ω

|x|−cuq+dx

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞
∫

Ω

|x|−c|u|qdx.

(1.15)

Mas, pela Desigualdade de Hölder,∫
Ω

|x|−c|u|qdx ≤
∫

Ω

|x|−c+qb|x|−qb|u|qdx

≤
(∫

Ω

(
|x|−c+qb

) 2∗
2∗−q dx

) 2∗−q
2∗
(∫

Ω

|x|−2∗b|u|2∗dx
) q

2∗
.

(1.16)

Fazendo C1 =
(∫

Ω

(
|x|−c+qb

) 2∗
2∗−q dx

) 2∗−q
2∗ , temos que C1 < ∞. De fato, para sim-

plificar, faça r′ = 2∗
2∗−q . Considere BR(0) a bola centrada na origem de raio R, com

BR(0) ⊂ Ω. Como Ω é limitado, existe M > 0 tal que |x| ≤ M , ∀x ∈ Ω\BR(0) e,

assim,

(∫
Ω\BR(0)

|x|(−c+qb)r′dx
)1/r′

≤
(∫

Ω\BR(0)

M (−c+qb)r′dx

)1/r′

<∞.

Para x ∈ BR(0), integrando em coordenadas polares, temos

∫
BR(0)

|x|(−c+qb)r′dx = ωR

∫ R

0

s(−c+qb)r′+N−1ds

Mas, por hipótese, c < q(a+ 1) +N(1− q/2) e daí,
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c < qa+ q +N − Nq

2
+ qb− qb

= qb+N − q

2
(N − 2 + 2(b− a))

= qb+N

(
1− qN − 2 + 2(b− a)

2N

)
= qb+N

(
1− q

2∗

)
= qb+N

(
2∗ − q

2∗

)
= qb+

N

r′

=
bqr′ +N

r′

ou seja, (−c+ qb)r′ +N > 0. Dessa forma, (−c+ qb)r′ +N − 1 > −1 e, portanto,

ωR

∫ R

0

s(−c+qb)r′+N−1ds <∞.

Logo, C1 =
(∫

Ω

(
|x|−c+qb

) 2∗
2∗−q dx

) 2∗−q
2∗

<∞. Assim, substituindo (1.16) em (1.15)

‖u‖2
µ,a ≤ λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞
∫

Ω

|x|−cuq+dx

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1

(∫
Ω

|x|−2∗b|u|2∗dx
) q

2∗

e como u 6= 0,

‖u‖2−q
µ,a ≤ λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1

(∫
Ω
|x|−2∗b|u|2∗dx

) q
2∗

‖u‖qµ,a

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Ea,b,µ)−q/2

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 .
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Logo,

‖u‖2
µ,a ≤

[
λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] 2

2−q

. (1.17)

De (1.14) e (1.17), temos

[(
2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
· (Sa,b,µ)2∗/2

] 2
2∗−2

≤
[
λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] 2

2−q

,

ou seja,

[(
2− q
2∗ − q

)
1

|k+|∞
· (Sa,b,µ)2∗/2

] 2−q
2∗−2

≤ λ
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

e, portanto,

λ ≥
(

2− q
2∗ − q

) 2−q
2∗−2

(
2∗ − 2

(2∗ − q)C1

)
|h+|−1

∞ |k+|
− 2−q

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2
· 2−q
2∗−2

+ q
2 = Λ1.

Logo, N 0
λ = ∅, se λ ∈ (0,Λ1).

Com o Lema acima concluímos que Nλ = N+
λ ∪ N

−
λ , para todo λ ∈

(0,Λ1).

Lema 1.1.4. Seja c+
λ como definido anteriormente. Então c+

λ < 0, para todo λ ∈

(0,Λ1).

Demonstração. Seja u ∈ N+
λ . Então

λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx = ‖u‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

e ∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx <

2− q
2∗ − q

‖u‖2
µ,a.
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Daí,

c+
λ ≤ Iλ,µ(u)

=
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

=

(
1

2
− 1

q

)
‖u‖2

µ,a +

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

<

(
1

2
− 1

q

)
‖u‖2

µ,a +

(
1

q
− 1

2∗

)
2− q
2∗ − q

‖u‖2
µ,a

=

(
q − 2

2q
+

2∗ − q
2∗q

· 2− q
2∗ − q

)
‖u‖2

µ,a

=

(
2∗q(2∗ − q)(q − 2) + 2q(2∗ − q)(2− q)

2q · 2∗q · (2∗ − q)

)
‖u‖2

µ,a

=
q(2∗ − q)(q − 2)(2∗ − 2)

2q · 2∗q · (2∗ − q)
‖u‖2

µ,a

= −(2− q)(2∗ − 2)

2.2∗q
‖u‖2

µ,a < 0.

Definição 1.1.5. Seja E um espaço de Banach e I ∈ C1(E,R) um funcional. Di-

zemos que (un) é uma sequência de Palais-Smale no nível l, abreviadamente (PS)l,

se I(un)→ l e I ′(un)→ 0 em E−1 (dual de E) quando n→∞. Dizemos, também,

que I satisfaz a condição de Palais-Smale no nível l se toda sequência (PS)l possui

uma subsequência que converge forte em E.

Lema 1.1.6. Se λ ∈ (0,Λ1), para cada u ∈ Nλ, existe ε > 0 e uma função diferen-

ciável ξ : B(0, ε) ⊂ Hµ −→ R+ tal que ξ(0) = 1, ξ(w)(u− w) ∈ Nλ e

〈
ξ′(0), w

〉
=

2
∫

Ω

(
∇u∇w
|x|2a − µ

uw
|x|2(a+1)

)
dx− λq

∫
Ω h(x)

uq−1
+ w

|x|c dx− 2∗
∫

Ω k(x)
u2∗−1

+ w

|x|2∗b dx

(2− q)‖u‖2µ,a − (2∗ − q)
∫

Ω k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

,

para todo w ∈ Hµ\{u}.
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Demonstração. Seja u ∈ Nλ. Defina a função Fu : R×Hµ −→ R por

Fu(t, w) =
〈
I ′λ,µ(t(u− w)), t(u− w)

〉
= t2‖u− w‖2

µ,a − λtq
∫

Ω

h(x)|x|−c(u− w)q+dx

− t2∗
∫

Ω

k(x)|x|−2∗b(u− w)2∗
+ dx.

Note que

∂Fu
∂t

(t, w) = 2t‖u− w‖2
µ,a − λqtq−1

∫
Ω

h(x)|x|−c(u− w)q+dx

− 2∗t
2∗−1

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b(u− w)2∗
+ dx

e

〈
∂Fu
∂w

(t, w), v

〉
= −2t2

∫
Ω

(
|x|−2a∇(u− w)∇v − µ|x|−2(a+1)(u− w)v

)
dx

+ λqtq
∫

Ω

h(x)|x|−c(u− w)q−1
+ vdx

+ 2∗t
2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b(u− w)2∗−1
+ vdx.

Em particular, temos Fu(1, 0) =
〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0, já que u ∈ Nλ e

∂Fu
∂t

(1, 0) = 2‖u‖2
µ,a − λq

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx− 2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

= Ψ′′u(1) 6= 0,

pois, como λ ∈ (0,Λ1), do Lema 1.1.3, temos que N0
λ = ∅. Assim, pelo Teorema da

Função Implícita, existe ε > 0 e uma função diferenciável ξ : B(0, ε) ⊂ Hµ −→ R+

tal que ξ(0) = 1, Fu(ξ(w), w) = 0, para todo w ∈ B(0, ε) e

〈ξ′(w), v〉 =
−
〈
∂Fu
∂w

(ξ(w), w), v
〉

∂Fu
∂t

(ξ(w), w)
, ∀w ∈ B(0, ε) e ∀v ∈ Hµ.
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Como Fu(ξ(w), w) = 0, para todo ∀w ∈ B(0, ε), temos

〈
I ′λ,µ(ξ(w)(u− w)), ξ(w)(u− w)

〉
= 0.

Também, se w 6= u, temos que ξ(w)(u − w) 6= 0, ou seja, ξ(w)(u − w) ∈ Nλ, para

todo w ∈ B(0, ε)\{u}.

Por fim, para todo w ∈ Hµ\{u},

〈
ξ′(0), w

〉
=
−
〈
∂Fu
∂w (ξ(0), 0), w

〉
∂Fu
∂t (ξ(0), 0)

=
−
〈
∂Fu
∂w (1, 0), w

〉
∂Fu
∂t (1, 0)

=
2
∫

Ω

(
∇u∇w
|x|2a − µ

uw
|x|2(a+1)

)
dx− λq

∫
Ω h(x)

uq−1
+ w

|x|c dx− 2∗
∫

Ω k(x)
u2∗−1

+ w

|x|2∗b dx

2‖u‖2µ,a − λq
∫

Ω h(x)|x|−cuq+dx− 2∗
∫

Ω k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

=
2
∫

Ω

(
∇u∇w
|x|2a − µ

uw
|x|2(a+1)

)
dx− λq

∫
Ω h(x)

uq−1
+ w

|x|c dx− 2∗
∫

Ω k(x)
u2∗−1

+ w

|x|2∗b dx

(2− q)‖u‖2µ,a − (2∗ − q)
∫

Ω k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

,

o que conclui o lema.

Observação: O Lema 1.1.6 também é verdadeiro se trocarmos Nλ
por N+

λ ou N−λ . Nesse caso, se u ∈ N+
λ , teríamos

∂Fu
∂t

(1, 0) > 0.

Daí, observando que

〈
I ′λ,µ(ξ(w)(u− w)), ξ(w)(u− w)

〉
= ‖ξ(w)(u− w)‖2

µ,a

− λ
∫

Ω

h(x)|x|−c(ξ(w)(u− w)+)qdx

−
∫

Ω

k(x)|x|−2∗b(ξ(w)(u− w)+)2∗dx,
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temos que

λ

∫
Ω

h(x)|x|−c(ξ(w)(u− w)+)qdx = ‖ξ(w)(u− w)‖2
µ,a

−
∫

Ω

k(x)|x|−2∗b(ξ(w)(u− w)+)2∗dx

e, assim,

(2− q)‖ξ(w)(u− w)‖2
µ,a − (2∗ − q)

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b(ξ(w)(u− w)+)2∗dx =

= 2‖ξ(w)(u− w)‖2
µ,a − q

(
‖ξ(w)(u− w)‖2

µ,a −
∫

Ω

k(x)|x|−2∗b(ξ(w)(u− w)+)2∗dx

)
− 2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b(ξ(w)(u− w)+)2∗dx

= 2‖ξ(w)(u− w)‖2
µ,a − qλ

∫
Ω

h(x)|x|−c(ξ(w)(u− w)+)qdx

− 2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b(ξ(w)(u− w)+)|2∗dx

= ξ(w)

(
2ξ(w)‖u− w‖2

µ,a − ξ(w)q−1 · q · λ
∫

Ω

h(x)|x|−c(u− w)q+dx

−ξ(w)2∗−1 · 2∗
∫

Ω

k(x)|x|−2∗b(u− w)2∗
+ dx

)
= ξ(w) · ∂Fu

∂t
(ξ(w), w).

Como ξ(w) é contínua e ∂Fu
∂t

(1, 0) > 0, podemos tomar ε > 0 (menor que o anterior,

se necessário) tal que ∂Fu
∂t

(ξ(w), w) > 0, para todo w ∈ B(0, ε) e, assim, ξ(w) ·
∂Fu
∂t

(ξ(w), w) > 0, para todo w ∈ B(0, ε), ou seja, ξ(w)(u− w) ∈ N+
λ .

Se u ∈ N−λ o raciocínio é análogo.

Lema 1.1.7. Se λ ∈ (0,Λ1), então, existe uma sequência (PS)cλ, (un) ⊂ Nλ, para

Iλ,µ.

Demonstração. Pelo Princípio Variacional de Ekeland, existe uma sequência mini-

mizante (un) ⊂ Nλ tal que

Iλ,µ(un) < inf
u∈Nλ

Iλ,µ(u) +
1

n
≤ cλ +

1

n
(1.18)
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e

Iλ,µ(un) < Iλ,µ(w) +
1

n
‖w − un‖µ,a, ∀w 6= un. (1.19)

Pelo Lema 1.1.4 existe η > 0 tal que −∞ < c+
λ < −η. Daí cλ ≤ c+

λ < −η e, assim,

−η− cλ > 0. Como 1
n
→ 0 quando n→∞, existe n0 ∈ N tal que 1

n
< −η− cλ, para

todo n > n0, ou seja, cλ + 1
n
< −η, para todo n > n0. Segue de (1.18) que para todo

n > n0,

Iλ,µ(un) =

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx

< cλ +
1

n
< −η < 0.

(1.20)

Logo,

λ

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx > η +

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a

> η

e, portanto, ∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx >

1

λ

(
1

q
− 1

2∗

)−1

η

=
1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η

> 0.

(1.21)

Ainda, de (1.16) e da definição de Sa,b,µ temos que∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx ≤ |h+|∞

∫
Ω

|x|−c|un|qdx

≤ |h+|∞C1

(∫
Ω

|x|−2∗b|un|2∗dx
)q/2∗

≤ |h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a.

(1.22)

Segue de (1.21) e (1.22) que

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a >
1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η,
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ou seja,
‖un‖µ,a >

[
1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η · |h+|−1

∞ · C−1
1 (Sa,b,µ)q/2

]1/q

> 0. (1.23)

Também, de (1.20) e (1.22)

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a < λ

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−c|un|qdx

≤ λ

(
2∗ − q

2∗q

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a

e, assim,

‖un‖µ,a <
[
λ

(
2 · 2∗
2∗ − 2

)(
2∗ − q

2∗q

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 1
2−q

=

[
λ

2

q

(
2∗ − q
2∗ − 2

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 1
2−q

.

(1.24)

Segue de (1.24) que (un) é limitada. Observe, ainda, que (un) ⊂ Nλ ⊂ N+
λ ∪ N 0

λ ∪

N−λ ∪ {0}. Entretanto, de (1.23), temos que un 6= 0 e, como λ ∈ (0,Λ1), do Lema

1.1.3 temos que N 0
λ = ∅, ou seja, (un) ⊂ N+

λ ∪N
−
λ = Nλ.

Agora, mostraremos que I ′λ,µ(un) → 0 em H−1
µ (dual de Hµ), quando

n→∞.

Aplicando o Lema 1.1.6, para cada n ∈ N, obtemos um εn > 0 e uma

função ξn : B(0, εn) −→ R+, tais que ξn(w)(un − w) ∈ Nλ, ∀w ∈ Hµ\{un}. Seja

0 < ρ < εn. Dado u ∈ Hµ, com u 6= 0, defina wρ =
ρu

‖u‖µ,a
. Defina, também,

ηρ = ξn(wρ)(un − wρ). Como

Iλ,µ(un) < Iλ,µ(w) +
1

n
‖w − un‖µ,a, ∀w 6= un,

temos que

Iλ,µ(ηρ)− Iλ,µ(un) > − 1

n
‖ηρ − un‖µ,a.
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Da definição da derivada de Frechét, temos

Iλ,µ(ηρ)− Iλ,µ(un) =
〈
I ′λ,µ(un), ηρ − un

〉
+ o(‖ηρ − un‖µ,a),

em que
o(‖s‖)
‖s‖

→ 0, quando s→ 0. Logo,

− 1

n
‖ηρ − un‖µ,a <

〈
I ′λ,µ(un), ηρ − un

〉
+ o(‖ηρ − un‖µ,a)

e, portanto,

− 1

n
‖ηρ − un‖µ,a + o(‖ηρ − un‖µ,a) <

〈
I ′λ,µ(un), ξn(wρ)(un − wρ)− un

〉
=
〈
I ′λ,µ(un), ξn(wρ)(un − wρ)− un + wρ − wρ

〉
=
〈
I ′λ,µ(un), ξn(wρ)(un − wρ)− (un − wρ)− wρ

〉
=
〈
I ′λ,µ(un), (ξn(wρ)− 1)(un − wρ)− wρ

〉
=
〈
I ′λ,µ(un),−wρ

〉
+ (ξn(wρ)− 1)

〈
I ′λ,µ(un), (un − wρ)

〉
.

Como ηρ = ξn(wρ)(un − wρ) ∈ Nλ, temos que

〈
I ′λ,µ(ηρ), ηρ

〉
=
〈
I ′λ,µ(ηρ), ξn(wρ)(un − wρ)

〉
= ξn(wρ)

〈
I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
= 0

e, com isso, 〈
I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
= 0.

Daí, observando que wρ =
ρu

‖u‖µ,a
, temos
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〈
I ′λ,µ(un),−wρ

〉
+ (ξn(wρ)− 1)

〈
I ′λ,µ(un), (un − wρ)

〉
= −ρ

〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
+ (ξn(wρ)− 1)

〈
I ′λ,µ(un), (un − wρ)

〉
− (ξn(wρ)− 1)

〈
I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
= −ρ

〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
+ (ξn(wρ)− 1)

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
> − 1

n
‖ηρ − un‖µ,a + o(‖ηρ − un‖µ,a).

Portanto,〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
<
‖ηρ − un‖µ,a

n · ρ
+
o(‖ηρ − un‖µ,a)

ρ

+
(ξn(wρ)− 1)

ρ

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
.

(1.25)

Agora, note que

‖ηρ − un‖µ,a = ‖ξn(wρ)(un − wρ)− un‖µ,a

= ‖(ξn(wρ)− 1)un − ξn(wρ)wρ‖µ,a

≤ ‖(ξn(wρ)− 1)un‖µ,a +
‖ξn(wρ) · ρu‖µ,a
‖u‖µ,a

= |(ξn(wρ)− 1)| · ‖un‖µ,a + ρ · |ξn(wρ)|.

(1.26)

Note, também, que usando a definição da derivada de Gâteaux

lim
ρ→0+

|ξn(wρ)− 1|
ρ

= lim
ρ→0+

|ξn(wρ)− ξn(0)|
ρ

= lim
ρ→0+

|ξn( ρu
‖u‖µ,a )− ξn(0)|

ρ

= lim
ρ→0+

1
‖u‖µ,a |ξn( ρu

‖u‖µ,a )− ξn(0)|
ρ

‖u‖µ,a

= lim
t→0+

1
‖u‖µ,a |ξn(tu)− ξn(0)|

t

(1.27)
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=
1

‖u‖µ,a
| 〈ξ′n(0), u〉 |

≤ ‖ξ′n(0)‖,

em que ‖ · ‖ denota a norma euclidiana em R.

Substituindo (1.26) em (1.25), temos

〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
≤ |ξn(wρ)|

n
+
|(ξn(wρ)− 1)| · ‖un‖µ,a

n · ρ
+
o(‖ηρ − un‖µ,a)

ρ

+
(ξn(wρ)− 1)

ρ

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
.

Passando ao limite quando ρ→ 0+,〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
≤ lim

ρ→0+

|ξn(wρ)|
n

+ lim
ρ→0+

|(ξn(wρ)− 1)| · ‖un‖µ,a
n · ρ

+ lim
ρ→0+

o(‖ηρ − un‖µ,a)
ρ

+ lim
ρ→0+

(ξn(wρ)− 1)

ρ

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
.

(1.28)

Mas, observe que

a) ξn é diferenciável e wρ = ρu
‖u‖µ,a → 0, quando ρ→ 0+, ou seja,

lim
ρ→0+

|ξn(wρ)|
n

=
|ξn(0)|
n

=
1

n
·

b) De (1.27)

lim
ρ→0+

|(ξn(wρ)− 1)| · ‖un‖µ,a
n · ρ

≤ ‖ξ
′
n(0)‖
n
‖un‖µ,a·

c) De (1.26) e (1.27)

0 ≤ lim
ρ→0+

‖ηρ − un‖µ,a
ρ

≤ lim
ρ→0+

(
|(ξn(wρ)− 1)| · ‖un‖µ,a

ρ
+ |ξn(wρ)|

)
≤ ‖ξ′n(0)‖‖un‖µ,a + 1.
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e como (un) é limitada em Hµ, temos que
‖ηρ − un‖µ,a

ρ
é limitada em Hµ. Do

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
ρ→0+

‖ηρ − un‖µ,a = lim
ρ→0+

‖ξn(wρ)(un − wρ)− un‖µ,a

= lim
ρ→0+

‖ξn(
ρu

‖u‖µ,a
)

(
un −

ρu

‖u‖µ,a

)
− un‖µ,a

= ‖ξn(0)(un − un)‖µ,a

= 0.

Logo,
o(‖ηρ − un‖µ,a)
‖ηρ − un‖µ,a

→ 0, quando ρ→ 0+, e, portanto,

lim
ρ→0+

o(‖ηρ − un‖µ,a)
ρ

= lim
ρ→0+

‖ηρ − un‖µ,a
ρ

· o(‖ηρ − un‖µ,a)
‖ηρ − un‖µ,a

= 0.

d) Temos que

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
=
〈
I ′λ,µ(un), (un − wρ)

〉
−
〈
I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
.

Seja (ρj) uma sequência tal que ρj → 0+ quando j →∞. Daí,

〈
I ′λ,µ(un), (un − wρj )

〉
=

∫
Ω
|x|−2a∇un∇(un − wρj )dx− µ

∫
Ω
|x|−2(a+1)un(un − wρj )dx

− λ
∫

Ω
h(x)|x|−cuq−1

n+
(un − wρj )dx

−
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗−1

n+
(un − wρj )dx.

Já que wρj =
ρju

‖u‖µ,a , temos que wρj → 0 e ∇wρj → 0, quando j →∞. Assim,

lim
j→∞
|x|−2a∇un(x)∇(un − wρj)(x) = |x|−2a|∇un|2(x),

lim
j→∞
|x|−2(a+1)un(x)(un − wρj)(x) = |x|−2(a+1)u2

n(x),

lim
j→∞

h(x)|x|−cuq−1
n+

(x)(un − wρj)(x) = h(x)|x|−cuqn+
(x)
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e

lim
j→∞

k(x)|x|−2∗bu2∗−1
n+

(x)(un − wρj)(x) = k(x)|x|−2∗bu2∗
n+

(x),

em quase todo ponto de Ω (q.t.p em Ω). Agora, como wρj → 0, quando j → ∞,

podemos considerar |wρj | < 1. Logo,

||x|−2a∇un(x)∇(un − wρj)(x)| = |x|−2a|∇un(x)||∇(un − wρj)(x)|

≤ |x|−2a(|∇un(x)|2 + |∇un(x)||wρj(x)|)

≤ |x|−2a(|∇un(x)|2 + |∇un(x)|)

∈ L1(Ω, |x|−2a)

e, de forma análoga,

||x|−2(a+1)un(x)(un − wρj)(x)| ≤ |x|−2(a+1)(|un|2 + |un|)

∈ L1(Ω, |x|−2(a+1)),

|h(x)|x|−cuq−1
n+

(x)(un − wρj)(x)| ≤ |h+|∞|x|−c(|un|q + |un|)

∈ L1(Ω, |x|−c)

e

|k(x)|x|−2∗bu2∗−1
n+

(x)(un − wρj)(x)| ≤ |k+|∞|x|−2∗b(|un|−2∗ + |un|)

∈ L1(Ω, |x|−2∗b).

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
j→∞

〈
I ′λ,µ(un), (un − wρ)

〉
= Iλ,µ(un),

para toda sequência (ρj) tal que ρj → 0+ quando j →∞.



38

Dessa forma,

lim
ρ→0+

〈
I ′λ,µ(un), (un − wρ)

〉
= Iλ,µ(un).

Analogamente,

lim
ρ→0+

−
〈
I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
= −Iλ,µ(un)

e, portanto,

lim
ρ→0+

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
= 0.

Como de (1.27) temos que
(ξn(wρ)− 1)

ρ
é limitada em R, obtemos

lim
ρ→0+

(ξn(wρ)− 1)

ρ

〈
I ′λ,µ(un)− I ′λ,µ(ηρ), (un − wρ)

〉
= 0.

De a), b), c), d), (1.28) e usando que (un) é limitada em Hµ, segue que〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
≤ C̄

n
(1 + ‖ξ′n(0)‖).

Mostraremos que ‖ξ′n(0)‖ é uniformemente limitada em R, com relação

ao índice n.

Dado v ∈ Hµ,

〈
ξ′n(0), v

〉
=

(
2

∫
Ω

(|x|−2a∇un∇v − µ|x|−2(a+1)unv)dx− λq
∫

Ω
h(x)|x|−cuq−1

n+
vdx

−2∗

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗−1

n+
vdx

)[
(2− q)‖un‖2µ,a − (2∗ − q)

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

n+
dx

]−1

.

Da desigualdade de Hölder, temos
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∣∣∣∣∫
Ω

|x|−2a∇un∇vdx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

|x|−a∇un|x|−a∇vdx
∣∣∣∣

≤
(∫

Ω

|x|−2a|∇un|2
)1/2(∫

Ω

|x|−2a|∇v|2
)1/2

= ‖un‖0,a‖v‖0,a

≤ C ′‖un‖µ,a‖v‖µ,a

e ∣∣∣∣∫
Ω

|x|−2(a+1)unvdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

|x|−(a+1)un|x|−(a+1)vdx

∣∣∣∣
≤
(∫

Ω

|x|−2(a+1)u2
ndx

)1/2(∫
Ω

|x|−2(a+1)v2dx

)1/2

≤ 1

µ̄a

(∫
Ω

|x|−2a|∇un|2
)1/2(∫

Ω

|x|−2a|∇v|2
)1/2

=
1

µ̄a
‖un‖0,a‖v‖0,a

≤ C ′′‖un‖µ,a‖v‖µ,a.

Portanto,∣∣∣∣∫
Ω

(|x|−2a∇un∇v − µ|x|−2(a+1)unv)dx

∣∣∣∣ ≤ (C ′ + |µ|C ′′)‖un‖µ,a‖v‖µ,a

= M1‖un‖µ,a‖v‖µ,a.
(1.29)

Também,∣∣∣∣∫
Ω
h(x)|x|−cuq−1

n+
vdx

∣∣∣∣ ≤ |h+|∞
∫

Ω
|x|−c|un|q−1|v|dx

= |h+|∞
∫

Ω
(|x|−c)

q−1
q |un|q−1(|x|−c)

1
q |v|dx

≤ |h+|∞
(∫

Ω
|x|−c|un|q

) q−1
q
(∫

Ω
|x|−c|v|q

) 1
q

≤ |h+|∞M2‖un‖q−1
µ,a ‖v‖µ,a

(1.30)
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e ∣∣∣∣∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗−1

n+
vdx

∣∣∣∣ ≤ |k+|∞
∫

Ω
|x|−2∗b|un|2∗−1vdx

= |k+|∞
∫

Ω
(|x|−2∗b)

2∗−1
2∗ |un|2∗−1(|x|−2∗b)

1
2∗ vdx

≤ |k+|∞
(∫

Ω
|x|−2∗b|un|2∗dx

) 2∗−1
2∗
(∫

Ω
|x|−2∗b|v|2∗dx

) 1
2∗

≤ |k+|∞M3‖un‖2∗−1
µ,a ‖v‖µ,a.

(1.31)

Sabendo que (un) é limitada em Hµ e usando (1.29), (1.30) e (1.31), temos

|〈ξ′n(0), v〉| ≤ M‖v‖µ,a∣∣(2− q)‖un‖2
µ,a − (2∗ − q)

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

n+
dx
∣∣ , ∀v ∈ Hµ. (1.32)

Assim, devemos mostrar que para n suficientemente grande,∣∣∣∣(2− q)‖un‖2
µ,a − (2∗ − q)

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
n+
dx

∣∣∣∣ ≥ L > 0. (1.33)

Suponha que isso não aconteça. Daí, existe uma subsequência, que também deno-

taremos por (un), tal que

(2− q)‖un‖2
µ,a − (2∗ − q)

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
n+
dx = on(1),

onde on(1)→ 0, quando n→∞. Segue de (1.23) que

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
n+
dx =

2− q
2∗ − q

‖un‖2
µ,a + on(1) (1.34)

≥ 2− q
2∗ − q

[
1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η · |h+|−1

∞ · C−1
1

]2/q

+ on(1) > 0.

Como (un) ⊂ Nλ, temos

λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx = ‖un‖2

µ,a −
∫

Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
n+
dx

= ‖un‖2
µ,a −

2− q
2∗ − q

‖un‖2
µ,a + on(1) (1.35)
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=

(
1− 2− q

2∗ − q

)
‖un‖2

µ,a + on(1)

=
2∗ − 2

2∗ − q
‖un‖2

µ,a + on(1)

≥ 2∗ − 2

2∗ − q

[
1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η · |h+|−1

∞ · C−1
1

]2/q

+ on(1).

Agora, considere o funcional auxiliar Jλ,µ : Nλ −→ R, definido por

Jλ,µ(u) =

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

+ dx

] 1
2∗−2

− λ
∫

Ω

h(x)|x|−cuq+dx.

De (1.34) e (1.35), obtemos

Jλ,µ(un) =

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

2−q
2∗−q‖un‖

2
µ,a + on(1)

] 1
2∗−2

−2∗ − 2

2∗ − q
‖un‖2

µ,a+on(1).

Mas, como (un) é limitada em Hµ, temos que (‖un‖µ,a) é uma sequência de números

reais limitada. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, passando a uma subsequência,

se necessário, temos que lim
n→∞

‖un‖µ,a existe. Assim,

lim
n→∞

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

2−q
2∗−q‖un‖

2
µ,a + on(1)

] 1
2∗−2

=

 lim
n→∞
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

lim
n→∞

(
2− q
2∗ − q

‖un‖2
µ,a + on(1)

)


1
2∗−2

=

 lim
n→∞
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

lim
n→∞

2− q
2∗ − q

‖un‖2
µ,a


1

2∗−2

= lim
n→∞

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

2−q
2∗−q‖un‖

2
µ,a

] 1
2∗−2

,

ou seja,

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

2−q
2∗−q‖un‖

2
µ,a + on(1)

] 1
2∗−2

=

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

2−q
2∗−q‖un‖

2
µ,a

] 1
2∗−2

+ on(1). (1.36)
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Portanto,

Jλ,µ(un) =

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

2−q
2∗−q‖un‖

2
µ,a

] 1
2∗−2

− 2∗ − 2

2∗ − q
‖un‖2

µ,a + on(1)

=
2∗ − 2

2∗ − q
‖un‖2

µ,a −
2∗ − 2

2∗ − q
‖un‖2

µ,a + on(1)

= on(1). (1.37)

Por outro lado, de (1.22) e observado que∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx ≤ |k+|∞

∫
Ω

|x|−2∗b|u|2∗dx

≤ |k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖un‖2∗
µ,a

(1.38)

temos

Jλ,µ(un) ≥
(

2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

[
‖un‖2(2∗−2)+2

µ,a

|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖un‖2∗
µ,a

] 1
2∗−2

−λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a

=

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2
· 1
2∗−2‖un‖

2(2∗−2)+2−2∗
2∗−2

µ,a

−λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a

=

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2
· 1
2∗−2‖un‖µ,a

−λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a

= ‖un‖qµ,a

[(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2
· 1
2∗−2‖un‖1−q

µ,a

−λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
]
. (1.39)

Mas, de (1.22) e (1.35)

2∗ − 2

2∗ − q
‖un‖2

µ,a + on(1) = λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx

≤ λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a.
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Daí, usando argumentos semelhantes a (1.36)

‖un‖µ,a ≤
(

2∗ − q
2∗ − 2

λ|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2
) 1

2−q

+ on(1). (1.40)

Substituindo (1.23) e (1.40) em (1.39) e observando que 1− q < 0, obtemos

Jλ,µ(un) ≥
[

1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η · |h+|−1

∞ · C−1
1 (Sa,b,µ)q/2

][(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞

×

(
(Sa,b,µ)

2∗
2
· 1
2∗−2

(
2∗ − q
2∗ − 2

λ|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2
) 1−q

2−q
)

−λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
]

+ on(1). (1.41)

Como λ ∈ (0,Λ1), temos que

λ < Λ1 =

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 2−q
2∗−2

|k+|
− 2−q

2∗−2
∞ |h+|−1

∞ C−1
1 (Sa,b,µ)

2∗
2
· 2−q
2∗−2

+ q
2 ,

ou seja,

λ
1

2−q <

(
2∗ − 2

2∗ − q

) 1
2−q
(

2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ |h+|

−1
2−q
∞ C

−1
2−q
1 (Sa,b,µ)

2∗
2(2∗−2)

+ q
2(2−q)

=

(
2∗ − 2

2∗ − q

)1+ q−1
2−q
(

2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2(2∗−2) |h+|

−1
2−q
∞ C

−1
2−q
1 (Sa,b,µ)

q
2(2−q)

=

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2(2∗−2)

(
2∗ − q
2∗ − 2

) 1−q
2−q
|h+|

1−q
2−q−1
∞ C

1−q
2−q−1

1

× (Sa,b,µ)
− q

2

(
1−q
2−q

)
+ q

2

=

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2(2∗−2)

(
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1(Sa,b,µ)−
q
2

) 1−q
2−q

×
(
|h+|−1

∞ C−1
1 (Sa,b,µ)

q
2

)
.

Dessa forma,

λ <

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2(2∗−2)

(
2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1(Sa,b,µ)−
q
2

) 1−q
2−q

×
(
|h+|−1

∞ C−1
1 (Sa,b,µ)

q
2

)
λ

1−q
2−q
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e, assim,

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2
· 1
2∗−2

(
2∗ − q
2∗ − 2

λ|h+|∞C1(Sa,b,µ)−
q
2

) 1−q
2−q

− λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 > 0.

Logo,

Jλ,µ(un) ≥
[

1

λ

(
2∗q

2∗ − q

)
η · |h+|−1

∞ · C−1
1 (Sa,b,µ)q/2

][(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 1
2∗−2

|k+|
−1

2∗−2
∞

×

(
(Sa,b,µ)

2∗
2
· 1
2∗−2

(
2∗ − q
2∗ − 2

λ|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2
) 1−q

2−q
)

−λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
]

+ on(1)

> 0 (1.42)

e, com isso, (1.42) contradiz (1.37). Portanto, (1.33) é válido e

〈
ξ′n(0), v

〉
≤ M

L
‖v‖µ,a,

ou seja,

‖ξ′n(0)‖ ≤ M

L
·

Logo, 〈
I ′λ,µ(un),

u

‖u‖µ,a

〉
≤ C̄

n

(
1 +

M

L

)
.

Daí, 〈
I ′λ,µ(un), u

〉
≤ C̄

n

(
1 +

M

L

)
‖u‖µ,a ≤

M̃

n
,

para algum M̃ > 0. Fazendo n→∞,

〈
I ′λ,µ(un), u

〉
→ 0

e, consequentemente,

I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , quando n→∞.
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Concluímos que (un) ⊂ Nλ é uma sequência (PS)cλ .

Teorema 1.1.8. Seja (un) uma sequência (PS)l tal que un ⇀ u, fracamente, em

Hµ quando n→∞. Então, u é uma solução fraca do problema (1.1).

Demonstração. Como un ⇀ u fracamente em Hµ, quando n→∞, pela Proposição

4.2.1, temos que (un) é limitada em Hµ. Daí, observando que ‖un‖2∗,b ≤ C‖un‖µ,a,

temos que (un) é limitada em L2∗(Ω, |x|−2∗b). Já que L2∗(Ω, |x|−2∗b) é reflexivo, pelo

Teorema 4.2.2,

un ⇀ u em L2∗(Ω, |x|−2∗b).

Como a imersão Hµ ↪→ Lq(Ω), |x|−c é compacta, temos que

un → u em Lq(Ω, |x|−c), quando n→∞.

Daí,

‖un − u‖q,c → 0, quando n→∞.

Passando a uma subsequência , se necessário, pelo Teorema 4.2.3, temos que

un(x)→ u(x), q.t.p em Ω, quando n→∞.

e existe uma função g(x) ∈ Lq(Ω, |x|−c) tal que |un| ≤ g(x), q.t.p em Ω, para todo

n ∈ N.

Considere, para cada w ∈ Hµ, o funcional Fw : Hµ −→ R, definido

por

Fw(u) =

∫
Ω

(
|x|−2a∇u∇w − µ|x|−2(a+1)uw

)
dx, ∀u ∈ Hµ.

Note que Fw é linear e contínuo. De fato, dados u, v ∈ Hµ e α ∈ R, temos

Fw(u+ αv) =

∫
Ω

(
|x|−2a∇(u+ αv)∇w − µ|x|−2(a+1)(u+ αv)w

)
dx
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=

∫
Ω

(
|x|−2a∇u∇w − µ|x|−2(a+1)uw

)
dx

+ α

∫
Ω

(
|x|−2a∇v)∇w − µ|x|−2(a+1)vw

)
dx

= Fw(u) + αFw(v)

e, da desigualdade de Hölder,

‖Fw(u)− Fw(v)‖ =

∥∥∥∥∫
Ω

(
|x|−2a∇(u− v)∇w − µ|x|−2(a+1)(u− v)w

)
dx

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∫

Ω

|x|−2a∇(u− v)∇wdx
∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫
Ω

µ|x|−2(a+1)(u− v)wdx

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
(∫

Ω

|x|−2a|∇(u− v)|2dx
)1/2(∫

Ω

|x|−2a|∇w|2dx
)1/2

∥∥∥∥∥
+ |µ|

∥∥∥∥∥
(∫

Ω

|x|−2(a+1)(u− v)dx

)1/2(∫
Ω

|x|−2(a+1)wdx

)1/2
∥∥∥∥∥

≤ C‖u− v‖µ,a · ‖w‖µ,a.

Assim, Fw é linear e contínuo e un ⇀ u, quando n → ∞. Da definição de conver-

gência fraca, temos que Fw(un)→ Fw(u), ou seja,

lim
n→∞

∫
Ω

(
|x|−2a∇un∇w − µ|x|−2(a+1)unw

)
dx =

∫
Ω

(
|x|−2a∇u∇w − µ|x|−2(a+1)uw

)
dx.

(1.43)

Já vimos que existe uma função g(x) ∈ Lq(Ω, |x|−c) tal que |un| ≤

g(x), q.t.p em Ω, para todo n ∈ N. Daí, gq ∈ L1(Ω, |x|−c), ou seja,
(∫

Ω
|x|−c|g|q

)1/q
<

∞. Assim, para todo w ∈ Hµ,

|h(x)|x|−cuq−1
n+

w| ≤ |h+|∞|x|−c|un|q−1|w| ≤ |h+|∞|x|−c|g|q−1|w|.

Seugue da desigualdade de Hölder que∫
Ω
|h+|∞|x|−c|g|q−1|w|dx ≤ |h+|∞

(∫
Ω
|x|−c|w|qdx

)1/q (∫
Ω
|x|−c|g|qdx

)(q−1)/q

<∞.
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Logo, |h+|∞|x|−c|g|q−1|w| ∈ L1(Ω, |x|−c) e, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫
Ω
h(x)|x|−cuq−1

n+
wdx =

∫
Ω
h(x)|x|−cuq−1

+ wdx. (1.44)

Por último, observe que

(∫
Ω
|x|−2∗b|u2∗−1

n+
|

2∗
2∗−1dx

) 2∗−1
2∗

=

(∫
Ω
|x|−2∗b|un|2∗dx

) 2∗−1
2∗

<∞,

ou seja, u2∗−1
n+

∈ L 2∗
2∗−1

(Ω, |x|−2∗b). Como L 2∗
2∗−1

(Ω, |x|−2∗b) é o dual de L2∗(Ω, |x|−2∗b) e

un ⇀ u em L2∗(Ω, |x|−2∗b), temos que

u2∗−1
n+

⇀ u2∗−1
+ , quando n→∞.

Para todo w ∈ Hµ, defina o funcional linear contínuo fw : L 2∗
2∗−1

(Ω, |x|−2∗b) −→ R tal

que fw(u) =
∫

Ω k(x)|x|−2∗bwudx. Daí, da definição de convergência fraca, temos que

fw(u2∗−1
n+

)→ fw(u2∗−1
+ ), quando n→∞. e, portanto,

lim
n→∞

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗−1

n+
wdx =

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗−1

+ wdx. (1.45)

De (1.43), (1.44) e (1.45), temos que

〈
I ′λ,µ(un), w

〉
→
〈
I ′λ,µ(u), w

〉
, quando n→∞, ∀w ∈ Hµ.

Como
〈
I ′λ,µ(un), w

〉
→ 0, quando n→∞, para todo w ∈ Hµ, obtemos que

〈
I ′λ,µ(u), w

〉
= 0, ∀w ∈ Hµ

e, portanto, u é uma solução fraca de (1.1).

Lema 1.1.9. Seja (un) uma sequência (PS)l com un ⇀ u, fracamente em Hµ,

quando n→∞. Então, existe uma constante positiva C̃ = C(a, b,N, q, |h+|∞, Sa,b,µ)

tal que

I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ (dual de Hµ) e Iλ,µ(u) ≥ −C̃λ

2
2−q .
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Demonstração. Como (un) é uma sequência (PS)l com un ⇀ u, fracamente em Hµ,

quando n→∞, pelo Teorema 1.1.8, temos que u é uma solução fraca de (1.1). Daí,

obtemos que I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ .

Agora, observe que

Iλ,µ(u)− 1

2∗

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
=

1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 1

2∗

(∫
Ω

(|x|−2a|∇u|2 − µ|x|−2(a+1)u2)dx

−λ
∫

Ω

h(x)|x|−cuq−1
+ udx−

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗−1
+ udx

)
=

1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 1

2∗
‖u‖2

µ,a +
1

2∗
λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq−1
+ (u+ − u−)dx

+
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗−1
+ (u+ − u−)dx

=
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 1

2∗
‖u‖2

µ,a +
1

2∗
λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx

+
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx.

Como I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ , temos

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0. Dessa forma,

Iλ,µ(u) ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖u‖qµ,a.

Considere a função auxiliar g : (0,+∞) −→ R definida por

g(t) =

(
1

2
− 1

2∗

)
t2 − λ

(
1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 tq, ∀t ∈ (0,+∞).

Daí,

g′(t) =

(
2∗ − 2

2∗

)
t− λ

(
2∗ − q

2∗

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 tq−1, ∀t ∈ (0,+∞)
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e, assim, g′(t) = 0 se, e somente se, t =
[
λ 2∗−q

2∗−2
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 1
2−q , logo,

t0 =

[
λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] 1

2−q

é o único ponto crítico de g(t). Além disso, g′(t) < 0⇔ t < t0 e g′(t) > 0⇔ t > t0,

ou seja, t0 é ponto de mínimo de g(t). Portanto, g(t) ≥ g(t0), para todo t ∈ (0,+∞).

Temos, então, que

Iλ,µ(u) ≥ g(‖u‖µ,a)

≥ g(t0)

=

(
1

2
− 1

2∗

)[
λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] 2

2−q

− λ
(

1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

[
λ

2∗ − q
2∗ − 2

|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] q

2−q

=

(
2∗ − 2

2 · 2∗

)(
2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q [

λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] 2

2−q

−
(

2∗ − q
q · 2∗

)(
2∗ − q
2∗ − 2

) q
2−q [

λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2
] 2

2−q

=
[
λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 2
2−q

[(
2∗ − 2

2 · 2∗

)(
2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q
−
(

2∗ − q
q · 2∗

)(
2∗ − q
2∗ − 2

) q
2−q
]

=
[
λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 2
2−q

[(
2∗ − q
2 · 2∗

)(
2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q−1

−
(

2∗ − 2

q · 2∗

)(
2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q
]

=
[
λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 2
2−q
(

2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q
[(

2∗ − q
2 · 2∗

)(
2∗ − 2

2∗ − q

)
−
(

2∗ − 2

q · 2∗

)]
=

(
2∗ − 2

2∗

)[
λ|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 2
2−q
(

2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q
(

1

2
− 1

q

)
= −

(
2∗ − 2

2∗

)(
2− q

2q

)[
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 2
2−q
(

2∗ − q
2∗ − 2

) 2
2−q

λ
2

2−q .

Fazendo C̃ =
(

2∗−2
2∗

)(
2−q
2q

) [
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2

] 2
2−q
(

2∗−q
2∗−2

) 2
2−q

> 0, temos que

Iλ,µ(u) ≥ −C̃λ
2

2−q .
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Teorema 1.1.10. Seja (un) em Hµ tal que

Iλ,µ(un)→ l < l∗ = (
1

2
− 1

2∗
)|k+|∞

−2
2∗−2 (Sa,b,µ)2∗/(2∗−2) − C̃λ2/(2−q) (1.46)

e

I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , quando n→∞, (1.47)

em que C̃ é tal como no Lema 1.1.9. Então, existe uma subsequência fortemente

convergente.

Demonstração. De (1.46) e (1.47) temos que Iλ,µ(un) = l+ on(1) e I ′λ,µ(un) = on(1).

Sabendo que

−
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
≤ |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)| · ‖un‖µ,a,

temos

l + on(1) + on(1)
1

2∗
‖un‖µ,a ≥ Iλ,µ(un)− 1

2∗

〈
I ′λ,µ(un), un

〉
=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞

C1

(Sa,b,µ)q/2
‖un‖qµ,a,

ou seja,

l + on(1)

‖un‖µ,a
+ on(1)

1

2∗
≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖µ,a − λ

(
1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞

C1

(Sa,b,µ)q/2
‖un‖q−1

µ,a .

(1.48)

Daí, segue que (un) é limitada em Hµ. De fato, se assim não fosse, a menos de uma

subsequência, teríamos ‖un‖µ,a → ∞ quando n → ∞. Como 1 < q < 2, fazendo

n→∞ em (1.48), teríamos +∞ ≤ 0. Absurdo!

Como Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos de uma subsequên-
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cia, temos que

un ⇀ uλ em Hµ, quando n→∞.

Segue do Teorema 1.1.8 que u é uma solução fraca do problema (1.1).

Denote vn = un − u. Como a função k(x) é contínua em Ω, pelo

Teorema 4.2.4, temos que

∫
Ω

k(x)
u2∗
n+

|x|2∗b
dx =

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+

∫
Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx+ on(1) (1.49)

e

‖un‖2
µ,a = ‖vn‖2

µ,a + ‖u‖2
µ,a + on(1). (1.50)

Pelo Teorema da Convergência Domiada de Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫
Ω

h(x)
uqn+

|x|c
dx =

∫
Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx. (1.51)

De (1.49), (1.50) e (1.51), segue que

Iλ,µ(un) =
1

2
‖un‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)
uqn+

|x|c
dx− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
u2∗
n+

|x|2∗b
dx

=
1

2
‖vn‖2

µ,a +
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx

−
∫

Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx+ on(1)

= Iλ,µ(u) +
1

2
‖vn‖2

µ,a −
1

2∗

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+ on(1),

(1.52)

e

〈I ′λ,µ(un), un〉 = 〈I ′λ,µ(u), u〉+ ‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+ on(1).

Logo,

‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx = 〈I ′λ,µ(un), un〉 − 〈I ′λ,µ(u), u〉+ on(1).
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Como u é uma solução fraca de (1.1), temos que

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0. (1.53)

Também, como I ′λ,µ(un) → 0, em H−1, quando n → ∞ e (un) é limitada em

Hµ, temos que |I ′λ,µ(un)|‖un‖µ,a → 0, quando n → ∞. Mas, |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤

|I ′λ,µ(un)|‖un‖µ,a, ou seja,

|
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| → 0, quando n→∞. (1.54)

Segue de (1.53) e (1.54) que

〈I ′λ,µ(un), un〉 − 〈I ′λ,µ(u), u〉 = on(1)

e, portanto,

‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx = on(1). (1.55)

Mas, como (vn) é limitada, temos que (‖vn‖µ,a) é uma sequência de números reais

limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de uma subsequência,

lim
n→∞

‖vn‖µ,a existe. Daí, de (1.55)

lim
n→∞

‖vn‖2
µ,a = lim

n→∞

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx

e, assim, existe θ ≥ 0 tal que

‖vn‖2
µ,a → θ e

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx→ θ, quando n→∞.

Agora, da definição de Sa,b,µ, temos
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‖vn‖2
µ,a ≥ Sa,b,µ

(∫
Ω

v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

= Sa,b,µ

(∫
Ω

v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

(
|k+|∞
|k+|∞

)2/2∗

= Sa,b,µ

(∫
Ω

|k+|∞
v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

|k+|−2/2∗
∞

≥ Sa,b,µ

(∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

|k+|−2/2∗
∞ .

Fazendo n −→∞, temos

θ ≥ Sa,b,µ|k+|−2/2∗
∞ θ2/2∗ .

Suponha que θ 6= 0. Daí,

θ(2∗−2)/2∗ ≥ Sa,b,µ|k+|−2/2∗
∞

e, assim,

θ ≥ S
2∗/(2∗−2)
a,b,µ |k+|−2/(2∗−2)

∞ .

Segue de (1.52) e do Lema 1.1.9 que

l = Iλ,µ(u) + (
1

2
− 1

2∗
)θ

≥ −C̃λ2/(2−q) + (
1

2
− 1

2∗
)|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)2∗/(2∗−2) = l∗

o que é uma contradição. Logo, θ = 0 e, portanto,

‖vn‖2
µ,a → 0, quando n→∞,

ou seja,

‖un − u‖2
µ,a → 0, quando n→∞,
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o que implica

‖un − u‖µ,a −→ 0, quando n→∞.

Assim, un −→ u forte em Hµ.

1.1.1 Demonstração do Teorema 1.0.1.

Considere Λ2 =

[(
1
2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 C̃−1

] 2−q
2

e seja Λ̄ =

min{Λ1,Λ2}. Afirmamos que se λ ∈ (0, Λ̄), então, Iλ,µ tem um mínimo uλ em

Nλ tal que Iλ,µ(uλ) = cλ < 0. De fato, como λ ∈ (0,Λ1), pelo Lema 1.1.7 existe

uma sequência minimizante (un) ⊂ Nλ tal que Iλ,µ(un)→ cλ < 0 e I ′Λ,µ(un)→ 0 em

H−1
µ . Assim, obtemos

cλ + on(1) = Iλ,µ(un) =

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx.

Mas, de (1.22),

∫
Ω

h(x)|x|−cuqn+
dx ≤ |h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a.

Portanto,

cλ + on(1) ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞C1 (Sa,b,µ)−q/2 ‖un‖qµ,a. (1.56)

Agora, observe que (un) é limitada em Hµ. Se assim não fosse, a

menos de uma subsequência, teríamos ‖un‖µ,a → ∞ quando n → ∞. Como q < 2,

fazendo n→∞ em (1.56), teríamos +∞ ≤ cλ < 0. Absurdo!

Como (un) é limitada em Hµ e Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

existe uma subsequência (que também denotaremos por (un)) que converge fraco

em Hµ, ou seja,

un ⇀ uλ em Hµ, quando n→∞.
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Assim, pelo Teorema 1.1.8, temos que uλ é uma solução fraca de (1.1). Mais ainda,

temos que un → uλ, fortemente, em Hµ, quando n→∞. De fato, já que λ ∈ (0,Λ2),

temos

l∗ =

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 − C̃λ

2
2−q > 0.

Daí, cλ < 0 < l∗ e, pelo Teorema 1.1.10, temos que un → uλ, fortemente, em Hµ,

quando n → ∞. Dessa forma, Iλ,µ(uλ) = cλ < 0. Como Iλ,µ(0) = 0, segue que

uλ 6= 0.

Concluímos que uλ é uma solução fraca, não trivial, de (1.1). Além

do mais, pelo Teorema 1.0.5, temos que uλ é não negativa.

1.2 Obtenção da segunda solução via Teorema do Passo da

Montanha

Nesta seção demonstraremos a existência de uma segunda solução

fraca não negativa e não trivial para o problema (1.1). Necessitamos, primeira-

mente, do seguinte resultado:

Lema 1.2.1. Se λ ∈
(

0, q
2

(
2∗
2

) 2−q
2∗−2 Λ1

)
, existe uma sequência (PS)c, (un) ⊂ Hµ,

para Iλ,µ, em que

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t)),

Γ = {γ ∈ C([0, 1]); γ(0) = 0, γ(1) = t0u0}

e u0 ∈ Hµ é tal que
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

0+
> 0.

Demonstração. Verificaremos que Iλ,µ satisfaz as condições geométricas do Teorema

do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale. De fato,

1) Iλ,µ(0) = 0.

2) Seja u ∈ Hµ. Daí,
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Iλ,µ(u) =
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

≥ 1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2‖u‖qµ,a −

1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖u‖2∗

µ,a

= ‖u‖2
µ,a

(
1

2
− λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2‖u‖q−2

µ,a −
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖u‖2∗−2

µ,a

)
(1.57)

Defina H : (0,+∞) −→ R, dada por

H(s) =

(
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2

)
sq−2 +

(
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2

)
s2∗−2.

Assim,

H ′(s) = (q − 2)

(
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2

)
sq−3 + (2∗ − 2)

(
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2

)
s2∗−3

e, portanto,

s0 =

[(
2− q
2∗ − 2

) λ
q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2

1
2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2

] 1
2∗−q

é ponto crítico de H(s). Mais ainda, como H ′(s) < 0, para todo s < s0 e H ′(s) > 0,

para todo s > s0, temos que s0 é ponto de mínimo de H(s).

Agora, note que

H(s0) =

(
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2

)( 2− q
2∗ − 2

) λ
q |h

+|∞C1(Sa,b,µ)
−q
2

1
2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2


q−2

2∗−q

+

(
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2

)( 2− q
2∗ − 2

) λ
q |h

+|∞C1(Sa,b,µ)
−q
2

1
2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2


2∗−2
2∗−q

=

(
2− q
2∗ − 2

) q−2
2∗−q

(
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2

) 2−q
2∗−q

(
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2

) 2∗−2
2∗−q

+

(
2− q
2∗ − 2

) 2∗−2
2∗−q

(
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2

) 2−q
2∗−q

(
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2

) 2∗−2
2∗−q

=

[(
2− q
2∗ − 2

) q−2
2∗−q

+

(
2− q
2∗ − 2

) 2∗−2
2∗−q

](
1

2∗
|k+|∞

) 2−q
2∗−q

(
λ

q
|h+|∞C1

) 2∗−2
2∗−q

(Sa,b,µ)−1
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=

(
2− q
2∗ − 2

) q−2
2∗−q

[
1 +

(
2− q
2∗ − 2

)](
1

2∗
|k+|∞

) 2−q
2∗−q

(
λ

q
|h+|∞C1

) 2∗−2
2∗−q

(Sa,b,µ)−1

=

(
2− q
2∗ − 2

) q−2
2∗−q

(
2∗ − q
2∗ − 2

)(
1

2∗

) 2−q
2∗−q
|k+|

2−q
2∗−q∞ |h+|

2∗−2
2∗−q∞

(
C1

q

) 2∗−2
2∗−q

(Sa,b,µ)−1 λ
2∗−2
2∗−q .

Por outro lado, como λ ∈ (0, q
2

(
2∗
2

) 2−q
2∗−2 Λ1) e q < 2 < 2∗, temos

λ <
q

2

(
2∗
2

) 2−q
2∗−2

Λ1

=
q

2

(
2∗
2

) 2−q
2∗−2

(
2∗ − 2

2∗ − q

)(
2− q
2∗ − q

) 2−q
2∗−2

|k+|
− 2−q

2∗−2
∞ |h+|−1

∞ C
−1
1 (Sa,b,µ)

2∗−q
2∗−2

= q

(
1

2

) 2∗−q
2∗−2

2
2−q

2∗−2
∗

(
2− q
2∗ − 2

) 2−q
2∗−2

(
2∗ − 2

2∗ − q

) 2−q
2∗−2

+1

|k+|
− 2−q

2∗−2
∞ |h+|−1

∞ C
−1
1 (Sa,b,µ)

2∗−q
2∗−2

=

(
1

2

) 2∗−q
2∗−2

(
2− q
2∗ − 2

) 2−q
2∗−2

(
2∗ − 2

2∗ − q

) 2∗−q
2∗−2

2
2−q

2∗−2
∗ |k+|

− 2−q
2∗−2
∞ |h+|−1

∞ qC
−1
1 (Sa,b,µ)

2∗−q
2∗−2 ,

ou seja,

λ
2∗−2
2∗−q <

1

2

(
2− q
2∗ − 2

) 2−q
2∗−q

(
2∗ − 2

2∗ − q

)
2

2−q
2∗−q
∗ |k+|

− 2−q
2∗−q
∞ |h+|

− 2∗−2
2∗−q
∞ q

2∗−2
2∗−qC

− 2∗−2
2∗−q

1 Sa,b,µ

e, portanto,

(
2− q
2∗ − 2

) q−2
2∗−q

(
2∗ − q
2∗ − 2

)(
1

2∗

) 2−q
2∗−q

|k+|
2−q

2∗−q
∞ |h+|

2∗−2
2∗−q
∞

(
C1

q

) 2∗−2
2∗−q

(Sa,b,µ)−1 λ
2∗−2
2∗−q <

1

2
·

Assim, H(s0) < 1
2
e, consequentemente, 1

2
−H(s0) > 0. Dessa forma,

para todo u ∈ Hµ tal que ‖u‖µ,a = s0, temos de (1.57) que

Iλ,µ(u) ≥ ‖u‖2
µ,a

(
1

2
−H(‖u‖µ,a)

)
= s2

0

(
1

2
−H(s0)

)
> 0.
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3) Dados t > 0 e u0 ∈ Hµ tal que
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

0+
> 0, temos

Iλ,µ(tu0) =
t2

2
‖u0‖2

µ,a − λ
tq

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq0+
dx− t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
0+
dx.

Como q < 2 < 2∗, temos que Iλ,µ(tu0) → −∞ quando t → +∞. Daí, existe t0 > 0

tal que ‖t0u0‖µ,a > s0 e Iλ,µ(t0u0) < 0.

De 1), 2) e 3) concluímos que Iλ,µ satisfaz as condições geométricas do

Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale. Portanto, existe

uma sequência (un) ⊂ Hµ tal que Iλ,µ(un) → c e I ′λ,µ(un) → 0 em H−1
µ , quando

n→∞; onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1]); γ(0) = 0, γ(1) = t0u0} .

Daqui para frente, será necessário o uso das funções extremais defini-

das em (15) e (18).

Considere uε(x) = z(ε)vε(x), em que

vε(x) =


(
ε

2
√
µ̄a−µ√

µ̄a−µ−b |x| 2∗−2
2

(
√
µ̄a−
√
µ̄a−µ) + |x| 2∗−2

2
(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

)− 2
2∗−2

, se vale (A1);(
ε2|x| 2∗−2

2
(
√
µ̄a−
√
µ̄a−µ) + |x| 2∗−2

2
(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

)− 2
2∗−2

, se vale (A2)

e

z(ε) =


C0ε

2
2∗−2 , se vale (A1);

(2.2∗ε
2(µ̄a − µ))

1
2∗−2 , se vale (A2),

com C0 dada em (15).

Como visto em [22] e [19], citados anteriormente, uε é solução do pro-

blema
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− div
(
|x|−2a∇u

)
− µ|x|−2(a+1)u = |x|−2∗b|u|2∗−2u em RN\{0}.

e uε satisfaz∫
RN
|x|−2a|∇uε|2dx− µ

∫
RN
|x|−2(a+1)u2

εdx =

∫
RN
|x|−2∗b|uε|2∗dx = (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 ,

(1.58)

onde

Sa,b,µ = inf
u∈Hµ

∫
RN |x|

−2a|∇uε|2dx− µ
∫
RN |x|

−2(a+1)u2
εdx∫

RN |x|−2∗b|uε|2∗dx
·

De (1.58) segue que

(Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 =

∫
RN
|x|−2a|∇(z(ε)vε(x))|2dx− µ

∫
RN
|x|−2(a+1)(z(ε)vε(x))2dx

= [z(ε)]2
(∫

RN
|x|−2a|∇vε(x)|2dx− µ

∫
RN
|x|−2(a+1)(vε(x))2dx

)

e, portanto,

∫
RN
|x|−2a|∇vε(x)|2 − µ|x|−2(a+1)(vε(x))2dx = [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 . (1.59)

Da mesma forma,

∫
RN
|x|−2∗b|vε(x)|2∗dx = [z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 . (1.60)

Agora, considere Ψ(x) ∈ C∞0 (Ω) tal que 0 ≤ Ψ(x) ≤ 1, Ψ(x) = 1

para |x| ≤ ρ0 e Ψ(x) = 0 para |x| ≥ 2ρ0, onde ρ0 é como na hipótese (K). Defina

ṽε(x) = Ψ(x)vε(x).

Lema 1.2.2. Se vale (A1) ou (A2), então

‖ṽε‖2
µ,a = [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 + on(1), (1.61)

em que O(εζ) denota |O(εζ)|/εζ ≤ C.
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Demonstração. Observe que

‖ṽε‖2
µ,a =

∫
Ω

|x|−2a|∇(Ψvε)|2 − µ|x|−2(a+1)(Ψvε)
2dx

=

∫
B(0,2ρ0)

|x|−2a|∇(Ψvε)|2 − µ|x|−2(a+1)(Ψvε)
2dx

=

∫
B(0,ρ0)

|x|−2a|∇vε|2dx− µ|x|−2(a+1)v2
εdx

+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇ṽε|2 − µ|x|−2(a+1)ṽ2
εdx

=

∫
RN
|x|−2a|∇vε|2dx− µ|x|−2(a+1)v2

εdx

+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇ṽε|2 − µ|x|−2(a+1)ṽ2
εdx

−
∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇vε|2 − µ|x|−2(a+1)v2
εdx

e usando (1.59)

‖ṽε‖2µ,a = [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2

+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇ṽε|2 − µ|x|−2(a+1)ṽ2
εdx

−
∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇vε|2 − µ|x|−2(a+1)v2
εdx

= [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2

+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|Ψ∇vε + vε∇Ψ|2dx

−
∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

µ|x|−2(a+1)Ψ2v2
εdx

−
∫
RN\B(0,2ρ0)

|x|−2a|∇vε|2 − µ|x|−2(a+1)v2
εdx

−
∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇vε|2dx+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

µ|x|−2(a+1)v2
εdx

= [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2

+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a
(
|Ψ|2|∇vε|2 + 2|Ψ||∇vε||∇Ψ||vε|+ |vε|2|∇Ψ|2

)
dx

+µ

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)(1−Ψ2)v2
εdx
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−
∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇vε|2dx

−
∫
RN\B(0,2ρ0)

|x|−2a|∇vε|2 − µ|x|−2(a+1)v2
εdx

= [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2

+

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a(|Ψ|2 − 1)|∇vε|2dx

+2

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|Ψ||∇vε||vε||∇Ψ|dx

+2

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|vε|2|∇Ψ|2dx

+µ

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)(1−Ψ2)v2
εdx

−
∫
RN\B(0,2ρ0)

|x|−2a|∇vε|2 + µ

∫
RN\B(0,2ρ0)

|x|−2(a+1)v2
εdx.

Como 0 ≤ Ψ(x) ≤ 1, ∀x ∈ Ω, temos que |Ψ|2(x) − 1 ≤ 0 e 0 ≤ 1 − Ψ2(x) ≤ 1,

∀x ∈ Ω. Também, como Ψ(x) ∈ C∞0 (Ω), ∀x ∈ Ω, existe C > 0 tal que |∇Ψ|(x) ≤ C.

Daí, usando que µ < µ̄a e µ̄a ≥ 0,

‖ṽε‖2
µ,a ≤ [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 + 2C

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|∇vε||vε|dx

+ C2

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|vε|2dx

+ µ̄a

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)v2
εdx

+ µ̄a

∫
RN\B(0,2ρ0)

|x|−2(a+1)v2
εdx

= [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 + 2C

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|vε||∇vε|dx

+ C2

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|vε|2dx

+ µ̄a

∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)v2
εdx.

(1.62)

Antes de prosseguirmos com as estimativas em (1.62), note que pode-
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mos escrever

vε(x) = (εγ|x|c1 + |x|c2)
−2

2∗−2 ,

onde c1 = 2∗−2
2

(
√
µ̄a −

√
µ̄a − µ), c2 = 2∗−2

2
(
√
µ̄a +

√
µ̄a − µ), γ = 2

√
µ̄a−µ√

µ̄a−µ−b , se vale

(A1) e γ = 2, se vale (A2). Daí,

vε(x) =
1

(εγ|x|c1 + |x|c2)
2

2∗−2

≤ 1

|x|
2c2

2∗−2

=
1

|x|
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ

(1.63)

e
∇vε(x) =

(
−2

2∗ − 2

)
(εγ|x|c1 + |x|c2)

−2
2∗−2

−1 · ∇ (εγ|x|c1 + |x|c2)

=

(
−2

2∗ − 2

)
(εγc1|x|c1−2 + c2|x|c2−2) · x

(εγ|x|c1 + |x|c2)
2∗

2∗−2

·
(1.64)

Assim, para 0 < ε < 1

|∇vε(x)| =
∣∣∣∣ −2

2∗ − 2

∣∣∣∣ |εγc1|x|c1−1 + c2|x|c2−1|
|εγ|x|c1 + |x|c2|

2∗
2∗−2

≤
(

2

2∗ − 2

)
εγc1|x|c1−1 + c2|x|c2−1

|x|
2∗c2
2∗−2

<

(
2

2∗ − 2

)
c1|x|c1−1 + c2|x|c2−1

|x|
2∗c2
2∗−2

=

(
2

2∗ − 2

)
c1|x|c1−1 + c2|x|c2−1

|x| 2∗2 (
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

(1.65)

Agora, note que se 0 < ε < 1, de (1.63) e (1.65), temos

2C

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|vε||∇vε|dx

≤ 2C

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a 1

|x|
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ

·
(

2

2∗ − 2

)
c1|x|c1−1 + c2|x|c2−1

|x| 2∗2 (
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

dx

=

(
4C

2∗ − 2

)∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

1

|x|
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ+2a

· c1|x|c1−1 + c2|x|c2−1

|x| 2∗2 (
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

dx
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≤
(

4C ′

2∗ − 2

)∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

1

ρ
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ+2a

0

· c1(2ρ0)c1−1 + c2(2ρ0)c2−1

ρ
2∗
2

(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

0

dx

= C ′(ρ0).

(1.66)

Da mesma forma,

C

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|vε|2dx ≤ C

∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2a|x|−2(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)dx

≤ C ′
∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

ρ
−2a−2(

√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

0 dx

= C ′′(ρ0).

(1.67)

Ainda, integrando por coordenadas polares,

µ̄a

∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)v2
εdx ≤ µ̄a

∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1) 1

|x|2(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)

dx

= µ̄a

∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)−2(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)dx

= µ̄aσ(SN−1)

∫ +∞

ρ0

r−2(a+1)−2(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)rN−1dr.

Mas, da definição de µ̄a,

√
µ̄a +

√
µ̄a − µ+ a >

√
µ̄a + a

=
N − 2(a+ 1)

2
+ a

=
N − 2

2
,

ou seja,

2a+ 2 + 2(
√
µ̄a +

√
µ̄a − µ) > N

e, assim,

−2(a+ 1)− 2(
√
µ̄a +

√
µ̄a − µ) +N − 1 < −1.

Logo, ∫ +∞

ρ0

r−2(a+1)−2(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)rN−1dr <∞
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e, portanto,

µ̄a

∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2(a+1)v2
εdx ≤ C ′′′(ρ0). (1.68)

Substituindo (1.66), (1.67) e (1.68) em (1.62), temos que

‖ṽε‖2
µ,a ≤ [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 + C ′(ρ0) + C ′′(ρ0) + C ′′′(ρ0)

= [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 + C(ρ0),

ou seja,

‖ṽε‖2
µ,a = [z(ε)]−2 (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 + on(1).

Lema 1.2.3. Se vale a hipótese (K) então |k+|∞ = k(0).

Demonstração. Observe que k(x) = k+(x) − k−(x), onde k+(x) = max{k(x), 0} e

k−(x) = max{−k(x), 0}. Da hipótese (K) temos que k é contínua em Ω̄ e satisfaz

k(0) = max
x∈Ω̄

k(x) > 0. Logo, k(0) = k+(0).

Agora, como k é contínua e k+(x) = max{k(x), 0} =
|k(x)|+ k(x)

2
,

segue que k+(x) é contínua e, portanto, sup
x∈Ω̄

ess k+(x) = max
x∈Ω̄

k+(x), ou seja,

|k+|∞ = max
x∈Ω̄

k+(x) ≥ k+(0) = max
x∈Ω̄

k(x).

Suponha, por absurdo, que |k+|∞ > max
x∈Ω̄

k(x) = k+(0). Da definição de max
x∈Ω̄

k+(x)

= |k+|∞, dado j ∈ N, existe xj ∈ Ω̄ tal que

|k+|∞ ≥ k+(xj) > |k+|∞ − 1/j.

Como |k+|∞ > max
x∈Ω̄

k(x), existe j0 tal que |k+|∞ − 1/j0 > max
x∈Ω̄

k(x). Daí, existe xj0
tal que

|k+|∞ ≥ k+(xj0) > |k+|∞ − 1/j0 > max
x∈Ω̄

k(x) > 0.

Sendo k+(xj0) > 0, segue que
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k(xj0) = k+(xj0) > max
x∈Ω̄

k(x).

Absurdo!

Logo, |k+|∞ = k+(0) = k(0)

Lema 1.2.4. Se valem as hipóteses (K) e (A1) ou (A2), então

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx = [z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 +O(ε
−2·2∗γ
2∗−2 ). (1.69)

Demonstração. Note que da hipótese (K) temos que k(x) = k(0)+O(|x|β), para x ∈
B(0, 2ρ0). Assim, pelo Lema 1.2.3, k(x) = |k+|∞+O(|x|β), para x ∈ B(0, 2ρ0). Mais

ainda, como k(0) > 0 podemos redefinir ρ0 de forma que k(x) = |k+|∞+O(|x|β) > 0,

para x ∈ B(0, 2ρ0). Daí, temos que

∫
Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx =

∫
B(0,2ρ0)

k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

=

∫
B(0,2ρ0)

[|k+|∞ +O(|x|β)]|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

=

∫
B(0,2ρ0)

|k+|∞|x|−2∗b|ṽε|2∗dx+

∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

= |k+|∞
∫
B(0,ρ0)

|x|−2∗b|vε|2∗dx

+ |k+|∞
∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2∗b|Ψvε|2∗dx

+

∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

= |k+|∞
∫
RN
|x|−2∗b|vε|2∗dx

+ |k+|∞
∫
B(0,2ρ0)\B(0,ρ0)

|x|−2∗b|Ψvε|2∗dx

− |k+|∞
∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2∗b|vε|2∗dx

+

∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx
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= |k+|∞
∫
RN
|x|−2∗b|vε|2∗dx

+ |k+|∞
∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2∗b|Ψvε|2∗dx

− |k+|∞
∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2∗b|vε|2∗dx

+

∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

e usando (1.60) obtemos∫
Ω

k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx = [z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2

− |k+|∞
∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2∗b(1− |Ψ|2∗)|vε|2∗dx

+

∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx.

(1.70)

Agora, note que∣∣∣∣∣
∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|Ψvε|2∗dx

∣∣∣∣∣
≤
∫
B(0,2ρ0)

|O(|x|β)||x|−2∗b|vε|2∗dx

≤
∫
B(0,2ρ0)

C|x|β|x|−2∗b|vε|2∗dx

=

∫
B(0,2ρ0)

C|x|β−2∗b|vε|2∗dx

=

∫
B(0,2ρ0)

C|x|β−2∗b

(
1

εγ |x|c1 + |x|c2

) 2·2∗
2∗−2

dx

≤
∫
B(0,2ρ0)

C|x|β−2∗b

(
1

εγ |x|c1

) 2·2∗
2∗−2

dx

= Cε
−2·2∗γ
2∗−2

∫
B(0,2ρ0)

|x|β−2∗b−2∗(
√
µ̄a−
√
µ̄a−µ)dx

= Cσ(SN−1)ε
−2·2∗γ
2∗−2

∫ 2ρ0

0
rβ−2∗b−2∗(

√
µ̄a−
√
µ̄a−µ)rN−1dr.

Mas, µ < µ̄a − b2 e, assim, |b| <
√
µ̄a − µ. Como β > 2∗

√
µ̄a − µ, temos que
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β − 2∗b > 0. Ainda, temos

−2∗(
√
µ̄a −

√
µ̄a − µ) +N − 1 > −2∗(

√
µ̄a + b) +N − 1

=
−2N

N − 2 + 2b− 2a
·
(
N − 2a− 2

2
+ b

)
+N − 1

=
−2N

N − 2 + 2b− 2a
·
(
N − 2a− 2 + 2b

2

)
+N − 1

= −1.

Logo, β − 2∗b− 2∗(
√
µ̄a −

√
µ̄a − µ) +N − 1 > −1 e, portanto,

∫ 2ρ0

0

rβ−2∗b−2∗(
√
µ̄a−
√
µ̄a−µ)rN−1dr <∞.

Dessa forma, ∫
B(0,2ρ0)

O(|x|β)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx = O(ε
−2·2∗γ
2∗−2 ). (1.71)

Note, também, que

∣∣∣∣∫
RN\B(0, ρ0)

|x|−2∗b(1− |Ψ|2∗)|vε|2∗dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

RN\B(0, ρ0)

|x|−2∗b|1− |Ψ|2∗ ||vε|2∗dx

≤ 2

∫
RN\B(0, ρ0)

|x|−2∗b|vε|2∗dx

= 2

∫
RN\B(0, ρ0)

|x|−2∗b (εγ |x|c1 + |x|c2)
−2·2∗
2∗−2 dx

= 2σ(SN−1)

∫ +∞

ρ0

r−2∗b (εγrc1 + rc2)
−2·2∗
2∗−2 rN−1dr

= 2σ(SN−1)

∫ ρ0+1

ρ0

r−2∗b (εγrc1 + rc2)
−2·2∗
2∗−2 rN−1dr

+ 2σ(SN−1)

∫ +∞

ρ0+1
r−2∗b (εγrc1 + rc2)

−2·2∗
2∗−2 rN−1dr

≤ 2σ(SN−1)

∫ ρ0+1

ρ0

r−2∗b (εγrc1)
−2·2∗
2∗−2 rN−1dr

+ 2σ(SN−1)

∫ +∞

ρ0+1
r−2∗b (rc2)

−2·2∗
2∗−2 rN−1dr
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= 2σ(SN−1)ε
−2·2∗γ
2∗−2

∫ ρ0+1

ρ0

r−2∗b+
−2·2∗c1

2∗−2
+N−1dr

+ 2σ(SN−1)

∫ +∞

ρ0+1
r−2∗b−2∗(

√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1dr

= C(ρ0)ε
−2·2∗γ
2∗−2

+ 2σ(SN−1)

∫ +∞

ρ0+1
r−2∗b−2∗(

√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1dr.

Mas, observe que

−2∗b− 2∗(
√
µ̄a +

√
µ̄a − µ) +N − 1 = −2∗(b+

√
µ̄a)− 2∗

√
µ̄a − µ+N − 1

=
−2N

N − 2 + 2b− 2a
·
(
N − 2a− 2 + 2b

2

)
− 2∗
√
µ̄a − µ+N − 1

= −N − 2∗
√
µ̄a − µ+N − 1

= −2∗
√
µ̄a − µ− 1

< −1

e, assim, existe δ > 0 tal que

−2∗b− 2∗(
√
µ̄a +

√
µ̄a − µ) +N − 1 + δ < −1.

Além do mais, se considerarmos 0 < ε < 1, para r ≥ ρ0 + 1 > 1, temos rδ > 1 >

ε
2·2∗γ
2∗−2 , ou seja, r−δ < ε

−2·2∗γ
2∗−2 . Daí,

∫ +∞

ρ0+1

r−2∗b−2∗(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1dr =

∫ +∞

ρ0+1

r−2∗b−2∗(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1+δr−δdr

<

∫ +∞

ρ0+1

r−2∗b−2∗(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1+δε

−2·2∗γ
2∗−2 dr.

Já que

−2∗b− 2∗(
√
µ̄a +

√
µ̄a − µ) +N − 1 + δ < −1
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temos que ∫ +∞

ρ0+1

r−2∗b−2∗(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1+δdr <∞

e, por conseguinte,

∫ +∞

ρ0+1

r−2∗b−2∗(
√
µ̄a+
√
µ̄a−µ)+N−1dr < C ′ε

−2·2∗γ
2∗−2 .

Portanto, para 0 < ε < 1,∫
RN\B(0,ρ0)

|x|−2∗b(1− |Ψ|2∗)|vε|2∗dx = O(ε
−2·2∗γ
2∗−2 ). (1.72)

Substituindo (1.71) e (1.72) em (1.70) temos que

∫
Ω

k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx = [z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 +O(ε
−2·2∗γ
2∗−2 ).

Lema 1.2.5. Se valem as hipóteses (K) e (A1) ou (A2), então

lim
ε→0

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
= 0. (1.73)

Demonstração. Dos lemas 1.2.2 e 1.2.4, obtemos

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
=

[z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 + on(1)(
[z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 +O(ε

−2·2∗γ
2∗−2 )

)2/2∗
·

Daí, observando que z(ε) = Cε
2

2∗−2 , onde C > 0 depende dos casos (A1) e (A2),

temos

lim
ε→0

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
= lim

ε→0

[z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 + on(1)(
[z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 +O(ε

−2·2∗γ
2∗−2 )

)2/2∗
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= lim
ε→0

[z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 + on(1)(
[z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 + on(1)ε

−2·2∗γ
2∗−2

)2/2∗

= lim
ε→0

[z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 + on(1)

ε
−4γ
2∗−2

(
[z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 ε

2·2∗γ
2∗−2 + on(1)

)2/2∗

= lim
ε→0

[z(ε)]−2 (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 ε
4γ

2∗−2 + on(1)ε
4γ

2∗−2(
[z(ε)]−2∗ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 ε

2·2∗γ
2∗−2 + on(1)

)2/2∗

= lim
ε→0

(Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 Cε
−4

2∗−2 ε
4γ

2∗−2 + on(1)ε
4γ

2∗−2(
Cε

2·2∗
2∗−2 (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 ε

2·2∗γ
2∗−2 + on(1)

)2/2∗

= lim
ε→0

(Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 Cε
4

2∗−2
(γ−1) + on(1)ε

4γ
2∗−2(

C (Sa,b,µ)
2∗

2∗−2 ε
2·2∗
2∗−2

(γ−1) + on(1)
)2/2∗

·

Mas, se vale (A1), γ = 2
√
µ̄a−µ√

µ̄a−µ−b > 0 e como |b| <
√
µ̄a − µ, temos

γ − 1 =
2
√
µ̄a − µ√

µ̄a − µ− b
− 1

=
2
√
µ̄a − µ−

√
µ̄a − µ+ b√

µ̄a − µ− b

=

√
µ̄a − µ+ b√
µ̄a − µ− b

> 0.

Se vale (A2), γ = 2 e, portanto, γ − 1 > 0. De qualquer forma,

lim
ε→0

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
= 0.

Lema 1.2.6. Suponha que as hipóteses (H), (K) e (A1) ou (A2) sejam válidas e

seja l∗ como definido no Teorema 1.1.10. Então, existem Λ4 > 0 e ε1 ∈ (0, 1) tais

que l∗ > 0 e sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) < l∗, ∀λ ∈ (0,Λ4).
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Demonstração. Seja Λ2 =

[(
1
2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 C̃−1

] 2−q
2

, como na demons-

tração do Teorema 1.0.1. Daí, se λ ∈ (0,Λ2), temos

l∗ =

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 − C̃λ

2
2−q > 0.

Agora, considere as seguintes funções:

f(t) = Iλ,µ(tṽε) =
t2

2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx− λt

q

q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx

e

f̃(t) =
t2

2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx.

Como 1 < q < 2 < 2∗, temos que lim
t→+∞

f(t) = −∞. Daí, como f(0) = 0, temos que

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) é atingido, ou seja, para todo ε > 0, existe tε > 0 tal que

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) = Iλ,µ(tεṽε).

Logo,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) =
t2ε
2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗ε
2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx− λt

q
ε

q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx

= f̃(tε)− λ
tqε
q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx.

Mas, observando que

f̃ ′(t) = t‖ṽε‖2
µ,a − t2∗−1

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

e que ∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx =

∫
B(0,2ρ0)

k(x)|x|−2∗b(Ψvε)
2∗
+ dx

≥
∫
B(0,ρ0)

k(x)|x|−2∗b(Ψvε)
2∗
+ dx
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=

∫
B(0,ρ0)

k(x)|x|−2∗bv2∗
ε dx

> 0,

já que ṽε(x) = 0, se x /∈ B(0, 2ρ0), k(x) > 0, ∀x ∈ B(0, 2ρ0), Ψ(x) = 1 se x ∈

B(0, ρ0) e vε > 0, temos que

f̃ ′(t) = 0 ⇔ t‖ṽε‖2
µ,a − t2∗−1

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx = 0

⇔ t2∗−1
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx = t‖ṽε‖2

µ,a

⇔ t2∗−2 =
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

⇔ t =

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

) 1
2∗−2

.

Dessa forma, t0 =

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

) 1
2∗−2

é um ponto crítico de f̃(t). Mais ainda,

como f̃ ′(t) > 0, para todo t < t0 e f̃ ′(t) < 0, para todo t > t0, temos que t0 é um

ponto de máximo de f̃(t) e

f̃(t0) =
t20
2
‖ṽε‖2µ,a −

t2∗0
2∗

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+dx

=
1

2

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+dx

) 2
2∗−2

‖ṽε‖2µ,a

− 1

2∗

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+dx

) 2∗
2∗−2 ∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+dx

=
1

2
·

(
‖ṽε‖2µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+dx

) 2
2∗−2

− 1

2∗
·

(
‖ṽε‖2µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+dx

) 2
2∗−2

=

(
1

2
− 1

2∗

)
·

(
‖ṽε‖2µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+dx

) 2
2∗−2

=

(
1

2
− 1

2∗

)( ‖ṽε‖2µ,a(∫
Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+dx
)2/2∗

) 2∗
2∗−2

·
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Portanto,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) ≤ f̃(t0)− λt
q
ε

q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx.

Novamente observando que ṽε(x) = 0, se x /∈ B(0, 2ρ0), que da hipótese (H) temos

h(x) ≥ h0 > 0, ∀x ∈ B(0, 2ρ0) e que ṽε+ = |ṽε|, pois ṽε ≥ 0, obtemos

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) ≤ f̃(t0)− λtqε
q
h0

∫
B(0,2ρ0)

|x|−c|ṽε|qdx

≤ f̃(t0)− λtqε
q
h0

∫
B(0,ρ0)

|x|−c|ṽε|qdx

=

(
1

2
− 1

2∗

)( ‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗

) 2∗
2∗−2

− λtqε
q
h0

∫
B(0,ρ0)

|x|−c|ṽε|qdx.

Como do Lema 1.2.5

lim
ε→0

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
= 0,

existe 0 < ε1 < 1 tal que

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
< |k+|

−2
2∗∞ (Sa,b,µ), ∀ε ≤ ε1.

Daí,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) <

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 −

λtqε1
q
h0

∫
B(0,ρ0)

|x|−c|ṽε1 |qdx.

Agora, já que ε1 < 1, temos

∫
B(0,ρ0)

|x|−c|ṽε1|qdx =

∫
B(0,ρ0)

|x|−c|Ψvε1|qdx

=

∫
B(0,ρ0)

|x|−c|vε1|qdx
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=

∫
B(0,ρ0)

|x|−c(εγ1 |x|c1 + |x|c2)
−2q

2∗−2dx

≥
∫
B(0,ρ0)\B(0,

ρ0
2

)

|x|−c(εγ1 |x|c1 + |x|c2)
−2q

2∗−2dx

≥ C

∫
B(0,ρ0)\B(0,

ρ0
2

)

ρ−c0 (ρc10 + ρc20 )
−2q

2∗−2dx

= C(ρ0) > 0.

Portanto,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) <

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 − λC2,

onde C2 =
tqε1
q
h0C(ρ0) > 0.

Por fim, tomando Λ3 =

(
C2

C̃

) 2−q
q

, para λ ∈ (0,Λ3), temos

λ
2

2−q C̃ < λC2.

Daí, para λ ∈ (0,Λ3), temos

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) <

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 − λ

2
2−q C̃ = l∗.

Logo, tomando Λ4 = min{Λ2,Λ3}, temos o resultado.

1.2.1 Demonstração do Teorema 1.0.2.

Seja Λ∗ = min
{
q
2

(
2∗
2

) 2−q
2∗−2 Λ1,Λ4

}
. Então, para todo λ ∈ (0,Λ∗), Iλ,µ

tem um ponto crítico vλ tal que Iλ,µ(vλ) = c, onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))
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e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hµ); γ(0) = 0, γ(1) = t0ṽε1} .

De fato, como
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε1+
dx > 0, temos, pelo Lema 1.2.1, que para todo

λ ∈
(

0, q
2

(
2∗
2

) 2−q
2∗−2 Λ1

)
existe t0 > 0 e uma sequência (un) ⊂ Hµ, tal que

Iλ,µ(un)→ c e I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , (1.74)

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hµ); γ(0) = 0, γ(1) = t0ṽε1} .

De (1.74), temos que Iλ,µ(un) = c+ on(1) e I ′λ,µ(un) = on(1). Usando que

−
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
≤ |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)| · ‖un‖µ,a,

temos

c+ on(1) + on(1)
1

2∗
‖un‖µ,a ≥ Iλ,µ(un)− 1

2∗

〈
I ′λ,µ(un), un

〉
=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2µ,a − λ

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω
h(x)|x|−cuqn+

dx

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2µ,a − λ

(
1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞

C1

(Sa,b,µ)q/2
‖un‖qµ,a,

ou seja,

c+ on(1)

‖un‖µ,a
+ on(1)

1

2∗
≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖un‖µ,a − λ

(
1

q
− 1

2∗

)
|h+|∞

C1

(Sa,b,µ)q/2
‖un‖q−1

µ,a .

(1.75)

Daí, segue que (un) é limitada em Hµ. De fato, se assim não fosse, a menos de uma

subsequência, teríamos ‖un‖µ,a → ∞ quando n → ∞. Como 1 < q < 2, fazendo

n→∞ em (1.75), teríamos +∞ ≤ 0. Absurdo!
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Como (un) é limitada em Hµ e Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

obtemos uma subsequência (un) tal que

un ⇀ vλ em Hµ.

Daí, pelo Teorema 1.1.8, vλ é uma solução fraca do Problema (1.1).

Agora, considere a curva γ1 dada por γ1(t) = t(t0ṽε1). Como γ1 ∈

C([0, 1], Hµ), γ1(0) = 0 e γ1(1) = t0ṽε1 , temos que γ1 ∈ Γ. Pelo Lema 1.2.6, para

todo λ ∈ (0,Λ4),

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

≤ max
t∈[0,1]

Iλ,µ(t(t0ṽε1))

≤ sup
s≥0

Iλ,µ(sṽε1)

< l∗.

(1.76)

De (1.74), (1.76) e do Teorema 1.1.10, temos, a menos de uma subsequência, que

un → vλ, forte, em Hµ. Portanto, Iλ,µ(un)→ Iλ,µ(vλ) e, por conseguinte, Iλ,µ(vλ) =

c. Dessa forma, Iλ,µ(vλ) > 0 e, como Iλ,µ(0) = 0, temos que vλ 6= 0. Além disso, do

Teorema 1.0.5, temos que vλ é não negativa.

Observe que Λ∗ ≤ Λ̄. Dessa forma, aplicando o Teorema 1.0.1, temos

que existe uma solução fraca uλ, não negativa e não trivial do problema (1.1) tal

que Iλ,µ(uλ) < 0. Como Iλ,µ(vλ) > 0, temos que vλ 6= uλ.

Concluímos que existe Λ∗ > 0 tal que (1.1) tem ao menos duas soluções

distintas, não triviais e não negativas, para todo λ ∈ (0,Λ∗).



Capítulo

2

O problema (1) para 2 < q < 2∗

Neste capítulo, estudaremos o problema (1) no caso em que 2 < q < 2∗.

Acrescentando a hipótese k(x) > 0, para todo x ∈ Ω, mostraremos a existência de

ao menos uma solução fraca para esse problema via Teorema do Passo da Montanha.

2.1 O problema (1) para 2 < q < 2∗

Considere o problema − div
( ∇u
|x|2a
)
− µ u

|x|2(a+1) = λh(x) |u|
q−2u
|x|c + k(x) |u|

2∗−2u
|x|2∗b em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(2.1)

em que Ω ⊂ RN é um domínio aberto e limitado; N ≥ 3; 0 ∈ Ω; a < N−2
2

;

a ≤ b < a+ 1; 2 < q < 2∗; c < q(a+ 1) +N(1− q/2); 2∗ := 2N
N−2+2(b−a)

é o expoente

crítico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg; µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
; λ é um parâmetro

positivo; h e k são funções contínuas em Ω̄, com h podendo mudar de sinal em Ω̄ e

k positiva em Ω.

Considere válidas as hipóteses (H), (A1) e (A2) do Capítulo 2. Em

substituição à hipótese (K), considere a hipótese

(K’) k é uma função contínua em Ω̄ e satisfaz k(x) > 0, para todo x ∈ Ω,

k(0) = max
x∈Ω̄

k(x), k(x) = k(0)+O(|x|β) para x ∈ B(0, 2ρ0) com β > 2∗
√
µ̄a − µ.

77
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Nosso objetivo será demonstrar o seguinte

Teorema 2.1.1. Suponha que a < (N − 2)/2, a ≤ b < a + 1, 2 < q < 2∗, c <

q(a+1)+N(1− q/2), (H), (K’) são válidas e (A1) ou (A2) é satisfeita. Então, para

todo λ > 0, o problema (1) tem ao menos uma solução não negativa em Hµ.

2.2 Demonstração do Teorema 2.1.1

Lema 2.2.1. Dado λ > 0, existe uma sequência (PS)c, (un) ⊂ Hµ, para Iλ,µ, em

que

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t)),

Γ = {γ ∈ C([0, 1]); γ(0) = 0, γ(1) = t0u0}

e u0 ∈ Hµ é tal que
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

0+
> 0.

Demonstração. A demonstração desse lema é similar à do Lema 1.2.1. Verificaremos

que Iλ,µ satisfaz as condições geométricas do Teorema do Passo da Montanha sem

a condição de Palais-Smale. De fato,

1) Iλ,µ(0) = 0.

2) Sejam u ∈ Hµ e λ > 0. Daí,

Iλ,µ(u) =
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

≥ 1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2‖u‖qµ,a −

1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖u‖2∗

µ,a

= ‖u‖2
µ,a

(
1

2
− λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)−q/2‖u‖q−2

µ,a −
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖u‖2∗−2

µ,a

)
.

(2.2)

Defina H : (0,+∞) −→ R, dada por

H(s) =
λ

q
|h+|∞C1(Sa,b,µ)

−q
2 sq−2 +

1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)

−2∗
2 s2∗−2, ∀s ∈ (0,+∞).

Note que H(s)→ 0 quando s→ 0. Assim, existe ρ > 0 tal que H(s) <
1

2
, para todo
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0 < s ≤ ρ. Voltando em (2.2), obtemos que existe δ > 0 tal que Iλ,µ(u) ≥ δ > 0,

para todo u ∈ Hµ tal que ‖u‖µ,a = ρ.

3) Dados t > 0 e u0 ∈ Hµ tal que
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

0+
> 0, temos

Iλ,µ(tu0) =
t2

2
‖u0‖2

µ,a − λ
tq

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq0+
dx− t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
0+
dx.

Como 2 < q < 2∗, temos que Iλ,µ(tu0) → −∞ quando t → +∞. Daí, existe t0 > 0

tal que ‖t0u0‖µ,a > ρ e Iλ,µ(t0u0) < 0.

De 1), 2) e 3) concluímos que Iλ,µ satisfaz as condições geométricas do

Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale. Portanto, existe

uma sequência (un) ⊂ Hµ tal que Iλ,µ(un) → c e I ′λ,µ(un) → 0 em H−1
µ , quando

n→∞; em que

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1]); γ(0) = 0, γ(1) = t0u0} .

Lema 2.2.2. Suponha válida a hipótese (K’) e seja (un) uma sequência (PS)l com

un ⇀ u, fracamente em Hµ, quando n→∞. Então,

I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ e Iλ,µ(u) ≥ 0.

Demonstração. Como (un) é uma sequência (PS)l com un ⇀ u, fracamente em Hµ,

quando n→∞, pelo Teorema 1.1.8, temos que u é uma solução fraca de (2.1). Daí,

obtemos que I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ .

Agora, observe que
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Iλ,µ(u)− 1

q

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
=

1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx−
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 1

q
‖u‖2

µ,a +
1

q
λ

∫
Ω

h(x)|x|−cuq+dx

+
1

q

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

=

(
1

2
− 1

q

)
‖u‖2

µ,a +

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx.

Como I ′λ,µ(u) = 0, temos
〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0. Dessa forma,

Iλ,µ(u) ≥
(

1

2
− 1

q

)
‖u‖2

µ,a +

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx.

Já que 2 < q < 2∗ e k(x) > 0, para todo x ∈ Ω, temos que

Iλ,µ(u) ≥ 0.

Teorema 2.2.3. Suponha válida a hipótese (K’) e seja (un) em Hµ tal que

Iλ,µ(un)→ l < l∗ = (
1

2
− 1

2∗
)|k+|∞

−2
2∗−2 (Sa,b,µ)2∗/(2∗−2) (2.3)

e

I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , quando n→∞. (2.4)

Então, existe uma subsequência fortemente convergente.

Demonstração. De (2.3) e (2.4) temos que Iλ,µ(un) = l + on(1) e I ′λ,µ(un) = on(1).

Sabendo que

−
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
≤ |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)| · ‖un‖µ,a,

temos
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l + on(1) + on(1)
1

q
‖un‖µ,a ≥ Iλ,µ(un)− 1

q

〈
I ′λ,µ(un), un

〉
=

(
1

2
− 1

q

)
‖un‖2

µ,a +

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
n+
dx

≥
(

1

2
− 1

q

)
‖un‖2

µ,a,

ou seja,
l + on(1)

‖un‖µ,a
+ on(1)

1

q
≥
(

1

2
− 1

q

)
‖un‖µ,a. (2.5)

Daí, segue que (un) é limitada em Hµ. De fato, se assim não fosse, a menos de uma

subsequência, teríamos ‖un‖µ,a → ∞ quando n → ∞. Fazendo n → ∞ em (2.5),

teríamos +∞ ≤ 0. Absurdo!

Como Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos de uma subsequên-

cia, temos que

un ⇀ uλ em Hµ, quando n→∞.

Segue do Teorema 1.1.8 que u é uma solução fraca do problema (2.1).

Denote vn = un − u. Como a função k(x) é contínua em Ω, pelo

Teorema 4.2.4, temos que

∫
Ω

k(x)
u2∗
n+

|x|2∗b
dx =

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+

∫
Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx+ on(1) (2.6)

e

‖un‖2
µ,a = ‖vn‖2

µ,a + ‖u‖2
µ,a + on(1). (2.7)

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫
Ω

h(x)
uqn+

|x|c
dx =

∫
Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx. (2.8)

De (2.6), (2.7) e (2.8), segue que
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Iλ,µ(un) =
1

2
‖un‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)
uqn+

|x|c
dx− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
u2∗
n+

|x|2∗b
dx

=
1

2
‖vn‖2

µ,a +
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

q

∫
Ω

h(x)
uq+
|x|c

dx− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx

− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx+ on(1)

= Iλ,µ(u) +
1

2
‖vn‖2

µ,a −
1

2∗

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+ on(1)

(2.9)

e

〈I ′λ,µ(un), un〉 = 〈I ′λ,µ(u), u〉+ ‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+ on(1).

Logo,

‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx = 〈I ′λ,µ(un), un〉 − 〈I ′λ,µ(u), u〉+ on(1).

Como u é uma solução fraca de (2.1), temos que

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0. (2.10)

Também, como I ′λ,µ(un) → 0, em H−1, quando n → ∞ e (un) é limitada em Hµ,

temos que

|I ′λ,µ(un)|‖un‖µ,a → 0, quando n→∞.

Mas,

|
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)|‖un‖µ,a,

ou seja,

|
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| → 0, quando n→∞. (2.11)

Segue de (2.10) e (2.11) que

〈I ′λ,µ(un), un〉 − 〈I ′λ,µ(u), u〉 = on(1)

e, portanto,
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‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx = on(1). (2.12)

Mas, como (vn) é limitada, temos que (‖vn‖µ,a) é uma sequência de números reais

limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de uma subsequência,

lim
n→∞

‖vn‖µ,a existe. Daí, de (2.12)

lim
n→∞

‖vn‖2
µ,a = lim

n→∞

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx

e, assim, existe θ ≥ 0 tal que

‖vn‖2
µ,a → θ e

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx→ θ, quando n→∞.

Agora, da definição de Sa,b,µ, temos

‖vn‖2
µ,a ≥ Sa,b,µ

(∫
Ω

v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

= Sa,b,µ

(∫
Ω

v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

(
|k+|∞
|k+|∞

)2/2∗

= Sa,b,µ

(∫
Ω

|k+|∞
v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

|k+|−2/2∗
∞

≥ Sa,b,µ

(∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

|k+|−2/2∗
∞ .

Fazendo n −→∞, temos

θ ≥ Sa,b,µ|k+|−2/2∗
∞ θ2/2∗ .

Suponha que θ 6= 0. Daí,

θ(2∗−2)/2∗ ≥ Sa,b,µ|k+|−2/2∗
∞

e, assim,

θ ≥ S
2∗/(2∗−2)
a,b,µ |k+|−2/(2∗−2)

∞ .
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Segue de (2.9) e do Lema 2.2.2 que

l = Iλ,µ(u) +

(
1

2
− 1

2∗

)
θ

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)2∗/(2∗−2) = l∗

o que é uma contradição. Logo, θ = 0 e, portanto,

‖vn‖2
µ,a → 0, quando n→∞,

ou seja,

‖un − u‖2
µ,a → 0, quando n→∞,

o que implica

‖un − u‖µ,a −→ 0, quando n→∞.

Assim, un −→ u forte em Hµ.

Se procedermos como na Seção 1.2 do Capítulo 1 e considerarmos

ṽε(x) = Ψ(x)vε(x), substituindo a hipótese (K) pela hipótese (K’), temos que o

Lema 1.2.5 continua válido. Obtemos, assim, o seguinte

Lema 2.2.4. Suponha que as hipóteses (H), (K’) e (A1) ou (A2) sejam válidas e seja

l∗ como definido no Teorema 2.2.3. Então, existe ε1 ∈ (0, 1) tal que sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) <

l∗, para todo λ > 0.

Demonstração. Seja λ > 0. Considere as seguintes funções:

f(t) = Iλ,µ(tṽε) =
t2

2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx− λt

q

q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx

e

f̃(t) =
t2

2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx.

Como 2 < q < 2∗ e ṽε(x) = 0, se x /∈ B(0, 2ρ0), k(x) > 0, para todo x ∈ Ω, Ψ(x) = 1
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se x ∈ B(0, ρ0) e vε > 0, temos que lim
t→+∞

f(t) = −∞. Daí, como f(0) = 0, temos

que sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) é atingido, ou seja, para todo ε > 0, existe tε > 0 tal que

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) = Iλ,µ(tεṽε).

Logo,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) =
t2ε
2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗ε
2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx− λt

q
ε

q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx

= f̃(tε)− λ
tqε
q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx.

Mas, observando que

f̃ ′(t) = t‖ṽε‖2
µ,a − t2∗−1

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

e que ∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx > 0,

temos que

f̃ ′(t) = 0 ⇔ t‖ṽε‖2
µ,a − t2∗−1

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx = 0

⇔ t2∗−1
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx = t‖ṽε‖2

µ,a

⇔ t2∗−2 =
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

⇔ t =

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

) 1
2∗−2

.

Dessa forma, t0 =

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

) 1
2∗−2

é um ponto crítico de f̃(t). Mais ainda,

como f̃ ′(t) > 0, para todo t < t0 e f̃ ′(t) < 0, para todo t > t0, temos que t0 é um

ponto de máximo de f̃(t) e
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f̃(t0) =
t20
2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗0
2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

=
1

2

(
‖ṽε‖2

µ,a∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx

) 2
2∗−2

‖ṽε‖2
µ,a

− 1

2∗

(
‖ṽε‖2

µ,a∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx

) 2∗
2∗−2 ∫

Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

=
1

2
·

(
‖ṽε‖2

µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
) 2

2∗−2

− 1

2∗
·

(
‖ṽε‖2

µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
) 2

2∗−2

=

(
1

2
− 1

2∗

)
·

(
‖ṽε‖2

µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
) 2

2∗−2

=

(
1

2
− 1

2∗

)( ‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
)2/2∗

) 2∗
2∗−2

·

Portanto,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) ≤ f̃(t0)− λt
q
ε

q

∫
Ω

h(x)|x|−cṽqε+dx.

Novamente observando que ṽε(x) = 0, se x /∈ B(0, 2ρ0), que da hipótese (H) temos

h(x) ≥ h0 > 0, ∀x ∈ B(0, 2ρ0) e que ṽε+ = |ṽε|, pois ṽε ≥ 0, obtemos

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) ≤ f̃(t0)− λtqε
q
h0

∫
B(0,2ρ0)

|x|−c|ṽε|qdx

≤ f̃(t0)

=

(
1

2
− 1

2∗

)( ‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗

) 2∗
2∗−2

.

Como do Lema 1.2.5
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lim
ε→0

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
= 0,

existe 0 < ε1 < 1 tal que

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
< |k+|

−2
2∗∞ (Sa,b,µ), ∀ε ≤ ε1.

Daí,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) <

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 = l∗.

2.2.1 Demonstração do Teorema 2.1.1

Seja λ > 0. Então, Iλ,µ tem um ponto crítico vλ tal que Iλ,µ(vλ) = c,

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hµ); γ(0) = 0, γ(1) = t0ṽε1} .

De fato, como
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε1+
dx > 0, pelo Lema 2.2.1, temos que existe t0 > 0 e

uma sequência (un) ⊂ Hµ, tal que

Iλ,µ(un)→ c e I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , (2.13)

onde
0 < c = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e
Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hµ); γ(0) = 0, γ(1) = t0ṽε1} .

De (2.13), temos que Iλ,µ(un) = c+ on(1) e I ′λ,µ(un) = on(1). Usando que

−
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
≤ |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)| · ‖un‖µ,a,
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temos

c+ on(1) + on(1)
1

q
‖un‖µ,a ≥ Iλ,µ(un)− 1

q

〈
I ′λ,µ(un), un

〉
=

(
1

2
− 1

q

)
‖un‖2

µ,a +

(
1

q
− 1

2∗

)∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
n+
dx

≥
(

1

2
− 1

q

)
‖un‖2

µ,a.

(2.14)

Daí, segue que (un) é limitada em Hµ. Como Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

obtemos uma subsequência (un) tal que

un ⇀ vλ em Hµ.

Segue do Teorema 1.1.8 que vλ é uma solução fraca do Problema (2.1).

Agora, considere a curva γ1 dada por γ1(t) = t(t0ṽε1), em que ṽε1 é

proveniente do Lema 2.2.4. Como γ1 ∈ C([0, 1], Hµ), γ1(0) = 0 e γ1(1) = t0ṽε1 ,

temos que γ1 ∈ Γ. Logo, pelo Lema 2.2.4, para todo λ > 0,

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

≤ max
t∈[0,1]

Iλ,µ(t(t0ṽε1))

≤ sup
s≥0

Iλ,µ(sṽε1)

< l∗.

(2.15)

De (2.13), (2.15) e do Teorema 2.2.3, temos, a menos de uma subsequência, que

un → vλ, forte, em Hµ. Portanto, Iλ,µ(un)→ Iλ,µ(vλ) e, por conseguinte, Iλ,µ(vλ) =

c. Dessa forma, Iλ,µ(vλ) > 0 e, como Iλ,µ(0) = 0, temos que vλ 6= 0. Além disso, do

Teorema 1.0.5, temos que vλ é não negativa.

Concluímos que para todo λ > 0 o problema (2.1) tem ao menos uma

solução, não trivial e não negativa.



Capítulo

3

O problema (1) para q = 2

Finalizando o estudo do problema (1), estudaremos o caso em que

q = 2. Novamente, nos utilizaremos do Teorema do Passo da Montanha para obter

ao menos uma solução fraca, não negativa e não trivial para o problema. Entre-

tanto, para verificarmos as condições geométricas do Teorema do Passo da Mon-

tanha, necessitaremos do primeiro autovalor associado ao problema de autovalor

para o operador Lµ,au := − div(|x|−2a∇u)− µ|x|−2(a+1)u. Especificamente, estamos

interessados na obtenção do primeiro autovalor para o problema: − div
( ∇u
|x|2a
)
− µ u

|x|2(a+1) = λh(x)|x|−cu em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(3.1)

com Ω um domínio aberto e limitado, N ≥ 3, 0 ∈ Ω, a < N−2
2

, c < 2(a + 1),

0 ≤ µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
, λ um parâmetro positivo e h uma função contínua e

positiva definida em Ω̄. Além disso, o primeiro autovalor deverá ser positivo.

Devido ao problema (3.1) deveremos acrescentar a hipótese h(x) > 0,

para todo x ∈ Ω, todavia, é válido ressaltar que neste capítulo tratamos k como

uma função que pode mudar de sinal em Ω̄.

89
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3.1 O primeiro autovalor para o problema (3.1)

Considere o problema − div
( ∇u
|x|2a
)
− µ u

|x|2(a+1) = λf(x)u em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(3.2)

em que Ω ⊂ RN é um domínio aberto e limitado; N ≥ 3; 0 ∈ Ω; 0 ≤ a < N−2
2

;

0 ≤ µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
; λ é um parâmetro positivo; f é uma função mensurável

e positiva em Ω.

Como visto em Wu [25], o primeiro autovalor para o problema (3.2) é

caracterizado por

λ1 = inf

{∫
Ω

(
|x|−2a|∇u|2 − µ|x|−2(a+1)u2

)
dx;u ∈ Hµ,

∫
Ω

f(x)u2dx = 1

}
. (3.3)

Além disso, ele provou que se

f ∈ F =

{
f : Ω→ R+; lim

|x|→0
|x|2(a+1)f(x) = 0, f ∈ L∞loc(Ω̄\{0})

}
,

então λ1 > 0.

Defina g(x) = |x|−ch(x), para todo x ∈ Ω̄. Como h é positiva e

contínua em Ω̄ (logo, limitada), temos que g é positiva em Ω e contínua em Ω̄\{0}.

Além disso, já que c < 2(a + 1), temos que lim
|x|→0

|x|2(a+1)|x|−ch(x) = 0. Com isso,

obtemos que g ∈ F .

Concluímos que o primeiro autovalor para o problema (3.1) é caracte-

rizado por

λ1 = inf

{∫
Ω

(
|x|−2a|∇u|2 − µ|x|−2(a+1)u2

)
dx;u ∈ Hµ,

∫
Ω

|x|−ch(x)u2dx = 1

}
.

(3.4)

e é positivo.
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3.2 O problema (1) para q=2

Considere o problema − div
( ∇u
|x|2a
)
− µ u

|x|2(a+1) = λh(x) u
|x|c + k(x) |u|

2∗−2u
|x|2∗b em Ω\{0},

u = 0 em ∂Ω,

(3.5)

em que Ω ⊂ RN é um domínio aberto e limitado; N ≥ 3; 0 ∈ Ω; a < N−2
2

;

a ≤ b < a+1; c < 2(a+1); 2∗ := 2N
N−2+2(b−a)

é o expoente crítico de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg; 0 ≤ µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
; λ é um parâmetro positivo; h e k são funções

contínuas em Ω̄, com k podendo mudar de sinal em Ω̄ e h positiva em Ω.

Considere, também, as hipóteses (K), (A1) e (A2) do Capítulo 2. Em

substituição à hipótese (H), considere a hipótese

(H’) h é uma função contínua em Ω̄ tal que h(x) > 0, para todo x ∈ Ω.

Nosso objetivo será demonstrar o seguinte

Teorema 3.2.1. Suponha que a < (N − 2)/2, a ≤ b < a + 1, q = 2, c < 2(a + 1),

0 ≤ µ < µ̄a := (N−2(a+1))2

4
, (H’), (K) são válidas e (A1) ou (A2) é satisfeita. Se λ1 é

o primeiro autovalor para o problema (3.1), então, para todo λ ∈ (0, λ1), o problema

(1) tem ao menos uma solução não negativa em Hµ.

3.3 Demonstração do Teorema 3.2.1

Lema 3.3.1. Seja λ1 o primeiro autovalor para o problema (3.1). Se λ ∈ (0, λ1),

então, existe uma sequência (PS)c, (un) ⊂ Hµ, para Iλ,µ, com

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t)),

Γ = {γ ∈ C([0, 1]); γ(0) = 0, γ(1) = t0u0}
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e u0 ∈ Hµ é tal que
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

0+
> 0.

Demonstração. Verificaremos que Iλ,µ satisfaz as condições geométricas do Teorema

do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale. De fato,

1) Iλ,µ(0) = 0.

2) Sejam u ∈ Hµ e λ ∈ (0, λ1). Considere v =
u(∫

Ω
h(x)|x|−cu2dx

)1/2
. Note que

v ∈ Hµ e

∫
Ω

h(x)|x|−cv2dx =

∫
Ω

h(x)|x|−c
(

u2∫
Ω
h(x)|x|−cu2dx

)
dx

=

∫
Ω
h(x)|x|−cu2dx∫

Ω
h(x)|x|−cu2dx

= 1.

Assim,

λ1 ≤ ‖v‖2
µ,a

=
‖u‖2

µ,a∫
Ω
h(x)|x|−cu2dx

e, portanto, ∫
Ω

h(x)|x|−cu2dx ≤
‖u‖2

µ,a

λ1

· (3.6)

Daí,

Iλ,µ(u) =
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

2

∫
Ω

h(x)|x|−cu2
+dx−

1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

≥ 1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

2
·
‖u‖2

µ,a

λ1

− 1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖u‖2∗

µ,a

= ‖u‖2
µ,a

[
1

2

(
1− λ

λ1

)
− 1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2‖u‖2∗−2

µ,a

]
.

(3.7)

Como λ ∈ (0, λ1), temos que 1− λ
λ1
> 0.

Defina H : (0,+∞) −→ R, dada por
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H(s) =
1

2∗
|k+|∞(Sa,b,µ)−2∗/2s2∗−2.

Note que H(s)→ 0 quando s→ 0. Assim, existe ρ > 0 tal que H(s) <
1

2

(
1− λ

λ1

)
,

para todo 0 < s ≤ ρ. Voltando em (3.7), obtemos que existe δ > 0 tal que Iλ,µ(u) ≥

δ > 0, para todo u ∈ Hµ tal que ‖u‖µ,a = ρ.

3) Dados t > 0 e u0 ∈ Hµ tal que
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bu2∗

0+
> 0, temos

Iλ,µ(tu0) =
t2

2
‖u0‖2

µ,a − λ
t2

2

∫
Ω

h(x)|x|−cu2
0+
dx− t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
0+
dx.

Como 2 < 2∗, temos que Iλ,µ(tu0) → −∞ quando t → +∞. Daí, existe t0 > 0 tal

que ‖t0u0‖µ,a > ρ e Iλ,µ(t0u0) < 0.

De 1), 2) e 3) concluímos que Iλ,µ satisfaz as condições geométricas do

Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale. Portanto, existe

uma sequência (un) ⊂ Hµ tal que Iλ,µ(un) → c e I ′λ,µ(un) → 0 em H−1
µ , quando

n→∞; em que

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1]); γ(0) = 0, γ(1) = t0u0} .

Lema 3.3.2. Sejam (un) uma sequência (PS)l com un ⇀ u, fracamente em Hµ,

quando n → ∞ e λ1 o primeiro autovalor para o problema (3.1). Se λ ∈ (0, λ1),

então,

I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ e Iλ,µ(u) ≥ 0.

Demonstração. Como (un) é uma sequência (PS)l com un ⇀ u, fracamente em Hµ,

quando n → ∞, pelo Teorema 1.1.8, temos que u é uma solução fraca de (1). Daí,

obtemos que I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ .

Agora, observe que
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Iλ,µ(u)− 1

2∗

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
=

1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

2

∫
Ω

h(x)|x|−cu2
+dx−

1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 1

2∗

(∫
Ω

(|x|−2a|∇u|2 − µ|x|−2(a+1)u2)dx

−λ
∫

Ω

h(x)|x|−cu+udx−
∫

Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗−1
+ udx

)
=

1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

2

∫
Ω

h(x)|x|−cu2
+dx−

1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

− 1

2∗
‖u‖2

µ,a +
1

2∗
λ

∫
Ω

h(x)|x|−cu2
+dx

+
1

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bu2∗
+ dx

=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cu2
+dx.

Como I ′λ,µ(u) = 0 em H−1
µ , temos

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0. Dessa forma,

Iλ,µ(u) ≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cu2
+dx

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

) ‖u‖2
µ,a

λ1

= ‖u‖2
µ,a

[(
1

2
− 1

2∗

)
−
(

1

2
− 1

2∗

)
λ

λ1

]
= ‖u‖2

µ,a

[(
1

2
− 1

2∗

)(
1− λ

λ1

)]
.

Já que 2 < 2∗ e λ ∈ (0, λ1), temos que

Iλ,µ(u) ≥ 0.

Teorema 3.3.3. Seja (un) em Hµ tal que

Iλ,µ(un)→ l < l∗ =

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|∞

−2
2∗−2 (Sa,b,µ)2∗/(2∗−2) (3.8)
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e

I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , quando n→∞. (3.9)

Se λ1 é o primeiro autovalor para o problema (3.1) e λ ∈ (0, λ1), então, existe uma

subsequência fortemente convergente.

Demonstração. De (3.8) e (3.9) temos que Iλ,µ(un) = l + on(1) e I ′λ,µ(un) = on(1).

Sabendo que

−
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
≤ |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)| · ‖un‖µ,a,

temos

l + on(1) + on(1)
1

2∗
‖un‖µ,a ≥ Iλ,µ(un)− 1

2∗

〈
I ′λ,µ(un), un

〉
=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cu2
n+
dx

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

) ‖u‖2
µ,a

λ1

= ‖u‖2
µ,a

[(
1

2
− 1

2∗

)
−
(

1

2
− 1

2∗

)
λ

λ1

]
= ‖u‖2

µ,a

[(
1

2
− 1

2∗

)(
1− λ

λ1

)]
.

(3.10)

Daí, segue que (un) é limitada em Hµ.

Como Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos de uma subsequên-

cia, temos que

un ⇀ uλ em Hµ, quando n→∞.

Segue do Teorema 1.1.8 que u é uma solução fraca do problema (1).

Denote vn = un − u. Como a função k(x) é contínua em Ω, pelo

Teorema 4.2.4, temos que

∫
Ω

k(x)
u2∗
n+

|x|2∗b
dx =

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+

∫
Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx+ on(1) (3.11)
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e

‖un‖2
µ,a = ‖vn‖2

µ,a + ‖u‖2
µ,a + on(1). (3.12)

Pelo Teorema da Convergência Domiada de Lebesgue, temos

lim
n→∞

∫
Ω

h(x)
u2
n+

|x|c
dx =

∫
Ω

h(x)
u2

+

|x|c
dx. (3.13)

De (3.11), (3.12) e (3.13), segue que

Iλ,µ(un) =
1

2
‖un‖2

µ,a −
λ

2

∫
Ω

h(x)
u2
n+

|x|c
dx− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
u2∗
n+

|x|2∗b
dx

=
1

2
‖vn‖2

µ,a +
1

2
‖u‖2

µ,a −
λ

2

∫
Ω

h(x)
u2

+

|x|c
dx− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx

− 1

2∗

∫
Ω

k(x)
u2∗

+

|x|2∗b
dx+ on(1)

= Iλ,µ(u) +
1

2
‖vn‖2

µ,a −
1

2∗

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+ on(1),

(3.14)

e

〈I ′λ,µ(un), un〉 = 〈I ′λ,µ(u), u〉+ ‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx+ on(1).

Logo,

‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx = 〈I ′λ,µ(un), un〉 − 〈I ′λ,µ(u), u〉+ on(1).

Como u é uma solução fraca de (3.5), temos que

〈
I ′λ,µ(u), u

〉
= 0. (3.15)

Também, como I ′λ,µ(un) → 0, em H−1
µ , quando n → ∞ e (un) é limitada em Hµ,

temos que

|I ′λ,µ(un)|‖un‖µ,a → 0, quando n→∞.

Mas,

|
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)|‖un‖µ,a,
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ou seja,

|
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| → 0, quando n→∞. (3.16)

Segue de (3.15) e (3.16) que

〈I ′λ,µ(un), un〉 − 〈I ′λ,µ(u), u〉 = on(1)

e, portanto,

‖vn‖2
µ,a −

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx = on(1). (3.17)

Mas, como (vn) é limitada, temos que (‖vn‖µ,a) é uma sequência de números reais

limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de uma subsequência,

lim
n→∞

‖vn‖µ,a existe. Daí, de (3.17)

lim
n→∞

‖vn‖2
µ,a = lim

n→∞

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx

e, assim, existe θ ≥ 0 tal que

‖vn‖2
µ,a → θ e

∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx→ θ, quando n→∞.

Agora, da definição de Sa,b,µ, temos

‖vn‖2
µ,a ≥ Sa,b,µ

(∫
Ω

v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

= Sa,b,µ

(∫
Ω

v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

(
|k+|∞
|k+|∞

)2/2∗

= Sa,b,µ

(∫
Ω

|k+|∞
v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

|k+|−2/2∗
∞

≥ Sa,b,µ

(∫
Ω

k(x)
v2∗
n+

|x|2∗b
dx
)2/2∗

|k+|−2/2∗
∞ .

Fazendo n −→∞, temos

θ ≥ Sa,b,µ|k+|−2/2∗
∞ θ2/2∗ .
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Suponha que θ 6= 0. Daí,

θ(2∗−2)/2∗ ≥ Sa,b,µ|k+|−2/2∗
∞

e, assim,

θ ≥ S
2∗/(2∗−2)
a,b,µ |k+|−2/(2∗−2)

∞ .

Segue de (3.14) e do Lema 3.3.2 que

l = Iλ,µ(u) +

(
1

2
− 1

2∗

)
θ

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)2∗/(2∗−2) = l∗

o que é uma contradição. Logo, θ = 0 e, portanto,

‖vn‖2
µ,a → 0, quando n→ +∞,

ou seja,

‖un − u‖2
µ,a → 0, quando n→ +∞,

o que implica

‖un − u‖µ,a −→ 0, quando n→ +∞.

Assim, un −→ u forte em Hµ, quando n→ +∞.

Se procedermos como na Seção 1.2 do Capítulo 1 e considerarmos

ṽε(x) = Ψ(x)vε(x), temos que o Lema 1.2.5 continua válido. Obtemos, assim, o

seguinte

Lema 3.3.4. Suponha que as hipóteses (H’), (K) e (A1) ou (A2) sejam válidas e

que µ ≥ 0. Sejam l∗ como definido no Teorema 3.3.3 e λ1 o primeiro autovalor para

o problema (3.1). Então, existe ε1 ∈ (0, 1) tal que

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) < l∗,
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para todo λ ∈ (0, λ1).

Demonstração. Seja λ ∈ (0, λ1). Considere as seguintes funções:

f(t) = Iλ,µ(tṽε) =
t2

2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx− λt

2

2

∫
Ω

h(x)|x|−cṽ2
ε+
dx

e

f̃(t) =
t2

2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗

2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx,

definidas em [0,+∞). Como ṽε(x) = 0, se x /∈ B(0, 2ρ0), k(x) > 0, para todo x ∈

B(0, 2ρ0), Ψ(x) = 1 se x ∈ B(0, ρ0) e vε > 0, temos que
∫

Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx > 0. Já

que 2 < 2∗, segue que lim
t→+∞

f(t) = −∞. Daí, como f(0) = 0, temos que sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε)

é atingido, ou seja, para todo ε > 0, existe tε > 0 tal que

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) = Iλ,µ(tεṽε).

Logo,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) =
t2ε
2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗ε
2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx− λt

2
ε

2

∫
Ω

h(x)|x|−cṽ2
ε+
dx

= f̃(tε)− λ
t2ε
2

∫
Ω

h(x)|x|−cṽ2
ε+
dx.

Mas, observando que

f̃ ′(t) = t‖ṽε‖2
µ,a − t2∗−1

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

e que ∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx > 0,

temos que
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f̃ ′(t) = 0 ⇔ t‖ṽε‖2
µ,a − t2∗−1

∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx = 0

⇔ t2∗−1
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx = t‖ṽε‖2

µ,a

⇔ t2∗−2 =
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

⇔ t =

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

) 1
2∗−2

.

Dessa forma, t0 =

(
‖ṽε‖2µ,a∫

Ω k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

) 1
2∗−2

é um ponto crítico de f̃(t). Mais ainda,

como f̃ ′(t) > 0, para todo t < t0 e f̃ ′(t) < 0, para todo t > t0, temos que t0 é um

ponto de máximo de f̃(t) e

f̃(t0) =
t20
2
‖ṽε‖2

µ,a −
t2∗0
2∗

∫
Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

=
1

2

(
‖ṽε‖2

µ,a∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx

) 2
2∗−2

‖ṽε‖2
µ,a

− 1

2∗

(
‖ṽε‖2

µ,a∫
Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx

) 2∗
2∗−2 ∫

Ω

k(x)|x|−2∗bṽ2∗
ε+
dx

=
1

2
·

(
‖ṽε‖2

µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
) 2

2∗−2

− 1

2∗
·

(
‖ṽε‖2

µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
) 2

2∗−2

=

(
1

2
− 1

2∗

)
·

(
‖ṽε‖2

µ,a

) 2∗
2∗−2(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
) 2

2∗−2

=

(
1

2
− 1

2∗

)( ‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
)2/2∗

) 2∗
2∗−2

·

Portanto,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) ≤ f̃(t0)− λt
2
ε

2

∫
Ω

h(x)|x|−cṽ2
ε+
dx.

Observando que ṽε(x) ≥ 0, para todo x ∈ Ω, que da hipótese (H’) temos h(x) > 0,
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∀x ∈ Ω e que λ ∈ (0, λ1), obtemos

λ
t2ε
2

∫
Ω

h(x)|x|−cṽ2
ε+
dx ≥ 0.

Portanto,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε) ≤ f̃(t0)

=

(
1

2
− 1

2∗

)( ‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε+
dx
)2/2∗

) 2∗
2∗−2

Como do Lema 1.2.5

lim
ε→0

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
= 0,

existe 0 < ε1 < 1 tal que

‖ṽε‖2
µ,a(∫

Ω
k(x)|x|−2∗b|ṽε|2∗dx

)2/2∗
< |k+|

−2
2∗∞ (Sa,b,µ), ∀ε ≤ ε1.

Assim,

sup
t≥0

Iλ,µ(tṽε1) <

(
1

2
− 1

2∗

)
|k+|

−2
2∗−2
∞ (Sa,b,µ)

2∗
2∗−2 = l∗.

3.3.1 Demonstração do Teorema 3.2.1

Seja λ ∈ (0, λ1). Então, Iλ,µ tem um ponto crítico vλ tal que Iλ,µ(vλ) =

c, onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hµ); γ(0) = 0, γ(1) = t0ṽε1} .
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De fato, como
∫

Ω
k(x)|x|−2∗bṽ2∗

ε1+
dx > 0, pelo Lema 3.3.1, temos que existe t0 > 0 e

uma sequência (un) ⊂ Hµ, tal que

Iλ,µ(un)→ c e I ′λ,µ(un)→ 0 em H−1
µ , quando n→∞ (3.18)

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hµ); γ(0) = 0, γ(1) = t0ṽε1} .

De (3.18), temos que Iλ,µ(un) = c+ on(1) e I ′λ,µ(un) = on(1). Usando que

−
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
≤ |
〈
I ′λ,µ(un), un

〉
| ≤ |I ′λ,µ(un)| · ‖un‖µ,a,

temos

c+ on(1) + on(1)
1

2∗
‖un‖µ,a ≥ Iλ,µ(un)− 1

2∗

〈
I ′λ,µ(un), un

〉
=

(
1

2
− 1

2∗

)
‖un‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

)∫
Ω

h(x)|x|−cu2
n+
dx

≥
(

1

2
− 1

2∗

)
‖u‖2

µ,a − λ
(

1

2
− 1

2∗

) ‖u‖2
µ,a

λ1

= ‖u‖2
µ,a

[(
1

2
− 1

2∗

)
−
(

1

2
− 1

2∗

)
λ

λ1

]
= ‖u‖2

µ,a

[(
1

2
− 1

2∗

)(
1− λ

λ1

)]
.

(3.19)

Daí, segue que (un) é limitada em Hµ.

Como (un) é limitada em Hµ e Hµ é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

obtemos uma subsequência (un) tal que

un ⇀ vλ em Hµ quando n→∞.

Daí, pelo Teorema 1.1.8, vλ é uma solução fraca do problema (3.5).



103

Agora, considere a curva γ1 dada por γ1(t) = t(t0ṽε1). Como γ1 ∈

C([0, 1], Hµ), γ1(0) = 0 e γ1(1) = t0ṽε1 , temos que γ1 ∈ Γ. Pelo Lema 3.3.4, para

todo λ ∈ (0, λ1),

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,µ(γ(t))

≤ max
t∈[0,1]

Iλ,µ(t(t0ṽε1))

≤ sup
s≥0

Iλ,µ(sṽε1)

< l∗.

(3.20)

De (3.18), (3.20) e do Teorema 3.3.3, temos, a menos de uma subsequência, que

un → vλ, forte, em Hµ. Portanto, Iλ,µ(un)→ Iλ,µ(vλ) e, por conseguinte, Iλ,µ(vλ) =

c. Dessa forma, Iλ,µ(vλ) > 0 e, como Iλ,µ(0) = 0, temos que vλ 6= 0. Além disso, do

Teorema 1.0.5, temos que vλ é não negativa.

Concluímos que para todo λ ∈ (0, λ1) o problema (1) tem ao menos

uma solução, não trivial e não negativa.



Capítulo

4

Alguns resultados utilizados

Neste capítulo listaremos os principais resultados utilizados neste tra-

balho.

Em todo capítulo denotaremos por X um espaço de Banach e por X−1

seu dual.

4.1 Desigualdades

Teorema 4.1.1. Sejam A, B e k ≥ 1 reais não negativos. Então,

(A+B)k ≤ 2k−1
(
Ak +Bk

)
.

Demonstração. Veja [2][Lema2.2].

Teorema 4.1.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam p, p′ tais que 1
p

+ 1
p′

= 1 e 1 ≤

p ≤ ∞. Se f ∈ Lp e g ∈ Lp′, então fg ∈ L1 e

∫
|fg| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Demonstração. Veja [6][Teorema 4.6].

104
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4.2 Resultados básicos

Proposição 4.2.1. Seja (xn) uma sequência em X tal que xn ⇀ x, quando n→∞.

Então, (xn) é limitada.

Demonstração. Veja [6][Proposição 3.5].

Teorema 4.2.2. Se X é um espaço de Banach reflexivo, então toda sequência limi-

tada em X possui uma subsequência fracamente convergente.

Demonstração. Veja [6][Teorema 3.18].

Teorema 4.2.3. Sejam Ω um aberto de RN , (fn) uma sequência em Lp e f ∈ Lp

tais que ‖fn − f‖p → 0, quando n → +∞. Então, existem uma subsequência (fnk)

e uma função h ∈ Lp tais que

a) fnk(x)→ f(x) q.t.p em Ω, quando n→ +∞;

b) |fnk(x)| ≤ h(x), ∀k, q.t.p em Ω.

Demonstração. Veja [6][Teorema 4.9].

Teorema 4.2.4 (Brezis-Lieb). Sejam Ω um aberto de RN e (fn) uma sequência de

funções mensuráveis e uniformemente limitada em Lp(Ω), para algum 0 < p < ∞

tal que fn(x)→ f(x), q.t.p em Ω, quando n→∞. Então, o limite

lim
n→∞

(
‖fn‖pp − ‖fn − f‖pp

)
existe e vale a igualdade

lim
n→∞

(
‖fn‖pp − ‖fn − f‖pp

)
= ‖f‖pp.

Demonstração. Veja [7][Teorema 1].

Teorema 4.2.5 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U → R definida no aberto

U ⊂ RN . Supohamos que o segmento de reta [a, a + v] esteja contido em U , que a
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restrição f |[a,a+v] seja contínua e que exista a derivada direcional
∂f

∂v
(x), segundo

v, em todo ponto x ∈ (a, a + v). Então, existe θ ∈ (0, 1) tal que f(a + v) − f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv).

Demonstração. Veja [15][Pag. 123].

Teorema 4.2.6 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Sejam Ω um

aberto de RN e (fn) uma sequência de funções em L1(Ω) satisfazendo

a) fn(x)→ f(x), quando n→∞, q.t.p em Ω,

b) existe uma função g ∈ L1 tal que, para todo n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω.

Então, f ∈ L1 e ‖fn − f‖1 → 0, quando n→∞.

Demonstração. Veja [6][Teorema 4.2].

Definição 4.2.7. Uma função real f : X → R definida em um espaço topológico

X é semicontínua inferiormente (s.c.i.) se, para qualquer a ∈ R a imagem inversa

f−1(a,∞) é um conjunto aberto em X.

Teorema 4.2.8 (Princípio Variacional de Ekeland). Seja X um espaço métrico

completo, f : X → R uma função s.c.i. e limitada inferiormente. Dado ε > 0 existe

xε ∈ X tal que

f(xε) ≤ inf
X
f + ε (4.1)

f(xε) < εd(x, xε),∀x 6= xε. (4.2)

Demonstração. Veja [14][Corolário 2.3].

Teorema 4.2.9 (Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais- Smale).

Sejam X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). Suponhamos que as seguintes con-

dições geométricas sejam satisfeitas:

1) I(0) = 0,

2) ∃ σ, ρ > 0; I(w) ≥ σ > 0, ∀w ∈ X com ‖w‖ = ρ,

3) ∃ e0 ∈ X; ‖e0‖ > ρ e I(e0) < 0.
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Então, existe uma sequência (wn) ⊂ X tal que

I(wn)→ c e I ′(wn)→ 0 em X−1, quando n→∞,

em que

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e0} .

Demonstração. Veja [8][Teorema 2.2].

4.3 Operadores diferenciáveis

Definição 4.3.1. Sejam U ⊂ X um aberto e ϕ : U → R um operador. Dizemos

que ϕ tem derivada de Gâteaux f ∈ X−1 em u ∈ U se, para cada h ∈ X,

lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th)− ϕ(u)− 〈f, th〉] = 0.

A derivada de Gâteaux em u é denotada por ϕ′(u).

Dizemos que ϕ tem derivada de Fréchet f ∈ X−1 em u ∈ U se

lim
h→0

1

‖h‖
[ϕ(u+ h)− ϕ(u)− 〈f, h〉] = 0.

Além disso, dizemos que ϕ ∈ C1(U,R) se a derivada de Fréchet de ϕ existe e é

contínua.

Se X é um espaço de Hilbert e ϕ tem derivada de Gâteaux em u ∈ U ,

o gradiente de ϕ em u é definido por

〈∇ϕ(u), h〉 := 〈ϕ′(u), h〉 .
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Observação: a) A derivada de Gâteaux é dada por

〈ϕ′(u), h〉 = lim
t→0

1

t
[ϕ(u+ th)− ϕ(u)].

b) Todo operador diferenciável a Fréchet é diferenciável a Gâteaux.

Proposição 4.3.2. Se o operador ϕ tem derivada de Gâteaux contínua em U , então

ϕ ∈ C1(U,R).

Demonstração. Veja [24][Proposição 1.3].
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