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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solugoes fracas nao nega-
tivas e nao triviais para equacoes elipticas singulares envolvendo o expoente critico
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg e fungoes peso mudando de sinal. Para tal, utiliza-
remos o método variacional e seus resultados classicos, como o Teorema do Passo
da Montanha e o Principio Variacional de Ekeland. Também faremos uso da jé

conhecida variedade de Nehari.



Abstract

In this work we will study the existence of nonnegative nontrivial
weak solutions to singular elliptic equations involving the critical Caffarelli-Kohn-
Nirenberg exponent and sign-changing functions. For this purpose, we will make use
of the variational method and its classical results as the Mountain Pass Theorem
and the Ekeland’s Variational Principle. We also will use the well known Nehari

manifold.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes fracas para equa-
¢oes elipticas singulares envolvendo o expoente critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg
e fungoes peso mudando de sinal.

Estudaremos o problema

. u u u|?7 2y w|?* 2y
—div (%) — ppptey = (@) k@) em 0\ {0,

|z[2 ||

u = 0 em OS2,

em que Q@ C RY ¢ um dominio aberto e limitado; N > 3; 0 € Q; a < —N;Q;

a<b<a+1l;1<qg<2;c<qlat+1)+ N(1-q/2); 2, :zﬁgf(bw) ¢ 0 expoente

(N—2(a+1))?.

1 ; A & um parametro

critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg; p < [, =
positivo; h e k sdo funcoes continuas que podem mudar de sinal em €.

O estudo de problemas semelhantes ao problema (1) tem sido foco de
um grande nimero de pesquisas nos tltimos anos.

Os casos h =1 e k =1 tém sido estudados exaustivamente por muitos

autores, como [1], [3], [12], [19] e as referéncias neles encontradas. Em [1], Ambrosetti

et al. estudaram, para u =0 e a,b,c =0, o problema

~Au = At '+ur ! em Q,
u > 0 em {2, (2)

u = 0 em 02,

\

coml<g<2<p< ]\2,—]_\[2 Usando o método de sub-super solucao e o Teorema do



Passo da Montanha eles estabeleceram a existéncia de Ay > 0 tal que o problema
(2) tem ao menos duas solugoes positivas para A fixo em (0, Ag), uma solugao para
A = Ay e nenhuma solugdo para A > Ag. Quando p > 0 e a,b,c = 0, Chen [12]

estudou o comportamento assintotico das solucoes do problema

p

—Au—ppnz = ATt +wrmh em Q\{0},

u > 0 em Q\{0}, (3)

u = 0 em 02,

\

comp = 2,el < q < 2, usando iteragao de Moser. Aplicando o Principio Variacional
de Ekeland ele obteve a existéncia de uma primeira solugao positiva e pelo Teorema
do Passo da Montanha ele provou a existéncia de uma segunda solucao positiva.

Recentemente, Bouchekif e Matallah [3] estenderam os resultados de [12]| para o

problema
(
—Au — PJ# = A\t 4+ UQ’I‘;S‘ifl em Q\{0},
u > 0 em Q\{0}, (4)
u = 0 em 0f2.
\
em que 0 < s < 2, e 2,(s) = 2%\7__;). Eles estabeleceram a existéncia de duas

solugbes positivas sob algumas condigoes suficientes para A e p. Lin [19] considerou

um problema mais geral,

1 u U _ wl2% =24
—div <‘X2a> T Hgpan T Alul? 2y + | ||:c|2*b em Q\{0}, )
u = 0 em OS2,
com0<a<?32 a<b<1,1<q<2,0<u<[,e2 =yt

Os casos h # 1 ou k # 1 podem ser vistos em [4], [18], [21], [26] e as



referéncias neles encontradas. Tarantello [21] estudou o problema

—Au = [ufPu+h  emQ,
(6)
u = 0 em Of).

com h # 0, nao necessariamente igual a 1, satisfazendo algumas condigoes. Bouche-
kif e Matallah [4] consideraram o problema (1) em 2 = RY com ¢ = 1.
Wu [26] mostrou a existéncia de multiplas solugoes positivas para o

problema

—Au = w4+ AM(z)u! em Q, 0
0 < weH}D) em Of.

com1<q<2<p<2*(2*:%,seNZS;2*:oo,seN:2)eh:Q—>R

uma fungdo continua que muda de sinal em Q. Em [18], Hsu e Lin estabeleceram a

existéncia de miltiplas solu¢oes nao triviais para o problema

2,—2

—Au—ppn = () |u|%u + k()|

U em ),
(8)
u = 0 em 0f),

(N-2)?
4 )

com 0 < pu<p= 1<qg<2eh,k:Q — R funcdes continuas que podem
mudar de sinal em (2.

Mais recentemente, Rodrigues [20] estudou o problema

—div (%) = h(z) Iu‘\;ﬁu + Iu‘\;*b;*u em Q\{0},

(9)
u = 0 em 0f),

emquel<p<N,—oo<a<¥,a§b<a~l—1,1<p0§NN—_’;eq<p1§NN—_’;D

tais que pio + pil = 1leh € Lp(Q,|z|?). Utilizando o Principio Variacional de

Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha ele conseguiu provar a existéncia de ao

menos duas solugoes distintas nao triviais para o caso em que 1 < ¢ < p. Para os



casos p < q < px € ¢ = p, foi possivel encontrar uma solugao nao trivial através do
Teorema do Passo da Montanha.

Como foi possivel observar nos artigos citados acima, o ntamero de
solugoes nao triviais do problema (1) é afetado pelos termos concavos e convexos.

O operador L, q,u = — div(|z|72*Vu) — plz|~2@¢ Dy tem sido objeto
de muitos artigos. Citamos, entre outros, [17] para a = 0 e p < fip e [16] ou [22]
para o caso geral, isto é, —o0 < a < % e it < fig. Olhando atentamente para
L, q, podemos observar que degeneralidade e singularidade ocorrem no problema
(1). De fato, se a < 0 ocorre degeneralidade e se a > 0 entao 0 é uma singularidade.
Nessas situagoes, os métodos cléssicos falham ao serem aplicados diretamente e,
entao, os resultados de existéncia podem se tornar uma questao delicada que esta
relacionada ao carater degenerado (ou singular) da equagao diferencial. O ponto de

partida da abordagem variacional para estes problemas é a seguinte desigualdade de

Caffarelli-Kohn-Nirenberg em [10]: existe uma constante positiva C,; tal que

(/ |x|—2*b
RN

onde —oco < a < (N—-2)/2,a<b<a+1,2 =2N/(N—-2+2(0b—a)). Paraa

u

1/2. 1/2
ndn) " < Cua [ el VaPe) T, vuecR@), (o)
RN

melhor constante e fungoes extremais veja [11] e [13]. Em (10), se b = a + 1, entédo

2, = 2 e temos a seguinte desigualdade de Hardy com peso [13]:
1
/ || 720t D2 dy < _—/ |z|72*|Vul|?dz, para todo u € C3°(Q). (11)
RN Ha JrN

Para tratar o nosso problema, introduziremos o espaco de Sobolev com

peso, D}(Q), o qual ¢ o completamento do espago C§°(£2) com respeito a norma

1/2
0.0 = (/ |:1:|_2“|Vu|2dx) :
Q

Definimos H,, como o completamento do espaco C§°(€2) com respeito a norma

i



1/2
ol = ([ (el 29 = plol-2002) ac)
Q

para —oo < pi < fi,. Pela desigualdade de Hardy com peso, temos que || - ||, €

equivalente a || - [|o,q, isto &,

1/2

1 1/2 1
(1 - Ia—maX{M,O}) ||U||O,a < ”uHma < (1 - M_mln{ﬂ70}) HuHO,a? Vu € HH'
De fato, como max{u,0} > 0, de (11) temos que
1
— max{,u,O}/ |z| 2| Vu|*dz < —maX{u,O}/ || 72Dy 2y,
Ha Q Q
Dali,
1 1/2 1 1/2 1/2
(1 2 maxt0)) e = (1= - max(e0}) ([ el vupar)
a a Q

1/2
_ (/ |x]_2a|Vu]2dm—W/ \m|—2ayvu|2dx)
Q Ha Q

1/2
< (/ |ac]2a\Vu]2dx—max{u,0}/ a:\Q(“H)ude) .
Q Q

Agora, se max{p,0} = p, temos a desigualdade

) 1/2
(1= o)) s < o

a

Se max{u,0} =0, entdo —p > 0 e, portanto,

1/2 1/2
</ 2| 72| Vu|*dx — O-/ |x|_2(“+1)u2d:c> < (/ (Jz| 2% Vul? — M|x_2(“+1)u2)dx>
Q Q Q

= [|ul

mas

o que também nos da

1 1/2
O—;mMM@>\MMSWMw

a



1/2
Para mostrar que ||ul|,,, < <1 — imin{,u,O}) ||ullo,. 0 argumento
é anélogo, bastando observar que min{u, 0} < 0.

Como visto em Xuan [23], temos que existe C' > 0 tal que

1/p 1/2
(/ |x]_c\u|pdx> <(C (/ |$\_2“|Vu|2d:v) , (12)
Q Q

para 1 < p < 2N/(N —2), ¢ < pla+1)+ N(1—p/2). Além disso, se 1 < p <
2N/(N —=2),c<pla+1)+ N(1—-p/2) ea < (N —2)/2, a imersao

Dg*() = Ly(€, |2 ™) (13)
¢ compacta, onde L, (€2, |z|7¢) ¢ o espago L, com peso, com norma

1/p
fulle = ([ el fupas)
Q

Com isso, obtemos que a imersao

Hy = LS, ) (14
¢ compacta. De fato, seja (u,) uma sequéncia limitada em H,. Como || - ||,. €
equivalente a || - [0 temos que (u,) ¢ limitada em D!?(Q). Ainda, como D:?(Q2)

é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos uma subsequéncia, temos que u,, — u© em
DY%(Q). Mas, a imersao D}?*(Q) < L,(, |z|~¢) é compacta, ou seja, u, — u em
LP. Logo, a imersao H,, < L,(L, |z|~¢) é compacta.

Devido ao expoente critico no problema (1), ndo temos que a imersao
H, < Lo, (9, |x|7%) é compacta, o que dificulta a prova da existéncia das solugoes.
Como em Brezis e Nirenberg [8], esse problema foi contornado utilizando as fungoes

extremais. Xuan [22] provou que sob as condigoes

N>3, a<(N=2)/2 0<jia—Vie—pi+a<(N—2)/2



a<b<a+l, p<f,—"0b%

para € > 0, a funcao

2

2*;2(\/E+\W—u)>_m7 (15)

2 2V kg — 24 —2 = =
w€<,1]> = 0052*—2 (g\/ﬂa*ufb |x 2 (VBa—+fia—H) + |.T
com uma constante adequada Cj, é uma solugao de

—div (|x|—2avu) _ ,u|x|_2(a+1)u — |x|—2*b 2.-2 em RN\{O}'

u

Além do mais,

/ |x|_2“|Vuw€|2dx—,u/ |x|_2(a+1)w§dx:/ || 720
RN RN RN

2%

w. | dr = (Aap,) ™2,
(16)

onde A, ¢ a melhor constante,
Agpp = inf E, =F, : 17
b= inf  Bapp(t) = Eopp(we) (17)

com
oy o o VP o o 2
abul) (Jan 2] 728 uf?- da) /2

Também, em [19], provou-se que para 0 < a < (N—2)/2,a < b < a+1,

0 < < jig, a fungao definida, para € > 0, como

2

2*2_2(@4—\/7%—#)) 7 (18)

(24 —2)(Ba—vEa—R)
2

e(x) = (2.2, — 1)) 772 (2o + |z
é uma solucao fraca de

— div(|2] V) -l = o] 2 ul 20 em BN\ {0},

e satisfaz

| el wie —p [ el ez = [ el de = (B, 7 (19
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onde B, ¢ a melhor constante,

Bapy = uefi}z{{o} Eopp(u) = Eqppu(0:). (20)

Em posse dessas informagoes, no primeiro capitulo do trabalho, ba-
seados no artigo [5], de Bouchekif e Matallah, estudaremos o problema (1) no caso
em que ha um termo concavo-convexo, ou seja, quando 1 < ¢ < 2. Afim de pro-
varmos a existéncia de ao menos dois pontos criticos nao-negativos e nao triviais
do funcional associado ao problema (1), nos utilizaremos de dois métodos distintos.
Para a obtencao de uma primeira solugao, faremos uso da ja conhecida variedade
de Nehari (veja, por exemplo, Tarantello [21] ou Brown e Zhang [9]) e do Principio
Variacional de Ekeland. Para a segunda solugao, nos utilizaremos do Teorema do
Passo da Montanha.

No capitulo seguinte, estudaremos o problema (1) no caso em que
2 < q < 2,, conhecido como super-linear. Considerando k£ uma funcgao positiva em
(), mostraremos a existéncia de ao menos uma solucao nao negativa e nao trivial
para o problema (1) via Teorema do Passo da Montanha.

Por fim, no capitulo 3, estudaremos problema (1) com ¢ = 2. Desta
vez, considerando h positiva em (), mostraremos a existéncia de ao menos uma
solugdo nao negativa e nao trivial para o problema (1). Com o objetivo de aplicar
o Teorema do Passo da Montanha, foi necesséario obter o primeiro autovalor para o
problema de autovalor associado ao nosso operador.

Como uma forma de consulta rapida, o ultimo capitulo é destinado

aos principais resultados utilizados ao longo do trabalho.



Capitulo

1

O problema (1) para 1 < q < 2

Considere o problema:

—div (5%) — poptes = MA@ 4 E@) ML em 0\{0),

l21° (1.1)
u = 0 em OS2,

em que  C RY é um dominio aberto e limitado; N > 3;: 0 € Q; a < %;

a<b<a+1l;1<qg<25c<qla+1)+N(1—q/2); 2 :z#@’(b_a)éoexpoeme

W; A é um parametro

critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg; p < [, =
positivo; h e k sdo funcoes continuas que podem mudar de sinal em €.

Baseados no artigo [5], de Bouchekif e Matallah, nosso objetivo nesse
capitulo serd demonstrar a existéncia de ao menos duas solugoes fracas distintas nao
negativas e nao triviais para o problema (1.1), que nada mais é sendo o problema
(1) para 1 < ¢ < 2. Para tal, o capitulo sera dividido em duas se¢oes. Na segao

1.1 encontraremos uma primeira solugao fraca para o problema, demonstrando o

seguinte

Teorema 1.0.1. Suponha que a < (N —2)/2, a <b<a+1,1<qg<2 ¢c<
qla+1)+ N(1—q/2), h seja uma fungio continua definida em Q e k uma funcdo
continua definida em Q. Entdo, existe A > 0 tal que para A € (0,A) o problema
(1.1) tem ao menos uma solugao nao negativa em H,.

Na secao 1.2, acrescentando as hipoteses:

11



12

(H) h ¢ uma funcao continua definida em € e existem hg e py positivos tais que
h(z) > hy para todo x € B(0,2p,), onde B(a,r) é a bola centrada em a de

raio r;

(K) k é uma funcio continua definida em Q e satisfaz k(0) = max,cq k(z) > 0,

k(z) = k(0) + O(|z|?) para z € B(0,2p) com 8 > 2,\/fiq — 1, em que O(e°)

O(e*
denota u <,
EC
e uma das seguintes hipoteses:

(A1) N >3e

(a, 1) €] = 1,0[x]0, f1a — b*U[0, #72[x]a(a — N +2), i, — b7,

(A2) N >3, (a, ) € [0, 552[x[0, fa|
demonstraremos a existéncia de uma segunda solucao fraca, através do

Teorema 1.0.2. Suponha que a < (N —2)/2, a <b<a+1,1<qg<2 ¢c<
gla+ 1)+ N(1 —q/2), (H), (K) sio vdlidas e (Al) ou (A2) € satisfeita. Entao,
existe A* > 0 tal que para X € (0, A*) o problema (1.1) tem ao menos duas solugées

nao negativas em H,.

Desde que nossa abordagem é variacional, definimos o funcional de

Euler-Lagrange, I ,, como

1 A 1
Boul) = 3lhuli =5 [ wlel “utde = o [ K@l Hde, (12)

para todo u € H,.

Teorema 1.0.3. I, estd bem definido e é de classe C*(H,,R).

Demonstragao. Defina os operadores Hy, Hy, Hs, Hy : H, — R, por

Hw) = [ lal #(Vulde, Hafu) = [ [l 0 Vilde, Hafu) = [ hiala] “utds
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eH4(u):/k(x)|m| “2by2da.
Q
Agora, considere as funcdes F} : QxRY — Re Fy, F3, F, : QxR —

R, definidas por

|yl Yy Y
File) =2 [ sds, Faw) =2 [ sds. Ble)=q [ s
0 0 0

Yy
e F3(x,y) = 2*/ s*tds.
0
Para 0 <t <1ewu,v € H, temos

/| I~ ~2a Vu+th|2 |Vu|2 _/lx|_2aF1(x,Vu+tvv)—Fl(x,vu)dx
t Y
/’ |2t u+tv) da:-/l:cl2(a+1)F2(x=“+“;)—F2($,U)da:,
Q
tv)s — F tv)y) — F
/h(x)|x|_6(u+ U)+ u+dx:/h($)|a;|_c 3(m,(u+ v)+) 3(I’u+)d;p
Q t Q t
€
24 24 .
/k($)|$|_2*b(u+tv)t — da:—/k(x)|x|_2*bF4(x’(“+t”):) Fa(z,uy) ,
Q@ Q

Dado x € (2, aplicando o Teorema do Valor Médio e o Teorema 4.1.1, temos que

existe 6 € (0,1) tal que

|Fy (2, Vu+tVv) — Fi(x, Vu)| < 2|Vu + 0tV |tV
g - g

< 2(|Vul| + |Vv|)|Vv|

< 2(|Vu| + |Vvl|)?
< 4(|Vul* + |[Vo]?)
e L', |z,
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|Fo(x,u+tv) — Fy(x, u)| < 2|u + Otv||tv|
iz N i

€ LY(Q, x| 72T,

|[F3(w, (u+t)4) — Fy(z,ug)| _ qlu+ 0to]” [t]
i i

< q(ful + [v])* o]

< q(ful + |v])?

IN

q2" " ([ul* + [v])

€ L'(Q, |2]7)

|Fy(z, (u+tv)y) — Fy(x,uy)| < 2,|u + Otv
i B i

2*_1|tU|

< 2(Jul + [o)* o]
< 2 (Jul + [v])*

S 2*22*71(’?,6

2*)

4l

€ LY(Q, o 27).

Dai, obtemos do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

2 _ 2
(H; (u),v) = lim / 2o VU V0P = [Vl
Q

t—0+ t
_ / 2] lim Fi(z,Vu+tVv) — Fi(x, Vu)
Q

t—0+ t

dx (1.3)

= 2/ 2| 2*VuVudz,
Q
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t 2,2

t—0t t

F
/|l‘| —2(a+1) 11 ($ u+tv) Q(x’u)dx

t—0t t

= 2/ 2| 2@ Dypde,
Q

t—0+ t

[ ot gy P00 = Plre)

t q9 _ ,4
(H (), 0) = Tim / |gc|—c(“+ DSl

t—0t t

= q/ 2|~ ul vda
Q

t 2*
(H(u),v) = lim / IR Chs “) — U gy

t—0t

= [t i B i) - Fi(e,uy)
Q

Segue de (1.3), (1.4), (1.5),(1.6) e da Desigualdade de Holder que

| (Hi(u),v)| = ‘2/ 2| VuVuds
Q

| (Hj(u

vy | = ‘2/ 2| "2 D yda
Q

< 2/ 2| V| [Vo|da
Q

1/2 1/2
52(/ |:1:|_2“|Vu]2dx) (/ |x|_2“]Vv|2dx)
Q Q

< 2Mi|Jullallvll s

<2 [ [of 2 ulolds
Q

1/2 1/2
<2 (/ |x|_2(“+1)u2da€) (/ |l‘|_2(a+1)1)2d$)
Q Q

< 2Me|lullwallvlla,

(1.5)
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| (H)(w), ) | = \q IR

< qlh* | / ]l o] da
Q

1.
(¢—1)/q 1/q (1.9)

< b f ) ( [t i)

@ Q

< |t oo M3 [ 52|00

€
()0 = |2 [ K@lal >t ods
Q
§2*|k+|oo/ 2]~ 2+ [ v d

1 (1.10)

()

1/2.

Em que n*(z) = max(n(z),0) e |n%| = supess|nt(z)|. Logo, de (1.3), (1.4), (1.5)

FISY)

(2.—1)/2.
S 2*‘k+’00 (/ |$|72*b|u Q*dx) (/ |x’72*b
Q Q

< 2.k oo Mallullzg vl o

e (1.6) temos que
(I (u),v) = /Q(\x]QQVqu — plz| A gy — Ah(m)]az\*cu‘i—lv — k(2)|z|"*Pu? " v)dr

ede (1.7), (1.8), (1.9) e (1.10) que I} ,(u) ¢ um operador linear limitado. Portanto,
segue da Proposigao 4.3.2 que I} ,(u) € C*(H,,R). O

O comportamento de I, em H, com respeito & norma | - ||, pode

ser visto na Figura 1.0.1.

Figura 1.0.1. Grafico de I, em H,,.
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Defini¢ao 1.0.4. Dizemos que u € H, € uma solucdo fraca do problema (1.1) se

satisfaz
/(\x!Z“Vqu — pl2| 2@ gy — Ah(2) |z~ ud v — k(@) |z 2P ) de = 0
0

para todo v € H,,.
Teorema 1.0.5. Se u € uma solugao fraca do problema (1.1), entdo u > 0.

Demonstracao. Seja u uma solugao fraca de (1.1). Fazendo v = uy — u_ e obser-

vando que u;u_ = 0, temos

0= (I, (u),u_) = /Q(]x\QaVuVu — pla| 72 ) da
— )\/Qh(x)|x|_cui_1u_dx - /Q k(z)|z| P u_de
= /(|x|_2“(Vu+Vu_ — Vu_Vu_) — plz| 2 (upu_ —u?))da
Q

. / (e[ Vu_|? = ula| 2+ Yda
Q

2

= —HU, ”,u,cw

ou seja, u_ = 0. Logo, u =uy > 0. O

1.1 Obtencao da primeira solucao via Principio Variacional

de Ekeland

Em muitos problemas parecidos com (1.1), I, nao é limitado infe-
riormente em H,, mas ¢ limitado inferiormente em um subconjunto apropriado de
H,, e um minimo neste conjunto (se existir) pode dar origem a solucoes da equacao

diferencial correspondente.

Um bom candidato a esse subconjunto apropriado de H,, ¢ a chamada
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variedade de Nehari
N ={u € H\{0}, (I} ,(u), u) = 0}.
E util entender Ay em termos de pontos criticos de aplicacoes da forma
U, (t) = I\ u(tu), t>0.

Dai, temos que

1
V(1) = (L (), w) = S (1, (tu), tu).
Proposigao 1.1.1. Seja u € H,\{0} et > 0. Entio tu € N, se, e somente se,

U (t) = 0.

Demonstragdo. Se tu € Ny, entao (I} ,(tu),tu) = 0. Logo, W (t) = %(Ifw(tu),tu)
= 0. Reciprocamente, se v € H,\{0} e t > 0, entdo tu € H,\{0}. Além disso,
se W, (tu) = 0, entdao 1(I} ,(tu),tu) = 0 e, como t > 0, (I} ,(tu),tu) = 0. Assim,

tuGN)\. O

Seja u # 0 um minimo local de I, ,, entao ¥, tem um minimo local
emt = 1. De fato, se u # 0 ¢ um minimo local de I, ,, existe uma vizinhanca aberta
V, de u tal que I ,(w) > I ,(u) , Vw € V,. Como V, é aberto, existe uma bola
B, (u) C V,. Considere J = <1 1+ IIU\L,a)' Se t € J, entao

llulli,a

.
[t = wllya = [[(t = Dullpa = [t = Hllullpa < r—llullpa =7
[l .a

ou seja, tu € B,(u) C V,. Logo, I ,(tu) > I, ,(u), Vt € J e, portanto, ¥, (t) >
U, (1), Vt € J, o que diz que 1 é um minimo local de V,.

Analogamente, se u ¢ um maximo local, entdao 1 é um maximo local
de ¥,. Com isso, é natural dividir N, em trés subconjuntos, Ny, Ny e NV, corres-

pondendo, respectivamente, aos minimos locais, maximos locais e pontos de inflexao

de ¥,,.
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Definimos
Ny = {ue Ny V(1) > 0};
Ny ={u € Ny ¥i(1) < 0};
V={uec Ny;¥/(1)=0}.

Observe que, se u € N,

_ Lo A e q g Lo, —2.b, 2.
Wy (t) = Iyu(tu) = st7[ull, , t? [ h(x)|z| ulidx t k(z)|z|™* uldx
2 ’ q Q 2* Q
e, portanto,

d
D) = w(0) = 2, — 2 / h(x)|2|ulde — £ / k() 2] >t da
Q Q

d? _ .

G0 = VU0 =l — (g = 1N [ h@)lel "l da
— (2, — )t*2 /Q k(z)|x| 22 da.

Como u € Ny, temos (I3 ,(u),u) = 0, ou seja,

ol = [ kel vt~ [ K@l s =o.

Assim,

)\/Qh(x)]x\_cuidzz HuHia—/Qk(x)\xl_zbuidw (1.11)

/Qk(x)\xlhbui*dx = |lull?, — )\/Qh(x)\:vlcuid:v. (1.12)
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De (1.11) segue que

WD) = ulle ~ (0= DA [ h@lel utde = 2.~ 1) [ blalal e
Q
= ol = =) (Il [ Kl as )
—(2*—1)/§2k(x)\x|2*bu2+*dx
=2l allul+ o [ K@l > de = [ kel > ds
Q Q
—2*/k(x)\x]Z*bu%:dmjL/k(x)]x\Q*bu?:dx
Q Q
= @l — (2~ ) [ Kl e

Analogamente, de (1.12) temos

Wi(1) = (2= 2l + 2. - A [ ba)la] “utda,
Q

Consequentemente, podemos escrever

24
N = {u € Nys @l - 2. 0) [ o) e > 0}
Q

. {u €Nyt (2= 2)lull}q + (20— W/Qh(-”)_idx g 0} ‘

|z]

24
= {ueni e - @ - [ o) <o)
q

= {u eM:(2=2)ull,+ (2. — q))\/ h(x)%dm < 0} :
Q

u2*
we N 2= il - G- o) [ ko)t —o]
Q
uq
weNy:(2—2)ul?, + (2 — q))\/ h(ac)ﬁdx = 0} :
Q

> o
I I
—N —
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Lema 1.1.2. O funcional I, é coercivo e limitado inferiormente em N.
Demonstragao. Seja u € Ny. De (1.12) temos que

1 A 1
Dla) = 3l == [ W@lel e = 3 [ K@)lal 4o
1

1 A . e
= gl =3 [ nlelutde - 5 (Jula =) [ bolelutd )
qJa * Q

A , 11 e
_(2 2*)”1‘Hu,a )\(q 2*)/Qh(:z;)\:1:| ul dx.

11 1 :
Agora, como ¢ < 2 < 2,, temos 7> 3 > g © assim,

Loy o (1),
2 2. ) "\ T2

Além disso, como h(z) continua em 2 temos que h(z) ¢ limitada em €. Logo, existe

M > 0 tal que |h(x)| < M, ou seja, —h(z) > —M. De (12), existe C' > 0 tal que

11 , 11 »
B 2 (5= 5 )l = A (5 = 5 ) M [ Jalatas
1 1 1 1
ol 2 A (--—=) M- a.
> (575 ) Ml =2 (5 = 5 ) a1 Cllult,

Como ||ulo,q € ||u]|ua sd0 equivalentes, existe C’ tal que

11 , 11\,
B 2 (5= 5 ) Wl =2 (5 = ) €l

Ja que 2 > ¢, temos que I , é coercivo.

Suponha que I, nao seja limitado inferiormente, daf, existe uma

sequéncia (u,) C N, tal que I, ,(u,) = —oo. Como

11 , 11
Bain) 2 (3= 5 )l = A (5 = 5 ) 'l o€ m
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fazendo n — oo, temos que

11 , 11
(55 ) ol = (5 = 5. ) M- Clunlge = .

Absurdo, pois 2 > g e (% — 2L) HunHia > 0. Portanto, I, ¢ limitado inferiormente.

]

Na Figura 1.1.1 podemos observar o comportamento de I, em N,

com respeito a norma || - || .-

Figura 1.1.1 Grafico de I, , em N,.

Podemos, entao, definir

ey = uleI}\fA Iy . (u);
¢ = inf I ,(u);
)\ ue_/\/’; A:PL( )7
cy := inf I, )
P )
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Lema 1.1.3. Seja

2—q
2—q \ 22 2, — 2 — 2= 2: 2-q | g
Ay = * h+ -1 k‘+ 24—2 Sa 2~2*72+2
i (20T (o ) IR

em que n*(x) = max(n(z),0) e |nT|s = supess|n™(z)|. Entao NY = 0, para todo
€N
A€ (0,Ay).

Demonstragdo. Suponha que N # (), entao, para todo u € NY, temos:

24 —
fullo = 5= [ k@lel 4o

2, —q e
Jull =55 [ Hlelel it

Dali, note que

2, —
ul, = 21 / ()| de

2—q
2*_(]/ _
<= 2 | kN (2)|x| 7 P da
=1 [ el
2, —
S—q|k+|m/|m|_2*bui*dx.
2—q Q
2, —
< q’k+‘oo/‘l"_2*bu2*dx.
Q

2—q

ul?*dx # 0. Logo,

Como u € N7, temos que u # 0 e, portanto, [, 2|2

( 2— q ) 1 . ”u ,121,,(1
2 —q) Wl Jolal >u

2udx —

Dai, 2-¢\ 1 |l
20— q) [Ftloo  Jqla|7Pluf>dx
—9q

2 1
) |k‘+|oo ' (Ea,b,,u,)2*/2

2,—2
wa -

[l

*

[\]
—

2 — q> |k+|oo

v
<R

v
S N 7N N
[\

. (Sa,b,,u,)z*/Q )
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Assim,
2

2—q 1 2./2| 7
(Sup) , 1.14
ol [(222) i - oo™ (1.14)

Note, também, que

2, —
o = A3 =5 [ Blelel utdr
2.
S)\—2/h+( x|~ uldz

; (1.15)
A=l [ ol u
2* + c
|h | |:1c| |ul'dz.
A9
Mas, pela Desigualdade de Hélder,
[l luftds < [ faler el g
¢ . (1.16)

24—q
()
Q Q

q
2 2
U *dx)
2x—q

2k * .
Fazendo C; = (f (|x|*c+qb) 2—a dm) ’ , temos que C7 < oco. De fato, para sim-

plificar, faca ' = 5=—. Considere Br(0) a bola centrada na origem de raio R, com
Bgr(0) C Q. Como Q é limitado, existe M > 0 tal que |z| < M, Vax € Q\Bg(0) e

assim,

1/r 1/r
(/ |:E|(_C+qb)rldm> < (/ M(_C+qb)T,dx) < 00.
Q\Br(0) Q\Br(0)

Para = € Bg(0), integrando em coordenadas polares, temos

R
/ ’x‘(*tﬁqb)r’dl. — WR/ S(fc+qb)r’+N71d8
Br(0) 0

Mas, por hipdtese, ¢ < g(a + 1) + N(1 — ¢/2) e dai,
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N
c<qa+q+N—7q—l—qb—qb

:qb+N—g(N—2+2(b—a))

N —2+2(b—a)
)

:qb+N(1—q

q
- N(1-2L
qb + ( 2*)
2, —q
= N
qb + ( 5 )

N
bgr' + N
:T

ou seja, (—c+ ¢b)r’ + N > 0. Dessa forma, (—c + ¢b)r’ + N —1 > —1 e, portanto,

R
— / —
wR/ s(met ' +N=1g¢ « oo,
0

2x—q
2

2%
Logo, C} = <fQ (Jw|etab) 2 d:L'> < 00. Assim, substituindo (1.16) em (1.15)

= "2,-2

2. —4q
< A= |ht O —2:b
<= ([ 1o

2, —
lullf.a < A—qlhﬂoo/glxl_%idx

u

21
2 dm) ’

e como u # 0,

q
2, — x| 720 P dr) 2
||u||2—q < )\ ;]‘h+|ooCl (fQ| | )

T lullfia

u

2, — _
<AL Ly (Bapp) ™

2, — 2

2, — _
<5 |G (Sup) ™.

*
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Logo,

2

2—q

2, —q _
lelly.a < {Ammﬂma (Sat) W] : (1.17)

*

De (1.14) e (1.17), temos

2

2
2-q\ 1 277 [ 2 —q L]
[(22) ] 2 2t ]

2, —q
ou seja,
2-g
[(22__({1) |/¥L o (Sa,b,uf*m] B Agi—:g\h%cﬁ (Sapu)™"*
e, portanto,

[N

92— g\ [ 2,-2 2 B 22¢ g
A > T N R R (S, ,) e = A
> (2207 (o) R S 1

Logo, NY =0, se A € (0, Ay). O

Com o Lema acima concluimos que N, = N  UN;, para todo \ €

(0, Ay).

Lema 1.1.4. Seja ¢ como definido anteriormente. Entio ¢f < 0, para todo \ €

(07A1).

Demonstragdo. Seja u € N,. Entao

3 [ bl cutde = Julf, [ bl da

*

2—q
k —24b 2*d < 2 .
K@i < T2l
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Dali,

1 1
- — —) / k(x)|x|_2*bui*dx
¢ 2/ Ja

1\ 2—¢q 2

(2*(](2* - Q)(q - 2) + QQ(2* - q)<2 - q)) HuHZ
2¢ 2.9 (2. — q) e
_ Q<2*_Q)(q_2)< >H “
2¢-2.q- (2. —q)
_ (2-92 -2
- 22*q ||u||,u,a <U.

]

Definigao 1.1.5. Seja E um espago de Banach e I € C'(E,R) um funcional. Di-
zemos que (u,) € uma sequéncia de Palais-Smale no nivel I, abreviadamente (PS),,
se I(u,) =1 eIl'(u,) = 0 em E' (dual de E) quando n — oco. Dizemos, também,
que I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel | se toda sequéncia (PS); possui

uma subsequéncia que converge forte em E.

Lema 1.1.6. Se A € (0, A1), para cada u € N, existe € > 0 e uma fungdao diferen-
cidquel £ : B(0,€) C H, — R* tal que £(0) =1, {(w)(u —w) € N e
VuV uf " w
Qfg ( |g\2t;w - M|x|2u(zu+1)) dx — Aq th | |c — 2 fQ |x|2* dx
2=glullf. - q) Jo k(@) 2buZ do ’

<§,(O)7 w> =

para todo w € H,\{u}.
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Demonstragao. Seja u € Ny. Defina a funcao F, : R x H, — R por
= 2 — w2, )\tq/ B e — w)l da
Q
— % / k()| 2 (0 — w)2 dz.
Q
Note que

OF,
ot

@wazmw—wm@—MW{mewwm—wﬁw

— 2, t% 1 /Q k(z)|z| " (u — w)? dx

<%F“ (t,w),v> = —2152/ (Jz] 72V (u — w) Vv — plz| 2 (u — w)v) dz
w Q
+ )\qtq/ h(z)|z|¢(u — ) vde
Q

+ 2,t% / k(z)|z| " (u — w)% vdz.
Q

Em particular, temos F,(1,0) = <Ifw(u), u> =0, jaqueuecN,e

oF, . _
1.0 =20l — g [ M@lel e =2 [ K@)la i do

= v, (1) #0,

pois, como A € (0,A;), do Lema 1.1.3, temos que NY = (). Assim, pelo Teorema da
Funcao Implicita, existe € > 0 e uma funcao diferenciavel £ : B(0,¢) C H, — R*
tal que £(0) = 1, F,(¢(w),w) = 0, para todo w € B(0,¢) e

— (G (E(w), w),v)

(€/(w),v) = 2

o (E(w),w)

Vw € B(0,¢€) e Vv € H,.




29

Como F,(¢(w),w) = 0, para todo Vw € B(0, €), temos

Também, se w # u, temos que &(w)(u —

(I} (6 (w) (1 — w)), € (w) (u — w)) = 0.

todo w € B(0,¢€)\{u}.

(£'(0), w)

Por fim, para todo w € H,\{u},

w) # 0, ou seja, £(w)(u — w) € Ny, para

o que conclui o lema.

14(£(0),0)

l

_ 2f§2 (V|:|¥aw - M\xliq&vﬂ)) dz — Agq fﬂ h(zx \fC|C — 2% fQ | |2* il
2lJul — Ad fo b MWMM—2h kﬂ“ﬁm

2 —l
_ 2[9 (V|;L|¥aw - M\xlgﬁl}H)) dz — )\q fQ h(z) — 2% fQ | e i
(2 - q)HuH;zz,a - fQ ’.’L’| —24 buQ*d;p ’

L]

Observagao: O Lema 1.1.6 também ¢é verdadeiro se trocarmos N,

por Ny ou NV . Nesse caso, se u € N, terfamos

oF,

— (1 .
8t(’0)>0

Dai, observando que

(13 u(E(w

)(u —w)), &(w)(u —w)) = [[§(w)(u —w)|[},

A [ Balel (gl = w), )
— [ kel 6w = )
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temos que

A / () () — w) ) = () — )2
- / () ]2 (€ () — w) ) de

e, assim,

(2 Q)lE(w)(u — w)|2, — (2. — q) / k@)l >(E(w) (u — w), ) do =

== w2~ (e — w2, — [ Kol > (6tw)u - w).)*ds
—z*/ﬂ (@) ] > (E(w)(u — w)y)*d

= 2lle(w)(u — w)|12,, — oA
_2*/9 (@) ] > (Ew)(u — ) )

~ €(w) (2£<w>uu —wll, — &) g A / )] (u — ) dr

(w2, [ kol - wde )

OF,
ot

h(z) ||~ (§(w)(u — w) ) dz

::\

= £w)-

(§(w), w).

OFy

Como &(w) é continua e %5 (1,0) > 0, podemos tomar € > 0 (menor que o anterior,

se necessario) tal que agt“ (&(w),w) > 0, para todo w € B(0,¢€) e, assim, &(w) -
9% (¢(w), w) > 0, para todo w € B(0,€), ou seja, &(w)(u —w) € Ny

Se u € Ny o raciocinio é analogo.

Lema 1.1.7. Se A € (0,A4), entao, existe uma sequéncia (PS).,, (u,) C Ny, para

L.

Demonstragao. Pelo Principio Variacional de Ekeland, existe uma sequéncia mini-
mizante (u,) C N tal que
1

1
I ,(u,) < inf I + —<cy+ — 1.18
A (Un) nf aulw) +— < ex+ (1.18)
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1
Iy (un) < Iy p(w) + ﬁHw —Un|lpa, YW F Up. (1.19)

Pelo Lema 1.1.4 existe n > 0 tal que —oco < ¢f < —n. Dai ¢\ < ¢ < —7 e, assim,
—n —cy > 0. Como % — 0 quando n — oo, existe ng € N tal que % < —n —cy, para
todo n > ng, ou seja, cy +% < —n, para todo n > ng. Segue de (1.18) que para todo

n > ny,

/11 , 11 o
B = (5= 5 ) ol =2 (5 = 5 ) [ kel do

) (1.20)
<cyt+—<-n<0.
n

Logo,
1 1 e 1 1 2
A (a — 2—*) /Qh(x)|:1:| up, dx >n+ (5 — 2—*) HunHua
>n
e, portanto,
x)|x| ul de>— |- —
) n=3x\g "2 T
_1( 24 . (1.21)
> 0.

Ainda, de (1.16) e da defini¢ao de S, temos que

[ h@lel cut, o < 0| [ fol a1z
Q Q
/2«
< |h'+|oocl (/ |$‘—2*b Z*dx) (1.22)
Q

—q/2
< 1B oeC (Sa) ™ Ntallf, o

Unp

Segue de (1.21) e (1.22) que

1 2
) e X
1 100Cr (Sapse) ™ Nunllf > 5 (2*—q) !
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ou seja,

L[ 24 T a/2 H
lnllua > |5 { 5 — n- P - Cr (Sabu) > 0. (1.23)

Também, de (1.20) e (1.22)

11\, ., (1 1 o
(55 ) lwlie <A (G = 5) [ el pdo

2, —q _
<A (B I S

LS

e, assim,

1

2.2, 2, —q _ 2-q
lunllpe < |A (2 _2) ( 2 )‘th’oocl (Sapp) q/2}
, *2 * n (1.24)
-5 (G=3) s tsn

Segue de (1.24) que (u,) é limitada. Observe, ainda, que (u,) C Ny C N UN? U
N, U{0}. Entretanto, de (1.23), temos que u, # 0 e, como A € (0,A;), do Lema
1.1.3 temos que MY = 0, ou seja, (u,) C Ny UN, = N,.

Agora, mostraremos que I ,(u,) — 0 em H* (dual de H,), quando
n— 0o.

Aplicando o Lema 1.1.6, para cada n € N, obtemos um ¢, > 0 e uma

fungao &, : B(0,e,) — RT, tais que &,(w)(u, —w) € Ny, VYw € H,\{u,}. Seja
pu

[l .0

0 <p<ep Dadou € H,, com u # 0, defina w, = . Defina, também,

n, = &n(w,) (U, —w,). Como
1
I/\#(“ﬂ) < I/\,u(w> + EHUJ - Un||y,a, Yw # Uy,

temos que

1
]A,,u(77p> - IA,u(un) > _ﬁan - unHWI'
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Da defini¢ao da derivada de Frechét, temos

[A,u(np) - IA,u(un) = <];,u(un)7 Mo — un> + 0(||77p - un”,u,a)a

o([ls[)

em que ——— — 0, quando s — 0. Logo,

B
1 ,
_EHW - un”u,a < <I)\7N(un), Np — un> + O(HW - unHu,a)

e, portanto,

+ (&nlwp) = 1) (13, (tn), (un = wp))-

Como 1, = &,(w,)(u, —w,) € N, temos que

<I§\,u<77p)a 77p> = <[$\,u(77p)a fn(wp) (un — wp)>
= §n<wp) <I;\,u<77p)v (un - wp)>

=0

e, com isso,

<I§\,,u(np)a (un - wp)> =0.

Dai, observando que w, = ———, temos

[l .0
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<I>\u Up), wp> + (én wp) 1) <]j\,u(un)v (un — wp)>
= = (Bl o )+ (€lu) = 1) (B, (= )
— (n(wy) — <]>\ " o) (Un wp)>

- <f;,#<un>, L> - (Enlwy) = 1) (I () = T () (= 0,)
1
> _EHW - un”u,a + 0(H77,0 - un”u,a)-

[l .0

Portanto,

I, (uy), u < 1M — tnll i o(|[1, — tn|lpa)
A )
1wl n-p P (1.25)

gn w,) — 1 , .
+ % <])\,/L(un) - Ik,y(np)v (un _ wp)> .
Agora, note que
1= e = NEn(2p)(tn = ) = i v

= H(fn(wp) — Duy — fn(wp)wp”u,a

En(w,) - pul| e (1.26)
< (n(w,) = Dty 0 + 16n(wp) - pul],
[l .0
= |(€n(w,) = D] - tnllpa + £ - [€n(w,)].
Note, também, que usando a defini¢ao da derivada de Gateaux
o 16n(wo) =1 [6n(w,) = €0 (0)]
P—>0+ p p_>0+ p
pu_y _
_ i () = (0]
p—0t p
1.27
= llm
p—0t

m

t—0t t
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HUH/W

=SIIS] ¢

em que || - || denota a norma euclidiana em R.

Substituindo (1.26) em (1.25), temos

/ fn fn — 1) - ol a — Ul
<Iw(un), !|Uﬁu,a> < | (;Up)| N |(én(w)) n.ﬁ [t s +0(H77p pu i)

(én (wp) -

+ p 2 <Ij\,u(un) - Iﬁ\,u(np)’ (tn = wp)> '

Passando ao limite quando p — 07,

<I$\,u(un) u > < lim |§n(wﬂ)| + lim |(£n(w/)) - 1)' ) HunHu,a

"l e p—0t M p—0+ n-p
+ hm O(an - un”u,a) (128)
p—0t p
o (Gn(wp) = 1) /
lim S\ W) 7 iy g (uy —w,)) .
+ pir(r)lJr P < A,u(u ) )\,u(np) ('LL wp)>
Mas, observe que
a) &, € diferenciavel e w, = % — 0, quando p — 07, ou seja,
gl O] 1
p—0t M n n
b) De (1.27)
n —1)|- n a (0
i 1600 = D] e IO
p—0+ n-p n

c¢) De (1.26) e (1.27)

o< gy el ¢y (16000 =D P )

p—0t p p—0t p

<& O e + 1.
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115 = tnllp.a

e como (u,) é limitada em H,, temos que ¢ limitada em H,. Do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim ||77p - un”u,a = lim ||£n(wp>(un - wp) - un”u,a

p—0+ p—0t
| pu pu
= il ) (= ) =
p—0t HUHp,,a ||u||,u,a 8
- ”€n<0)<un - un>Hu,a
=0.

0(“% - Un”pt,a)

— 0, quando p — 0T, e, portanto,
17 = tnllpa

Logo,

lim ol1np — tnlljna) — lim 175 — tnllpa i o(lln, — unllu.a) —0.
p—0+ P p—0%F P 175 — tnll
d) Temos que

<Ij\,u(un) - [;,u(np% (un — wp)> = <[j\,u(un)> (Un — wp)> - <I;\,u(77,0)a (Un — wp)> :
Seja (p;) uma sequéncia tal que p; — 07 quando j — oco. Dali,

(Bl (= 1)) = [ L2190, = ) = g [ ol 24V, = )
- )\/Qh(x)|xlcu%+l(un — Wy, )dx

- /Qk(ac)|x|_2*bu,2ﬂ_l(un — Wy, )d.

. _ pju
Ja que w,,

= Tl temos que w,, — 0 e Vw,, — 0, quando j — oo. Assim,
pha

lgn |$|_2avun(x)v(un - ij)(l') = |x|_2a|vu”|2($)’
Jj—o0
a+1)

Un (@) (0 — wy, ) (2) = |22V (),

lim |.T’72( n

j—00

Jim. W) |z~ uf (@) (un — w,,) (2) = h(z)|z|~“uf, (2)



37

Jim k() || 720 7 (@) (wn — w,,) () = k(@) 70wy (),

em quase todo ponto de Q (g.t.p em Q). Agora, como w,, — 0, quando j — oo,

podemos considerar |w,,| < 1. Logo,

2]V (2)V (= w), ) (@) = 2|7V ()] |V (un — wy,) (7))
< 27 (|Vun(@)]* + [V (@) [wp, (2)])
< |z (|Vun(@)]* + [Vun (2)])
€ LN(Q, |z[™*)

e, de forma anéloga,

[l =2 D () (. — wp, ) (@)] < > (| + )

€ LY, [a] 2HY),

[A(@) x|~ uf T (@) (un — wp,) (@)] < AT o 2] (Jn]* + Junl)

€ L'(Q, |2[7)

(@) o]~ Pu ™ (@) (un — wp,) ()] < Kool 72+ (futn| ™ + Jun])

e LM(Q, |2]7%).

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

m (1}, (un), (tn — w,)) = Dy u(un),

j—00

para toda sequéncia (p;) tal que p; — 07 quando j — oo.
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Dessa forma,

pli)rgl+ (I, (), (i — wp)) = Iy ().

Analogamente,

lim — <Ij\,u(77p)7 (tn — wp)) = — I ()

p—0F

e, portanto,

lim <I;\u<un) — I3 (1), (un — wp)) = 0.

(En(wp) — 1)
p

Como de (1.27) temos que ¢ limitada em R, obtemos

pl—i>r(gl+ Mp)_l) (D () = I3 (0p), (un = w,)) = 0.

De a), b), ¢), d), (1.28) e usando que (uy,) ¢ limitada em H,,, segue que

(Butu). =) < S+ g

7 HUHua

Mostraremos que ||£],(0)]| € uniformemente limitada em R, com relagao
ao indice n.

Dadov € H,,

(&,(0),v) = <2/Q(|x|_2aVuan — plz| 2@ Dy, 0)dx — )\q/gh(:v)|x|_cu%11vd$

-1
-2 [ koo ”ud) [(2 ~ - 2-a) [ k<m>|x|—2*bu%1d:c] .

Da desigualdade de Hélder, temos
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/ |z|~2*Vu, Vodz
Q

= ‘/ |z| " *Vuy, x| *Vudz
Q

1/2 1/2
< ( / |x|-2a|wn|2) ( / |x|-2“|w|2)
9] Q

= [[unlloallvlloa

< O un || gallvl pa

(&
/|x|—2(a+1)unvdx — ‘/ |x|_(“+1)un|x|_(“+1)vdx
Q Q
1/2 1/2
< </ ’x|—2(a+1)uidx> (/ |x|_2(“+1)v2dx)
Q Q
1 1/2 1/2
< (Lraval) ([ o)
Ha 9] Q
1
= —|lunllo.allvlloa
fla
< C””unHu,aHU wa-
Portanto,
’/(MQQVUan—MIIz!Q(aH)unU)dw < (C"+ plC") [[unll wallvll
Q (1.29)
= Mi[un||p,allv]]pa-
Também,
[ htalal et Foda| < o [ ol ol olds
Q Q
= e [ (7% a1 (o]0l
@ (1.30)

g—1 1
< Wl ( / |x|—6|un|q) ” ( / |x|—6|v|q)q
Q Q

< A oo Ma[[unllf 2 0]l
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/Q k(m)]w\ﬁ*bu%jlvdw

S |k+‘oo/ |x!72*b]un]2*71vd:c
Q
24 —1
= koo / (o2 %
Q
2% —1

2
< k¥ ( / rww*ﬂunﬁ*dw)
Q

< |k+|ooM3Hun”2* IHUHM,G‘

1
un|2*_1(|x]_2*b)ivdaj

1
2%
</ ’1‘|2*b|v‘2*dl’>
Q

(1.31)

Sabendo que (u,,) é limitada em H, e usando (1.29), (1.30) e (1.31), temos

=T Dl 2 ) Jy Rl 7

[(€,(0), v

YoeH, (1.32)

Assim, devemos mostrar que para n suficientemente grande,

@~ Q) unlPe — (2. — ) / B(o)[2] 202 dz| > L > 0. (1.33)

Suponha que isso nao aconteca. Dai, existe uma subsequéncia, que também deno-

taremos por (u,), tal que

@~ Q)llunlle — 2. — ) / k()| 2 di = o,(1),

onde 0,(1) — 0, quando n — oco. Segue de (1.23) que

2 —
[ R@lal i de = J=L )2, + (1) (134
Q 2. —q ’
2—q [1 [ 2.4 o]
— Bl 1 (1 ]
e G R IO

Como (u,) C Ny, temos

A / B()le]ut dr = fun|Z, — / ()] >0 de
Q Q

92—
_ 2
= uallfa — 5—

q
q||un||i,a +on(1) (1.35)
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2—q 9
= (1= 32 hul + ont)
2

*_2 2
= 2*_q|!lbn|lu,a+0n(1)

2.-2[1/ 2.q 2/
> - - SR ot n(1).
> 22 (L)oo

Agora, considere o funcional auxiliar J, , : Ny — R, definido por

B 2* . 2 2 —q = H u, |M72**2)+2 24—2 / e
Pul) = (2* - Q)(Q* - Q) [fﬂ x)|w] > bu2*da; - Q o)l uiyde.

De (1.34) e (1.35), obtemos

. (2.—2)+2 -2
2, —2 2—q 2?2 || n||u 2, —2 2
A,wn=:( )( ) o L2 2 IR ton(L).
: 2 \2=¢) | Efulp, ton)| 2—g e

Mas, como (u,,) ¢ limitada em H,,, temos que (||uy4q) € uma sequéncia de ntmeros

N
*

|
N

reais limitada. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, passando a uma subsequéncia,

se necessario, temos que lim |luy,||,,. existe. Assim,
n—oo

’2(2* 2)+2

[ fim el
M = O] | (2o , ;
i (5 2 + 00(1)

_TL—)OO *

B 2 1—2
lim ||Un||2 (24—2)+2
n—

lim H |l
TL—>OO *—

H ||2(2*—2 +2 2*1—2
= lim |Lelee

n—00 ‘UnH

2*—q|
ou seja,

#
2,—2

+ 0n(1). (1.36)

(2.—2)+2 2.2 (2.—2)+2
[ I n”u
22*_7Qq||un||u,a+0n(l) H n||

2*q
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Portanto,
2, =2\ (2= 0\ 77 [l 7
J)\, (Un) — ( * )( ) L +0n( )
” RUCETV N = T
- 2, — qHunH”’a 2, — q”u"Hu,a + on(1)
= on(D). (1.37)

Por outro lado, de (1.22) e observado que

/k(x)|x| b2y < [k /|x| 25
9) (1.38)

< koo (Sapse) 2

temos
|u ||2( *—2)+2 ] 2*172
n || p,a

2, -2\(2—q¢q |
>
J)\,#(u") - (2 _Q)<2 _Q> [|k+|oo(8a,b,ﬂ) 2/2

A0 Ch (Sags)™ ™ ([l
2* — 92 2 — q 2w — _1 % 2(25 — 2)_+2 24
N ( )(2 _Q> LE Q(Sab#)Q 7 ?||unlpa >
(

1
1

2, —q
= AP e Cy abu>_Q/2 [unllf,q

- (=)=

_)‘|h+|oocl(sabu a2 ”Un”

1
—o\/2—¢\Z2 - 2 )
STy [(2 B G I G R T R T

R aC (Sang) ] (1.39)

2%, _ 1
o 2 )2 72 |
ab,u nllp,a

Mas, de (1.22) e (1.35)

[tn a0 + 0n(1) = A /Q h(x)|x]~ul da

S AP o0Cr (Sap)” ™ ttnlI2
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Dai, usando argumentos semelhantes a (1.36)

1

9, 7
[t e < (2 >\|h+|0001( Sapy)” Q/Q) + 0,(1). (1.40)

Substituindo (1.23) e (1.40) em (1.39) e observando que 1 — ¢ < 0, obtemos

1
> — . . .
D) =[5 (2 et e ] | (R0 ) (222) " Wz
X (Sa,b,,u) 2 2 (2 — 2/\|h ‘oocl( ab,,u) 7 >
M| (Sa) ™) + 0n(1). (1.41)

Como A € (0,A1), temos que

2—q
2,2\ [2—q\z=2 _ _2=u 220 g
A< A= ( ) ( q) o I O (Sap) 5 554,

ou seja,
2 2 = 2 P 1 1 1
- 2= — 2% —2 =1 =1 =1 2.
AT < <2* ) q <2 q> LAl R o (Sa,b,u)erﬁ
1 1

2 — 2 1+gfq 2 _ ) 1 o 1 = L
= <2* - q) <2 —qq> ‘k+ 2.2 Z(Sa,b,#) 2(2%—2) ‘h+’§O—q Cf—q (Sa,b,u) 2(2—q)

2**2 2*(] 2*% o 2*7q ;%Z 1g_y 1-g_y
N <2* —Q> (2* —q> |k+|2* 2( Sabu) 2@~ (2_2> |ht|? Cfe

1
2*_2 2_q 242 e 2k 2*_q _q 2—q
- <2* —q) (2* —q> T S T (2* 3" 1ocC1 (S >

< (1207 (Sapa)?)

Dessa forma,

1
222 (2=q\F7 s o e (2= A

x (1RO (Sapp) ) AP
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e, assim,

1
2. —=2\(2—q¢\¥ 2 |55 2.1 (2,—¢q
) (5=t) " T Sun ¥ (3

— A7 ]soC1 (Sapy) "% > 0.

Logo,

Dap(un) > [

>| =

AR ooCr(San) 4 )
2, —2 co“1\RPa,b,u

2—q

2.q _ _ 2, —2
(52 )1 O (S !(

2, —q

l1—q
.. 2 — A=
X ((Sa,b,u)Q2 mos (2_;/\’h+\oocl(5a,b,u) q/2> q)

A 1oeCt (Sap)™ "] + 0n(1)
> 0

e, com isso, (1.42) contradiz (1.37). Portanto, (1.33) é valido e

) M
(,(0).) < Tl

w,as
ou seja,
M
&0l < =+
Logo,
U C M
I — Yy < —(14+—=].
< )\,#(un)a Hu “7a> — n < + L)
Dai,
C M M
(I3 (un), u) < P <1 + L> [ullpa < gt

para algum M > 0. Fazendo n — oo,

<I§\7M(un),u> —0

e, consequentemente,

Ifw(un) — 0 em H,:l, quando n — oo.

X

2, —q

1—¢q

T1—2 =1
)T E

(1.42)
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Concluimos que (uy,) C N, ¢ uma sequéncia (PS)g, . O

Teorema 1.1.8. Seja (u,) uma sequéncia (PS); tal que u, — u, fracamente, em

H,, quando n — co. Entdo, u € uma solucao fraca do problema (1.1).

Demonstracao. Como u,, — u fracamente em H,,, quando n — oo, pela Proposicao

4.2.1, temos que (u,) ¢ limitada em H,. Dai, observando que ||uy|2, 5 < C||tn||y,a;

temos que (u,) ¢ limitada em Lo, (€, |2|72+%). J& que Ly, (Q, |#|7%?) & reflexivo, pelo
Teorema 4.2.2,

U, — u em Ly, (Q, |z]72).
Como a imersdo H,, — L,(Q2), |z|~¢ é compacta, temos que
u, = wem L,(,|z|7), quando n — oo.
Dai,
|un, — ullge = 0, quando n — oo.

Passando a uma subsequéncia , se necessario, pelo Teorema 4.2.3, temos que
un(z) = u(x), ¢.t.p em Q, quando n — oco.

e existe uma fungao g(z) € L,(€, |z|~¢) tal que |u,| < g(x), ¢.t.p em €, para todo
n € N.

Considere, para cada w € H,, o funcional F,, : H, — R, definido
por

Fu(u) = /Q (|| **VuVw — u|x|_2(“+1)uw) de, VYue H,.

Note que F), ¢ linear e continuo. De fato, dados uw,v € H, e o € R, temos

Fy(u+av) = / (Jz] 72V (u + av) Vw — pl| 2 (u + av)w) da
Q
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= / (Jz|**VuVw — u|x|_2(“+1)uw) dx
Q
+ a/ (Jz] 2 Vo) Vw — plz| 2 Dow) da
Q

= F(u) + aFy,(v)
e, da desigualdade de Holder,

I1Ful) = Fa(@)l| = | [ (el 9 (0= 0)Fw = pla] 20 = v)u) do

IN

/ 2|72V (u — v)Vwdx
Q

+ H/ gz 720 (4 — v)wda
0

1/2 1/2
(/ﬂﬂ?ﬂvm-wmm{> (/ﬁﬂ?ﬂVwmm)
Q Q
1/2 1/2
(/ || 72D (¢ — v)d:c) (/ \x|2(“+1)wda:)
Q Q

< Cllu =0l - w0

IN

+ [l

Assim, F, é linear e continuo e u, — u, quando n — oco. Da definicao de conver-

géncia fraca, temos que Fy,(u,) — F,(u), ou seja,

li_}rn (|x\72“Vuan - u|x\72(“+1)unw) dr = / <|93|72“Vqu — M|x]72(a+1)uw> dx.
(1.43)

Ja vimos que existe uma funcdo g(z) € Ly(,|z|7°) tal que |u,| <
g(z), g.t.p em Q, para todo n € N. Datf, g? € L1(Q,|z|7°), ou seja, ([, |z[~|g]?) e
0o. Assim, para todo w € H,,,

[h(@) o] wl w] < T ool ™ fun| ™ w] < (Aol gl el

Seugue da desigualdade de Holder que

1/q (g—1)/q
[ clel gl ol < 17 ( / |a:\0|w\w:c) ( / rx\crgrqdm)
Q Q Q

< 00.
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Logo, |hT|eo|z|¢|g|9 Hw| € L1(Q, |z|~¢) e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, temos

lim h(x)|x|_cu%11wdx:/Qh(x)|x|_cu3_1wdm. (1.44)

n—oo 0

Por ultimo, observe que

2x—1 2x—1

24 2, 2%
(/ |m|_2*b|ui’f1|2*1d:ﬁ> = (/ 2|72y, 2*dl’> < 00,
Q Q

ou seja, uy, ' € L 2. (€, |z|7%P). Como L 2. (Q,]z|7%?) é o dual de Ly, (Q,|z|">?) e

2%
n4 2, —1

U, — u em Lo, (9, ]2|~2%?), temos que

2.—1
nt

2,—1

U — uy"", quando n — oo.

Para todo w € Hy, defina o funcional linear continuo fy, @ L_2. (2, lz|72%) — R tal

que fu(u) = [ k(z)z|"?Pwudz. Dai, da defini¢io de convergéncia fraca, temos que
fw(u%*j:l) — fw(ui*_l), quando n — oco. e, portanto,
lim k(a:)|x]_2*buiflwdx:/k(x)|ac]_2*bui*_1wd:c. (1.45)

De (1.43), (1.44) e (1.45), temos que
<If\’“(un),w> — <If\7u(u),w>, quando n — 0o, Vw € H,.
Como <I§w(un),w> — 0, quando n — oo, para todo w € H,,, obtemos que
<I§\7M(u),w> =0, YweH,

e, portanto, u é uma solugao fraca de (1.1). O]

Lema 1.1.9. Seja (u,) uma sequéncia (PS), com w, — wu, fracamente em H,,
quando n — co. Entio, existe uma constante positiva C' = C(a,b, N, ¢, |h" o, Sabp)
tal que

I, (u) =0 em H;" (dual de H,) e I, (u) > el b=l
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Demonstragao. Como (u,) é uma sequéncia (PS); com u, — u, fracamente em H,,
quando n — oo, pelo Teorema 1.1.8, temos que u é uma solugao fraca de (1.1). Dai,
obtemos que I3 ,(u) =0 em H, .

Agora, observe que

1 1 »
Do) = 5- (B ) = 5l = 5 [ h@lel o = 3= [ Ka)la 0o
1 —4Za — a
——(/ﬂﬂzﬁmf—MMQ“”ﬁﬂx
Q

2,

—/\/Qh(x)|x|_cu‘i—1udx—/ k()] =2 bu udm)

1 A 1
= Sl =2 [ @lelutde - 5 [ K@lal 0 ds
2 ’ q Jo 2. Ja

1 o
——W%w+;aémmu|ﬂfw+—qu

1 (&
:;ML L/(Wﬂﬂ@——/ > da

1 11 o
—(g—z)wm A(a—z)éhwmﬂuﬂm

Como I} ,(u) =0 em H, ', temos (I} ,(u),u) = 0. Dessa forma,

1 1 _
B 2 (5= 5 )l = A (5 = 5 ) 1071 (Sl

Considere a fungao auxiliar g : (0, +00) — R definida por

I W N P ~4/2 4q
g(t) = (2 2*> t A (q 2*> ’h \ooCl (S&b’u) tf, Vte (O, +OO).

Dai,

J(t) = <2* — 2) t— A\ <22_q> W |aoC1 (Sapp) V21971, Vit € (0, +00)
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1
e, assim, ¢'(t) = 0 se, e somente se, t = [Ag:—:gmﬂmc& (Sappu)” q/Q] , logo,

1
2—q

2
tO: |: 2 Ol( ab,u) q/2:|

é o tinico ponto critico de g(t). Além disso, ¢'(t) <0<t <tpe ¢(t) >0 <t > to,
ou seja, tg € ponto de minimo de g(t). Portanto, g(t) > g(to), para todo t € (0, +00).

Temos, entao, que

D) = g(llullp.a)

> g(to)

NI |

1 1 2 [, 2x—4q I

2
2*_2 2*— 2—q _ %
= (22 ><2 _g) [)“h+’oocl (Sa,b,,u) q/Q}Q !
q
2*_ 2*_ 2—q _ %
_<Q'2q> <2 —g> [Mhﬂoocl (Sa,b,u) Q/Q}Q '
2 _q
:_ + _q/g_T_q 24 — 2 2—q —q 2—q 2*_q 2—q
s (2) () ()
2*—(] 2*_q ﬁ_i 24 — 2 2*—q ﬁ
2.2, J\2. -2 a2 )\, 2
2 — g 2. —q\ (2.-2\ [2.-2
2, — 2 2.2, ) \2,—¢ 7 2.
2
— 2 —2 + —q/22%q 2, —q\2 1_}
2 — 2 2 —
= (322) (324 [0 (S ] 7 (22

Fazendo C = (%) (22;qq> [|h+|0001 (Saby) q/2}

2
2—q

Gy ( a b,u)_qﬂ}

e
Q

= _)‘|h+|oocl (Sa,b,u)_qm_ ’

N
| [
Q

= [AB* Ot (Sap )]

A

> > 0, temos que

Inu(u) > —CAz=.
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0
Teorema 1.1.10. Seja (u,) em H, tal que
1 1 —2 ~
Iolitn) = 1< = (3 = D | 538,200 — XD (146)
e
I, (un) = 0 em H, ', quando n — oo, (1.47)

em que C ¢ tal como no Lema 1.1.9. Entao, existe uma subsequéncia fortemente

convergente.

Demonstragdo. De (1.46) e (1.47) temos que I ,(u,) = [+ 0,(1) e I} ,(un) = 0n(1).

Sabendo que

- <I$\7u(un)vun> <| <I;\,u(un>vun> | < |Ij\,u(un>| Nunl pas

temos

(11 , 11 e
(575 ) Ml =2 (5 = 5-) [ nGollal .o

11 , 11y, C .
> (5 5) b= (5 =5) W e

b
ou seja,
[+ 0,(1) 1 1 1 1 1 Ch _
CEO ()5 = (— - —) ltala — A (— - —) 1 oo a2
||un||u,a 2, 2 2 q 2 (Sa@u)

(1.48)
Dai, segue que (u,) é limitada em H,,. De fato, se assim néo fosse, a menos de uma
subsequéncia, terfamos |uy,||,. — 0o quando n — oco. Como 1 < ¢ < 2, fazendo

n — oo em (1.48), terfamos +oo < 0. Absurdo!

Como H,, & reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos de uma subsequén-



o1

cia, temos que

U, — uy em H,, quando n — oo.

Segue do Teorema 1.1.8 que u é uma solugao fraca do problema (1.1).

Denote v, = u, — u. Como a funcdo k(z) é continua em §2, pelo

Teorema 4.2.4, temos que

u2* 1)2* u2*
/k(x)L;bdx:/k(x) ”;bdx+/k<x) e+ 0,(1)
Q * Q * Q |z [

|z |z

e = lvallfa + llulli o + 0n(1).

Pelo Teorema da Convergéncia Domiada de Lebesgue, temos

De (1.49), (1.50) e (1.51), segue que

1 A n.
i) = gl = > [ o)t |x,;bdw
1 A v
— S+ gl =2 [ h(m)“w 5 [ k) s
3"l 0 Jo" Tl T 2 S e
_/Qk(yc)‘x|2 dz + 0,(1)
= 1)+ Sl — o [ K e 01,
(S
/ , 2 U,
(B ). ) = (8500, 0) + = [ Rlo) g 0,00,
Logo,

2
’Un*
Jonlia = [ @) g = (0 ) ) = (73,0,

u) + o, (1).

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)
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Como u é uma solugao fraca de (1.1), temos que

(I3, (u),u) = 0. (1.53)

Também, como I} ,(u,) — 0, em H~', quando n — oo e (u,) ¢ limitada em
H,, temos que |I}  (un)||tnlla — 0, quando n — oo. Mas, |(I} ,(un),un) | <

13 () [[[tn]] 10, 0W sC]a,
| (I} (), un) | = 0, quando n — oc. (1.54)
Segue de (1.53) e (1.54) que
(D pu(un), un) = (1, (u), w) = 0n(1)

e, portanto,

2*
UTL

lonll20 — / F@) i = 0,(1). (1.55)
O |55|

Mas, como (v,) é limitada, temos que (||v,||,,.) € uma sequéncia de nimeros reais
limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de uma subsequéncia,

lim [|vy, ||, existe. Dai, de (1.55)
n—oo

V2
; 2 _ 1 ni
i el = Jim [ ko)
e, assim, existe 6 > 0 tal que
V2
n
anHia —0 e /Qk:(:zr) z 2tbd:v — 6, quando n — 0.

Agora, da defini¢ao de S,p,,, temos
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V2 2/2.

22 [ |k* oo\ />
’ (\kﬂoo)

2/2.
dz) (2%

[e.9]

Bl
| F
(=
ISH

> Sabpu /Qk(x) x;*bdx> || 2%

Fazendo n — oo, temos

0 > Sapulkt| 2072

Suponha que 6 # 0. Dai,

e, assim,

0> o/ D |t 2D,

Segue de (1.52) e do Lema 1.1.9 que

| =

)0

DN =

= Dyu(u) +(

*

> e 4 (= QL)W

"

N — N

o que é uma contradi¢ao. Logo, 8 = 0 e, portanto,

||vn\|ia — 0, quando n — oo,

ou seja,

[t — ul]? , — 0, quando n — oo,

=2
O T



04

o que implica

|t — ul| e —> 0, quando n — oco.

Assim, u, — u forte em H,,. O

1.1.1 Demonstragao do Teorema 1.0.1.

2—¢q

=2 2, ~ 2 _
52 (Sapp)>2C71 e seja A =

2

Considere Ay = [(l — 2i> |kT
min{A;, As}. Afirmamos que se A € (0,A), entdo, Iy, tem um minimo u, em
N, tal que I, ,(uy) = ¢n < 0. De fato, como A € (0,A;), pelo Lema 1.1.7 existe
uma sequéncia minimizante (u,) C N tal que Iy ,(u,) — cx < 0e I} ,(u,) — 0 em

H;*. Assim, obtemos

1 1 1 1
r-toult) = Bl = (5 = 5 ) Bl =3 (5 = 57 ) [ WGl

Mas, de (1.22),
/ h(q;)‘ﬂ*%%dx S |h+|0001 (Sa,b,u>_q/2 Huanﬂ'
Q

Portanto,

1 1 1 1

rtou) 2 (5= 5 ) ol = A (5 = 5 ) 1071 (S ™ il (150)

Agora, observe que (u,) é limitada em H,. Se assim nao fosse, a
menos de uma subsequéncia, teriamos ||u,||,. — oo quando n — co. Como ¢ < 2,
fazendo n — oo em (1.56), teriamos +oo < ¢y < 0. Absurdo!

Como (u,) é limitada em H, e H, é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,
existe uma subsequéncia (que também denotaremos por (u,)) que converge fraco
em H,, ou seja,

Uy, — uy em H,, quando n — oo.
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Assim, pelo Teorema 1.1.8, temos que u) é uma solugao fraca de (1.1). Mais ainda,

temos que u,, — uy, fortemente, em H,,, quando n — oco. De fato, ja que A € (0, As),

1 1
o (b e
2 2,

Dai, ¢y < 0 < [* e, pelo Teorema 1.1.10, temos que u,, — uy, fortemente, em H,,,

temos

=2 24 ~ 2
37 (Sappu) =2 — CAZ=a > 0.

quando n — oo. Dessa forma, I ,(uy) = ¢y < 0. Como I, ,(0) = 0, segue que
U\ 7é 0.
Concluimos que u) é uma solugao fraca, nao trivial, de (1.1). Além

do mais, pelo Teorema 1.0.5, temos que u) é nao negativa.

1.2 Obtencao da segunda solucao via Teorema do Passo da

Montanha

Nesta se¢ao demonstraremos a existéncia de uma segunda solugao
fraca nado negativa e nao trivial para o problema (1.1). Necessitamos, primeira-

mente, do seguinte resultado:

2
Lema 1.2.1. Se )\ € (0,% (%*)2*7:12 A1>, existe uma sequéncia (PS)., (u,) C H,,
para Iy ,, em que

0 <c=inf I t
¢ = Inf max L, (v()),

['={r € C([0,1]);7(0) = 0,7(1) = touo}
eup € H, € tal que [, /f(:17)|$|*2*bu(2)*+ > 0.

Demonstragao. Verificaremos que I , satisfaz as condigoes geométricas do Teorema
do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale. De fato,

1) I,,(0)=0.

2) Seja u € H,. Dali,
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1 A N
Lu(u) = S llully. — @l uwde = o= | k(@)le]” o da
2

1
5”“”;% __‘th’ooCl( Sapp)” q/2HuH ——\kﬂoo( Sup) 22 |u

24—2
ma

(1.57)

:”W%(5—gmﬂw%@wwﬂﬂwmf—;MWA&myﬂmm

Defina H : (0, +00) — R, dada por

2

A —q 1 o,
H(S) = (E|h’+’oocl(sa,b,u)2) Sq_2 + (2_|k7+|oo(sa,byu) 2 ) 82*_2.

Assim,

2,

P
o = [(2—q) §\h+|oool<sa,b,u>zr*
0_ A%k
2.=2) LIkt oo(Supp)

¢ ponto critico de H(s). Mais ainda, como H'(s) < 0, para todo s < sg e H'(s) > 0,

, A =l _ 1 —2x _
H'(s) = (q—2) <5|h+|m01(5a,b,u) 2 ) s173 4 (2, - 2) <—|k:+\oo(sa,b,u) > ) §% 3

e, portanto,

para todo s > sg, temos que S é ponto de minimo de H(s).

Agora, note que

A+ —aq | 24=¢
A —¢ 2—q\ 31" lecCi(Sapu)
o= () | (225) Yo

%’kﬂm(sa,b,u)T

2x—=2

1 + =2 2—(] %|h+‘oocl(sa,b,u)7q .
g W Gan) ™ )15 =5 ) U0
* * Z‘k oo (Sa,bu) 2

q 25—2

q—2 2—
2—q 24—q 1 —2, \ 2x—¢ A —q \ 2x—4q
2—q A\ 25 —2
—24 2% —q —q 2% —q
( 2) (u« S F) T (21 Cu(S000) F )

q 2x—2

q 2 92 2x=2 1 2-q A\
— q 2x—q L + 2%—q A i 24—q 1
(2 _2> <2*—2) ] (2*|k |OO) <q‘h |°ocl> (Savbvll/)
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q—2 2—q

25 —2
- 2—q\ 24 2—gq i n 3+—q é N Ee .
_<2*—2> [1+<2*—2>}< Jk|m> <|h|w01 (Sab,u)
2

*q

2 2
2_q>2*_q (2*_q><1>2* +2q +2 <Cl> B =
— _ k *qh *—q Sab )\2*_q'
(3=%)" " (5=2) (5) " i () )

q

2% —
Iﬁﬁhdmﬂ 1 (Sapp) 2

(
B) 6"
) () (

1
2
2% —2 2 _ q 2*—2 2 2*—2 2%—q
22*—2 k+ 2*—2 h+ C Sa 2%—2
)G G R 0O (S

2x—q

=0 +1
22 s +1—1 -1
|k5+|00 : |h |oo C’1 (Sa,lw) 22

ou seja,
)\2*72 1 2—(] 22*;_(1(1 2 —2 22 q|k+| 22_q|h+’ %q q C b 72
2x—q < —_ * * * = 2* q 2% .
2\ 2, =2 2, — g 4 s
e, portanto,

2 %4 (9 1\ 7% O\ 7 1
_q 2x—q *_q 2% — + 2 1 24 —2
_ k *—q W /\2* _

Assim, H(sg) < % e, consequentemente, % — H(sp) > 0. Dessa forma,

2* q |h+

para todo u € H, tal que ||ul,. = So, temos de (1.57) que

1
Ba) 2 ol (5 = Hllul) )

:ﬁ(%—H@@)>O
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3) Dados t > 0 e ug € H,, tal que [, k(z)|z| 7> ui > 0, temos

t2 - tQ*
Iosltug) = Sluolls, = A% / Dol do = 5= [ ba)lal > da.

Como ¢q < 2 < 2, temos que I ,(tuyg) = —oo quando ¢t — +oo. Dai, existe g > 0
tal que ||touol| e > So € Inu(touo) < 0.

De 1), 2) e 3) concluimos que I, , satisfaz as condi¢oes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢cao de Palais-Smale. Portanto, existe
uma sequéncia (u,) C H, tal que Iy,(u,) — c e I} ,(u,) — 0 em H ', quando
n — oo; onde

0 <c=inf I t
c= ;grgg[gg au(7(1))

I'={v € C([0,1]);7(0) = 0,7(1) = touo} .
[
Daqui para frente, sera necessario o uso das fungoes extremais defini-
das em (15) e (18).
Considere u.(z) = z(e)v.(x), em que

2

(gjuauiauub |z 272 (Viia—Via—1) 4 |z 2*2_2(\/F7a+vﬂa_“))_m, se vale (Al);
Ve () = 2
( 252 (Ve —v/Ha— 22 (Via+VEa— )> = se vale (A2)
e
Chem 2, se vale (Al);

z(e) = 1
(2.2,&%(tg — 1)) 2, se vale (A2),

com Cy dada em (15).
Como visto em [22] e [19], citados anteriormente, u. é solu¢ao do pro-

blema
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—div (|| **Vu) — plz| 72y = |2 72 u/>* 2 em RN\{0}.

u

e u. satisfaz

/RN |x|—2a|Vug|2dx — u/RN |:E|—2(a+1)uzd$ - /}RN |$|—2*b U, 2 oy = (Sa,b,,u)Q*zi2 :
(1.58)

onde
fRN \x!‘2a|VuE|2da: - ,Uf]RN ’ml_Z((H_l)ugdx_

2edx

S = inf
a,b,u ulenHu fRN ’x|—2*b|u€

De (1.58) segue que

(Sun)™% = [ Ll 29 de —p [ ol 2 s(e)ou(a)
=G ([ el Pl - [ el (o) )

e, portanto,

2

/]RN o7V oo (@) * — pla 2 (v ()2 da = [2(6)] 72 (Sapu) 2 - (1.59)

Da mesma forma,

/RN 2] 72 o () = [2()] 7 (Sap) =2 (1.60)

Agora, considere U(x) € C§°(f2) tal que 0 < U(x) < 1, ¥(z) =1
para |z| < pg e W(z) = 0 para |z| > 2py, onde py ¢ como na hipétese (K). Defina
Ue(z) = VU (z)v-(2).

Lema 1.2.2. Se vale (A1) ou (A2), entdo

2%

19150 = [2(2)] 7 (Sap) 2 + 0a(1), (1.61)

em que O(g%) denota |O(e%)]/e* < C.
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Demonstrag¢ao. Observe que

||1~)E ,121,(1

= [l 19— ] e (w0, Ve
Q

= [l NP el 2 (0, e
B(O,Qp())

= x|~ Ve|dax — plx|™ VAT
[ el 9 e — el 2
B(O’pO)
+/ 2|72 V5 = pla| D02 de
B(0,2p0)\B(0,p0)
= x| Ve |dx — plx| v-adx
2a \V4 2d L 2(a+1) sd
RN
+/ |72 Vo — pla| P02 de
B(0,2p0)\B(0,p0)

eV — el e s
RN\B(0,p0)

e usando (1.59)
15elfia = [2(E) 72 (Sapp) ™2

‘ZL”_QG‘V@;‘Q _ M’$‘_2(a+1)’l~)gdl‘
(0,2p0)\B(0,p0)

|x‘—2a|vve|2 _ M‘ZC’_Q(Q+1)U2dl‘
N\B(0,p0)
2%

]—2 (Sa,b,u) 2, —2
2| 72| U Vv, + 0.V |2da

+

5

~—

= [z(e
+
(0,2p0)\B(0,p0)

M’Q«"\ —2(a+1) \I/2,U§dx
(0,2p0)\B(0,p0)

’$‘—2a’vv€’2 _ M’x‘—Q(a-i-l)vEde

|
— 0 5

RN\B(0,2p0)

2| 72| V. [2dx + / plz| 2@ 2y
B(0,2p0)\B(0,p0)

|
o

(0,2p0)\B(0,p0)
_2x
= [2(e)] . (Sa,b,u) 22

+ 2|72 (|02 Ve 2 + 2| 0|V [V |v:]| + v} VT|?) do

o

(0,2p0)\B(0,p0)

+u || 720D (1 — w2)2da
B(0,2p0)\B(0,p0)
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/ 2|2 V. da
B(0,2p0)\B(0,p0)

/ | 72| Ve |* = plar| 2T o2de
RN\B(0,2p0)

2%

= [2()] 7% (Sapu) 2

f ol 22U = D[Vl
B(0,2p0)\B(0,p0)

_l’_

2/ 20|V |0 [V 0| d
B(0,200)\B(0,p0)

0
2/ 2% o, | V0 2d
B(0.200\B(0,00)
,u/ || 72D (1 — w2)olda
B(0,2p0)\B(0, po)

/ 1229 Vo, |2+u/ 2|20 24y
RN\B(0,2p0) RN\B(0,2p0)

_l’_

_l’_

Como 0 < ¥(z) < 1, Vz € Q, temos que |¥|*(z) —1<0e0 < 1—0%z) <1
Vo € Q. Também, como ¥(z) € C3*(Q), Vo € Q, existe C' > 0 tal que |[VV¥|(z) < C.

Dai, usando que p < jig € jiq > 0,

_2x —2a
]2, < [2(8)] 7% (Sapyu) =2 +20/ | 72| Ve || da
B(0,2p0)\B(0,p0)

+C’2/ |z 2% v, |2 dx
B(0,2p0)\B(0,p0)

+ ﬁa/ || 2@+ D2y
B(0,2p0)\B(0,p0)

+ua/ 2|2 D02 d (1.62)
RN\B(0.200)

2%
— [2(6)] 2 (Supp) =2 +2C / N X
PO

(O7p0)
—l—C’2/ |z 2 v. |2 dz
B(0,2p0)\B(0,p0)

+[La/ || 2@ D2 .
RN\B(0,p0)

Antes de prosseguirmos com as estimativas em (1.62), note que pode-
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Mos escrever

ve(e) = (el + o)==,

onde C1 = %(Vﬂa — VHa _ILL)’ Co = %(Vﬂa%— V Ha _ILL)’ Y= \il%fba se vale
(Al) e v =2, se vale (A2). Dai,

1

(7]l + Jal=) ==

1
< —5 (1.63)

|[)3 2,-2

B 1

T ¢ |VBatVian
||

ve(z) =

_2 < __
Vi) = (5 ) el 4 o)1 (@l 4 o)

—2 \ (erla]? + eofal?) a (1.64)
- 2 2 2% )
=2 (@l fafer)
Assim, para 0 < e < 1
=2 || |z| T + co| |27
=2l e+ el
< ( 2 ) evey x| + eola 2t
T\ 22 E T2
(1.65)
- ( 2 ) crl|z| + ep|w]e2 !

_ (2 Nall oo
\2. -2/ |g|F VEatVE—h)
Agora, note que se 0 < ¢ < 1, de (1.63) e (1.65), temos

20/ 2|72, || V. |d
B(0,2p0)\B(0,p0)
1 ( 2 )cﬂx\cl_l—i—cz]x\”_l
dx

<2C x| 7% - - .
- /B(o,zpo)\Bw,po) | |g|VEatVE—E \2,=2)  |g|F VEatVEa—p)

e / 1 crlz|t 4 eplx|2 Tt
2= 2) B2\ B [V 5 Vi)
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< ( acr )/ 1 c1(2p) ! +C2<2p0)a2_1d$
T N2 =2/ JB(0,200)\B(0,p0) py TV o i)

= C'(po).

Da mesma forma,

C/ ‘x’—2alva‘2d;c S C’/ ‘x|—2a’$‘—2(@+m)dx
5(0,200)\B(0,p0) B(0,2p0)\B(0,p0)

< / 22V
B(0,2p0)\B(0,p0)

= C"(po).

Ainda, integrando por coordenadas polares,

1
,ua/ ‘x’—2(a+l)v2dx < /}Ja/ ‘l"_2(a+l) _ __ d
RN\ B(0,00) : RN\ B(0.p0) |2 [PVt vFa =)

= [lq / |x|—2(a+1>—2(\/f7a+m)dx
RN\B(OaPO)

(1.66)

(1.67)

+oo
:ﬂaa(SNl)/ r—2(0+ ) =2(Vla+VEa—p) p N-1 g,

PO

Mas, da definicao de fig,

Ve + Ve — p+a>\[,+a

N —2(a+1)
=—FH *ta
2
~N-2
==
ou seja,
2a+ 2+ 2(Vfig + Viia — 1) > N
e, assim,
—2(a+1) = 2(Via + Viia — ) + N =1 < —1.
Logo,

+o00
/ 2t ) =2 N1 g — oo

[40]
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e, portanto,

[a /RN\B(O ) |2 D2da < C"(po). (1.68)
»P0

Substituindo (1.66), (1.67) e (1.68) em (1.62), temos que

19c17.0 < [2(6))7% (Sap) ™2 + C"(po) + C"(po) + C" (o)

ma —

= [2(2)] 7 (Supp) =2 + C(po),

ou seja,

2x

191130 = [2(2)] % (Sape) % + 0a(1).

Lema 1.2.3. Se vale a hipdtese (K) entao |k | = k(0).

Demonstracao. Observe que k(x) = kT (x) — k™ (x), onde kT (z) = max{k(z),0} e
k= (r) = max{—Fk(z),0}. Da hipdtese (K) temos que k ¢ continua em e satisfaz

k(0) = max k(z) > 0. Logo, k(0) = k*(0).

e
|k(z)| + k(z)
2 Y
segue que kT (x) é continua e, portanto, supess k™ (x) = max k¥ (z), ou seja,
LEGQ e

Agora, como k é continua e k™ (x) = max{k(x),0} =

koo = max k™ (z) > k7(0) = max k().
z€Q e

Suponha, por absurdo, que |k*|,, > maxk(z) = kT (0). Da definigao de max k™ (z)
z€) €

= |k*|s, dado j € N, existe z; € Q tal que
T oo 2 k(@) > |k |oo — 1/

Como |k¥|s > max k(x), existe jo tal que |kT|o — 1/j0 > max k(x). Dai, existe z;,
e x€ef)
tal que

Koo 2 K (i) > [k¥]ox = 1/o > max k() > 0.

Sendo kT (z;,) > 0, segue que
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k(xj,) = k™ (xj,) > maxk(z).

zef)

Absurdo!
Logo, [k} = k*(0) = k(0) s

Lema 1.2.4. Se valem as hipéteses (K) e (A1) ou (A2), entdo

| K@i

Demonstragao. Note que da hipétese (K) temos que k(z) = k(0)+O(|z|?), para x €
B(0,2p0). Assim, pelo Lema 1.2.3, k(z) = |k* |0 +O(|z|?), para z € B(0,2pp). Mais
ainda, como k(0) > 0 podemos redefinir py de forma que k(z) = |k¥|s+O(|z]?) > 0,

—2-2x7

2edz = [2(2)] % (Sap)® 2 + O(e % 7). (1.69)

U

para x € B(0,2py). Dai, temos que

[ k@l 2 ade = [ kel 2 ds
Q B(072PO)
— [+ Ol
B(072PO
= [ Wl P Pde [ Ol e Pda
B(072PO) B(O»QPO)
— k-&-’m/ ’$‘_2*b‘va‘2*d$
B(O7PO)
ke [ ol 2w o
B(0,200)\B(0,p0)
[ ol el s
B(0,2p0)

— ’k-&-’m/ |x]_2*b]v€]2*dx
RN

e / 2|20 W, [ da
B(0,2p0)\B(0,p0)

T / 2|2 P de
RN\B(Ova)

4 / (2l ] 26> do
B(O,on)
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= ko / 2|2 e da
]RN

+’k+|oo/ |l’|_2*b
RN\B(0,p0)

_ ’k+|oo/ |x|—2*b
RN\B(0,p0)

+ / Ol [2] 2}

B(072P0)

2 dx

Yo,

ve|** dx

2 dx

e usando (1.60) obtemos

| Ka@ia>

2%

Ve >dr = [2(5)]_2* (Sa,b,u) 2

N / 2] 21— ¥
RN\B(0,p0)

4 / Oalf) || >
B(O,on)

2*)

Ve

2de (1.70)

2 dz.

Ue
Agora, note que

/ Ozl [z] >}
B(0,2p0)

2 dx 2 dx

/ O] 2 wo.
B(O,on)

< / 10(2?) |22 foe | da
B(0,2p0)

< / Claele| 2 e[ de
B(0,2p0)
:/ C’$‘6_2*b’v6’2*dx
B(0,.2p0)
224
= [ e (1 ) i
B(0,2p0) Vx|t + |z|2

224
1 2.-2
S/ C]x\ﬁQ*b( . ) dx
B(0,2p0) 7|z

=Ce¢ S / |$|5*2*b*2*(\/m*\/ﬁa*u)dx
B(0,2p0)

_o. 2p
= CU(SN_I)e% / ’ pB=20=2.(VHa=Viia=p) . N=1 .
0

Mas, 4 < fi, — b? e, assim, |b| < /fia — p. Como B > 2.+/jia — i, temos que
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8 —2,b> 0. Ainda, temos

~2.(Vlta = Vita —p) + N =1 > =2.(Vla +0) + N — 1

—2N N —2a—2
= . b N —1
N —2+42b—2a ( 2 +)+
—2N N —2a—2+2b
= . N -1
N —2+42b—2a ( 2 ) +
=—1.
Logo, 5 — 2.0 — 2.(\/fta — /Tta — ) + N — 1 > —1 e, portanto,
2po _ _
/ P B=2:6-2- (VeI B N=1 gy, < oo
0
Dessa forma,
/ O(||?) 2|2 [ da = O(c 225", (1.71)
B(0,2p0)
Note, também, que
/ ’$|—2*b(17|\1, 2*)115 2*dl‘ < ’$|—2*b|17|\1, 24 Ve Q*dl‘
RN\B(0, po) RN\B(0, po)
< 2/ dx
EN\B(0, po)

—2.24
= / 22 (7] + [2]2) 773 da
RNV\B(0, po)
—+00
o(sN-1 / 877":1 —i—rCQ)?* % rNlar
[4]
po+1
o(sN-1 / Il (e7ret +7"32)2* 5 rN Ly
[4]
o0 —2.2,
+20(sN Y / P2 (et o)z N gy
po+1

potl 2.b S22 N1
< 2U(SN1)/ 0 () 2=z N T
p

(0]

+o0 —2.2,
+ ZU(SNl)/ P20 (re2) =y Ny
po+1
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—=2:2xy po+l _9.prT22sc N
= 20(8N e 2«2 / Pt dr
£0

+
+2a(sN—1)/ T2 (VR AN g
p

0+1
—2:247

= C(po)e -2

+
_I_ 20-(SN—1) / > T—Q*b—Q*(m+\/ﬂa—u)+N—1dr.
po+1

Mas, observe que

_2*b_2*(\/ﬂa+ Vﬂa_:u)'f_N_l:_Zﬂ(b"f_ Vﬂa)_Q*\/ﬂa_ﬂ"'N_l
B —2N N —2a—2+2b
N -—-2+2b—2a 2

—2fla — i+ N -1
= -N—2lia—p+N-—1
= =2 [ta —p—1

< -1

e, assim, existe 0 > 0 tal que

—2,b = 2.(Vfta + Viia — 1) + N —1+6 < —1.

Além do mais, se considerarmos 0 < € < 1, para r > po+ 1 > 1, temos 7° > 1 >

2247y . _5 =224y .
€22 _ouseja, r % < e -2 . Dal,

400 400
~2:b=24(VAa+VEa—m)+N-1 3. _ ~2ub=24(VAa+VEa— )+ N-146,.-6 g
r r= r r—°dr
po+1 po+1
+oo _ _ —2.2,~
< / p2eb=2e(ViatVia =)+ N=1+0 -5 =50 g
po+1
Ja que

—2.0 = 2.(Vita + Vita —p) + N =140 < —1
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temos que

e, por conseguinte,

Portanto, para 0 < e < 1,

/ 2|21 — ¥
RN\B(0,p0)

/+
po+1
+oo
/ ,
po+1

o0

7,72*1772*(\/ﬂa+\/ﬂa*u)+N71+5dr < 00

202 (Via+VEa— ) +N-1 7). C«IE% .

v

2 v > de = 0(5%)

Substituindo (1.71) e (1.72) em (1.70) temos que

|5, [ dw = [2(¢)]

—2:2x7y

—2, (Sa,, )2 ) +O(5 22 )

Lema 1.2.5. Se valem as hipdteses (K) e (A1) ou (A2), entao

lim

19 7.

=0.

=0 (fﬂ r)|x| 720

Demonstracao. Dos lemas 1.2.2 e 1.2.4, obtemos

H%H2

2. dx) 2/2+

| De

[2(6)] 2 (Sapy) ™% + 0n(1)

(1.72)

(1.73)

(Jo k(=

Dai, observando que z(¢)

temos

~ 2
(%

Q*dm)

(e (S + 0T

= Ce% 7, onde C' > 0 depende dos casos (A1) e (A2),

= lim

e—0 (fQ ‘x

[2(2)] 2 (Sup) =2 + 0a(1)

2*d$>2/2 e—0 (

—2-2x7

[2(e)] 2 (Sabu)2 =7 4 Oe 22

)>2/2*
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[2(2)] 72 (Supp) % + 0n(1) |
e—0 ([2(5)]72* (Sa,b,#)% + 0n<1)€ 22 7*27) .
O ()™ 4 o)

— * L% 2/2*
T (] (Sua) P 1 0,1)

= lim [2(2)] 72 (Supp) P % €227 + 0, (1)e% 2

e—0 2% 2244 2/2.
T () (Sa) =7 £ 4 0a(1))

2%

(Sapu)>2 082*—262*—2 + oy, (1)5%

2, 2/2,
- <C€% (Sabu)Qf : 53*2 2 + On(1)>
24 4y

(Sappu) 2 Cems0-D 4 on(1)e2—2
&0 <C (Sa,b,u)zfiQ ca 5 (1) + On(1)>2/2*

Mas, se vale (Al), v = 57”‘“ > >0 e como |b| < \/[i, — i, temos

v 2V
ViHa =} — b
_ 2VHa — = Ve —p D
/la_ﬂ_b
_ Vo —p Db
Vita — L —

> 0.

Se vale (A2), v = 2 e, portanto, ¥ — 1 > 0. De qualquer forma,

1% 7.

lim =0.
0 ([ k()] 202 dx) >

]

Lema 1.2.6. Suponha que as hipdteses (H), (K) e (A1) ou (A2) sejam vdlidas e
seja I* como definido no Teorema 1.1.10. Entao, existem Ay > 0 e gy € (0,1) tais

que I* >0 esup I, ,(t0:,) < I, VYA€ (0,Aq).
>0
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2—q

=2 2y~ 2
Demonstracao. Seja Ay = [(% - 2i> |kt (Sappu)=2C1 , como na demons-
*

tragdo do Teorema 1.0.1. Dai, se A € (0, As), temos

1 1 =2 * ~ 2
v = (55 ) W Sua) = - O 0

Agora, considere as seguintes fungoes:

~ t2 ~ t2*
F0) = Tplt5) = SNl = 5 [ k@lal 252 do = AL [ hia)lal <51, ds

~ t2 t2* 5 b
FO) =102, = 5 [ K@lel 452 da.
x Ja
Como 1 < ¢ < 2 < 2,, temos que tlir+n f(t) = —oo. Dai, como f(0) =0, temos que
—+00

sup 1) ,(t0.) é atingido, ou seja, para todo € > 0, existe t. > 0 tal que
>0

sup Iy, (t0.) = Iy ,(t0.).

>0
Logo,
- t? 2 tQ* 2,b~2
SUp [,u(t0e) = ([0l ( )| de — A= [ h(x)|x]| "0, d
t>
. 14
= it - A= / h<x>|xr%z+dx.
q Jo

Mas, observando que

() = tlo|2, — 2 / () 2] 205 de

e que

/k( )|z| 2% z*da: k(z)|x| 2 (W, )2 da
Q

v

k(@) |o| > (.)? da

/3(07290)
J

(0790)
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ja que v.(x) = 0, se x ¢ B(0,2py), k(z) > 0, Vx € B(0,2p), V(z) = 1 se x €
B(0, po) e v > 0, temos que

Ft)y = 0 & t)o]?, — 7" [ k@)|z| 2 de = 0

& 27 [ k(@)|z|">00%de = t]oc]]7,

2.2 _ 19113,
< ¢ Ty k(a:)\x|—;*bf)gj_ da )
_ (AT >
A t = (fﬂ k(x)|:c|—;*bf)§j_d:c> :
~ 12 2% —2 ~

Dessa forma, ty = <fg k(x)”|1;a|;fbﬁ§idx> ¢ um ponto critico de f(¢). Mais ainda,

como f'(t) > 0, para todo t < ty e f'(t) < 0, para todo t > ty, temos que ty ¢ um

ponto de maximo de f(t) e

2 tO*

f(to) 0|| 5||#’ 5 /Q k(z)|z| "> 21d:c

2
1 121170 =g
2.b52x 17
fQ x)|x| 20027 do

e
9 2%
1 1} 24 —2
|| EH,ua /k(x)|x’—2*bl~)82jrdx
Jo k() |z| 2002 da 0

2%
I (G P
2
2 (Jo k(a)la| 2002 do) =2
_2x
1. (11%e1%,a) >~
2* (fQ ‘l’| —2, bv2* dx) 2* 2

N 2*2—2
(H/UEH,LL a)

(2) (o o)l 20321 dr)
(

2

1 1) ( Hﬁelli, )‘
2 (fo k(@] 2052 dar)




73

Portanto,

. 14
wphw@@)Sf@d—kfi/hwﬂﬂ%ﬁgm~
Q

t>0 q

Novamente observando que o.(x) = 0, se z ¢ B(0,2p,), que da hipotese (H) temos

h(xz) > ho > 0, Vo € B(0,2py) e que ., = |0.|, pois 0. > 0, obtemos

~ At
swhwwﬁﬂm—JM/ PRA
>0 q B(0,2p0)

Atd

ﬂm—im/ PRAE

q B(O,po)
1) o2 5%
2]\ (Jy bla) |20 2+ dr)

A4

— Eh()/ || ~¢| 0| Ydx.
q B(O’pO)

IN

24

DN | —

Como do Lema 1.2.5

lim I i’a =0
e—0 (f k_( ~2.b|§_|2+(] 2/2y )
0 x)|z| Us x)

existe 0 < 7 < 1 tal que

[l

(Jo B(x)|x|=

;2
< |kF]& (Sapp), Ve <er.

e
Dali,

=2 _2x A4 el ~
%7 (Sapp)z 2 — —2 ho/ |z| =0, |Ydx.
q B(O,po)

. 1 1
sup I, (10, ) < <§ — 2—) |k*
>0 .

Agora, ja que €1 < 1, temos

[ el e = [ fal e o
B(07PO) B(Ovp())

_ / 2|, |9dz
B(O,po)
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— [ el (el 4 [ol)F

B(O,po)

> 2| (e] || + |2]) = 2 de
B(Ova)\B(Ov/JTO)

> C/ PoC(pf + P da
B(Ovpo)\B(Ov%)

= C(po) > 0.

Portanto,

N 1 1 —2 2,
sup ],\#(t?]al) < (5 — 2—> |k’+ % Q(Sa’b#) 2x—2 — )\CQ,
t>0 *

14
onde Cy = —+hoC(po) > 0.
q
AN
Por fim, tomando Az = Yol , para A € (0,A3), temos
AT C < ACy.
Dai, para A € (0,A3), temos

=2 24 2~
(S - O =

. 1 1
sup Iy ,(t0,,) < (5 — 2—) |kt
t>0 *

Logo, tomando Ay, = min{A,, A3}, temos o resultado.

1.2.1 Demonstragao do Teorema 1.0.2.
Seja A* = min {% (%)"’2;}2 Ay, A4}. Ent&o, para todo A € (0,A*), I,

tem um ponto critico vy tal que I, ,(vy) = ¢, onde

0 < c = inf max I, (y(t
¢ = inf max Iy.(v(1))
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I'={y € C([0,1], H.); 7(0) = 0,7(1) = to?s, } -

De fato, como [, k(x)|x *Q*bﬁfidx > 0, temos, pelo Lema 1.2.1, que para todo

2-q
A€ (O,% (27) 242 A1> existe ¢y > 0 e uma sequéncia (u,) C H,, tal que

Do(ug) = ¢ e Iy ,(u,) = 0em H, ', (1.74)
onde
= inf I t
0 <c=inf max an(V()
e

I'={y e C([0.1], H.);7(0) = 0,7(1) = to0s, } -
De (1.74), temos que I ,(u,) = ¢+ 0,(1) e I} ,(u,) = 0,(1). Usando que

- <[;\,u(un)>un> < <[;\,u<un)>un> | < |I§\,u(un>’ : ||unHu7av

temos

1 1
c+on(l)+ On(l)?nunuu,a > Iy u(un) — 5 <I$\7M(un)aun>

/1 ) 11 Ny
(5-3 ) lala =2 (5 - 5-) [ p@lel et do

1 1 5 11 " Ch q
> (373 Wl =2 (5 = 52) W0l ol

ou seja,

¢+ op(1) 1 (1 1 ) 1 1 Ch _1

T oM = (5= 5 ) lunllua = A = = 5= ) [ o5 s
|t e 2. 2 2, : q 2. (Supp )" 2

(1.75)
Dai, segue que (u,) é limitada em H,,. De fato, se assim néo fosse, a menos de uma
subsequéncia, terfamos |uy,||,. — o0 quando n — oco. Como 1 < ¢ < 2, fazendo

n — oo em (1.75), teriamos +oo < 0. Absurdo!
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Como (u,) é limitada em H, e H, é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

obtemos uma subsequéncia (u,) tal que

U, — vy em H,.

Dai, pelo Teorema 1.1.8, vy é uma solugao fraca do Problema (1.1).
Agora, considere a curva v, dada por v, (t) = t(to0.,). Como v, €
C([0,1],H,), m1(0) = 0 e v1(1) = to0.,, temos que ;3 € I'. Pelo Lema 1.2.6, para

todo A € (0,Ay),

0 < ¢ = inf max I, ,(y(t
¢ = Inf max [ru(v(2))

< I, (t(toDs
< trél[(% A,u( (tove,))

(1.76)

<sup 1) ,(s0e,)
s>0

<"
De (1.74), (1.76) e do Teorema 1.1.10, temos, a menos de uma subsequéncia, que
u, — vy, forte, em H,. Portanto, I ,(u,) — I ,.(v\) e, por conseguinte, I ,(v)) =
c. Dessa forma, I ,(vy) > 0 e, como I, ,(0) = 0, temos que vy # 0. Além disso, do
Teorema 1.0.5, temos que vy ¢ nao negativa.

Observe que A* < A. Dessa forma, aplicando o Teorema 1.0.1, temos
que existe uma solugdo fraca uy, ndo negativa e nao trivial do problema (1.1) tal
que Iy ,(uy) < 0. Como I ,(vy) > 0, temos que vy # u,.

Concluimos que existe A* > 0 tal que (1.1) tem ao menos duas solugoes

distintas, ndo triviais e nao negativas, para todo A € (0, A*).



Capitulo

2

O problema (1) para 2 < q < 24

Neste capitulo, estudaremos o problema (1) no caso em que 2 < q < 2,.
Acrescentando a hipotese k(z) > 0, para todo = € ), mostraremos a existéncia de

a0 menos uma solucao fraca para esse problema via Teorema do Passo da Montanha.

2.1 O problema (1) para 2 < ¢ < 2,

Considere o problema

. m m ul? 2y u|?* 2y
—div () — s = M(@) P+ @)t em Q\{0}, (2.1)
u = 0 em OS2,
em que  C RY é um dominio aberto e limitado; N > 3;: 0 € Q; a < %;
a<b<a+1;2<q¢<2;c<qla+1)+N(1-q/2);2, = #g(bfa) é 0 expoente
critico de Caffarelli-Kohn-Nirenberg; p < [, = w; A é um parametro

positivo; h e k sdo funcoes continuas em 2, com h podendo mudar de sinal em Q e

k positiva em (2.

Considere validas as hipoteses (H), (Al) e (A2) do Capitulo 2. Em

substitui¢ao a hipotese (K), considere a hipotese

(K’) k é uma funcdo continua em ) e satisfaz k(x) > 0, para todo = € €,

k(0) = max k(z), k(z) = k(0)+O(|z|?) paraz € B(0,2py) com 8 > 2,\/fiq — fi-

77
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Nosso objetivo serda demonstrar o seguinte
Teorema 2.1.1. Suponha que a < (N —2)/2, a <b<a+1,2<q<2,c¢<
qg(a+1)+N(1—q/2), (H), (K’) sdo vdlidas e (Al) ou (A2) € satisfeita. Entao, para
todo A > 0, o problema (1) tem ao menos uma solugio nao negativa em H,.

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1.1

Lema 2.2.1. Dado A > 0, existe uma sequéncia (PS)., (u,) C H,, para I,, em

que
0 <c=inf max Du(v(2)),
I'={y € C([0,1]);7(0) = 0,7(1) = touo}
eug € Hy, € tal que [, k(x)|z|~* u: > 0.

Demonstrac¢ao. A demonstragao desse lema ¢é similar & do Lema 1.2.1. Verificaremos
que I, satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha sem
a condicao de Palais-Smale. De fato,

1) I,,(0) =0.

2) Sejam u € H, e A > 0. Dal,

1 e -
Doul) = 3lhul =2 [ wolel “utde = 5 [ K@la 0o

1
Sllullie = —|h+|o<>01( Sanu) 2 lullf

Vv

|k+|00( a b,u)_2*/2

-5
_ _ 1 _ _
~ (5 = S CoSun) 2 = 5 S >l
(2.2)
Defina H : (0, +00) — R, dada por

A —q 1 2,
EUS):ZEVﬁWwCHG%bMy?SqQ 2‘k+km(abu)7r8h_{ Vs € (0,400).

*

1
Note que H(s) — 0 quando s — 0. Assim, existe p > 0 tal que H(s) < 5 bara todo
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0 < s < p. Voltando em (2.2), obtemos que existe § > 0 tal que I, ,(u) > 0 > 0,
para todo u € H,, tal que |lul,. = p.

3) Dados t > 0 e ug € H, tal que [, k(z)|z| > ug; > 0, temos

t? 2 £ ~2.b,,
Dosttu) = Gl = A [ h@lel . do =5 [ kel >4 .
« Ja

Como 2 < ¢ < 2, temos que I ,(tuyg) = —oo quando ¢t — +oo. Dai, existe ¢ty > 0
tal que ||touol| e > p e Iy u(touy) < 0.

De 1), 2) e 3) concluimos que I, ,, satisfaz as condi¢oes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale. Portanto, existe
uma sequéncia (u,) C Hy, tal que Iy,(u,) — c e I} ,(u,) — 0 em H ', quando
n — 00; em que

= inf max I . (y(¢
0 <c=inf max an(7()

['= {7y € C([0,1]); 7(0) = 0,~7(1) = touo} -
[l

Lema 2.2.2. Suponha vdlida a hipdtese (K’) e seja (u,) uma sequéncia (PS); com

un, — u, fracamente em H,, quando n — 0o. Entao,
I (w) =0 em H' eIy ,(u) > 0.

Demonstragao. Como (u,) é uma sequéncia (PS); com u, — u, fracamente em H,,
quando n — 0o, pelo Teorema 1.1.8, temos que u é uma solugao fraca de (2.1). Dai,
obtemos que I} ,(u) =0 em H,*.

Agora, observe que
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1 A
Do) = (B ) = 5l = 5 [ h@lel e = - [ Ka)lal >0 do

1
——||u|\ia+—)\/h(:v)|:c[Cuidx
q ’ q Jo

1
+—/k(x)|x|_2*bu3_*da:
Q

q

Como I3 ,(u) = 0, temos <If\7u(u), u) = 0. Dessa forma,

1 1 1 1
I > (2_ 2 2 i1 =252
w2 (5= D)l (5 - 5 ) [ el >0

Ja que 2 < ¢ <2, e k(z)>0, para todo = € (), temos que

[A7M(U) 2 0
[l
Teorema 2.2.3. Suponha vdlida a hipdtese (K’) e seja (u,) em H,, tal que
1 1 =2
D) = 1< 17 = (= D | (805, (2.3
e
I, (un) = 0 em H,*, quando n — co. (2.4)

Entao, existe uma subsequéncia fortemente convergente.

Demonstragdo. De (2.3) e (2.4) temos que Iy ,(u,) = I+ 0,(1) e I} ,(un) = on(1).

Sabendo que
- <I;\,u(un)aun> <| <[$\,u<un)aun> | < |I§\,u(un>’ ) HunHu,av

temos
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1 1
[+ On(l) + On(l)gnunnma > I/\,u(un) - 5 <I;\,u(un)7UN>

1 1 1 1
Sy N T / k(@)|a] >0 do
2 q My q 2* Q +
1 1
> (571 ) Il
q

ol otz (523

[n ] 1.0 2 q

ou seja,

|0 (2.5)

Dai, segue que (u,) ¢ limitada em H,. De fato, se assim nao fosse, a menos de uma
subsequéncia, terfamos ||u,||,,. — oo quando n — co. Fazendo n — oo em (2.5),
teriamos 4+o0o < 0. Absurdo!

Como H, é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos de uma subsequén-
cia, temos que

U, — uy em H,, quando n — oo.

Segue do Teorema 1.1.8 que u é uma solugao fraca do problema (2.1).
Denote v, = u, — u. Como a func¢do k(z) é continua em §2, pelo

Teorema 4.2.4, temos que

U2* 24 24
/k(@%dm:/k(@%dﬁ/k(x)%dﬁon(l) (2.6)

|z

e = lvallfa + llulli o + 0n(1). (2.7)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

ul ul
lim [ h(z)—* dx:/h(x) *dx (2.8)
Q

nooe Jo ool e

De (2.6), (2.7) e (2.8), segue que
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Loe A up, 1 Uz,
[)\,M(un) = QHUnHua - E o h(l’)wdx T 9 k() Lbdm

* JQ ‘x
1o 1, /\/ ul 1 / vy
= —|lv, - —= | h dr — — | k *d
sl + el =2 [ ho)de = 5 [ ho) s
. ) (2.9)
+
2—*/Qk(:c)| 2 -dx + 0,(1)
1, ., 1 vy
I)\H(u)—i_QHUﬂH#a 2_* ( )|LL‘ 2tbdx+0n(1)
e
2*
(Du(un), wn) = (I (), w) + [valg /Qk(x)| |2+*bdl’ + on(1).
Logo,
2 v
n ! !
ol | Ko) i = (B ) ) = (B, + 00(1)
Como u é uma solucao fraca de (2.1), temos que
(I, (u),u) = 0. (2.10)
Também, como I} ,(u,) — 0, em H~', quando n — oo e (u,) ¢ limitada em H,,
temos que
113 . (un)| |t .o — 0, quando n — oc.
Mas,
| <I;\,u(un>vun> | < |[§\,u(un)”|un‘|u7a’
ou seja,

] <[;7N(un),un> | = 0, quando n — oo. (2.11)

Segue de (2.10) e (2.11) que

(Iy (i), um) = (I (), 1) = 0n(1)

e, portanto,
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2

U’n
[onll? o — / k(z) —5dr = on(1). (2.12)

Mas, como (v,) ¢ limitada, temos que (||vn||,,.) ¢ uma sequéncia de nimeros reais
limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de uma subsequéncia,

lim [|vy,| . existe. Dai, de (2.12)
n—oo

2,
_ Uny
nhm | vn]] 11_)12O k(x) z 55 AT
e, assim, existe 6 > 0 tal que
V2
H%Hia —0 e / k;(x)| s zdr — 0, quando n — oo,
b Q ‘/E

Agora, da defini¢ao de S,p,,, temos

1)721* 2/2.
/ + da:)
q =2
220 (k] \ />
/ v) <|k+|oo)

Upt N2 L
/|k+|OO|I|2J;bd‘r> |k+| 2/2*

Fazendo n — 0o, temos

0 > Sa,b,u|/€+|;o2/2* 02/2*.

Suponha que 6 # 0. Dai,

p--2/2 > g

0,by ‘ k"l‘ ’(;02/2*

e, assim,

6>52 /(2* 2) |k+’ 2/(2:-2)
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Segue de (2.9) e do Lema 2.2.2 que

1 1
l: I)\#(U) + (5 - 2—*) 0

1 1
> (2 - +

o que é uma contradicao. Logo, 8 = 0 e, portanto,

=2
£ (S = 1

||UnHZ,a — 0, quando n — oo,

ou seja,

[t — ul]? , — 0, quando n — oo,

o que implica

|t — ul|pa — 0, quando n — oco.
Assim, u, — u forte em H,. n

Se procedermos como na Secao 1.2 do Capitulo 1 e considerarmos
Ue(z) = ¥(z)v.(x), substituindo a hipotese (K) pela hipotese (K’), temos que o

Lema 1.2.5 continua valido. Obtemos, assim, o seguinte

Lema 2.2.4. Suponha que as hipdteses (H), (K’) e (A1) ou (A2) sejam vdlidas e seja
I* como definido no Teorema 2.2.3. Entao, existe ¢, € (0,1) tal que sup I ,(t0,,) <
>0

I*, para todo A > 0.

Demonstracao. Seja A > 0. Considere as seguintes fungoes:

. 2 12 o t4 e
£0) = Inslt5) = Sl = 5 [ K@lal 22 = 2Z [ hialal o2, da
* JQ q .Ja

7 t? 2 > 2.b~2
F = Sz, — 5 [ ka)lal 25 de
« Jo

Como 2 < g < 2,e.(x)=0,sex ¢ B(0,2py), k(z) > 0, para todo z € Q, ¥(z) =1
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se x € B(0, py) e ve > 0, temos que th+m f(t) = —oo. Dai, como f(0) = 0, temos
—+o0
que sup I, ,(t7.) é atingido, ou seja, para todo € > 0, existe t. > 0 tal que
£>0
sup I ,(t0.) = I ,(t.0.).
£>0
Logo,
sup I ,(t0.) = éHf) (= é k(x)|z| 2 0 dw — )\g/h(a:)|x|cﬁq dx
>0 T 209 g o+ q Jo o+
. 14
= (t) =N [ ba)fal <32, do.
q Ja

Mas, observando que

() = tli|2, — 2 / k()| 202 da

e que

/Qk:(x)|a:|_2*bﬁgidx > 0,

temos que

Pty = 0 & tuli, - k@)l de = 0

2.-1 —2.b~2 _ ~ 112
& 4 fQ k(x)|z| = vzrdr = tHvEH#’a
2,2 19113,
& 72 = 4
Jo k(@)|z|=202% da )
_ 191120 B
o x)|x|—2%052* do ’
& t — T
Dessa forma, ty = [eli.a o é um ponto critico de f(t). Mais ainda
» 10 To, K@)l =207 da ' ’

como f’(t) > 0, para todo t < tg e f'(t) < 0, para todo t > tg, temos que ¢y, é um

ponto de maximo de f(t) e
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t2

~ t2*
flto) = Floellia — 5

2o

_2
(e
fQ |l’| —2x beQ*d:L‘ ”UEHM@

2
1 1917 o Cop-
(fﬂ e I NG [ et
2
(||7?e|! )7

( m 24 bv2*dx)2* P)
24
1 (l5:)2.0) >
2.

( )|I| —24 bU2 dl’) 2*2—2

k(a)|a| 7002, do

1_i) ““eH )7
2 2 |9c| ZbUQ*dm)2*22
24

:(1 1) 7o o
2 2 2)|z|- 2%2*(133)2/2*

Portanto,

. 1
sup 1,15 < Fita) = A2 / B(z)|] 57, de.
Q

t>0

Novamente observando que v.(x) = 0, se © ¢ B(0,2p,), que da hipotese (H) temos
h(xz) > ho > 0, Vo € B(0,2py) e que ., = |0.|, pois ¥ > 0, obtemos

. x Atd e~ 1
sup I, ,(t0.) < f(to) — —ho |x| €| 0| Tdx
q B(0,2p0)

>0

IN

2%

f(to
<%_§>< <>H%W Y%>%4'

Como do Lema 1.2.5
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. IIflallia
ll_% 5 N2/Z
(fq k(@)|2|~21]0]*dx)
existe 0 < 7 < 1 tal que
IIf)all2 2

(Jo K(

Dai,

1 1 =2 .
sup I, ,(t7,,) < (— — —) |k* 35*’2(5%1,7“)23—2 = [*

>0

2.2.1 Demonstracao do Teorema 2.1.1

Seja A > 0. Entao, I, tem um ponto critico vy tal que I ,(v)\) = ¢,

onde
0 <c=inf max Du(y(1))
e
I'={y € C([0,1), H,);7(0) = 0,7(1) = toTs, } -
De fato, como [, k(x)|x| 202 ,dz >0, pelo Lema 2.2.1, temos que existe to > 0 e

uma sequéncia (u,) C H,, tal que

Do(ug) = ¢ e Iy ,(u,) = 0em H, ', (2.13)
onde 0 ; ;
= t
< ¢=Inf max an(7()
e

I'={y € C([0,1], H.); 7(0) = 0,7(1) = to?¢, } -

De (2.13), temos que I ,(u,) = ¢+ ou(1) e I} ,(u,) = 0,(1). Usando que

- <I;\,u(un)vun> <| <I;\,u(un)vun> | < |]§\,,u(un>| ) HunHu,aa
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temos

q
1 1 2 1 1 —24b, 24
(5 1) Ml (5= ) [ ke do

(2.14)
Dai, segue que (u,) é limitada em H,. Como H, é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

obtemos uma subsequéncia (u,) tal que
u, — vy em H,.

Segue do Teorema 1.1.8 que v, é uma solugao fraca do Problema (2.1).

Agora, considere a curva 7y, dada por v,(t) = t(ty0e, ), em que 7., é
proveniente do Lema 2.2.4. Como v, € C([0,1],H,), 11(0) = 0 e 11(1) = to0e,,
temos que v, € I'. Logo, pelo Lema 2.2.4, para todo A > 0,

0 <c=inf I t
¢= Inf max an(7(8))

< I, (t(toD,
< max au(t(toe,)) 015

<sup 1) (50, )
s>0

< [*.

De (2.13), (2.15) e do Teorema 2.2.3, temos, a menos de uma subsequéncia, que
u, — vy, forte, em H,. Portanto, I ,(u,) — I ,.(v\) e, por conseguinte, I ,(v)) =
c. Dessa forma, I ,(vy) > 0 e, como I, ,(0) = 0, temos que vy # 0. Além disso, do
Teorema 1.0.5, temos que v, é nao negativa.

Concluimos que para todo A > 0 o problema (2.1) tem ao menos uma

solugao, nao trivial e nao negativa.



Capitulo

3

O problema (1) para q = 2

Finalizando o estudo do problema (1), estudaremos o caso em que
q = 2. Novamente, nos utilizaremos do Teorema do Passo da Montanha para obter
ao menos uma solugao fraca, nao negativa e nao trivial para o problema. Entre-
tanto, para verificarmos as condi¢oes geométricas do Teorema do Passo da Mon-
tanha, necessitaremos do primeiro autovalor associado ao problema de autovalor
para o operador L, ,u := — div(|z|72¢Vu) — p|z|72@* Dy, Especificamente, estamos

interessados na obtencao do primeiro autovalor para o problema:

—div (58) — gty = Ab(@)lelu em Q\{0}, a1

u = 0 em 0f),

com 2 um dominio aberto e limitado, N > 3, 0 € Q, a < %2, ¢ < 2(a + 1),

0 < u < fig := w, A um parametro positivo e h uma funcao continua e

positiva definida em Q. Além disso, o primeiro autovalor devera ser positivo.
Devido ao problema (3.1) deveremos acrescentar a hipotese h(x) > 0,

para todo z € 2, todavia, é valido ressaltar que neste capitulo tratamos & como

uma funcao que pode mudar de sinal em 2.

89
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3.1 O primeiro autovalor para o problema (3.1)

Considere o problema

—div (le2“) — UEern = Af(z)u em Q\{0},

u = 0 em 02,

(3.2)

em que 2 C RY ¢ um dominio aberto e limitado; N > 3; 0 € Q; 0 < a < ¥;

0<pu<fiy:= % A € um parametro positivo; f é uma fungao mensuravel

e positiva em ().

Como visto em Wu [25], o primeiro autovalor para o problema (3.2) é

caracterizado por

A1 = inf {/ (\:L’]’%IVU]Q — pa| ety dx uweH, / f(z)u’dr = 1} (3.3)
Q

Além disso, ele provou que se

fer- {f Q= R lim o440 (2) =0, € L?SC(Q\{O})} 7

entao A\; > 0.

Defina g(z) = |z|~°h(x), para todo z € Q. Como h é positiva e
continua em © (logo, limitada), temos que g é positiva em € e continua em Q\{0}.
Além disso, ja que ¢ < 2(a + 1), temos que ‘h|m |22V |z|~h(x) = 0. Com isso,
obtemos que g € F.

Concluimos que o primeiro autovalor para o problema (3.1) é caracte-

rizado por

A1 = inf {/ (|$|_2“|Vu|2 - ;L|:E|_2(“+1)“ dr;u € H, / |z|~¢h(z)u’dr = 1}
Q
(3-4)

e é positivo.
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3.2 O problema (1) para q=2

Considere o problema

—div (5t) — ppmes = M) + k@)t em 0\{0}, @5
u = 0 em 02,

em que  C RY é um dominio aberto e limitado; N > 3; 0 € Q; a < %;

a<b<a+l;c<2a+1);2,:= #@f(b—a) é o expoente critico de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg; 0 < p < fig := w

; A é um parametro positivo; h e k sao fungoes
continuas em (2, com k podendo mudar de sinal em €2 e h positiva em .
Considere, também, as hipoteses (K), (A1) e (A2) do Capitulo 2. Em

substituigao a hipotese (H), considere a hipotese
(H’) h ¢ uma funcdo continua em Q tal que h(x) > 0, para todo = € (.

Nosso objetivo serd demonstrar o seguinte

Teorema 3.2.1. Suponha que a < (N —2)/2, a<b<a+1,¢=2¢c¢<2(a+1),
0 < p<fig:= w, (H"), (K) sdo vdlidas e (A1) ou (A2) € satisfeita. Se Ay é
o primeiro autovalor para o problema (3.1), entao, para todo A € (0, A1), o problema

(1) tem ao menos uma solugao ndao negativa em H,,.

3.3 Demonstracao do Teorema 3.2.1

Lema 3.3.1. Seja Ay o primeiro autovalor para o problema (3.1). Se A € (0, 1),

entdo, existe uma sequéncia (PS)., (u,) C H,, para I,, com

0 < ¢ = inf max I, (y(t
¢ = inf max I, (v(t)),

I'={y € C([0,1]); 7(0) = 0,7(1) = touo}
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eup € Hy, € tal que [, k( |x|2b2*>0

Demonstragao. Verificaremos que [ ,, satisfaz as condigoes geométricas do Teorema
do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale. De fato,

1) 1,,(0)=0.

2) Sejam u € H, e A € (0,)). Considere v = 77+ Note que
([ h(z)|z|~cu?dz)

ve H,e
[ e @l i
h(x x_cvdx:/hx x_c< >dx
Q Q Jo h(@)|z|~cudx
S bz~ uPd
[y h(2)|z|eutda
=1.
Assim,
A< o]
[[ul
fQ () |x|~cu?dz
e, portanto,
/h(a;)yxrc 2 < 1o ” a (3.6)
Q
Dali,

1 A
Bout) = 3l = 5 [ h@lel e = 3 [ Ka)lal i da

! A, 1 )
2 _||U||;2m B )\f’ — 2—|k:+]00(5a7bw) 2*/2HUH,2[:CL (3.7)
1 p) )
= ||u||ia {5 (1 — )\—1) — 2_|k+|oo( abu) 2*/2||u 2* 2} .

Como A € (0, A1), temos que 1 — /\il > 0.

Defina H : (0, +00) — R, dada por
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1
H(S) — 2_|k+’oo<sa,b”u,)72*/252*i2-

1 A
Note que H(s) — 0 quando s — 0. Assim, existe p > 0 tal que H(s) < 3 (1 — )\_>’
1

para todo 0 < s < p. Voltando em (3.7), obtemos que existe § > 0 tal que I, ,(u) >
d > 0, para todo u € H, tal que ||ul| . = p.
3) Dados t > 0 e ug € H, tal que [, k(z)|z| > uf: > 0, temos

2 t2

t . 2
Dosltu) = Gl =A% [ h@)lal 0, do

2,

/ k(m)|m|_2*bug:dx.
Q

Como 2 < 2,, temos que I, ,(tuyg) — —oo quando t — +oo. Dai, existe ¢, > 0 tal
que |[touo||ua > p e Inu(toug) < 0.

De 1), 2) e 3) concluimos que I, ,, satisfaz as condi¢oes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale. Portanto, existe
uma sequéncia (u,) C Hy, tal que Iy, (u,) — c e I} ,(u,) — 0 em H ', quando
n — 00; em que

0 <c=inf I t
¢= Inf max au(7(1))

I'= {7y € C([0,1]); 7(0) = 0,~7(1) = touo} -
[l

Lema 3.3.2. Sejam (u,) uma sequéncia (PS); com uw, — u, fracamente em H,,
quando n — 0o € Ay o primeiro autovalor para o problema (3.1). Se A € (0, A1),
entao,

I, (w) =0 em H," e I,(u) > 0.

Demonstragao. Como (u,) é uma sequéncia (PS); com u, — u, fracamente em H,,
quando n — oo, pelo Teorema 1.1.8, temos que u é uma solugao fraca de (1). Dai,
obtemos que I} ,(u) =0 em H .

Agora, observe que
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1 1 A ey,
Douli) = - (B ) = 5l = 5 [ h@lel e = 3= [ Ka)lal 0o
1
~ o ([ 19 = ey
Q

*

—/\/h(a:)|m|_ u+udx—/ k(z)|x| 2l 1ud:1:)
Q
1 A
=l =5 [ el catds = - [ @)lal it ds

1 1
— 5 llullie + —A/ h(w)|x| ™ uide
2* * Q

_ 1 1 2 1 02
(575 ) -2 (5 -5 ) [ el

Como I3 ,(u) = 0 em H,', temos (I} ,(u), u) = 0. Dessa forma,

1_; [l
2 2, A1

Jaque 2 <2,e)\e(0,)), temos que

[,\,u(u) 2 0

Teorema 3.3.3. Seja (u,) em H, tal que

1 1 -2
i) = 1<1°= (5 = 50 ) 58,0,/ 38)
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I, (un) = 0 em H, ', quando n — co. (3.9)

Se A1 € o primeiro autovalor para o problema (3.1) e A € (0, A1), entdo, existe uma

subsequéncia fortemente convergente.

Demonstragao. De (3.8) e (3.9) temos que Iy ,(un) =1+ 0,(1) e I} ,(un) = 0,(1).
Sabendo que

- <I;\,u(un)aun> <| <Ig,u<un)>un> | < |I§\,u(un>’ ) HunHu,av
temos

1
[+ On(l) + On(1)2_||un||u,a > ])\,u(un

(

SN—
|
)
S
Pon
S
—~
I~
3
S~—
I~
3
~—

I
— N~
|

N~
=
2
T o
K
>

VR
N | —
|
NG
~~
o
=
8
8
e
no
+
QL
S)

2 n,a
Az | —
HUH“’“ (2 2*) A1

I

=

T

®
—— N

(3.10)
Dai, segue que (u,) é limitada em H,,.
Como H, é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2, a menos de uma subsequén-
cia, temos que

U, — uy em H,, quando n — oo.

Segue do Teorema 1.1.8 que u é uma solugao fraca do problema (1).
Denote v, = u, — u. Como a fun¢do k(z) é continua em §2, pelo

Teorema 4.2.4, temos que

24 24

Uu
/k(x) n;bdx:/k;(x) ”;bdx+/k(x) U g+ 0,(1) (3.11)

|z |z
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e = llvnlli + lulli o + 0n(1).

Pelo Teorema da Convergéncia Domiada de Lebesgue, temos
u? u?
lim [ h(z)—tdr = / h(x)—= .
oo Jo s Q ||

De (3.11), (3.12) e (3.13), segue que

1oy A Up,, 1 U,
Iy (uy) = 5“%”,“1 ~3 i h(x) dr — 2— k(x) |x|2 bda:

ol
1 A
n a h
ol + gl 3 [ o)
1 oy
_2_*/Qk:(x)| e+ ou(1)
1 Uy,
= 1)+ Sl o [ K@) e 4 ),
(§]
2 v
() te) = () ol = [ KD Tgd +0,00).
Logo,

IIUnIIi,a—/Qk‘( )|UT2+bd = (B u(un), un) = (1, (w), 1) + 0n(1).

Como u é uma solugao fraca de (3.5), temos que

(I3, (u),u) = 0.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Também, como I} ,(u,) — 0, em H.', quando n — oo e (uy) ¢ limitada em H,,,

temos que

’I;\,u(unﬂuun”,u,a — 0, quando n — oo.

Mas,

| (I3t ) | < 1T () [l
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ou seja,

| (I} (), un ) | = 0, quando n — oc.

Segue de (3.15) e (3.16) que

(I3 (i), m) = (I (), 1) = 0n(1)

e, portanto,

24
vn
Jonll — [ o) hpde = 0,(1),

(3.16)

(3.17)

Mas, como (v,) é limitada, temos que (||v,||,,.) ¢ uma sequéncia de nimeros reais

limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a menos de uma subsequéncia,

lim [|vy,| 0 existe. Dai, de (3.17)
n—oo

2*
Lt
Jim o, = lim k(x)|x2*bdx

e, assim, existe 6 > 0 tal que

Uz*

H%Hia —0 e /Qk:(m) A zdr — 6, quando n — oo,

|z|?

Agora, da definicao de S,y ,, temos

HUTLH;LCL = ab,,u

2/2.
—|>
| [

l~<:+|OO

b b

()
s [
s ]
S f 1

| \/

Fazendo n — oo, temos

i > Sa,b,,u|k+ |;o2/2* 02/2*.

2/2* |k+|oo 2/2*
)" ()
)" et 22

n+ dx) ’k+‘_2/2*
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Suponha que 6 # 0. Dai,
0(2*—2)/2* > Sabu|k:+|;)2/2*

e, assim,

0 2 Sjjb/’fLQ**Z)‘k+’g02/(2**2).

Segue de (3.14) e do Lema 3.3.2 que

1 1
[ = I)\7M<U) + (5 - 2—*> 0

1 1
> Z o +
(z2)"

o que é uma contradicao. Logo, 8 = 0 e, portanto,

=2
£ (S = 1

||Un||i’a — 0, quando n — 400,

ou seja,

[tn — ul|? , — 0, quando n — 400,

o que implica

|t — ul|pa — 0, quando n — +oo.
Assim, u,, — u forte em H,,, quando n — +oo0. n

Se procedermos como na Secao 1.2 do Capitulo 1 e considerarmos
Ue(z) = V(x)ve(z), temos que o Lema 1.2.5 continua valido. Obtemos, assim, o

seguinte

Lema 3.3.4. Suponha que as hipoteses (H’), (K) e (A1) ou (A2) sejam vdlidas e
que > 0. Sejam I* como definido no Teorema 3.53.3 € Ay o primeiro autovalor para

o problema (3.1). Entao, existe e1 € (0,1) tal que

sup Iy, (t0:,) < 17,
>0
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para todo A € (0, \).

Demonstragao. Seja A € (0, A;). Considere as seguintes fungoes:
t? b
0 = Dot = Sl = 5 [ Wkl ez =35 [ el <32, o

24

> oubs
ft)= || Uella — Qk(ﬂf)lw| 002 du,

definidas em [0, +00). Como v.(x) = 0, se = ¢ B(0,2p), k(z) > 0, para todo z €

B(0,2p9), V() = 1sex € B(0,pp) e v > 0, temos que /Qk(x)|:1:|_2*b17§jrdx > 0. Ja

que 2 < 2,, segue que tliin f(t) = —o0. Dai, como f(0) = 0, temos que sup Iy ,(t7)
—+00 t>0

¢ atingido, ou seja, para todo € > 0, existe t. > 0 tal que

sup I)\,u(tﬁe) = I)\M(tﬂ?s).

t>0

Logo,
sup I (1) = 8|y 52 — / () 2] 2052 di — A —/ 2] 32, de
£>0
- 2
:ﬂ@—AéLM@MW@j%
Mas, observando que

Fl) =tz — £ / B(o) 2] 2002 da

e que
/Q ()] 2% dar > 0,

temos que
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Pty = 0 & tuli, - k@)l de = 0

2,—1 —2,b72, _ ~ 12
& t fQ k(x)|z| vzrdr = tHUEH#ﬂ
_ N7 I3,
& 122 b
Jo k(@)|2|202% da )
(A B
<~ t = Lr .
<fﬂ k(:r)|m|*2*b’u§jrdm

12,0

Jo k(@) |2 ~2+052% do

2%—2 ~
Dessa forma, to = ( ) ¢ um ponto critico de f(¢). Mais ainda,
como f’(t) > 0, para todo t < tg e f’(t) < 0, para todo t > ty, temos que ty ¢ um

ponto de maximo de f(t) e

3 t% ~ 12 t(z)* —24b~
Ft0) = 20l — 3 [ kla)lal e do
2 2. Jo

2
1 H@sHZ e ||~ ||2
(Y
fQ |l" 24 b?}2* dz ellp,a

_2x
[ P -
(fg i A
(P

1

2 (Jy k)l 2002 dar) =
i
2,

_2x
(o2 .) 22
( )|a:| 2 bvz*dx)fz* 2
( ) ||vs|| W)=
2
|x| 2, bUZ dx)z*—Q
( ) [CA o
x)|x|~2:bp2 dx)Q/Q*

[\DI»—t
l\’)l,_.

[\DI»—t
l\Dl,_.

Portanto,

~ 2
sup I, (172) < o) = N5 [ hlalal 32, do

t>0 2

Observando que 9.(x) > 0, para todo z € €2, que da hipdotese (H’) temos h(z) > 0,
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Vr € Qe que A € (0,)\), obtemos

t2

)\29

h(z) |w|_cﬁ§+da: > 0.
Portanto,

sup Iy, (t0.) < f(to)
>0

(1 - i) ( -2 )
~ 2/24
20 2\ (J k@) ] 2052 da)”

Como do Lema 1.2.5

1% 7.

im
e—0 (fQ /{:(ZL’)|ZL‘|_2*b

2, dl’) 2/24

Ve
existe 0 < g1 < 1 tal que

oAl 5

kY% (Sa Ve < e
(o F el 2 an) 7~ V1 e e

Ve

Assim,

- 1 1 —2 24 .
sup I, (17, ) < (5 - 2_) |kt 272 (Sqpp) =2 = 1.
£>0 *

3.3.1 Demonstracao do Teorema 3.2.1

Seja A € (0, A1). Entao, I, tem um ponto critico vy tal que I ,(vy) =
¢, onde

0 < ¢ = inf max I ,(y(t
¢ = Inf max 1. (v(1))

I'= {’7 S C([Ov 1]7 H#)77<0) = 077(1) - toﬁel} :
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De fato, como [, k:(:v)|x|*2*bf)§f+ dx > 0, pelo Lema 3.3.1, temos que existe tp > 0 e

uma sequéncia (u,) C H,, tal que
Du(ug) = ¢ e I, (u,) = 0em H, ', quando n — oo (3.18)

onde

0 <c=inf I t
¢= Inf max au(7(1))

I'= {7 S C([Ov 1]7 H#)77<0) = 077(1) - toﬁel} :

De (3.18), temos que I ,(un) = ¢+ on(1) € I} ,(u,) = 0,(1). Usando que

- <I;\,u(un)vun> < <[$\,u<un)aun> | < |I§\,u(un>’ ) HunHu,av
temos

1 1
¢+ On(l) + On(l)Q_”unHu,a > [A,u(un T <[§\,u(un)>un>

(

= ullyq

~—

N
|

vV
VR
DN | —

|
*
N —
=
T o
B

| |

>
VR

DN | —

|
[N}

*

~
=

= I_N
)

i N

= ully.q

(3.19)
Dai, segue que (u,) é limitada em H,,.
Como (u,) € limitada em H, e H, é reflexivo, pelo Teorema 4.2.2,

obtemos uma subsequéncia (u,) tal que
uy, — vy em H, quando n — oo.

Dai, pelo Teorema 1.1.8, vy é uma solugao fraca do problema (3.5).
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Agora, considere a curva y; dada por 7 (t) = t(ty0.,). Como v €
C([0,1],H,), 11(0) = 0 e %1(1) = to0.,, temos que 7 € I'. Pelo Lema 3.3.4, para

todo A € (0, A1),

0 <c=inf I t
¢ = Inf max au(7(1))

< I (t(toD.
< max au(t(toTe,)) 520

<sup ) (s, )
s>0

<.
De (3.18), (3.20) e do Teorema 3.3.3, temos, a menos de uma subsequéncia, que
u, — vy, forte, em H,. Portanto, I) ,(u,) — I ,(v\) e, por conseguinte, I, ,(vy\) =
c. Dessa forma, I ,(vy) > 0 e, como I, ,(0) = 0, temos que vy # 0. Além disso, do
Teorema 1.0.5, temos que vy é nao negativa.
Concluimos que para todo A € (0,A;) o problema (1) tem ao menos

uma solucao, nao trivial e nao negativa.



Capitulo

4

Alguns resultados utilizados

Neste capitulo listaremos os principais resultados utilizados neste tra-

balho.

Em todo capitulo denotaremos por X um espaco de Banach e por X 1

seu dual.

4.1 Desigualdades
Teorema 4.1.1. Sejam A, B e k > 1 reais nao negativos. Entao,
(A+ B)F < 2b=1 (A% 4 BY).

Demonstragao. Veja |2][Lema2.2|. O

Teorema 4.1.2 (Desigualdade de Hoélder). Sejam p,p’ tais que % —i—}% =1lel<

p<oo. SefellegelV, entio fge L' e

/ Fal < 1 £ gl

Demonstracao. Veja [6]|Teorema 4.6]. O

104



105

4.2  Resultados basicos

Proposicao 4.2.1. Seja (z,) uma sequéncia em X tal que x,, — x, quando n — oo.

Entao, (x,) € limitada.
Demonstrag¢ao. Veja |6][Proposigao 3.5]. O

Teorema 4.2.2. Se X ¢ um espaco de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limi-

tada em X possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Demonstragao. Veja |6][Teorema 3.18]. O

Teorema 4.2.3. Sejam Q0 um aberto de RY, (f,) uma sequéncia em LP e f € LP
tais que || fn — fllp, = 0, quando n — +oo. Entao, existem uma subsequéncia (f,)
e uma funcgao h € LP tais que

a) fo,(x) = f(x) ¢.t.p em Q, quando n — +o0;

b) |fn,(x)] < h(x), VE, qt.pem .

Demonstracao. Veja |6]|Teorema 4.9]. O

Teorema 4.2.4 (Brezis-Lieb). Sejam Q um aberto de RN e (f,) uma sequéncia de
fungées mensurdveis e uniformemente limitada em LP(2), para algum 0 < p < oo

tal que f,(x) — f(x), ¢.t.p em Q, quando n — oco. Entdo, o limite

T ([l full? = 1 fa = f12)

existe e vale a igualdade

Tim ([fallp = 1 = F15) = 1115

Demonstracao. Veja [7]|Teorema 1]. O

Teorema 4.2.5 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U — R definida no aberto

U C RY. Supohamos que o segmento de reta [a,a + v| esteja contido em U, que a
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0
restri¢ao flia,atv) S€ja continua e que exista a derivada direcional —f(x), sequndo

ov
v, em todo ponto x € (a,a + v). Entao, existe § € (0,1) tal que f(a+v)— f(a) =
0
a—i(a + 6v).
Demonstracao. Veja [15]|Pag. 123]. O

Teorema 4.2.6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam  um
aberto de RN e (f,) uma sequéncia de funcoes em LY(Q) satisfazendo

a) fo(x) = f(z), quando n — oo, q.t.p em €,

b) existe uma fungio g € L' tal que, para todon € N, |fn(x)| < g(z) ¢.t.p em Q.

Entao, f € L' e || f, — fll1 = 0, quando n — occ.
Demonstragao. Veja |6]|Teorema 4.2]. O

Definicao 4.2.7. Uma funcao real f : X — R definida em um espago topoldgico
X € semicontinua inferiormente (s.c.i.) se, para qualquer a € R a imagem inversa

fHa,o0) € um conjunto aberto em X.

Teorema 4.2.8 (Principio Variacional de Ekeland). Seja X um espa¢o métrico
completo, f : X — R uma fungao s.c.i. e limitada inferiormente. Dado € > 0 existe

x. € X tal que

flze) < iﬁff +¢ (4.1)
fxe) < ed(z,x:), Vo # .. (4.2)
Demonstracao. Veja [14]|Corolario 2.3. O

Teorema 4.2.9 (Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais- Smale).
Sejam X um espago de Banach e I € C*(X,R). Suponhamos que as sequintes con-
dicoes geométricas sejam satisfeitas:

1) 1(0) =0,

2)3o,p>0;I(w) >0>0,VweX com ||lw|] = p,

3) ey € X;lleo]| > p e I(eg) <O.
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Entao, existe uma sequéncia (w,) C X tal que

I(wy,) = cel'(w,) = 0 em X quando n — oo,

em que
0 <ec=inf max 1(v(1))
e
['={y e (0,1}, X) : 7(0) = 0,7(1) = eo} .
Demonstracao. Veja [8]|Teorema 2.2]. O

4.3 Operadores diferenciaveis

Definigao 4.3.1. Sejam U C X um aberto e p : U — R um operador. Dizemos

que © tem derivada de Gateaur f € X' emu € U se, para cada h € X,

lim %[gp(u +th) — o(u) — (f,th)] = 0.

t—0
A derivada de Gateaux em u € denotada por @' (u).
Dizemos que ¢ tem derivada de Fréchet f € X' em u € U se

. [p(u+h) —o(u) = (f,h)] = 0.

M TR

Além disso, dizemos que ¢ € C*(U,R) se a derivada de Fréchet de ¢ existe e é

continua.
Se X é um espago de Hilbert e p tem derivada de Gateaur em u € U,

o gradiente de ¢ em u € definido por

<V90(u)7 h> = (go'(u), h) :
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Observagao: a) A derivada de Gateaux é dada por

b) Todo operador diferenciavel a Fréchet é diferenciavel a Gateaux.

Proposicao 4.3.2. Se o operador ¢ tem derivada de Gdteaux continua em U, entao

o € CHU,R).

Demonstracao. Veja [24][Proposigao 1.3]. O
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