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Resumo

Nesta tese estudamos algumas equações de evolução no sentido de Petrowsky. Quando os coeficiente sãoconstantes obtemos estimativas Lp − Lq para equações lineares e as aplicamos para obter resultados deexistência, unicidade e Blow-up para um caso semilinear. Quando os coeficientes são variáveis no tempoobtemos estimativas do tipo Lp − Lq, estimativas de energia e espalhamento para problemas lineares.
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Abstract

In this thesis we study some σ-evolution equations in the Petrowsky’s sense. When the coefficients are cons-tant we obtain Lp−Lq estimates for linear equations and apply them to obtain results of existence, unique-ness and Blow-up for a semilinear model. When we have time-dependent coefficients, we obtain Lp − Lqestimates, energy estimates and scattering for linear problems.
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Introdução

Nesta Tese estamos interessados em Equações de Evolução provenientes de operadores de evolução no sen-tido de Petrovsky, que vamos definir a seguir, veja também [22]. Considere operador
P = Dm

t +
m∑
j=1

Aj(t, x,Dx)Dm−j
t (0.1)

onde Aj(t, x,Dx) =
∑k=jp

k=0 Aj,k(t, x,Dx) são operadores diferenciais de ordem p ≥ 1 e Aj,k(t, x,Dx)são operadores parciais lineares de ordem k. O operador (0.1) é um operador de p-evolução no sentido dePetrovsky quando o símbolo principal:
τm +

m∑
j=1

Aj,jp(t, x,Dx)τm−j (0.2)
temm raízes reais distintas τ1 = τ1(t, x, ξ), τ2 = τ2(t, x, ξ), . . . τm = τm(t, x, ξ) para todos os pontos (t, x)no domínio de definição dos coeficientes e todo ξ 6= 0. Essa definição tem importância devido ao resultadode Lax-Mizohata, o qual afirma que essa é uma condição nescessária para que o problema de Cauchy

Pu = f, ∂jt u(0, x) = uj(x), j = 0, 1, · · · ,m (0.3)
seja bem posto, veja [57]. O conjunto dos operadores de 1-evolução representa os operadores estritamentehiperbólicos, enquanto que os p-evolução representam generalizações do operador de Schrödinger. A teoriade Equações de Evolução tem se desenvolvido bastante nos últimos anos, devido a sua relação com AnáliseHarmônica e problemas de física matemática.
Coeficiente Constantes

Problemas de Cauchy semilineares como, por exemplo, a equação da onda semilinear:{
utt −∆u = |u|p

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x),
(0.4)

tem sido objeto de interesse frequênte na área de equações diferênciais parciais. Determinar quando se temexistência global no tempo foi um tema de ativa pesquisa nos últimos anos e estimativas para a solução daequação da onda linear tem se mostrado muito importante nesse estudo. Em [79], Strauss conjecturou quea raiz positiva pc(n) da equação:
(n− 1)p2 − (n+ 1)p− 2 = 0

é o expoente crítico para o problema de existêncial global, ou seja, se p ≤ pc(n) o problema de Cauchy (0.4)não possui solução global no tempo para dados pequenos enquanto que se p > pc(n), o mesmo problema

7



CONTEÚDO 8
possui solução global no tempo para dados suficientemente pequenos. O expoente pc(n) passou a ser co-nhecido como expoente de Strauss e, desde então, vários avanços foram feitos no sentido de verificar essaconjectura. Em [30] e [29] Glassey verificou a conjectura para o caso n = 2 quando p < pc(2) e p > pc(2);em [63], Shaeffer verificou o caso p = pc(n) para as dimensões n = 2, 3; John, em [40], verificou para ocaso p < pc(3) e pc(3) < p < pconf (n). A potencia pconf (n) é conhecida como potência conforme e, em[49], mostra-se que pode-se obter solução global para dados pequenos, quando p > pconf (n), desde queassumamos certa regularidade dos dados iniciais. Para n > 3, Sideris, em [72], provou a não existência global
de soluções emC([0,∞), L

2(n+1)
n−1 (Rn)) para dados pequenos adequados e 1 < p < pc(n). A existência para

n > 3 foi verificada por Giorgiev-Lindblad-Sogge em [27] para pc(n) < p < pconf (n) melhorando um resul-tado anterior [50] em que os autores obtiveram solução fraca para dados radiais. Por fim, o caso p = pc(n)com n > 3 foi verificado independentemente por Yordanov-Zhang em [92] e Zhou Yi, em [87].Espera-se que quantomelhor as estimativas relativas a parte linear mais eficientes se tornam osmétodosde se obter existência global no tempo para o problema semilinear. Se considerarmos o problema de Cauchy(0.6) com σ = 2, mediante um argumento de scaling usado para equações dispersivas não lineares nósobtemos que sp .
= n

2 −
4
p−1 é o índice crítico no espaço de sobolev Ḣs(Rn), qual seja, podemos esperarque se s ≥ sp, o problema de Cauchy (0.6) é bem posto em Hs(Rn), ao menos localmente, enquanto queé mal-posto para s < sp. Em [31] os autores obtiveram uma estimativa de tipo Strichartz para o problemalinear e provaram a existência global para dados iniciais pequenos em espaços de Besov Bs

2,q(Rn), s > sppara o problema de Cauchy (0.6), quando p > 1 + 8
n e n ≥ 4, e para p > 5 no caso n = 3. Recomendamos[89] para o resultado de mal-posto no caso 0 < s < sp.Se olharmos para a energiaC([0, T ], H2(Rn))∩C1([0, T ], L2(Rn)), então temos que assumir n2 − 4

p−1 < 2

e disso temos uma limitação superior para p, isto é, p < n+4
n−4 para n > 4 (veja em [89] ).No primeiro capítulo dessa tese, discutiremos técnicas para se obter estimativasLp−Lq para o problemade Cauchy {

utt + (−∆)σu = 0 , t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) = f(x), ut(0, x) = g(x).
(0.5)

Obtemos estimativas Lp − Lq e de Energia para a solução de (0.5) singulares e não-singulares, sendo nes-cessário para esse último caso, exigir mais regularidade nos dados iniciais. Nota-se, nesses problemas umadiferença na taxa de decaimento da solução entre os casos σ = 1, σ ≥ 2 e σ < 2, mas 6= 1. A razão dissoestá na restrição para o valor p em que temos as estimativas Lp −Lq na linha dual, além da tese do lema deLittmann.No segundo capítulo dessa tese, usando as estimativas lineares, vamos obter existência global no tempoacima do expoente crítico pc(n), em alguns casos, para a equação:{
utt + (−∆)σu = |u|p , t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) = 0, ut(0, x) = g(x),
(0.6)

com p > 1 e σ > 1, onde o expoente crítico é dado por
pc(n)

.
=

{
n+σ
n−σ , n > σ;

∞, n ≤ σ.
(0.7)

Uma contribuição dessa tese foi mostrar que pc(n) é de fato o expoente crítico para qualquer inteiro σ > 1,com σ < n ≤ 2σ, no entanto, no caso n > 2σ, nós temos em geral, um intervalo entre o resultado de nãoexistência e o de existência, veja os Teoremas 2.1.11, 2.1.18 e 2.1.22 para mais detalhes.
Coeficiente Variáveis.

No caso em que a velocidade de propagação é dependente do tempo consideramos inicialmente
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utt +m2(t)(−∆)δu = 0, u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x). (0.8)
Quandom(t) = (1 + t)` e ` = −2

3 em [25] e [26] os autores obtiveram estimativas Lp − Lq para a soluçãode (0.8) e mostraram certas relações com problemas de cosmologia. Nessa tese, no caso em que −1 <
` < 0 provamos estimativas de energia para o problema (0.8) usando teoria de funções especiais. Além deestimativas do tipo L1 − L2, veja os Teoremas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 e 4.1.2. Nesses Teoremas nota-se que o caso
` = −2

3 divide (−1, 0) em dois intervalos de modo a termos comportamentos distintos em cada um deles.No capítulos 3 dessa tese consideramos o problema de evolução com termo de massa,{
Lu = utt + (−∆)σu+m(t)2(−4)δu = 0 , t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x),
(0.9)

comm(t) = (1 + t)
δ
σ
−1, ou seja, o caso invariante por escala. Quando σ = 1 e δ = 0 Böhme em [5] provouestimativas de energia eLp−Lq na linha dual. Em [21] os autores estudaram estimativas de energia quando amassa é integrável e δ = 1. Nessa tese provamos estimativas de energia e estimativas do tipoLp−Lq na linhadual quando 2δ = σ. Além disso, nesse mesmo caso provamos estimativas do tipo L1 − L2 quando 2σ > nque é uma condição natural para esse tipo de estimativa. Quando δ = 0 e σ qualquer, provamos estimativas

L1−L2, também com a hipótese natural 2σ > n. Para completude, fizemos também as estimativas na linhadual para o caso δ = 0.Param(t) mais geral, no capítulo 4, estudamos apenas estimativas de energia e espalhamento. Quando
δ = 0 em [5] é proposta essencialmente a seguinte classificação para a energia: Quando tm(t) → ∞,temos que ‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖∇u(t, ·)‖2L2 + m(t)‖u(t, ·)‖2L2 ≤ C‖ut(0, ·)‖2L2 + ‖u(0, ·)‖2H2 , que a autorapassa a chamar de potêncial efetivo, ou seja, o termo com a massa tem um influência na estimativa daenergia, uma vez que, em geral, só podemos esperar ‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖∇u(t, ·)‖2L2 + m2(t)‖u(t, ·)‖2L2 ≤
C‖ut(0, ·)‖2L2 + ‖u(0, ·)‖2H2 . Quando (1 + t)m(t) ≤ C e ∫∞0 m(t)dt < ∞, Böhme provou em [5] umTeorema de espalhamento para a onda livre utt − ∆u = 0. Além disso, em [19] os autores explicaram aspropriedades qualitativas da solução para (0.9) com um potêncialm(t) satisfazendo (1 + t)m(t)2 /∈ L1(R+)e limt→∞ tm(t) = 0. A energia de tipo Klein-Gordon da solução de (0.9) é dada por:

EKG(u)(t)
.
=

1

2

(
‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖2L2 +m(t)2‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖2L2

)
. (0.10)

Para o caso δ > 0 omodelo invariante por escala no caso 2δ = σ que pode ser tratado com funções espe-ciais não indica que podemos esperar um efeito dissipativo. De fato provamos que com condições adequadasemm(t) temos conservação generalizada de Energia, ou seja:
cEKG(0) ≤ EKG(t) ≤ CEKG(0).

Veja o Teorema 4.4.8 para δ > 0 e o Corolário 4.4.10 para o caso δ = 0. Além disso no caso 2δ ≤ σ e comcondições adequadas de decaimento namassa, temos umTeoremade Espalhamento parautt+(−∆)σu = 0.Veja o Teorema 4.5.6. Porén quando 2δ > σ, só podemos provar conservação generalizada de energia, vejaTeorema 4.5.7. Provamos também uma estimativa de Energia conjecturada em [5] para massa com certatendência crescente, veja Teorema 4.4.2.Por fim, temos uma apêndice com alguns resultados conhecidos em Análise e que foram usados em todo otexto.



Capı́tulo 1
Equações de Evolução Lineares com

Coe�cientes Constantes.

Nesse capítulo estaremos interessados em obter estimativas Lp − Lq para a solução do seguinte problemade Cauchy. {
utt + a2(−∆)σu = 0, t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x)
(1.1)

onde a é constante positiva que podemos supor sem perda de generalidade ser igual a um, e σ > 0. Esteé um operador σ-evolução no sentido de Petrowsky, pois seu simbolo τ2 − a2|ξ|2σ tem raízes reais. O caso
σ = 2 é um importante modelo na literatura ele é conhecido como operador de Germain-Lagrange, ou aindaoperador de beam e o operador tipo plate nos casos n = 1 e n = 2, respectivamente. O operador linear debeam herda algumas propriedades, mas não todas, do operador de Schrödinger. Emparticular, nós não temosconservação de massa, pois os coeficientes da beam são reais. Por outro lado, a representação funcional dasolução contém oscilações como ocorre para o operador de onda. No entanto, o operador Germain-Lagrangenão de tipo Kovalesvkiano [15], logo não se tem velocidade de propagação finita.

1.1 Representação da solução por multiplicadores

Considere a representação da solução da equação de evolução (1.1) dada a seguir:

u(t, x) = F−1
ξ→x

((
ei|ξ|

σt + e−i|ξ|
σt
)1

2
F(φ)(ξ)

)
+ F−1

ξ→x

((
ei|ξ|

σt − e−i|ξ|σt
) 1

2i|ξ|σ
F(ψ)(ξ)

)
.

ou ainda,

u(t, x) = F−1
ξ→x

(
cos(t|ξ|σ)F(φ)(ξ)

)
+ F−1

ξ→x

(
sin(t|ξ|σ)

1

|ξ|σ
F(ψ)(ξ)

)
.

Assim nossa análise se resume no estudo dos multiplicadores e±i|ξ|σt, e±i|ξ|σt|ξ|σ e sin(t|ξ|σ)
|ξ|σ . Vamos ver queuma vantagem significativa desse último com relação ao segundo é sua limitação, o que garante a estimativa

L2-L2.O Problema (1.1) é bem-posto, por exemplo, emL2(Rn), ou melhor, suponha σ > 1 e seja u(t, x) soluçãode (1.1). Se ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ Hσ(Rn), então temos que
u(t, x) ∈ C

(
R, Hσ(Rn)

)
∩ C1

(
R, L2(Rn)

)
,

10



CAPÍTULO 1. EQUAÇÕES DE EVOLUÇÃO LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES. 11
isso será provado no Teorema 1.5.10.Suponhamos que exista c tal que a estimativa a seguir seja satisfeita para todo ϕ ∈ S.

‖F−1
ξ→x

(ei|ξ|σ
|ξ|r
F(ϕ)(ξ)

)
‖Lqx ≤ c‖ϕ‖Lpx . (1.2)

Fazendo a mudança de variável |η| = t
1
σ |ξ|, temos

‖F−1
ξ→x

(ei|ξ|σt
|ξ|r
F(ϕ)(ξ)

)
‖Lqx =t

r
σ ‖F−1

η→t−
1
σ x

(ei|η|σ
|η|r
F(τ

t
1
σ
ϕ)(η)

)
‖Lqx

=t
r
σ

+ n
qσ ‖F−1

η→y

(ei|η|σ
|η|r
F(τ

t
1
σ
ϕ)(η)

)
‖Lqy

≤ct
r
σ

+ n
qσ ‖τ

t
1
σ
ϕ‖Lp ≤ ct

r
σ

+ n
qσ
− n
σp ‖ϕ‖Lp .

onde τrϕ(ξ) = ϕ(rξ), temos

‖F−1
ξ→x

(ei|ξ|σt
|ξ|r
F(ϕ)(ξ)

)
‖Lq ≤ ct

1
σ

(
r+n( 1

q
− 1
p

)

)
‖ϕ‖Lp . (1.3)

Observação 1.1.1. No argumento acima a função ei|x|σ não desempenha nenhum papel importante, assimpoderíamos ter uma função qualquer f(x) em seu lugar, ou seja: Se vale (1.2) com f(|ξ|σ) no lugar de ei|ξ|σ ,concluímos a estimativa (1.3) com f(t|ξ|σ) no lugar de ei|ξ|σt.
Note que não precisamos provar qual o decaimento ótimo, pois esse é fornecido pelo argumento acima,só precisamos provar que vale (1.2), ou seja, não precisamos nos preocupar com o tempo. Isso é uma enormevantagem, e fornece uma significativa simplificação nas contas. Vamos supor, por um instante que em vez de(1.1) tivéssemos considerado, por exemplo, o seguinte problema de Cauchy.

utt + (−∆)σu+m2(−∆)δu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), ,

onde m é uma constante postiva e δ 6= σ. Nesse caso, não se tem homogêneidade e as estimativas paraos multiplicadores devem levar em consideração o tempo o que dificulta o trabalho se quisermos provardecaimentos ótimos. Em [53] os autores estudaram esse problema para quando σ = 1 e δ = 0, e obtiveramresultados ótimos. Além disso, novamente, como não existe o argumento de homogeneidade os autoresprovaram a otimalidade dos decaimentos obtidos obtendo cotas inferiores para dados iniciais adequados.Assim vamos passar a provar (1.2). Para isso dividiremos nosso espaço em frequências baixas e altas.Consideremos a função de corte radialχ ∈ C∞(Rnξ ) satisfazendoχ(ξ) ≡ 0 para |ξ| ≤ 1
2 , χ(ξ) ≡ 1 para |ξ| ≥

3
4 , e χ(ξ) ∈ [0, 1], vamos usar χ genericamente para qualquer função com essas propriedades. Basicamente,na antidiagonal usaremos para frequências baixas e altas, respectivamente, o Teorema de Paley A.3.5 e oLema de Littman 1.3.3. Da mesma forma usaremos na diagonal Mikhlin-Hörmander A.3.6, além de técnicasde decomposição diádica.

1.2 Frequências baixas

Estimativa na Anti-diagonal.

No paper [35] Hörmander faz um estudo de operadores invariantes por translação, onde ele prova, por exem-plo, que esses quando limitados deLp emLq podem ser representados como operadores de convolução comumnúcleo que é umadistribuição temperada, nesse artigo ele obtémuma famosa extensão do TeoremaA.3.6
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que é devido a Mikhlin, mas que estamos chamando de Mikhlin-Hörmander e que fornece uma condição in-tegral mais fraca do que estamos supondo em A.3.6, porém também suficiente para que uma função L∞estar emMp

p para 1 < p <∞ (veja a definição A.3.1). Desse artigo, o resultado que precisamos é o TeoremaA.3.5, o qual será usado para provar a proposição a seguir.
Proposição 1.2.1. Para 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ e 0 ≤ r ≤ n

(
1
p −

1
q

), temos
g
.
= e±i|ξ|

σ 1− χ(ξ)

|ξ|r
∈M q

p . (1.4)
Demonstração. Considere primeiro o caso r > 0, segue que

|{ξ ∈ Rn : |g(ξ)| ≥ l}| ≤ |{ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ l−
1
r }| ≤ Cl−

n
r (1.5)

temos para l ≥ 1 que l−nr ≤ l
− 1

( 1
p−

1
q ) . Além disso para l > 0, {ξ ∈ Rn : |g(ξ)| ≥ l} ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 1},logo temos
|{ξ ∈ Rn : |g(ξ)| ≥ l}| ≤ Cl−b, (1.6)

onde (1
p −

1
q ) = 1

b . Logo, pelo Teorema A.3.5 segue o resultado no caso r > 0. Agora, se r = 0 temos para
l > 1 que |{ξ ∈ Rn : |g(ξ)| ≥ l}| = 0. Assim escolha C .

= |{ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 1}|, temos que vale (1.6) paraqualquer b > 0, logo pelo Teorema A.3.5 temos o resultado para quaisquer p, q com 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞.

Note que para provar o resultado acima só precisamos que no lugar de e±i|ξ|σ tenhamos uma funçãolimitada na bola unitária. Assim deduzimos imediatamente o seguinte Proposição.
Proposição 1.2.2. Para 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, temos

g
.
=

sin(|ξ|σ)

|ξ|σ
(

1− χ(ξ)
)
∈M q

p . (1.7)
Demonstração. Análoga a Proposição 1.2.1, com r = 0 e com sin(|ξ|σ)

|ξ|σ no lugar de e±i|ξ|σ .
Estimativa na Diagonal.

Quando r > 0 o multiplicador e±i|ξ|σ 1−χ(ξ)
|ξ|r não é limitado, logo não pode estar emMp qualquer que seja

1 ≤ p ≤ ∞, veja o Teorema A.3.4. Mesmo no caso r = 0, se tomarmor por exemplo σ = 2 o mesmoTeorema A.3.4 diz que na diagonal só temos estimativa para p = 2. Assim, tendo em vista o nosso objetivo,
vamos estudar os multiplicadores sin(|ξ|σ)

|ξ|σ

(
1− χ(ξ)

) e cos(|ξ|σ). Para provar a limitação na diagonal vamos
aplicar Mikhlin-Hörmander A.3.6, mas para isso vamos lançar mão do seguinte Lema.
Lema 1.2.3. Para todo multi-índice α e 0 < |ξ| ≤ R temos:

|∂α sin(|ξ|σ)| ≤ Cα,R|ξ|σ−|α| e |∂α cos(|ξ|σ)| ≤ Cα,R|ξ|−|α|.

Demonstração. Para |α| = 0 o resultado é óbvio, suponha que as desigualdades são válidas para todos
|α| ≤ k com k inteiro. Seja α um multi-índice com α = α0 + ej e |α0| = k. Como

∂ej sin(|ξ|σ) = σ cos(|ξ|σ)|ξ|σ−2ξj ,

temos que:
∂α sin(|ξ|σ) = ∂α0∂ej sin(|ξ|σ) = σ∂α0 cos(|ξ|σ)|ξ|σ−2ξj .
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Portanto

|∂α sin(|ξ|σ)| ≤ Cα
∑

β+γ=α0

|∂β cos(|ξ|σ)||∂γ |ξ|σ−2ξj |.

Como |ξ|σ−2ξj é homogênea de grau σ − 1 e |β| ≤ k temos pelo Lema A.4.6 e por hipótese de indução quepara 0 < |ξ| ≤ R

|∂α sin(|ξ|σ)| ≤ Cα,R
∑

β+γ=α0

|ξ|−|β||ξ|σ−2−|γ| ≤ Cα,R|ξ|σ−|α|.

Analogamente temos que
|∂α cos(|ξ|σ)| = |∂α0 sin(|ξ|σ)σ|ξ|σ−2ξj | ≤ Cα,R|ξ|−|α|.

Finalmente temos as estimativa na diagonal.
Proposição 1.2.4. Para todo multi-índice α e 1 < p <∞, temos

g
.
=

sin(|ξ|σ)

|ξ|σ
(

1− χ(ξ)
)
∈Mp. (1.8)

Demonstração. Considerem(ξ)
.
= sin(|ξ|σ)

|ξ|σ , podemos concluir pelos Lemas A.4.6 e 1.2.3 que para 0 < |ξ| ≤
R,

|∂αm(ξ)| ≤ Cα
∑

β+γ=α

|∂β sin(|ξ|σ)||∂γ |ξ|−σ| ≤ Cα,R|ξ|−|α|

para todo multi-ídice α. Como g(ξ) = m(ξ) para ξ pequeno, temos portanto que |∂αg(ξ)| ≤ Cα|ξ|−α. Logoaplicando Mikhlin-Hormander A.3.6 temos provado a Proposição.
Corolário 1.2.5. Para 1 < p ≤ q <∞, temos que

sin(|ξ|σ)

|ξ|σ
(

1− χ(ξ)
)
∈M q

p ,

para todo σ 6= 0.
Demonstração. Aplique a Proposição 1.2.2 e a Proposição 1.2.4.
A figura 1.1 mostra a região em que provamos a limitação do multiplicador.

1
q

1
p

Figura 1.1: Frequência Baixa.
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Estimativa L1 − Lq

Em alguns casos podemos provar estimativas do tipo L1 − Lq em frequências baixas para o multiplicador:
mσ(ξ) ∈ {sin(|ξ|σ)

|ξ|σ
, cos(|ξ|σ), eit|ξ|

σ}.

Proposição 1.2.6. Para 2 ≤ q ≤ ∞, temos que
mσ(ξ)

(
1− χ(ξ)

)
∈M q

1 ,

para todo σ.
Demonstração. Pela desigualdade de Minkowski para integrais, e como q ≥ 2 usando Hausdorff-Young, Te-orema A.3.3, conclui-se:

‖F−1
ξ→·{mσ(ξ)

(
1− χ(ξ)

)
F(φ)(ξ)}‖q .‖F−1

ξ→·{mσ(ξ)
(

1− χ(ξ)
)
}‖q‖φ‖1

.‖mσ(·)
(

1− χ(·)
)
‖r‖φ‖1

onde 1
r + 1

q = 1. Mas
‖mσ(·)

(
1− χ(·)

)
‖r . 1.

o que prova a Proposição.

1.3 Frequências Altas

Em [56], [55] e [54] Miyachi e em [65] Peral fecharam o estudo no espaço de Hardy com índice 0 < p < ∞do seguinte mutliplicador
mσ,r(ξ)

.
= e±i|ξ|

σ χ(ξ)

|ξ|r

Provaram, dentre outras coisas, o seguinte Teorema.
Teorema 1.3.1. Seja 0 < σ < 1 ou σ > 1. Então,

mσ,r ∈M q
p ,

desde que:
(1) para p > 1 e q < ∞ se, e somente se, p ≤ q, 1

p + 1
q ≤ 1 e σ−1

p + 1
q ≥

σ
2 −

r
n ou p ≤ q, 1

p + 1
q ≥ 1 e

1
p + σ−1

q ≤
r
n + σ

2 ;
(2) para p = 1 e 1 < q <∞ se, e somente se, 1 + σ−1

q < r
n + σ

2 ;
(3) para p = 1 e q =∞ se, e somente se, n(1− σ

2 ) ≤ r;
(4) para p = 1 e q = 1 se, e somente se, r > σ n2 .

Demonstração. Veja em [56].
No caso σ = 1 eles obtiveram o seguinte Teorema:
Teorema 1.3.2. Temos que

m1,r ∈M q
p
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(1) para p > 1 e q < ∞ se, e somente se p ≤ q, 1

p + 1
q ≤ 1 e 1

p −
n
q ≤ r − n−1

2 ou p ≤ q, 1
p + 1

q ≥ 1 e
n
p −

1
q ≤ r + n−1

2 ;
(2) para p = 1 e 1 < q <∞ se, e somente se r − n+1

2 > −1
q ;

(3) para p = 1 e q =∞ se, e somente se r > n+1
2 ;

(4) para p = 1 e q = 1 se, e somente se r > n−1
2 .

Demonstração. Veja em [56].
A figura 1.2 ilustra o caso r = σ, definimos 1

q̃ = 1
σ−1

(
σ
(

1
2 + 1

n

)
− 1
).

1
2
+

n
2(n

1
q

1
p

1
2
+ 1
n

1
��2

1�� 1
2
+ 1
n( ( ))

1

1
q̃

q

1
p

1
2
+ 1
n

1
q

1
p

1
n�1

�1
+1)

2n

n+2

≤
2n

n+2

Figura 1.2: Caso σ = r

Para se demonstrar esses resultados os autores fazem uso que o dual do espaço de HardyH1 é o espaço
BMO e do Teorema de Interpolação de Stein, veja em [23] e [75]. Vamos provar as estimativas para o mu-tliplicadormσ,r sem uso desses Teoremas, vamos usar apenas técnicas de decompoição diádica. Porém comessa técnica só conseguimos, em geral, a estimativa para os pontos do interior da parte pintada da figura 1.2.A estratégia é simples, vamos primeiro provar, usando o Lema de Littman 1.3.3 que temos a estimativa naantidiagonal. Para o caso σ = 1 veja, por exemplo, [9] e para σ > 1, com regularidade, veja [64]. Depois,vamos reproduzir o que foi feito em [73] para a Diagonal sem os pontos extremos. Finalmente, vamos fazeros demais casos. Depois disso, tudo ficará claro que o modo de fazer os demais casos é análogo ao que foifeito na diagonal por Sjöestrand [73]. Para mostrar que não vale a estimativa no complementar do fecho da
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região pintada na figura 1.2 a demonstração também será análoga a que foi feita em [73] para a diagonal,novamente faremos apenas uma adaptação.
1.3.1 Estimativa na Antidiagonal

Em [9] Brenner usa o Lema de Littman para provar estimativas na antidiagonal para o multiplicadorm1,1, em[64] Pecher faz o mesmo paramσ,σ, σ inteiro positivo, mas como ele precisava de estimativas não singula-res, pediu regularidade nos dado iniciais, ou melhor dizendo, provou que mσ,σ é um operador limitado de
W s,q(Rn) em Lp(Rn), ondeW s,q(Rn) é um espaço de Sobolev. Mostraremos que podemos obter com asmesmas técnicas de Brenner estimativas sem regularidade.
Lema 1.3.3. Littman Considere a integral oscilatória

F−1
η→x

(
e−iτp(η)v(η)

)
,

onde a amplitude v ∈ C∞0 (Rn) tem suporte no discoD[1
2 , 2] = {ξ ∈ Rn; 1

2 ≤ |ξ| ≤ 2} enquanto a funçãode fase p é C∞(R) no suporte de v. Além disso, suponha que o rank do HessianoHp(η) é maior ou igual a kno suporte de v. Então a seguinte estimativa vale:
‖F−1

η→x

(
e−iτp(η)v(η)

)
‖L∞ ≤ C(1 + τ)−

k
2

∑
|α|≤M

‖Dα
η v(η)‖L∞ ,

ondeM é um inteiro adequado.
Demonstração. Veja em [52].

Vamos usar o Lema quando p(η) e v são radiais, nesse caso a demonstração pode ser obtida de maneiraalternativa, usando propriedades da função de Bessel e o Lema de Van der Corput que vamos indicar adiante.
Lema 1.3.4. Suponha n ≥ 2 e v ∈ C∞0 (Rn) radial com suporte no discoD[1

2 , 2] = {ξ ∈ Rn; 1
2 ≤ |ξ| ≤ 2},então para σ > 0 real, temos

‖F−1
ξ→x

(
e−it|ξ|

σ
v(ξ)

)
‖L∞x ≤

{
C(1 + t)−(n−1

2 ), para σ = 1;

C(1 + t)−
n
2 , para σ 6= 1.

(1.9)
onde C > 0 é uma constante não nula.
Demonstração. Precisamos estimar a seguinte integral oscilatória∫

Rn
eixξ−it|ξ|

σ
v(ξ)dξ

considerando a fase ϕ(ξ) := ixξ − it|ξ|σ, temos iΦ(ξ, t, x) := ∇ϕ(ξ) = ix − itσ|ξ|σ−2ξ, logo no caso
|x − tσ|ξ|σ−2ξ| ≥ 1 vamos usar um método de integração por partes. Vamos considerar um operadordiferêncialD tal queDeixξ−it|ξ|σ = eixξ−it|ξ|

σ , considere
Df :=

1

|Φ(ξ, t, x)|2
n∑
j=1

Φj(ξ, t, x)
1

i
∂ξjf,

aqui Φj(ξ, t, x) é a j-ésima componente de Φ(ξ, t, x). Agora aplicando a integração por partesN ≥ 1 vezesconcluímos que
|
∫
|x−tσ|ξ|σ−2ξ|≥1

eixξ−it|ξ|
σ
v(ξ)dξ| ≤ CN (1 + t)−N (1.10)

onde a constante CN não depende de x ou t.
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Passamos agora a considerar o caso |x − tσ|ξ|σ−2ξ| < 1, como estamos restritos a 1

2 ≤ |ξ| ≤ 2 temosque existe uma constante c0 > 0 tal que para t grande temos:
c−1

0 t < |x| < c0t. (1.11)
Usando a igualdade (A.6) para eitrσv(r) no lugar de f temos

F−1
ξ→x

(
e−it|ξ|

σ
v(ξ)

)
= (2π)

n
2

∫ ∞
0

eitr
σ
v(r)rn−1 (r|x|)

2−n
2 Jn−2

2
(r|x|)dr. (1.12)

Supondo σ 6= 1 temos que a derivada segunda com relação a r de itrσ émaior ou igual do queCt no suporte
de ψ(r) := v(r)rn−1 (r|x|)

2−n
2 Jn−2

2
(r|x|), logo usando o Lema de Van der Corput A.1.3, temos:∣∣∣ ∫ ∞

0
eitr

σ
v(r)rn−1 (r|x|)

2−n
2 Jn−2

2
(r|x|)dr

∣∣∣ ≤ Ct− 1
2

(
‖ψ‖L∞ + ‖ψ′‖L1

)
. (1.13)

Agora usando a Proposição A.1.1 com k = 0 e k = 1 temos, usando (1.11), que

‖ψ‖L∞ ≤ C1|x|−(n−1
2 ) . t−(n−1

2 ), (1.14)
‖ψ′‖L1 ≤ C1|x|−(n−1

2 )−1 . t−(n−1
2 )−1.

Assim, como a integral que queremos estimar é limitada uniformemente em x, podemos deduzir que dasestimativa acima que ∣∣∣ ∫ ∞
0

eitr
σ
v(r)rn−1 (r|x|)

2−n
2 Jn−2

2
(r|x|)dr

∣∣∣ ≤ C(1 + t)−
n
2 (1.15)

onde a constante C é uniforme em x.No caso de σ = 1 não podemos usar Van der Corput, mas podemos fazer uma estimativa direta de(1.12) usando a desigualdade (1.14) e lembrando que o suporte de v é compacto. Portanto, essas estimativasjuntamente com (1.10), provam o Lema.

Caso σ 6= 1

Usando o Lema de Littman vamos mostrar que tomando p em um intervalo adequado temos mσ,r(ξ)
.
=

e±i|ξ|
σ χ(ξ)
|ξ|r ∈M

q
p . para p e q expoentes conjugados entre si. A proposição a seguir trata do caso σ 6= 1.

Proposição 1.3.5. Suponha σ 6= 1. Então, se 1 < p ≤ 2 e (1
p −

1
2)(n(2− σ)) ≤ r ou p = 1 e n(2− σ) < 2r,temos

mσ,r(ξ)
.
= e±i|ξ|

σ χ(ξ)

|ξ|r
∈Mp∗

p . (1.16)
onde p∗ é o expoente conjugado a p, ou seja, 1

p + 1
p∗ = 1.

Demonstração. Seja φ como na definição A.4.1 dos espaços de Besov, lembrando que φk(ξ) .
= φ(2−kξ) paratodo k inteiro. Vamos provar que

e±i|ξ|
σ χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
∈M∞1 com norma menor ou igual a C2k(n−r−σ %

2
),

onde C independe de k. Faça 2−kξ
.
= η, como χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r = φk(ξ)
|ξ|r para k > 1, temos pelo Lema de Littmanque:
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∥∥∥F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|

σ φk(ξ)

|ξ|r
)∥∥∥

L∞(Rn)
= 2k(n−r)

∥∥∥F−1
η→x

(
e±i2

kσ |η|σ φ(η)

|η|r
)∥∥∥

L∞(Rn)

≤ C2k(n−r)(1 + 2kσ)−
n
2 ,

para k > 1. Sabemos também que para k ≤ 0, χ(ξ)φk(ξ) = 0 e χ(ξ)φ1(ξ)
|ξ|r é integrável. Portanto podemos

concluir que para todo k inteiro e f ∈ L1(Rn):
∥∥∥F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|

σ χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C2k(n−r−σ n
2

)‖f‖L1(Rn). (1.17)
Além disso, usando Plancherel temos

∥∥∥F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|

σ χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
L2(Rn)

≤ C2−kr‖f‖L2(Rn).

Finalmente por Riesz-Thorin, Teorema A.3.1, segue que
∥∥∥F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|

σ χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤ C2
k

(
−r+( 1

p
− 1

2
)(n(2−σ))

)
‖f‖Lp(Rn), (1.18)

onde 1 ≤ p ≤ 2 e 1
p + 1

p∗ = 1. Agora note que por hipótese, 1 < p ≤ 2 e(
− r + (

1

p
− 1

2
)(n(2− σ))

)
≤ 0.

Logo temos pelo Lema A.4.1, que:
∥∥∥F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|

σ χ(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤ C‖f‖Lp(Rn).

Quando temos 1 ≤ p ≤ 2 e a hipótese (− r + (1
p −

1
2)(n(2− σ))

)
< 0, segue a série converge

∥∥∥F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|

σ χ(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤
∑
k∈Z

∥∥∥F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|

σ χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤ C‖f‖Lp(Rn),

concluíndo assim a demonstração.

Corolário 1.3.6. Se σ 6= 1, então para 1 < p ≤ 2 e (1
p −

1
2)(2n( 1

σ −
1
2)) ≤ 1 ou p = 1 e n( 1

σ −
1
2) < 1. temos:

mσ,σ(ξ)
.
= e±i|ξ|

σ χ(ξ)

|ξ|σ
∈Mp∗

p , (1.19)
para todo 1 ≤ p ≤ 2.
Demonstração. Aplique a Proposição 1.3.5 para o caso σ = r.
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Caso σ = 1

Na demonstração da Proposição 1.3.5 após aplicarmos Litmann com σ = 1 temos que o expoente em (1.17)fica k(n−r− n−1
2 ). Assim, tal como demonstrado em [9] para r = 1, podemos provar a sequinte Proposição.

Proposição 1.3.7. Suponha que 1 < p ≤ 2. Então para (1
p −

1
2)(n+ 1) ≤ r, temos

m1,r(ξ)
.
= e±i|ξ|

χ(ξ)

|ξ|r
∈Mp∗

p . (1.20)
onde p∗ é o expoente conjugado a p, ou seja, 1

p + 1
p∗ = 1.

A mesma conclusão é válida no caso p = 1, desde que n+1
2 < r.

Demonstração. Analogamente a demonstração da Proposição 1.3.5 após aplicar Littman temos para k > 1que:
∥∥∥F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|

χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C2k(n−r−n−1
2

)‖f‖L1(Rn). (1.21)
Por outro lado usando Plancherel temos

∥∥∥F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|

χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
L2(Rn)

≤ C2−kr‖f‖L2(Rn).

Assim por Riesz-Thorin A.3.1, segue que.
∥∥∥F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|

χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤ C2
k

(
−r+( 1

p
− 1

2
)(n+1))

)
‖f‖Lp(Rn).

onde 1 < p ≤ 2 e 1
p + 1

p∗ = 1. Agora note que pela hipótese, (− r+ (1
p −

1
2)(n+ 1)

)
≤ 0 e logo pelo Lema

A.4.1, temos
∥∥∥F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|

χ(ξ)φk(ξ)

|ξ|r
F(f)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤ C‖f‖Lp(Rn),

ondeC indenpende de k. Como, por hipótese, 2 ≥ p > 1 podemos aplicar o Lema A.4.1 e concluir a primeiraparte da Proposição. No caso de p = 1 e n+1
2 < r temos na desigualdade (1.21) que o expoente é negativo ea partir de agora é só seguir o que foi feito na Proposição 1.3.5, ou seja, usar que a respectiva série converge.

Observação 1.3.8. Note que quando r
n+1 + 1

2 < 1 o extremo inferior da anti-diagonal onde vale a estimativa
é 1
p = r

n+1 + 1
2 que é fechado para a estimativa (vale a estimativa no ponto). Quando r

n+1 + 1
2 > 1 temos

que o extremo inferior será quando p = 1, também fechado. Essa técnica não diz sobre o caso r = n+1
2 se orespectivo ponto extremo p = 1 será fechado ou não. Embora sabemos, por Miyachi, que é aberto.

Corolário 1.3.9. Se (1
p −

1
2) ≤ 1

n+1 , temos para n > 1 que
m1,1(ξ)

.
= e±i|ξ|

χ(ξ)

|ξ|
∈Mp∗

p . (1.22)
onde p∗ é o expoente conjugado a p, ou seja, 1

p + 1
p∗ = 1.

Demonstração. Aplique a Proposição 1.3.7.
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1.3.2 Estimativa na Diagonal

Os resultados que serão apresentados nessa subseção para σ < 1 foram primeiramente provados por Hir-chmann [33] e Wainger [88], respectivamente em 1959 e 1965. Para σ > 1 foi provado primeiramente porSjöstrand em 1970 [73] e por Ishii [39], em 1974. Seguiremos os cálculos feitos por Sjöstrand, que os provoupara todo σ > 0.
Caso σ 6= 1.

Proposição 1.3.10. Se 1 ≤ q < s, s ≥ 2 e se paraN inteiro comN > n s−qqs tivermos f, |D|Nf ∈ Ls∗ , então
‖f‖Mq

1
≤ C‖f‖

1− n
N

( 1
q
− 1
s

)

s∗ ‖|D|Nf‖
n
N

( 1
q
− 1
s

)

s∗ .

Demonstração. Denote a .
= F−1(f), e r > 0 a ser determinado a seguir. Logo temos pela desigualdade deHölder para s

q ≥ 1 e por Hausdorff-Young para s ≥ 2 que
‖a‖qLq =

∫
|x|≤r

|a|q(x)dx+

∫
|x|≥r

|x|−Nq|x|Nq|a|q(x)dx

≤‖a‖qsrn(1− q
s

) + ‖|x|Na(x)‖qs
(∫
|x|≥r

|x|−N
sq
s−q dx

)1− q
s

.‖f‖qs∗r
n(1− q

s
) + ‖|D|Nf(x)‖qs∗r

−Nq+n(1− q
s

),

onde na última desigualdade estamos usando que n s−qsq −N < 0 e que f, |D|Nf ∈ Ls∗ . Logo
‖a‖q ≤ C‖f‖2rn( 1

q
− 1
s

)
+ ‖|D|Nf(x)‖2r−N+n( 1

q
− 1
s

)
,

onde C é uma constante que só depende da dimensão. Assim escolha r = ‖f‖−
1
N

2 ‖|D|Nf‖
1
N
2 e obtenha oresultado.

Corolário 1.3.11. Para 1 ≤ p ≤ 2,N > n
2 e θ = 2(1− 1

p) temos
‖f‖Mp ≤ ‖f‖

(1− n
2N

)(1−θ)
2 ‖|D|Nf‖

n
2N

(1−θ)
2 ‖f‖θ∞.

Demonstração. Aplicando o Lema A.3.2 com p = 1, p0 = 1 e q0 = 2 juntamente com a Proposição 1.3.10para q = 1 e s = 2, e lembrando que ‖f‖M2 = ‖f‖∞.
Proposição 1.3.12. Se n∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣ < r
σ , entãomσ,r ∈Mp.

Demonstração. Ocaso p = 2 é imediato. SejaadadoporF(a) = f edefinaak, porF(ak)(ξ)
.
= φk(ξ)F(a)(ξ).Pelo Lema A.4.6, como σ > 0, paraM inteiro positivo podemos provar que

|DMF(a)(ξ)| ≤ CM |ξ|−r+M(σ−1),

e portanto
‖DMF(ak)‖2 ≤ C

′
M2k(−r+M(σ−1)+n

2
). (1.23)

Pelo Corolário 1.3.11, com θ = 2(1− 1
p), temos que

‖F(ak)‖Mp ≤ C2kσ(n
2
− r
σ

)(1−θ)2−krθ = C2
kσ(n( 1

p
− 1

2
)− r

σ
)
. (1.24)
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Como o suporte deχ está em um complementar de uma vizinhança da origem temos que existe um k0 inteirotal que f =

∑∞
k=k0

F(ak), logo pela hipótese a série a seguir converge,
‖f‖Mp ≤ C

∞∑
k=k0

2
kσ(n( 1

p
− 1

2
)− r

σ
) ≤ C0.

Note que para provar a Proposição 1.3.12 só pedimos que σ > 0, vamos ver que no caso σ = 1 a estimativavale em um intervalo maior, mas para os demais casos esse é o maior intervalo aberto na diagonal ondetemos a limitação do multiplicador. Segue imediatamente para o caso r = σ o Corolário a seguir.
Corolário 1.3.13. Se ∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣ < 1
n , então f = e±i|ξ|

σ

|ξ|σ χ(ξ) ∈Mp.
Demonstração. Aplique a Proposição 1.3.12 para r = σ.
Caso σ = 1

A demonstração da Proposição a seguir pode ser encontrada no paper de 1970, [73]. A estimativa nos end-points foi demonstrada, nesse caso, primeiramente por Peral em 1980 no paper [65].
Proposição 1.3.14. Se ∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣ < r
n−1 , então f(ξ)

.
= e±i|ξ| χ(ξ)

|ξ|r ∈Mp.
Demonstração. Veja em [73].
1.3.3 Estimativa dentro do Triângulo.

Considerando o Triângulo M com vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1), vamos provar as estimativas com (1
p ,

1
q ) emuma região de M, para isso vamos usar técnicas de decomposição diádica.

Caso σ 6= 1.

Na Proposição 1.3.12, Sjöstrand, em frequências intermediárias, interpola os pontos p = q = 1 com p = q = 2e assimobtémuma condição para que a Série Diádica convirja. Nossa estratégia para obter nos demais pontosdentro do triângulo foi simplesmente escolher para interpolar os pontos p = q = 1 com 1 < p ≤ 2 e q = p
′ ,dual de p. A estratégia pode, então ser ilustrada pela seta vermelha na figura 1.3.

1

1
q̃

q

1
p

1
2
+ 1
n

1
p

1
p∗

1

1

Figura 1.3: Estimativa no Triângulo.
Proposição 1.3.15. Se 1

p + 1
q ≥ 1 e 1

p + σ−1
q < r

n + σ
2 , então f(ξ)

.
= e±i|ξ|

σ χ(ξ)
|ξ|r ∈ M

q
p . A mesma conclusão

vale se 1
p + 1

q ≤ 1 e 1−σ
p −

1
q <

r
n −

σ
2 .
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Demonstração. Vamos provar o caso acima da antidiagonal 1

p + 1
q ≥ 1, o outro caso segue por argumento de

dualidade. Considere a distribuição a .
= F−1(f), e sejaφ uma função como na definição de espaços de Besovdada no Apêndice, com suporte em {x : 1

2 ≤ |x| ≤ 2}, e para k inteiro, φk(ξ) .
= φ(2−k|ξ|). Analogamentedefina ak, por F(ak)(ξ)

.
= φk(ξ)F(a)(ξ). Temos por (1.24) para p = 1 que

‖F(ak)‖M1 ≤ C2kσ(n
2
− r
σ

).

Por (1.18) temos também que

‖F(ak)‖
M
p∗0
p0

≤ C2
k

(
−r+( 1

p0
− 1

2
)(n(2−σ))

)

Portanto pelo Lema A.3.2 temos que para 1
p = 1−θ

p0
+ θ e 1

q = 1−θ
p∗0

+ θ, com 0 ≤ θ ≤ 1, vale

‖F(ak)‖Mq
p
≤ C2

k

(
−r+( 1

p0
− 1

2
)(n(2−σ))

)
(1−θ)

2kσ(n
2
− r
σ

)θ = C2
kn

(
1
p

+σ−1
q
−
(
σ
2

+ r
n

))
.

Como para algum k0 fixo, temos a estimativa pela seguinte Série Diádica

‖F(a)‖Mq
p
≤ C

∑
k≥k0

‖F(ak)‖Mq
p
,

pela hipótese temos que a Série converge, o que prova a Proposição.

Observação 1.3.16. Para o caso σ = 1 basta interpolar os pontos da diagonal ∣∣∣12 − 1
p

∣∣∣ < r
n−1 e antidiagonal

(1
p−

1
2)(n+1) ≤ r, obtendo assimum triângulo, cuja parte acima da antidiagonal é dada por np− 1

q < r+n−1
2 .

1.4 Optimalidade da região

Vamos provar que a figura onde obtemos a estimativa é a maior possível a menos, possívelmente de seubordo. As técnicas usadas foram adaptadas de Sjöstrand [73].
Caso σ > 1

Considere f(ξ)
.
= mσ,r.

Lema 1.4.1. Se σ > 1 e n+ σ
σ−1( rσ −

n
2 ) > 0, então

F−1(f)(x) = C1|x|−(n+ σ
σ−1

( r
σ
−n

2
))eiC2|x|

σ
σ−1

[1 +O(|x|−
σ

2(σ−1) )],

quando |x| → ∞, e C1, C2 são constantes não nulas.
Demonstração. Veja em [73].
Lema 1.4.2. Para 1 ≤ p ≤ ∞, e 1

p + 1
p∗ = 1, se α > n

p∗ , então fα ∈ Lp, onde
F(fα) = χ(ξ)|ξ|−α.

Demonstração. Veja em [73].
Proposição 1.4.3. Se σ > 1, 1

p + 1
q ≥ 1 e f ∈M q

p , então 1
p + σ−1

q ≤ σ
(

1
2 + r

σn

).
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Demonstração. Suponha, por absurdo, que 1

p + σ−1
q − σ

(
1
2 + r

σn

)
> 0, assim é possível escolher λ > 0 tal

que 0 < σλ− n
p∗ = n(1

p + σ−1
q − σ

(
1
2 + r

σn

)
), para esse λ temos q(n+ σ

σ−1( rσ + λ− n
2 )) = n. Agora, pelo

Lema 1.4.2, temos que fσλ ∈ Lp, mas f(D)fσλ não está em Lq, onde F(f(D)fσλ)(ξ) = f(ξ)F(fσλ)(ξ) =
χ(ξ)|ξ|−σ( r

σ
+λ)ei|ξ|

σ , pois como n+ σ
σ−1( rσ +λ− n

2 ) > 0, pelo Lema 1.4.1, com r+σλ no lugar de r, temos:
f(D)fσλ(x) = C1|x|−(n+ σ

σ−1
( r
σ

+λ−n
2

))eiC2|x|
σ
σ−1

[1 +O(|x|−
σ

2(σ−1) )]

quando |x| → ∞, logo para x suficientemente grande temos
|x|−(n+ σ

σ−1
( r
σ

+λ−n
2

)) . |f(D)fσλ(x)|

e o lado esquerdo não está em Lq pela escolha de λ. O que produz um absurdo pois f ∈M q
p .

Observação 1.4.4. Note que quando r < σn
2 a intersseção da reta 1

p + σ−1
q = σ

(
1
2 + r

σn

) com p = 1 é um
ponto menor do que 1, enquanto que com relação a diagonal a intersseção ocorre no ponto 1

p = 1
2 + r

σn < 1.No caso r ≥ σn
2 a proposição isolada não fornece nenhuma informação. Ou seja, só podemos concluir que

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, e já sabemos da teoria de multiplicadores que isso vale em geral.
Caso σ < 1

Lema 1.4.5. Se σ > 1 e n+ σ
σ−1( rσ −

n
2 ) > 0, então

F−1(f)(x) = C1|x|−(n+ σ
σ−1

( r
σ
−n

2
))eiC2|x|

σ
σ−1

[1 +O(|x|−
σ

2(σ−1) )] + bσ(|x|),

quando |x| → 0, C1, C2 são constantes não nulas e bσ é uma função contínua.
Demonstração. Veja em [73].
Proposição 1.4.6. Se σ < 1, 1

p + 1
q ≥ 1 e f ∈M q

p , então 1
p + σ−1

q ≤ σ
(

1
2 + r

σn

).
Demonstração. A demonstração é similar a da Proposição 1.4.3. Suponha, por absurdo, que 1

p+ σ−1
q −σ

(
1
2 +

r
σn

)
> 0, assim é possível escolher λ > 0 tal que 0 < σλ − n

p∗ = n(1
p + σ−1

q − σ
(

1
2 + r

σn

)
), para esse λ

temos q(n+ σ
σ−1( rσ +λ− n

2 )) = n. Agora, pelo Lema 1.4.2, temos que fσλ ∈ Lp, mas f(D)fσλ não está em
Lq, onde F(f(D)fσλ)(ξ) = f(ξ)F(fσλ)(ξ) = χ(ξ)|ξ|−σ( r

σ
+λ)ei|ξ|

σ , pois como n + σ
σ−1( rσ + λ − n

2 ) > 0,pelo Lema 1.4.5, com r + σλ no lugar de r, temos:
f(D)fσλ(x) = C1|x|−(n+ σ

σ−1
( r
σ

+λ−n
2

))eiC2|x|
σ
σ−1

[1 +O(|x|−
σ

2(σ−1) )] + bσ(|ξ|)

quando |x| → 0, logo para x suficientemente pequeno temos
|bσ(|x|)|+ |x|−

n
q . |f(D)fσλ(x)|

e o lado esquerdo não está em Lq, pois se tivesse como bσ é contínua teríamos que |x|−nq está em Lq, o quedaria um absurdo, logo f não pertence aM q
p .

Caso σ = 1

Lema 1.4.7. Para σ = 1 temos que F−1(f) ∈ L∞loc(Rn \ Sn−1) e
F−1(f)(x) = b(x) + C(sgn(1− |x|))|1− |x||r−

n+1
2 (1 + o(1)),
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quando |x| → 1. Onde b ∈ L∞, se r − n−1

2 < 1 e r − n−1
2 é não inteiro. Além disso:

a(x)
.
= F−1(f)(x) = O(|x|−N ),

quando |x| → ∞, para qualquerN .
Demonstração. Veja em [73].
Proposição 1.4.8. Se f ∈M q

p , np − 1
q −

n−1
2 ≤ r.

Demonstração. Pelo Lema 1.4.7 temos que a ∈ Lq implica que q(r − n+1
2 ) > −1, ou seja, r > n+1

2 −
1
p .Vamos supor que f ∈ M q

p , mas n
p −

1
q −

n−1
2 > r, então r = n

p −
1
q −

n−1
2 − ε, com ε > 0. Considere

λ = n
p∗ + ε, segue pelo Lema 1.4.2 que fλ ∈ Lp, logo segue de nossa hipótese que f(D)fλ ∈ Lq, assim

aplicando a conclusão do começo da demonstração para r + λ no lugar de r temos que r + λ > n+1
2 −

1
q .Por outro lado r+ λ = n

p −
1
q −

n−1
2 − ε+ n

p∗ + ε = n+1
2 −

1
q , um absurdo que conclui a demontração.

1.5 Aplicação para Equações de Evolução Lineares

Nessa seção usaremos a seguinte notação para representar a solução

u(t, x) = K1(t, ·) ∗ ψ(x) +K2(t, ·) ∗ φ(x),

em que

K1(t, x) :=F−1
ξ→x

(sin(t|ξ|σ)

|ξ|σ
)

K2(t, x) :=F−1
ξ→x

(
cos(t|ξ|σ)

)
.

Estimativa singular na linha dual

Teorema 1.5.1. Suponha σ ≥ 2 e 1 < p ≤ 2 ou p = 1 desde que σ > 2. Se u(t, x) é solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn,

então

‖u(t, ·)‖Lp∗ ≤ ct
2n
σ

( 1
2
− 1
p

)
(
‖φ‖Lp + t‖ψ‖Lp

)
.

onde c é uma constante independente dos dados iniciais e 1
p∗ + 1

p = 1.
Demonstração. Em decorrência das Proposições 1.3.5 e 1.2.1 e da desigualdade (1.3) temos que:∥∥∥F−1

ξ→x

((
ei|ξ|

σt + e−i|ξ|
σt
)1

2
F (φ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗ (Rn)

≤ Ct
2n
σ

( 1
2
− 1
p

)‖φ‖Lp .

Pelas proposições 1.3.5, 1.2.2 e 1.2.6 juntamente com a observação 1.1.1 temos:
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∥∥∥F−1
ξ→x

((
ei|ξ|

σt − e−i|ξ|σt
) 1

2i|ξ|σ
F(ψ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

≤ct
∥∥∥F−1

ξ→x

(
sin(t|ξ|σ)

1− χ(t|ξ|σ)

t|ξ|σ
F(ψ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

+ ct
1+ 2n

σ
( 1

2
− 1
p

)‖ψ‖Lp

≤ct1+ 2n
σ

( 1
2
− 1
p

)‖ψ‖Lp .

Teorema 1.5.2. Suponha σ 6= 1 e 1 < p ≤ 2 e (1
p −

1
2

)
2n
(

1
σ −

1
2

)
≤ 1 ou p = 1 e n( 1

σ −
1
2

)
< 1. Se u(t, x)

é solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), , t ≥ 0, x ∈ Rn,

então

‖u(t, ·)‖Lp∗ ≤ ct
2n
σ

( 1
2
− 1
p

)
(
‖φ‖Lp + t‖|D|σφ‖Lp + t‖ψ‖Lp

)
.

onde c é uma constante independente dos dados iniciais.
Demonstração. Em decorrência das Proposições 1.3.5 e 1.2.1 e da desigualdade (1.3) temos que:∥∥∥F−1

ξ→x

((
ei|ξ|

σt − e−i|ξ|σt
)1

2
F(φ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

≤ct
∥∥∥F−1

ξ→x

(
cos(t|ξ|σ)

(
1− χ(t|ξ|σ)

)
F(φ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

+
∥∥∥F−1

ξ→x

((ei|ξ|σt − e−i|ξ|σt
2|ξ|σ

)
|ξ|σF(φ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

≤ct
2n
σ

( 1
2
− 1
p

)‖φ‖Lp + ct
1+ 2n

σ
( 1

2
− 1
p

)‖|D|σφ‖Lp .

Pelas proposições 1.3.5, 1.2.2 e 1.2.6 juntamente com a observação 1.1.1 temos:
∥∥∥F−1

ξ→x

((
ei|ξ|

σt − e−i|ξ|σt
) 1

2i|ξ|σ
F(ψ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

≤ct
∥∥∥F−1

ξ→x

(
sin(t|ξ|σ)

1− χ(t|ξ|σ)

t|ξ|σ
F(ψ)(ξ)

)∥∥∥
Lp∗

+ ct
1+ 2n

σ
( 1

2
− 1
p

)‖ψ‖Lp

≤ct1+ 2n
σ

( 1
2
− 1
p

)‖ψ‖Lp .

A proposição 1.3.5 impõe uma outra restrição em p, mas a demonstração do resultado a seguir é análogaa dada no Teorema 1.5.2.
Teorema 1.5.3. Suponha que 1 < p ≤ 2 e (1

p −
1
2) ≤ 1

n+1 e seja u(t, x) solução de
utt −∆u = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Então
‖u(t, ·)‖Lp∗ ≤ ct

2n( 1
2
− 1
p

)
(
‖φ‖Lp + t‖|D|φ‖Lp + t‖ψ‖Lp

)
,

onde c é uma constante independente dos dados iniciais.
Demonstração. Análoga a dada no Teorema 1.5.2.
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Estimativa não-singular na linha dual

Agora vamos obter estimativa não singular para a energia com regularidade nos dados iniciais, note quemesmo no caso σ = 1 não temos restrição em 1 < p ≤ 2.
Teorema 1.5.4. Suponha que 1 < p ≤ 2 e 1

p + 1
q = 1 e seja u(t, x) solução de

utt −∆u = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn,

então
‖(ut(t, ·),∇u(t, ·))‖Lq ≤ c(1 + t)

−n−1
2

( 1
p
− 1
q

)
(
‖φ‖Lp,r+1 + ‖ψ‖Lp,r

)
,

onde c é uma constante independente dos dados iniciais e r = n
(

1
p −

1
q

).
Demonstração. Veja em [22].
Teorema 1.5.5. Suponha que 1 < p ≤ 2 e 1

p + 1
q = 1 e seja u(t, x) solução de

utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn,

com σ 6= 1, então
‖(ut(t, ·), (−∆)σ/2u(t, ·))‖Lq ≤ c(1 + t)

−g(σ)( 1
p
− 1
q

)
(
‖φ‖Lp,σ+r + ‖ψ‖Lp,r

)
.

onde c é uma constante independente dos dados iniciais, r = n
(

1
p −

1
q

) e:
g(σ) =

{
n
σ , σ ≥ 2,
n
2 , 0 < σ < 2 e σ 6= 1.

(1.25)
Demonstração. Primeiramente note que em baixa frequência pela Proposição 1.2.1 temos∥∥∥F−1

(cos(t|ξ|σ)

|ξ|r
(
1− χ(t|ξ|σ)

)
|ξ|σ+rφ̂(ξ)

)∥∥∥
Lq
≤ Ct

r
σ
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖|D|σ+rφ‖Lp ,

com r ≤ n
(

1
p −

1
q

). Enquanto que para frequências altas, pela Proposição 1.3.5, temos
∥∥∥F−1

(eit|ξ|σ
|ξ|r

χ(t|ξ|σ)|ξ|r+σφ̂(ξ)
)∥∥∥

Lq
≤ Ct

r
σ
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖|D|r+σφ‖Lp ,

para n(1
p −

1
q

)(
1− σ

2

)
≤ r. Portanto tomando r = n

(
1
p −

1
q

), temos
∥∥∥F−1

(
cos(t|ξ|σ)|ξ|σφ̂(ξ)

)∥∥∥
Lq
≤ C‖|D|

σ+n

(
1
p
− 1
q

)
φ‖Lp .

Agora tome r1 = max{0, n
(

1
p −

1
q

)(
1− σ

2

)
}, logo

∥∥∥F−1
(

cos(t|ξ|σ)|ξ|σφ̂(ξ)
)∥∥∥

Lq
≤ Ct

−g(σ)

(
1
p
− 1
q

)
‖|D|r1+σφ‖Lp ,

onde g(σ) = n
σ quando σ ≥ 2 e g(σ) = n

2 quando σ < 2 e σ 6= 1. Como r ≥ r1, temos
∥∥∥F−1

(
cos(t|ξ|σ)|ξ|σφ̂(ξ)

)∥∥∥
Lq
≤ C(1 + t)

−g(σ)

(
1
p
− 1
q

)
‖〈D〉

σ+n

(
1
p
− 1
q

)
φ‖Lp ,
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onde 〈ξ〉 =

(
1 + |ξ|2

) 1
2 . Analogamente temos

∥∥∥F−1
(

sin(t|ξ|σ)ψ̂(ξ)
)∥∥∥

Lq
≤ C(1 + t)

−g(σ)

(
1
p
− 1
q

)
‖〈D〉

n

(
1
p
− 1
q

)
ψ‖Lp ,

Teorema 1.5.6. Suponha que 1 < p ≤ 2 e 1
p + 1

q = 1 e seja u(t, x) solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn,

com σ > 0, então
‖u(t, ·))‖Lq ≤ c(1 + t)

−g(σ)( 1
p
− 1
q

)
(
‖φ‖Lp,r + ‖ψ‖Lp,r−σ

)
.

onde c é uma constante independente dos dados iniciais, r = n
(

1
p −

1
q

)
≥ σ

g(σ) =


n
σ , σ ≥ 2,
n
2 , 0 < σ < 2 e σ 6= 1,
n−1

2 , σ = 1.

(1.26)

Demonstração. O caso σ = 1 encontra-se em [22], a demonstração dos demais casos é análoga ao Teoremaanterior.
Estimativa singular com o primeiro dado nulo

Teorema 1.5.7. Suponha σ 6= 1 e seja u(t, x) solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) ≡ 0, ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Então para todo 1 < p ≤ q <∞ com 1
p+ 1

q ≥ 1 e 1
p+ σ−1

q ≤ σ
(

1
2 + 1

n

) ou 1
p+ 1

q ≤ 1 e σ−1
p −

1
q ≤ σ

(
1
n−

1
2

),
temos

‖u(t, ·)‖Lq ≤ Cp,qt1+n
σ

( 1
q
− 1
p

)‖ψ‖Lp . (1.27)
onde Cp,q é uma constante independente dos dados iniciais.
Demonstração. Basta notar que podemos decompor omultiplicador de u(t, x) em frequências altas e baixascomo a seguir.
u(t, ·) = F−1

ξ→x

((
ei|ξ|

σt − e−i|ξ|σt
) 1

2i|ξ|σ
χ(t|ξ|σ)F(ψ)(ξ)

)
+ F−1

ξ→x

(sin(t|ξ|σ)

|ξ|σ
(
1− χ(t|ξ|σ)

)
F(ψ)

)
e agora para o primeiro multiplicador combine a Proposição 1.3.15 com a Observação 1.1.1, e analogamentepara o segundo combine a Proposição 1.2.2 com amesma observação e conclua o Teorema na interseção dosseus domínios de validade para p e q.

Estimativa com regularidade no primeiro dado

Teorema 1.5.8. Suponha σ 6= 1 e seja u(t, x) solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.
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Então para todo 1 < p ≤ q <∞ com 1

p+ 1
q ≥ 1 e 1

p+ σ−1
q ≤ σ

(
1
2 + 1

n

) ou 1
p+ 1

q ≤ 1 e σ−1
p −

1
q ≤ σ

(
1
n−

1
2

),
temos

‖u(t, ·)‖Lq ≤ ct
n
σ

( 1
q
− 1
p

)
(
‖φ‖Lp + t‖|D|σφ‖Lp + t‖ψ‖Lp

)
. (1.28)

onde c é uma constante independente dos dados iniciais.
Demonstração. Primeiramente observe que:

F−1
ξ→x

(
cos(t|ξ|σ)F(φ)(ξ)

)
=F−1

ξ→x

((
1− χ(t|ξ|σ)

)
cos(t|ξ|σ)F(φ)(ξ)

)
+ F−1

ξ→x

(
χ(t|ξ|σ)

ei|ξ|
σt + e−i|ξ|

σt

2|ξ|σ
|ξ|σF(φ)(ξ)

)
=F−1

ξ→x

((
1− χ(t|ξ|σ)

)
cos(t|ξ|σ)F(φ)(ξ)

)
+ F−1

ξ→x

(
χ(t|ξ|σ)

ei|ξ|
σt + e−i|ξ|

σt

2|ξ|σ
F(|D|σφ)(ξ)

)
.

A partir de agora a demonstração é análoga a do Teorema 1.5.7.
O Teorema a seguir será usado no próximo capítulo.

Teorema 1.5.9. Suponha σ > 1 e seja u(t, x) solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Se ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ H1(Rn), então para 1
2 ≥

1
q ≥

1
2 −

1
n , temos que

u(t, x) ∈ C
(
R, Lq(Rn)

)
.

Demonstração. Pelo Teorema da convergência dominada, temos:
‖
(
K1(t+ ∆t, ·)−K1(t, ·)

)
∗x ψ(·)‖2Lqx

≤ C‖
(

sin((t+ ∆t)|ξ|σ)

|ξ|σ
− sin(t|ξ|σ)

|ξ|σ

)
ψ̂(ξ)(1 + |ξ|2)

1
2 ‖2L2

≤ C∆t

∫
|ξ|≤1

|ψ̂(ξ)|2dξ + C

∫
|ξ|>1

(
sin((t+ ∆t)|ξ|σ)− sin(t|ξ|σ)

)2
|ψ̂(ξ)|2dξ → 0,

quando ∆t→ 0.Agora, como 1
2 ≥

1
q ≥

1
2 −

1
n , temos o mergulho de Sobolev A.2.2H1(Rn) ↪→ Lq. Logo, como φ ∈ H1(Rn),temos que
‖
(
K2(t+ ∆t, ·)−K2(t, ·)

)
∗x φ(·)‖Lqx

≤ C‖
(

cos((t+ ∆t)|ξ|σ)− cos(t|ξ|σ)
)
φ̂(ξ)(1 + |ξ|2)

1
2 ‖L2 → 0,

quando ∆t→ 0.

Se nos restringirmos a L2(Rn) temos:
Teorema 1.5.10. Suponha σ > 1 e seja u(t, x) solução de

utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Se ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ Ḣσ(Rn), então temos que
u(t, x) ∈ C

(
R, Ḣσ(Rn)

)
∩ C1

(
R, L2(Rn)

)
.
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Demonstração. Como φ ∈ Ḣσ(Rn), temos que

‖
(
∂tK2(t+ ∆t, ·)− ∂tK2(t, ·)

)
∗x φ(·)‖L2

x

≤ C‖
(

sin((t+ ∆t)|ξ|σ)− sin(t|ξ|σ)
)
φ̂(ξ)|ξ|σ‖L2 → 0,

quando ∆t→ 0. Analogamente, temos

‖
(
∂tK1(t+ ∆t, ·)− ∂tK1(t, ·)

)
∗x ψ(·)‖2L2

x

≤ C‖ (sin((t+ ∆t)|ξ|σ)− sin(t|ξ|σ)) ψ̂(ξ)‖2L2

≤ C
∫
Rn

(
sin((t+ ∆t)|ξ|σ)− sin(t|ξ|σ)

)2
|ψ̂(ξ)|2dξ → 0,

quando ∆t → 0. O que prova que u(t, x) ∈ C1
(
R, L2(Rn)

), a prova que também temos u(t, x) ∈
C
(
R, Ḣσ(Rn)

) é análoga.
Teorema 1.5.11. Suponha σ > 1 e seja u(t, x) solução de

utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Se ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ Hσ(Rn), então temos que
u(t, x) ∈ C

(
R, Lq(Rn)

)
,

com 2 ≤ q <∞, se n ≤ 2σ ou 2 ≤ q < 2n
n−2σ , se n > 2σ.

Demonstração. Se q > 2 e 1
q + 1

p = 1, temos por Hausdorff-Young e por Hölder
‖
(
K2(t+ ∆t, ·) ∗ ψ(·)−K2(t, ·)

)
∗ ψ(·)‖Lq(Rn) ≤ ‖

(
K̂2(t+ ∆t, ·)− K̂2(t, ·)

)
ψ̂(·)‖Lp(Rn)

≤ ‖
(
K̂2(t+ ∆t, ·)− K̂2(t, ·)

)
‖Lr(Rn)‖ψ̂‖L2(Rn)

. ‖
(
K̂2(t+ ∆t, ·)− K̂2(t, ·)

)
‖Lr(Rn)‖ψ‖L2(Rn),

onde r = 2p
[2−p]+ = 2q

[q−2]+
. Agora, como 2 ≤ q < ∞, se n ≤ 2σ ou 2 ≤ q < 2n

n−2σ , se n > 2σ, temos, peloTeorema da convergência dominada de Lebesgue, que:
‖
(
K̂2(t+ ∆t, ·)− K̂2(t, ·)

)
‖Lr(Rn) → 0

quando ∆t→ 0.Demaneira análoga demonstra-se que ‖(K1(t+∆t, ·)∗ψ(·)−K1(t, ·)
)
∗ψ(·)‖Lq(Rn) → 0 quando∆t→ 0,desde que supomos φ ∈ Hσ(Rn).

Corolário 1.5.12. Suponha σ > 1 e seja u(t, x) solução de
utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), t ≥ 0, x ∈ Rn.

Se ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ Hσ(Rn), então temos que
u(t, x) ∈ C

(
R, Lq(Rn)

)
,

com 2n
n−2 < q < ∞, se n ≤ 2σ ou 2n

n−2 < q < 2n
n−2σ , se n > 2σ. Além disso, a mesma conclusão vale para

2 ≤ q ≤ 2n
n−2 , se tomarmos ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ H1(Rn).

Demonstração. Segue dos Teoremas 1.5.9 e 1.5.11.



Capı́tulo 2
Existência e Unicidade para uma equação de

Evolução Semilinear

2.1 Problema de Cauchy Semilinear

Vamos considerar o problema de Cauchy semilinear{
utt + (−∆)σu = |u|p , t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) ≡ 0, ut(0, x) = ψ(x),
(2.1)

com p > 1 e σ > 1.Para saber mais sobre problemas semilineares veja [11] e [22].
Observação 2.1.1. Para o problema de Cauchy (2.1) vamos provar existência global e local, em todos os casosestaremos considerando que os dados iniciais estão sendo considerados no sentido das distribuções, ou seja,a solução que procuramos deve satisfazer u(t, x) → u(0, x) quando t → 0 fracamente. Isso será imediatoda representação de Duhamel e dessa que isso vale para o caso linear. No caso 2 < q ≤ 2n

n−2 , temos tambémno sentido forte em Lq, isto é, u(t, x)→ u(0, x) em Lq quando t→ 0, isso segue também da representaçãovia Duhamel e do Teorema 1.5.9.
Vamos definir os núcleosK1(t, x),K2(t, x) relativos a parte linear por:

K2(t, x) :=F−1
ξ→x

(
cos(t|ξ|σ)

)
,

K1(t, x) :=F−1
ξ→x

(sin(t|ξ|σ)

|ξ|σ
)
.

No que segue iremos fixar q̃(r) dado por
1

q̃(r)

.
=

1

σ − 1

(
σ

(
1

n
+

1

2

)
− 1

r

)
(2.2)

Quando r = 1, faremos q̃ := q̃(1). Vamos dividir as demonstrações de Existência e Unicidade em dois casos,quando n ≤ 2σ e quando n > 2σ que corresponderão, respectivamente, aos casos q̃ ≤ 2 e q̃ > 2.No caso σ = 1 não podemos ter existência global para dados grandes em qualquer espaço Lq(Rn), veja[30], e esperamos essa mesma situação para σ > 1 qualquer. A partir disso vamos mostrar que a norma
‖ψ‖

L
n(p−1)
σ(p+1)

ser pequena é uma condição necessária para se ter existência global para a equação (2.1).
Se u é uma solução para (2.1), então

λhu(λt, λ
1
σ x) , com h

.
=

2

p− 1
,

30
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também é solução da (2.1) para qualquer λ > 0, com dado inicial λh+1g(λ

1
σ x). Observe que

λh+1‖ψ(λ
1
σ ·)‖Lq = λ

h+1− n
σq ‖ψ‖Lq (2.3)

Tomando h+1 = n
σq , encontramos qc .= n(p−1)

σ(p+1) . Suponha que para algum q 6= qc temos que para dados com
norma Lq pequena exista solução global, então a igualdade (2.3) mostra que é possível encontrar soluçãoglobal para todo dado inicial em Lq, ora, mas já sabemos que isso não é possível. Assim a única chance de seprovar existência global é para dados pequenos em Lqc . Isso fornece para quais valores de p é possível obterexistência global, basta notarmos que qc ≥ 1 é equivalente a p ≥ pc(n), onde definimos:

pc(n)
.
= 1 +

2σ

[n− σ]+
. (2.4)

Dizemos que pc(n) é o expoente crítico. Espera-se que quando p > pc(n) tenhamos solução global no tempo,enquanto para 1 < p ≤ pc(n) tenhamos blow-up.
2.1.1 Caso 2σ ≥ n

Existência e Unicidade Local

Consideremos para q ≥ ϑ ≥ q̃
Xϑ,q(T ) = {u ∈ L∞([0, T ], Lϑ(Rn)) ∩ Lq(Rn)) : ‖u‖X(T ) <∞},

quando claro, simplificamosXϑ,q(T ) := X(T ), e usaremos a norma
‖u‖X(T ) = ess sup

T≥t≥0

(
‖u(t, ·)‖Lq + ‖u(t, ·)‖Lϑ

)
.

Agora para u ∈ X(T ), defina
Pu(t, x)

.
= ulin(t, x) +Nu(t, x), (2.5)

onde
Nu(t, x) =

∫ t

0
K1(t− s, ·) ∗(x) |u(s, ·)|pds.

onde ulin(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x) com u1(t, x)
.
= K1(t, ·) ∗(x) ψ(·) e u2(t, x)

.
= K2(t, ·) ∗(x) φ(·).

Lema 2.1.2. O espaçoX(T ) é Banach.
Demonstração. Segue do fato que os espaçosLp são normados e das propriedades do supremo que o espaço
X(T ) é também normado. A completude também segue imediatamente da completude de Lq̃ ∩ Lq e deestarmos tomando o supremo essencial em t. Note também queX(T ) é não vazio, poisK2(t, ·) ∗(x) φ(·) ∈
X(T ) sempre que ψ ∈ Cc(Rn), por exemplo.
Lema 2.1.3. Suponha σ > 1 e n ≤ 2σ. Se 1 ≤ p ≤ q

2 para qualquer q ≥ 2, existe 1 > T > 0 tal que paracada u, v ∈ X(T ) tem-se queNu,Nv ∈ X(T ) e valem as seguintes desigualdades
‖Nu‖X(T ) ≤ CT

2−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T ) (2.6)

‖Nu−Nv‖X(T ) ≤ CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u− v‖X(T )

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
, (2.7)

ondea constanteC nãodependede 1 > T > 0. Alémdisso, seu ∈ X2,q(T ), tem-seN(u) ∈ C
(
[0, T ], L2(Rn)∩

Lq(Rn)
)
∩ C1

(
[0, T ], L2(Rn)

) e valem as mesmas estimativas (2.6) e (2.7).
Demonstração. Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para os pares (q̃, q̃) e (q, 2),que são pares admissíveis para aquele Teorema no caso 2σ ≥ n, temos
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‖Nu(t, ·)‖q̃ .
∫ t

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖q̃ds .

∫ t

0
(t− s)1−n

σ

(
1
q̃
− 1
q̃

)
‖u(s, ·)‖ppq̃ds

.
∫ t

0
(t− s)1ds‖u‖pX(T ) . T

2‖u‖pX(T ).

e

‖Nu(t, ·)‖q .
∫ t

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖2ds .

∫ t

0
(t− s)1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u(s, ·)‖p2pds

.
∫ t

0
(t− s)1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
ds‖u‖pX(T ) . T

2−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T ).

Note que usamos q̃ ≤ pq̃ ≤ q e q̃ ≤ 2p ≤ q que vêm da hipótese 1 ≤ p ≤ q
2 e de que nesse caso temos

q̃ ≤ 2. Na última desigualdade usamos também que 2 − n
σ

(
1
2 −

1
q̃

)
> 0, para qualquer q ≥ 2 no caso

n ≤ 2σ.Para provar a outra desigualdade observe que pelo Teorema do Valor Médio é possível provar a seguintedesigualdade
||u|p − |v|p| ≤ C0|u− v|

(
|u|p−1 + |v|p−1

)
,

usando isso e em seguida a desigualdade de Hölder temos que
‖|u|p − |v|p‖Lr ≤ C0‖u− v‖Lrp

(
‖u‖p−1

Lrp + ‖v‖p−1
Lrp

)
A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstração da desigualdade anterior.Finalmente, para 2 ≤ ϑ ≤ q, temos:

‖Nu(t+ ∆t, ·)−Nu(t, ·)‖Lϑ(Rn)

≤
∫ t+∆t

0
‖
(
K1(t+ ∆t− s, ·)−K1(t− s, ·)

)
∗· |u|p‖Lϑ(Rn)ds+

∫ t+∆t

t
‖K1(t− s, ·) ∗· |u|p‖Lϑ(Rn)ds

≤
∫ t+∆t

0
‖
(
K̂1(t+ ∆t− s, ·)− K̂1(t− s, ·)

)
|̂u|p‖Lr(Rn)ds+

∫ t+∆t

t
‖K̂1(t− s, ·)|̂u|p‖Lr(Rn)ds

≤
∫ t+∆t

0
‖K̂1(t+ ∆t− s, ·)− K̂1(t− s, ·)‖

L
2r

[2−r]+ (Rn)
‖u‖p

L2p(Rn)
ds+

∫ t+∆t

t
‖K̂1(t− s, ·)‖

L
2r

[2−r]+ (Rn)
‖u‖p

L2p(Rn)
ds

≤
∫ t+∆t

0
‖K̂1(t+ ∆t− s, ·)− K̂1(t− s, ·)‖

L
2r

[2−r]+ (Rn)
‖u‖pX2,q(T )ds+

∫ t+∆t

t
‖K̂1(t− s, ·)‖

L
2r

[2−r]+ (Rn)
‖u‖pX2,q(T )ds,

onde na última desigualdade estamos usando Hölder e 1
r + 1

ϑ = 1. Agora note que 2r
[2−r]+ = 2ϑ

[ϑ−2]+
. Como,

por hipótese, n ≤ 2σ, temos 2ϑ
[ϑ−2]+

σ > n, segue disso, da definição deK2 e do Teorema da convergênciadominada que: ∫ t+∆t

0
‖K̂1(t+ ∆t− s, ·)− K̂1(t− s, ·)‖

L
2r

[2−r]+ (Rn)
ds→ 0,∫ t+∆t

t
‖K̂1(t− s, ·)‖

L
2r

[2−r]+ (Rn)
ds ≤ C

∫ t+∆t

t
ds→ 0,

quando ∆→ 0. De maneira análoga prova-se queN(u) ∈ C1
(
[0, T ], L2(Rn)

)
Agora no Lema a seguir vamos considerar que φ ≡ 0 e provar um Teorema de existência local.
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Teorema 2.1.4. Suponha σ > 1, n < 2σ, 1 ≤ p ≤ q

2 e q ≥ q̃ qualquer. Nesse caso existe 1 > T > 0 tal quepara cada ψ ∈ Lq̃(Rn)∩L2(Rn), temos uma única solução fraca u ∈ L∞([0, T ], Lq(Rn)∩Lq̃(Rn)
) de (2.1)tal que

‖u(t, ·)‖r ≤ 2C0T
1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)(
‖ψ‖q + ‖ψ‖2

)
, (2.8)

para todo T ≥ t ≥ 0 e C0 ≥ max{Cq̃,q̃, C2,q} não depende de T , onde Cp,q foram definidas no Teo-rema 1.5.7. Para p = 1 temos que T não depende de R e nesse caso a solução existe e é única em todo
L∞([0, T ], Lq(Rn) ∩ Lq̃(Rn)) para cada dado inicial ψ ∈ Lq̃(Rn) ∩ L2(Rn).
Demonstração. Segue imediatamente das desigualdades (2.6) e (2.7) e da definição deP , dada em (2.5), que

‖Pu− Pv‖X(T ) ≤ CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u− v‖X(T )

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
, (2.9)

e para T ≤ 1

‖P (u)‖X(T ) ≤‖K1(t, ·) ∗(x) ψ(·)‖Lqx + ‖K1(t, ·) ∗(x) ψ(·)‖
Lq̃x

+ CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T )

≤C0T‖ψ‖q̃ + C0T
1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖ψ‖2 + CT

2−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T )

≤C0T
1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)(
‖ψ‖q̃ + ‖ψ‖2

)
+ CT

2−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T ) (2.10)

onde C0 ≥ max{Cq̃,q̃, C2,q} não depende de T , onde Cp,q foram definidas no Teorema 1.5.7. Temos que
0 < 1 − n

2σ < 1 − n
σ

(
1
2 −

1
q

). Assim é possível tomar T > 0 pequeno de modo que C0T
1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
R +

CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
Rp < R. Logo, pela desigualdade (2.10), temos que para ‖ψ‖q̃ + ‖ψ‖2 < R o operador Pleva BX(T )[0, R] nela mesma, onde estamos denotando por BX(T )[0, R] a bola fechada de centro 0 e raio

R emX(T ). Agora como 2 − n
σ

(
1
2 −

1
q

)
> 0 é possível diminuir T > 0, caso nescessário, para termos que

4CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
Rp−1 < 1. Logo, pela desigualdade (2.9), concluímos que para esse T

‖Pu− Pv‖X(T ) ≤
1

2
‖u− v‖X(T ),

ou seja P restrito a BX(T )[0, R] é uma contração para T > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo Teo-rema do Ponto Fixo A.2.1 temos que existe um único o ponto fixo P (u) = u ∈ BX(T )[0, R].
Como CT 2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
Rp−1 < 1

2 , temos pela desigualdade (2.10) e pela igualdade P (u) = u que
‖u‖X(T ) ≤ 2C0T

1−n
σ

(
1
2
− 1
q

)(
‖ψ‖q̃ + ‖ψ‖2

)
Finalmente se tivermos que 4C0T

1−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
< 1, então podemos provar a unicidade. Ora se u, v são so-luções que satisfazem (2.8), com ‖ψ‖q̃ + ‖ψ‖2 < R, então temos pela escolha de T que ‖u‖X(T ) ≤ R e

‖u‖X(T ) ≤ R, como são soluções temos pelo Princípio de Duhamel que P (u) = u e P (v) = v, portantoambos pontos fixos, mas pela unicidade do Teorema do Ponto Fixo para Contrações, temos que ter u = v. Eisso finaliza a demonstração do Teorema.

Observação 2.1.5. O Teorema 2.1.4 também vale para o caso 2σ = n, mas nesse caso o T também dependede q como é fácil ver pela demonstração do Teorema.
Agora vamos considerar o caso emqueφ não é identicamente nula, mas para isso vamos fazer uma rápidaObseração.
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Observação 2.1.6. Lembre-se que pelos Teoremas 1.5.11 e 1.5.10 temos queu1, u2 ∈ C

(
R, L2(Rn)∩Lq(Rn)

)
∩

C1
(
R, L2(Rn)

) para 2 ≤ q <∞, com ψ ∈ L2(Rn), φ ∈ Hσ(Rn). Em particular, nessas condições, u1, u2 ∈
X2,q(T ).
Teorema 2.1.7. Suponha σ > 1, n ≤ 2σ, 1 ≤ p ≤ q

2 e 2 ≤ q < ∞ qualquer. Se φ ∈ Hσ(Rn), entãopara R0 := ‖u2‖X2,q(1) existe 1 > T > 0 tal que para cada ψ ∈ L2(Rn), temos uma única solução fraca
u ∈ C

(
[0, T ], Lq(Rn) ∩ L2(Rn)

)
∩ C1

(
[0, T ], L2(Rn)

) de:{
utt + (−∆)σu = |u|p , t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x).
(2.11)

Demonstração. Estaremos usando que X2,q(T ) = X(T ). Segue imediatamente das desigualdades (2.6) e(2.7) e da definição de P , dada em (2.5), que
‖Pu− Pv‖X(T ) ≤ CT

2−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u− v‖X(T )

(
‖u‖p−1

X(T ) + ‖v‖p−1
X(T )

)
, (2.12)

e para T ≤ 1

‖P (u)− u2‖X(T ) ≤‖K1(t, ·) ∗(x) ψ(·)‖Lqx + ‖K1(t, ·) ∗(x) ψ(·)‖L2
x

+ CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T )

≤2C0T‖ψ‖2 + CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u‖pX(T )

≤C0T‖ψ‖2 + CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
(‖u− u2‖X(T ) + ‖u2‖X(T ))

p (2.13)
onde C0 ≥ max{C2,2, C2,q} não depende de T , onde Cp,q foram definidas no Teorema 1.5.7. Temos que
0 < 1− n

2σ < 1− n
σ

(
1
2−

1
q

). Assim é possível tomarT > 0 pequeno demodo queC0TR+CT
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
(R+

R0)p < R. Logo, pela desigualdade (2.13), temos que para ‖ψ‖2 < R o operador P leva BX(T )[u2, R] nelamesma, onde estamos denotando por BX(T )[u2, R] a bola fechada de centro u2 e raio R em X(T ). Agora
como 2− n

σ

(
1
2−

1
q

)
> 0 é possível diminuirT > 0, caso nescessário, para termos que 4CT

2−n
σ

(
1
2
− 1
q

)
Rp−1 <

1. Logo, pela desigualdade (2.12), concluímos que para esse T
‖Pu− Pv‖X(T ) ≤

1

2
‖u− v‖X(T ),

ou seja P restrito a BX(T )[u2, R] é uma contração para T > 0 suficientemente pequeno, portanto peloTeorema do Ponto Fixo A.2.1 temos que existe um único o ponto fixo P (u) = u ∈ BX(T )[u2, R]. Alémdisso, segue do Lema 2.1.3 que Nu ∈ C([0, T ], L2(Rn) ∩ Lq(Rn)) ∩ C1
(
[0, T ], L2(Rn)

) e da Observação2.1.6 que temos o mesmo para ulin, portanto concluímos também que u ∈ C([0, T ], L2(Rn) ∩ Lq(Rn)
)
∩

C1
(
[0, T ], L2(Rn)

). Agora, resta provar a unicidade em todo espaçoX(T ) e não apenas em uma bola comcentro u2. Para isso, considere duas soluções u, v ∈ X(T ) e defina T0 como o primeiro tempo em que elasdiferem, T0 := sup{0 ≤ t ≤ T < 1 : u(s, ·) = v(s, ·), ∀ 0 ≤ s ≤ t}. Queremos provar que T0 = T , paraisso suponha por absurdo que T0 < T , nesse caso considere o problema de Cauchy,{
utt + (−∆)σu = |u|p , t ≥ 0, x ∈ Rn

u(0, x) = u(T0, x), ut(0, x) = ut(T0, x),

usando os mesmos cálculos para provar (2.12), é possível provar, usando a notação
‖u‖Xε = ess sup

T+ε≥t≥T

(
‖u(t, ·)‖Lq + ‖u(t, ·)‖L2

)
,

que para ε > 0 tal que T0 + ε < T temos:
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‖Pu− Pv‖Xε ≤ Cε
2−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖u− v‖Xε

(
‖u‖p−1

Xε
+ ‖v‖p−1

Xε

)
. (2.14)

Como P (u) = u e P (v) = v, tomando ε > 0 pequeno temos um absurdo que vem de T0 < T .
Existência e Unicidade Global

Até dizermos o contrário estaremos considerando de agora em diante 2σ ≥ n > σ, ou ainda q̃ ≤ 2. Antesde enunciarmos e provarmos o principal Teorema da primeira parte dessa seção vamos fazer uma observa-ção que vem do fato que as estimativas para as equações de evolução lineares obtidas anteriormente sãosingulares, mas precisamos que sejam não singulares para obter existência e unicidade global para equaçõessemilineares, que é o principal objetivo dessa seção.
Observação 2.1.8. Se 1 + n

σ

(
1
q −

1
p

)
≥ 0 a singularidade em (1.27) desaparece. A interseção das linhas

1

q
=

1

p
− σ

n
e 1− σ

p
− 1

q
= σ

(
1

n
− 1

2

)
é o ponto (p, q) = (2, 2n

n−2σ ). Como estamos supondo n − 2σ ≤ 0 e g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) temos que paraqualquer p ≤ q com (p, q) ∈ A .
= (1, 2]× [q̃,∞) existe r̄ ∈ (1, 2] tal que (1.27) implica em

‖u(t, ·)‖Lq .

‖ψ‖Lr̄ ≤ ‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [0, 1)

(1 + t)
1−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [1,∞).

(2.15)

Logo podemos escrever
‖u(t, ·)‖Lq ≤ C(p, q)(1 + t)

1−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [0,∞). (2.16)

onde C(p, q) são constantes que só dependem de p, q, n e σ. Veja a figura 2.1.1 que ilustra esse caso.

1
q̃

1
2

1
r

1
q

�

n
= 1
r
−
1
q

1
2

Figura 2.1: n ≤ 2σ

O principal Teorema da primeira parte dessa seção será provado usando um argumento de ponto fixo, assimvamos precisar antes definir o espaço e o operador adequado além de provarmos alguns lemas que serãoultilizados. Passamos primeiro a definição do espaço. Consideremos para q̃ < q e δ > 0 pequeno de modoque 1 + δ < q̃.
Xδ(T ) = {u ∈ L∞([0, T ], Lq̃(Rn) ∩ Lq(Rn)) : ‖u‖Xδ(T ) <∞},
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com a norma

‖u‖Xδ(T ) = ess sup
T≥t≥0

(
(1 + t)

n
σ

(
1

1+δ
− 1
q̃

)
−1‖u(t, ·)‖Lq̃ + (1 + t)

n
σ

(
1

1+δ
− 1
q

)
−1‖u(t, ·)‖Lq

)
.

Agora, pela Observação 2.1.8 temos queXδ(T ) é não vazio, basta tomar ψ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) e notar que
ulin(t, x) ∈ Xδ(T ), onde ulin(t, x)

.
= K2(t, ·) ∗(x) ψ(·). O método de ponto fixo, ou aproximação sucessiva

que usaremos tem como idéia procurar uma solução no espaçoXδ(T ) partindo de ulin(t, x) e iterando umdeterminado operador.
Lema 2.1.9. O espaçoXδ(T ) é um espaço de Banach.
Demonstração. A demonstração é como no Lema 2.1.2.
Além disso, temos o seguinte Lema.
Lema 2.1.10. Sejam σ > 1, σ < n ≤ 2σ, pc(n) < p < ∞ e 2p < q quaisquer. Nesse caso existe 1 > δ̄ > 0tal que para cada u, v ∈ Xδ(T ) com 0 < δ < δ̄ tem-se que Nu,Nv ∈ Xδ(T ) e valem as seguintesdesigualdades

‖Nu‖Xδ(T ) ≤ C‖u‖pXδ(T ) (2.17)
‖Nu−Nv‖Xδ(T ) ≤ C‖u− v‖Xδ(T )

(
‖u‖p−1

Xδ(T ) + ‖v‖p−1
Xδ(T )

)
, (2.18)

onde a constante C não dependem de T > 0.
Demonstração. Vamos começar provando (2.17), usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema1.5.7 para r ≥ q̃ com δ > 0 e 1 + δ < q̃

‖Nu(t, ·)‖Lr .
∫ t

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lrds .

∫ t

0
(t− s)1−n

σ ( 1
1+δ
− 1
r )‖|u(s, ·)|p‖L1+δds.

Além disso, como para 2σ ≥ n > σ vale pc(n) > 2 ≥ q̃ a hipótese q
2 > p > pc(n) implica que é possívelescolher 1 > δ̄

.
= δ̄(p) > 0 tal que para δ ∈ (0, δ̄) temos q̃ < p(1 + δ) < q e β(δ)

.
= β > 1, onde,

β
.
= p

(
n

σ(1 + δ)

(
1− 1

p

)
− 1

)
. (2.19)

Comopara qualquer 0 < δ < δ̄ temos q̃ < p(1+δ) < q segue que existe 0 < θ < 1 tal que 1
p(1+δ) = θ

q̃+ (1−θ)
qe logo pela desigualdade de Hölder vale

‖u(t, ·)‖Lp(1+δ) . ‖u(t, ·)‖θLq̃‖u(t, ·)‖(1−θ)Lq

. (1 + t)
−β
p ‖u‖Xδ(T ), (2.20)

Portanto temos que

‖|u(s, ·)|p‖L1+δ = ‖u(s, ·)‖p
Lp(1+δ) . (1 + s)−β‖u‖pXδ(T ). (2.21)

Como β > 1 e para 2σ ≥ n temos nσ
(

1
1+δ −

1
r

)
− 1 < 1 podemos usar o Lema A.4.7 e concluir que:

‖Nu(t, ·)‖Lr .
∫ t

0
(t− s)1−n

σ ( 1
1+δ
− 1
r )(1 + s)−βds‖u‖pXδ(T )

. (1 + t)1−n
σ ( 1

1+δ
− 1
r )‖u‖pXδ(T ).
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Finalmente considere r = q̃ e r = q e obtenha a primeira desigualdade. Note nesse ponto que, como aestimativa é não singular temos queNu ∈ L∞([0, T ], Lq̃(Rn) ∩ Lq(Rn)

)
Agora observe que pelo Teorema do Valor Médio é possível provar a seguinte desigualdade

||u|p − |v|p| ≤ C0|u− v|
(
|u|p−1 + |v|p−1

)
,

usando isso e em seguida a desigualdade de Hölder temos que
‖|u|p − |v|p‖Lr ≤ C0‖u− v‖Lrp

(
‖u‖p−1

Lrp + ‖v‖p−1
Lrp

)
A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstração da desigualdade anterior.

‖Nu(t, ·)−Nu(t, ·)‖Lr

.
∫ t

0
(t− s)1−n

σ ( 1
1+δ
− 1
r )‖|u(s, ·)|p − |v(s, ·)|p‖1+δds

.
∫ t

0
(t− s)1−n

σ ( 1
1+δ
− 1
r )‖u(s, ·)− v(s, ·)‖L(1+δ)p

(
‖u(s, ·)‖p−1

L(1+δ)p + ‖v(s, ·)‖p−1

L(1+δ)p

)
ds

.
∫ t

0
(t− s)1−n

σ ( 1
1+δ
− 1
r )(1 + s)−βds‖u− v‖Xδ(T )

(
‖u‖p−1

Xδ(T ) + ‖v‖p−1
Xδ(T )

)
.

Note que na última desigualdade foi usada (2.21) para u, v e u− v. E com isso finalizamos a demonstração.

A condição 2σ ≥ n implica qc ≤ 2, além disso já sabemoms que a condição qc > 1 é equivalente à condição
p > pc, portanto é natural que para se obter existência global no caso σ < n ≤ 2σ e pc(n) < p < ∞ sejanecessário que a norma L1(Rn) ∩ L2(Rn) do dado inicial seja pequena. De fato temos o Teorema a seguir.
Teorema 2.1.11. Sejam σ > 1, σ < n ≤ 2σ, pc(n) < p < ∞ e 2p < q quaisquer. Nesse caso existe ε > 0independente de T tal que para todo ψ ∈ D .

= L1(Rn) ∩ L2(Rn) com
‖ψ‖D

.
= ‖ψ‖L1(Rn) + ‖ψ‖L2(Rn) < ε

temos para δ < δ̄, com δ̄ escolhido no Lema anterior, uma única solução uδ = u ∈ L∞
(
[0, T ], Lq̃(Rn) ∩

Lq(Rn)
) para (2.1) tal que

‖u(t, ·)‖r ≤ 2C0(1 + t)1−n
σ ( 1

1+δ
− 1
r )‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn), (2.22)

para todo T ≥ t ≥ 0 onde q̃ ≤ r ≤ q e C0 é uma constante maior do que as constantes C(1 + δ, q̃) e
C(1 + δ, q) da Observação 2.1.8.
Demonstração. Segue imediatamente da desigualdade (2.18) e da definição de P que

‖Pu− Pv‖Xδ(T ) ≤ C‖u− v‖Xδ(T )

(
‖u‖p−1

Xδ(T ) + ‖v‖p−1
Xδ(T )

)
. (2.23)

ondeC é uma constante que independe de T , donde concluímos queP é contínua emXδ(T ). Vamos provarque existe ε > 0 tal que para todo dado inicial ‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) < ε a sequência definida por u−1 ≡ 0e uj = P (uj−1) j = 0, 1, . . . é de Chauchy em Xδ(T ). Como o espaço é completo, Lema 2.1.9, existe
u ∈ Xδ(T ) tal que uj → u em Xδ(T ), da continuidade de P temos que P (u) = u e de acordo com oprincípio de Duhamel u será uma solução fraca de (2.1), provando assim a existência. Segue da desigualdade(2.17) e da estimativa (2.15) que existe uma constante C0 > 0 independente de T e ψ tal que

‖P (u)‖Xδ(T ) ≤ C0‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) + C‖u‖pXδ(T ). (2.24)
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Comop > 1 épossível escolher nosso ε > 0de tal sorte queC(4C0ε)

p < C0ε, logo tomando ‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) <
ε temos que pela desigualdade (2.24) que a sequência construída acima satisfaz ‖uj‖Xδ(T ) < 2C0ε para todo
j = 0, 1, . . .. Alémdisso temos para esse εque vale também 4C(2C0ε)

p−1 < 1, e daí pela desigualdade (2.23)segue que
‖uj+1 − uj‖Xδ(T ) ≤ 2−1‖uj − uj−1‖Xδ(T ).

Portanto uj é uma sequência de Cauchy. Note que como a solução u assim obtida satisfaz ‖u‖Xδ(T ) ≤
2C0ε e P (u) = u logo temos pela desigualdade (2.24) e escolha de ε, uma vez que essa escolha implica
2C(2C0ε)

p−1 < 1, que
‖u‖Xδ(T ) ≤ 2C0‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) + C‖u‖p−1

Xδ(T )‖u‖Xδ(T ) < C0‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) +
1

2
‖u‖Xδ(T )

o que prova a desigualdade (2.22) para r = q̃, q, o caso enunciado no Teorema segue usando que existe
0 ≤ θ ≤ 1 tal que 1

r = θ
q̃ + (1−θ)

q e portanto usando a desigualdade de Hölder temos

‖u(t, ·)‖Lr ≤ ‖u(t, ·)‖θLq̃‖u(t, ·)‖(1−θ)Lq

provando portanto o caso geral enunciado. Suponhamos agora que existam duas soluções u 6= v da equação(2.1), com ‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) < ε e ε escolhido comoacimade tal sorte que vale a desigualdade (2.22) para q̃ ≤
r ≤ q. Em particular teremos que ‖u‖Xδ(T ) ≤ 4C0‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn) e ‖v‖Xδ(T ) ≤ 4C0‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn),agora como pelo principio de Duhamel P (u) = u 6= v = P (v), temos, usando a desigualdade (2.23), que

1 ≤ C
(
‖u‖p−1

Xδ(T ) + ‖v‖p−1
Xδ(T )

)
≤ 2C

(
4C0ε

)p−1
< 1,

que é um absurdo provando assim a unicidade.
2.1.2 Caso 2σ < n.

Existência e Unicidade Local.

Z(T ) = {u ∈ L∞([0, T ], Lq1(Rn)) ∩ Lq2(Rn)) : ‖u‖Z(T ) <∞},

com a norma
‖u‖Z(T ) = ess sup

0≤t≤T

(
‖u(t, ·)‖Lq1 + ‖u(t, ·)‖Lq2

)
Lema 2.1.12. O espaço Z(T ) é espaço de Banach.
Demonstração. A demonstração é analoga a do Lema 2.1.2.
Lema 2.1.13. Sejam 2n

n+2 ≤ q1 ≤ 2 ≤ q2 ≤ nq1
n−q1σ , e 1 ≤ p ≤ q2

q1
. Nesse caso para 1 > T > 0 temos que paracada u, v ∈ Z(T ), tem-seNu,Nv ∈ Z(T ) e valem as seguintes desigualdades

‖Nu‖Z(T ) ≤ CT‖u‖pZ(T ) (2.25)
‖Nu−Nv‖Z(T ) ≤ CT‖u− v‖Z(T )

(
‖u‖p−1

Z(T ) + ‖v‖p−1
Z(T )

)
, (2.26)

Demonstração. Usando a desigualdade integral deMinkowski e o Teorema 1.5.7 para o par (q1, r) com r = q1e r = q2, que são pares admissíveis para àquele Teorema, temos para 0 < T < 1
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‖Nu(t, ·)‖r .
∫ t

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖q1ds .

∫ t

0
(t− s)1−n

σ

(
1
q1
− 1
r

)
‖u(s, ·)‖ppq1ds

.
∫ t

0
(t− s)1−n

σ

(
1
q1
− 1
r

)
ds‖u‖pZ(T ) . T

2−n
σ

(
1
q1
− 1
r

)
‖u‖pZ(T ) . T‖u‖

p
Z(T ).

Na terceira desigualdade usamos que q1 ≤ pq1 ≤ q2 que temos por hipótese. Na última desigualdade
usamos também o fato que, nesse caso, temos 2− n

σ

(
1
q1
− 1

r

)
≥ 1 tanto para r = q1 como para r = q2.Para provar a outra desigualdade observe que pelo Teorema do Valor Médio é possível provar a seguintedesigualdade

||u|p − |v|p| ≤ C0|u− v|
(
|u|p−1 + |v|p−1

)
,

usando isso e em seguida a desigualdade de Hölder temos que
‖|u|p − |v|p‖Lr ≤ C0‖u− v‖Lrp

(
‖u‖p−1

Lrp + ‖v‖p−1
Lrp

)
A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstração da desigualdade anterior.

Teorema 2.1.14. Sejam 2n
n+2 ≤ q1 ≤ 2 ≤ q2 <

nq1
n−q1σ , e 1 ≤ p ≤ q2

q1
. Nesse caso para qualquer R > 0, existe

1 > T > 0, T = T (R, q2) ↓ 0 quando q2 ↑ nq1
n−q1σ tal que para
‖ψ‖q1 < R

temos uma única solução fraca u ∈ L∞([0, T ], Lq1(Rn) ∩ Lq2(Rn)
) para (2.1), tal que para r = q, q̃ temos

‖u(t, ·)‖r ≤ 4C0T
1−n

σ

(
1
q1
− 1
q2

)
‖ψ‖q1 , (2.27)

para todoT ≥ t ≥ 0 eC0 ≥ max{Cq1,q1 , Cq1,q2} não depende deT , ondeCp,q foramdefinidas em 1.5.7. Para
p = 1 temos que T não depende deR e nesse caso a solução existe e é única em todo L∞([0, T ], Lq1(Rn) ∩
Lq2(Rn)) para cada dado inicial ψ ∈ Lq1(Rn).
Demonstração. Segue imediatamente das desigualdades (2.25) e (2.26) e da definição de P que

‖Pu− Pv‖Z(T ) ≤ CT‖u− v‖Z(T )

(
‖u‖p−1

Z(T ) + ‖v‖p−1
Z(T )

)
, (2.28)

e para T ≤ 1

‖P (u)‖Z(T ) ≤‖K2(t, ·) ∗(x) ψ(·)‖Lq1x + ‖K2(t, ·) ∗(x) ψ(·)‖Lq2x + CT‖u‖pZ(T )

≤C0T‖ψ‖q1 + C0T
1−n

σ

(
1
q1
− 1
q2

)
‖ψ‖q1 + CT‖u‖pZ(T )

≤2C0T
1−n

σ

(
1
q1
− 1
q2

)
‖ψ‖q1 + CT‖u‖pZ(T ) (2.29)

ondeC0 ≥ max{Cq1,q1 , Cq1,q2} não depende deT , ondeCp,q foramdefinidas no Teorema 1.5.7. Comoσ > 1

é possível tomar T > 0 pequeno de modo que 2C0T
1−n

σ

(
1
q1
− 1
q2

)
R+ CTRp < R. Logo, pela desigualdade(2.29), temos que para ‖ψ‖q1 < R o operadorP levaBZ(T )[0, R] nela mesma, onde estamos denotando por

BZ(T )[0, R] a bola fechada de centro 0 e raio R em Z(T ). Com a mesma razão é possível diminuir T > 0,caso nescessário, para termos que 4CTRp−1 < 1. Logo, pela desigualdade (2.26), concluímos que para esse
T

‖Pu− Pv‖Z(T ) ≤
1

2
‖u− v‖Z(T ),
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ou seja P restrito a BX(T )[0, R] é uma contração para T > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo Teo-rema do Ponto Fixo A.2.1 temos que existe um único ponto fixo P (u) = u ∈ BZ(T )[0, R]. Como CTRp−1 <
1
2 , temos pela desigualdade (2.29) e pela igualdade P (u) = u que

‖u‖X(T ) ≤ 4C0T
1−n

σ

(
1
q1
− 1
q2

)(
‖ψ‖q1 + ‖ψ‖q2

)
Finalmente se tivermos que 8C0T

1−n
σ

(
1
q1
− 1
q2

)
< 1, então podemos provar a unicidade. Ora se u, v sãosoluções que satisfazem (2.27), com ‖ψ‖q1 + ‖ψ‖q2 < R, então temos pela escolha de T que ‖u‖Z(T ) ≤ Re ‖v‖Z(T ) ≤ R, como são soluções temos pelo Princípio de Duhamel que P (u) = u e P (v) = v, portantoambos pontos fixos, mas pela unicidade do Teorema do Ponto Fixo para Contrações, temos que ter u = v. Eisso finaliza a demonstração do Teorema.

Em particular temos o Teorema a seguir.
Teorema 2.1.15. Sejam 2 < 2σ < n, 1 ≤ p < n+2σ

n−2σ e q < 2n
n−2σ . Nesse caso para qualquer R > 0, existe

1 > T > 0 tal que para
‖ψ‖2 < R

temos uma única solução fraca u ∈ L∞([0, T ], L2(Rn) ∩ Lq(Rn)
) para (2.1), tal que para r = 2, q temos

‖u(t, ·)‖r ≤ 4C0T
1−n

σ

(
1
2
− 1
q

)
‖ψ‖2, (2.30)

para todo T ≥ t ≥ 0 e C0 ≥ max{C2,2, C2,q} não depende de T , onde Cp,q foram definidas no Teo-rema 1.5.7. Para p = 1 temos que T não depende de R e nesse caso a solução existe e é única em todo
L∞([0, T ], L2(Rn) ∩ Lq(Rn)) para cada dado inicial ψ ∈ L2(Rn).
Demonstração. Quando 1 ≤ p < q

2 com q < 2n
n−2σ aplique o Teorema 2.1.14 com q1 = 2. Para o caso 1+ 2σ

n ≤
p ≤ 1 + 4σ

n−2σ argumente como na Proposição 2.1.14, a diferença está na estimativa para ‖Nu(t, ·)‖
L

2n
n−2σ

.
Nesse caso vamos usar a estimativa linear Lr]ε − Lq, com r]ε = 2n

n+2σ + ε ∈ (1, 2), e ε > 0 suficientemente
pequeno. Aplicando a Proposição 1.3.15 para o par (q, r]ε), que é admissível para aquela Proposição no caso
q = 2 e q = 2n

n−2σ . Logo temos

‖Nu(t, ·)‖Lq .
∫ t

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds .

∫ t

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖u(s, ·)‖p

Lpr
]
ε
ds

.
∫ t

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
ds‖u‖pZ(T ) . T

2−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖u‖pZ(T ),

Para qualquer u ∈ Z(T ), onde estamos usando que 2 ≤ pr]ε ≤ 2n
n−2σ e 2− n

σ

(
1

r]ε
− 1

q

)
> 0. Portanto como

1 + 2σ
n ≤

n
n−2σ podemos concatenar os resultados e assim concluímos a proposição.

Existência e Unicidade Global

A diferença fundamental entre os casos pode ser percebida na seguinte Observação.
Observação 2.1.16. Se 1 + n

σ

(
1
q −

1
p

)
≥ 0 a singularidade em (1.27) desaparece. A interseção das linhas

1

q
=

1

p
− σ

n
and 1− σ

p
− 1

q
= σ

(
1

n
− 1

2

)
é o ponto (p, q) = (2, 2n

n−2σ ). Se supormos que √2n < 2σ, teremos 1
q̃ >

n−2σ
2n e como estamos supondo

n− 2σ > 0 g ∈ L1(Rn) ∩L2(Rn) temos que para qualquer (p, q) ∈ A .
=]1, 2]×

[
q̃, 2n

n−2σ

] existe r̄ ∈ (1, 2]
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tal que (1.27) implica em

‖u(t, ·)‖Lq .

‖ψ‖Lr̄ ≤ ‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [0, 1)

(1 + t)
1−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [1,∞).

(2.31)

Assim podemos escrever:
‖u(t, ·)‖Lq ≤ C(p, q)(1 + t)

1−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [0,∞). (2.32)

onde C(p, q) são constantes que só dependem de p, q, n e σ. A figura 2.1.2 a ilustra o caso√2n < 2σ.

1
q̃

n�2�
2n

1
2

1
r

1
q

�

n
= 1
r
�
1
q

Figura 2.2: √2n < 2σ

Assim agora o q tem um limitante superior o que acarreta mudanças em nossos resultados.
Lema 2.1.17. Sejam σ > 1, n > 2σ, n(n+6)

3n+2 ≤ 2σ e max{q̃, pc(n)} < p < n+2σ
n−2σ < q

.
= 2n

n−2σ quaisquer.
Nesse caso existe 1 > δ̄ > 0 tal que para cada u ∈ Xδ(T ) com 0 < δ < δ̄ tem-se as seguintes desigualdades

‖Nu‖Xδ(T ) ≤ C‖u‖pXδ(T ) (2.33)
‖Nu−Nv‖Xδ(T ) ≤ C‖u− v‖Xδ(T )

(
‖u‖p−1

Xδ(T ) + ‖v‖p−1
Xδ(T )

)
, (2.34)

onde a constante C não depende de T > 0.
Demonstração. De acordo com a condição n(n+6)

3n+2 ≤ 2σ temos um intervalo admissível para p: q̃ < n+2σ
n−2σ .Temos também 2σ < n, logo q̃ < q, assim considere q̃ ≤ q0 ≤ q, donde os pares (1 + δ, q0) e (r]ε, q0) são

admissíveis para o Teorema 1.5.7, com r]ε
.
= 2n

n+2σ + ε e ε > 0 pequeno, donde

‖Nu(t, ·)‖Lq0 .
∫ t/2

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lq0ds+

∫ t

t/2
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lq0ds

≤
∫ t/2

0
(t− s)1−n

σ

(
1

1+δ
− 1
q0

)
‖u(s, ·)‖p

Lp(1+δ)ds+

∫ t

t/2
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖u(s, ·)‖p

Lr
]
εp
ds

Agora como 2σ < n, existe ε > 0 tal que r]ε = 2n
n+2σ + ε ∈ (1, 2), logo q̃ < pr]ε ≤ q, pois q̃ < p < n+2σ

n−2σ etomando δ > 0 pequeno temos também que q̃ < p(1 + δ) ≤ q. Logo temos:

‖|u(s, ·)|p‖
Lr
]
ε

= ‖u(s, ·)‖p
Lpr

]
ε
. (1 + t)

p

(
1−n

σ

(
1

1+δ
− 1

pr
]
ε

))
‖u‖pX .
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e também

‖|u(s, ·)|p‖L1+δ = ‖u(s, ·)‖p
Lp(1+δ) . (1 + s)−β‖u‖pXδ(T ).

Além disso, como pela escolha de r]ε temos 2− n
σ

(
1

r]ε
− 1

q0

)
> 0, logo temos que:

∫ t

t
2

(t− s)
1−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds

. (1 + t)
p

(
1−n

σ

(
1

1+δ
− 1

pr
]
ε

)) ∫ t

t
2

(t− s)
1−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
ds‖u‖pX

. (1 + t)
p

(
1−n

σ

(
1

1+δ
− 1

pr
]
ε

))
+2−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖u‖pX

Como para δ > 0 pequeno temos β > n+(1+δ)σ
n−(1+δ)σ , podemos concluir que

p

(
1− n

σ

(
1

1 + δ
− 1

pr]ε

))
+ 2− n

σ

(
1

r]ε
− 1

q0

)
≤ 1− n

σ

(
1

1 + δ
− 1

q0

)
,

Donde concluímos que:
∫ t

t
2

(t− s)
1−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds,

. (1 + t)
1−n

σ

(
1

1+δ
− 1
q0

)
‖u‖pX .

Para a outra parcela nós temos a seguinte estimativa singular a seguir.
∫ t/2

0
(t− s)1−n

σ

(
1

1+δ
− 1
q0

)
(1 + s)−β‖u‖pXds

. t
1−n

σ

(
1

1+δ
− 1
q0

) ∫ t/2

0
(1 + s)−βds‖u‖pX

. t
1−n

σ

(
1

1+δ
− 1
q0

)
‖u‖pX .

Para mostrar que a estimativa é não singular, note que pata |t| ≤ 1 temos:
∫ t/2

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lq0ds .

∫ t/2

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds

.
∫ t/2

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
(1 + s)−βds‖u‖pXδ(T )

.
∫ t/2

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
ds‖u‖pXδ(T )

. t
2−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖u‖pXδ(T ) . ‖u‖

p
Xδ(T ).

O que finaliza a prova de (2.33). A prova de (2.34) é análoga a de (2.18).
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Portanto podemos provar o seguinte Teorema.
Teorema 2.1.18. Sejam σ > 1, n > 2σ, n(n+6)

3n+2 ≤ 2σ, max{q̃, pc(n)} < p < n+2σ
n−2σ e q .

= 2n
n−2σ quaisquer.

Nesse caso existe ε > 0 independente de T tal que para todo ψ ∈ D .
= L1(Rn) ∩ L2(Rn) com

‖ψ‖D
.
= ‖ψ‖L1(Rn) + ‖ψ‖L2(Rn) < ε

temos para δ < δ̄, com δ̄ escolhido no Lema 2.1.17, uma única solução
uδ = u ∈ L∞

(
[0, T ], Lq̃(Rn) ∩ Lq(Rn)

)
para (2.1) tal que

‖u(x, t)‖r ≤ 2C0(1 + t)1−n
σ ( 1

1+δ
− 1
r )‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn), (2.35)

para todo T ≥ t ≥ 0 onde q̃ ≤ r ≤ q e C0 é uma constante maior do que as constantes C(1 + δ, q̃) e
C(1 + δ, q) definidas em (2.32).
Demonstração. A demonstração é amesma feita no Teorema 2.1.11, mudando apenas que aqui usamos (2.33)e (2.34) em vez de (2.17) e (2.18).
Passamos a considerar o seguinte espaço.

Zr̄(T ) = {u ∈ L∞([0, T ], Lq̃(r̄)(Rn)) ∩ Lq(Rn)) : ‖u‖Zr̄(T ) <∞},

onde 1 ≤ r̄ ≤ 2n
n+2σ que, para δ > 0 pequeno fixo, é Banach com a norma a seguir.

‖u‖Zr̄(T ) = ess sup
0≤t≤T

(
(1 + t)

n
σ

(
1
r̄+δ
− 1
q̃(r̄)

)
−1‖u(t, ·)‖Lq̃(r̄) + (1 + t)

n
σ

(
1
r̄+δ
− 1
q

)
−1‖u(t, ·)‖Lq

)
onde 1

q̃(r̄) = 1
σ−1

(
σ
(

1
2 + 1

n

)
− 1

r̄

) e q = 2n
n−2σ .

Observação 2.1.19. Note que q̃(r])
r]
≤ pc(n) ≤ n+r]σ

n−r]σ , para r] = 2n
n+2σ , assim podemos encontrar 0 < r̄0 ≤ r]

o menor possível tal que q̃(r̄0)
r̄0
≤ n+r̄0σ

n−r̄0σ .
Nossa intenção agora é melhorar o Teorema 2.1.18 acima, e retirar a restrição√2n < 2σ, mas antes façamosuma observação.
Observação 2.1.20. Se 1 + n

σ

(
1
q −

1
p

)
≥ 0 a singularidade em (1.27) desaparece. A interseção das linhas

1

q
=

1

p
− σ

n
and 1− σ

p
− 1

q
= σ

(
1

n
− 1

2

)
é o ponto (p, q) = (2, 2n

n−2σ ). g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) temos que para qualquer (p, q) ∈ B .
=]r̄, 2] ×[

q̃(r̄), 2n
n−2σ

] com r̄ ≥ max{1, r̄0} existe r ∈ (1, 2] tal que (1.27) implica em

‖u(t, ·)‖Lq .

‖ψ‖Lr ≤ ‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [0, 1)

(1 + t)
1−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [1,∞).

(2.36)

Assim podemos escrever:
‖u(t, ·)‖Lq ≤ C(p, q)(1 + t)

1−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ψ‖L1∩L2 , t ∈ [0,∞). (2.37)
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onde C(p, q) são constantes que só dependem de p, q, n e σ. A figura 2.1.2 a ilustra a região B.

n�2�
2n

1
2

1
r

1
q

�

n
= 1
r
�
1
q

Figura 2.3: Região B.
Lema 2.1.21. Sejam σ > 1, n > 2σ, r̄0 da Observação 2.1.19, e r] ≥ r̄ ≥ max{1, r̄0} e q̃(r̄)

r̄ ≤
n+r̄σ
n−r̄σ < p <

n+2σ
n−2σ < q

.
= 2n

n−2σ quaisquer. Nesse caso existe δ̄ > 0 tal que para cada u ∈ Zr̄(T ) com 0 < δ < δ̄ tem-seas seguintes desigualdades
‖Nu‖Zr̄(T ) ≤ C‖u‖pZr̄(T ) (2.38)

‖Nu−Nv‖Zr̄(T ) ≤ C‖u− v‖Zr̄(T )

(
‖u‖p−1

Zr̄(T ) + ‖v‖p−1
Zr̄(T )

)
, (2.39)

onde a constante C não depende de T > 0.
Demonstração. Como r → n+σr

n−σr é crescente e contínua é possível tomar δ̄ > 0 pequeno de modo que
n+r̄σ
n−r̄σ <

n+(r̄+δ̄)σ

n−(r̄+δ̄)σ
< p

Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para os pares admissíveis (r̄+ δ̄, q0) com
q0 = q̃(r̄), q temos:

‖Nu(t, ·)‖Lq0 .
∫ t/2

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lq0ds+

∫ t

t/2
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lq0ds

≤
∫ t/2

0
(t− s)1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
q0

)
‖u(s, ·)‖p

Lp(r̄+δ̄)
ds+

∫ t

t/2
(t− s)1−n

σ

(
1

r]
− 1
q0

)
‖u(s, ·)‖p

Lr
]p
ds

Agora como 2σ < n, existe ε > 0 tal que r̄ ≤ r]ε
.
= 2n

n+2σ + ε ∈ (1, 2), logo q̃(r̄) < pr̄ ≤ pr]ε ≤ q, pois
q̃(r̄)
r̄ < p < n+2σ

n−2σ e temos também que q̃(r̄) < p(r̄ + δ̄) ≤ q. Logo temos:

‖u(s, ·)‖p
Lpr

] . (1 + t)
p
(

1−n
σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
p(r̄+δ̄)

))
‖u‖pZr̄(T ).

e também

‖u(s, ·)‖p
Lp(r̄+δ̄)

. (1 + s)−β‖u‖pZr̄(T ).

onde
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β := p

(
n

σ

(
1

r̄ + δ̄
− 1

p(r̄ + δ̄)

)
− 1

)
Além disso, como pela escolha de r]ε temos 2− n

σ

(
1

r]ε
− 1

q0

)
> 0, logo temos que:

∫ t

t
2

(t− s)
1−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds

. (1 + t)
p

(
1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1

pr
]
ε

)) ∫ t

t
2

(t− s)
1−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
ds‖u‖pZr̄(T )

. (1 + t)
p

(
1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1

pr
]
ε

))
+2−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q

)
‖u‖pZr̄(T )

Como para δ > 0 pequeno temos β > n+(r̄+δ̄)σ

n−(r̄+δ̄)σ
, podemos concluir que

p

(
1− n

σ

(
1

r̄ + δ̄
− 1

pr]ε

))
+ 2− n

σ

(
1

r]ε
− 1

q0

)
≤ 1− n

σ

(
1

r̄ + δ̄
− 1

q0

)
,

Donde concluímos que:
∫ t

t
2

(t− s)
1−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds,

. (1 + t)
1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
q0

)
‖u‖pZr̄(T ).

Para a outra parcela nós temos a seguinte estimativa singular a seguir.
∫ t/2

0
(t− s)1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
q0

)
(1 + s)−β‖u‖pZr̄(T )ds

. t
1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
q0

) ∫ t/2

0
(1 + s)−βds‖u‖pZr̄(T )

. t
1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
q0

)
‖u‖pZr̄(T ).

Para mostrar que a estimativa é não singular, note que pata |t| ≤ 1 temos:
∫ t/2

0
‖K2(t− s, ·) ∗ |u(s, ·)|p‖Lq0ds .

∫ t/2

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖|u(s, ·)|p‖

Lr
]
ε
ds

.
∫ t/2

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
(1 + s)−βds‖u‖pZr̄(T )

.
∫ t/2

0
(t− s)

1−n
σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
ds‖u‖pZr̄(T )

. t
2−n

σ

(
1

r
]
ε

− 1
q0

)
‖u‖pZr̄(T ) . ‖u‖

p
Zr̄(T ).

O que finaliza a prova de (2.38). A prova de (2.39) é análoga a de (2.18).
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Portanto podemos provar o seguinte Teorema.
Teorema 2.1.22. Sejam σ > 1, n > 2σ, r̄0 da Observação 2.1.19 e r] ≥ r̄ ≥ r̄0 e q̃(r̄)

r̄ ≤
n+r̄σ
n−r̄σ < p < n+2σ

n−2σ <

q
.
= 2n

n−2σ quaisquer. Nesse caso existe ε > 0 independente deT tal que para todoψ ∈ D .
= L1(Rn)∩L2(Rn)com

‖ψ‖D
.
= ‖ψ‖L1(Rn) + ‖ψ‖L2(Rn) < ε

temos para δ < δ̄, com δ̄ escolhido no Lema 2.1.21, uma única solução
uδ = u ∈ L∞

(
[0, T ], Lq̃(r̄)(Rn) ∩ Lq(Rn)

)
para (2.1) tal que

‖u(·, t)‖r ≤ 2C0(1 + t)
1−n

σ

(
1
r̄+δ̄
− 1
r

)
‖ψ‖L1(Rn)∩L2(Rn), (2.40)

para todo T ≥ t ≥ 0 onde q̃(r̄) ≤ r ≤ q e C0 é uma constante maior do que as constantes C(r̄ + δ̄, q̃(r̄)) e
C(r̄ + δ̄, q) definidas em (2.32).
Demonstração. A demonstração é amesma feita no Teorema 2.1.11, mudando apenas que aqui usamos (2.38)e (2.39) em vez de (2.17) e (2.18).
2.1.3 Otimalidade do pc(n).

Em [16] os autores Lucente e D’ambrosio fornecem uma condição necessária para se ter existência global parao nosso problema e vários outros, quando σ é inteiro positivo.

Lu = |u|p,

em Rn × R, onde
L(Dt, Dx)u = −D2

t u(x, t) +
( n∑
i=1

D2
xiu(x, t)

)σ
u.

Note que o símbolo de nosso operador é dado por L(ξ, η) = −ξ2 + |η|2σ, com ξ ∈ R e η ∈ Rn, logo
L(λδ1ξ, λδ2η) = λhL(ξ, η), para todo λ > 0 com δ1 = 1, δ2 = 1/σ e h = 2, o que segundo a classificaçãodada em [16] diz que o operador L é quasi-homogêneo do tipo (2, 1, 1/σ). De acordo com o Teorema 2.1de [16], temos que não existe solução global fraca de Lu = |u|p para 1 < p ≤ n+σ

n−σ , em que σ é a ordemdo operador L. Agora note que no caso n ≤ 2σ temos o Teorema 2.1.11 e juntamente com o que foi ditologo acima temos um resultado ótimo sem regularidade para esse caso. No entanto para o caso 2σ < ntemos que pedir também que p ≥ q̃, e não descemos mais com o p, pois estamos buscando resultados semregularidade.A seguir alguns exemplos em que se aplicam os resultados até aqui obtidos.
Exemplo 1. Vamos considerar a equação semilinear tipo Plate

utt + ∆2u = |u|p.

Nós obtemos existência global para dados iniciais pequenos no caso n = 3, 4 para p > n+2
n−2 = pc(n) (

Teorema 2.1.11), para n > 5 não chegamos no crítico, uma estimativa seria p > 1 + 8
n (Teorema 2.1.22), com

r̄ = r].Em geral existência global não pode existir em espaços de dimensão n = 1, 2 e para o espaço de dimensão
n ≥ 3 e 1 < p ≤ n+2

n−2 como discutido anteriormente.
Exemplo 2. Considere a equação evolução de ordem 3 a seguir

utt −∆3u = |u|p.
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Nós obtemos existência global para dados iniciais pequenos no caso n = 4, 5, 6 para p > n+3

n−3 = pc(n) (Teorema 2.1.11), e para dimensões n = 7 com p > pc(n) (Teorema 2.1.22), e para n ≥ 8 não chegamos no
pc(n) uma estimativa seria p > 1 + 12

n (Teorema 2.1.22), com r̄ = r].Em geral existência global não pode existir em espaços de dimensão n = 1, 2, 3 e para espaços de dimensão
n ≥ 4 e 1 < p ≤ n+3

n−3 como anteorirmente discutido.

2.2 Discussões Complementares e Problemas em Aberto

Muitas vezes em problemas físicos estamos interessados em estimar a Energia do sistema. No caso de equa-ção (1.1) podemos considerar a energia a seguir:
Eσ(u)(t) :=

1

2

(
‖ut(t, ·)‖22 + ‖(−∆)

σ
2 u(t, ·)‖22

)
.

Se supormos ψ ∈ L2(Rn) e φ ∈ Hσ(Rn) e derivarmos em t temos:
E
′
σ(u)(t) = 0,

o que nos diz que temos conservação de energia, ou seja, Eσ(u)(t) = Eσ(u)(0) para todo t ≥ 0.Note disso que temos ‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖2 . 1, usando o Teorema 1.5.8 temos para t > 0 que ‖u(t, ·)‖2 .
1 + t, assim podemos interpolar usando a Proposição A.4.10 para concluir para δ < σ que:

‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖2 . (1 + t)1− δ
σ . (2.41)

Quando pertubarmos essa mesma equação com um termo de ordem inferior, digamos:
utt + (−∆)σu+m2(−∆)δu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x),

devemos redefinir a energia levando em consideração o novo termo, assim teremos:
Eσ,δ(u)(t) :=

1

2

(
‖ut(t, ·)‖22 + ‖(−∆)

σ
2 u(t, ·)‖22 +m2‖(−∆)

δ
2u(t, ·)‖22

)
e com amesma razão podemos concluir conservação de energia nesse caso também, mas nesse caso temos:

‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖2 ≤ C
1

m2
(2.42)

ou seja, a pertubação com a massa m permitiu garantir um controle desse termo da energia, poderíamosconsiderar que a massam depende do tempo e talvez esperar que quando ela aumente com o tempo pos-samos garantir um controle cada vez melhor com o passar do tempo, por outro lado, no caso que a massadecai poderíamos esperar que o controle esteja entre o obtido em (2.41) quando a massa é nula e o dado em(2.42) onde a massa é constante, veremos tais questões mais precisamente no próximo capítulo.Agora vamos comentar de alguns problemas que ficaram em aberto, mas que já estão sendo consideradospelo autor.
1. Em [14] os autores consideraram o seguinte problem de Cauchy{

utt + 2µ(−∆)δut + (−∆)σu = |u|p, t ≥ 0, x ∈ Rn,
(u, ut)(0, x) = (u0, u1)(x),

(2.43)
e provaram que para 2δ ≤ σ

p0
.
= 1 +

2σ

[n− 2δ]+
, (2.44)

é o expoente crítico para a existência de solução global no tempo com dados pequenos . Claro que(2.44) coincide com (2.4) para 2δ = σ e é melhor para 2δ < σ, i.e., o termo dissipativo (−∆)δutmelhora o expoente crítico. O que dizer sobre o Expoente crítico para o caso 2δ > σ?
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2. No Teorema 2.1.18, temos para se obter a existência Global pedimos que

max{q̃, pc(n)} < p

será que é possível ter existência global sem regularidade para todo pc(n) < p?
3. O que dizer sobre o Expoente crítico para o problema de Cauchy

utt + (−∆)σu+m2(−∆)δu = |u|p, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x), (2.45)
com σ 6= δ.

Note que na questão (2.45)mesmoo casom = 0 eσ < 1 não foi respondido aqui. Com relação a essemesmoproblema comm 6= 0 em [45] o autor provou estimativas ótimas na antidiagonal para o caso σ = 2 e δ = 0e fez aplicações para um problema semilinear. Para δ = 0 e σ = 1, ou a Equação de Klein-Gordon, em [53] oestudo de seu decaimento foi totalmente estabelecido. Considere o caso δ = 0, e considere o mutliplicador
sin(t(m2+|ξ|2σ)1/2)

(m2+|ξ|2σ)1/2 . Em frequência baixa temos que esse multiplicador está emM q
p , com 1 < p ≤ q < ∞, a

demonstração desse resultado é análoga a da Proposição 1.2.3, deve-se aplicar o Lema A.4.6 para a funçãohomogênea de grau σ, f(η, ξ)
.
= (|η|2σ + |ξ|2σ)1/2, nos pontos (η0, ξ), com |η0| = 1. Para frequênciasaltas vamos provar que a região onde esperamos estimativa para a equação linear relativa a equação (2.45)deve conter a região onde temos estimativa para a equação (2.1). Mas não podemos dizer nada a priorisobre o decaimento esperado, uma vez que não temos homogeneidade nesse caso. O argumento a seguir foiinteiramente adaptado de Peral [65]. Note que

kt(ξ)
.
= χ(ξ)

eit(m
2+|ξ|2σ)1/2

(m2 + |ξ|2σ)1/2
= χ(ξ)

eit|ξ|
σ

|ξ|σ
|ξ|σ

(m2 + |ξ|2σ)1/2
χ(ξ)eit(m

2+|ξ|2σ)1/2−it|ξ|σ .

Agora, como feito em [76], temos que g(ξ)
.
= |ξ|σ

(m2+|ξ|2σ)1/2 é a transformada de fourier de umamedida finita,
portanto pertence aM1. Afirmamos que

mt(ξ)
.
= eit(m

2+|ξ|2σ)1/2−it|ξ|σ ,

é também a transformada de fourier de uma medida finita. Usando que
(1 + t2)

1
2 = 1 +

∞∑
j=1

cjt
j ,

temos que
it(m2 + |ξ|2σ)1/2 − it|ξ|σ = it|ξ|σ(

∞∑
j=1

cj
mj

|ξ|σj
) = it(c1m) +

∞∑
j=2

mj

|ξ|(j−1)σ
,

logo
mt(ξ) = ctχ(ξ)e

it
∑∞
j=2 cj

mj

|ξ|(j−1)σ ,

daí para rt(ξ) .
= mt(ξ)− ct, temos

|∂αξ rt(ξ)| ≤
1

(1 + |ξ|σ)|α|+1
,

disso podemos concluir que
ft

.
= r̂t ∈ L1.

Logo m̂t = ctδ0 + ft, e isso termina de provar nossa afirmação uma vez quemt(ξ) é Radial em ξ.
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Portanto

‖Fξ→x(kt(ξ)φ̂(ξ))‖Lqx = ‖Fξ→x(g(ξ)mt(ξ)mσ,σ(ξ)φ̂(ξ))‖Lqx
≤ C‖Fξ→x(mt(ξ)mσ,σ(ξ)φ̂(ξ))‖Lqx ≤ Ct‖Fξ→x(mσ,σ(ξ)φ̂(ξ))‖Lqx ≤ C

′
t‖φ‖Lp

e isso prova que onde temos estimativa para o multiplicadormσ,σ temos também para kt(ξ).



Capı́tulo 3
Equações de evolução invariantes por escala.

3.1 Velocidade de propagação polinomial

Nessa seção vamos considerar a equação de evolução utt + a2(t)(−∆)δu = 0 com dados iniciais u(0, x) =
u1(x), ut(0, x) = u2(x) e velocidade de propagação a(t) polinomial. Vamos usar métodos de funções espe-ciais para obter estimativas Lp −Lq na antidiagonal e também do tipo L1 −L2, recomenda-se comparar osresultados com aqueles já obtidos quando a é constante.A equaçãoque será tratada a seguir éutt+(1+t)2`(−∆)δu = 0, comdados iniciaisu(0, x) = u1(x), ut(0, x) =
u2(x), para−1 < ` < 0. Quando ` = −2

3 e δ = 1 esse modelo têm aplicações em cosmologia, veja as refe-rências [25] e [26]. Quando ` > 0, estimativasLp−Lq na linha dual são estudados em [4], já quando ` < −1,estimativas de energia encontram se em [21].Vamos considerar o seguinte modelo:
utt + (1 + t)2`(−∆)δu = 0, u(0, x) = u1(x), ut(0, x) = u2(x), (3.1)

e vamos admitir que ` > −1 e δ > 0, além disso, vamos considerar a energia a seguir.
E(u)(t) =

1

2

∫
Rn

(
|ut(t, x)|2 + (1 + t)2`|(−∆)δ/2u(t, x)|2

)
dx. (3.2)

Aplicando a transformada parcial de Fourier temos:
ûtt + (1 + t)2`|ξ|2δû = 0, û(0, ξ) = û1(ξ), ût(0, ξ) = û2(0, ξ). (3.3)

Fazendo τ = (1+t)`+1|ξ|δ
1+` e ρ = 1

2(`+1) temos para û(t, ξ) = τρw(τ) que w satisfaz a seguinte equaçãodiferencial de Bessel
τ2wττ + τwτ + (τ2 − ρ2)w = 0.

Um sistema fundamental de soluções para as equações de Bessel é bem conhecido e dado pelas funções deHankelH±ρ (τ), como definidas no Apêndice. Portanto fazendo w̄±(t, ξ) = w±(τ) = τρH±ρ (τ) temos que asolução de (3.3) para dados em t0 ≥ 0 pode ser dada por
û(t, ξ) = c1(t0, ξ)w̄+(t, ξ) + c2(t0, ξ)w̄−(t, ξ),

onde as constantes c1 e c2 podem ser obtidas derivando em t e depois resolvendo um sistema, denotando
∂tw̄±(t, ξ) = w̄±,t(t, ξ) temos

50
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c1(t0, ξ) =
w̄−,t(t0, ξ)û(t0, ξ)− w̄−(t0, ξ)ût(t0, ξ)

w̄−,t(t0, ξ)w̄+(t0, ξ)− w̄−(t0, ξ)w̄+,t(t0, ξ)
(3.4)

c2(t0, ξ) =
w̄+(t0, ξ)ût(t0, ξ)− w̄+,t(t0, ξ)û(t0, ξ)

w̄−,t(t0, ξ)w̄+(t0, ξ)− w̄−(t0, ξ)w̄+,t(t0, ξ)

Por outro lado podemos escrever a solução, para funções V1 e V2 a serem determinadas, da seguinte forma:
û(t, ξ) = V1(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + V2(t, t0, ξ)ût(t0, ξ).

Derivando com relação a t e denotando ∂tVi(t, t0, ξ) = Vi,t(t, t0, ξ) para i = 1, 2, temos para t ≥ t0
ût(t, ξ) = V1,t(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + V2,t(t, t0, ξ)ût(t0, ξ),

donde temos que Vi(t0, t0, ξ) ≡ δ1,i e Vi,t(t0, t0, ξ) ≡ δ2,i. Portanto das igualdades (3.4) e das identidades(A.9) dadas no apêndice temos, após voltarmos às variáveis t, ξ em vez de τ , que valem:

V1(t, t0, ξ) =
iπ

4(`+ 1)
(1 + t0)−ρ(`+1)(1 + t)ρ(`+1)Ψ1,ρ−1,1(t, t0, ξ),

V2(t, t0, ξ) = − iπ

4(`+ 1)
(1 + t0)−ρ(`+1)(1 + t)ρ(`+1)Ψ0,ρ,0(t, t0, ξ),

V1,t(t, t0, ξ) =
iπ

4(`+ 1)
(1 + t0)−`−ρ(`+1)(1 + t)`+ρ(`+1)Ψ2,ρ−1,0(t, t0, ξ),

V2,t(t, t0, ξ) = − iπ

4(`+ 1)
(1 + t0)−`−ρ(`+1)(1 + t)`+ρ(`+1)Ψ1,ρ,−1(t, t0, ξ),

onde

Ψk,ρ,α(t, t0, ξ) = ((1 + t0)`+1|ξ|δ)k det

H−ρ ( (1+t0)`+1|ξ|δ
1+`

)
H−ρ+α

(
(1+t)`+1|ξ|δ

1+`

)
H+
ρ

(
(1+t0)`+1|ξ|δ

1+`

)
H+
ρ+α

(
(1+t)`+1|ξ|δ

1+`

) . (3.5)
Para estimar a norma de nossos multiplicadores Vi e Vi,t vamos usar propriedades das funções de Hankelenunciadas na Proposição A.1.4. Vamos dividir nosso espaço de fase em três zonas de modo que temos emcada um deles uma estimativa para as funções de Hankel.Na zona definida por Z3 = {(t, ξ) : |ξ|δ ≥ N} temos as estimativa:

|Ψk,ρ,α(t, t0, ξ)| ≤ C((1 + t0)1+`|ξ|δ)k−
1
2 ((1 + t)(`+1)|ξ|δ)−

1
2 .

Na Zona definida por Z2 = {(t, ξ) : (1 + t0)1+`|ξ|δ ≤ N ≤ (1+t)`+1|ξ|δ
`+1 } temos:

|Ψk,ρ,α(t, t0, ξ)| ≤ C((1 + t0)1+`|ξ|δ)k−|ρ|((1 + t)(`+1)|ξ|δ)−
1
2 .

Finalmente na zona Z1 = {(t, ξ) : (1+t)`+1|ξ|δ
`+1 ≤ N} vamos considerar separadamente quando ρ é ou nãoum inteiro. Vamos assumir primeiro que ρ não é inteiro, logo para α ∈ {−1, 0, 1}, ρ + α também não éinteiro. ComoH±ρ (τ) = Jρ(τ)± iYρ(τ), temos

Ψk,ρ,α(t, t0, ξ) = 2i((1 + t0)`+1|ξ|δ)k det

(
Jρ(

(1+t0)`+1|ξ|δ
1+` ) Jρ+α( (1+t)`+1|ξ|δ

1+` )

Yρ(
(1+t0)`+1|ξ|δ

1+` ) Yρ+α( (1+t)`+1|ξ|δ
1+` )

)
. (3.6)

Para ρ não inteiro, a função de Weber é determinada pela função de Bessel de primeiro tipo
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Yρ(τ) =
Jρ(τ) cos(ρπ)− J−ρ(τ)

sin(ρπ)
.

Então fazendo os cancelamentos o determinante em t0 = 0 é
C
(
Jρ(

(1 + t0)`+1|ξ|δ

1 + `
))J−(ρ+α)(

(1 + t)`+1|ξ|δ

1 + `
)− J−ρ((1 + t0)`+1 |ξ|δ

1 + `
)Jρ+α(

(1 + t)`+1|ξ|δ

1 + `
)
)
,

usando que |Jρ(τ)| ≤ Cτρ nós temos

|Ψk,ρ,α(t, t0, ξ)| ≤ C((1+t0)`+1|ξ|δ)k+ρ((1+t)(`+1)|ξ|δ)−ρ−α+C((1+t0)`+1|ξ|δ)k−ρ((1+t)(`+1)|ξ|δ)ρ+α.

Para nossa aplicação podemos assumir k ≥ |α|, α ∈ {−1, 0, 1} e como ` + 1 > 0 concluímos que em Z1temos a seguinte estimativa
|Ψk,ρ,α(t, 0, ξ)| ≤ C(1 + t)(|ρ|−k)(`+1).

Agora vamos supor que ρ é inteiro, nesse caso Yn(τ) = 2
πJn(τ) log τ + An(τ), onde τnAn(τ) é inteira e

An(0) 6= 0. Além disso, a função Λρ(τ) = τ−ρJρ(τ) é inteira em ρ e τ e ainda é não nula para τ = 0. Temos

Ψk,ρ,α(t, 0, ξ) =− 4i

π
|ξ|δk log((1 + t)`+1)Jρ(|ξ|δ/`+ 1)Jρ+α(

1 + t)`+1|ξ|δ

`+ 1
)

+ 2i|ξ|δk
(
Jρ+α(|ξ|δ/`+ 1)Λρ+α((

1 + t)`+1|ξ|δ

`+ 1
)− Λρ(|ξ|δ/`+ 1)Jρ+α(

(1 + t)`+1|ξ|δ

`+ 1

)
.

Como Jn(τ) = (−1)nJ−n(τ), para n inteiro, para estimar a primeira parcela acima podemos trocar Jρ+αpor J−(ρ+α). Com isso e lembrando que podemos assumir k ≥ |α|, temos que em Z1 vale que aprimeiraparcela é estimada por
C(1 + t)(`+1)(−|ρ|−k) log(e+ t).

Analogamente, e usando queΛρ(τ) é inteira, temos a seguinte estimativa para a segunda parcela na zonaZ1

C(1 + t)(−ρ−α)(`+1)|ξ|δ(k−α) + C(1 + t)(ρ+α)(`+1)|ξ|δ(k+α) ≤ C(1 + t)(`+1)(|ρ|−k).

Portanto em qualquer caso em Z1 vale a seguinte estimativa |Ψk,ρ,α(t, 0, ξ)| ≤ C(1 + t)(`+1)(|ρ|−k).Assim com essas estimativas podemos concluir que para ρ > 1
2 :

|V1(t, 0, ξ)| .



(1 + t)−
`
2 em Z3,

(1 + t)−
`
2 |ξ|δ(

3
2
−ρ), em Z2, 2`+ 1 ≤ 0,

(1 + t)−
`
2 |ξ|δ(ρ−

1
2

), em Z2, 2`+ 1 > 0,

(1 + t)−(2`+1), em Z1, 2`+ 1 ≤ 0,

1, em Z1, 2`+ 1 > 0.

(3.7)

|V2(t, 0, ξ)| .


|ξ|−δ(1 + t)−

`
2 em Z3,

(1 + t)−
`
2 |ξ|−δ(

1
2

+ρ), em Z2,

1 + t, em Z1,

(3.8)
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|V1,t(t, 0, ξ)| .


|ξ|δ(1 + t)`/2 em Z3,

|ξ|δ(
1
2

+ρ)(1 + t)`/2, em Z2, 2`+ 1 ≤ 0,

|ξ|δ(
5
2
−ρ)(1 + t)`/2, em Z2, 2`+ 1 > 0,

((1 + t)−(1+`) + (1 + t)`)|ξ|δ, em Z1.

(3.9)

|V2,t(t, 0, ξ)| .


(1 + t)`/2, em Z3,

(1 + t)`/2|ξ|δ(
1
2
−ρ), em Z2,

1, em Z1.

(3.10)

Também temos, para t ≥ tξ, |ξ|σ ≤ N :
|V1(t, tξ, ξ)|, |V2(t, tξ, ξ)| . (|ξ|δ(1 + t)`+1)

− `
2(`+1) , em Z2; (3.11)

|V1,t(t, tξ, ξ)|, |V2,t(t, tξ, ξ)| . ((1 + t)`+1|ξ|δ)
`

2(`+1) , em Z2. (3.12)
onde tξ é definido implicitamente por (1+tξ)

1+l|ξ|δ
1+l = N .

Na Proposição a seguir vamosobter umestimativa para a seguinte energia ‖ut(t, ·)‖22+‖(1+t)`(−∆)δ/2u(t, ·)‖22.Note que derivando em t podemos concluir que
‖ut(t, ·)‖22 + ‖(1 + t)`(−∆)δ/2u(t, ·)‖22 ≤ ‖ut(0, ·)‖22 + ‖(−∆)δ/2u(0, ·)‖22.

Vamos ver que usando as representações da solução obtidas acima podemos obter um decaimento maiorpara essa energia, ao menos quando o segundo dado é nulo. Além disso vamos obter uma estimativa para
‖u(t, ·)‖2 que não pode ser obtida simplesmente derivando a energia acima. Compare tal estimativa com aobtida no Teorema 1.5.7.
Teorema 3.1.1. Seja u(t, x) solução de (3.1) com 0 < ` + 1 < 1. Nesse caso, para (u1, u2) ∈ Ḣδ

(
Rn
)
× L2,temos:

‖(1 + t)`(−∆)δ/2u(t, ·)‖22 .

{
(1 + t)`‖u1‖2Ḣδ + ‖u2‖22, ` > −2

3

(1 + t)−2(1+`)‖u1‖2Ḣδ + ‖u2‖22, ` ≤ −2
3

; (3.13)

‖ut(t, ·)‖22 .

{
(1 + t)2`‖u1‖2Ḣδ + ‖u2‖22, 2`+ 1 > 0,

(1 + t)−2(1+`)‖u1‖2Ḣδ + ‖u2‖22, 2`+ 1 ≤ 0,
(3.14)

‖u(t, ·)‖2 .

{
(1 + t)−`/2‖u1‖2 + (1 + t)‖u2‖2, ` > −2

3

(1 + t)−(2`+1)‖u1‖2 + (1 + t)‖u2‖2, ` ≤ −2
3 .

(3.15)
para todo t ≥ 0.
Demonstração. Em Z3 temos:

(1 + t)`|ξ|δ|V1(t, 0, ξ)| . (1 + t)`/2|ξ|δ,
(1 + t)`|ξ|δ|V2(t, 0, ξ)| . (1 + t)`/2.

Enquanto que para |ξ|δ ≤ N , temos:
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(1 + t)`|V1(t, 0, ξ)| .

{
(1 + t)−(1+`), ` ≤ −2

3 ,

(1 + t)`/2, 0 > ` > −2
3 ,

(1 + t)`|ξ|δ|V2(t, 0, ξ)| . 1.

Para |ξ|δ ≤ N e t ≤ tξ temos

(1 + t)`|V1(t, 0, ξ)| .

{
(1 + t)−(1+`), 2`+ 1 ≤ 0

(1 + t)`, 2`+ 1 > 0,
,

(1 + t)`|ξ|δ|V2(t, 0, ξ)| . 1.

Logo,
‖(1 + t)`(−∆)δu(t, ·)‖22 .

{
(1 + t)`‖u1‖2Ḣδ + ‖u2‖22, `+ 1 > 1

3

(1 + t)−2(1+`)‖u1‖2Ḣδ + ‖u2‖22, `+ 1 ≤ 1
3

.

Analogamente prova-se as outras desigualdades.

Estimativa L1 − L2.

Vamos agora obter estimativas L1 − L2. Compare com as obtidas no caso em que temos coeficientes cons-tantes, Teorema 1.5.7. Note que uma condição para se ter essa estimativa no caso constante é que 2σ > n, evamos precisar dessa condição na próxima Proposição também. Ela será utilizada para se obter a estimativana zona Z3, note que essa é a região de frequências altas. No caso coeficientes constantes é também parafrequências altas que ocorre tal restrição, veja a Proposição 1.2.6.
Teorema 3.1.2. Considere u(t, x) solução de

utt + (1 + t)2`(−∆)δu = 0, u(0, x) ≡ 0, ut(0, x) = ψ(x).

Se 2δ > n, 0 < 1 + ` < 1 e ψ ∈ L1
(
Rn
), então

‖u(t, ·)‖2 . ‖ψ‖1


(1 + t)−

`
2 , n > δ

(
`+2
`+1

)
(1 + t)−

`
2 (ln(1 + t))1/2, n = δ

(
`+2
`+1

)
(1 + t)1− n

2δ
(1+`), n < δ

(
`+2
`+1

) ,
para qualquer t > 0.
Demonstração. Temos que:

(∫
(t,ξ)∈Z1

|V2(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
. (1 + t)1− n

2δ
(1+`).

Além disso,

(∫
(t,ξ)∈Z2

|V2(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
.


(1 + t)−

`
2 , n > δ

(
`+2
`+1

)
(1 + t)−

`
2 (ln(1 + t))1/2, n = δ

(
`+2
`+1

)
(1 + t)1− n

2δ
(1+`), n < δ

(
`+2
`+1

)
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Para 2δ > n, temos também

(∫
(t,ξ)∈Z3

|V2(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
. (1 + t)−

`
2 .

Portanto com essas estimativas podemos provar a Proposição.

A Proposição a seguir é o caso em que temos apenas o primeiro dado, assim, vamos precisar de mais re-gularidade. O mesmo ocorre no caso coeficientes constantes, compare com 1.5.7. Além disso, a mesmaconsideração feita anteriormente sobre a restrição 2δ > n referente a Proposição anterior se aplica aqui.
Teorema 3.1.3. Considere u(t, x) solução de

utt + (1 + t)2`(−∆)δu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) ≡ 0.

Se 2δ > n, 0 < 1 + ` < 1 e φ ∈ Ḣδ
(
Rn
)
∩ L2

(
Rn
), então

‖u(t, ·)‖2 .


(1 + t)−

`
2

(
‖φ‖1 + ‖|D|δφ‖1

)
, 2`+ 1 > 0 ou 2`+ 1 ≤ 0 e δ(2+3`

1+`

)
+ n > 0,

(1 + t)−
`
2 (ln(1 + t))

1
2 ‖φ‖1 + (1 + t)−

`
2 ‖|D|δφ‖1, 2`+ 1 ≤ 0 e δ(2+3`

1+`

)
+ n = 0,

(1 + t)−(2`+1)− n
2δ

(1+`)‖φ‖1 + (1 + t)−
`
2 ‖|D|δφ‖1, 2`+ 1 ≤ 0 e δ(2+3`

1+`

)
+ n < 0 (3.16)para t ≥ 0.

Demonstração. Em Z1 temos
(∫

(t,ξ)∈Z1

|V1(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
.

{
(1 + t)−(2`+1)− n

2δ
(1+`), 2`+ 1 ≤ 0

(1 + t)−
n
2δ

(1+`), 2`+ 1 > 0
,

enquanto que em Z2,

(∫
(t,ξ)∈Z2

|V1(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
.


(1 + t)−

`
2 , 2`+ 1 > 0,

(1 + t)−
`
2 , δ

(
2+3`
1+`

)
+ n > 0; 2`+ 1 ≤ 0,

(1 + t)−
`
2 (ln(1 + t))1/2, δ

(
2+3`
1+`

)
+ n = 0; 2`+ 1 ≤ 0,

(1 + t)−(1+2`)− n
2δ

(1+`), δ
(

2+3`
1+`

)
+ n < 0; 2`+ 1 ≤ 0.

. (3.17)

Finalmente se 2δ > n,
(∫

(t,ξ)∈Z3

1

|ξ|2δ
|V1(t, 0, ξ)|2dξ

) 1
2
. (1 + t)−

`
2 .

Essas estimativas são suficientes para demonstrar a Proposição.

Observação 3.1.4. Note que quando pedimos que os dados tenha regularidade emL1 em vez deL2 podemosmelhorar a estimativa para a solução ‖u(t, ·)‖L2 , compare as estimativas nas Proposições 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3.
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3.2 Invariante por Escala com termo de massa

Nessa seção vamos tratar a equação
utt + (−∆)σu+ µ2

(1+t)2(1− δσ )
(−∆)δu = 0

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x)
(3.18)

com µ 6= 0 exercendo um importante papel no comportamento da solução. A equação tem a propriedadede ser invariante por alguma escala, de fato, se u(t, x) é solução, então
u(λσ(1 + t), λx)

também é solução, para cada λ > 0. Aplicando a transformada de Fourier, temos
ûtt + |ξ|2σû+ µ2

(1+t)2(1− δσ )
|ξ|2δû = 0,

û(0, ξ) = φ̂(ξ), ût(0, ξ) = ψ̂(ξ).
(3.19)

Vamos considerarm(t) = µ

(1+t)1− δσ
, temos quem′(t) < 0, logo definindo

E(u)(t) =
1

2

(
‖ut(t, ·)‖2

L2
(
Rn
) + ‖(−∆)

σ
2 u(t, ·)‖2

L2
(
Rn
) +m2(t)‖(−∆)

δ
2u(t, ·)‖2

L2
(
Rn
)) , (3.20)

e derivando em t segue que E′(u)(t) = m(t)m
′
(t)‖(−∆)

δ
2u(t, ·)‖2

L2
(
Rn
) ≤ 0, donde para t ≥ 0 temos:

E(u)(t) ≤ E(u)(0). (3.21)
Note que para estabelecer esse fato só usamos quem(t) > 0 em′(t) < 0 para todo t. Podemos tambémusar a desigualdade de Gronwall, e obter

E(u)(0)e
−2
∫ t
0
|m
′
(τ)|

m(τ)
dτ ≤ E(u)(t) ≤ E(u)(0)e

2
∫ t
0
|m
′
(τ)|

m(τ)
dτ
.

No casom(t) = µ

(1+t)1− δσ
, temos e2

∫ t
0
|m
′
(τ)|

m(τ)
dτ

= (1 + t)2(1− δ
σ

), logo
C−1 E(u)(0)

(1 + t)2(1− δ
σ

)
≤ E(u)(t) ≤ C(1 + t)2(1− δ

σ
)E(u)(0).

Nos casos especiais em que |m′ (τ)|
m(τ) é integrável, como por exemplo m(t) = e

1
t , teremos conservação daenergia, ou seja:

E(u)(t) ∼ E(u)(0).

Claro que em toda essa discussão estamos querendo que E(u)(0) < ∞ e para isso basta assumir que ψ ∈
L2(Rn) e φ ∈ Ḣσ(Rn) ∩ Ḣδ(Rn). Note que pela desigualdade (3.21) podemos concluir que

m2(t)‖|D|δu(t, ·)‖2 ≤ E(u)(0).

Queremos saber quando podemos melhorar essa estimativa, veremos que no caso δ = 0 será possível obterum decaimento melhor que irá depender de µ > 0.
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3.2.1 Caso δ = 0.

Em Böhme [5] e [7] a autora estuda o comportamento assintótico da solução da equação (3.19) no caso σ = 1e δ = 0, para isso ela faz uso dos comportamentos assintóticos conhecidos para as funções especiais, taiscomo as confluente e hipergeométrica. Veremos que no caso σ > 0 qualquer e δ = 0, podemos usar asmesmas técnicas e deduzir de maneira análoga o comportamento assintótico nesse caso também. Alémdisso, quando 2σ > n, onde n > 1 é a dimensão, vamos deduzir estimativas do tipo L1 − L2.
Fazendo τ = |ξ|σ(1 + t). Considere ρ =

1+
√

1−4µ2

2 e û(t, ξ) = τρv(τ) de (3.19) obtemos que
τvττ + 2ρvτ + τv = 0.

Por fim z = 2iτ e w(z) = eiτv(τ), temos
zwzz + (2ρ− z)wz − ρw = 0, (3.22)

que descreve uma equação confluente hipergeométrica ou uma equação de Kummer, veja o Apêndice. Suassoluções fundamentais são chamadas funções confluentes hipergeométricas e dependem essencialmente de
ρ, 

ρ ∈ (1
2 , 1), quando µ2 < 1

4

ρ = 1
2 , quando µ2 = 1

4

<ρ = 1
2 ,=ρ 6= 0, quando µ2 > 1

4 .

Temos pelas Proposições A.1.6 e A.1.7, de acordo com 2ρ ser inteiro ou não, que w1(z) = Θ0(ρ, 2ρ; z) e
w2(z) = z1−2ρezΘ0(1− ρ, 2− 2ρ;−z) são as soluções fundamentais de 3.22, onde

Θ0(α, β; z)
.
=

{
Φ(α, β; z), ρ 6= 1

2

Ψ(α, β; z), ρ = 1
2 ,

ondeΦ eΨ são as funções confluentes hipergeométricas. Logo, nós temos duas soluções fundamentais e1, e2para 3.19:

e1(t, ξ) =
(
(1 + t)|ξ|σ

)ρ
e−i(1+t)|ξ|σΘ0(ρ, 2ρ; z),

e2(t, ξ) =
(
(1 + t)|ξ|σ

)ρ
z1−2ρei(1+t)|ξ|σΘ0(1− ρ, 2− 2ρ;−z).

Derivando com respeito a t, usando que z = 2i|ξ|σ(1 + t) e as Proposições A.1.6, A.1.7, temos:

e1,t(t, ξ) = ∂te1(t, ξ) =
(
(1 + t)|ξ|σ

)ρ−1|ξ|σe−i(1+t)|ξ|σΘ1(ρ, 2ρ; z),

e2,t(t, ξ) = ∂te2(t, ξ) =
(
(1 + t)|ξ|σ

)ρ−1|ξ|σz1−2ρei(1+t)|ξ|σΘ1(1− ρ, 2− 2ρ;−z),

onde
Θ1(α, β; z) =

{
z
2Φ(α, β; z) + (β − α)Φ(α− 1, β; z), ρ 6= 1

2 ,
z
2Φ(α, β; z)− Φ(α− 1, β; z), ρ = 1

2 .
(3.23)

Logo a solução de (3.19) é representada para dados iniciais em t0 por
û(t, ξ) = c1(t0, ξ)e1(t, ξ) + c2(t0, ξ)e2(t, ξ).

As constantes são dadas por
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c1(t0, ξ) =
e2,t(t0, ξ)û(t0, ξ)− e2(t0, ξ)ût(t0, ξ)

e2,t(t0, ξ)e1(t0, ξ)− e2(t0, ξ)e1,t(t0, ξ)
,

c2(t0, ξ) =
e1(t0, ξ)ût(t, ξ)− e1,t(t0, ξ)û(t0, ξ)

e2,t(t0, ξ)e1(t0, ξ)− e2(t0, ξ)e1,t(t0, ξ)
.

Vamos escrever a solução de (3.19) como
û(t, ξ) = E1,0(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + E2,0(t, t0, ξ)ût(t0, ξ),

onde

E1,0(t, t0, ξ) =
e2,t(t0, ξ)e1(t, ξ)− e1,t(t0, ξ)e2(t, ξ)

e2,t(t0, ξ)e1(t0, ξ)− e2(t0, ξ)e1,t(t0, ξ)
,

E2,0(t, t0, ξ) =
e1(t0, ξ)e2(t, ξ)− e2(t0, ξ)e1(t, ξ)

e2,t(t0, ξ)e1(t0, ξ)− e2(t0, ξ)e1,t(t0, ξ)
,

e sua derivada em t é dado por
ût(t, ξ) = E1,1(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + E2,1(t, t0, ξ)ût(t0, ξ),

onde Ek,1 = ∂tEk,0, k = 1, 2. A solução fundamental satisfaz Ek,l(t0, t0, ξ) = δk,l+1, k = 1, 2, l = 0, 1. PorA.16 e A.17 temos

e2,t(t, ξ)e1(t, ξ)− e1,t(t, ξ)e2(t, ξ)

=(2i)1−2ρ|ξ|σz2ρe−z(w1(z)w
′
2(z)− w′1(z)w2(z)) = Cρ(2i)

1−2ρ|ξ|σ,

onde Cρ é uma constante não-nula dependendo de ρ.
Lema 3.2.1. Denotando z = z(t) = 2i(1 + t)|ξ|σ, z0 = z0(t0) nós temos para k = 1, 2, l = 0, 1 a represen-tação

Ek,l(t, t0, ξ) = Cρ(−2i|ξ|σ)1−k+ldetGk,l(t, t0, ξ), (3.24)
onde

Gk,l(t, t0, ξ) =

(
zρ−le−

z
2 Θl(ρ, 2ρ; z) z−ρ+1−le

z
2 Θl(1− ρ, 2− 2ρ;−z)

zρ−2+k
0 e−

z0
2 Θ2−k(ρ, 2ρ; z0) z−ρ−1+k

0 e
z0
2 Θ2−k(1− ρ, 2− 2ρ;−z0)

)
.

Vamos definir as seguintes zonas,

Z1 = {(t, ξ) : (1 + t)|ξ|σ ≤ N};
Z2 = {(t, ξ) : |ξ|σ ≤ N ≤ (1 + t)|ξ|σ};
Z3 = {(t, ξ) : N ≤ (1 + t)|ξ|σ}.

Proposição 3.2.2. Sejam α, β ∈ C.
1. Para ρ = 1

2 , l = 0, 1 e argumento pequeno |z| nós temos
Θl(α, β; z) ∼ sgn

(
Γ(α− l)

)
ln z,

onde, por razões de simplicidade, nós supomos que z é um imaginário puro e, portanto, ln z = ln |z|+
iπ2 sgn

1
i z.
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Figura 3.1: Zonas.
2. Para ρ 6= 1

2 , l = 0, 1 e argumentos pequenos z com |z| ≤ C, nós temos
|Θl(α, β; z)| ≤ C

3. Para ρ = 1
2 , l = 0, 1 e argumentos grandes |z| nós temos

Θl(α, β; z) = Ca(z),

onde |dmz a(z)| ≤ Cm|z|l−<α−m,m inteiro não-negativo e Cm = Cm(α, β).
4. Para ρ 6= 1

2 , um número não-ímpar β = 2α, l = 0, 1 e argumentos grandes |z| nós temos
Θl(α, β; z) = Ce

π
2 sin

( z
2i

)
a(z),

onde |dmz a(z)| ≤ Cm|z|l−<α−m,m inteiro não-negativo, e Cm = Cm(α).
Demonstração. Basta usar a propriedades deΦ eΨ descritas nas Proposições A.1.6 e A.1.7, respectivamente.

Denote tξ implicitamente por (1 + tξ)|ξ|σ = N , assim temos a seguinte Proposição.
Proposição 3.2.3. Para todo t ≤ tξ, vale a estimativa∣∣ ln(−z) ln(z0)e

z−z0
2 − ln(z) ln(z0)e−

z−z0
2

∣∣ . 1 + ln(1 + t),

onde z = z(t) = 2i(1 + t)|ξ|σ e z0 = z(0).
Demonstração. Pela definição de logarítmo temos:

ln(±2i(1 + t)|ξ|σ) = ln(2(1 + t)|ξ|σ)± π

2
i.

logo
∣∣∣ ln(−z) ln z0e

z−z0
2 − ln(z) ln(−z0)e−

z−z0
2

∣∣∣
.
∣∣∣ (ln(2(1 + t)|ξ|σ) ln(2|ξ|σ) +

1

4
π2

)
2 sin(t|ξ|σ)

∣∣∣+
∣∣∣π (ln(2(1 + t)|ξ|σ)− ln(2|ξ|σ)) cos(t|ξ|σ)

∣∣∣
.1 + ln(1 + t) +

∣∣∣ (ln(2(1 + t)|ξ|σ) ln(2|ξ|σ)) sin(t|ξ|σ)
∣∣∣

.1 + ln(1 + t) +
∣∣∣ (ln(1 + t) ln(2|ξ|σ) +

(
ln(2|ξ|σ)

)2)
sin(t|ξ|σ)

∣∣∣,
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e isso será estimado por C(1 + ln(1 + t)), que é claro para |ξ| grande, e para |ξ| pequeno segue pois temos

lim
|ξ|→0

(ln(2|ξ|σ))r sin(t|ξ|σ) = 0,

para r = 1, 2 e t ≥ 0.

Conservação de Energia

Considere a energia a seguir para nosso modelo invariante por escala.
Eµ(u)(t)

.
=

1

2

(
‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖2L2 + p(t)2‖u(t, ·)‖2L2

)
,

com

p(t) =


(1 + t)−

1
2 , µ2 > 1

4 ,

(1 + t)−
1
2 (1 + ln(1 + t))−1, µ2 = 1

4 ,

(1 + t)−
1
2
− 1

2

√
1−4µ2

, 0 < µ2 < 1
4 .

(3.25)

Na Tese [5] e em [61] pode-se encontrar a demonstração do seguinte resultado.
Teorema 3.2.4. A energiaEµ(u)(t) da solução da Equação (3.18) com δ = 0, para φ ∈ Hσ(Rn),ψ ∈ L2(Rn)satisfaz

p2(t)Eµ(t) . Eµ(u)(t) . Eµ(u)(0).

Observação 3.2.5. O Teorema 3.2.4 diz que quanto maior o µ mais temos um comportamento dissipativo.Por outro lado quando µ → 0 essa dissipatividade vai deixando de existir. Esse resultado é um indício deque podemos esperar um comportamento dissipativo quando tivermos umamassam(t) acima do invariantepor escala e uma conservação de energia quando tivermos abaixo. Tais resultados serão enunciados maisclaramente e provados mais adiante na tese. Porém, antes disso, precisamos saber se podemos esperar parao invariante por escala algo análogo no caso δ > 0. Ou seja, se o paramêtro µ também indica um comporta-mento dissipativo.
Estimativas L1 − L2.

Agora vamos provar uma estimativa L1 − L2. Mas primeiro lembre-se que na seção 2.2 discutimos que os
pontos p, q onde temos limitação para o multiplicador χ(ξ) e

it(m2+|ξ|2σ)1/2

(m2+|ξ|2σ)1/2 são pelo menos aqueles que vale
a limitação para χ(ξ) e

it(|ξ|2σ)1/2

(|ξ|2σ)1/2 . Para esse último sabemos que só temos limitação do tipo L1 − L2, ou seja
para p = 1 e q = 2, quando 2σ > n. Assim essa hipótese é natural para o Teorema que propomos a seguir,veremos que essa hipótese é usada para frequências altas. Veja também a Proposição 1.2.6 que mostra nãoexistir restrição para frequências baixas. Agora defina b(t) para t ≥ 0, por:

b(t) :=



max{(1 + t)
1
2
− n

2σ
+

√
1−4µ2

2 ,
(

ln(1 + t)
) 1

2 }, 0 < µ < 1
2 ;n ≤ σ

(
1 +

√
1− 4µ2

)
,

1 0 < µ < 1
2 ;n > σ

(
1 +

√
1− 4µ2

)
,

max{(1 + t)
1
2
− n

2σ , 1 + ln(1 + t)}, µ > 1
2 ;n ≤ σ,

1 µ > 1
2 ;n > σ,

(1 + ln(1 + t)) max{(1 + log(1 + t))
1
2 , (1 + t)

1
2
− n

2σ }, µ = 1
2 ;n ≤ σ,

1 + ln(1 + t), µ = 1
2 ;n > σ (3.26)Logo podemos provar o seguinte Teorema.
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Teorema 3.2.6. Considere u(t, x) solução de (3.18) com δ = 0 e com dados iniciais φ ∈ W σ,1(Rn) e ψ ∈
L1(Rn). Nesse caso, se 2σ > n temos que

‖u(t, ·)‖L2 . ‖|D|σφ‖L1 + b(t)(‖φ‖L1 + ‖ψ‖L1). (3.27)
para t ≥ 0.
Demonstração. Vamos estimar a norma L∞ dos multiplicadores Ek,l, k = 1, 2 e l = 0, 1. Devido ao com-portamento diferenciado das soluções fundamentais vamos dividir os casos ρ 6= 1

2 e ρ = 1
2 . Para o primeirocaso temos que na Zona Z1, ou seja, para todo t, t0 ≤ tξ, vale

|Ek,l(t, t0, ξ)| . (1 + t)<ρ−l(1 + t0)−<ρ−1+k + (1 + t)−<ρ+1−l(1 + t0)<ρ−2+k, (3.28)
com <ρ = 1

2 + 1
2

√
1− 4µ2 se µ ∈ (0, 1

2) e <ρ = 1
2 se µ > 1

2 , respectivamente. Para o caso ρ = 1
2 , temosainda em Z1 e pela Proposição 3.2.3 que

∣∣Ek,l(t, t0, ξ)∣∣ ≈ (1 + t)
1
2
−l(1 + t0)−

3
2

+k ·
∣∣ ln(−z) ln z0e

z−z0
2 − ln z ln(z0)e−

z−z0
2

∣∣, (3.29)
. (1 + t)

1
2
−l(1 + t0)−

3
2

+k
(

1 +
∣∣∣ ln ( 1 + t

1 + t0

)∣∣∣). (3.30)
Em Z2 ∪ Z3 usando a Proposição 3.2.2 e como pela nossa escolha de α e β nós temos <(α) = <(β − α),podemos concluir, para todos t, t0 ≥ tξ, que

|Ek,l(t, t0, ξ)| . |ξ|σ(1−k+l). (3.31)
Pelas desigualdades (3.29) e (3.28), temos para t ≤ tξ e k = 1, 2 que:

(∫
(1+t)|ξ|σ≤N

|Ek,0(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
.


(1 + t)

1
2
− n

2σ
+ 1

2

√
1−4µ2

, 0 < µ < 1
2

(1 + t)
1
2
− n

2σ (1 + log(1 + t)), µ = 1
2

(1 + t)
1
2
− n

2σ , µ > 1
2 .

Além disso, por (3.31), temos:

|E2,0(t, t0, ξ)| . |ξ|−σ,
||ξ|−σE1,0(t, t0, ξ)| . |ξ|−σ

Como 2σ > n, temos, emZ3, que( ∫|ξ|σ≥N |E2,0(t, 0, ξ)|2dξ
) 1

2
. 1 e( ∫|ξ|σ≥N ||ξ|−σE1,0(t, 0, ξ)|2dξ

) 1
2
.

1. Agora resta obter uma estimativa para t ≥ tξ com |ξ|σ ≤ N . Para fazer isso note que nesse intervalo de t,temos:

û(t, ξ) =
(
E1,0(t, tξ, ξ)E1,0(tξ, 0, ξ) + E2,0(t, tξ, ξ)E1,1(tξ, 0, ξ)

)
û(0, ξ)

+
(
E2,0(t, tξ, ξ)E2,1(tξ, 0, ξ) + E1,0(t, tξ, ξ)E2,0(tξ, 0, ξ)

)
ût(0, ξ).

Agora note que E2,0(t, tξ, ξ)E2,1(tξ, 0, ξ) e E1,0(t, tξ, ξ)E2,0(tξ, 0, ξ) são menores do que:

|ξ|−σ


(1 + tξ)

− 1
2

+ 1
2

√
1−4µ2

, 0 < µ < 1
2

(1 + tξ)
− 1

2 , µ > 1
2

(1 + tξ)
− 1

2 (1 + log(1 + tξ)), µ = 1
2

, (3.32)
e
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

(1 + tξ)
1
2

+ 1
2

√
1−4µ2

, 0 < µ < 1
2

(1 + tξ)
1
2 , µ > 1

2

(1 + tξ)
1
2 (1 + log(1 + tξ)), µ = 1

2

, (3.33)

respectivamente. Logopodemos estimar( ∫Z2
|E2,0(t, tξ, ξ)E2,1(tξ, 0, ξ)+E1,0(t, tξ, ξ)E2,0(tξ, 0, ξ)|2dξ

) 1
2 ,por: 

(1 + t)
1
2

+

√
1−4µ2

2
− n

2σ , 0 < µ < 1
2 ;n < σ(1 +

√
1− 4µ2);(

ln(1 + t)
) 1

2 , 0 < µ < 1
2 ;n = σ(1 +

√
1− 4µ2);

1, 0 < µ < 1
2 ;n > σ(1 +

√
1− 4µ2);

(1 + t)
1
2
− n

2σ , µ > 1
2 ;n < σ;(

ln(1 + t)
) 1

2 , µ > 1
2 ;n = σ;

1 µ > 1
2 ;n > σ;

(1 + t)
1
2
− n

2σ (1 + ln(1 + t)), µ = 1
2 ;n < σ;

(1 + ln(1 + t))
3
2 , µ = 1

2 ;n = σ;

1 + ln(1 + t) µ = 1
2 ;n > σ.

(3.34)

Analogamente podemos estimar ( ∫Z2
|E1,0(t, tξ, ξ)E1,0(tξ, 0, ξ) + E2,0(t, tξ, ξ)E1,1(tξ, 0, ξ)|2dξ

) 1
2 , e ver

que podemos concluir uma estimativa análoga a (3.34). Portanto, as desigualdades obtidas são suficientespara provar o Teorema.

Observação 3.2.7. Note que fazendo, na estimativa obtida no Teorema 3.2.6, µ tender a zero, no caso que oprimeiro dado é nulo, recuperamos a estimativa que encontramos para o caso de coeficientes constantes . Ouseja, a estimativaL1−L2 para a solução de utt+(−∆)σu+ µ2

(1+t)2u = 0 com u(0, x) = 0, ut(0, x) = u2(x)

quando µ→ 0 é a estimativa L1 − L2 para a solução de utt + (−∆)σu = 0, u(0, x) = 0, ut(0, x) = u2(x).
Estimativas Lp − Lq na linha dual.

Defina p(t) para t ≥ 0, por:

p(t) :=


(1 + t)−

1
2 , µ > 1

2 ,

(1 + t)−
1
2

(
1 + ln(1 + t)

)−1
, µ = 1

2 ,

(1 + t)−
1
2
− 1

2

√
1−4µ2

, 0 < µ < 1
2 .

Podemos então provar o Teorema a seguir. Compare com o Teorema 1.5.5.
Teorema 3.2.8. O problema de Cauchy com dados u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) ∈ S(Rn) satisfaz:∥∥(ut(t, ·), |D|σu(t, ·)

)∥∥
Lq
. (1 + t)

−h(σ)
(

1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σ(r+1) + ‖u1‖Lp,σr

)
,∥∥p(t)u(t, ·)

∥∥
Lq
. dµ,σ(t)

(
‖u0‖Lp,σr + ‖u1‖Lp,σ(r−1)

)
,

para t ≥ 0, com h(1) = n−1
2 , h(σ) = n

σ para σ ≥ 2, h(σ) = n
2 para σ < 2 com σ 6= 1 e

dµ,σ(t) :=

max
{

(1 + t)
−h(σ)

(
1
p
− 1
q

)
− 1

2 , (1 + t)
−n
(

1
p
− 1
q

)}
, µ2 ≥ 1

4 ,

max
{

(1 + t)
−h(σ)

(
1
p
− 1
q

)
− 1

2
− 1

2

√
1−4µ2

, (1 + t)
−n
(

1
p
− 1
q

)}
, µ2 < 1

4 ,
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onde r = n

σ

(
1
p −

1
q

)
≥ 1, 1

p + 1
q = 1 com 1 < p ≤ 2.

Demonstração. Vamos separar o espaço de fases em três partes que correspondem às três zonas Z1, Z2 e
Z3. Para fazer isso consideremos uma função ψ ∈ C∞(R+) tal que ψ(y) = 1 para y ≤ 1

2 , ψ(y) = 0 para
y ≥ 2 e ψ′(y) ≤ 0. Definimos ψj , j = 1, 2, 3, dadas por:

ψ1(t, ξ) := ψ(|ξ|σN−1)ψ((1 + t)|ξ|σN−1),

ψ2(t, ξ) := ψ(|ξ|σN−1)(1− ψ((1 + t)|ξ|σN−1)),

ψ3(t, ξ) := 1− ψ(|ξ|σN−1),

tal que ψ1(t, ξ) + ψ2(t, ξ) + ψ3(t, ξ) = 1.
Zona Z1.Agora vamos escolher ak,l = ak,l(t, ξ), k = 1, 2, l = 0, 1, tal que ak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ) ∈ L∞(Rnξ ) uniforme-mente para todo tempo t ≥ 0. Então nós temos, com 1 < p ≤ 2, que:

‖F1
ξ→x(ψ1(t, ξ)ak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ)v̂(ξ))‖Lqx

≤‖ψ1(t, ξ)ak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ)v̂(ξ)‖Lp
≤‖ψ1(t, ξ)‖

L
qp
q−p
‖ak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ)‖L∞‖v‖Lp

≤C(1 + t)
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ)‖L∞‖v‖Lp ,

onde v ∈ S. Escolhendo ak,l(t, ξ) = |ξ|σ(1−l), temos:
∥∥|ξ|σ(1−l)Ek,l(t, 0, ξ)

∥∥
L∞
. (1 + t)<ρ−1.

De fato, no caso ρ = 1
2 temos: ∥∥|ξ|σ(1−l)Ek,l(t, 0, ξ)

∥∥
L∞
. (1 + t)−

1
2

(
1 + ln(1 + t)

). Logo para ρ 6= 1
2temos:

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)ût(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
−1+<ρ(‖u1‖Lp + ‖u2‖Lp

)
,

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)|ξ|σû(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
−1+<ρ(‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

com 1
p + 1

q = 1. Enquanto para ρ = 1
2 temos:

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)ût(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
− 1

2
(
1 + ln(1 + t)

)(
‖u1‖Lp + ‖u2‖Lp

)
,

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)|ξ|σû(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
− 1

2
(
1 + ln(1 + t)

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
.

Em qualquer caso, temos:

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)ût(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u1‖Lp + ‖u2‖Lp

)
,

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)|ξ|σû(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
.
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Analogamente escolhendo ak,0(t, ξ) = p(t), temos:∥∥p(t)Ek,0(t, 0, ·)

∥∥
L∞
. 1.

Logo temos:
‖F1

ξ→x(ψ1(t, ξ)p(t)Ek,l(t, 0, ξ)v̂(ξ))‖Lqx . (1 + t)
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

onde 1 < p ≤ 2 e 1
p + 1

q = 1.
Zona Z3Para tratar essa zona vamos considerar uma partição diádica da unidade adequada: Considere uma funçaopositiva φ = φ(y) ∈ C∞0 (R+), com suporte no intervalo [1

2 , 2]. Defina φj(ξ) := φ
(
2−j |ξ|

σ

N

), j ∈ Z. Como
φ3(t, ξ)φj(ξ) = 0 para j < 0, temos:
ψ3(t, ξ)ak,l(t, ξ)Ek,l(t, ξ) = (1− ψ(|ξ|σN−1))(φ0(ξ) + φ1(ξ)) +

∞∑
j=2

φj(ξ))ak,l(t, ξ)Ek,l(t, ξ). (3.35)
Assim, vamos considerar a integral oscilatória:

F−1
(
φj(ξ)|ξ|−rσak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ)

)
,

com r ∈ R e ak,l(t, ξ) a serem determinados depois. Vamos denotar:

b−1 (z) := zρ−lΘl

(
ρ, 2ρ; z

)
,

b−2 (z) := z−ρ−l+kΘ2−k
(
1− ρ, 2− 2ρ;−z

)
,

b+1 (z) := z1−ρ−lΘl

(
1− ρ, 2− 2ρ;−z

)
,

b+2 (z) := zρ−2+kΘ2−k
(
ρ, 2ρ; z

)
.

Logo:
detGk,l(t, 0, ξ) = sin

(
(1 + t)|ξ|σ

)
sin
(
− |ξ|σ

)(
b−1 ((1 + t)|ξ|σ)b−2 (|ξ|σ) + b+1 ((1 + t)|ξ|σ)b+2 (|ξ|σ)

)
,

detGk,l(t, 0, ξ) = e−it|ξ|
σ
b−1 ((1 + t)|ξ|σ)b−2 (|ξ|σ)− eit|ξ|σb+1 ((1 + t)|ξ|σ)b+2 (|ξ|σ),

para ρ 6= 1
2 e ρ = 1

2 , respectivamente, com k = 1, 2, l = 0, 1. As funções b±i , i = 1, 2, satisfazem
|dmz b±i (z)| ≤ Cm|z|−m,

comm = 0, 1, . . ., e Cm = Cm(µ) para |z| grande. Para ak,l(t, ξ) vamos usar a potência |ξ|−σ(1−k+l), porisso a partir de agora é suficiente estudar a seguinte integral oscilatória
F−1

(
φj(ξ)e

±it|ξ|σ |ξ|−rσb1((1 + t)|ξ|σ)b2(|ξ|σ)
)
, (3.36)

onde as funções bi , i = 1, 2 satisfazem |dmz bi(z)| ≤ Cm|z|−m,m = 0, 1, . . ..
Estimativa L1 − L∞. Substituindo ξ = 2jNη, j ≥ 0, temos usando o Lema de Littman que:
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∥∥F−1
ξ→x

(
φj(ξ)e

±it|ξ|σ |ξ|−rσb1((1 + t)|ξ|σ)b2(|ξ|σ)
)∥∥

L∞x

=C2j(n−rσ)
∥∥F−1

η→x

(
φ(|η|σ)e±it(2

jN |η|)σ |η|−rσb1(2jσNσ(1 + t)|η|σ)b2(2jσNσ|ξ|σ)
)∥∥

L∞x

≤C2j(n−rσ)(1 + (2jN)σt)−
%
2

∑
|α|≤M

‖∂αφ(|η|σ)|η|−rσb1(2jσNσ(1 + t)|η|σ)b2(2jσNσ|ξ|σ)‖L∞

≤C2j(n−rσ)(1 + (2jN)σt)−
%
2

∑
|α+β|≤M

sup
1
2
≤|η|σ≤2

|η|−rσ|η|−σ(|α|+|β|) ≤ C2j(n−rσ)(1 + t)−
%
2 ,

onde % vale n quando σ 6= 1 e n− 1 no caso σ = 1. A constanteM de fato depende de σ e n.
Estimativa L2 − L2.

‖φj(ξ)e±it|ξ|
σ |ξ|−rσb1((1 + t)|ξ|σ)b2(|ξ|σ)‖L∞

. sup
1
2
≤|ξ|σ≤2

φ(|η|)((2jN)σ|η|σ)−r|b1(2jN(1 + t)|η|σ)||b2(2jN |η|σ)|

.2−jrσ,

para j ≥ 0.
Estimativa Lp −Lq. Usando as duas estimativas anteriores podemos usar interpolação de Riesz-Thorin paraobter:

∥∥F−1
(
φj(ξ)|ξ|−rσ|ξ|−σ(1−k+l)Ek,l(t, 0, ξ)F(v)

)∥∥
Lq

.2
j

(
n
(

1
p
− 1
q

)
−rσ
)

(1 + t)
− %

2

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp .

Assim se assumirmos r ≥ n
σ

(
1
p −

1
q

), temos que

∥∥F−1
(
ψ3(t, ξ)|ξ|−rσ|ξ|−σ(1−k+l)Ek,l(t, 0, ξ)F(v)

)∥∥
Lq
. (1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp .

‖F−1
(
ψ3(t, ξ)ût(t, ·)

)
‖Lq . (1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σ(r+1) + ‖u1‖Lp,rσ

)
‖F−1

(
ψ3(t, ξ)|ξ|σû(t, ·)

)
‖Lq . (1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σ(r+1) + ‖u1‖Lp,rσ

)
onde r = n

σ

(
1
p −

1
q

).
Agora para estimar o potencial p(t)u(t, x), vamos escolher ak,0 = p(t), logo.

∥∥F−1
(
ψ3(t, ξ)p(t)û(t, ·)

)∥∥
Lq
. p(t)(1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σr + ‖u1‖Lp,(r−1)σ

)
.

Zona Z2Assim como nas outras zonas estudaremos uma integral oscilatória com a frequência localizada em nossazona.
F−1

(
ψ2(t, ξ)ak,l(t, ξ)Ek,l(t, 0, ξ)F(v)(ξ)

)
. (3.37)
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Vamos introduzir uma decomposição diádica adequada, considere φj(t, ξ) := φ

(
2−j (1+t)|ξ|σ

N

), j ∈ Z, com
φ a função introduzida no estudo da zona Z3. Assim ψ2(t, ξ)φj(t, ξ) = 0 para j < 0, logo:

ψ2(t, ξ) =ψ(|ξ|σN−1)(1− ψ((1 + t)|ξ|σN−1))
∞∑
j=0

φj(t, ξ)

=ψ(|ξ|σN−1)(1− ψ((1 + t)|ξ|σN−1))(φ0(t, ξ) + φ1(t, ξ)) + ψ(|ξ|σN−1)
∞∑
j=2

φj(t, ξ).

Vamos então investigar o multiplicador de Fourier para cada j ≥ 0 separadamente. Temos a seguinte repre-sentação para ρ 6= 1
2 e ρ = 1

2 respectivamente:

detGk,l(t, 0, ξ) = sin
(
(1 + t)|ξ|σ

)(
b−1 ((1 + t)|ξ|σ)b−2 (|ξ|σ) + b+1 ((1 + t)|ξ|σ)b+2 (|ξ|σ)

)
,

detGk,l(t, 0, ξ) = e−it|ξ|
σ
b−1 ((1 + t)|ξ|σ)b−2 (|ξ|σ)− eit|ξ|σb+1 ((1 + t)|ξ|σ)b+2 (|ξ|σ),

com k = 1, 2, l = 0, 1. Além disso

|dmz b±1 (z)| ≤ Cm|z|−m,

comm = 0, 1, . . ., e Cm = Cm(µ) para |z| grande enquanto para |z| pequeno temos

|dmz b±2 (z)| ≤ Cm|z|−<ρ−1+k−m, quando ρ 6= 1

2
.

Escolha ak,l(t, ξ) = |ξ|σ(1−l). Logo estamos interessados na seguinte integral oscilatória

F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)|ξ|σ(2−k−r)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)ψ(|ξ|σN−1)b±2 (|ξ|σ)

)
.

Primeiramente vamos estudar a seguinte integral oscilatória.

F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)b

±
1 ((1 + t)|ξ|σ)ψ(|ξ|σN−1)|ξ|σ(1−r−<ρ)

)
Estimativa L1 − L∞.Note que

∥∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)b

±
1 ((1 + t)|ξ|σ)ψ(|ξ|σN−1)|ξ|σ(1−r−<ρ)

)∥∥∥
L∞
,

=(1 + t)−1+<ρ+r
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)b

±
1 ((1 + t)|ξ|σ)ψ(|ξ|σN−1)

(
(1 + t)|ξ|σ

)(1−r−<ρ))∥∥∥
L∞
.

Fazendo c(z) := b±1 (z)z(1−r−<ρ), temos ∣∣dmz c(z)∣∣ ≤ Cm|z|1−<ρ−m−rσ, m = 1, 2, . . .. Assim fazendo a
substituição (1 + t)

1
σ ξ =

(
2jN

) 1
σ η e usando o Lema de Littmann, temos:
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∥∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)c

(
(1 + t)|ξ|σ

))∥∥∥
L∞

.2j
n
σ (1 + t)−

n
σ (1 + 2jN)−h(σ)

∑
|α|≤M

∥∥∥Dαφ(|η|σ)c(2jN |η|σ)
∥∥∥
L∞

.2j(
n
σ
−h(σ))(1 + t)−

n
σ

∑
|α|≤M

sup
1
2
≤|η|σ≤2

(2jN |η|σ)−|α|+1−<ρ−r(2jN)|α|

.2j(
n
σ
−h(σ)+1−<ρ−r)(1 + t)−

n
σ ,

ondeM é uma constante adequada. Portanto:
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)c

(
(1 + t)|ξ|σ

)
F(v)

)∥∥∥
L∞

.2j(
n
σ
−h(σ)+1−<ρ−r)(1 + t)−

n
σ ‖v‖L1 .

Estimativa L2 − L2.Claramente temos
∥∥∥e±it|ξ|σφj(t, ξ)c((1 + t)|ξ|σ

)∥∥∥
L∞
. sup

1
2
≤|η|σ≤2

φ(|η|σ)|c(2jN |η|σ)| . 2j(1−<ρ−r).

Portanto,
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)c

(
(1 + t)|ξ|σ

)
F(v)

)∥∥∥
L2
. 2j(1−<ρ−r)‖v‖L2 .

Estimativa Lp − Lq.Para j ≥ 0, 1 < p ≤ 2 e 1
p + 1

q = 1 e interpolando com Riesz-Thorin, temos:
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)c

(
(1 + t)|ξ|σ

)
F(v)

)∥∥∥
Lq
,

.2
j
(

(n
σ
−h(σ))

(
1
p
− 1
q

)
+(1−<ρ−r)

)
(1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp .

Tome r = (nσ − h(σ))
(

1
p −

1
q

)
+ 1−<ρ, logo r > 0. Agora note que∣∣∣∂αψ(N−1|ξ|σ)|ξ|σ(1−k+<ρ)b±2 (|ξ|σ)

∣∣∣ ≤ Cα|ξ|−|α|.
Logo por Mikhlin-Hörmander ψ(N−1|ξ|σ)|ξ|σ(1−k+<ρ)b±2 (|ξ|σ) ∈ Mp para 1 < p < ∞. Além disso, como
ψ(N−1|ξ|σ)|ξ|σ(2−k−r)b±2 (|ξ|σ) ≤ Cψ(N−1|ξ|σ)|ξ|σ(1−r−<ρ) podemos finalmente concluir que:
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)|ξ|σ(2−k−r)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)ψ(|ξ|σN−1)b±2 (|ξ|σ)F(v)

)∥∥∥
Lq
. (1 + t)

−h(σ)

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp .
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Portanto temos:

∥∥F−1
(
ψ2(t, ξ)ût(t, ·)

)∥∥
Lq
. (1 + t)

−h(σ)

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

∥∥F−1
(
ψ2(t, ξ)|ξ|σû(t, ·)

)∥∥
Lq
. (1 + t)

−h(σ)

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
.

Agora vamos estimar o termo potêncial. Tome ak,0(t, ξ) = p(t), então para estudar

p(t)Ek,0(t, 0, ξ) = Cp(t)|ξ|σ(1−k) detGk,0(t, 0, ξ),

é suficiente estudar
e±it|ξ|

σ
bρ((1 + t)|ξ|σ),

onde
|dm(1+t)|ξ|σbρ((1 + t)|ξ|σ)| ≤ Cm

{
((1 + t)|ξ|σ)−m−<ρ, se ρ 6= 1

2 ,

((1 + t)|ξ|σ)−m−
1
2
| ln |ξ|σ |

1+ln(1+t) , se ρ = 1
2 ,

param = 0, 1, . . .. Logo na Zona Z2 temos:∣∣∣ ln |ξ|σ

1 + ln(1 + t)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ln |ξ|σ

1 + lnN |ξ|−σ
∣∣∣ ≤ C,

para |ξ|σ ≤ N .Vamos considerar a integral oscilatória:

F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)((1 + t)|ξ|σ)−<ρ−r

)
.

Usando o Lema de Littmann de maneira análoga ao que foi feita anteriormente, concluímos que:
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)((1 + t)|ξ|σ)−<ρ−r

)∥∥∥
L∞
. (1 + t)−

n
σ 2

j

(
n
σ
−h(σ)−<ρ−r

)
,∥∥∥e±it|ξ|σφj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)((1 + t)|ξ|σ)−<ρ−r

∥∥∥
L∞
. 2

j

(
−<ρ−r

)
.

Portanto nós temos:
∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)((1 + t)|ξ|σ)−<ρ−rF(v)

)∥∥∥
L∞
. (1 + t)−

n
σ 2

j

(
n
σ
−h(σ)−<ρ−r

)
‖v‖L1 ,∥∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)((1 + t)|ξ|σ)−<ρ−rF(v)

)∥∥∥
L2
. 2

j

(
−<ρ−r

)
‖v‖L2 .

Logo por Riesz-Thorin temos para 1 < p ≤ 2 com 1
p + 1

q = 1, que:
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∥∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)((1 + t)|ξ|σ)−<ρ−rF(v)

)∥∥∥
Lq

. (1 + t)
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
2
j

((
n
σ
−h(σ)

)(
1
p
− 1
q

)
−<ρ−r

)
‖v‖Lp .

Note que ∣∣∣∂αξ ψ(N−1|ξ|σ)
bρ((1 + t)|ξ|σ)(
(1 + t)|ξ|σ

)−<ρ ∣∣∣ ≤ Cα|ξ|−|α|.
Logo, por Mikhlin-Hörmander, temos

ψ(N−1|ξ|σ)
bρ((1 + t)|ξ|σ)(
(1 + t)|ξ|σ

)−<ρ ∈Mp,

onde 1 < p <∞. Note também que φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)bρ((1+t)|ξ|σ)|ξ|−σr ≤ Cφj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)
(
(1+

t)|ξ|σ
)−<ρ|ξ|−σr, logo

∥∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(N−1|ξ|σ)p(t)Ek,0(t, 0, ξ)|ξ|−σrF(v)

)∥∥∥
Lq

.(1 + t)
r−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
2
j

((
n
σ
−h(σ)

)(
1
p
− 1
q

)
−<ρ−r

)
‖v‖Lp .

Assim tomamos r := max{0,
(
n
σ − h(σ)

)(
1
p −

1
q

)
−<ρ}, temos:

∥∥F−1
(
ψ2(t, ξ)p(t)û(t, ·)

)∥∥
Lq
. (1 + t)

max{−h(σ)
(

1
p
− 1
q

)
−<ρ,−n

(
1
p
− 1
q

)
}
(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

para 1 < p ≤ 2 com 1
p + 1

q = 1. Finalizando a demonstração.

3.2.2 Caso 2δ = σ.

No caso δ > 0 vamos começar quando 2δ = σ, pois esse caso assim como o caso δ = 0 pode fornecer umaanálise por funções especiais. Nesse caso após uma mudança de variáveis teremos nossa equação descritapor uma equação de onda do tipo Coulomb, tal equação é importante para entender fenômenos físicos, poisdescreve o comportamento da carga de partículas carregadas em um potêncial de Coulomb como definidano Apêndice, para saber mais a respeito veja [43].
Estimativa de Energia.

Fazendo τ = |ξ|σ(1 + t) e w(τ)
.
= û(t, ξ), temos que w satisfaz

wττ +
(

1 +
µ2

τ2(1−δ/σ)

)
w = 0

com dados iniciais w(|ξ|σ) = φ̂(ξ), wτ (|ξ|σ) = |ξ|−σψ̂(ξ).No caso 2δ = σ temos:
wττ +

(
1 +

µ2

τ

)
w = 0
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E com isso temos uma equação da onda do tipo Coulomb, veja [1]. Assim, como discutido em A.19, temos assoluções fundamentais:

w1(τ) = F0(−µ
2

2
, τ),

w2(τ) = G0(−µ
2

2
, τ).

Logo as soluções fundamentais de
ûtt + |ξ|2σû+

µ2

1 + t
|ξ|σû = 0

são dadas por

f1(t, ξ) : = û1(t, ξ) = F0(−µ
2

2
, (1 + t)|ξ|σ),

f2(t, ξ) : = û2(t, ξ) = G0(−µ
2

2
, (1 + t)|ξ|σ).

Assim tomando a derivada temos por A.19 que:

f1,t(t, ξ) : = ∂tû1(t, ξ) = |ξ|σdτF0(−µ
2

2
, (1 + t)|ξ|σ),

f2,t(t, ξ) : = ∂tû2(t, ξ) = |ξ|σdτG0(−µ
2

2
, (1 + t)|ξ|σ).

Logo para uma condição inicial t0, temos:
û(t, ξ) = c1(t0, ξ)f1(t, ξ) + c2(t0, ξ)f2(t, ξ)

assim derivando em t podemos encontrar as constantes:

c1(t0, ξ) =
f2,t(t0, ξ)û(t0, ξ)− f2(t0, ξ)ût(t0, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f2(t0, ξ)f1,t(t0, ξ)
,

c2(t0, ξ) =
f1(t0, ξ)ût(t, ξ)− f1,t(t0, ξ)û(t0, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f2(t0, ξ)f1,t(t0, ξ)
.

Portanto podemos escrever
û(t, ξ) = F1,0(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + F2,0(t, t0, ξ)ût(t0, ξ), (3.38)

onde

F1,0(t, t0, ξ) =
f2,t(t0, ξ)f1(t, ξ)− f2(t, ξ)f1,t(t0, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f2(t0, ξ)f1,t(t0, ξ)
,

F2,0(t, t0, ξ) =
f1(t0, ξ)f2(t, ξ)− f2(t0, ξ)f1(t, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f1,t(t0, ξ)f2(t0, ξ)
.

com t, t0 ≥ 0. Então derivando em relação a t temos
ût(t, ξ) = F1,1(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + F2,1(t, t0, ξ)ût(t0, ξ), (3.39)
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onde Fk,1 := ∂tFk,0, k = 1, 2, Essas soluções fundamentais satisfazem Fk,l(t0, t0, ξ) = δk,l+1, k = 1, 2,
l = 0, 1. Assim:

F1,1(t, t0, ξ) =
f2,t(t0, ξ)f1,t(t, ξ)− f2,t(t, ξ)f1,t(t0, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f2(t0, ξ)f1,t(t0, ξ)
,

F2,1(t, t0, ξ) =
f1(t0, ξ)f2,t(t, ξ)− f2(t0, ξ)f1,t(t, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f1,t(t0, ξ)f2(t0, ξ)
.

Calculando o Wronskiano temos pela relação A.21.

f2,t(t, ξ)f1(t, ξ)− f1,t(t, ξ)f2(t, ξ) = |ξ|σ

Agora usando A.1.8 para l = 0 e (A.22), temos para (1 + t)|ξ|σ ≤ N e (1 + t0)|ξ|σ ≤ N que:

|F1,0(t, t0, ξ)| .
1 + t

1 + t0
;

|F2,0(t, t0, ξ)| . 1 + t;

|F1,1(t, t0, ξ)| .
1

1 + t0
;

|F2,1(t, t0, ξ)| . 1. (3.40)
Agora usando A.1.9 para l = 0 e (A.23) temos para (1 + t)|ξ|σ ≥ N e (1 + t0)|ξ|σ ≥ N que:

|F1,0(t, t0, ξ)| . 1;

|F2,0(t, t0, ξ)| .
1

|ξ|σ
;

|F1,1(t, t0, ξ)| . |ξ|σ;

|F2,1(t, t0, ξ)| . 1. (3.41)
Usando as estimativas 3.40 temos para (1 + t)|ξ|σ ≤ N ou |ξ|σ ≥ N que:

|ût(t, ξ)|2 + |ξ|2σ|û(t, ξ)|2 +
µ2

(1 + t)
|ξ|σ|û(t, ξ)|2 ≤ C(1 + µ2)

(
|φ̂(ξ)|2 + |ψ̂(ξ)|2

)
. (3.42)

Agora usando as estimativas 3.41 temos para |ξ|σ ≤ N , (1 + t)|ξ|σ ≥ N e (1 + tξ)|ξ|σ = N que:

|ût(t, ξ)|2 ≤ C
(
|ξ|2σ|û(tξ, ξ)|2 + |ût(tξ, ξ)|2

)
|ξ|2σ|û(t, ξ)|2 ≤ C

(
|ξ|2σ|û(tξ, ξ)|2 + |ût(tξ, ξ)|2

)
µ2

1 + t
|ξ|σ|û(t, ξ)|2 ≤ µ2

1 + tξ
|ξ|σ|û(t, ξ)|2 ≤ Cµ2

(
|ξ|2σ

|ξ|σ(1 + tξ)
|û(tξ, ξ)|2 +

1

(1 + tξ)|ξ|σ
|ût(tξ, ξ)|2

)
Portanto de acordo com as estimativas obtidas nas regiões, podemos concluir que:

‖ut(t, ·)‖22 + ‖|D|σu(t, ·)‖22 +
µ2

1 + t
‖|D|

σ
2 u(t, ·)‖22 ≤ Cµ‖ψ(·)‖22 + ‖φ(·)‖22 (3.43)

o que não émelhor do que já temos simplesmente derivando a energia e usando a desigualdade de Gronwall.Porém, adiante vamos usar as estimativas para os multiplicadores que foram obtidas acima para determinar
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estimativa L1 − L2 e L2 − L2.
Proposição 3.2.9. Seja u(t, x) solução de 3.18 com 2δ = σ. Nesse caso se φ, ψ ∈ L2(Rn), então

‖u(t, ·)‖L2 . (1 + t)(‖φ‖L2 + ‖ψ‖L2) + ‖|D|σφ‖L2 . (3.44)
Se 2σ > n, |D|σφ ∈ L1(Rn) e ψ ∈ L1, então

‖u(t, ·)‖L2 . ‖|D|σφ‖1 + (1 + t)1− n
2σ (‖φ‖L1 + ‖ψ‖L1) (3.45)

para t ≥ 0.
Demonstração. Usando as estimativas:

|Fk,l(t, t0, ξ))| .

{
(1 + t)1−l, (t, ξ), (t0, ξ) ∈ Z1

|ξ|σ(1−k+l), (t, ξ), (t0, ξ) ∈ Z2 ∪ Z3

(3.46)
onde k = 1, 2 e l = 0, 1, que foram obtidas anteriormente, podemos concluir que:

‖Fk,l(t, 0, ·)‖L2(Z1) . (1 + t)1−l− n
2σ .

Agora note que para (t, ξ) ∈ Z2 temos:

û(t, ξ) =
(
F1,0(t, tξ, ξ)F1,0(tξ, 0, ξ) + F2,0(t, tξ, ξ)F1,1(tξ, 0, ξ)

)
û(0, ξ)

+
(
F2,0(t, tξ, ξ)F2,1(tξ, 0, ξ) + F1,0(t, tξ, ξ)F2,0(tξ, 0, ξ)

)
ût(0, ξ)

donde das estimativas (3.46), temos:

|F1,0(t, tξ, ξ)F1,0(tξ, 0, ξ) + F2,0(t, tξ, ξ)F1,1(tξ, 0, ξ)| . (1 + tξ) + |ξ|−σ,
|F2,0(t, tξ, ξ)F2,1(tξ, 0, ξ) + F1,0(t, tξ, ξ)F2,0(tξ, 0, ξ)| . |ξ|−σ + (1 + tξ)

Além disso temos
∥∥F1,0(t, t·, ·)F1,0(t·, 0, ·) + F2,0(t, t·, ·)F1,1(t·, 0, ·)

∥∥
L2
(
Z2

) . max{1, (1 + t)1− n
2σ },∥∥F2,0(t, t·, ·)F2,1(t·, 0, ·) + F1,0(t, t·, ·)F2,0(t·, 0, ·)

∥∥
L2
(
Z2

) . max{1, (1 + t)1− n
2σ }.

Finalmente como 2σ > n temos:
‖| · |σ(k−2)Fk,0(t, 0, ·)‖L2(Z3) . 1.

Portanto dessas estimativas concluímos a estimativa L1 − L2. A demonstração da estimativa L2 − L2 éanáloga.

Representação da solução via funções confluentes hipergeométricas.

Vamos obter uma representação para a os multiplicadores Fk,l em termos de funções hipergeométricas con-fluentes, para o caso 2δ = σ. O objetvo é obter estimativas na a antidiagonal e diagonal, para isso preci-samos de estimativas das derivadas dos núcleos Fk,l em diferentes zonas e de comportamentos oscilatóriosdos mesmos, que não são explicitos quando olhamos como solução da equação de onda do tipo Coulomb.
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Consideremos agora uma representação da equação por meio de uma equação hipergeométrica confluente.Faça z = 2iτ = 2i(1 + t)|ξ|σ e note queW (z) = eiττ−1w(τ) = ei(1+t)|ξ|σ((1 + t)|ξ|σ)−1û(t, ξ), satisfaz:

zWzz + (2− z)Wz − (1 + i
µ2

2
)W = 0. (3.47)

Logo, estamos no caso logarítimo e por essa razão as soluções fundamentais são dadas por Ψ(1 + iµ
2

2 , 2, z)e ezΨ(1− iµ
2

2 , 2,−z). Logo as soluções fundamentais de ûtt + (|ξ|2σ + µ2

1+t |ξ|
σ)û podem ser dadas por:

f1(t, ξ) := (1 + t)|ξ|σe−i(1+t)|ξ|σΨ(1 + i
µ2

2
, 2; z)

f2(t, ξ) := (1 + t)|ξ|σei(1+t)|ξ|σΨ(1− iµ
2

2
, 2;−z).

Derivanto em t temos

f1,t(t, ξ) := ∂tf1(t, ξ) = |ξ|σe−i(1+t)|ξ|σΨ1(1 +
iµ2

2
, 2; z)

f2,t(t, ξ) := ∂tf2(t, ξ) = |ξ|σei(1+t)|ξ|σΨ1(1− iµ2

2
, 2;−z),

onde
Ψ1(α, β; z) := (

z

2
+ α− 1)Ψ(α, β; z)−Ψ(α− 1, β; z). (3.48)

Para facilitar a escrita vamos usar a notação Ψ(α, β; z) = Ψ0(α, β; z). Se escrevermos

û(t, ξ) = F1,0(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + F2,0(t, t0, ξ)ût(t0, ξ)

ût(t, ξ) = F1,1(t, t0, ξ)û(t0, ξ) + F2,1(t, t0, ξ)ût(t0, ξ),

onde ∂tFk,0(t, t0, ξ) = Fk,1(t, t0, ξ), para k = 1, 2, teremos o seguinte Lema.
Lema 3.2.10. Denotando z = z(t) = 2i(1 + t)|ξ|σ, temos para k = 1, 2 e l = 0, 1 que

Fk,l(t, t0, ξ) = e−π(i+µ2

2
)(−2i|ξ|σ)1−k+l detGk,l(t, t0, ξ), (3.49)

onde

Gk,l(t, t0, ξ) =

(
z1−le−

z
2 Ψl(1 + iµ

2

2 , 2, z) z1−le
z
2 Ψl(1− iµ

2

2 , 2,−z)
z−1+k

0 e−
z0
2 Ψ2−k(1 + iµ

2

2 , 2, z0) z−1+k
0 e

z0
2 Ψ2−k(1− iµ

2

2 , 2,−z0)

)
. (3.50)

Demonstração. Para demonstrar o Lema, deve-se utilizar duas identidades, a primeira:
Fk,l(t, t0, ξ) =

f2,t(t0, ξ)f1(t, ξ)− f1,t(t0, ξ)f2(t, ξ)

f2,t(t0, ξ)f1(t0, ξ)− f1,t(t0, ξ)f2(t0, ξ)

e depois, por (A.17), a segunda:

f2,t(t, ξ)f1(t, ξ)− f1,t(t, ξ)f2(t, ξ) =
−ieπ(i+µ2

2
)

2
|ξ|σ. (3.51)
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Proposição 3.2.11. Sejam α, β ∈ C.

1. Para |z| ≥ K grande, temos
|dmz Ψl(α, β; z)| ≤ Cm|z|l−<α−m,

ondem é um inteiro não negativo e Cm = Cm(α, β).
2. Para |z| ≤ K pequeno, temos

Ψ0(α, 2; z) =
1

Γ(α)
z−1 +Oα(ln z),

Ψ1(α, 2; z) =
1

2Γ(α)
+
(z

2
+ α− 1

)
Oα(ln z) +Oα−1(ln z),

|dmz Ψj(α, 2; z)| ≤ Cm|z|−1−m,

onde Cm = Cm(α, β), j = 0, 1, o sub-índice em Oα(ln z) indica que a função depende de α, e tem aordem de ln z quando |z| → 0, mais ainda, temos nesse caso, queOα(ln z) = 1
Γ(α−1)

(
ln z + ψ(α)−

ψ(1)− ψ(2)
)

+Oα(z ln z).
Demonstração. Segue das Propriedades listadas no Apêndice.
Agora vamos estimar a norma dos multiplicadores Fk,l(t, t0, ξ). Denote α := 1 + iµ

2

2 , e escreva:

Fk,l(t, t0, ξ) = C|ξ|σ(1−k+l)z1−lzk−1
0

(
e
z0−z

2 Ψl(α, 2, z)Ψ2−k(2− α, 2,−z0)− e
z−z0

2 Ψl(2− α, 2,−z)Ψ2−k(α, 2, z0)
)
,

onde z = 2i(1 + t)|ξ|σ e z0 = 2i(1 + t0)|ξ|σ, logo, para (1 + t)|ξ|σ ≤ N temos,lembrando da seguinte relação funcional de simetria para a função Γ,

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
,

para z 6= 0,±1,±2, . . ., com dα := ψ(α)− ψ(1)− ψ(2), temos:

|F2,0(t, t0, ξ)| . (1 + t)|ξ|σ∣∣∣(e z0−z2
( z−1

Γ(α)
+

ln(z) + dα−1

Γ(α− 1)
+Oα(z ln(z))

)( −z−1
0

Γ(2− α)
+

ln(−z0) + d1−α
Γ(1− α)

+O2−α(−z0 ln(−z0))
))

−
(
e
z−z0

2
( −z−1

Γ(2− α)
+

ln(−z) + d1−α
Γ(1− α)

+O2−α(−z ln(−z))
)( z−1

0

Γ(α)
+

ln(z0) + dα−1

Γ(α− 1)
+Oα(z0 ln(z0))

))∣∣∣
.(1 + t)|ξ|σ

(
| sin(t|ξ|σ)z−1

0 z−1|+ |e
z−z0

2 ln(−z) ln z0 − e−
z−z0

2 ln(z) ln(−z0)|+ |z|−1
(
=
(
e
z−z0

2 ln(z0)
))
|+ 1

)
,

logo pela Proposição 3.2.3, temos:

|F2,0(t, t0, ξ)| . (1 + t).

Analogamente,

|F1,0(t, t0, ξ)| ≤ Cµ1 + t,
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|F1,1(t, t0, ξ)| ≤Cµ|ξ|σ
(

sin t|ξ|σ + (
|z|
2

+ α− 1)(
|z0|
2

+ α− 1)
(
|e
z0−z

2 ln z0 ln−z − e
z−z0

2 ln z ln−z0|

+| ln z||z0 ln z0|
)

+ 1
)
≤ C ′µ,

|F2,1(t, t0, ξ)| ≤ Cµ.

Enquanto que para |ξ|σ(1 + t) ≥ N temos:

|F1,0(t, t0, ξ)| ≤ Cµ,

|F2,0(t, t0, ξ)| ≤ Cµ
1

|ξ|σ
,

|F1,1(t, t0, ξ)| ≤ Cµ|ξ|σ,
|F2,1(t, t0, ξ)| ≤ Cµ.

Note que estas estimativas são análogas as que foram obtidas usando as estimativas para as soluções funda-mentais da equação de Coulomb.
Estimativa Lp − Lq na linha dual.

OTeorema a seguir fornece umaestimativa na linha dual da equaçãoutt+(−∆)σu+µ2(1+t)−1(−∆)
σ
2 u = 0com dados de Cauchy em S. Entendo o problema como uma pertubação de utt + (−∆)σu = 0 podemoscomparar as estimativas obtidas com as do Teorema 1.5.6. Nota-se que temos a mesma estimativa para aenergia.

Teorema 3.2.12. Seja u(t, x) solução de (3.18) com 2δ = σ e dados u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) ∈ S ,então, para t ≥ 0, temos∥∥(ut(t, ·), (−∆)σ/2u(t, ·))
∥∥
Lq
. (1 + t)

h(σ)
(

1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σ(r+1) + ‖u1‖Lp,rσ

)
, (3.52)

onde h(1) = n−1
2 , h(σ) = n

σ para σ ≥ 2 e h(σ) = n
2 para σ < 2 e r = n

σ

(
1
p −

1
q

). Além disso, temos
‖(1 + t)−1/2(−∆)σ/4u(t, ·)‖Lq . d(t)

(
‖u0‖

Lp,σ(r+ 1
2 ) + ‖u1‖

Lp,σ(r− 1
2 )

) (3.53)
onde

d(t) =

(1 + t)
− 1

2
−n−1

2

(
1
p
− 1
q

)
, σ = 1 e r ≥ 1/2,

(1 + t)
−h(σ)

(
1
p
− 1
q

)
, caso contrário . (3.54)

Demonstração. Vamos separar o espaço de fases em três partes que correspondem às três zonas Z1, Z2 e
Z3. Para fazer isso consideremos uma função ψ ∈ C∞(R+) tal que ψ(y) = 1 para y ≤ 1

2 , ψ(y) = 0 para
y ≥ 2 e ψ′(y) ≤ 0. Definimos ψj , j = 1, 2, 3, dadas por:

ψ1(y) := ψ(|ξ|σN−1)ψ((1 + t)|ξ|σN−1),

ψ2(y) := ψ(|ξ|σN−1)(1− ψ((1 + t)|ξ|σN−1)),

ψ3(y) := 1− ψ(|ξ|σN−1)

tal que ψ1(y) + ψ2(y) + ψ3(y) = 1. Agora vamos escolher ak,l = ak,l(t, ξ), k = 1, 2, l = 0, 1, tal que
ak,l(t, ξ)Fk,l(t, o, ξ) ∈ L∞(Rnξ ) uniformemente para todo tempo t ≥ 0. Então nós temos, com 1 < p ≤ 2,
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que:
Zona Z1.

‖F1
ξ→x(ψ1(t, ξ)ak,l(t, ξ)Fk,l(t, 0, ξ)v̂(ξ))‖Lqx

≤‖ψ1(t, ξ)ak,l(t, ξ)Fk,l(t, 0, ξ)v̂(ξ)‖Lpξ
≤‖ψ1(t, ξ)‖

L
qp
q−p
‖ak,l(t, ξ)Fk,l(t, 0, ξ)‖L∞‖v‖Lp

≤C(1 + t)
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖ak,l(t, ξ)Fk,l(t, 0, ξ)‖L∞‖v‖Lp ,

onde v ∈ S. Escolhendo ak,l(t, ξ) = |ξ|σ(1−l), temos:

‖F−1
(
ψ1(t, ξ)ût(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
‖F−1

(
ψ1(t, ξ)|ξ|σû(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)

com 1
p + 1

q = 1. Analogamente escolhendo ak,l(t, ξ) = (1 + t)−
1
2 |ξ|

σ
2 , temos:

‖F−1
ξ→x(ψ1(t, ξ)(1 + t)−

1
2 |ξ|

σ
2 Fk,0(t, 0, ξ)v̂(ξ))‖Lqx

=(1 + t)−
1
2 ‖F−1

ξ→x(ψ1(t, ξ)|ξ|σ/2Fk,0(t, 0, ξ)v̂(ξ))‖Lqx
≤(1 + t)−

1
2 ‖ψ1(t, ξ)‖

L
qp
q−p
‖|ξ|σ/2Fk,0(t, 0, ξ)‖L∞‖v‖Lp

≤C(1 + t)
−n
σ

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp .

Zona Z3.Para tratar essa zona vamos onsiderar uma partição diádica da unidade adequada: Considere uma funçaopositiva φ = φ(y) ∈ C∞0 (R+), com suporte no intervalo [1
2 , 2]. Defina φj(ξ) := φ

(
2−j |ξ|

σ

N

), j ∈ Z. Como
φ3(t, ξ)φj(ξ) = 0 para j < 0, temos:

ψ3(t, ξ)ak,l(t, ξ)Fk,l(t, ξ) = (1− ψ(|ξ|σN−1))(φ0(ξ) + φ1(ξ)) +

∞∑
j=2

φj(ξ))ak,l(t, ξ)Fk,l(t, ξ). (3.55)
Assim, vamos considerar a integral oscilatória:

F−1
(
φj(ξ)|ξ|−rak,l(t, ξ)Fk,l(t, 0, ξ)

)
,

com r ∈ R e ak,l(t, ξ) a serem determinados depois. Vamos denotar:

b±1 (z) := z1−lΨl

(
1∓ iµ

2

2
, 2;∓z

)
,

b±2 (z) := z−l+kΨ2−k
(
1± iµ

2

2
, 2;±z

)
.

Logo:
detGk,l(t, 0, ξ) = e−it|ξ|

σ
b−1 ((1 + t)|ξ|σ)b−2 (|ξ|σ)− eit|ξ|σb+1 ((1 + t)|ξ|σ)b+2 (|ξ|σ)

com k = 1, 2, l = 0, 1. As funções b±i , i = 1, 2, satisfazem
|dmz b±i (z)| ≤ Cm|z|−m
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m = 0, 1, . . ., e Cm = Cm(µ) para |z| grande. Para ak,l(t, ξ) vamos usar a potência |ξ|−σ(1−k+l) por isso apartir de agora é suficiente estudar a seguinte integral oscilatória

F−1
(
φj(ξ)e

±it|ξ|σ |ξ|−rσb1((1 + t)|ξ|σ)b2(|ξ|σ)
) (3.56)

onde as funções bi , i = 1, 2 satisfazem |dmz bi(z)| ≤ Cm|z|−m,m = 0, 1, . . ..
Estimativa L1 − L∞. Substituindo ξ = 2jNη, j ≥ 0, temos usando o Lema de Littman que:

∥∥F−1
ξ→x

(
φj(ξ)e

±it|ξ|σ |ξ|−rσb1((1 + t)|ξ|σ)b2(|ξ|σ)
)∥∥

L∞x

=C2j(n−rσ)
∥∥F−1

η→x

(
φ(|η|σ)e±it(2

jN |η|)σ |η|−rσb1(2jσNσ(1 + t)|η|σ)b2(2jσNσ|ξ|σ)
)∥∥

L∞x

≤C2j(n−rσ)(1 + (2jN)σt)−
%
2

∑
|α|≤M

‖∂αφ(|η|σ)|η|−rσb1(2jσNσ(1 + t)|η|σ)b2(2jσNσ|ξ|σ)‖L∞

≤C2j(n−rσ)(1 + (2jN)σt)−
%
2

∑
|α+β|≤M

sup
1
2
≤|η|σ≤2

|η|−rσ|η|−σ(|α|+|β|) ≤ C2j(n−rσ)(1 + t)−
%
2

onde % vale n quando σ 6= 1 e n− 1 no caso σ = 1. A constanteM de fato depende de σ e n.
Estimativa L2 − L2.

‖φj(ξ)e±it|ξ|
σ |ξ|−rσb1((1 + t)|ξ|σ)b2(|ξ|σ)‖L∞

. sup
1
2
≤|ξ|σ≤2

φ(|η|)((2jN)σ|η|σ)−r|b1(2jN(1 + t)|η|σ)||b2(2jN |η|σ)|

.2−jrσ

para j ≥ 0.
Estimativa Lp −Lq. Usando as duas estimativas anteriores podemos usar interpolação de Riesz-Thorin paraobter:

∥∥F−1
(
φj(ξ)|ξ|−rσ|ξ|−σ(1−k+l)Ek,l(t, 0, ξ)F(v)

)∥∥
Lq

.2
j

(
n
(

1
p
− 1
q

)
−rσ
)

(1 + t)
− %

2

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp

assim se assumirmos r ≥ n
σ

(
1
p −

1
q

), temos que

∥∥F−1
(
ψ3(t, ξ)|ξ|−rσ|ξ|−σ(1−k+l)Ek,l(t, 0, ξ)F(v)

)∥∥
Lq
. (1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)
‖v‖Lp .

‖F−1
(
ψ3(t, ξ)ût(t, ·)

)
‖Lq . (1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σ(r+1) + ‖u1‖Lp,rσ

)
‖F−1

(
ψ3(t, ξ)|ξ|σû(t, ·)

)
‖Lq . (1 + t)

− %
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp,σ(r+1) + ‖u1‖Lp,rσ

)
onde r = n

σ

(
1
p −

1
q

).
Agora para estimar o potencial (1+t)−1/2(−∆)

σ
2 u(t, x), vamos escolher ak,0(t, ξ) = (1+t)−1/2|ξ|σ/2, logo.
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‖F−1
(
ψ3(t, ξ)(1 + t)−1/2|ξ|σ/2û(t, ·)

)
‖Lq . (1 + t)

− 1
2
− %

2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖

Lp,σ(r+ 1
2 ) + ‖u1‖

Lp,(r−
1
2 )σ

)
.

Zona Z2.Assim como nas outras zonas estudaremos uma integral oscilatória com a frequência localizada em nossazona.
F−1

(
ψ2(t, ξ)ak,l(t, ξ)Fk,l(t, 0, ξ)F(v)(ξ)

)
. (3.57)

Vamos introduzir uma decomposição diádica adequada, considere φj(t, ξ) := φ
(

2−j (1+t)|ξ|σ
N

), j ∈ Z, com
φ a função introduzida no estudo da zona Z3. Assim ψ2(t, ξ)φj(t, ξ) = 0 para j < 0, logo:

ψ2(t, ξ) =ψ(|ξ|σN−1)(1− ψ((1 + t)|ξ|σN−1))
∞∑
j=0

φj(t, ξ)

=ψ(|ξ|σN−1)(1− ψ((1 + t)|ξ|σN−1))(φ0(t, ξ) + φ1(t, ξ)) + ψ(|ξ|σN−1)

∞∑
j=2

φj(t, ξ).

Vamos então investigar o multiplicador de Fourier para cada j ≥ 0 separadamente. Sabemos que
detMk,l(t, 0, ξ) = e−it|ξ|

σ
b−1 ((1 + t)|ξ|σ)b−2 (|ξ|σ)− eit|ξ|σb+1 ((1 + t)|ξ|σ)b+2 (|ξ|σ)

com k = 1, 2, l = 0, 1. Além disso

|dmz b±1 (z)| ≤ Cm|z|−m,

m = 0, 1, . . ., e Cm = Cm(µ) para |z| grande, enquanto para |z0| pequeno temos:

|dmz b±2 (z0)| ≤ Cm|z0|k−2−m.

Vamos escolher ak,l(t, ξ) = |ξ|σ(1−l). Note que
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)|ξ|−σrψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞

=(1 + t)r
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)((1 + t)|ξ|σ)−rb±1 ((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞

=(1 + t)r
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)cl,k((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞

onde cl,k satisfaz |dmz cl,k(z)| ≤ Cm|z|−r−m. Fazendo a substituição (1+ t)
1
σ ξ = (2jN)

1
σ η, e usando o Lemade Littman temos
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∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)cl,k((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞

=2
jn
σ (1 + t)−

n
σ

∥∥F−1
(
e±i

2jNt
1+t
|η|σφ(|η|σ)cl,k((2

jN |η|σ)
)∥∥
L∞

.2
jn
σ (1 + t)−

n
σ (1 + 2jN)−%/2

∑
|β|≤M

∥∥Dβφ(|η|σ)ck,l(2
jN |η|σ)

∥∥
L∞

.2j
(
n
σ
− %

2

)
(1 + t)−

n
σ

∑
|β|≤M

sup
1
2
≤|η|σ≤2

(2jN)M (2jN |ξ|σ)−r−M

.2j
(
n
σ
− %

2
−r
)
(1 + t)−

n
σ ,

ondeM é uma constante adequada proveniente do Lema de Littman. Provamos assim a seguinte estimativa
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)F(v)

)∥∥
L∞

.2j
(
n
σ
− %

2
−r
)
(1 + t)r−

n
σ ‖v‖L1 . (3.58)

Agora vamos fazer a estimativa L2 − L2. Temos que:
∥∥e±it|ξ|σφj(t, ξ)cl,k((1 + t)|ξ|σ)

∥∥
L∞
. sup

1
2
≤|η|σ≤2

φ(|η|σ)
∣∣cl,k(2jN |η|σ)

∣∣ . 2−jr.

Provando assim que∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)F(v)

)∥∥
L2 . (1 + t)r2−jr‖v‖L2 . (3.59)

Assim, interpolando (3.58) e (3.59), temos para todo j ≥ 0 e para 1 < p ≤ 2 e 1
p + 1

q = 1

∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)F(v)

)∥∥
Lq

.(1 + t)
r−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
2
j

((
n
σ
− %

2

)(
1
p
− 1
q

)
−r
)
‖v‖Lp .

Agora note que para |ξ| 6= 0 temos
|∂αψ(|ξ|σN−1)b±2 (|ξ|σ)

|ξ|σ(k−2)
| ≤ Cm|ξ|−|α|, (3.60)

logo pelo Teorema de Miklhin-Hörmander, segue que b±2 (|ξ|σ)

|ξ|σ(k−2) ∈ Mp para 1 < p < ∞. Portanto, podemos
concluir, para ak,l(t, ξ) = |ξ|1−l, que

∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)|ξ|σ(1−k+l)ak,l(t, ξ)b

±
1 ((1 + t)|ξ|σ)ψ(|ξ|σN−1)b±2 (|ξ|σ)F(v)

)∥∥
Lq

.
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)F(v)

)∥∥
Lq

.(1 + t)
r−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
2
j

((
n
σ
− %

2

)(
1
p
− 1
q

)
−r
)
‖v‖Lp

No caso σ = 1 tomamos 0 < r = n+1
2

(
1
p −

1
q

) temos
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‖F−1
(
ψ2(t, ξ)ût(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n−1
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

‖F−1
(
ψ2(t, ξ)|ξ|σû(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

−n−1
2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
.

e no caso σ 6= 1, tomamos r = 0, temos

‖F−1
(
ψ2(t, ξ)ût(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

− %
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

‖F−1
(
ψ2(t, ξ)|ξ|σû(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

− %
σ

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
.

Para o termo potêncial tomamos ak,0(t, ξ) = (1 + t)−
1
2 |ξ|

σ
2 , logo precisamos estimar:

∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)(1 + t)−

1
2 |ξ|−σ(r− 1

2
)ψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞

=(1 + t)r−1
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)((1 + t)|ξ|σ)−(r− 1

2
)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞

=(1 + t)r−1
∥∥F−1

(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)gk((1 + t)|ξ|σ)

)∥∥
L∞
,

onde |dmz gk(z)| ≤ |z|−r+ 1
2
−m. Assim temos para todo j ≥ 0 e para 1 < p ≤ 2 e 1

p + 1
q = 1 que

∥∥F−1
(
e±it|ξ|

σ
φj(t, ξ)ψ(|ξ|σN−1)b±1 ((1 + t)|ξ|σ)F(v)

)∥∥
Lq

.(1 + t)
r−1−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
2
j

((
n
σ
− %

2

)(
1
p
− 1
q

)
−r+ 1

2

)
‖v‖Lp .

Portanto no caso σ = 1 tomamos 0 < r = n+1
2

(
1
p −

1
q

)
+ 1

2 logo

‖F−1
(
ψ2(t, ξ)(1 + t)−1/2|ξ|σ/2û(t, ξ)

)
‖Lq . (1 + t)

− 1
2
−n−1

2

(
1
p
− 1
q

)(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

enquanto no caso σ 6= 1, tomamos r = max{0, n
(

1
p −

1
q

)(
1
σ −

1
2

)
+ 1

2}, temos

‖F−1
(
ψ2(t, ξ)(1 + t)−1/2|ξ|σ/2û(t, ξ)

)
‖Lq

. max{(1 + t)
−1−n

σ

(
1
p
− 1
q

)
, (1 + t)

− 1
2
−n

2

(
1
p
− 1
q

)
}
(
‖u0‖Lp + ‖u1‖Lp

)
,

o que finaliza a demonstração.



Capı́tulo 4
Equações de Evolução com coe�cientes

variáveis.

Nesse capítulo iremos tratar de equações de evolução com coeficientes variáveis mais gerais. Nesse caso,iremos fazer somente estimativas de Energia. O método usado é o "Procedimento de Diagonalização"quepor sua vez é inspirado no método de aproximação WKB. Esse método recebeu o nome dos físicos GregorWentzel , Hendrik Anthony Kramers e Léon Brillouin, que o desenvolveram em 1926. O método WKB é umcaso especial de análise de múltiplas escalas veja [41]. Primeiramente vamos provar a Proposição 4.2.1, queilustra o Procedimento de Diagonalização e depois apresentar o método de fato para o aplicá-lo em outroscasos. O Procedimento de Diagonalização pode ser encontrado em [34].

4.1 Velocidade de propagação com tendência decrescente

Para a(t) > 0 considere a equação de evolução linear a seguir:
utt + a2(t)(−∆)δu = 0, u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x). (4.1)

Defina a Energia da soluçãouda equação linear acimaporE0(u)(t) = 1
2

(
‖ut(t, ·)‖22+a2(t)‖(−∆)δu(t, ·)‖22

),
derivando essa energia em t, podemos concluir que d

dtE0(u)(t) = a(t)a
′
(t)‖(−∆)δu(t, ·)‖22, assim se a édecrescente podemos concluir, usando o lema de Gronwall, que a2(t)E0(u)(0) ≤ E0(u)(t) ≤ E(u)(0).Vamos considerar uma situação um pouco mais geral e provar a mesma estimativa.

Hipótese 4.1.1. Consideremos que 0 < a(t) = λ(t)ν(t) ∈ C2(R+) que satisfaz as condições a seguir para
j = 1, 2.

1. ∞ > c1 > ν(t) > c0 > 0;
2. λ(t) é decrescente, i.é, λ′(t) ≤ 0;
3. ν(t) ∈ C2(R+), | dj

dtj
ν(t)| ≤ C 1

(1+t)j
;

4. λ ∈ C2(R+), | dj
dtj
λ(t)| ≤ C λ(t)

(1+t)j
.

Observação 4.1.1. Da hipótese, podemos concluir que | dj
dtj
a(t)| . a(t)

(1+t)j
para j = 1, 2.

Hipótese 4.1.2. Existe 0 < ε < 1 tal que (1 + t)1−ελ(t) é uma função crescente.
Exemplo 3. Considere−1 < ` < 0, temos λ(t) = c(1 + t)` e ν(t) ≡ 1 ou ν(t) = 2 + sin(1+t)

1+t .

81
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Consideremos amicroenergiaU(t, ξ) := (a(t)|ξ|δû(t, ξ), Dtû(t, ξ)), onde û(t, ξ) é a transformada de fourierna variável x da solução u(t, x) da equação (4.1). Note que por Plancherel E0(u)(t) = 1

2‖U(t, ·)‖22. AlémdissoDtU(t, ξ) = A(t, ξ)U(t, ξ), onde
A(t, ξ) :=

(
Dta(t)
a(t) |ξ|δa(t)

|ξ|δa(t) 0

)
. (4.2)

ConsiderandoN uma matriz dois por dois que diagonaliza a matriz A acima, e definindo U1 porNU1 = U ,temos que DtU1 = A1U1, onde A1 = D1 + R1, D1 é a parte diagonal de A1 enquanto R1 é sua parteantidiagonal e A1 é dada por:
A1 :=

(
−|ξ|δa(t) + Dta(t)

2a(t)
Dta(t)
2a(t)

Dta(t)
2a(t) |ξ|δa(t) + Dta(t)

2a(t)

)
. (4.3)

Considere N1 = N1(t, ξ) tal que [D1, N1] := D1N1 − N1D1 = −R1 e com as entradas da diagonal igual
a um para qualquer (t, ξ). Temos que N1 = I − 1

2|ξ|δa(t)
R1J , onde J =

(
1 0
0 −1

)
. Como, por hipótese,

temos | Dta(t)
2(a(t))2|ξ|δ | ≤ C

1
|ξ|δλ(t)(1+t)

, segue que no conjunto
H = {(t, ξ) : |ξ|δλ(t)(1 + t) ≥ n0},

para n > 0 suficientemente grande fixo, podemos garantir queN1 é invertível. Além disso, por hipótese, a é
C2(Rn), dondeN1 é diferenciável. Logo nesse conjunto se definirmosU2 porN1U2 = U1 temos queDtU2 =(
D1 +N−1

1 (R1Ñ1 −DtN1)
)
U2, onde Ñ1 é a parte antidiagonal deN1. DefinaD2 como sendo a parte dia-

gonal deD1 +N−1
1 (R1Ñ1 −DtN1) eR2 sua parte andiagonal. Colocando d = d(ξ, t) = −2|ξ|δa(t) e µ =

µ(ξ, t) = |r1|2
d2 , onde r1 = Dta(t)

2a(t) , temosD2+R2 = D1+ 1
1−µ

(
I−R1

d J
)(

1
dR

2
1J−Dt

(
1
dR1J

)), e a partir da-
qui realizando os cáculos temos queD2 = 1

i

(
φ̄ 0
0 φ

)
eR2 = 1

i

(
0 r̄2

r2 0

)
, onde φ̄ denota o conjugado com-

plexo de φ com φ = φ(t, ξ) = ∂ta(t)
2a(t) −

∂t(1−µ)
2(1−µ) + i=φ(t, ξ) e=φ denota a parte imaginária de φ que não será

importante para as estimativas que queremos. Temos também que r2 = r2(t, ξ) = 1
1−µ
(
µ∂ta(t)

2a(t) +i∂t
∂ta(t)
2a(t)d

).
Agora iremos provar que para (t, ξ), (s, ξ) ∈ H temos |U(t, ξ)|2 ≈ a(t)

a(s) |U(s, ξ)|2. Considere E(t, s, ξ)matriz
de solução fundamental deDt −D2 −R2 = 0 eE(t, s, ξ) matriz de solução fundamental deDt −D2 = 0.
Assim, E(t, s, ξ) =

(
e
∫ t
s φ̄(τ,ξ)dτ 0

0 e
∫ t
s φ(τ,ξ)dτ

)
, e definindo Q(t, s, ξ) por E = EQ, temos Q(s, s, ξ) = I

e DtQ(t, s, ξ) = E−1(t, s, ξ)R2(t, ξ)E(t, s, ξ) = e2i
∫ t
s =φ(τ,ξ)dτR2(t, ξ). Usando a representação por Ma-

trizantes podemos concluir que |Q(t, s, ξ)| ≤ e
∫ t
s ‖R2(τ,ξ)‖dτ , e como o traço de e2i

∫ t
s =φ(τ,ξ)dτR2(t, ξ) ézero podemos concluir da fórmula de Liouville que Q(t, s, ξ) é inversível e detQ(t, s, ξ) ≡ 1, donde temos

‖Q−1(t, s, ξ)‖ = ‖Q(t, s, ξ)‖. Portanto, como |E(t, s, ξ)| = a1/2(t)

a1/2(s)

(1−µ(s,ξ))1/2

(1−µ(t,ξ))1/2 , temos:

e−
∫ t
s ‖R2(τ,ξ)‖dτ a

1/2(t)

a1/2(s)

(1− µ(s, ξ))1/2

(1− µ(t, ξ))1/2
≤ ‖E(t, s, ξ)‖ ≤ a1/2(t)

a1/2(s)

(1− µ(s, ξ))1/2

(1− µ(t, ξ))1/2
e
∫ t
s ‖R2(τ,ξ)‖dτ . (4.4)

Agora note que emH , |µ(t, ξ)| ≤ 1
4n2

0
, donde para n0 grande fixado, (1−µ(s,ξ))1/2

(1−µ(t,ξ))1/2 ≈ 1. Agora vamos provar
que emH , ∫ ts ‖R2(τ, ξ)‖dτ <∞.
Precisamos estimar ∫ ts |r2(τ, ξ)|dτ , temos da Observação 4.1.1 que |r2(τ, ξ)| ≤ C 1

(1+τ)2a(τ)|ξ|δ . Agora pelaHipótese (4.1.2) temos ∫ ts 1
(1+τ)2a(τ)|ξ|δ dτ ≤

1
(1+s)1−εa(s)|ξ|δ

∫ t
s

1
(1+τ)1+εdτ = 1

(1+s)a(s)|ξ|δ <∞ para (s, ξ) ∈
H . Portanto usando a equivalência (4.4) e que emH vale |U(t, ξ)| ≈ |U2(t, ξ)| temos que:



CAPÍTULO 4. EQUAÇÕES DE EVOLUÇÃO COM COEFICIENTES VARIÁVEIS. 83

U(t, ξ)|2 ≈ a(t)

a(s)
|U(s, ξ)|2. (4.5)

Agora vamos considerar a região P = {(t, ξ) : |ξ|δa(t)(1 + t) ≤ n} e obter uma estimativa usando o
Lema de Gronwall. Considere a solução fundamental F (t, s, ξ) =

(
F1,1(t, s, ξ) F1,2(t, s, ξ)
F2,1(t, s, ξ) F2,2(t, s, ξ)

)
deDt−A =

0. Segue que para k = 1, 2, ∂tF1,k(t, s, ξ) = ∂ta(t)
a(t) F1,k(t, s, ξ) + i|ξ|δa(t)F2,k(t, s, ξ) e ∂tF2,k(t, s, ξ) =

i|ξ|δa(t)F1,k(t, s, ξ). Logo
F1,k(t, s, ξ) = −a(t)

∫ t

s
|ξ|δ

∫ r

s
|ξ|δa(τ)F1,k(τ, s, ξ)dτdr + a(t)i

∫ t

s
|ξ|δδ2,kdr +

a(t)

a(s)
δ1,k, (4.6)

donde usando o Lema de Gronwall temos que para (t, ξ) ∈ P , |F1,k(t, s, ξ)| ≤ Ce
∫ t
s a(τ)|ξ|δdτ , e ainda da

hipótese (4.1.2) temos ∫ ts a(τ)|ξ|δdτ ≤ a(t)(1 + t)1−ε|ξ|δ
∫ t
s (1 + t)ε−1dτ = a(t)(1 + t)|ξ|δ ≤ n0, o quefinaliza a prova de que |F1,k(t, s, ξ)| . 1. Usando isso, podemos concluir também que |F2,k(t, s, ξ)| . 1,

k = 1, 2. Portanto |U(t, ξ)| ≤ |U(s, ξ)| para quaisquer t, s ≥ 0 e ξ 6= 0. Integrando em ξ e usando plancherelobtemos que E0(u)(t) ≤ CE0(u)(0). Concluímos assim a demonstração da Proposição a seguir.
Proposição 4.1.2. Se a(t) satisfaz as Hipóteses 4.1.1 e 4.1.2, então a solução u(t, x) da equação (4.1), comdados φ ∈ Ḣδ(Rn) e ψ ∈ L2(Rn), satisfaz:

E0(u)(t) ≤ CE0(u)(0),

para todo t ≥ 0, onde C é uma constante universal independent dos dados e de t.

4.2 Diagonalização

Nessa seção iremos estabelecer as técnicas, notações e idéias que serão usadas para tratar os casos com co-eficientes dependentes do tempo, é muito importante a compreensão dessa seção para entender o restanteda tese. As principais referências para essa seção são a tese da Böhme e o paper de Hirosawa [34].
Preliminares

Vamos estabelecer algumas notações e idéias, para isso vamos considerar uma família em (ξ, t) ∈ S ⊂
Rn × R de funções Matriciais ou vetoriais, com ξ ∈ Rn e t ∈ R, dadas por

Φ(t, ξ) =

(
φ1,1(t, ξ) 0

0 φ2,2(t, ξ)

)
, (4.7)

R(t, ξ) =

(
0 R1,2(t, ξ)

R2,1(t, ξ) 0

)
. (4.8)

Vamos nos referir às famílias {Φ(t, ξ)}(t,ξ)∈S e {R(t, ξ)}(t,ξ)∈S simplesmente como funções matriciais oumatrizes. Diremos que essas matrizes são especiais quando tiverem a seguinte forma
Φ =

1

i

(
φ1(t, ξ) 0

0 φ1(t, ξ)

)
, (4.9)

R =
1

i

(
0 r1(t, ξ)

r1(t, ξ) 0

)
. (4.10)

Vamos, de agora em diante, denotar por E(t, s, ξ), com (t, ξ), (s, ξ) ∈ S a solução fundamental da equação,ou família de equações, dada por
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{
DtE(t, s, ξ) = (Φ(t, ξ) +R(t, ξ)))E(t, s, ξ)

E(s, s, ξ) = I
(4.11)

onde I é fixada como a matriz identidade dois por dois, e denotaremos porE(t, s, ξ) a solução fundamentaldo problema homogêneo associado, isto é,{
DtE(t, s, ξ) = Φ(t, ξ)E(t, s, ξ)

E(s, s, ξ) = I
(4.12)

Agora podemos enunciar e provar a Proposição 4.2.1 que será muito útil.
Proposição 4.2.1. Sejam E(t, s, ξ) e E(t, s, ξ) definidas em algum S ⊂ Rn × R, respectivamente, por (4.11)e (4.12), então

‖E(t, s, ξ)‖e−
∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr ≤ ‖E(t, s, ξ)‖ ≤ ‖E(t, s, ξ)‖e

∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr,

onde R(t, s, ξ)
.
= E−1(t, s, ξ)R(t, ξ)E(t, s, ξ). Além disso, se tivermos que Φ é especial, ou seja, tem aforma (4.9), então
‖E(t, s, ξ)‖e−

∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr ≤ ‖E(t, s, ξ)‖ ≤ ‖E(t, s, ξ)‖e

∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr,

para (t, ξ), (s, ξ) ∈ S.
Demonstração. Note que se E(t, s, ξ) = E(t, s, ξ)Q(t, s, ξ), entãoQ(s, s, ξ) = I e

DtQ(t, s, ξ) = R(t, s, ξ)Q(t, s, ξ)

Podemos usar a representação por matrizantes, Teorema A.4.8, para obter que
Q(t, s, ξ) = I +

∞∑
j=1

∫ t

s
iR(t1, s, ξ) . . .

∫ tj−1

s
iR(tj , s, ξ)dtj . . . dt1.

Logo pela proposição A.4.9 temos;
‖Q(t, s, ξ)‖ ≤ e

∫ t
s ‖R(r,s,ξ)‖dr

Agora seR for antidiagonal temos, além disso pela fórmula de Liouville, que
detQ(t, s, ξ) = ei

∫ t
s trR(r,ξ)dr = 1.

LogoQ é inversível e, finalmente, por Cramer temos
‖Q(t, s, ξ)−1‖ = ‖Q(t, s, ξ)‖ ≤ e

∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr.

Portanto
‖E(t, s, ξ)‖ ≈ ‖E(t, s, ξ)‖e±

∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr. (4.13)

Se Φ é especial, um cáculo simples mostra que ‖R‖ ≈ ‖R‖.

Observação 4.2.2. Nota-se da demonstração da Proposição 4.2.1 acima que mesmoR não sendo antidiago-
nal aindapodemos garantir a estimativa superior, ou seja, continuamos tendoque ‖E(t, s, ξ)‖ ≤ ‖E(t, s, ξ)‖e

∫ t
s ‖R(r,ξ)‖dr

e isso será importante quando estudarmos o Operador de Möller.
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Procedimento de Diagonalização

Em princípio o procedimento a seguir é abstrato, e permite obter funções Φk e Rk a partir de funções Φ e
R dadas, mas veremos que ele tem importante aplicação. No que segue iremos considerar que as matrizes
Φ eR são especiais, ou seja, têm a forma (4.9) e (4.10), respectivamente. Definiremos recursivamente parainteiros positivos j = 1, . . . , k − 1, onde k ≥ 2 é um certo inteiro positivos, as funções vetoriais

Φ1
.
= Φ,R1 := R e d1 = d1(t, ξ)

.
= (Φ1)1,1(t, ξ)− (Φ1)2,2(t, ξ);

Nj = Nj(t, ξ)
.
= I +

1

dj
RjJ ;

Qj+1 = Qj+1(t, ξ)
.
= Dt −N−1

j (Dt − Φj −Rj)Nj ;

Φj+1 = Φj+1(t, ξ)
.
= diagQj+1(t, ξ);

Rj+1 = Rj+1(t, ξ)
.
= Qj+1(t, ξ)− Φj+1(t, ξ);

dj+1 = dj+1(t, ξ)
.
= (Φj+1)1,1(t, ξ)− (Φj+1)2,2(t, ξ).

onde
J =

(
1 0
0 −1

)
.

Observe que estamos supondo, obviamente, que N−1
j , j = 1, . . . , k − 1, existem e junto com as Nj sãodiferênciáveis em t.

Definição Quando as funçõesN−1
j , j = 1, . . . , k−1 existem e junto com asNj são diferênciáveis em algumaberto Z ⊂ [0,∞)× Rn, o qual nos referiremos genericamente como Zona, e tivermos também queexista d > 0 tal que detNj(t, ξ) > d para todo (t, ξ) ∈ Z , j = 1, · · · , k, diremos que vale a Hipótese

de Diagonalização até k em Z ou simplesmente diremos que vale HDk(Z).
O procedimento definido acima, mantêm a forma da Matriz original, como mostra a Proposição a 4.2.3.
Proposição 4.2.3. Assuma que exista algum Z tal que N−1

j existam e juntamente com Nj , N−1
j são sufi-cientemente diferênciáveis para j = 1, . . . , k − 1, k ≥ 2. Então, em Z , as seguintes representações sãoválidas:

• Φj+1 = 1
i

(
φj+1 0

0 φj+1

)
,

com
<{φj+1} = <{φj}+

∂tµj
2(1− µj)

, (4.14)
={φj+1} = ={φj}+

1

1− µj
(djµj + ={ rj

dj
∂t
rj
dj
}) (4.15)

e dj+1 = −2={φj+1} toma valores reias;
• Rj+1 = 1

i

(
0 rj+1

rj+1 0

)
,

com
rj+1 =

1

1− µj
(µjrj + i∂t

rj
dj

), (4.16)
onde µj = µj(t, ξ) := 1− detNj(t, ξ) toma valores reais.
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Demonstração. Vamos encontrar uma expressão explicíta para Φ2 eR2. Primeiramente, por Cramer, temosque N−1

1 = 1
1−µ1

(I − 1
dj
RjJ ), onde µ1 := 1 − detN1. Além disso, como Φ1N1 = N1Φ1 − R1, temos

N−1
1 (Φ1 +R1)N1 = Φ1 +N−1

1 (R1(N1 − I)). Portanto:

N−1
1 (Φ1 +R1)N1 =

1

1− µ1

(
iµ1φ1 − iφ1 − 2d1µ1 0

0 iµ1φ1 − iφ1 + 2d1µ1

)
+

µ1

1− µ1
R1.

Também temos que:
N−1

1 (DtN1) =
1

1− µ1

(
i r1d1

∂ r1d1
0

0 i r1d1
∂t
r1
d1

)
+

1

1− µ1

(
0 ∂t

r1
d1

−∂t r1d1
0

)
.

Logo

(Φ2)11 =
1

1− µ1

(
− iφ1 − 2d1µ1 + iµ1φ1 − i

r1

d1
∂t
r1

d1

)
(Φ2)22 =

1

1− µ1

(
− iφ1 + 2d1µ1 + iµ1φ1 − i

r1

d1
∂t
r1

d1

)
,

(R2)12 =
1

1− µ1

(
− iµ1r1 − ∂t

r1

d1

)
,

(R2)21 =
1

1− µ1

(
− iµ1r1 + ∂t

r1

d1

)
.

Vemos que i(R2)12 = 1
1−µ1

(µ1r1 + i∂t
r1
d1

) e também que i(R2)21 = i(R2)12. Agora note que:
r1

d1
∂t
r1

d1
=
r1

d1
∂t
r1

d1
, onde < r1

d1
∂t
r1

d1
= < r1

d1
∂t
r1

d1
=

1

2
∂tµ1.

Assim definindo φ2 := i(Φ2)22 temos a identidade:

i(Φ2)11 =
φ1

1− µ1
− φ1µ1

1− µ1
− i2d1µ1

1− µ1
+

1

1− µ1

(∂tµ1

2
− i= r1

d1
∂t
r1

d1

)
φ1 +

∂tµ1

2(1− µ1)
− 1

i

(
µ1d1 + = r1

d1
∂t
r1

d1

)
= i(Φ2)22 = φ2.

Logo <φ2 = <φ1 + ∂tµ1

2(1−µ1) e =φ2 = =φ1 + 1
1−µ1

(
d1µ1 + = r1d1

∂t
r1
d1

).
e esse argumento demonstra a Proposição, basta usar indução.
Consequências da Diagonalização.

Quando possível diagonalizar veremos agora que a representação da solução após a diagonalização nos per-mite comparar o comportamento assintótico da solução fundamental de um sistema com a solução funda-mental correspondente a parte homogênea desse sistema.
Corolário 4.2.4. Assuma que exista algum Z tal que N−1

j existam e juntamente com Nj , N−1
j são suficien-temente diferênciáveis para j = 1, . . . , k − 1, k ≥ 2. Nesse caso temos que vale HDk(Z) se, e somente seexiste c < 1 tal que, para j = 1 . . . k − 1, tenhamos:

|rj |2

d2
j

< c em Z. (4.17)
Demonstração. Imediato da definição e da Proposição 4.2.3.
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Corolário 4.2.5. Se vale HDk(Z), então asNj eN−1

j são uniformemente limitadas em Z .
Demonstração. Segue do corolário 4.2.4.
Nesse ponto alertamos que a idéia em aplicações futuras é procurar alguma Zona em que vale a desigualdade(4.17), para que possamos diagonalizar o sistema.
Corolário 4.2.6. Suponha que vale HDk(Z) e queRk(r, ξ) é integrável em r uniformemente em ξ, isto é:∫ t

s
‖Rk(r, ξ)‖dr < C <∞ (4.18)

para todo (t, ξ), (s, ξ) ∈ Z .Então temos
‖Ek(t, s, ξ)‖ ≈ ‖E1(t, s, ξ)‖

para todo (t, ξ) e (s, ξ) em Z , onde Ek(t, s, ξ) é a solução fudamental da equação
{
DtEk = (Φk +Rk))Ek
Ek(s, s, ξ) = I

(4.19)
Demonstração. Para j = 1, . . . , k sejaEj a solução fundamental do problemahomogêneo associado a (4.19),ou seja: {

DtEj(t, s, ξ) = Φj(t, ξ)Ej(t, s, ξ),

Ej(s, s, ξ) = I.

Dada a forma diagonal de Φj temos que
Ej(t, s, ξ) =

(
e
∫ t
s φj(r,ξ)dr 0

0 e
∫ t
s φj(r,ξ)dr

)
,

logo, por 4.2.3, temos para j > 1:
‖Ej(t, ξ)‖ ≈ e

∫ t
s <{φj(r,ξ)}dr = e

∫ t
s <{φj−1}(r,ξ)dre

−
∫ t
s

∂t(1−µj−1(r,ξ))

2(1−µj−1(r,ξ))
dr
.

Logo
‖Ej(t, s, ξ)‖ ≈ ‖Ej−1(t, s, ξ)‖

√
|1− µj−1(s, ξ)|√
|1− µj−1(t, ξ)|

Portanto
‖Ej(t, s, ξ)‖ ≈ ‖Ej−1(t, s, ξ)‖

Donde, transitivamente, temos
‖Ek(t, s, ξ)‖ ≈ ‖E1(t, s, ξ)‖ (4.20)

para todo (t, ξ), (s, ξ) em Z .Mas, por outro lado, como pela Proposição 4.2.3 Rk tem a forma especial, temos pela Proposição 4.2.1 edesigualade (4.13) que
‖Ek(t, s, ξ)‖ ≈ ‖Ek(t, s, ξ)‖e±

∫ t
s ‖Rk(r,ξ)‖dr.

Agora use a hipótese (4.24) e a relação obtida (4.20), e com isso finalize a demonstração do Corolário.
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Quando aplicarmos os métodos desenvolvidos nessa seção estaremos considerando o que chamaremos demicro-energia do sistema, e veremos que sua natureza matemática é um vetor dois por um e não umamatrizfundamental, então vamos fazer uma simples conexão com a matriz fundamental que estamos falando atéesse momento. Consideremos que U1 = U1(t, ξ) = (u1(t, ξ), u2(t, ξ))T resolve

DtU1 = (Φ1 +R1)U1 (4.21)
Podemos provar, por indução, que após k ≥ 1 passos do procedimento acima nós obtemos o sistema

DtUk = (Φk +Rk)Uk (4.22)
onde Uk := N−1

k−1 . . . N
−1
1 U1.Sabemos que

Uk(t, ξ) = Ek(t, s, ξ)Uk(s, ξ)

Logo

U1(t, ξ) =N1(t, ξ) . . . Nk−1(t, ξ)Uk(t, ξ) (4.23)
=N1(t, ξ) . . . Nk−1(t, ξ)Ek(t, s, ξ)Uk(s, ξ)
=N1(t, ξ) . . . Nk−1(t, ξ)Ek(t, s, ξ)N−1

k−1(s, ξ) . . . N−1
1 (s, ξ)U1(s, ξ)

Portanto nas mesmas hipóteses do corolário (4.2.6) deduzimos o resultado a seguir que será muito útil futu-ramente.
Corolário 4.2.7. Suponha que vale HDk(Z) e queRk(r, ξ) é integrável em r uniformemente em ξ, isto é:∫ t

s
‖Rk(r, ξ)‖dr < C <∞ (4.24)

para todo (t, ξ), (s, ξ) ∈ Z .Então temos
|U1(t, ξ)| ≈ e

∫ t
s <{φ1(r,ξ)}dr|U1(s, ξ)|

com (t, ξ) e (s, ξ) em Z .
Demonstração. Basta usa a identidade (4.23) e aplicar os corolário 4.2.5 e 4.2.6 observandoque ‖E1(t, s, ξ)‖ ≈
e
∫ t
s <{φ1(r,ξ)}dr e a simetria entre s e t.

4.3 Operador de Möller

Ooperador deMöller têm importante aplicação como veremos, ele relaciona estados iniciais de umoperadorde evolução pertubado com os estados iniciais de seu correspondente operador livre, sem pertubação, demodo que o comportamento assintótico desses coincida, a existência desse operador nem sempre é possívele mesmo quando existe em geral não é invertível. Para conhecer mais sobre a teoria veja o livro de Roach[69].Seja E(t, ξ)
.
= E(t, 0, ξ) o operador de evolução relativo da (4.11), onde estamos supondo que Φ(t, ξ) tema forma de (4.9) eR(t, ξ) qualquer matriz dois por dois, anti-diagonal ou não, e seja E0(t, ξ)

.
= E(t, 0, ξ) ooperador de evolução associado ao respectivo problema homogêneo 4.12, e ainda:

U(t, ξ)
.
= E(t, ξ)U(0, ξ), V (t, ξ)

.
= E0(t, ξ)V (0, ξ),

onde U(0, ξ)
.
= (u0(ξ), u1(ξ))T e V (0, ξ)

.
= (v0(ξ), v1(ξ))T são dados iniciais em algum subespaço H ⊂

L2(Rn) × L2(Rn). Suponha que o operador E0(t, ξ) é uma isometria para todo t e o operador U(0, ξ) ∈
H → E(t, ξ)U(0, ξ) ∈ H é limitado para cada t. Consideremos a diferença:
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‖V (t, ·)− U(t, ·)‖H =‖E0(t, ·)V (0, ·)− E(t, ·)U(0, ·)‖H (4.25)
=‖V (0, ·)− E0(t, ·)−1E(t, ·)U(0, ·)‖H. (4.26)

Definiremos o operador de ondaW+ quando existe por
W+

.
= lim

t→∞
E0(t, ξ)−1E(t, ξ).

Ondeo limite é dadonanormadeoperador. Se pudermos provar queooperadorU(0, ξ) ∈ H →W+U(0, ξ) ∈
H realmente existe, então os dados iniciais relacionados da formaV (0, ξ) = W+U(0, ξ), fornece que o limitequando t→∞ de (4.25) vai a zero. Veja a figura 4.3.

Figura 4.1: Operador de möller
Vamos considerar aqui que Z é definida de tal modo que se (s, ξ) ∈ Z , então (t, ξ) ∈ Z para todo t ≥ s.Isso define uma função ξ 7→ tξ por tξ .

= inf{s > 0 : (s, ξ) ∈ Z}.ParaR1 ∈ L∞L1(Z), de acordo com a demonstração da Proposição 4.2.1 podemos escrever:
E(t, ξ) =

{
E(t, 0, ξ) , se tξ ≥ t;
E(t, tξ, ξ)Q(t, tξ, ξ)E(tξ, 0, ξ) , se t > tξ.

Proposição 4.3.1. Se R1 ∈ L∞ξ L
1
t (Z) e ξ 7→ tξ é decrescente em |ξ| ∈ Rn, e contínua em alguma bolacentrada na origem, então o operadorW+(ξ) existe no conjunto

M .
=
⋃
c>0

{U(ξ) = (u0(ξ), u1(ξ))T : dist(suppui(ξ), 0) ≥ c, i = 0, 1}.

Além disso paraW+(ξ)U(ξ) = V (ξ) com U, V ∈M temos
‖U(t, ·)− V (t, ·)‖H . ‖U(·)‖H sup{

∫ ∞
t
‖R(τ, η)‖dτ : (t, η) ∈ Zhip}.

Se, além disso, tivermos ‖E0(t, ξ)−1E(t, ξ)‖ ≤ C < ∞ uniformemente em (t, ξ), então o operadorW+(ξ)existe no fechoM.
Demonstração. Temos para t > tξ que

E0(t, ξ)−1E(t, ξ) = E(0, t, ξ)
(
E(t, tξ, ξ)Q(t, tξ, ξ)E(tξ, 0, ξ)

)
.

Logo
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E0(t, ξ)−1E(t, ξ) = E(0, tξ, ξ)Q(t, tξ, ξ)E(tξ, 0, ξ)

Agora para s, t ≥ tξ, consideremos a diferênça

Q(t, tξ, ξ)−Q(s, tξ, ξ) =
∞∑
j=1

∫ t

s
iR(t1, tξ, ξ)

∫ t1

tξ

iR(t1, tξ, ξ) . . .

∫ tj−1

tξ

iR(tj , tξ, ξ)dtj . . . dt1.

Logo pela Proposição A.4.9 temos,

‖Q(t, tξ, ξ)−Q(s, tξ, ξ)‖ ≤
∞∑
j=1

∫ t

s
‖R1(t1, tξ, ξ)‖

1

(j − 1)!

(∫ t1

tξ

‖R1(t1, tξ, ξ)‖dt2
)j−1

dt1

≤
∫ t

s
‖R1(t1, ξ)‖

∞∑
j=1

1

(j − 1)!

(∫ ∞
tξ

‖R1(t1, ξ)‖dt2
)j−1

dt1

≤
∫ t

s
‖R1(t1, ξ)‖e

∫∞
tξ
‖R1(t2,ξ)‖dt2

dt1. (4.27)
Finalmente para c > 0 pequeno seja T = inf{tξ : |ξ| = c} > 0, se s, t > T , por (4.27), Q(t, tξ, ξ) é cauchyuniformemente em |ξ| > c. Logo o limite a seguir existe

lim
t→∞

Q(t, tξ, ξ) = Q(∞, tξ, ξ)

uniformemente em |ξ| ≥ c. Portanto o limite
lim
t→∞
E0(t, ξ)−1E(t, ξ) = E(0, tξ, ξ)Q(∞, tξ, ξ)E(tξ, 0, ξ)

existe uniformemente em |ξ| ≥ c. Para finalizar note queW+U(ξ) = V (ξ) implica

‖U(t, ·)− V (t, ·)‖H = ‖E(t, ·)U(·)− E0(t, ·)V (·)‖H
=‖E−1

0 (t, ξ)E(t, ξ)U(ξ)−W+U(ξ)‖H
=‖E(0, t(·), ·)(Q(t, t(·), ·)−Q(∞, t(·), ·))E(t(·), 0, ·)U(·)‖H
.‖Q(t, t(·), ·)−Q(∞, t(·), ·)‖H‖U(·)‖H.

Isso juntamente com (4.27) finaliza a demonstraçãodaprimeira parte. Se tivermos tambémque ‖E0(t, ξ)−1E(t, ξ)‖ ≤
C <∞, então

‖E0(t, ·)−1E(t, ·)V (·)‖H ≤ C‖V (·)‖H
portanto pelo Teorema de Banach-Steinhauss A.4.3 concluímos a demonstração Proposição.

4.4 Potêncial efetivo.

Nessa seção os resultados de Böhme [5], [8], [6] feitos para o caso σ = 1 e δ = 0 estaremos estendendopara o caso 0 ≤ δ < σ. Vamos mostrar que sob hipóteses na massa que a forcem a se comportar acima doinvariante por escala, vamor ter comportamento dissipativo no caso δ = 0 e conservação no caso δ > 0.Estamos interessados no estudo da equação
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{
utt + (−∆)σu+m(t)2(−∆)δu = 0

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x),

(4.28)

ondem(t) é uma função estritamente positiva. Consideremos a Energia como dada a seguir:
EKG(u)(t) =

1

2

(
‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖2L2 +m(t)‖(−∆)δ/4u(t, ·)‖2L2

)
. (4.29)

Böhme [5] provou que no caso σ = 1 e δ = 0 com condições adequadas emm(t), a saberm(t)(1 + t)→∞temos
m(t)EKG(u)(0) . EKG(u)(t) . EKG(u)(0),

para todo t. Deduzindo como Corolário que
‖u(t, ·)‖L2 = O

(
m(t)−

1
2

) (4.30)
quando t → 0. Note que essa estimativa é melhor do que se obtém no caso que a massa m nula, o que
mostra um efeito dissipativo, inclusivemelhor do queO(m(t)−1

), que é o que se tem demodo geral quando
simplesmente temos quem(t) é decrescente.Usaremos a notação

〈ξ〉m(t)
.
=
(
|ξ|2σ + |ξ|2δm(t)2

) 1
2 .

Aplicando a transformada de Fourier com relação a variável espacial x, temos{
ûtt(t, ξ) + |ξ|2σû(t, ξ) +m(t)2|ξ|2δû(t, ξ) = 0

û(0, ξ) = φ̂(ξ), ût(0, ξ) = ψ̂(ξ).
(4.31)

Considerando a micro-energia U(t, ξ) =
(
〈ξ〉m(t)û, Dtû

)T , temos que
DtU(t, ξ) = (Φ0 +R0)U(t, ξ),

onde

Φ0 = Φ0(t, ξ) :=

(
0 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(t) 0

)
,R0 = R0(t, ξ) :=

(
Dt〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(t)
0

0 0

)
.

Considere U1 definido a seguir.

N0 :=

(
1 1
−1 1

)
, U1 := N−1

0 U.

EntãoN0 é a matriz que diagonaliza o sistema logo U1 satisfaz:
DtU1 = (Φ1 +R1)U1,

onde Φ1 eR1 têm as estruturas de (4.9) e (4.10) respectivamente, com
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φ1 = φ1(t, ξ)
.
=
∂t〈ξ〉m(t)

2〈ξ〉m(t)
+ i〈ξ〉m(t),

r1 = r1(t, ξ)
.
=
∂t〈ξ〉m(t)

2〈ξ〉m(t)
.

Se considerarmos a Energia dada por EKG(u)(t)
.
= 1

2‖U(t, ·)‖2L2 , ou seja:
EKG(u)(t) =

1

2

(
‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖2L2 +m(t)2‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖2L2

) (4.32)
e supondom suave e decrescente teremos, ddtEKG(u)(t) ≤ 0, portanto poderemos concluir que a energiaé limitada, em particular:

m(t)2‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖2L2 ≤ EKG(u)(0). (4.33)
Mas agora vamos buscar hipóteses que nos garantam melhorar essa estimativa considerando a Energia defi-nida anteriormente, ou seja EKG(u)(t).
4.4.1 Massa crescente

Vamos considerar para a equação:{
utt + (−∆)σu+m(t)2(−∆)δu = 0

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x).

(4.34)

a energia EKG(u)(t) := 1
2

(
‖ut(t, ·)‖22 + ‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖22 + m(t)‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖22

). Vamos provar con-servação generalizada dessa energia. Para isso, vamos, inicialmente, fazer algumas considerações.Consideremos as seguintes hipóteses sobre a massam(t):
Hipótese 4.4.1. m(t) = λ(t)ν(t) com λ(t), ν(t) ∈ C2(R+), satisfazendo

1. 0 < λ(t) crescente, 0 < c0 ≤ ν(t) ≤ c1 <∞, com c0 ≤ c1 constantes;
2.

∂jt λ(t)

λ(t)
< Cj

1

(1 + t)j
,

∂jt ν(t) ≤ Cj
1

(1 + t)j

para j = 1, 2.
Observação 4.4.1. Note que com essa hipótese temos ∂jtm(t)

m(t) ≤ Cj
1

(1+t)j
.

Exemplo 4. Considere para 0 ≤ ω e γ ∈ R,
m(t) = (1 + t)ω lnγ(e+ t).

Definamos as zonas hiperbólica e pseudo-diferencial como:
Zhip = {(t, ξ) : 〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≥ N},

Zpd = {(t, ξ) : 〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≤ N}.
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Zona hiperbólica

Note que d1 = −2(〈ξ〉m(t)), logo na Zona hiperbólica:
|r1|
|d1|
.
|∂t〈ξ〉m(t)|
4(〈ξ〉m(t))2

.
m2(t)|ξ|2δ

(〈ξ〉m(t))2

c0

〈ξ〉m(t)(1 + t)
.

1

N
.

Logo, para N suficientemente grande, a matriz inversa N−1
1 existe e juntamente com N1 é diferenciável.Assim vale a hipótese de diagonalização até 2. Além disso na Zona hiperbólica temos:

|r2| .
|r1|3

|d1|2
+ |∂t

r1

d1
| . 1

(〈ξ〉m(t)(1 + t))2(1 + t)
+ |∂t

∂t〈ξ〉m(t)

(〈ξ〉m(t))2
|.

O segundo termo é estimado por
|∂t

∂t〈ξ〉m(t)

(〈ξ〉m(t))2
| . |

∂2
t 〈ξ〉m(t)

(〈ξ〉m(t))2
|+ |

∂t〈ξ〉m(t)m(t)m
′
(t)|ξ|2δ

(〈ξ〉m(t))4
| . 1

〈ξ〉m(t)(1 + t)2

Portanto
|r2(t, ξ)| . 1

〈ξ〉m(t)(1 + t)2

Logo por hipótese de λ(t) ser crescente temos que para (s, ξ) ∈ Zhip:
∫ t

s
|r2(τ, ξ)|dτ .

∫ t

s

1

〈ξ〉m(τ)(1 + τ)2
dτ

.
1

〈ξ〉λ(s)

∫ t

s

1

(1 + τ)2
dτ .

1

〈ξ〉λ(s)(1 + s)
<∞.

Portanto na Zona hiperbólica temos que r2 ∈ L∞ξ L1
t (Zhip), logo pelo Corolário 4.2.7 temos que

|U(t, ξ)| ≈
( 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(s)

) 1
2 |U(s, ξ)|,

para (t, ξ), (s, ξ) ∈ Zhip.
Zona pseudodiferencial

Vamos considerar V (t, ξ) := (h(t)û(t, ξ), ût(t, ξ))
T com h(t) = N

1+t . Logo:
DtV (t, ξ) = A(t, ξ)V (t, ξ),

com

A(t, ξ) = A =

Dth(t)
h(t) h(t)
〈ξ〉2

m(t)

h(t) 0

 .

Consideremos E = E(t, s, ξ) a solução fundamental da equação acima, ou seja:

DtE(t, s, ξ) = A(t, ξ)E(t, s, ξ),

E(s, s, ξ) = I.

com t, s ≥ 0. Logo para k = 1, 2,
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∂tE1k(t, s, ξ) =
∂th(t)

h(t)
E1k(t, s, ξ) + ih(t)E2k(t, s, ξ), (4.35)

∂tE2k(t, s, ξ) = i
〈ξ〉2m(t)

h(t)
E1k(t, s, ξ).

usando fator integrante, temos:

E1,k(t, s, ξ) =
h(t)

h(s)

(
i

∫ t

s
h(s)E2,k(τ, s, ξ)dτ + δ1,k

)
,

E2,k(t, s, ξ) =

∫ τ

s
i
〈ξ〉2m(r)

h(r)
E1,k(r, s, ξ)dr + δ2,k.

Logo

E1,k(t, s, ξ) =
h(t)

h(s)

(∫ t

s
ih(s)

∫ τ

s
i
〈ξ〉2m(r)

h(r)
E1,k(r, s, ξ)drdτ + ih(s)

∫ t

s
δ2,kdτ + δ1,k

)
.

Usando Fubini e que 〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≤ N , temos

|E1,k(t, s, ξ)| ≤ C
∫ t

s
〈ξ〉m(r)|E1,k(r, s, ξ)|dr + h(t)

∫ t

s
δ2,kdτ +

h(t)

h(s)
δ1,k,

onde C é uma constante. Logo pela desigualdade de Gronwall e por λ(t) ser crescente temos que na Zonapseudodiferencial:
|E1k(t, s, ξ)| . e

∫ t
s 〈ξ〉m(r)dr . e〈ξ〉λ(t)

∫ t
s dr . 1,

para k = 1, 2. Donde temos tambémqueE2,k(t, s, ξ) . 1 na Zona pseudodiferencial para k = 1, 2. Portantoprovamos que
|V (t, ξ)| ≤ C|V (0, ξ)|. (4.36)

Agora podemos enunciar o resultado principal do caso efetivo comm(t) crescente. Veja também [20] para re-sultados de estimativas de Energia commassa crescente e velocidade de propagação dependente do tempo.
Teorema 4.4.2. Sejam(t) satisfazendo a Hipótese 4.4.1, então a solução do problema de Cauchy (4.28) comdados φ ∈ Hσ(Rn) e ψ ∈ L2(Rn), satisfaz:

‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖L2 = O
(
m(t)−

1
2
)

para todo tempo t ≥ 0. Mais precisamente:
m(t)‖(−∆)δ/2u(t, ·)‖22 ≤ C

(
‖ψ‖22 + ‖φ‖2Hσ

)
.

Além disso, a solução também satisfaz:
‖ut(t, ·)‖22 ≤ Cm(t)

(
‖ψ‖22 + ‖φ‖2Hσ

)
para t ≥ 0.
Demonstração. Vamos primeiramente fazer uma analise de nossas Zonas. Podemos subdividir a zona hiper-
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bólica em duas partes, a primeira dada por

Z∞ = {(t, ξ) : t ≥ 0, |ξ|2σ + λ2(0)|ξ|2δ ≥ N2}.

A razão desse ser um subconjunto da zona hiperbólica vem de λ(t)(1 + t) ser crescente. Pela mesma razão,para cada ξ, com |ξ|2σ + λ2(0)|ξ|2δ ≤ N2 existe um único tempo tξ ta lque 〈ξ〉λ(tξ)(1 + t) = N .Assim, pela hipótese nos dados iniciais, provamos que para (t, ξ) ∈ Z∞

|U(t, ξ)|2 ≤ C
〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)
|U(0, ξ)|2.

Além disso, para |ξ|2σ + λ2(0)|ξ|2δ ≤ N2 e t ≥ tξ temos
|U(t, ξ)|2 ≤ C

〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(tξ)
|U(tξ, ξ)|2 ≤ C

〈ξ〉m(tξ)

〈ξ〉m(0)
|V (0, ξ)|2. (4.37)

Para t ≤ tξ, onde tξ é dado implicitamente por 〈ξ〉m(tξ)(1 + tξ) = N , (t, ξ) ∈ Zpd, temos |U(t, ξ)|2 ≤
|V (t, ξ)|2 ≤ C|V (0, ξ)|2 ≤ C 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)
|V (0, ξ)|2,

assim em qualquer caso temos

‖ût(t, ·)‖22 + ‖|ξ|σû(t, ·)‖22 +m2(t)‖|ξ|δû(t, ·)‖22 ≤ C
〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)

(
‖ψ̂‖22 + |(1 + |ξ|2)

σ
2 φ̂‖22

)
.

Agora, no caso |ξ|δ−σm(t) ≤ 1 temos que 〈ξ〉m(t) ≈ |ξ|σ, enquanto no caso |ξ|δ−σm(t) ≥ 1 temos que
〈ξ〉m(t) ≈ |ξ|δm(t). Em qualquer caso temos 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)
≤ m(t).

Portanto segue que

‖ût(t, ·)‖22 ≤ Cm(t)
(
‖ψ̂‖22 + |(1 + |ξ|2)

σ
2 φ̂‖22

)
,

m(t)‖|ξ|δû(t, ·)‖22 ≤ C
(
‖ψ̂‖22 + ‖(1 + |ξ|2)

σ
2 φ̂‖22

)
.

Isso é termina a demonstração do Teorema.

4.4.2 Massa decrescente

Vamos dividir o estudo no caso δ = 0 e δ > 0, a razão é que para no caso δ = 0 temos umefeito de dissipação,enquanto que no caso δ > 0 temos conservação.
Caso δ = 0

Hipótese 4.4.2. Consideremos m(t) = λ(t)ν(t) > 0 com λ(t), ν(t) ∈ CM (R+), para algum M ≥ 2satisfazendo
1. ∂tλ(t) ≤ 0;
2. existem constantes ν0, ν1 tais que 0 < ν0 < ν(t) < ν1;
3. Para algumM ≥ 2,m ∈ CM (0,∞) e:

|∂jt λ(t)|
λ(t)

< Cj
1

(1 + t)j
,
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|∂jt ν(t)| < Cj

1

(1 + t)j
,

para j = 1, . . . ,M .
Hipótese 4.4.3. Consideremos a seguinte hipótese de integrabilidade∫ t

0

1

(λ(τ)(1 + τ))M−1(1 + τ)
dτ <∞,

para algumM ≥ 2.
Observação 4.4.3. Da hipótese 4.4.2 é importante notar que decorre para j = 1, . . . ,M a desigualdade

|∂jtm(t)| ≤ cj
m(t)

(1 + t)j
,

para constantes adequadas c′js.
Temos o seguinte exemplo quandoM ≥ 2.
Exemplo 5. Considere para 0 < ω < 1, ν(t) ≡ 1 e

λ(t) = (1 + t)−ω.

note que a hipótese de integrabilidade 4.4.3 é satisfeita também para o seguinte exemplo, quandoM ≥ 3.
Exemplo 6. Da ordem log acima do scale-invariante, ν(t) ≡ 1 e

λ(t) =
ln(e+ t)

1 + t
.

O exemplo seguinte possui o fator de oscilações.
Exemplo 7. Considerem(t) = ν(t)λ(t) com

λ(t) =
1

1 + t
,

e
ν(t) = c

sin(1 + t)

1 + t
,

onde c > 0 e α > 1 são constantes.
Definamos as zonas hiperbólica e pseudo-diferencial como:

Zhip = {(t, ξ) : 〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≥ N},

Zpd = {(t, ξ) : 〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≤ N}.

comN suficientemente grande a ser escolhido.Devido ao segundo ítem da Hipótese 4.4.2 e de δ = 0 podemos deduzir que a zona pseudo-diferencial deveser compacta, reduzindo nossa análise à zona hiperbólica. Ora, na zona pseudo temos:

∞ > C :=

∫ ∞
0

1(
λ(τ)(1 + τ)

)M−1
(1 + τ)

dτ ≥
∫ tξ

0

1(
〈ξ〉λ(τ)(1 + τ)

)M−1
(1 + τ)

dτ

≥ 1

NM−1

∫ tξ

0

1

1 + τ
dτ ≥ 1

NM−1
log(1 + tξ).
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Isso conclui que tξ é limitado unifomemente na zona pseudo. Como nessa zona temos |ξ| também limitado,temos como afirmado que a zona pseudo é compacta.
Zona Hiperbólica

Definição 4.4.1. Diremos que uma função f(t, ξ) está em SK{q, r} com K ≤ M , q ≤ 0 e r ≥ 0 quandopara cada l = 0, . . . ,K existir uma constante Cl tal que:
|∂ltf(t, ξ)| ≤ Cl(〈ξ〉λ(t))

q 1

(1 + t)r+l
,

para todo (t, ξ) ∈ Zhip

Proposição 4.4.4. .1. Se f ∈ SK{q, r}, então ∂ltf ∈ SK−l{q, r + l}, onde l ≤ K;
2. Se f1 ∈ SK1{q1, r1} e f2 ∈ SK2{q2, r2}, então f1f2 ∈ Smin{K1,K2}{q1 + q2, r1 + r2};
3. Se f ∈ SK{q, r}, então f ∈ SK{q + σ, r − σ} para todo σ satisfazendo q + σ ≤ 0 e r − σ ≥ 0.

Demonstração. A demonstração segue direto da definição e de 〈ξ〉m(t) ≈ 〈ξ〉λ(t) com especial atenção parao último ítem que pode ser demonstrado usando que estamos trabalhando na zona hiperbólica.
Lema 4.4.5. Suponha quem = m(t) satisfaz a Hipótese 4.4.2. Então paraN suficientemente grande temosque em Zhip valem

µj ∈ SM−j{−2j, 2j},

N−1
j existe eNj , N

−1
j ∈ SM−j{0, 0} para j = 1, . . . ,M − 1 e

(Imϕj)
−1 ∈ SM−j{−1, 0}, rj ∈ SM−j{−j + 1, j},

para j = 1, . . . ,M .
Demonstração. Vamos fazer algumas afirmações e demonstrá-las por indução.
Afirmação: 〈ξ〉−1

m(t) ∈ S
M{−1, 0}.

Temos pela hipótese 4.4.2 que para j ≥ 1

|djtm(t)| . Cjm(t)
1

(1 + t)j
,

Logo
|∂t〈ξ〉−1

m(t)| = |
m(t)m

′
(t)|ξ|2δ

〈ξ〉3m(t)

| ≤ 〈ξ〉−1
m(t)

1

1 + t
.

Agora suponha por hipótese de indução que para alguma k ≥ 1 temos:
|∂kt 〈ξ〉−1

m(t)| . 〈ξ〉
−1
m(t)

1

(1 + t)k
.

Como

∂k+1
t 〈ξ〉−1

m(t) =

=
−1

2

k∑
i=0

(
k

i

)
∂it〈ξ〉−1

m(t)

k−i∑
j=0

(
k − i
j

)
∂j+1
t m2(t)|ξ|2δ

k−i−j∑
l=0

(
k − i− j

l

)
∂lt〈ξ〉−1

m(t)∂
k−i−j−l
t 〈ξ〉−1

m(t),
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e ainda

|∂j+1
t m2(t)| . m2(t)

1

(1 + t)j+1
,

temos
|∂k+1
t 〈ξ〉−1

m(t)| . 〈ξ〉
−1
m(t)

1

(1 + t)1+k
.

Afirmação: r1 ∈ SM−1{0, 1}. Como r1(t, ξ) = ∂tm2(t)|ξ|2δ
4〈ξ〉m(t)

temos:

|∂kt r1(t, ξ)| ≤
k∑
i=0

(
k

i

)
|∂i+1
t m2(t)||ξ|2δ

k−i∑
j=0

(
k − i
j

)
|∂jt 〈ξ〉

−1
m(t)||∂

k−i−j
t 〈ξ〉−1

m(t)|

.
m2(t)|ξ|2δ

〈ξ〉2m(t)(1 + t)k+1
.

Oquefinaliza a prova da afirmação. Logo temos tambémqueµ1 ∈ SM−1{−2, 2}, daí |µ1(t, ξ)| . 1
(〈ξ〉m(t)(1+t))2 .

1
N2 . Assim paraN suficientemente grande temos queN−1

1 existe. Além dissoN1,N−1
1 ∈ SM−1{0, 0}, pois

1
1−µ1

∈ SM−1{0, 0}. Com isso finalizamos a prova do Lema para j = 1.Agora suponha, por hipótese de indução, que o Lema vale para algum j ≥ 1.
Afirmação: (1− µj)−1 ∈ SM−j{0, 0}. Provemos essa afirmação por indução no número de derivadas.
Note que |(1− µj)−1| . 1 e também ∂t(1− µj)−1 = (1− µj)−1 ∂tµj

1−µj . Suponha que para k ≥ 0, temos:
|∂kt (1− µj)−1| . 1

(1 + t)k
.

Segue que

|∂k+1
t (1− µj)−1| ≤

k∑
i=0

(
k

i

)
|∂it(1− µj)−1|

k−i∑
l=0

(
k − i
l

)
|∂l+1
t µj ||∂k−i−lt (1− µj)−1|

.
1

(1 + t)k+1
.

Pela Proposição (4.2.3) temos que:
=φj+1 = =φj

(
1 + (=φj)−1 1

1− µj

(
djµj + ={ rj

dj
∂t
rj
dj
}
))
.

Logo, por indução, (=φj+1)−1 = (=φj)−1(1+βj)
−1 ∈ SM−(j+1){−1, 0}, pois (1+βj)

−1 ∈ SM−(j+1){0, 0}que, por sua vez, é devido ao fato βj ∈ SM−(j+1){−2j, 2j}, que , por fim, decorre da hipótese de induçãojuntamente com a Proposição (4.4.4).PelamesmaProposição também temosque rj+1 ∈ SM−(j+1){−j, j+1}. Portanto,µj+1 ∈ SM−(j+1){−2(j+
1), 2(j + 1)}, donde na Zona hiperbólica temos que |µj+1| . 1

N2 <
1
2 paraN suficientemente grande. Con-

cluindo o Lema observando que nesse caso existe a matriz inversaN−1
j+1.
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Teorema 4.4.6. Sejam(t) satisfazendo a Hipótese 4.4.2, com k ≥ 2, então a solução do problema de Cauchy(4.28) com dados (−∆)σ/2φ ∈ L2(Rn) e ψ ∈ L2(Rn) satisfaz a estimativa de energia

m(t)EKG(u)(0) . EKG(u)(t) . EKG(u)(0)

para todo tempo t.
Demonstração. Pelo Lema 4.4.5 temos queNj eN−1

j existem e são diferênciáveis para j = 1, . . . ,M − 1 e
|rj |

2|Imϕj | .
1
N2j , logo pelo Corolário 4.2.4 temos que vale HDM (Zhip) paraN suficientemente grande. Temos

também pelo Lema 4.4.5 que para (t, ξ), (s, ξ) ∈ Zhip:∫ t

s
|rM |(τ, ξ)dτ .

∫ t

s

1

(〈ξ〉m(τ)(1 + τ))M−1(1 + τ)
dτ.

Temos também, para (s, ξ) ∈ Zhip,M ≥ 2 e Hipótese 4.4.3 que∫ t

s

1

(〈ξ〉m(τ)(1 + τ))M−1(1 + τ)
dτ .

∫ t

s

1

(m(τ)(1 + τ))M−1(1 + τ)
dτ ≤ C <∞

Portanto pelo Corolário 4.2.6, para qualquer (t, ξ) temos que
|U(t, ξ)|2 ≈

〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)
|U(0, ξ)|2 (4.38)

Considere U0(t, ξ) =
((
|ξ|2σ +m(t)

) 1
2 û(t, ξ), Dtû(t, ξ)

). Logo por (4.38) temos:

m(t)|û(t, ξ)|2 ≤
〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)

m(t)

〈ξ〉2m(t)

(
|ût(0, ξ)|2 + 〈ξ〉2m(0)|û(0, ξ)|2

)
≤|ût(0, ξ)|2 + 〈ξ〉2m(0)|û(0, ξ)|2.

Logo, comom é decrescente podemos concluir que ∣∣U0(t, ξ)
∣∣2 ≤ ∣∣U0(0, ξ)

∣∣2. Como 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(0)
≥ Cm(t), temos

também, por (4.38), que

m(t)
1
2 |U0(0, ξ)| ≈ m(t)

1
2 |U(0, ξ)| . |U(t, ξ)| . |U0(t, ξ)|.

Portantom(t)
1
2 |U0(0, ξ)| . |U0(t, ξ)|, o que finaliza a demonstração.

Corolário 4.4.7. Sejam(t) satisfazendo a Hipótese 4.4.2, com k ≥ 2, então a solução do problema de Cauchy4.28 com dados (−∆)σ/2φ ∈ L2(Rn) e ψ ∈ L2(Rn) satisfaz:
‖u(t, ·)‖L2 = O

(
m(t)−

1
2
)

para todo tempo t.
Demonstração. Segue direto do Teorema 4.4.6.
Caso δ > 0

Consideremos as seguintes hipóteses:
Hipótese 4.4.4. Considere quem(t) = λ(t)ν(t) > 0 com λ(t), ν(t) ∈ C2(0,∞) que:

• ∂tλ(t) ≤ 0;
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• Existam constantes ν0, ν1 > 0 tai que ν0 ≤ ν(t) ≤ ν1;
• Para j = 1, 2:

∂jt λ(t) ≤ Cjλ(t)(1 + t)−j ,

∂jt ν(t) ≤ Cj(1 + t)−1.

• Exitem uma constante 0 < ω < 1 tal que λ(t)(1 + t)ω é crescente.
Definamos as zonas hiperbólica e zona pseudo-diferencial como:

Zhip = {(t, ξ) : 〈ξ〉λ(t)(1 + t)) ≥ N}
Zpd = {(t, ξ) : 〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≤ N}.

Para algumN convenientemente escolhido na etapa de diagonalização na zona hiperbólica.

Figura 4.2: Zonas.
Exemplo 8. Polinomialmente acima do scale-invariant. Considere para 0 < γ < 1− δ

σ :
m(t) =

1

(1 + t)γ
.

Zona hiperbólica

Note que d1 = −2(〈ξ〉m(t)), logo na Zona hiperbólica:
|r1|
|d1|
.
|∂t〈ξ〉m(t)|
4(〈ξ〉m(t))2

.
m2(t)|ξ|2δ

(〈ξ〉m(t))2

c0

〈ξ〉m(t)(1 + t)
.

1

N
.

Logo, para N suficientemente grande, a matriz inversa N−1
1 existe e juntamente com N1 é diferênciável.Assim vale a hipótese de diagonalização até 2. Além disso na Zona hiperbólica temos:

|r2| .
|r1|3

|d1|2
+ |∂t

r1

d1
| . 1

(〈ξ〉m(t)(1 + t))2(1 + t)
+ |∂t

∂t〈ξ〉m(t)

(〈ξ〉m(t))2
|.

O segundo termo é estimado por
|∂t

∂t〈ξ〉m(t)

(〈ξ〉m(t))2
| . |

∂2
t 〈ξ〉m(t)

(〈ξ〉m(t))2
|+ |

∂t〈ξ〉m(t)m(t)m
′
(t)|ξ|2δ

(〈ξ〉m(t))4
| . 1

〈ξ〉m(t)(1 + t)2

Portanto
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|r2(t, ξ)| . 1

〈ξ〉m(t)(1 + t)2

Logo por hipótese temos que para (s, ξ) ∈ Zhip:
∫ t

s
|r2(τ, ξ)|dτ .

∫ t

s

1

〈ξ〉m(τ)(1 + τ)2
dτ

.
1

〈ξ〉λ(s)(1 + s)ω

∫ t

s

1

(1 + τ)2−ω dτ

.
1

〈ξ〉λ(s)(1 + s)
<∞

Portanto na Zona hiperbólica temos que r2 ∈ L∞ξ L1
t (Zhip), logo pelo Corolário 4.2.7 temos que

|U(t, ξ)| ≈
( 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(s)

) 1
2 |U(s, ξ)|,

para (t, ξ), (s, ξ) ∈ Zhip.
Zona Pseudodiferêncial

Agora como temos
DtU(t, ξ) = (Φ0 +R0)U(t, ξ).

consideremos E = E(t, s, ξ) a solução fundamental da equação acimaVamos considerar a notação
E(t, s, ξ) =

(
E11(t, s, ξ) E12(t, s, ξ)
E21(t, s, ξ) E22(t, s, ξ)

)
,

a solução fundamental, ou seja, que satisfaz: ∂tE(t, s, ξ) = Φ0(t, ξ)+R0(t, ξ)E(t, s, ξ), comE(s, s, ξ) = I .Logo para k = 1, 2,

∂tE1k(t, s, ξ) =
∂t〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(t)
E1k(t, s, ξ) + i〈ξ〉m(t)E2k(t, s, ξ), (4.39)

∂tE2k(t, s, ξ) = i〈ξ〉m(t)E1k(t, s, ξ).

Logo para a primeira igualdade (4.39), temos após multiplicar ambos os membros pelo fator integrante(
〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(s)

)−1 que;

E1k(t, s, ξ) = 〈ξ〉m(t)

∫ t

s
iE2k(τ, s, ξ)dτ +

( 〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(s)

)
δ1k,

E2k(t, s, ξ) =

∫ t

s
〈ξ〉m(r)E1k(r, s, ξ)dr + δ2k.

Agora substituindo uma equação na outra note que usando fubini, que 〈ξ〉λ(t) é decrescente em t e que
〈ξ〉λ(t)(1 + t) ≤ N temos:

|E1k(t, s, ξ)| ≤
∫ t

s
〈ξ〉λ(r)|E1k(r, s, ξ)|dr + 〈ξ〉λ(t)(t− s)δ2,k +

〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(s)
δ1,k.
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Como λ(t)(1 + t)ω é crescente, podemos concluir, usando Gronwall, que |E1,k(t, s, ξ)| . 1 na zona pseudo,e logo também temos o mesmo para E2,k(t, s, ξ).Agora podemos enunciar um Teorema de Conservação Generalizada de Energia.
Teorema4.4.8. Sejam(t) satisfazendo aHipótese 4.4.4, e tal que exista 0 < α ≤ 1− δ

σ tal quem(t)(1+t)α ≤
C0 para uma constante C0 < ∞, então a solução do problema de Cauchy (4.28) com dados (−∆)σ/2φ ∈
L2(Rn) e (−∆)δ/2ψ ∈ L2(Rn), satisfaz:

cEKG(u)(0) ≤ EKG(u)(t) ≤ CEKG(u)(0)

para todo tempo t.
Demonstração. Note que a desigualdade superior é imediata do que provamos acima, resta provar a desi-gualdade inferior. Para isso vamos fazer uma argumento parecido com o Espalhamento. Para isso vamos pas-sar a considerar duas zonas,Za eZb, dadas respectivamente por {(t, ξ) ∈ R+×Rn : |ξ|σ(1+t)α( σ

σ−δ ) ≤ N}
e {(t, ξ) ∈ R+ × Rn : |ξ|σ(1 + t)α( σ

σ−δ ) ≥ N}, com N escolhido anteriormente. A curva comum a essasduas regiões será denotada por tξ a partir de agora. Note que Zb ⊂ Zhip, pois, por hipótese, α ≤ 1 − δ
σ .Além disso em Zb temos:

C ≥
〈ξ〉m(t)

〈ξ〉m(tξ)
≥

|ξ|σ(1 + tξ)
α( σ

σ−δ )√
|ξ|2σ(1 + tξ)

2α( σ
σ−δ ) +m2(tξ)(1 + tξ)2α(|ξ|σ(1 + tξ)

α( σ
σ−δ ))

2δ
σ

≥ N√
N2 + C2

0N
2
.

Portanto ‖E(t, tξ, ξ)‖ ≈ 1 para t ≥ tξ. Como também já provamos que ‖E(t, tξ, ξ)‖ . 1 para t ≤ tξ,definindo
Ê(t, 0, ξ) =

{
E(t, tξ, ξ), t ≥ tξ,
I, 0 ≤ t ≤ tξ,

(4.40)
temos ‖Ê(t, 0, ξ)‖ ≈ 1 e ‖Ê−1(t, 0, ξ)‖ ≈ 1 para todo (t, ξ) ∈ R+ × Rn. Agora defina para cada ξ ∈ Rn,
W+(ξ) := s− limt→∞ Ê−1(t, 0, ξ)E(t, 0, ξ). Note que como operador

(u(ξ), v(ξ))T ∈ L2 × L2 → Ê−1(t, 0, ξ)E(t, 0, ξ)(u(ξ), v(ξ))T ∈ L2 × L2,

satisfaz ‖Ê−1(t, 0, ξ)E(t, 0, ξ)‖L2×L2 ≤ C uniformemente em t ≥ 0. Além disso, para |ξ| ≥ c, onde
c > 0 é uma constante arbitrária, temos W+(ξ) = E(tξ, 0, ξ). Desse último segue que o limite existeem um subconjunto denso de L2 × L2 que é o conjunto D × D, onde D é o conjunto das funções em
L2 com suporte em |ξ| ≥ c. Portanto pelo teorema de Banach-Steinhaus, temos que W+(ξ) existe em
L2×L2. Agora que sabemos da existência deW+(ξ) em L2 vamos proceder da mesma forma para o opera-dor T (t, ξ) := E(t, 0, ξ) − Ê(t, 0, ξ)W+(ξ), note que T (t, ξ) → 0 quando t → ∞ para |ξ| ≥ c. Além disso,
‖T (t, ξ)‖L(L2×L2) ≤ C <∞ uniformemente em t ≥ 0. Logo

‖E(t, 0, ξ)U(0, ξ)− Ê(t, 0, ξ)W+(ξ)U(0, ξ)‖L2×L2 → 0, (4.41)
quando t→∞. Portanto, como já mostramos que

‖E(t, 0, ξ)W+(ξ)U(0, ξ)‖L2×L2 ≈ ‖W+(ξ)U(0, ξ)‖L2×L2 ,

concluímos de (4.41) a demonstração do Teorema.
Observação 4.4.9. Note que a hipótesem(t)(1 + t)α ≤ C <∞ impede que consideremosm(t) = 1

ln(e+t))por exemplo.
Para o caso δ = 0, podemos obter o seguinte resultado.
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Corolário 4.4.10. Sejam(t) satisfazendo a Hipótese 4.4.2 comM ≥ 2,m(t)(1 + t)α ≤ C <∞ para algumaconstante 0 < α < 1 e δ = 0, então a solução do problema de Cauchy (4.28) comdados (−∆)σ/2φ ∈ L2(Rn)e ψ ∈ L2(Rn) satisfaz a estimativa de energia

EKG(u)(0) . EKG(u)(t) . EKG(u)(0),

para todo tempo t.
Demonstração. A demonstração segue direto dos Teoremas 4.4.6 e 4.4.8.

4.5 Espalhamento

Nessa seção vamos provar que quando a massa decai suficientemente rápido temos que o comportamentoda solução do problema pertubado com o termo m2(t)(−∆)δ/2u, se comporta assintóticamente como oproblema sem a massa ou com massa nula, nesse caso temos aquilo que chamamos de Espalhamento ouScattering. Para isso vamos relembrar nossa equação.{
utt + (−∆)σu+m(t)2(−∆)δu = 0

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x).

(4.42)

Nossas hipóteses aqui serão:
Hipótese 4.5.1. Suponha quem(t) > 0,m(t) ∈ C(R+) satisfaz

|m(t)| . 1

(1 + t)1− δ
σ

.

Hipótese 4.5.2. Suponha quem(t) ∈ C(R+) satisfaz
(1 + t)1− 2δ

σ |m(t)|2 ∈ L1.

Exemplo 9. Se∞ > ω > 1− δ
σ , tome:

m(t) =
1

(1 + t)ω
.

mas, por causa da hipótese 4.5.2, não podemos ter o exemplo abaixo
m(t) =

1

(e+ t)1− δ
σ (ln(e+ t))α

,

com α ≤ 1
2 .Vamos fazer a seguinte escolha de zonas

Zhip(N) := {(t, ξ) : (1 + t)|ξ|σ ≥ N},
Zpd(N) := {(t, ξ) : (1 + t)|ξ|σ ≤ N}.

Zona pseudo-diferencial

Vamos definir a micro-energia U por
U =

(
h(t, ξ)û, Dtû

)T
, h(t, ξ) =

(
|ξ|2σ + |ξ|2δ N2

(1 + t)2(1− δ
σ

)

)1/2
.

Consideraremos o sistema de primeira ordem
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DtU(t, ξ) = A(t, ξ)U :=

(
Dth(t,ξ)
h(t,ξ) h(t, ξ)

|ξ|2σ+|ξ|2δm(t)2

h(t,ξ) 0

)
U. (4.43)

Podemos obter uma representação integral por meio da solução fundamentalE = E(t, s, ξ) para (4.43), i.e.,a solução para
DtE = A(t, ξ)E , E(s, s, ξ) = I.

Se colocarmos E = (Eij)i,j=1,2, então podemos escrever para j = 1, 2 as seguintes equações integrais:

E1j(t, s, ξ) = h(t, ξ)
( δ1j

h(s, ξ)
+

∫ t

s
iE2j(τ, s, ξ)dτ

)
, (4.44)

E2j(t, s, ξ) = δ2j + i

∫ t

s

|ξ|2δm(τ)2 + |ξ|2σ

h(τ, ξ)
E1j(τ, s, ξ)dτ. (4.45)

Substituindo (4.44) em (4.45) e após usar fubini temos

E2j(t, s, ξ) (4.46)
=δ2j + δ1ji

∫ t

s

|ξ|2δm(τ)2 + |ξ|2σ

h(s, ξ)
dτ −

∫ t

s
E2j(τ, s, ξ)

(∫ t

τ
|ξ|2δm(r)2 + |ξ|2σdr

)
dτ (4.47)

Além disso para (t, ξ) ∈ Zpd temos:
∫ t

s

|ξ|2δm(τ)2 + |ξ|2σ

h(s, ξ)
dτ ≤ |ξ|σ(t− s) +

∫ t

s
(|ξ|σ)

δ
σ (1 + τ)1− δ

δm(τ)2dτ

≤ N +

∫ t

s
m2(τ)(1 + τ)1− 2δ

σ dτ,

e também
∫ t

τ
|ξ|2σ + |ξ|2δm(r)2dr ≤ |ξ|σ|ξ|σt+

∫ t

s
(1 + r)−

2δ
σ m(r)2dr

e ainda
∫ t

s

∫ t

τ
(|ξ|2δm(r)2 + |ξ|2σ)drdτ =

∫ t

s
(|ξ|2δm(r)2 + |ξ|2σ)

∫ r

s
dτdr ≤

≤
∫ t

s
(|ξ|2δm(r)2 + |ξ|2σ)rdr ≤

≤ |ξ|2σt2 +

∫ t

s
m(r)2(|ξ|σ)

2δ
σ (1 + r)dr

≤ N2 +

∫ t

s
m(r)2(1 + r)1− 2δ

σ dr,

logo pela Hipótese 4.5.2 e o Lema A.4.2 (Volterra) temos que na zona pseudo
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|E2j(t, s, ξ)| . 1

e logo também temos

|E1j(t, s, ξ)| . 1

Como U(t, ξ) = E(t, s, ξ)U(s, ξ), temos para todo t ≤ tξ que
|U(t, ξ)| . |U(0, ξ)| (4.48)

Agora consideremos o seguinte problema de cauchy para t0 fixo, e t = t0 − s e û(t, ξ) = ū(s, ξ), i.e.

ūss + |ξ|2σū+m(t0 − s)2|ξ|2δū = 0

com dados iniciais em s = 0 e tempos 0 ≤ s ≤ t0 com t0 ≤ tξ.Fazendo o estudo de modo análogo ao que foi feito acima teremos uma equação similar a equação (4.46).
Mas vamos provar que nesse caso Ē2,j

(1+t0)1− δσ
≤ C, com C independente de t0. Mas para isso é necessário

provar que
∫ t

s

|ξ|2δm̄(τ)2 + |ξ|2σ

h̄(s, ξ)(1 + t0)1− δ
σ

dτ

é limitada na zona pseudo independentemente de t0, onde m̄(τ) := m(t0 − τ) e h̄(s, ξ) := h(t0 − s, ξ).Mas
∫ t

s

|ξ|2δm̄(τ)2 + |ξ|2σ

h̄(s, ξ)(1 + t0)1− δ
σ

dτ ≤ N + |ξ|δ
∫ t

s

m(t0 − τ)2(1 + t0 − s)1− δ
σ

(1 + t0)1− δ
σ

dτ ≤

≤ N +N
δ
σ

∫ t

s
m(t0 − τ)2(1 + t0 − τ)1− δ

σ dτ +N
δ
σ

∫ t

s
m(t0 − τ)2

( τ − s
1 + t0

)1− δ
σ
dτ

é limitado devido a hipótese 4.5.2 e de τ−s
1+t0

≤ 1.Portanto concluímos que
1

(1 + t)1− δ
σ

|U(0, ξ)| . |U(t, ξ)| (4.49)
para t ≤ tξ.
Zona hiperbólica, 2δ ≤ σ.

Note que na zona hiperbólica temos h(t, ξ) ≈ |ξ|σ, pois,

1 ≤ h(t, ξ)

|ξ|σ
=
(

1 +
(
|ξ|σ(1 + t)

)−2(1− δ
σ

)
) 1

2 ≤
(

1 +
(
N
)−2(1− δ

σ
)
) 1

2
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Isso nos motiva definir a micro-energia como:

UW = (|ξ|σû, Dtû)T .

que nos permite obter o seguinte sistema
DtUW =

(
0 1
1 0

)
|ξ|σUW +

(
0 0

|ξ|2δm(t)2 0

)
(|ξ|)−σUW . (4.50)

Seja N0 :=

(
1 1
−1 1

)
a matriz que diagonaliza a parte principal acima. Definindo N0U1 = UW , então nós

temos o sistema (Dt − Φ0 −R0)U1 = 0, onde
Φ0 =

(
−|ξ|σ 0

0 |ξ|σ
)
, R0 =

m(t)2|ξ|2δ

2|ξ|σ

(
−1 −1
1 1

)
. (4.51)

Defina

Φ1 =
1

i

−i(|ξ|σ + m(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ ) 0

0 i(|ξ|σ + m(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ )


e

R1 =
1

i

 0 −im(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ

im(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ 0

 .

Então, na zona hiperbólica, obtemos, desde que 2δ < σ, a estimativa a seguir:
‖R1(t, ξ)‖ ≤ |ξ|

2δm(t)2

|ξ|σ
=

m(t)2

(|ξ|σ)1− 2δ
σ

. (1 + t)1− 2δ
σ m(t)2,

Aliado a estrutura da matriz Φ1 a estimativa (4.13) juntamente com a hipótese 4.5.2 fornece:
|UW (t, ξ)| ≈ |UW (s, ξ)| (4.52)

na zona hiperbólica.Agora, se considerarmos
H(t, ξ) :=

(
h(t,ξ)
|ξ|σ 0

0 1

)
. (4.53)

Então a matriz inversaH−1 existe e ‖H(t, ξ)‖, ‖H−1(t, ξ)‖ ≈ C para todo (t, ξ) ∈ Zhip, ou ainda, t ≥ t|ξ|.
Como U = HUW , temos, por (4.52), que na zona hiperbólica:

|U(t, ξ)| ≈ |UW (t, ξ)| ≈ |UW (s, ξ)| ≈ |U(s, ξ)|. (4.54)
Conservação de Energia

Defina
EW (u)(t)

.
=

1

2

(
‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖|D|σu(t, ·)‖2L2 +

1

(1 + t)2(1− δ
σ

)
‖|D|δu(t, ·)‖2L2

) (4.55)
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Teorema 4.5.1. Suponha quem satisfaz as hipóteses 4.5.1 e 4.5.2 e 2δ ≤ σ. Então a energia para a soluçãodo problema de Cauchy (4.42) satisfaz:

1

(1 + t)2(1− δ
σ

)
EW (u)(0) . EW (u)(t) . EW (u)(0)

para todo tempo t.
Demonstração. Segue imediato de (4.48), (4.49) e de (4.54) que

1

(1 + t)1− δ
σ

|U(0, ξ)| . |U(t, ξ)| . |U(0, ξ)|,

agora depois de tomar o quadrado de ambos os lados e integrar em ξ temos a afirmação do Teorema.

Zona hiperbólica, 2δ > σ.

Agora queremos aplicar o procedimento de diagonalização. Precisaremos da seguinte hipótese.
Hipótese 4.5.3. Assumam ∈ C1(R+) com |m′ (t)|

m(t) .
1

1+t .
Considere

Φ1 =
1

i

−i(|ξ|σ + m(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ ) 0

0 i(|ξ|σ + m(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ )

 ,

e

R1 =
1

i

 0 −im(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ

im(t)2|ξ|2δ
2|ξ|σ 0


ParaN suficientemente grande a hipótese de diagonalização até 1 é satisfeita, pois, sendo

d1 = −2i(|ξ|σ +
m(t)2|ξ|2δ

2|ξ|σ
)

e
r1 =

m(t)2|ξ|2δ

2|ξ|σ
i

temos, pela hipótese 4.5.1, que
|r1|
|d1|
≤ m2(t)

|ξ|2σ(1− δ
σ

)
.

1

N2σ(1− δ
σ

)

Agora vamos estimar o restoR2, temos que:
|r2| .

|r1|3

|d1|2
+ |∂t

r1

d1
|. (4.56)

Agora vamos analisar cada parcela separadamente, começando da segunda.
∂t
r1

d1
=
∂tr1

d1
− r1

d1

∂td1

d1
=

−m2(t)|ξ|2δ

2|ξ|2σ +m2(t)|ξ|2δ
ρ1(t)− 1

2

[
m2(t)|ξ|2δ

2|ξ|2σ +m2(t)|ξ|2δ

]2

ρ1(t)

onde ρ1(t) = m
′
(t)

m(t) .
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Logo usando a Hipótese 4.5.3 temos que:

∂t
|r1|
|d1|
.

m2(t)

|ξ|σ(1− δ
σ

)2(1 + t)

Portanto usando a Hipótese 4.5.2 temos que, na zona hiperbólica, ∂t |r1||d1| é integrável em t uniformementeem ξ.Agora passemos para a primeira parcela da desigualdade (4.56).Como |d2| ≥ |ξ|σ, temos
|r1|3

|d1|2
.

m6(t)

|ξ|σ(5− 6δ
σ

)
,

nesse ponto vamos assumir que δ ≤ 5σ
6 . Então na zona hiperbólica temos:

|r1|3

|d1|2
. m6(t)(1 + t)5− 6δ

σ . m4(t)(1 + t)4(1− δ
σ

)m2(t)(1 + t)1− 2δ
σ

Logo das hipóteses 4.5.1 e 4.5.2, concluímos que |r1|3|d1|2 é integrável e t uniformemente em |ξ| na zona hiper-bólica.Note que diagonalizando mais uma vez com a devida hipótese, concluímos a conservação de energia no caso
σ
2 < δ ≤ 5σ

6 . A essa altura podemos nos perguntar se com mais uma diagonalização podemos chegar com δainda mais próximo de σ. Vamos, para isso, fazer as hipóteses nescessárias a diagonalização.
Hipótese 4.5.4. SejaM ≥ 2 um inteiro positivo tal que (2·3M−1−1)

2·3M−1 σ ≥ δ, e suponha que vale
m ∈ CM (R+)

|m(l)(t)|
m(t)

.
1

(1 + t)l
(4.57)

para l = 1, . . . ,M .
4.5.1 Classe de Símbolos

Definição 4.5.1. Diremos que uma função f(t, ξ) está em T K{q, r, s} com K ≤ M , q ≥ 0, r ≤ 0 e s ≥ 0quando para cada l = 0, . . . ,K existir uma constante Cl tal que:
|∂ltf(t, ξ)| ≤ Cl

( m2(t)

|ξ|σ(1− 2δ
σ

)

)q
(|ξ|σ)r

1

(1 + t)s+l
,

para todo (t, ξ) ∈ Zhip.
Proposição 4.5.2. Na Zona hiperbólica e com as hipóteses 4.5.2 e 4.5.1 emm, temos:

1. Se f ∈ T K{q, r, s}, então ∂ltf ∈ T K−l{q, r, s+ l}, onde l ≤ K.
2. Se f1 ∈ T K1{q1, r1, s1} e f2 ∈ SK2{q2, r2, s2}, então f1f2 ∈ Smin{K1,K2}{q1 + q2, r1 + r2, s1 + s2},
3. Se f ∈ T K{q, r, s}, então f ∈ T K{q− ς, r+ ς, s} para todo ς ≥ 0 satisfazendo q− ς ≥ 0 e r+ ς ≤ 0.
4. Se f ∈ T K{q, r, s}, então f ∈ T K{q, r + ς, s− ς} para todo ς ≥ 0 com r + ς ≤ 0 e s− ς ≥ 0.
5. Se f ∈ T 0{1,−1, 0}, então f ∈ L∞ξ L1

t (Zhip)

Demonstração. Os doi primeiros itens seguem direto da definição, para o terceiro e quarto deve-se usar queestamos trabalhando na zona hiperbólica e a Hipótese 4.5.1, e além disso, o último, deve-se usar a Hipótese4.5.2.
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Lema 4.5.3. Suponha que m satisfaz as Hipóteses 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.4. Então para (t, ξ) ∈ Zhip(N) com Nsuficientemente grande temos:

µj ∈ T M−j{2 · 3j−1,−2 · 3j−1, 0}+ T M−j{1,−2, 1}

N−1
j existe eNj , N

−1
j ∈ T M−j{0, 0, 0} para j = 1, . . . ,M − 1 e

(=φj)−1 ∈ T M−j{0,−1, 0},

rj ∈ T M−j{3j−1,−(3j−1 − 1), 0}+ T M−j{1,−1, 1},

para j = 1, . . . ,M .
Demonstração. Note que

∂t
1

|ξ|σ + m2(t)|ξ|2δ
2|ξ|σ

= −1

∂t(m2(t))|ξ|2δ
2|ξ|σ

(|ξ|σ + m2(t)|ξ|2δ
2|ξ|σ )2

Logo pela hipótese 4.5.4 obtemos que:
|∂t(=φ1)−1| = |∂t

1

|ξ|σ + m2(t)|ξ|2δ
2|ξ|σ

| . |ξ|−σ 1

1 + t

Logo |∂t(=φ1)−1| . |ξ|−σ 1
1+t , agora assuma que |∂kt (=φ1)−1| . |ξ|−σ 1

(1+t)k
para k ≥ 1. Assim, por

hipótese de indução e como na zona hiperbólica m2(t)

|ξ|2σ(1− δσ )
. 1, temos

|∂k+1
t

1

|ξ|σ + m2(t)|ξ|2δ
2|ξ|σ

| ≤

≤ |
k∑
i=0

(
k

i

)
∂i+1
t m2(t)

|ξ|2δ

|ξ|σ
k−i∑
j=0

(
k − i
j

)
∂jt (=φ1)−1∂k−i−jt (=φ1)−1| . |ξ|−σ 1

(1 + t)k+1

Isso finaliza, por indução, a prova que (=φ1)−1 ∈ T M−1{0,−1, 0}. Claramente temosque r1 ∈ T M−1{1, 0, 0}.Portanto pela Proposição 4.5.2 temos que
µ1 ∈ T M−1{2,−2, 0},

donde, pela hipótese 4.5.1, na Zona hiperbólica temos que |µ1| .
(

m2(t)

|ξ|2σ(1− δσ )

)2
. 1

N4(1− δσ )
, assim para N

suficientemente grande, existeN−1
1 .Assumimos que a conclusão do lema é verdadeira para j ≥ 1. Logo temos que µj ∈ T M−j{2 · 3j−1,−2 ·

3j−1, 0}+T M−j{1,−2, 1}, assimµj = f1+f2, com f1 ∈ T M−j{2·3j−1,−2·3j−1, 0} e f2 ∈ T M−j{1,−2, 1}.Vamos provar que, (1− µj)−1 ∈ T M−j{0, 0, 0}. Como

|µj | .
( m2(t)

|ξ|σ(1− 2δ
σ

)

)2·3j−1

(|ξ|σ)−2·3j−1
+
( m2(t)

|ξ|σ(1− 2δ
σ

)

)
(|ξ|σ)−2 1

1 + t

.
( m2(t)

|ξ|2σ(1− δ
σ

)

)2·3j−1

+
( m2(t)

|ξ|2σ(1− δ
σ

)

) 1

N
.

1

N2σ(1− δ
σ

)N

temos que paraN suficientemente grande |µj | < 1
2 . Logo (1−µj)−1 . 1, além disso, como ∂t(1−µj)−1 =

(1 − µj)−1 ∂tµj
1−µj = (1 − µj)−2∂tf1 + (1 − µj)−2∂tf2 temos |∂t(1 − µj)−1| . 1

1+t . Agora suponha, por
hipótese de indução, que para k ≥ 1 temos ∂kt (1− µj)−1 . 1

(1+t)k
. Logo
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|∂k+1
t (1− µj)−1| .

k∑
i=0

(
k

i

)
|∂it(1− µj)−1|

k−i∑
l=0

(
k − i
l

)
|∂l+1
t µj ||∂k−i−lt (1− µj)−1|

.
1

(1 + t)k+1
.

Agora pela Proposição 4.2.3 temos
(=φj+1)−1 = (=φj)−1(1 + βj)

−1

onde βj := (=φj)−1 1
1−µj

(
djµj + ={ rjdj ∂t

rj
dj
}
)

Usando a Proposição 4.5.2 e a hipótese de indução temos :
→ (=φj)−1 ∈ T M−j{0,−1, 0};
→ djµj ∈ T M−j{2 · 3j−1,−2 · 3j−1 + 1, 0}+ T M−j{3j−1 + 1,−(3j−1 + 1), 1}+ T M−j{2,−3, 2};
→ ={ rjdj ∂t

rj
dj
} ∈ T M−j{3j−1,−3j−1, 1}.

Logo βj ∈ T M−j{0, 0, 0}. Da mesma forma que foi provado (1 − µj)
−1 ∈ T M−j{0, 0, 0} temos que

(1 + βj)
−1 ∈ T M−j{0, 0, 0}. Portanto (=φj+1)−1 ∈ T M−(j+1){0,−1, 0}. Agora note que:

→ µjrj ∈ T M−j{2 · 3j−1 + 3j−1,−2 · 3j−1 − (3j−1 − 1), 0}+ T M−1{1,−1, 1};
→ ∂t

rj
dj
∈ T M−j{3j ,−3j , 1}+ T M−j{1,−2, 2}.

Portanto rj+1 ∈ T M−(j+1){3j ,−(3j − 1), 0} + T M−(j+1){1,−1, 1}. Finalmente isto implica que µj+1 ∈
T M−(j+1){2 · 3j ,−2 · 3j , 0}+ T M−(j+1){1,−2, 1}, donde |µj+1| ≤ 1

N2σ(1− δσ )
≤ 1

2 paraN suficientemente
grande, o que assegura a existência da matriz inversaN−1

j+1.

Conservação de Energia

Pelo Lema 4.5.3 temos que Nj e N−1
j existem e são diferênciáveis para j = 1, . . . ,M − 1 e rj

2Imφj
∈

T M−j{1,−1, 0}, logo |rj |
2|Imφj | ≤ Cj

1
N2 emZhip(N), portanto pelo Corolário 4.2.4 temosque valeHDM (Zhip)

para N suficientemente grande, além disso, como, pela escolha deM vale (2 · 3M−1 − 1) − 2·3M−1δ
σ ≥ 0,temos em Zhip(N):

|rM | .
( m2(t)

|ξ|σ(1− 2δ
σ

)

)3M−1

(|ξ|σ)−(3M−1−1) +
( m2(t)

|ξ|σ(1− 2δ
σ

)

)
(|ξ|σ)−1 1

1 + t
(4.58)

.
(m2(t))3M−1

|ξ|σ((2·3M−1−1)− 2·3M−1δ
σ

)
+

m2(t)

|ξ|σ(2− 2δ
σ

)

1

1 + t
(4.59)

. (m(t))2·3M−1
(1 + t)((2·3M−1−1)− 2·3M−1δ

σ
) +m2(t)(1 + t)1− 2δ

σ . (4.60)
(4.61)

E ainda

(m(t))2·3M−1
(1 + t)((2·3M−1−1)− 2·3M−1δ

σ
) . (m(t)(1 + t)1− δ

σ )2(·3M−1−1)m2(t)(1 + t)1− 2δ
σ

. m2(t)(1 + t)1− 2δ
σ .
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Ou seja rM ∈ L∞ξ L

1
t (Zhip). Logo pelo Corolário 4.2.6 temos que |UW (t, ξ)| ≈ |UW (s, ξ)| em Zhip(N).Portanto, nessa mesma região, temos

|U(t, ξ)| ≈ |U(s, ξ)|. (4.62)
Teorema 4.5.4. Suponha quem satisfaz as Hipóteses 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.4. Então a energia para a solução doproblema de Cauchy (4.42) satisfaz:

1

(1 + t)2(1− δ
σ

)
EW (u)(0) . EW (u)(t) . EW (u)(0)

para todo tempo t.
Demonstração. Segue imediato de (4.48), (4.49) e de (4.62) que

1

(1 + t)1− δ
σ

|U(0, ξ)| . |U(t, ξ)| . |U(0, ξ)|,

agora depois de tomar o quadrado de ambos os lados e integrar em ξ temos a afirmação do Teorema.

4.5.2 Estados de Espalhamento

A teoria de espalhamento será usada para comparar o comportamento assintótico do problema (4.63) como problema pertubado (4.64), dados a seguir.{
vtt + (−∆)σv = 0

v(0, x) = v0(x), vt(0, x) = v1(x),

(4.63)
e {

utt + (−∆)σu+m(t)2(−∆)δu = 0

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x).

(4.64)

Suponha que v resolve o problema (4.63) com dados v0, v1 e considere u a solução do problema (4.64) comdados u0 e u1.Aplicando a transformada de Fourier e considerando as respectivas energias temos.{
V (t, ξ) := (|ξ|σv̂(t, ξ), Dtv̂(t, ξ))T ,

V (0) := (v̂0(ξ), v̂1(ξ))T ,

(4.65)

que satisfaz V (t, ξ) = Ew(t, s, ξ)V (s, ξ) para todo tempo s, t ≥ 0, onde
{
DtEw = AEw;

Ew(s, s, ξ) = I,

(4.66)
e para

A :=

(
0 |ξ|σ
|ξ|σ 0

)
.

E ainda {
U(t, ξ) := (h(t, ξ)û(t, ξ), Dtû(t, ξ))T ,

U(0) := (û0(ξ), û1(ξ))T ,

(4.67)
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lembrando que h(t, ξ) =
(
|ξ|2σ + |ξ|2δ N2

(1+t)2(1− δσ )

) 1
2 e U(t, ξ) satisfaz U(t, ξ) = E(t, s, ξ)U(s, ξ) para

s, t ≥ 0, onde {
DtE = A(t, ξ)E ;

E(s, s, ξ) = I,

(4.68)

e lembrando também que:
A(t, ξ) =

(
Dth(t,ξ)
h(t,ξ) h(t, ξ)

|ξ|2σ+|ξ|2δm(t)2

h(t,ξ) 0

)
.

Defina os respectivos operadores de evolução Ew(t, ξ) := Ew(t, 0, ξ) e E(t, ξ) := E(t, 0, ξ). Nessa seçãoqueremos provar a existência do operador de Möller.
Caso 2δ ≤ σ

O objetivo da Observação 4.5.5 a seguir é trocar as energias U(t, ξ) e V (t, ξ), por outras, a saber U1(t, ξ)e V1(t, ξ), respectivamente, de modo que o sistemas associado tenha uma matriz diagonal mais um restointegrável, e assim possamos aplicar a Proposição 4.3.1.
Observação 4.5.5. FazendoH(t, ξ)N0U1(t, ξ) = U(t, ξ) temosDtU1 = (Φ0 +R0)U1 com Φ0 eR0 dadasem (4.51), e H(t, ξ) dada em (4.53). Definindo implicitamente N0V1(t, ξ) := V (t, ξ) temos DtV1 = Φ0V1.Assim denote as soluções fundamentais de Dt − (Φ0 + R0) = 0 e de Dt − Φ0 = 0, respectivamente por
E1(t, s, ξ) e E1(t, s, ξ), como

‖R0(t, ξ)‖ . m2(t)(1 + t)1− 2δ
σ

em Zhip, temos o Teorema a seguir.
Teorema 4.5.6. Suponha quem satisfaz as hipóteses 4.5.1 e 4.5.2, além disso considere que 2δ ≤ σ. Entãoexiste um operador

W+ = W+(D) : L2(Rn)× L2(Rn)→ L2(Rn)× L2(Rn)

tal que, se os dados iniciais dos problemas de cauchy (4.63) e (4.64) estão relacionados por
(|D|σxv0, v1)T = W+(D)(h(0, D)u0, u1)T ,

então para as respectivas soluções dos problemas de cauchy (4.63) e (4.64) temos
‖(|D|σxv(t, ·), vt(t, ·))− (h(t,D)u(t, ·), ut(t, ·))‖L2×L2 → 0,

quando t→∞. Além disso no conjunto denso em L2(Rn)

L :=
⋃
c>0

{u ∈ L2(Rn) : dist(û, 0) ≥ c}

temos

‖(|D|σxv(t, ·), vt(t, ·))− (h(t,D)u(t, ·), ut(t, ·))‖L×L .
∫ ∞
t

m2(τ)(1 + τ)1− 2δ
σ dτ‖(h(0, D)u0, u1)‖L×L

Demonstração. De acordo com a notação na Observação 4.5.5 acima podemos concluir que
E(t, ξ) =

{
E(t, ξ) , se tξ ≥ t;
H(t, ξ)N0E1(t, tξ, ξ)N

−1
0 H(tξ, ξ)

−1E(tξ, ξ) , se t > tξ.
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e

Ew(t, ξ) = N0E1(t, 0, ξ)N−1
0 .

Logo para t ≥ tξ temos
E−1
w (t, ξ)E(t, ξ) = N0E

−1
1 (t, 0, ξ)N−1

0 H(t, ξ)N0E1(t, tξ, ξ)N
−1
0 H(tξ, ξ)

−1E(tξ, 0, ξ).

Como ‖R0(t, ξ)‖ . m2(t)(1 + t)1− 2δ
σ emZhip, e usando a hipótese 4.5.2 temos pela Proposição 4.3.1 que olimite seguinte existe uniformemente para |ξ| ≥ c > 0,

lim
t→∞

E−1
1 (t, 0, ξ)E1(t, tξ, ξ),

Além disso,N−1
0 H(t, ξ)N0 → I quando t → ∞ uniforme para |ξ| ≥ c > 0. Portanto tomando as entradasdo vetor de dados iniciais no conjunto

M :=
⋃
c>0

{û ∈ L2(Rn) : dist(û, 0) ≥ c}

temos que o seguinte limite existe uniformemente em |ξ| ≥ c
lim
t→∞
E−1
w (t, ξ)E(t, ξ) (4.69)

e portanto em L(M×M, L2(Rn) × L2(Rn)). ComoM×M é subespaço denso em L2(Rn) × L2(Rn)e ‖E−1
w (t, ξ)E(t, ξ)‖ . 1 uniformemente para (t, ξ), temos pela Proposição 4.3.1 que o operador de Möller

W+ existe como operador em L(L2 × L2, L2 × L2).Finalmente considere o operadorW+(D) : L2×L2 → L2×L2 definido pelo seguinte diagrama comutativo.
L2 × L2

�F×F
��

W+(D)// L2 × L2

F×F
��

L2 × L2
W+

// L2 × L2

(4.70)

Como a transformada de Fourier é bijeção o operadorW+(D) está bem definido e como ela é também umaisometria em L2 provamos o Teorema a partir da Proposição 4.3.1.

O OperadorW+(D) não é invertível, isso segue do fato de queW+ não é inversível.
4.5.3 Conservação Generalizada de Energia

No caso 2δ > σ vamos ter uma conservação generalizada de energia que é uma situação mais fraca que oEspalhamento.
Caso 2δ > σ

Vamos ilustrar as idéias com o caso quando temos a hipótese 4.5.4 comM = 2. Após aplicar o procedimentode Diagonalização obtemosN1(t, ξ), Φ2(t, ξ) eR2(t, ξ) e considere a solução fundamental E2(t, s, ξ):{
DtE2 = (Φ2 +R2) E2

E2(s, s, ξ) = I,

Considere também a matriz diagonal Φd
2(t, ξ) dada por



CAPÍTULO 4. EQUAÇÕES DE EVOLUÇÃO COM COEFICIENTES VARIÁVEIS. 114

Φd
2(t, ξ) = Φ2(t, ξ)−D2(t, ξ) (4.71)

onde
D2(t, ξ) =

1

i

(
∂tµ1

2(1−µ1) 0

0 ∂tµ1

2(1−µ1)

)
(4.72)

e considere também a matrizRd2(t, ξ) = R2(t, ξ) +D2(t, ξ). Assim temos{
DtE2 =

(
Φd

2 +Rd2
)
E2

E2(s, s, ξ) = I.

Pelo Lema 4.5.3 temos que
∂tµ1 ∈ T 1{2,−2, 0}+ T 1{1,−2, 1},

epela Proposição 4.5.2 temosque∂tµ1 ∈ T 1{1,−1, 0}. LogoRd2(t, ξ) ∈ L1
tL
∞
ξ (Zhip). Considere ẼW,2(t, s, ξ)a solução fundamental {

DtẼW,2 = Φd
2ẼW,2

ẼW,2(s, s, ξ) = I.

Além disso considereN0ẼW,2N−1
0 = EW,2 Vamos considerar finalmente os seguintes operadores:

E2(t, ξ) =

{
E(t, ξ) , se tξ ≥ t;
H(t, ξ)N0N1(t, ξ)E2(t, tξ, ξ)N

−1
1 (tξ, ξ)N

−1
0 H(tξ, ξ)

−1E(tξ, ξ) , se t > tξ.

e ainda para t ≥ tξ,

E−1
W,2(t, ξ)E2(t, ξ)

=N0Ẽ−1
W,2(t, ξ)N−1

0 H(t, ξ)N0N1(t, ξ)E2(t, tξ, ξ)N
−1
1 (tξ, ξ)N

−1
0 H(tξ, ξ)

−1E(tξ, ξ)

Logo temos pela Proposição (4.3.1) que o limite seguinte existe uniformemente para |ξ| ≥ c > 0,
lim
t→∞
Ẽ−1
W,2(t, ξ)E2(t, ξ),

Além disso, N−1
0 H(t, ξ)N0N1(t, ξ) → I quando t → ∞ uniforme para |ξ| ≥ c > 0. Portanto tomando asentradas do vetor de dados iniciais no conjunto

M :=
⋃
c>0

{û ∈ L2(Rn) : dist(û, 0) ≥ c}

temos que o seguinte limite existe uniformemente em |ξ| ≥ c
lim
t→∞
E−1
W,2(t, ξ)E2(t, ξ) (4.73)

O restante da demonstração segue analogo a do Teorema 4.5.6. A diferença fundamental desses dois casos éque embora o operador EW,2(t, ξ) seja uma isometria emL2 e como argumento acima provamos a conserva-ção de energia generalizada EW (u)(t) ∼ 1 (energia definida em (4.55)), mas não provamos que o operadorde MöllerW+(D) associa dados inicias do problema (4.64) com algum problema conhecido.
Teorema 4.5.7. Suponha que m satisfaz as hipóteses 4.5.1, 4.5.3 e 4.5.4 para algum M ≥ 2. Então paraquaisquer dados iniciais u1 ∈ L2, |D|δu0 ∈ L2 e |D|σu0 ∈ L2 temos
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EW (u)(t) ∼ EW (u)(0),

para todo t ≥ 0.
Demonstração. De acordo com a hipótese do Teorema e pelo Lema 4.5.3 podemos diagonalizar M vezese obter as matrizes N1(t, ξ), . . . , NM−1(t, ξ), ΦM (t, ξ) eRM (t, ξ). Temos também a solução fundamental
EM (t, s, ξ) satisfazendo: {

DtEM = (ΦM +RM ) EM
EM (s, s, ξ) = I

(4.74)
Defina

Dj(t, ξ) =
1

i

(
(Dj)1,1 0

0 (Dj)2,2

)
, (4.75)

onde (Dj)1,1 = (Dj)2,2 =
∑M−1

j=1
∂tµj

2(1−µj) . Além disso, considere
Φd
M (t, ξ) = ΦM (t, ξ)−DM (t, ξ),

e,
RdM (t, ξ) = RM (t, ξ) +DM (t, ξ)

logo {
DtEM =

(
Φd
M +RdM

)
EM

EM (s, s, ξ) = I,
(4.76)

Além disso, pelo Lema 4.5.3, podemos concluir que para 1 ≤ j ≤M − 1,
∂tµj

2(1− µj)
∈ IM−(j+1){2,−2, 0}+ IM−(j+1){1,−2, 1}.

LogoDj(t, ξ) ∈ L1
tL
∞
ξ (Zhip). Além disso, considere a solução fundamental ẼWM (t, s, ξ) de{

DtẼWM =
(
Φd
M +RdM

)
ẼWM

ẼWM (s, s, ξ) = I,
(4.77)

Por final considere N0ẼWM (t, s, ξ)N−1
0 :=: EWM (t, s, ξ), aí temos que o operador EWM (t, ξ) := EWM (t, 0, ξ) éuma isometria em L2×L2. Assim como em (4.58), temos que o restoRM é integrável emZhip e comoDMé também integrável, entãoRdM é também integrável. O restante da demonstração é analogo ao que já foifeito antes.

4.6 Invariante por escala.

Vamos tratar nessa seção de alguns casos restantes do Invariante por escala, porém vamos estudar somentea Energia cinética ‖ut(t, ·)‖2L2 +‖(−∆)σ/2u(t, ·)‖2L2 . Vamos usar métodos de diagonalização e é essa a razãode não tratar esse caso no Capítulo 3.
Caso 2δ > σ

Vimos que no caso 2δ = σ, não podemos melhorar a estimativa da energiaE(u)(t) por cima, mas ainda nãoé claro que a energia decai, vamos ver agora que no caso 2δ > σ essa energia fica limitada ao menos por
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‖ψ‖22 + ‖(−∆)δ/2φ‖22, ou seja, não decai para zero.ConsiderandoW (τ) =

(
w(τ), wτ (τ)

)T , temos que
DτW = AW

ondeA é dada por
A .

=

(
0 −i

i
(

1 + µ2

τ2(1− δσ )

)
0

)
Temos também que paraW = NW0, onde

N .
=

(
−i i
1 1

)
temosDtW0 = N−1ANW0, eN−1AN = Φ1 +R1, com

Φ1 =
1

i

i(1 + µ2

2τ2(1− δσ )
) 0

0 −i(1 + µ2

2τ2(1− δσ )
)


e

R1 =
1

i

 0 −i µ2

2τ2(1− δσ )

i µ2

2τ2(1− δσ )
0


Consideremos as zonas Zhip = {τ ≥ N} e Zpd = {τ ≤ N}. Temos que Φ1 e R1 têm as formas especiais4.9 e 4.10, respectivamente. Logo, pela Proposição 4.2.1 temos que em Zpd vale

|W (τ)| ≈ |W (N)|

note que, nesse caso, estamos usando também que a solução fundamental relativa a parte homogênea temnorma constante igual a 1, pois a diagonal de iΦ1 é imaginária pura. Além disso, usamos que para 2δ > σ oresto é integrável na zona Zpd. Para fazer as estimativas na zona hiperbólica vamos usar o procedimento dediagonalização. Note que
r1

d1
= i

µ2

2(2τ2(1− δ
σ

) + µ2)
,

logo
∂t
r1

d1
= −i

2µ2(1− δ
σ )τ1− 2δ

σ

(2τ2(1− δ
σ

) + µ2)2
,

Como |r2| . |r1|
3

|d1|2 + |∂t r1d1
|, temos:

|r2(τ)| . 1

τ6(1− δ
σ

)
+

1

τ3− 2δ
σ

,

portanto se 6δ
5 < σ, temos que r2 é integrável em Zhip. Portanto, nesse caso, ou seja 2δ > σ e 6δ

5 < σtemos, pelo Corolário 4.2.7 que para τ ≥ N vale:
|W (τ)| ≈ |W (N)|

Portanto temos que
|û(t, ξ)|2 +

1

|ξ|2σ
|ût(t, ξ)|2 ∼ |φ̂(ξ)|2 +

1

|ξ|2σ
|ψ̂(ξ)|2
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Logo:

‖|D|σu(t, ·)‖2L2 + ‖ut(t, ·)‖2L2 ∼ ‖|D|σφ(·)‖2L2 + ‖ψ(·)‖2L2

Definição 4.6.1. Diremos que uma função f(τ) está em Ik{r, s}, com r, s > 0 se para 0 ≤ l ≤ k existe Cltal que
|∂lτf(τ)| ≤ Cl

1

τ r−s
δ
σ

+l
.

para τ ≥ N .
Proposição 4.6.1. Temos

1. Se f1 ∈ Ik{r1, s1}, f2 ∈ Ik{r2, s2}, então f1 · f2 ∈ Ik{r1 + r2, s1 + s2};
2. Se f ∈ Ik{r, s}, ∂mτ f ∈ Ik−m{r, s}, para 0 ≤ m ≤ k;
3. Se f ∈ Ik{s+ 1, s}, então f ∈ L1(N,∞);
4. Se f ∈ Ik{r, s}, então f ∈ Ik{r − t, s− t}, para r > t e s > t.

Demonstração. A demonstração segue imediatamente da definição, para o último ítem é importante queestejamos considerando τ ≥ N .
Lema 4.6.2. Temos que para cadaM > 1 fixo:

µj ∈ IM−j{4 · 3j−1, 4 · 3j−1}+ IM−j{3, 2},

N−1
j existe eNj , N

−1
j ∈ IM−j{0, 0} para j = 1, . . . ,M − 1 e

(Imϕj)
−1 ∈ IM−j{0, 0},
rj ∈ IM−j{2 · 3j−1, 2 · 3j−1}+ IM−j{3, 2}.

para j = 1, . . . ,M .
Demonstração. Vamos demonstrar por indução. Primeiramente

(Imϕ1)−1 ∈ IM−1{0, 0}, (4.78)
para isso note que

∂kt (Imϕ1)−1 = ∂k−1
t ∂t(Imϕ1)−1 = 4µ2(1− δ

σ
)∂k−1
t

1

τ3− 2δ
σ

logo temos
|∂kt (Imϕ1)−1| . 1

τ2− 2δ
σ

+k
.

Analogamente, é fácil provar que
r1 ∈ IM−1{2, 2}+ IM−1{3, 2}.

Logo usando a Proposição 4.6.1 temos:
µ1 =

|r1|2

d2
1

= (−2Imϕ1)−2|r1|2 ∈ IM−1{2, 2}+ IM−1{3, 2}.

Agora suponha, por hipótese de indução, que para algum j0 < M temos que
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(Imϕj)
−1 ∈ IM−j{0, 0},
rj ∈ IM−j{2 · 3j−1, 2 · 3j−1}+ IM−j{3, 2}.

vale para todo j, comM > j0 ≥ j ≥ 1.
Afirmação: (1− µj)−1 ∈ IM−j{0, 0}, para todo j, comM > j0 ≥ j ≥ 1.
Provemos essa afirmação por indução no número de derivadas. Note que |(1 − µj)

−1| . 1 e também
∂t(1− µj)−1 = (1− µj)−1 ∂tµj

1−µj . Suponha que temos para algum k com 0 ≤ k < M − j:
|∂lτ (1− µj)−1| . 1

τ l
,

vale para todo 0 ≤ l ≤ k. Segue que

|∂k+1
τ (1− µj)−1| ≤

k∑
i=0

(
k

i

)
|∂iτ (1− µj)−1|

k−i∑
l=0

(
k − i
l

)
|∂l+1
τ µj ||∂k−i−lτ (1− µj)−1|

.
1

τk+1
,

note que estamos supondo µj ∈ IM−j{0, 0}, e que temos k+1 ≤M−j. Note também que IM−j{3, 2} ⊂
IM−j{0, 0}. Agora, pela Proposição (4.2.3) temos que:

(=φj+1)−1 = (=φj)−1(1 + βj)
−1

onde βj := (=φj)−1 1
1−µj

(
djµj + ={ rjdj ∂t

rj
dj
}
)

Usando a Proposição 4.6.1 e a hipótese de indução temos :
→ (=φj)−1 ∈ IM−j{0, 0};
→ djµj ∈ IM−j{4 · 3j−1, 4 · 3j−1}+ IM−j{3, 2};
→ ={ rjdj ∂t

rj
dj
} ∈ IM−(j+1){4 · 3j−1, 4 · 3j−1}.

Logo βj ∈ IM−(j+1){0, 0}, assim da mesma forma que foi provado que (1−µj)−1 ∈ IM−j{0, 0} podemosprovar que (1 + βj)
−1 ∈ IM−(j+1){0, 0}. Portanto (=φj+1)−1 ∈ IM−(j+1){0, 0}. Agora note que:

→ µjrj ∈ IM−j{6 · 3j−1, 6 · 3j−1}+ IM−j{3, 2};
→ ∂t

rj
dj
∈ IM−(j+1){2 · 3j , 2 · 3j}+ IM−(j+1){3, 2}.

Portanto rj+1 ∈ IM−(j+1){2·3j , 2·3j}+IM−(j+1){3, 2}. Finalmente isto implica queµj+1 ∈ IM−(j+1){4·
3j , 4 · 3j} + IM−(j+1){3, 2}, donde |µj+1| . 1

N ≤
1
2 para N suficientemente grande, o que assegura aexistência da matriz inversaN−1

j+1.

Vamos definir a Energia como sendo:
ES(u)(t) := ‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖|D|σu(t, ·)‖2L2

Teorema 4.6.3. Considere 2δ > σ e seja 2 ≤M tal que δ
σ <

2·3M−2−1
2·3M−2 , então

ES(u)(t) ∼ ES(u)(0).



CAPÍTULO 4. EQUAÇÕES DE EVOLUÇÃO COM COEFICIENTES VARIÁVEIS. 119
Demonstração. Basta aplicar o Lema 4.6.2 com j = M − 1, logo temos

rM−1 ∈ I1{2 · 3M−2, 2 · 3M−2}+ I1{3, 2},

donde
|rM−1(τ)| . 1

τ2·3M−2−2·3M−2 δ
σ

+
1

τ3− 2δ
σ

Como δ
σ <

2·3M−2−1
2·3M−2 , concluímos que rM−1 é integrável no intervalo [N,∞). Como também r1 é integrávelem [0, N ], temos pelo Corolário 4.2.7 que

|w(τ)| ∼ |w(N)| ∼ |w(0)|,

logo
|û(t, ξ)|2 +

1

|ξ|2σ
|ût(t, ξ)|2 ∼ |φ̂(ξ)|2 +

1

|ξ|2σ
|ψ̂(ξ)|2

e agora basta multiplicar por |ξ|2σ e depois integrar em ξ.

Observação 4.6.4. O Teorema 4.6.3mostra que a pertubação do problema utt+(−∆)σu = 0 pelo potencial
µ2

(1+t)2(1− δσ )
(−∆)δu não influência demasiado no comportamento da Energia ‖ut(t, ·)‖2L2 + ‖|D|σu(t, ·)‖2L2 ,

que para o caso µ = 0 permanece constante. Ou seja, concluímos nesse caso, que esse termo de ordeminferior tem uma baixa influência na energia do sistema.
Caso 2δ < σ

ConsiderandoW (τ) =
(
w(τ), wτ (τ)

)T , temos que
DτW = AW

ondeA é dada por
A .

=

(
0 −i

i
(

1 + µ2

τ2(1− δσ )

)
0

)
Temos também que paraW = NW0, onde

N .
=

(
−i i
1 1

)
temosDtW0 = N−1ANW0, eN−1AN = Φ1 +R1, com

Φ1 =
1

i

i(1 + µ2

2τ2(1− δσ )
) 0

0 −i(1 + µ2

2τ2(1− δσ )
)


e

R1 =
1

i

 0 −i µ2

2τ2(1− δσ )

i µ2

2τ2(1− δσ )
0


Consideremos as zonas Zhip = {τ ≥ N} e Zpd = {τ ≤ N}. Temos que Φ1 e R1 têm as formas especiais4.9 e 4.10, respectivamente. Logo, pela Proposição 4.2.1 temos que em Zhip vale

|W (τ)| ≈ |W (N)|
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note que, nesse caso, estamos usando também que a solução fundamental relativa a parte homogênea temnormal constante igual a 1, pois a diagonal de iΦ1 é imaginária pura. Além disso, usamos que para 2δ < σo resto é integrável na zona Zhip. Qual o comportamento na zona pseudo devemos esperar. Veremos noTeorema 4.4.8, que para o caso δ > 0 temos:

c
(
ES(u)(0)+‖|D|δu(0, ·)‖2L2

)
≤ ES(u)(t)+

µ2

(1 + t)2(1− δ
σ

)
‖|D|δu(t, ·)‖2L2 ≤ C

(
ES(u)(0)+‖|D|δu(0, ·)‖2L2

)
,

enquanto no caso δ = 0 pelo Corolário 4.4.10, temos:

c
(
ES(u)(0) + ‖u(0, ·)‖2L2

)
≤ ES(u)(t) +

µ2

(1 + t)
‖u(t, ·)‖2L2 ≤ C

(
ES(u)(0) + ‖u(0, ·)‖2L2

)
.

4.7 Problemas em aberto e discussões complementares.

No Teorema 4.5.7 temos que quanto mais queremos aproximar δ de σ para obter a conservação de energia,mais controle nas oscilações precisamos assumir na massa, devido a Hipótese 4.5.4. Por outro lado, quando
2δ ≤ σ não precisamos assumir qualquer controle nas oscilações e obtemos até mesmo Espalhamento.Para comprender melhor esse fenômeno, note que quando δ = σ (que não foi considerado nessa Tese), éconhecido que muitas oscilações criam ressonância e fazem com que a energia vá exponencialmente rápidopara o infinito, veja [13]. Assim é necessário um certo controle das oscilações para que se tenha conservaçãode Energia veja [34]. A hipótese 4.5.1 mostra que quanto mais próximo δ de σ mais temos possíbilidade damassa oscilar sem que ao mesmo tempo diminua sua amplitude suficientemente rápido para que não setenha ressonância, por isso fez-se necessário assumir algum controle das ocilações no caso 2δ > σ. O quepermanece em aberto é saber se essas condições podem ser relaxadas, haja vista que precisamos de muitasocilações quanto mais próximos δ e σ estão, mas no limite que seria o caso δ = σ só precisamos do controleaté duas derivadas, veja [34] e suas referências.Agora vamos propor mais algumas questões que não foram tratadas nessa tese.

• Estimativas Lp−Lq. Em [5] a autora demonstrou para o caso σ = 1 e δ = 0 estimativas Lp−Lq comcoeficientes variáveis com p e q expoentes conjugados entre si, assim é natural perguntar que tipo deestimativa do tipo Lp − Lq podemos obter no caso σ e δ quaisquer?
• Semilinear. Quando amassa é crescente o Teorema 4.4.2mostra que temos decaimento da Energia Po-tencial considerada, esse tipo de estimativa torna natural perguntar sobre existência de solução global,com dados iniciais pequenos, para o seguinte problema de Cauchy{

utt + (−∆)σu+m2(t)(−∆)δu = |u|p

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x),
(4.79)

para p > pc, onde pc é um índice crítico a ser determinado. Espera-se que o índice crítico dependa damassa, quais condições sobre a massa nos permitem obter o índice crítico?
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Apêndice

A.1 Teoria de Funções especiais.

A.1.1 A função de Bessel.

Seja a função de Bessel Jm dada pela série a seguir
Jm(z) =

(1

2
z
)m ∞∑

k=0

(−1)k
(1

4z
2)k

k!Γ(m+ k + 1)
, (A.1)

param > −1
2 , pode ser dada por.

Jm(r) =

(
r
2

)m
Γ
(

2m+1
2

)
Γ
(

1
2

) ∫ 1

−1
eirs

(
1− s2

) 2m−1
2 ds. (A.2)

onde Γ denota a função Gamma.
Proposição A.1.1. Para cada k ≥ 0 inteiro;

∣∣ dk
drk

Jm(r)
∣∣ ≤ Ckr−( 1

2
+k) (A.3)

onde Ck é constante dependendo apenas de k.
Demonstração. Veja em Stein [78].
Considere a esfera unitária Sn−1 ⊂ Rn e a transformada de fourier da medida de superfície sobre Sn−1 édada como a seguir.

d̂σ(ξ) =

∫
Sn−1

e−ixξdσ(x) (A.4)
Proposição A.1.2. Temos a seguinte identidade

d̂σ(ξ) = (2π)
n
2 |ξ|−

2−n
2 Jn−2

2
(|ξ|). (A.5)

ξ ∈ Rn.
Demonstração. Veja em Stein [78].
Para uma função f radial em L1(Rn) uma simples mudança de variáveis para coordenadas polares mais aProposição A.1.2 fornece a seguinte representação para a transformada de fourier de f :

121
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f̂(ξ) = (2π)
n
2

∫ ∞
0

f(r)rn−1 (r|ξ|)
2−n

2 Jn−2
2

(r|ξ|)dr. (A.6)
A seguir vamos enunciar o importante Lema de Van der Corput.
Lema A.1.3 (Van der Corput). Se ψ ∈ C∞0 (R) e φ ∈ C2(R) tal que |φ′′(r)| ≥ λ > 0 para todo r ∈ suppψ,então ∣∣ ∫ eiφ(r)ψ(r)dr

∣∣ ≤ Cλ− 1
2

(
‖ψ‖L∞ + ‖ψ′‖L1

) (A.7)
onde C é uma constante positiva não nula.
Demonstração. Veja em Stein [78].
A.1.2 Função de Weber e Hankel

Para valores ν /∈ Z defina por continuação analítica a função deWeber, ou função de Bessel de segundo tipo,por
Yν(z) :=

Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)

sin(νπ)
, (A.8)

para valores inteiros define-se Yν(z) usando a seguinte relação:

2
(
γ + log

z

2

)
Jν − πYν =

ν−1∑
r=0

(ν − r − 1)!

r!

(z
2

)ν−2r

+
∞∑
r=0

(−1)r
ψ(r + ν + 1)− ψ(r + 1) + 2γ

r!(ν + r)!

(z
2

)ν+2r
.

Finalmente, defina a função de Hankel, ou função de Bessel de terceiro tipo por: H±ν (z) = Jν(z)± iYν(z).Para essa função temos as seguinte relações:

H±ν−1(z) +H±ν+1(z) =
2ν

z
H±ν (z), (A.9)

H±ν−1(z)−H±ν+1(z) = 2
(
H±ν
)′

(z), (A.10)
νH±ν (z) + z

(
H±ν
)′

(z) = zH±ν−1(z), (A.11)
νH±ν (z)− z

(
H±ν
)′

(z) = zH±ν+1(z). (A.12)
Além disso, como em [90], temos as identidades do Wronskiano.

W
(
Jν(z),Yν(z)

)
=

2

πz
,

e portanto também temos

W
(
H+
ν (z),H−ν (z)

)
= −2iW

(
Jν(z),Yν(z)

)
=
−4i

πz
,

ondeW(f(z), g(z)
)

= f
′
(z)g(z)− f(z)g

′
(z).

Finalmente, temos a seguinte Proposição.
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Proposição A.1.4. Para τ > 0 temos as seguintes propriedades:

• Para τ ≥ N ,N > 0 constante, ∣∣H±ρ (τ)
∣∣ ≤ C|τ |− 1

2 ;
• Para 0 < τ < c < 1: ∣∣H±ρ (τ)

∣∣ ≤ {τ−|ρ| quando ρ 6= 0,

− log τ quando ρ = 0.

• Para n ∈ Z a função de Weber Yν(τ) satisfaz
Yn(τ) =

2

π
Jn(τ) log τ +An(τ), (A.13)

onde τnAn(τ) é inteira e An(0) 6= 0. Nós também temos J−n(τ) = (−1)nJn(τ).
• A função Λν(τ) := τ−nJν(τ) é inteira em ν e τ , além disso Λν(0) 6= 0.

Demonstração. Veja em [90].
A.1.3 Equações hipergeométricas confluentes

Para consultar os resultados apresentados aqui veja [60].
zwzz + (β − z)wz − αw = 0 (A.14)

com α e β parâmetros complexos. A equação têm singularidade regular em 0 singularidade irregular noinfinito. As soluções fundamentais de A.14 são dadas por wΦ,1(z) = Φ(α, β; z) e wΦ,2(z) = z1−βΦ(1 +α−
β, 2− β; z), no caso de que β é não inteiro. Se <β > <α > 0, temos a seguinte representação integral.

Γ(β − α)Γ(α)

Γ(β)
Φ(α, β; z) =

∫ 1

0
ezttα−1(1− t)β−α−1dt, (A.15)

onde Γ(·) é a função Gamma. As funções wΦ,1(z) e wΦ,2(z) satisfazem
wΦ,1(z)w

′
Φ,2(z)− w′Φ,1(z)wΦ,2(z) = (1− β)z−βez. (A.16)

Além disso temos as seguintes propriedades de Φ

Proposição A.1.5. Valem as seguinte propriedades para Φ:
1. Φ é função inteira em z;
2. Transfomação de Kummer Φ(α, β; z) = ezΦ(β − α, β;−z)

3. A derivada dzΦ satisfaz :
(β − α)Φ(α− 1, β; z) = (β − α− z)Φ(α, β; z) + zdzΦ(α, β; z);

4. Para |z| ≤ N pequeno |Φ(α, β; z)| ≤ C.
Para |z| grande é útil representar a função de Kummer Φ em termos da função de Bessel Jν para ν ∈ R.Da mesma forma que em [5] vamos usar a proposição a seguir.

Proposição A.1.6. Para α = ν + 1
2 , β = 2ν + 1 com ν /∈ Z e z = 2iτ nós temos
Φ(α, β; z) = Γ(1 + ν)eiτ

(1

2
τ
)−ν

Jν(τ),
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onde Jν denota a função de Bessel. Além disso, para τ grande nós temos

Jν(τ) ∼ sin(τ)aν(τ),

|dmτ aν(τ)| ≤ Cm|τ |−
1
2
−m,m = 0, 1, . . ., e Cm = Cm(ν).

Para β inteiro as soluçõeswΦ,1(z) ewΦ,2(z) são linearmente dependentes. Então a equação de Kummer A.14é chamada de o caso logarítimo. Para esses problemas as soluções fundamentais são dadas por ΨΦ,1(z) =
Ψ(α, β; z) e ΨΦ,2(z) = ezΨ(β − α, β;−z). Para <β > <α > 0 a função Ψ(α, β; z) corresponde a repre-sentação integral

Γ(α)Ψ(α, β; z) =

∫ t

0
e−zttα−1(1 + t)β−α−1dt.

e temos
wΨ,1(z)w

′
Ψ,2(z)− w′Ψ,1(z)wΨ,2(z) = eεπi(β−α)z−βez, (A.17)

onde ε = sgn(=z).Quando β = 1, 2, . . . , e α 6= 0,−1,−2, . . . temos a seguinte representação em série.

Ψ(α, n+ 1; z) =
(−1)n+1

n!Γ(α− n)

∞∑
k=0

(α)k
k!(n+ 1)k

zk
(

ln z + ψ(α+ k)− ψ(1 + k)− ψ(n+ k + 1)
)

+
1

Γ(α)

n∑
k=1

(k − 1)!(1− α+ k)n−k
(n− k)!

z−k.

onde ψ(α) = Γ
′
(α)

Γ(α) .
Proposição A.1.7. Temos as seguintes propriedades de para Ψ:

1. Ψ é holomorfa em z ∈ Cn \ {0};
2. a derivada dzΨ satisfaz:

Ψ(α− 1, β; z) = (α− β + z)Ψ(α, β; z)− zdzΨ(α, β; z);

3. dzΨ(α, β; z) = −αΨ(1 + α, 1 + β; z);
4. Para |z| pequeno temos:

Ψ(α, 1; z) = − 1

Γ(α)
(ln z − ψ(α) + 2γ) +O(z ln z) ∼ sign(Γ(α)) ln z,

Ψ(α, 2; z) =
1

Γ(α)
z−1 +O(ln z) =

1

Γ(α)
z−1 +

1

Γ(α− 1)

(
ln z + ψ(α)− ψ(1)− ψ(2)

)
+Oα(z ln z),

onde γ é a constante de Euler e ln z denota o logarítmo complexo.
5. Para |z| grande, vale o seguinte limitante.

|Ψ(α, β; z)| ≤ Cαβ|z|−<(α).

A.1.4 Equações de onda do tipo Coulomb

A equação de tipo Coulomb a seguir que é usada em física para descrever o comportamento da carga deuma partícula em um potencial de Coulomb. Vamos fazer uma exposição rápida do tema, e apresentar osresultados que nos interessam.
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d2

dτ2
w +

(
1− 2η

τ
− l(l + 1)

τ2

)
w = 0 (A.18)

com η ∈ R e l = 0, 1, 2, . . .. A equação tem uma singularidade regular em τ = 0 com índice l + 1 e −l euma singularidade irregular de rank 1 em τ =∞.A solução Geral é dada por:
w(τ) = C1(l, η)Fl(η, τ) + C2(l, η)Gl(η, τ), (A.19)

onde C1(l, η) e C2(l, η) são constantes em relação a τ . A função Fl(η, τ) é a chamada função de Onda tipoCoulomb Regular eGl(η, τ) é a função de Onda tipo Coulomb Irregular ou Logarítma.onde

Fl(η, τ) = τ l+1e∓iτΦ (l + 1∓ iη, 2l + 2,±2iτ)

Gl(η, τ) = iFl(η, τ) +H−l (η, τ).

Fl(η, τ) eGl(η, τ) são analíticas reais em 0 < τ <∞ eH−l (η, τ) é dada por:
H−l (η, τ) = e−iθl(η,τ)(2iτ)l+1−iηΨ(l + 1− iη, 2l + 2, 2iτ). (A.20)

onde θl(η, τ) = τ − η ln(2τ)− 1
2 lπ + arg (Γ(l + 1 + iη)).

Além disso temos a relação do Wronskiano a seguir:
dτFl ·Gl − Fl · dτGl = 1 (A.21)

Relações de RecorrênciaPara l = 1, 2, . . . , seja

Rl =

√
1 +

η2

l2
,

Sl =
l

τ
+
η

l
.

Então comXl denotando Fl(η, τ),Gl(η, τ) ouH−l (η, τ) temos para l ≥ 1:
1. X ′l = RlXl−1 − SlXl,
2. X ′l−1 = SlXl−1 −RlXl.

Comportamento para τ pequeno.

Proposição A.1.8. Para τ → 0, temos para l = 0, 1, . . . , que:
Fl(η, τ) ∼ τ l+1;

F
′
l (η, τ) ∼ (l + 1)τ l;

Gl(η, τ) ∼ τ−l

2l + 1
.

E para l = 1, 2, . . . , temos que:
G
′
l(η, τ) ∼ − lτ

−l−1

2l + 1
.
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Demonstração. Veja as referências em [60].
Usando as relações de recorrência juntamente com a Proposição A.1.8, podemos tambémdeduzir para τ → 0que:

|G′0(η, τ)| ∼ τ−1 (A.22)
Comportamento para τ grande.

Proposição A.1.9. Para τ →∞, temos:

Fl(η, τ) = sin(θl(η, τ)) + o(1);

Gl(η, τ) = cos(θl(η, τ)) + o(1);

H−l (η, τ) = exp(−iθl(η, τ)).

Demonstração. Veja as referências em [60].
Usando as relações de recorrência, temos para τ grande que:

|F ′0(η, τ)| . 1 (A.23)
|G′0(η, τ)| . 1 (A.24)

A.2 Resultados de Análise Funcional

Teorema A.2.1. [Ponto fixo para Contrações] Seja (X, d) um espaço métrico completo e f : X → X umacontração com respeito a métrica d, ou seja:
d(f(x), f(y)) < αd(x, y),

para quaisquer x, y ∈ X e α < 1 é uma constante. Nesse caso f possui um ponto fixo, e este é único emX .
Demonstração. Veja em Brezis [10].
Teorema A.2.2. Se 1 ≤ q < n

m , então Wm,q(Rn) ↪→ Lr(Rn), com 1
r ≥

1
q −

m
n , mas Wm,q(Rn) não é

subespaço de Ls(Rn) para 1
s <

1
q −

m
n .

Demonstração. Veja em Tartar [85] ou Brezis [10].

A.3 Fourier Multipliers

Nessa seção vamos apresentar algumas definições e resultados da teoria de Fourier Multipliers que podemser encontrados em [35].
Definição A.3.1. Definiremos o espaçoM q

p de todas as distribuições temperadasm tais que o operador:
m(D)f := F−1[m(ξ)F(f)],

satifaz ‖m(D)f‖Lq ≤ C‖f‖Lp para toda f ∈ S. Cada elemento de M q
p chamaremos de multiplicador,quando p = q denotaremos tal espaço simplesmente porMp. Definiremos uma norma emM q

p por
‖m‖Mq

p
:= sup{‖m(D)f‖q : f ∈ S, ‖f‖p = 1}. (A.25)
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Teorema A.3.1. [Teorema de interpolação de Riesz-Thorin] Assuma que p0 6= p1, q0 6= q1 e que

T : Lp0 → Lq0

com normaM0, e que
T : Lp1 → Lq1

com normaM1. Então
T : Lp → Lq

é limitado com normaM ≤M1−θ
0 M θ

1 , desde que 0 < θ < 1 e
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
.

Demonstração. Veja em [77] ou [3].
Lema A.3.2. Assuma que p0 6= p1, q0 6= q1, 0 < θ < 1 e

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
.

Nesse caso temos que ‖f‖Mq
p
≤ ‖f‖1−θ

M
q0
p0

‖f‖θ
M
q1
p1

.
Demonstração. Imediato de A.3.1.
Teorema A.3.3. Para 1 ≤ p ≤ 2, temos para 1

q + 1
p = 1 que

‖F(φ)‖q ≤ ‖φ‖p.

Demonstração. Basta aplicar A.3.1 após demonstrar que vale para os casos especias p = 1 e q = ∞ com
p = q = 2.
Teorema A.3.4. Valem as seguintes afirmações

(1) Mp ⊂M2, com a inclusão contínua;
(2) Mp = Mp′ com igualdade de normas;
(3) M2 = L∞ com as mesmas normas;
(4) Mp é uma algebra de Banach;
(5) ei|ξ|2 não está emM q

p para p > 2;
Demonstração. Veja em [35].
Teorema A.3.5 (Paley). Seja g uma função mensurável tal que, com 1 < b < ∞, nós temos para algumaconstante C

|{ξ; |g(ξ)| ≥ s}| ≤ C

sb
. (A.26)

Se
1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, 1

p
− 1

q
=

1

b
, (A.27)

então g ∈M q
p .
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Demonstração. Veja em [35].
Teorema A.3.6 (Mikhlin-Hörmander). Suponha quem(x) é de classeCk no complementar da origem deRn,onde k é um inteiro> n

2 . Assuma também que para todo αmulti-índice de dimensão n com |α| ≤ k temos∣∣∣( ∂
∂x

)α
m(x)

∣∣∣ ≤ B|x|−|α|,
entãom ∈ Mp, 1 < p < ∞, além disso ‖m‖Mp ≤ C(n, p)B, onde C(n, p) é uma constante que dependesomente da dimensão e de p.
Demonstração. Veja em [76].

A.4 Espaços de Besov

Seja φ ∈ C∞c (Rn) com suppφ ⊂ {ξ : 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2} φk(ξ) := φ(2−kξ) para k ≥ 1 e φ0(ξ) := 1 −∑∞
k=1 φk(ξ). Defina a decomposição de Littlewood-Paley ou simplesmente decomposição diádica por:

∆k = F−1φkF .

Definição A.4.1. Para 1 ≤ p, q ≤ ∞ e−∞ < s <∞, defina
Bs
p,q := {f ∈ S(Rn) : ‖f‖Bsp,q <∞}, onde
‖f‖Bsp,q :=

( ∞∑
k=0

2skq‖∆kf‖qp
) 1
q
, para q <∞

‖f‖Bsp,∞ := sup{2sk‖∆kf‖p : k ≥ 0}

Lema A.4.1. Sejam ∈ L∞(Rn) e assuma que
‖F−1(mφkFf)‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn),

onde C independe de k ∈ Z, k ≥ 1 com 1 < p ≤ 2, 1
p + 1

q = 1. Então existe A independente dem tal que
‖F−1(mFf)‖Lq(Rn) ≤ AC‖f‖Lp(Rn).

Demonstração. Veja em [66].
Lema A.4.2. Considere a equação integral de Volterra

f(t, p) = f(0, p) +

∫ t

0
K(t, τ, p)f(τ, p)dτ

com o núcleo k = k(t, τ, p) e o valor inicial f(0, p) dependentes do parâmetro p ∈ P ⊂ Rn. Assuma que
f(0, p) ∈ L∞(P ), k ∈ L∞(R2

+) e ∫ t0 |k(t, τ, p)|dτ ∈ L∞(R+ × P ). Nessas condições, existem um únicasolução f(t, p) ∈ L∞(R+ × P ).
Teorema A.4.3. [Teorema de Banach-Steinhaus] SejamA eB espaços de Banach e suponha que {Fn} é umafamília de operadores lineares limitados de A em B. Então Fn converge pontualmente para um operadorlinear limitado F de A emB se, e somente se :

• A sequência das normas dos ‖Fn‖ operadores é limitada;
• A sequência Fnx converge para Fx para todo x ∈M , ondeM é um subconjunto denso de A.
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Ferramentas úteis

Lema A.4.4 (Lema de Gronwall). Sejam f , g e h funções contínuas não-negativas definidas no intervalo [a, b].Além disso, suponha que g é deferênciável em (a, b) com derivada contínua não negativa. Se para todo
t ∈ [a, b]

f(t) ≤ g(t) +

∫ t

a
h(r)f(r)dr,

então
f(t) ≤ g(t)e

∫ t
a h(r)dr

para todo t ∈ [a, b].
Demonstração. Veja em [12].
Considere o sistema linear homogêneo de equações diferênciais ordinárias

DtU = A(t)U (A.28)
t ∈ R+.
Lema A.4.5 (Fórmula de Liouville). Suponha que E = E(t, s) é a função a valores vetorias (matrizes) dosistema (A.28) em R+. Então

detE(t, s) = detE(s, s)ei
∫ t
s trA(r)dr

para 0 ≤ s, t.
Demonstração. Veja em [12].
Lema A.4.6. Suponha que f : Rn \ {0} → C é homogênea de graum, isto é f(λξ) = λmf(ξ) para λ 6= 0,e consideremos também que f é Ck para algum k ≥ 0. Nesse caso, para todo multi-índice α, com |α| ≤ k,temos que para ξ 6= 0: ∣∣∣∂αf(ξ)

∣∣∣ ≤ Cα|ξ|m−|α|
Demonstração. Note que como f é contínua, ela temummáximoC na esfera unitária, logo |f(ξ)| = |ξ|m|f( ξ

|ξ|)| ≤
C|ξ|m. Portanto o lema estará demonstrado se provarmos que ∂αf é homogênea de graum − |α|. Como
f(λξ) = λmf(ξ), derivando em ξ temos λ|α|∂αf(λξ) = λm∂αf(ξ), logo ∂αf(λξ) = λm−|α|∂αf(ξ).
Lema A.4.7. Seja α < 1 < β. Nesse caso temos que∫ t

0
(t− s)−α(1 + s)−βds . (1 + t)−α.

Demonstração. Veja em [14].
Teorema A.4.8. Seja A(t) ∈ L1

loc

(
R,Cn×n

). Então a solução fundamental E(t, s) de{
∂tE(t, s) = A(t)E(t, s)

E(s, s) = I

é dado pela fórmula de Peano-Baker
E(t, s) = I +

∞∑
k=1

∫ t

s
A(t1)

∫ t1

s
A(t2) . . .

∫ tk−1

s
A(tk)dtk . . . dt1.
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Demonstração. Veja Yagdjian [93].
Proposição A.4.9. Assuma r ∈ L1

loc

(
R,
), então

∣∣∣ ∞∑
k=1

∫ t

s
r(t1)

∫ t1

s
r(t2) . . .

∫ tk−1

s
r(tk)dtk . . . dt1

∣∣∣ ≤ 1

k!

(∫ t

s
|r(τ)|dτ

)k
,

para todo k ∈ N.

Demonstração. Veja Yagdjian [93].
Proposição A.4.10. Sejam 1 < p, p0, p1 <∞ e σ ∈ [0, σ1). Nesse caso temos a desigualdade fracionária deGagliardo-Nirenberg a seguir:

‖u‖Ḣσ,p . ‖u‖1−θLp0 ‖u‖
θ
Ḣσ1,p1

,

onde
θ = θσ,σ1(p, p0, p1) =

1
p0
− 1

p + σ
n

1
p0
− 1

p1
+ σ1

n

and σ

σ1
≤ θ ≤ 1.
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