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Resumo

Nesta tese estudamos algumas equacoes de evolucdo no sentido de Petrowsky. Quando os coeficiente sao
constantes obtemos estimativas LP — L7 para equacoes lineares e as aplicamos para obter resultados de
existéncia, unicidade e Blow-up para um caso semilinear. Quando os coeficientes sdo variaveis no tempo
obtemos estimativas do tipo LP — L9, estimativas de energia e espalhamento para problemas lineares.




Abstract

In this thesis we study some o-evolution equations in the Petrowsky’s sense. When the coefficients are cons-
tant we obtain LP? — L7 estimates for linear equations and apply them to obtain results of existence, unique-
ness and Blow-up for a semilinear model. When we have time-dependent coefficients, we obtain LP — L4
estimates, energy estimates and scattering for linear problems.
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Introducao

Nesta Tese estamos interessados em Equacoes de Evolucao provenientes de operadores de evolucdo no sen-
tido de Petrovsky, que vamos definir a seguir, veja também [22]. Considere operador

m
P=D"+  Aj(t,z,D.)D;"™’ (0.1)

J=1

onde A;(t,z,D,) = Z’,:i%p A;k(t,z, D;) sao operadores diferenciais de ordem p > 1e A;.(t,x, D)
sdo operadores parciais lineares de ordem k. O operador (0.1) € um operador de p-evolucdo no sentido de
Petrovsky quando o simbolo principal:

m
™+ Z Ajip(t, o, Dy)T™ (0.2)
7=1
tem m raizes reais distintas 71 = 71 (¢, x, &), 720 = Ta(t, x, &), ... T = T (t, x, &) para todos os pontos (¢, =)
no dominio de definicdo dos coeficientes e todo & # 0. Essa definicdo tem importancia devido ao resultado
de Lax-Mizohata, o qual afirma que essa é uma condicdo nescessaria para que o problema de Cauchy

Pu=f, 3gu(0,a:) = uj(z), ji=0,1,---,m (0.3)

seja bem posto, veja [57]. O conjunto dos operadores de 1-evolucdo representa os operadores estritamente
hiperbolicos, enquanto que os p-evolucao representam generalizacdes do operador de Schrédinger. A teoria
de Equacoes de Evolucdo tem se desenvolvido bastante nos ultimos anos, devido a sua relacdo com Andlise
Harmonica e problemas de fisica matematica.

Coeficiente Constantes

Problemas de Cauchy semilineares como, por exemplo, a equacdo da onda semilinear:

(0.4)

{utt — Au = |ulP
u(0,2) = up(x), u(0,2) = ui(x),

tem sido objeto de interesse frequénte na area de equacoes diferénciais parciais. Determinar quando se tem
existéncia global no tempo foi um tema de ativa pesquisa nos UGltimos anos e estimativas para a solucao da
equacio da onda linear tem se mostrado muito importante nesse estudo. Em [79], Strauss conjecturou que
a raiz positiva p.(n) da equacao:

(n—1p*—(n+1)p—-2=0

€ 0 expoente critico para o problema de existéncial global, ou seja, se p < p.(n) o problema de Cauchy (0.4)
nao possui solucdo global no tempo para dados pequenos enquanto que se p > p.(n), o mesmo problema
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possui solucdo global no tempo para dados suficientemente pequenos. O expoente p.(n) passou a ser co-
nhecido como expoente de Strauss e, desde entao, varios avancos foram feitos no sentido de verificar essa
conjectura. Em [30] e [29] Glassey verificou a conjectura para o caso n = 2 quando p < p.(2) e p > p.(2);
em [63], Shaeffer verificou o caso p = p.(n) para as dimensdes n = 2, 3; John, em [40], verificou para o
caso p < pe(3) € pe(3) < p < Peonf(n). A potencia p.onf(n) é conhecida como poténcia conforme e, em
[49], mostra-se que pode-se obter solugdo global para dados pequenos, quando p > pconf(n), desde que
assumamos certa regularidade dos dados iniciais. Paran > 3, Sideris, em [72], provou a n3o existéncia global
de solugdes em C([0, c0), L%:ijll) (R™)) para dados pequenos adequadose 1 < p < p.(n). A existéncia para
n > 3 foi verificada por Giorgiev-Lindblad-Sogge em [27] para p.(n) < p < pcons(n) melhorando um resul-
tado anterior [50] em que os autores obtiveram solucao fraca para dados radiais. Por fim, o caso p = p.(n)
com n > 3 foi verificado independentemente por Yordanov-Zhang em [92] e Zhou Yi, em [87].

Espera-se que quanto melhor as estimativas relativas a parte linear mais eficientes se tornam os métodos
de se obter existéncia global no tempo para o problema semilinear. Se considerarmos o problema de Cauchy
(0.6) com ¢ = 2, mediante um argumento de scaling usado para equacdes dispersivas nao lineares nés
obtemos que s, = § — ﬁ é o indice critico no espaco de sobolev HS(R”), qual seja, podemos esperar
que se s > s, o problema de Cauchy (0.6) é bem posto em H*(R™), ao menos localmente, enquanto que
€ mal-posto para s < s,. Em [31] os autores obtiveram uma estimativa de tipo Strichartz para o problema
linear e provaram a existéncia global para dados iniciais pequenos em espacos de Besov Bg’q(R”), 5> s
para o problema de Cauchy (0.6), quandop > 1 + % en > 4,eparap > 5nocason = 3. Recomendamos
[89] para o resultado de mal-posto no caso 0 < s < s,,.

Se olharmos para a energia C([0, 7], H*(R™)) N C* ([0, T], L*(R™)), entdo temos que assumir % — % <2
e disso temos uma limitacio superior para p, isto é, p < Z—fi paran > 4 (vejaem [89]).

No primeiro capitulo dessa tese, discutiremos técnicas para se obter estimativas LP? — L9 para o problema

de Cauchy

{Utt+(—A)ou:0, t>0,2cR" ©5)

U(O,IE) = f(.’E), ut(oﬂx) = g(.’II)

Obtemos estimativas LP — L7 e de Energia para a solucdo de (0.5) singulares e nao-singulares, sendo nes-
cessario para esse Ultimo caso, exigir mais regularidade nos dados iniciais. Nota-se, nesses problemas uma
diferenca na taxa de decaimento da solugdo entre oscasos o = 1,0 > 2e o < 2, mas # 1. A razao disso
esta na restricao para o valor p em que temos as estimativas LP — L4 na linha dual, além da tese do lema de
Littmann.

No segundo capitulo dessa tese, usando as estimativas lineares, vamos obter existéncia global no tempo
acima do expoente critico p.(n), em alguns casos, para a equagao:

ug 4+ (—A)u = |ul?, t>0, r€R"” (0.6)
U(O,l‘) = 07 Ut(0,$) = g($)7 .
comp > 1eo > 1, onde o expoente critico é dado por
n+o .
X —, n>o;
pe(n) = {”“’ (0.7)
00, n < g.

Uma contribuicao dessa tese foi mostrar que p.(n) é de fato o expoente critico para qualquer inteiro o > 1,
como < n < 20, no entanto, no caso n > 20, nés temos em geral, um intervalo entre o resultado de nao
existéncia e o de existéncia, veja os Teoremas 2.1.11, 2.1.18 e 2.1.22 para mais detalhes.

Coeficiente Variaveis.

No caso em que a velocidade de propagacao é dependente do tempo consideramos inicialmente
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ug + m2(t)(—=A)°u =0, u(0,z) =ug(x), u(0,z)=u(z). (0.8)

Quando m(t) = (1 + t)f el = —% em [25] e [26] os autores obtiveram estimativas LP — L4 para a solucdo

de (0.8) e mostraram certas relacées com problemas de cosmologia. Nessa tese, no caso em que —1 <

¢ < 0 provamos estimativas de energia para o problema (0.8) usando teoria de funcdes especiais. Além de

estimativas do tipo L' — L2, veja os Teoremas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 e 4.1.2. Nesses Teoremas nota-se que o caso

{=—% d|V|de (—1,0) em dois intervalos de modo a termos comportamentos distintos em cada um deles.
No capltulos 3 dessa tese consideramos o problema de evolucdo com termo de massa,

Lu=uy + (=A)%u +m(t)?(=A)YPu=0, t>0,zeR” 0.9)
w(0,z) = uo(z), u(0,2)=ui(z), '
comm(t) = (1+ t) , OU seja, o caso invariante por escala. Quando o = 1 e § = 0 Bbhme em [5] provou

estimativas de energiae L” L% nalinhadual. Em [21] os autores estudaram estimativas de energia quando a
massa é integravel e § = 1. Nessa tese provamos estimativas de energia e estimativas do tipo L? — L? nalinha
dual quando 26 = o. Além disso, nesse mesmo caso provamos estimativas do tipo L' — L? quando 20 > n
gue é uma condicdo natural para esse tipo de estimativa. Quando § = 0 e o qualquer, provamos estimativas
L' — L?, também com a hipétese natural 20 > n. Para completude, fizemos também as estimativas na linha
dual para o caso § = 0.

Para m(t) mais geral, no capitulo 4, estudamos apenas estimativas de energia e espalhamento. Quando
d = 0 em [5] é proposta essencialmente a seguinte classificacdo para a energia: Quando tm(t) — oo,
temos que [us(t,)[I7> + [[Vu(t, )7, + m(®)llu(t, )17, < Cllue(0,-)]|72 + u(0,)[|7, que a autora
passa a chamar de potencial efetivo, ou seja, o termo com a massa tem um influéncia na estimativa da
energia, uma vez que, em geral, s6 podemos esperar ||u(t,-)||72 + [Vu(t, )17, + m2(t)||ult, )3,
Cllug(0, )25 + [[u(0,-)||32. Quando (1 + t)m(t) < Ce [~ m(t)dt < oo, Bohme provou em [5] um
Teorema de espalhamento para a onda livre u;; — Au = 0. Além dISSO, em [19] os autores explicaram as
propriedades qualitativas da solucio para (0.9) com um poténcial m(t) satisfazendo (1 +t)m(t)? ¢ L*(R")
e lim;_,~ tm(t) = 0. A energia de tipo Klein-Gordon da solugao de (0.9) é dada por:

Exa(u)(t) = %(Huﬁ( M2+ 1(=2)7u(t, )72 +m)|(=2)2u(t, ) |72). (0.10)

Para o caso > 0 o modelo invariante por escala no caso 26 = ¢ que pode ser tratado com funcoes espe-
ciais ndo indica que podemos esperar um efeito dissipativo. De fato provamos que com condicées adequadas
em m(t) temos conservagao generalizada de Energia, ou seja:

cErc(0) < Exg(t) < CEkG(0).

Veja o Teorema 4.4.8 para § > 0 e o Corolario 4.4.10 para o caso 6 = 0. Além disso no caso 26 < o e com
condicdes adequadas de decaimento na massa, temos um Teorema de Espalhamento para uy+(—A)%u = 0.
Veja o Teorema 4.5.6. Porén quando 26 > o, s6 podemos provar conservagao generalizada de energia, veja
Teorema 4.5.7. Provamos também uma estimativa de Energia conjecturada em [5] para massa com certa
tendéncia crescente, veja Teorema 4.4.2.

Por fim, temos uma apéndice com alguns resultados conhecidos em Analise e que foram usados em todo o
texto.



Capitulo

Equacoes de Evolucao Lineares com
Coeficientes Constantes.

Nesse capitulo estaremos interessados em obter estimativas LP — L4 para a solucido do seguinte problema
de Cauchy.

{Utt + a2(—A)Uu =0, t>0,zeR” (1)

u(0,2) = ¢(x), u(0,2) =(x)

onde a é constante positiva que podemos supor sem perda de generalidade ser igual aum, e ¢ > 0. Este
é um operador o-evolucdo no sentido de Petrowsky, pois seu simbolo 72 — a2|§]2" tem raizes reais. O caso
o = 2 éum importante modelo na literatura ele é conhecido como operador de Germain-Lagrange, ou ainda
operador de beam e o operador tipo plate nos casos n = 1 e n = 2, respectivamente. O operador linear de
beam herda algumas propriedades, mas ndo todas, do operador de Schrodinger. Em particular, nés ndo temos
conservacao de massa, pois os coeficientes da beam s3o reais. Por outro lado, a representacao funcional da
solucdo contém oscilacdes como ocorre para o operador de onda. No entanto, o operador Germain-Lagrange
nao de tipo Kovalesvkiano [15], logo ndo se tem velocidade de propagacao finita.

1.1 Representacao da solucao por multiplicadores

Considere a representacio da solucdo da equacio de evolucido (1.1) dada a seguir:

. ) 1 . ‘ 1
— -1 ilg|7t —ilg]7t) = —1 g7t _ —ilglet) =
u(t,2) = F, (17 + eT) S F0)(©) + Fl, (M7 = M) g F)(E))
ou ainda,
—1 o —1 : o 1
u(t,2) = Fe S, (cos(tleFO)(©)) + F, (sinlelel) i F0)(©))
Assim nossa analise se resume no estudo dos multiplicadores eEilél7t, ei‘gfglat e smg;f'”. Vamos ver que

uma vantagem significativa desse Gltimo com relacdo ao segundo é sua limitacio, o que garante a estimativa
L?-L2.

O Problema (1.1) é bem-posto, por exemplo, em L?(R"), ou melhor, suponha o > 1 e seja u(t, z) solugio
de (11). Se ¢ € L%(R") e ¢ € H? (R"), entdo temos que

u(t,z) € C(R,H*(R™)) N C'(R, L*(R™)),

10
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isso sera provado no Teorema 1.5.10.
Suponhamos que exista c tal que a estimativa a seguir seja satisfeita para todo ¢ € S.

il¢]

172 (T F @) Ius < ellelzz. 12

Fazendo a mudanca de variavel |n| = ts €], temos

(eia“t

17 (S
G§

E—x

r i
F@) g =717, | UTT Fr10)m) e

in|”
=to i |7, (S

[nl"
<ct= i |7, ol < ct7 a5 gl

Fr10) ) ll1g
onde 7, ¢(&) = (rf), temos

i€l 1 pap(l_t
17 (G F @) s < D), 1.3

Observacao 1.1.1. No argumento acima a fungéo et*1” nao desempenha nenhum papel importante, assim
poderiamos ter uma funcdo qualquer f(z) em seu lugar, ou seja: Se vale (1.2) com f(|¢|7) no lugar de ¢¥l¢1°,
concluimos a estimativa (1.3) com f(t|€|”) no lugar de ¢?l¢I°?,

Note que nio precisamos provar qual o decaimento 6timo, pois esse é fornecido pelo argumento acima,
s6 precisamos provar que vale (1.2), ou seja, ndo precisamos nos preocupar com o tempo. Isso é uma enorme
vantagem, e fornece uma significativa simplificacdo nas contas. Vamos supor, por um instante que em vez de
(1.1) tivéssemos considerado, por exemplo, o seguinte problema de Cauchy.

uy + (—A)u + mz(—A)‘Su =0, u(0,2) = ¢(x), u(0,x)=1(x), ,

onde m é uma constante postiva e 4 # . Nesse caso, ndo se tem homogéneidade e as estimativas para
os multiplicadores devem levar em consideracao o tempo o que dificulta o trabalho se quisermos provar
decaimentos 6timos. Em [53] os autores estudaram esse problema para quando o = 1 e § = 0, e obtiveram
resultados 6timos. Além disso, novamente, como nao existe o argumento de homogeneidade os autores
provaram a otimalidade dos decaimentos obtidos obtendo cotas inferiores para dados iniciais adequados.

Assim vamos passar a provar (1.2). Para isso dividiremos nosso espaco em frequéncias baixas e altas.
Consideremos a funcao de corte radial x € C*°(RY) satisfazendo x(§) = 0 para [¢]| < 3. Xx(&) = 1para¢| >
%, e x(&) € [0, 1], vamos usar y genericamente para qualquer funcdo com essas propriedades. Basicamente,
na antidiagonal usaremos para frequéncias baixas e altas, respectivamente, o Teorema de Paley A.3.5 e o
Lema de Littman 1.3.3. Da mesma forma usaremos na diagonal Mikhlin-Hérmander A.3.6, além de técnicas
de decomposicao diadica.

1.2 Frequéncias baixas

Estimativa na Anti-diagonal.

No paper [35] Hérmander faz um estudo de operadores invariantes por translacao, onde ele prova, por exem-
plo, que esses quando limitados de P em L? podem ser representados como operadores de convolugdo com
um nucleo que é uma distribuicao temperada, nesse artigo ele obtém uma famosa extensao do Teorema A.3.6
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gue é devido a Mikhlin, mas que estamos chamando de Mikhlin-Hérmander e que fornece uma condicao in-
tegral mais fraca do que estamos supondo em A.3.6, porém também suficiente para que uma funcao L°°
estar em M}; paral < p < oo (veja a definicdo A.3.1). Desse artigo, o resultado que precisamos é o Teorema
A.3.5, o qual sera usado para provar a proposicao a seguir.

Proposi¢ao 1.2.1. Paral < p<2<g<ooel <r < n<% — %) temos
R
g = eFill 1=x(§) € M. (1.4)
194
Demonstracdo. Considere primeiro o caso r > 0, segue que
1 n
{EeR": g =B <{EeR": (<} <Ol (1.5)

temos paral > 1quel * <1 4. Alémdissoparal > 0, {¢ € R™ : [g(&)| > 1} C {¢ e R™: [¢| < 1},
logo temos

{EeR™: |g(O)| > 1} < CI™?, (1.6)

onde (% — %) = % Logo, pelo Teorema A.3.5 segue o resultado no caso r > 0. Agora, se r = 0 temos para
I>1que|{{ € R": |g(§)] >} = 0. Assim escolha C' = |[{{ € R™ : || < 1}, temos que vale (1.6) para
qualquer b > 0, logo pelo Teorema A.3.5 temos o resultado para quaisquer p,gcom 1 < p < 2 < g < oc.

O]

+il¢]”

Note que para provar o resultado acima sé precisamos que no lugar de e tenhamos uma funcao

limitada na bola unitaria. Assim deduzimos imediatamente o seguinte Proposicao.

Proposicao 1.2.2. Paral < p < 2 < g < oo, temos

. sin(|&]9
g= ‘g’i’)(l - X(g)) € M. (1.7)
Demonstracédo. Analoga a Proposicio 1.2.1, com = 0 e com S2U8%) ng Jugar de e*l¢1". O
€]
Estimativa na Diagonal.
Quando r > 0 o multiplicador ei“f'ai,@ nao é limitado, logo ndo pode estar em M, qualquer que seja
p

1 < p < o0, veja o Teorema A.3.4. Mesmo no caso » = 0, se tomarmor por exemplo ¢ = 2 0 mesmo

Teorema A.3.4 diz que na diagonal sé temos estimativa para p = 2. Assim, tendo em vista o nosso objetivo,

vamos estudar os multiplicadores % <1 - X(f)) e cos(|€|7). Para provar a limitagdo na diagonal vamos

aplicar Mikhlin-Hérmander A.3.6, mas para isso vamos lancar mao do seguinte Lema.

Lema 1.2.3. Para todo multi-indice e 0 < [¢| < R temos:
0% sin([€]7)] < Ca,rl€]71 e [0* cos(|€]7)] < Ca,rlé]™".

Demonstragdo. Para || = 0 o resultado é 6bvio, suponha que as desigualdades sdo validas para todos
|a| < k com k inteiro. Seja o um multi-indice com o = o + ¢ e |ag| = k. Como

9% sin(|€|7) = o cos(|¢]7)[€]772¢;,

temos que:

0% sin(|€|7) = 0°°0% sin([¢]7) = 00 cos([¢]7)[€]77%¢;.
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Portanto

0% sin(|€]7)] < Co Y 107 cos(1€]°)[107[€]°%¢;].

B+y=a0

Como [£]772¢; é homogénea de grau o — 1 e |3 < k temos pelo Lema A.4.6 e por hipétese de indugdo que
para0 < [{| < R

0°sin(€]7)] < Car Y 1€171El7"2 P < Gy plgl 71
B+y=ao

Analogamente temos que

0% cos(|€]7)| = |0° sin(|¢]7)o|€]772¢;] < Co,rl€] 71

O
Finalmente temos as estimativa na diagonal.
Proposicao 1.2.4. Para todo multi-indice c e 1 < p < oo, temos
. sin(|€]9
0= B 0) e o

Demonstragdo. Considere m(§) = % podemos concluir pelos Lemas A.4.6 e 1.2.3 que para 0 < [{| <
R’
0%m(€)] < Ca Y 107 sin(|E[)IO7IE] 7] < Corlé] ™
B+y=a

para todo multi-idice oe. Como g(&) = m(&) para £ pequeno, temos portanto que [0%g(§)| < Cy|&| ™. Logo
aplicando Mikhlin-Hormander A.3.6 temos provado a Proposicdo. ]

Corolario 1.2.5. Paral < p < g < oo, temos que

si 7
IS (1 we)) € aag.
€]
para todo o # 0.
Demonstracdo. Aplique a Proposicao 1.2.2 e a Proposicao 1.2.4. ]

A figura 1.1 mostra a regido em que provamos a limitacado do multiplicador.

Ql
»
—

Figura 1.1: Frequéncia Baixa.
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Estimativa L1 — L9

Em alguns casos podemos provar estimativas do tipo L' — L9 em frequéncias baixas para o multiplicador:

me(§) € {Sm’g‘i‘a), cos([¢]7), ™€}

Proposicao 1.2.6. Para 2 < ¢ < oo, temos que
ma(€)(1 - x(6)) € MY,
para todo o.

Demonstracao. Pela desigualdade de Minkowski para integrais, e como ¢ > 2 usando Hausdorff-Young, Te-
orema A.3.3, conclui-se:

12 Ama(€)(1 = X(©) F@) Oy SIFEAma(€) (1= x(&)) Hlalloll
Slima () (1= xO) Il

1,1 _
onde;—i—g—l. Mas

() (1 =x())ll- S 1.

0 que prova a Proposicao.

1.3 Frequéncias Altas

Em [56], [55] e [54] Miyachi e em [65] Peral fecharam o estudo no espaco de Hardy com indice 0 < p < oo
do seguinte mutliplicador

- il X(§)
mor(€) = g

Provaram, dentre outras coisas, o seguinte Teorema.

Teorema 1.3.1. Seja0 < o < 1ou o > 1. Entdo,

Moy € Mg,
desde que:
(1) parap > 1eq<oose,esomentese,pgq,%Jr% < 1e"le+% > %—%oupgq,%+% >1le
1 o—1 T g.
_ —1 .
(2) parap—lel<q<oose,esomentese,1+"T < %+%
(3) parap = 1eq = oo se, e somentese, n(l — %) <r;
(4) parap =1eq = 1se, esomentese,r > o75.
Demonstracdo. Veja em [56]. O

No caso o = 1 eles obtiveram o seguinte Teorema:

Teorema 1.3.2. Temos que
mi, € Mg
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(1) parap>1eq<oose,esomentesep§q,%+$§1e%—%§r—%oup§q,%+%Zle
n_ 1 n=1.
» g STt
(2) parapzlel<q<oose,esomenteser—”7+1>—%;
(3) parap =1eq = oo se, e somente se r > ”TH;
(4) parap =1eq =1 se, esomenteser > ”T_l
Demonstracdo. Veja em [56]. O
A figura 1.2 ilustra o caso r = &, definimos % = ﬁ(a(% +1) - 1).
1 1
g A g A

l+r\%

2 Tl ___ %4.1 _____________

=1 Z _ _ _

2n+D) .1

¥ &
5 1 1
~p P
2n
oc=1 0>m
1
g A
P T R

S ) F === - e

\J

Figura1.2: Casoo =r

Para se demonstrar esses resultados os autores fazem uso que o dual do espaco de Hardy H' é o espaco
BMO e do Teorema de Interpolacio de Stein, veja em [23] e [75]. Vamos provar as estimativas para o mu-
tliplicador m, ;- sem uso desses Teoremas, vamos usar apenas técnicas de decompoicado diadica. Porém com
essa técnica s6 conseguimos, em geral, a estimativa para os pontos do interior da parte pintada da figura 1.2.
A estratégia é simples, vamos primeiro provar, usando o Lema de Littman 1.3.3 que temos a estimativa na
antidiagonal. Para o caso o = 1 veja, por exemplo, [9] e para o > 1, com regularidade, veja [64]. Depois,
vamos reproduzir o que foi feito em [73] para a Diagonal sem os pontos extremos. Finalmente, vamos fazer
os demais casos. Depois disso, tudo ficara claro que o modo de fazer os demais casos é analogo ao que foi
feito na diagonal por Sjdestrand [73]. Para mostrar que n3o vale a estimativa no complementar do fecho da
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regido pintada na figura 1.2 a demonstracdo também serd analoga a que foi feita em [73] para a diagonal,
novamente faremos apenas uma adaptacio.

1.3.1 Estimativa na Antidiagonal

Em [9] Brenner usa o Lema de Littman para provar estimativas na antidiagonal para o multiplicador m; 1, em
[64] Pecher faz 0 mesmo para m, ., o inteiro positivo, mas como ele precisava de estimativas nao singula-
res, pediu regularidade nos dado iniciais, ou melhor dizendo, provou que m, , € um operador limitado de
W#4(R™) em LP(R™), onde W*4(R"™) é um espago de Sobolev. Mostraremos que podemos obter com as
mesmas técnicas de Brenner estimativas sem regularidade.

Lema 1.3.3. Littman Considere a integral oscilatdria
E (),

onde a amplitude v € C§°(R™) tem suporte no disco D[1,2] = {¢ € R™; 1 < [¢| < 2} enquanto a fungdo
de fase p ¢ C°°(R) no suporte de v. Além disso, suponha que o rank do Hessiano H) (1) € maior ou igual a k
no suporte de v. Entéo a seguinte estimativa vale:

— —iT —-% «
1752 (7o) ) e < COA+7)7F 3 [DGo()lee,
la<M

onde M é um inteiro adequado.
Demonstracéo. Veja em [52]. O

Vamos usar o Lema quando p(n) e v sdo radiais, nesse caso a demonstracao pode ser obtida de maneira
alternativa, usando propriedades da funcdo de Bessel e o Lema de Van der Corput que vamos indicar adiante.

Lema 1.3.4. Suponhan > 2 ev € C§°(R™) radial com suporte no disco D[3,2] = {{¢ € R™; § < [¢| < 2},
entdo para o > 0 real, temos

_ —itlele C(l+t _(%), araoc = 1;
172, () g < 4SO T Ao (19)
C(l+1t)" 2, parac # 1.

onde C' > 0 é uma constante ndo nula.

Demonstracdo. Precisamos estimar a seguinte integral oscilatéria

[ et ue)ag

considerando a fase (&) = izé — it|£]7, temos i®(£,t,x) := Vp(€) = iz — ita|€]72¢, logo no caso
|z — to|€]°~2¢] > 1 vamos usar um método de integracio por partes. Vamos considerar um operador
diferéncial D tal que De@6—tlEl7 = ¢ia€—itl€l”  considere

1 - 1
Df = \@(f,t,w)P ;Qj(g7t7x)lafgfa

aqui ®;(¢,t, z) é a j-ésima componente de ®(¢, ¢, ). Agora aplicando a integracao por partes N > 1 vezes
concluimos que

| / e () de| < Cn (1 + )N (1.10)
lz—tolE|o—2¢|>1

onde a constante C'y ndo depende de x ou t.
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Passamos agora a considerar o caso |z — to|€|72¢| < 1, como estamos restritos a 1 < |£| < 2 temos
que existe uma constante ¢y > 0 tal que para ¢ grande temos:

eyt < |z| < cot. (1.11)

Usando a igualdade (A.6) para ¢/ v(r) no lugar de f temos

]:ij(e_itlg'gv(g)) — (21)3 /0 R N wca (ro)dr. (112)

Supondo o # 1 temos que a derivada segunda com relacio a r de itr? é maior ou igual do que Ct no suporte

de (1) = v(r)r" ! (rla]) 2" Juza (r

), logo usando o Lema de Van der Corput A.1.3, temos:

]/0 e () (rfal) 2 Juce (r]a)) dr’ <Ot (kumﬂ\zp HLI). (113)

Agora usando a Proposicdo A.1.1com k = 0 e kK = 1 temos, usando (1.11), que

4] g < Cylz| (") <t <*), (1.14)
1| < Cyfa (7)1

l\')

Assim, como a integral que queremos estimar é limitada uniformemente em z, podemos deduzir que das
estimativa acima que

‘/00 e u(ryrn T (r |;1:|) * e 2( lz))dr| < C(1+1t)"2 (1.15)
0

onde a constante C' é uniforme em z.

No caso de ¢ = 1 ndo podemos usar Van der Corput, mas podemos fazer uma estimativa direta de
(1.12) usando a desigualdade (1.14) e lembrando que o suporte de v é compacto. Portanto, essas estimativas
juntamente com (1.10), provam o Lema.

O

Casoo # 1

Usando o Lema de Littman vamos mostrar que tomando p em um intervalo adequado temos m, ,(§) =
eFilEl” ’l‘é—ﬁ) S M,‘f. para p e g expoentes conjugados entre si. A proposicao a seguir trata do caso o # 1.

Proposigio 1.3.5. Suponha o # 1. Entéo,se 1 <p <2e (5 — 3)(n(2 —0)) <roup=len(2—o) < 2r,
temos
Mgp (&) = e*E° |§(|€) eMP. (1.16)

onde p* é o expoente conjugado a p, ou seja, % + ]% = 1.

Demonstracdo. Seja ¢ como na definicdo A.4.1dos espacos de Besov, lembrando que ¢, (&) = ¢(27%¢) para
todo k inteiro. Vamos provar que

oEilel” X&) Pk (§) x(§)ox(E)
194

. —_r—cgf
€ M com norma menor ou igual a C2F("—7=3)

onde C independe de k. Faca 27%¢ = 1), como x(¢) | ‘( ) ‘ﬁ"z‘(g) para k > 1, temos pelo Lema de Littman
que:



CAPITULO 1. EQUAGOES DE EVOLUCAO LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES. 18

e (2 G ey = 272 S

S CQk‘(TL—T)(l + 2!60’)—%7

para k > 1. Sabemos também que para k < 0, x(&)dy(€) = 0 e x(&) % 1) ¢ integravel. Portanto podemos

€l
concluir que para todo k inteiro e f € L'(R"™):
+il¢|7 X\S)PELS) (E)gbk(g) k(n—r—o2)
H w( €] f<f)) HLOO(W) <2 2| fllpr - (1.17)

Além disso, usando Plancherel temos

H £~>x< +ile| <§y)§q\§f(§)’7:(f))’

Finalmente por Riesz-Thorin, Teorema A.3.1, segue que

L&) < C27M| £l L2y

—7‘+ 1 0'
< C2k< (p 2)( (2 )
Lp* (Rm) —

H §—>z< +ilg|o (§|)§€Tf(f)f(f)>’

ondel <p<2e % + i% = 1. Agora note que por hipdtese, 1 < p < 2e

£l ey (1.18)

(~r+G - me-0) <0

Logo temos pelo Lema A.4.1, que:

|7, (eﬂ'ﬁ”ﬁf)f(f))\

<C ny.
ey < Ol

Quando temos 1 < p < 2 e a hipotese ( —r+ (% —$)(n2- a))) < 0, segue a série converge

|72 (g =)

o <ZH w( +il¢|” (£|)£¢|>f(£) f(f))‘

€I Pt L¥" (")
< C| fllLe@ny,
concluindo assim a demonstracao.
L]
Corolario 1.3.6. Seo # 1,entdoparal <p < 2e (% —3)2n(l—1)) <loup=1len(L—1) <1 temos:
Moo (&) = X7 Tﬁ(lg") e MY, (119)

paratodo1l < p < 2.

Demonstracdo. Aplique a Proposicdo 1.3.5 paraocasoo = r. ]
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Casoo =1

Na demonstracdo da Proposicdo 1.3.5 apds aplicarmos Litmann com o = 1 temos que o expoente em (1.17)
ficak(n—r— —) Assim, tal como demonstrado em [9] parar = 1, podemos provar a sequinte Proposicao.

Proposicao 1.3.7. Suponha que 1 < p < 2. Entdo para (5 — 1) (n+1) < r, temos
mir(§) = ei%'@ e M?". (1.20)

onde p* é o expoente conjugado a p, ou seja, zlo + % = 1.
A mesma conclusdo € vdlida no caso p = 1, desde que ”T“ <.

Demonstracdo. Analogamente a demonstracdo da Proposicdo 1.3.5 apés aplicar Littman temos para k > 1
que:

H 5—)3:( il'ﬁX(g)ng(é) ]:(f)> HLOO(]R") = C2k(niri%l)HfHL1(Rn). (1.21)

Por outro lado usando Plancherel temos

|7, (e X(ﬂﬁf(g) F f)>‘

< 027k ny.
Za@n) C27 [ fll 2w

Assim por Riesz-Thorin A.3.1, segue que.

k| —r+(2-1)(n+1))
LP* (R") =C2 ( e )HfHL”(R“)'

H 5_}33( ¢z§|X(§|)€¢f(f)]_—(f)>’

ondel <p<2e ;1) + z% = 1. Agora note que pela hipétese, (— r+ (% — ) (n+ 1)) < 0 elogo pelo Lema
A.4.1, temos

H £Hm< ﬂ:z|§|X(§’)§‘)f(§)f(f)>’

onde C'indenpende de k. Como, por hipétese, 2 > p > 1 podemos aplicar o Lema A.4.1 e concluir a primeira
parte da Proposicdo. Nocasodep =1e "“ < r temos na desigualdade (1.21) que o expoente é negativo e
a partir de agora é s6 seguir o que foi feito na Proposicao 1.3.5, ou seja, usar que a respectiva série converge.

O

ey < Ol lzocan)

Observa(;éo 1. 3 8. Note que quando il +3 L <1 o extremo inferior da anti-diagonal onde vale a estimativa
é % = 1 +1 5 que € fechado para a est:mat:va (vale a estimativa no ponto). Quando 1 —|— > 1 temos

que o extremo mferlor serd quando p = 1, também fechado. Essa técnica ndo diz sobre o caso r = ”‘QH seo
respectivo ponto extremo p = 1 serd fechado ou ndo. Embora sabemos, por Miyachi, que € aberto.

Corolério 1.3.9. Se (1, — 3) < 747, temos paran > 1 que
my1(€) = eEilél Xég) e MZ". (1.22)

onde p* é o expoente conjugado a p, ou seja, % + :L% =1

Demonstracdo. Aplique a Proposicdo 1.3.7. ]
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1.3.2 Estimativa na Diagonal

Os resultados que serdo apresentados nessa subsecdo para o < 1 foram primeiramente provados por Hir-
chmann [33] e Wainger [88], respectivamente em 1959 e 1965. Para o > 1 foi provado primeiramente por
Sjostrand em 1970 [73] e por Ishii [39], em 1974. Seguiremos os calculos feitos por Sjéstrand, que os provou
para todo o > 0.

Caso o # 1.

Proposicdo 1.3.10. Sel1 < g < s, s > 2 e se para N inteiro com N > nsq_—sq tivermos f, |D|N f € L*", entdo

11
_____ igg)

[ fllarg < il

Demonstragéo Denote a = F~1(f), er > 0 a ser determinado a seguir. Logo temos pela desigualdade de
Holder para | 5 > 1 e por Hausdorff-Young para s > 2 que

—N N
lal?, = /| _ @+ /| Nl e
z|<r z|>r
q

_a N3 N1
<Nallr™0 =D+ o ([ ol )

|z|>r
q

SIAIE =2 + DY f ()[4~ Notn(=2)

)

onde na ultima desigualdade estamos usando que ns‘s_—qq — N < 0eque f, ]D|Nf c L5, Logo
1_1 Nam(l_1
lallg < ClIFlar™ ™) 4 DN f(@)[lar~ a5,

1 1
onde C' é uma constante que s6 depende da dimens3o. Assim escolhar = || f||, V||| D" f||& e obtenha o

resultado.
O

Corolario 1.3.11. Paral <p <2,N > S ef =2(1 - %) temos

(1- 22 2
I £llaz, < 11£1l2 HID\NfH 0 ppe..

Demonstracdo. Aplicando o Lema A.3.2comp = 1, pg = 1 e go = 2 juntamente com a Proposicdo 1.3.10
parag = 1es =2, elembrando que || f||as, = || f|co- O

Proposicio 1.3.12. Se n’% — %’ < L, entdomg, € M.

Demonstragdo. O casop = 2 éimediato. Sejaa dado por F(a) = f edefinaag, por F(ax)(&) = ¢r(§)F (a)(§).
Pelo Lema A.4.6, como o > 0, para M inteiro positivo podemos provar que

|DMF(a)(€)] < Curlg| 7MY,
e portanto

IDM F(ay)||2 < Cy2FCrtMlo=D45), (1.23)

Pelo Corolario 1.3.11, com 6 = 2(1 — %) temos que

Flap)lay, < C2Fo5—5)1-0)g—kro _ Coken(;=3)-3) (1.24)
P
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Como o suporte de x estd em um complementar de uma vizinhanca da origem temos que existe um kg inteiro
talque f = Zz":ko F(ag), logo pela hipotese a série a seguir converge,

1_1

fllag, <C 2k0'(n(; 275 < Cp.
p —
k=ko

g

Note que para provar a Proposicdo 1.3.12 s6 pedimos que o > 0, vamos ver que no caso o = 1 a estimativa
vale em um intervalo maior, mas para os demais casos esse é o maior intervalo aberto na diagonal onde

temos a limitacao do multiplicador. Segue imediatamente para o caso » = ¢ o Corolario a seguir.
eEilEl”

Corolsrio 1.3:13. Se |} — 1| < L entdo f = <152 x(¢) € M,

Demonstracdo. Aplique a Proposicdo 1.3.12 parar = o. ]

Casoo =1

A demonstracio da Proposicdo a seguir pode ser encontrada no paper de 1970, [73]. A estimativa nos end-
points foi demonstrada, nesse caso, primeiramente por Peral em 1980 no paper [65].

Proposicio 1.3.14. Se ‘% — %‘ < I3, entdo f(§) = eii‘ﬂ’l‘é—ﬁ) € M,

Demonstracdo. Veja em [73]. O

1.3.3 Estimativa dentro do Tridngulo.

Considerando o Triangulo A com vértices (0,0), (1,0) e (1,1), vamos provar as estimativas com (%, %) em
uma regiao de A, para isso vamos usar técnicas de decomposicao diadica.

Casoo # 1.

Na Proposicao 1.3.12, Sjostrand, em frequéncias intermediarias, interpola os pontosp = g = 1 comp = g = 2
e assim obtém uma condicao para que a Série Diadica convirja. Nossa estratégia para obter nos demais pontos
dentro do tridngulo foi simplesmente escolher para interpolar os pontosp =¢=1coml <p<2eq= p/,
dual de p. A estratégia pode, entao ser ilustrada pela seta vermelha na figura 1.3.

e
T
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
g\
'
'
/
U
Ol

Tl

Figura 1.3: Estimativa no Tridngulo.

Proposicdo 1.3.15. Se % + % >1le 110 + "T_l < -+ %, entdo f(&) = eiim”l‘g(—ﬁ) € M. A mesma conclus@o

1 1 1—0o 1
ES = < =0 _ 2
valesep+q le q<

a
p 2°

3=
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Demonstracdo. Vamos provar o caso acima da antidiagonal % + é > 1, o outro caso segue por argumento de
dualidade. Considere a distribuicioa = F ! (f), e seja ¢ umafuncido como na definicdo de espagos de Besov
dada no Apéndice, com suporte em {z : 3 < |z| < 2}, e para k inteiro, ¢ (€) = ¢(27%|¢|). Analogamente
defina ay, por F(ax) (&) = ¢r(&)F(a)(§). Temos por (1.24) parap = 1 que

|1 F (ar)llar, < C2F707),
Por (1.18) temos também que

(L _Yn(2—0
H]:(ak)HM x < C2k< (5 —2)(n(2 )))

Py —
PO

Portanto pelo Lema A.3.2 temos que para % = 11);09 +0e % = 11%9 4+ 6,com0 <6 <1,vale

1

foakﬂan<:cak(—r+&m—z“”@—””>“—”zhﬂs;>e::cak"(%+”91—<%+2)).
o <

Como para algum k fixo, temos a estimativa pela seguinte Série Diadica

1F(a)lagg < C > 1F (@r) g
k>ko

pela hipétese temos que a Série converge, o que prova a Proposicao.
]

T
n—1

Observacao 1.3.16. Para o caso o = 1 basta interpolar os pontos da diagonal ’% — %‘ < e antidiagonal

(% — %) (n+1) < r, obtendo assim um triangulo, cuja parte acima da antidiagonal € dada por % — % <r+ "Tfl

1.4 Optimalidade da regiao

Vamos provar que a figura onde obtemos a estimativa é a maior possivel a menos, possivelmente de seu
bordo. As técnicas usadas foram adaptadas de Sjéstrand [73].

Casoo > 1

Considere f(§) = mg, .

Llema14.1. Seo > len+ %7 (- — §) > 0, entdo

r_n

FHf)) = Crfa| 7GSRI 4 O
quando |z| — oo, e C, Cy sdo constantes ndo nulas.
Demonstracdo. Veja em [73]. O

Lema1.4.2. Paral < p < o0, e % + 1% =1,sea > I, entdo f, € LP, onde
F(fa) = x ()€™
Demonstracdo. Veja em [73]. O

Proposicio 1.4.3. Sec > 1, % —|—% > le f e Mg, entdo % + UT_l < a(% + L).

aon
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Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que 1y "T_l — J(% + #) > (0, assim é possivel escolher A > 0 tal

que0 < oA — % = n( + 7= —a<2 + —)), para esse A temos ¢(n + -Z5 (% + A — §)) = n. Agora, pelo

Lema 1.4.2, temos que fg)\ € Lp, mas f(D) f,x ndo estd em L9, onde F(f(D)fsx)(&) = f(§)F (for)(§) =
(©)1€] 77Nl pois como n + -2 (L + A — &) > 0, pelo Lema 1.4.1, com r + ¢\ no lugar de 7, temos:

F(D)for(x) = Cy|a| "7 (GHATEN Rl [ 4 O (|| 20T

quando |z| — oo, logo para x suficientemente grande temos

2|~ ET G AR < F(D) fo ()]

e o lado esquerdo nao estd em L pela escolha de \. O que produz um absurdo pois f € Mg. ]

Observacao 1.4.4. Note que quando r < ﬂ a interssecdo da reta l + U—*l = a(% + Jn) com p =1éum

ponto menor do que 1, enquanto que com relagao a diagonal a mterssegao ocorre no ponto S=3 + <L
No caso r > %* a proposicao isolada nao fornece nenhuma informagao. Ou seja, s6 podemos conclu:r que
1 <p < q < oo, ejdsabemos da teoria de multiplicadores que isso vale em geral.

Casoo <1

Lema14.5. Seo > len+ %5 (Z — 5) > 0, entdo

FHf) (@) = Colef "GN RRITT 1 4 O(|2| 72 0)] + by (2,
quando |x| — 0, Cy, Cy sdo constantes nédo nulas e b, € uma fungéo continua.

Demonstracéao. Vejaem [73]. O

Proposicio 1.4.6. Seo < 1, % —|—% > le f e M, entdo % + ”T_l < a(% + L).

an

Demonstracdo. A demonstracdo é similar a da Proposicao 1.4.3. Suponha, por absurdo, que - 1y "T_l —0o (% +

L) > 0, assim é possivel escolher A > 0 talque 0 < o\ — 1% = n( + == — a<2 + —)), para esse \

an

temos q(n + %5 (% + X — §)) = n. Agora, pelo Lema 1.4.2, temos que fg,\ c L ,mas f(D) fy) ndo estd em

L%, onde F(f(D) fsx)(§) = F()F (fax)(§) = x(§)[€[ 7= Ve, pois como n + 25 (5 + A~ §) > 0,
pelo Lema 1.4.5, com r 4+ o A no lugar de r, temos:

F(D) for(x) = Cyfa| a5 GHAZED G0 T 1 4 O(|2| 7207 1)] 4 b, (J€])

quando |z| — 0, logo para x suficientemente pequeno temos

lbo (|2])] + 2|7 S |F(D) for()]

_n ,
e o lado esquerdo ndo esta em L4, pois se tivesse como b, € continua teriamos que |z| ¢ estd em L%, o que
daria um absurdo, logo f néo pertence a M. O

Casoo =1

Lema 1.4.7. Para o = 1 temos que F~1(f) € LY (R™\ S"1)e

loc

FHf) (@) = (@) + Clsgn(1 = [2))[1 = 2] =% (1 + o(1)),
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quando |z| — 1. Onde b € L™, ser — "1 < 1er — 251 é ndo inteiro. Além disso:

a(z) = F7(f)(2) = O(lz|7"),

quando |x| — oo, para qualquer N.

Demonstracéo. Vejaem [73]. O
Proposicdo 1.4.8. Se f € MY, n— % — ol <o,

Demonstracdo. Pelo Lema 1.4.7 temos que a e L4 implica que ¢(r — %) > —1, ou seja, r > 2EL — %.
Vamos supor que f € M}, mas 5 — % — 2 > r,entdor = % — l — ”7*1 — ¢, come > 0. Con5|dere
A = L + ¢, segue pelo Lema 1.4.2 que f e LP, logo segue de nossa hipotese que f(D)f\ € L4, assim
apllcando a conclusdo do comeco da demonstracdo para r + A no lugar de r» temos que r + A > ”H — %.
Por outrolador + \ = 5 — % — "T_l —e+ = o +e= "T“ — %, um absurdo que conclui a demontragao. ]

1.5 Aplicacao para Equacoes de Evolucao Lineares

Nessa secdo usaremos a seguinte notacio para representar a solucio

u(t,r) = Kq1(t,-) x= (x) + Ka(t, ) * ¢(x),

em que

Ki(t,x) =Fc, (Sm‘(g,‘f'o))

Ko (t, z) :—.7-"6_1>I<cos(t|§] ))
Estimativa singular na linha dual
Teorema 1.5.1. Suponhao >2el < p < 2oup = 1desde que o > 2. Se u(t, x) € solugdo de

u + (—A)u =0, u(0,7) =¢(x), uw(0,2) =¢(zx), t>0,xeR",

entao

Jutt Mo < et 5 (o + bl )

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais e % + % = 1.

Demonstracdo. Em decorréncia das Proposicoes 1.3.5 e 1.2.1 e da desigualdade (1.3) temos que:

[t (e + i) Sro)©)|

Pelas proposicoes 1.3.5, 1.2.2 e 1.2.6 juntamente com a observacao 1.1.1 temos:

1

1
< Ct? 76|

Lr* (Rm) ~



CAPITULO 1. EQUAGOES DE EVOLUCAO LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES. 25

[P ((7 - ) g0 |,
<et]|7t. (sinteiel) 0L F@@) . + et FE D ol

2nel_ 1
<ct" e @7V |y o

O]

Teorema1.5.2. Suponha s # lel <p<2e(L—1)2n(L-1) <toup=ten(L-1) <1 seu(tx)
€ solucdo de

Ut + (_A)Ju =0, u((),x) = (b(x)a ut(()?x) = w(x)n t>0,x € an

entao

lutt, g <t ) (IBlleo + LI DI BlLo + telo ).
onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstracdo. Em decorréncia das Proposicdes 1.3.5 e 1.2.1 e da desigualdade (1.3) temos que:

b () o)

Lr*
sf:t\\fix(cos(ﬂaff)(l XN FOO)| . + |7 (g ) F@©)
<t ¢ D gl + et 7 G)IDI g 1o
Pelas proposicoes 1.3.5, 1.2.2 e 1.2.6 juntamente com a observagao 1.1.1 temos:
|t (et —eter) e ),
<etred. (sinte) T3 F @) |+ e F Ol
<ct"" Gy,
(]

A proposi¢ao 1.3.5 impde uma outra restricdo em p, mas a demonstragdo do resultado a seguir é analoga
a dada no Teorema 1.5.2.

Teorema 1.5.3. Suponhaquel <p <2e (% - < n}rl e seja u(t, x) solucdo de

up — Au =0, u(0,z) = ¢(z), w(0,z)=v(z), t>0,zcR"

Entdo

on(Ll_1
lut, Yo < ™ (gllzo + DIl o + |z ).
onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstracdo. Andloga a dada no Teorema 1.5.2. ]
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Estimativa ndo-singular na linha dual

Agora vamos obter estimativa nao singular para a energia com regularidade nos dados iniciais, note que
mesmo no caso ¢ = 1 nao temos restricdoem 1 < p < 2.

Teorema 1.5.4. Suponhaquel <p<2e % + é = 1 e seja u(t, z) solucdo de
Uty — Au = 0, U(O,l’) = qb(ﬂi‘), ’LLt(O,I') = w(x)7 t>0,x € Rna

entdo )

_n-1¢1_1
It ). Vult Dllze < e+ 67T G (@] orss + ]z ).
onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais e r = n(% — %)

Demonstracéo. Veja em [22]. O

Teorema 1.5.5. Suponhaquel <p <2e 117 + % = 1 eseja u(t, z) solugdo de
Ut + (_A)Uu =0, U(O,l') = (;5(1’), ut(()?x) = w($)7 t>0,z ¢ Rna

com o # 1, entdo

It (=) 2ut, Pls < 1+ 075G (19l e + [0l ).

—_

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais, r = n(]; — %) e:

g(o) = {

Demonstracdo. Primeiramente note que em baixa frequéncia pela Proposicdo 1.2.1 temos

, 022,

(1.25)
, O<o<2e0#1.

[SISESEN]

Hrl(wsgﬁ”)u —xe)iera@)| < ot E G pes,

comr < n( — %) Enquanto que para frequéncias altas, pela Proposicao 1.3.5, temos

|7 (S xaierer=a@)], < -2 G-Diiorolu,

para n(l — 1) (1 — %) < r. Portanto tomando r = n(l — l), temos
p g P q

|77 (costeleimlera@)]|, < anor G o,

Agora tome 71 = max{0, n(% — %) (1—%)}, logo

|7 (costtielierae))|| | < o (i) DI 610,

onde g(o) = Z quandoo > 2eg(o) = 5 quando o < 2e o # 1. Como r > rq, temos

1_

|7 (costtlellelra©) | < ca+ t>9<"><éé) ,<D>0+n(p é)d)”m
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1
onde (£) = (1+]¢[%)2. Analogamente temos

|7 (smerri@)|,, <ca+ 504 1oy 1) .

O
Teorema 1.5.6. Suponhaquel <p <2e % + % = 1 e seja u(t, x) solugdo de
utt + (_A)Uu =0, U(O,(L') - ¢(37)7 ut(()?x) - 1/1(37)7 t>0,r € R,
com o > 0, entdo
—g(o)(£—1)
utt, Pllza < e+ G (gllinr + 6l oo ).
onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais, r = n(% — %) >0
g? 0- Z 27
glo) =435, 0<o<2ec#1, (1.26)
”Tfl, oc=1.

Demonstracédo. O caso o = 1 encontra-se em [22], a demonstracdo dos demais casos é analoga ao Teorema
anterior. ]

Estimativa singular com o primeiro dado nulo

Teorema 1.5.7. Suponha o # 1 e seja u(t, x) solugdo de

up + (=A)7u =10, u(0,2) =0, u(0,z)=(z), t >0,z €R"

Entdo paratodol < p < ¢ < oocom%—k% > 1el%+”T*1 < a(
temos

N[
_|_
S|=
N——
o]
=

nel_ 1
lu(t, Yo < Cpgt' =2 | o (1.27)
onde C), , € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstragdo. Basta notar que podemos decompor o multiplicador de u(t, x) em frequéncias altas e baixas

como a seguir.
by = b (el iteler)
) =T = g

sin(t[¢]7)
(3§
e agora para o primeiro multiplicador combine a Proposicao 1.3.15 com a Observacao 1.1.1, e analogamente

para o segundo combine a Proposicdo 1.2.2 com a mesma observacao e conclua o Teorema na intersecdo dos
seus dominios de validade para p e q.

XHENF@)E)) + Fol (1= x(tg1) F ()

O]

Estimativa com regularidade no primeiro dado

Teorema 1.5.8. Suponha o # 1 e seja u(t, x) solugéo de

up + (—A)°u =0, u(0,z) = ¢(z), w(0,z)=1v(z), t>0,zecR"
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5 1,1 1,01 1,1 1,1 o—-1_1 1_1
Entéo para todo 1 <p§q<oocomp—|—q21ep+ p §a<2+n)oup+q§1e > qga(
temos

3
NI
N—

e, lzs < et= ™) (18]l + DI 6l e + el 2 )- (128)

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstracdo. Primeiramente observe que:

Felo(cos(tlelNF(0)(&))

eHlEl7t 1 o—ilg]ot
=Pt (1= X1E) costlel ) F(0)(@)) + F, (el ) 5 gr——lel"F(0))
etélt —ilg|7t
=Pt (1= X(HE) costleln) F(@)(©)) +Fek, (el 5 FUDIT6)(@)).
A partir de agora a demonstracao é analoga a do Teorema 1.5.7. O

O Teorema a seguir sera usado no proéximo capitulo.

Teorema 1.5.9. Suponha o > 1 e seja u(t, x) solugdo de

Ut + (—A)UU = 0 U(
Se € L?(R") e ¢ € H'(R™), entdo para

, u(0,z) =9Y(z), t >0,z € R"

1 1
3 > — temos que

u(t,z) € C(R, LY(R")).
Demonstracdo. Pelo Teorema da convergéncia dominada, temos:
(K1 (t+ AL, -) = Ki(t,-)) *a l@(')”ig

sin((t + ADJgl)  sin(tle]”) ~
gcu( e o )w@)(mm 2.

< CAt / [(€)[2de + C
|€]<1

AN
(sin((t+ A8)j¢]7) — sin(tle")) 1H(©)1*ds — 0,

lg1>1

quando At —> 0.
Agora, como 2 >

1>
Z 3=
temos que

3 — 1, temos o mergulho de Sobolev A.2.2 H(R") — L. Logo, como ¢ € H'(R™),

|| (KQ(t + Atv ) - KZ(t7 )) *x (ﬁ()HL%
< C|| (cos((t + Ab)[E[) = cos(tg[)) (€)1 + [€2) 2|2 — O,

quando At — 0.

Se nos restringirmos a L%(R") temos:

Teorema 1.5.10. Suponha o > 1 e seja u(t, x) solugdo de
uy + (—A)°u =0, u(0,z) = ¢(x), w(0,z)=1v(z), t>0,zecR"
Setp € L*(R™) e ¢ € H?(R"), entdo temos que

u(t,r) € C(R,H(R")) N C* (R, L*(R™)).
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Demonstragdo. Como ¢ € H?(R™), temos que
(0K (t + AL, ) — 0 Ka(t,-)) %2 ¢(-)|I 12
< C|(sin((t + A0)|E]7) = sin(t[¢])) S(E)IE|7 Il 2 — 0,

quando At — 0. Analogamente, temos

(D1 (t + At ) = QK (L)) %2 D ()|
< O (sin((t + A0)[E|7) = sin(tl¢]7) P(€)]172
2
<0 | (sin((e+ Anlgl") — sin(elel”) ) W) Pdg 0,
quando At — 0. O que prova que u(t,z) € C'(R,L*(R™)), a prova que também temos u(t,z) €

C(R, H°(R™)) é analoga.
O

Teorema 1.5.11. Suponha o > 1 e seja u(t, x) solugdo de
ug + (—A)°u =0, u(0,z) = ¢(x), w(0,2) =1(z), t >0,z R".
Sev € L*(R") e ¢ € H°(R™), entdo temos que

u(t,z) € C(R, LY(R™)),

Demonstragdo. Seq > 2 e 5 + 13 = 1, temos por Hausdorff-Young e por Holder

(K2 (t + A, ) () — Kot ) * 0 pany < |(Kalt + At,-) — Ka(t, ) ()| ogm)
< (K2t + At,-) = Ka(t, ) | e ) 191 L2y
S (Kt + At, ) — Kaft, ‘))HLT(RH)WHL?(Rn),

onde r = 22— =
2-pl+ — [e—2+ 2}
Teorema da convergencia domlnada de Lebesgue que

|(Ka(t + At,-) — Ka(t, )|l or@ny — 0

quando At — 0.
De maneira analoga demonstra-se que || (K1 (t+ At, ) xtp(-) = K1 (t,-)) *9(:) || pa(rny — 0 quando At — 0,
desde que supomos ¢ € H?(R"™). O

Corolario 1.5.12. Suponha o > 1 e seja u(t, x) solugdo de
Ut + (_A)Uu = 07 U,(O,Z') = (b('r)? ut(()?x) = 1/’(37)7 t Z 07 T c Rn
Sev € L*(R") e ¢ € H°(R™), entdo temos que
u(t,x) € C(R, Lq(R")),

com =5 < g < oo, sen < 200U 5 < g < = 20, sen > 20. Além disso, a mesma concluséao vale para
2<qg< < 21 se tomarmos 1 € L2(R”) e¢p € HY(R").

Demonstracdo. Segue dos Teoremas 1.5.9 e 1.5.11. ]



Capitulo

Fxisténcia e Unicidade para uma equacao de
Evolugao Semilinear

2.1 Problema de Cauchy Semilinear

Vamos considerar o problema de Cauchy semilinear

{utt + (—A)%u = |ulP, t>0, xR 21)

U(O,.ZU) = 07 ut(()?x) = ¢($)>

comp>leoc > 1.
Para saber mais sobre problemas semilineares veja [11] e [22].

Observacio 2.1.1. Para o problema de Cauchy (2.1) vamos provar existéncia global e local, em todos os casos
estaremos considerando que os dados iniciais estdo sendo considerados no sentido das distribucées, ou seja,
a solugdo que procuramos deve satisfazer u(t,z) — u(0,z) quando t — 0 fracamente. Isso serd imediato
da representacdo de Duhamel e dessa que isso vale para o caso linear. No caso 2 < g < %, temos também
no sentido forte em L4, isto é, u(t,z) — u(0,z) em L7 quando t — 0, isso segue também da representacdo

via Duhamel e do Teorema 1.5.9.

Vamos definir os nlcleos K (¢, ), K (t, z) relativos a parte linear por:

Kot @) :=F L, (cos(tlel”)),

Sin(tlﬁl"))

Ki(t,z) :=F; (T .

Yo

No que segue iremos fixar ¢(r) dado por

SR <<1+1>—1> (2.2)
g(ry o—1 “\n"2 r '

Quando r = 1, faremos ¢ := ¢(1). Vamos dividir as demonstra¢des de Existéncia e Unicidade em dois casos,
quando n < 20 e quando n > 20 que corresponderao, respectivamente, aos casos § < 2e g > 2.

No caso o = 1 ndo podemos ter existéncia global para dados grandes em qualquer espago L4(R"), veja
[30], e esperamos essa mesma situacio para ¢ > 1 qualquer. A partir disso vamos mostrar que a norma

Y]] ne-1) ser pequena é uma condi¢do necessaria para se ter existéncia global para a equagio (2.1).
Lo(+1)
Se wu é uma solucdo para (2.1), entao

(N, Nez),  com h=——— |
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também é solucdo da (2.1) para qualquer X\ > 0, com dado inicial )\hﬂg()\%m). Observe que

1 _n
NF A ) [za = A7 [l 1o (2.3)
Tomandoh+1 = Jﬂq, encontramos q. = ZEZ;B Suponha que para algum ¢ # q. temos que para dados com

norma LY pequena exista solucio global, entio a igualdade (2.3) mostra que é possivel encontrar solucdo
global para todo dado inicial em L9, ora, mas ja sabemos que isso ndo é possivel. Assim a Unica chance de se
provar existéncia global é para dados pequenos em L4. Isso fornece para quais valores de p é possivel obter
existéncia global, basta notarmos que ¢. > 1 é equivalente a p > p.(n), onde definimos:

20
[n—o]

Dizemos que p.(n) é o expoente critico. Espera-se que quando p > p.(n) tenhamos solucdo global no tempo,
enquanto para 1 < p < p.(n) tenhamos blow-up.

pc(n) =1+ (2.4)

211 Caso20 >n
Existéncia e Unicidade Local

Consideremos parag > 19 > ¢
X,4(T) = {u € L®([0, 7], L’ (R™)) N LYR™)) : ||ullx(7) < o0},

quando claro, simplificamos Xy (7") := X (T'), e usaremos a norma

lullxry = esssup (Ju(t, ) lza + llu(t, iz ).
T>t>0
Agora parau € X (T'), defina .
Pu(t,z) = u!™(t,z) + Nu(t, z), (2.5)
onde .
Nu(t,z) = / Ki(t—s,-) *(2) lu(s,-)|Pds.

0
onde u!™(t, ) = ui(t, ) + uz(t, z) comuy (t,2) = Ki(t,) () V() eua(t,x) = Ka(t, ) %) ¢(-)-
Lema 2.1.2. O espaco X (T") é Banach.

Demonstracdo. Segue do fato que os espacos LP sdo normados e das propriedades do supremo que o espaco
X (T) é também normado. A completude também segue imediatamente da completude de L? N L4 e de
estarmos tomando o supremo essencial em ¢. Note também que X (T') é ndo vazio, pois Ka(t, ) *(,) ¢(-) €
X (T) sempre que ¢ € C.(R™), por exemplo. O

Lema 2.1.3. Suponhao > len < 20.Sel < p < %para qualquer g > 2, existe 1 > T > 0 tal que para
cada u,v € X(T) tem-se que Nu, Nv € X(T') e valem as seguintes desigualdades

_n(1l_1
INulxay < o778 jul 2.6

_n(1_1 _ _
INu=Nolxay < €758 Ju vl (g, + 1ol 27)
onde a constante C ndo dependede 1 > T > 0. Além disso, se u € Xy 4(T), tem-se N (u) € C([0,T7], L*(R")N
L1(R™)) N C*([0, T, L*(R™)) e valem as mesmas estimativas (2.6) e (2.7).

Demonstragdo. Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para os pares (¢, ) e (g, 2),
que sdo pares admissiveis para aquele Teorema no caso 20 > n, temos
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[INu(t,)llg < /O [ Kot —s,-) * [u(s,-)[Pllgds < /0 (t — s)l_?<5“>

S [ =9 dslull i, S Tl

Note que usamos ¢ < pg < ge ¢ < 2p < g que vém da hipétese 1 < p < e de que nesse caso temos

¢ < 2. Na ultima desigualdade usamos também que 2 — g (% — %) > (, para qualquer ¢ > 2 no caso

n < 20.
Para provar a outra desigualdade observe que pelo Teorema do Valor Médio é possivel provar a seguinte
desigualdade

[luf? = 0P| < Colu— vl (JulP~" + |vP~1),

usando isso e em seguida a desigualdade de Holder temos que

llal” = 0P|z < Collu— vl (llullfmr + Iloll7-)

A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstracao da desigualdade anterior.
Finalmente, para 2 < 1 < ¢, temos:

[Nu(t + At, ) = Nu(t, )| o @)
t+At t+At
5/ [(Ei(t+ At —s,-) — Ki(t —s,-)) % yupy\w(w)ds+/ 1K1 (t = s,°) *. [ul?|| o @nyds
0 t

—

AL L /\ t+AL .
g/o (K1t + At —s,-) _Kl(t—3,.))|uyp|ymRn)ds+/ 1K1 (t — s, ) [ul?|| o () ds
t

At . t+AE
<[ NRE A ) SRl e st [ IRl ol ds
0 [2 ] t +(R
At L At
<[ IR A s - Rl = sl ol st [ IR 2 o
onde na ultima desigualdade estamos usando Holder e % + % = 1. Agora note que [2_27:“ = ﬁ. Como,

por hipétese, n < 20, temos ﬁa > n, segue disso, da definicdo de K5 e do Teorema da convergéncia
dominada que:

AL .
[ IR At - R0 ds 0,
0 LETE (&)
YNNI t+At
/ | K1 (t — s, ) dsgC/ ds — 0,
t +(R™)
quando A — 0. De maneira analoga prova-se que N (u) € C*([0,T], L*(R™)) O

Agora no Lema a seguir vamos considerar que ¢ = 0 e provar um Teorema de existéncia local.
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Teorema 2.1.4. Suponhao > 1,n < 20,1 <p < % e g > g qualquer. Nesse caso existe 1 > T > 0 tal que
para cada vy € LI(R™) N L?(R™), temos uma tnica solugdo fraca u € L™ ([0, T], L1(R™) N LI(R™)) de (2.1)
tal que

1

Jutt. ), < 26675 G (ol + o). 29

para todo T > t > 0e Cy > max{Cyg4,Co4} ndo depende de T, onde C,, , foram definidas no Teo-

rema 1.5.7. Para p = 1 temos que T ndo depende de R e nesse caso a solucdo existe e é unica em todo
L>=([0,T], L4(R™) N L4(R™)) para cada dado inicial » € LI(R™) N L?(R™).

Demonstracdo. Segue imediatamente das desigualdades (2.6) e (2.7) e da definicdo de P, dadaem (2.5), que

n

_n(l_1 _ _
1Pu—Pollxery < €5 G0 Ju— ol oy (allBhy + 05 2.9)

eparal <1

1P ()l xry <Kt 50y B g + I (6 ) ey 0O + €T 73 g

1

_n(l_1 _n(l1_1
<CoTlllg + o5 5 s + 015 ) a1

_n(l_1)y oo\ a2-n(l_1
<cor 73 (Il + k) + o727 3 i, (210
onde Cy > max{Cjg,C2 4} ndo depende de T', onde C), , foram definidas no Teorema 1.5.7. Temos que
n(l_1
0<1l—g<1- g(% - é) Assim é possivel tomar T' > 0 pequeno de modo que COTP?(?*E)R +

1

CTQ_g(%_E)RP < R. Logo, pela desigualdade (2.10), temos que para ||¢|| + [|¢||2 < R o operador P
leva Bx (1)[0, R] nela mesma, onde estamos denotando por By (7)[0, 2] a bola fechada de centro 0 e raio

Rem X (T). Agora como 2 — g(% — %) > () é possivel diminuir T' > 0, caso nescessario, para termos que

1
40T* - (2 q) RP~1 < 1. Logo, pela desigualdade (2.9), concluimos que para esse T’

1
|[Pu — Pvlxr) < 5”“ = vllxz);

ou seja P restrito a BX(T) [0, R] é uma contragao para 7' > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo Teo-
rema do Ponto Fixo A.2.1temos que existe um Gnico o ponto fixo P(u) = u € Bx [0, R].

n

Como CT* = (%_%) Rr! < % temos pela desigualdade (2.10) e pela igualdade P(u) = u que

lullxery < 26675 G5 (Jll + l)
Finalmente se tivermos 4C,T (%_l) a ici a -
que 4C) a/ < 1, entdo podemos provar a unicidade. Ora se u, v sdo so
lucdes que satisfazem (2.8), com [|1)[|z + [[¢[|2 < R, entdo temos pela escolha de T' que ||lul x(7) < Re
|ull x () < R, como sdo solucdes temos pelo Principio de Duhamel que P(u) = u e P(v) = v, portanto
ambos pontos fixos, mas pela unicidade do Teorema do Ponto Fixo para Contracdes, temos que ter u = v. E

isso finaliza a demonstracdo do Teorema.
O

Observacao 2.1.5. O Teorema 2.1.4 também vale para o caso 20 = n, mas nesse caso o I' também depende
de ¢ como é fdcil ver pela demonstracdo do Teorema.

Agora vamos considerar o caso em que ¢ nao é identicamente nula, mas para isso vamos fazer uma rapida
Obseracao.
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Observacdo 2.1.6. Lembre-se que pelos Teoremas 1.5.11e 1.5.10 temos que uy, us € C (R, L*(R™)NLY(R™))N
C'(R, L*(R™)) para 2 < q < oo, com ) € L*(R"™), ¢ € H?(R™). Em particular, nessas condi¢ées, uy,us €
X27q(T)'

Teorema 2.1.7. Suponha o > 1,n < 20,1 < p < 2 e2 < ¢ < oo qualquer. Se $ € H?(R™), entdo
para Ry := ||uz|x, (1) existe 1 > T' > 0 tal que para cada i € ( "), temos uma unica solugdo fraca
u e C([0,T], LYR™) N L*(R™)) n C*([0, T, L*(R™)) de:

(2.11)

{utt F(=A)u = |ulP, t>0, z€R"
w(0,2) = ¢(x), w(0,2) = ¢(z).

Demonstragdo. Estaremos usando que X5 ,(7") = X (T'). Segue imediatamente das desigualdades (2.6) e
(2.7) e da definicdo de P, dada em (2.5), que

n(l_1 _ _
1Pu—Pollxery < €75 G3) Ju— ol ey (ullf iy + 015 (212)

eparal <1

HfKU)—-Uﬂqu)SHKHGw)*@)wﬁﬂhg-%HKH@w)*u)¢0ﬂhg-%Cﬂﬂ_g(l_fhhmp

_n(l_1
<2CoTlla + €73 6Dl o,

<CoT|0ll2 + 0T 5 =0 (e — wall x e + uzllery)? (213)

onde Cyp > max{Cs 2, C5,} ndo depende de 7', onde C), , foram definidas no Teorema 1.5.7. Temos que

0<l—5 < 1—7(5—5) Assim é possivel tomar T" > 0 pequeno de modo que CoT R+CT _7( q) (R+
Ry)P < R. Logo, pela desigualdade (2.13), temos que para |[7/|2 < R o operador P leva Bx(r )[Ug, R] nela

mesma, onde estamos denotando por Bx (r)[uz, 1] a bola fechada de centro us e raio R em X (T'). Agora

como2—2 (l — 5) > 0 é possivel diminuir T > 0, caso nescessario, para termos que 4C'T’ _7( q)Rp_l <
1. Logo, pela desigualdade (2.12), concluimos que para esse T’

[Pu— Pullx) < *Ilu —vllx@),

ou seja P restrito a BX(T) [u2, R] é uma contracdo para T' > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo
Teorema do Ponto Fixo A.2.1 temos que existe um Unico o ponto fixo P(u) = u € Bx(r)[uz, R]. Além
disso, segue do Lema 2.1.3 que Nu € C([0,T], L*(R™) N LY(R™)) N C*([0,T], L*(R™)) e da Observagao
2.1.6 que temos 0 mesmo para u'™™, portanto concluimos também que u € C([0, 7], L?(R™) N LY(R™)) N
C'([0,T], L*(R™)). Agora, resta provar a unicidade em todo espaco X (T') e ndo apenas em uma bola com
centro ug. Para isso, considere duas solugdes u, v € X (T') e defina Ty como o primeiro tempo em que elas
diferem, Ty :=sup{0 <t < T < 1: u(s,-) = v(s,-), ¥V 0 < s < t}. Queremos provar que Ty = T, para
isso suponha por absurdo que Ty < T, nesse caso considere o problema de Cauchy,

up + (—A)7u = |ul?, t>0, zeR”
uw(0,z) = u(To, z), u(0,2) = u(Tp, x),

usando os mesmos calculos para provar (2.12), é possivel provar, usando a notacao
lullx, = esssup (lu(t, Yo+ fu(t,)l2),
T+e>t>T

que para € > 0 tal que T + € < T temos:
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n 1

_n(l_1 _ _
1Pu— Pullx, < €5 58 Ju— ollx, (lulBt + ol%0). (214)

Como P(u) = ue P(v) = v, tomando ¢ > 0 pequeno temos um absurdo que vem de Ty < 7. O

Existéncia e Unicidade Global

Até dizermos o contrario estaremos considerando de agora em diante 20 > n > o, ou ainda § < 2. Antes
de enunciarmos e provarmos o principal Teorema da primeira parte dessa secao vamos fazer uma observa-
cao que vem do fato que as estimativas para as equacdes de evolucio lineares obtidas anteriormente sao
singulares, mas precisamos que sejam ndo singulares para obter existéncia e unicidade global para equacoes
semilineares, que é o principal objetivo dessa secao.

1

Observacao 2.1.8. Se 1 + g (% p) > 0 a singularidade em (1.27) desaparece. A intersecdo das linhas

1—-0 1 <1 1)
ol ===
D q n 2

é o ponto (p, q) = (2, -2%-). Como estamos supondon — 20 < 0 e g € L'(R™) N L?(R") temos que para

' n—20

qualquer p < g com (p,q) € A= (1,2] x [¢,00) existe 7 € (1, 2] tal que (1.27) implica em

319
®
|
\

Il

1_1
¢ p

[Pllr < ll¥lln2, t€0,1)

1

1_2(1_,) (2.15)
(L+t) 7\ VY LinLe, t € [1,00).

lult, e S

Logo podemos escrever

1

lutt Mo < Co)@+ 05 G gl mme, 1€ [0,00). (216)

onde C(p, q) sdo constantes que sé dependem de p, q, n e o. Veja a figura 2.1.1 que ilustra esse caso.

al-
»
>

=lle]

NI Ol

\/
—

Nl

Figura2.1: n < 20

O principal Teorema da primeira parte dessa secdo sera provado usando um argumento de ponto fixo, assim
vamos precisar antes definir o espaco e o operador adequado além de provarmos alguns lemas que serdo
ultilizados. Passamos primeiro a definicdo do espaco. Consideremos para § < g e 6 > 0 pequeno de modo
quel+ 9 <q.

X5(T) = {u € L=((0,T), LIR") N LUR™) : [lullxsr) < o0},
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com a norma

1

|ul| x5(7) = esssup <(1 4 t);(m
T>t>0

D7 s+ 0+ 0% (70 e ).

Agora, pela Observacio 2.1.8 temos que X;(T') é nio vazio, basta tomar ¢» € L!(R™) N L?(R™) e notar que
ul™(t,x) € X5(T), onde u'™(t,z) = Ky(t,-) *(z) ¥(-). O método de ponto fixo, ou aproximacéo sucessiva
que usaremos tem como idéia procurar uma solugio no espaco Xs(7T') partindo de u'"(t, x) e iterando um
determinado operador.

Lema 2.1.9. O espaco X5(T') é um espaco de Banach.
Demonstracao. A demonstracao é como no Lema 2.1.2. ]
Além disso, temos o seguinte Lema.

Lema 2.110. Sejam o > 1,0 < n < 20, p.(n) < p < 0o e 2p < q quaisquer. Nesse caso existe 1 > § > 0
tal que para cada u,v € Xs(T) com0 < § < § tem-se que Nu, Nv € Xs5(T) e valem as seguintes
desigualdades

| Null x5 (1)

IN

Cllull, ) (2.17)
|Nu~ Nollxyzy < Ollu—vllxyry(lulltp + ol i), (218)
onde a constante C ndo dependem de T > 0.

Demonstracdo. Vamos comecar provando (2.17), usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema
1.5.7parar > gcomd >0el+4d < g

t t _n(_1 _1
|Nut, )l < / 1Kot — s,°) % [u(s, )Pl -ds < / (t — )75 E5D) [u(s, )Pl s ds.

Além disso, como para 20 > n > o vale pc(n)7> 2 > ¢ ahipétese 2 > p > p.(n) implica que é possivel
escolher 1 > ¢ = d(p) > Otal que parad € (0,0) temos ¢ < p(1 +9) < ge 5(d) =3 > 1, onde,

s () )

Como paraqualquer 0 < § < §temos § < p(1+8) < gsegue queexiste 0 < # < 1tal que p(1+5) = %4—(1;9)
e logo pela desigualdade de Holder vale

0 1-60
lult, Mo S ult, ) Gallult, IS

_B
S @+ 7 ullxs (2.20)
Portanto temos que
Huls, WP lpes = lluls, ) paes S 0+ )l - (2.21)
Como 3 > 1epara2c > ntemos 2 (ﬁ — ;) — 1 < 1 podemos usar o Lema A.4.7 e concluir que:

t n( 11
IVue e S [ (t—s)l—ﬂw D1+ ) Pdslfully,

el
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Finalmente considere r = G e r = ¢ e obtenha a primeira desigualdade. Note nesse ponto que, como a
estimativa é ndo singular temos que Nu € L ([0, T, L1(R") N LI(R™))
Agora observe que pelo Teorema do Valor Médio é possivel provar a seguinte desigualdade

[Jul? = [v[P < Colu — vl (JulP~! + [P7),
usando isso e em seguida a desigualdade de Holder temos que

-1 -1
uf” = olPllzr < Collu = vl (Ilullfe + l0IIZ)

A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstracio da desigualdade anterior.

[Nu(t,-) = Nu(t, )| -
t 1on (1)
S [ =9 5D uts, )P ol )P s ads
0
< [ ith) plan)d
s (t—s) "o \T T Ju(s, ) = v(s, ) paren ([uls, P sy, + 100 )P s, ) ds
t
Ry (R - -1 -1
< /O (t — )"~ (5577 (14 8) Pl — vl xy ) (lully, by + N0l i)
Note que na ultima desigualdade foi usada (2.21) para u, v e u — v. E com isso finalizamos a demonstraco.

O]

A condicao 20 > n implica ¢. < 2, além disso ja sabemoms que a condicao ¢. > 1 é equivalente a condicao
p > p., portanto é natural que para se obter existéncia global no caso o < n < 20 e p.(n) < p < oo seja
necessario que a norma L!(R™) N L2(R") do dado inicial seja pequena. De fato temos o Teorema a seguir.

Teorema 2.1.11. Sejamo > 1,0 < n < 20, p.(n) < p < oo e 2p < q quaisquer. Nesse caso existe ¢ > 0
independente de T tal que para todo v € D = LY(R™) N L?(R") com

[¥llp = 1l mey + 9] L2rn) < €

temos para § < &, com ¢ escolhido no Lema anterior, uma unica solucéo us = u € LOO([O, T], LY(R™) N
L1(R™)) para (2.1) tal que
1_2(#_1)
[ut, )llr <2Co(L+ 1) oA+ |9h]| prrn)nr2 ®n), (2.22)
para todoT > t > Oonde § < r < qe Cy € uma constante maior do que as constantes C(1 + §,q) e
C(1+ ¢, q) da Observagdo 2.1.8.

Demonstracdo. Segue imediatamente da desigualdade (2.18) e da definicdo de P que
—1 —1
[Pu— Pv| x;) < Cllu— ”HX(;(T)(HUHI))(&(T) + H”HI))((S(T)) (2.23)

onde C é uma constante que independe de T', donde concluimos que P é continua em X(7"). Vamos provar
que existe ¢ > 0 tal que para todo dado inicial |[1[|L1(gn)nz2rr) < € @ sequéncia definida por u_; = 0
eu; = P(uj—1)j = 0,1,... é de Chauchy em X5(7"). Como o espago é completo, Lema 2.1.9, existe
u € Xs(T) tal que u; — uem Xs(T), da continuidade de P temos que P(u) = u e de acordo com o
principio de Duhamel u serd uma solucio fraca de (2.1), provando assim a existéncia. Segue da desigualdade
(2.17) e da estimativa (2.15) que existe uma constante Cy > 0 independente de T" e 1) tal que

1P(w) x50y < Collllrmnynre@ny + Cllull iy (2.24)
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Comop > 1€ possivel escolher nosso e > 0 de tal sorte que C'(4Coe)? < Coe, logo tomando ||9)[| L1 (gr)nr2mn) <
e temos que pela desigualdade (2.24) que a sequéncia construida acima satisfaz ||u; HX(;(T) < 2Ce paratodo
j=0,1,.... Além disso temos para esse € que vale também 4C (2Ce)P~! < 1, e dai pela desigualdade (2.23)
segue que
1
w1 — u]”X5 <27 luj — - 1HX5

Portanto u; é uma sequéncia de Cauchy. Note que como a solucdo u assim obtida satisfaz [|ul| x, ) <
2Che e P(u) = u logo temos pela desigualdade (2.24) e escolha de ¢, uma vez que essa escolha implica
20(2Cpe)P~1 < 1, que

_ 1
ull x5y < 2Coll¥ | Ly mrynr2@®ny + CHU||§(£T)||UHX5(T) < CollYll 1 mrynr2@ny + §”UHX5(T)

0 que prova a de5|gualdade (2.22) parar = ¢, g, o caso enunciado no Teorema segue usando que existe
0<6<1tal que =3 0 + ( 0) e portanto usando a desigualdade de Holder temos

0
lult, e < flult s lult )15

provando portanto o caso geral enunciado. Suponhamos agora que existam duas solugdes u # v da equagao
(2.1), com [[9h[| L1 (mrynL2(rn) < €€ € escolhido como acima de tal sorte que vale a desigualdade (2.22) para ¢ <
r < g. Em particular teremos que ||ul| x; 1y < 4Co[[¥ ]| L1 mr)nr2®e) € V] x5y < 4Col|¥] L1 mr)nLe (@)
agora como pelo principio de Duhamel P(u) = u # v = P(v), temos, usando a de5|gualdade (2.23), que

—1 —1 —1
1< C(lulleyzy + 10 15esiry) < 2C(4C0e)" " <1,

gue é um absurdo provando assim a unicidade. ]

21.2 Caso 20 < n.
Existéncia e Unicidade Local.
Z(T) ={ue L=([0,T], L™"(R™)) N L=(R")) : ||lullz(1) < oo},

com a norma
el zry = ess sup (Jlult, )lzar + Jut, )|z )
0<t<T

Lema 2.1.12. O espaco Z(T') € espaco de Banach.

Demonstracdo. A demonstracdo é analoga a do Lema 2.1.2. O

Lema 2.1.13. Sejam -2 + < <2< < q ,el<p< gf Nesse caso paral > T > 0 temos que para
cadau,v € Z(T), tem-se Nu, Nv € Z (T) e valem as seguintes desigualdades

INullzery < CTlullyqp (2.25)
INu—Nollzry < OTllu— vl ze) (lullq + ol ), (2.26)

Demonstragdo. Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para o par (g1, 7) comr = q;
er = @, que sdo pares admissiveis para aquele Teorema, temos para0 < T < 1
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t 13 1—n 1 1
Nt )l < / 1Kl — 5,-) * [us, ) Pllonds < / (0 — )5 @) s, 2, ds
t n 1 n 1
l—n(L1_1}y 9 n(l_ 1
s [ =9 EDastulg gy 7 E D il S Tl

Na terceira desigualdade usamos que ¢1 < pg1 < ¢o que temos por hipétese. Na Ultima desigualdade

usamos também o fato que, nesse caso, temos 2 — g qil — %

Para provar a outra desigualdade observe que pelo Teorema do Valor Médio é possivel provar a seguinte
desigualdade

) > 1 tanto parar = g; como parar = qa.

[[ul? o[’ < Colu — ol (lulP~" + [v[P~),

usando isso e em seguida a desigualdade de Holder temos que

el = [Pl < Collu = vl e (lullry + o))

A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstracio da desigualdade anterior.

]
Teorema 2.1.14. Sejam < <2< < "‘él el <p< q2 . Nesse caso para qualquer R > 0, existe
1>T>0,T=T(R, QQ) ¢ 0 quando gs 1 nf‘éllo tal que para
[¥llg, <R

temos uma unica solucdo fraca u € L> ([0, T, L9 (R™) N L%(R™)) para (2.1), tal que para r = q, G temos

_n(1 1
(e, Y < 4coT* 5 Gw) g, (2.27)

paratodoT >t > 0eCy > max{Cy, 4, Cq ¢, } NGO depende de T', onde C,, , foram definidas em 1.5.7. Para
p = 1 temos que T ndo depende de R e nesse caso a solucdo existe e é unica em todo L>°([0, T], L™ (R™) N
L% (R™)) para cada dado inicial 1) € L7 (R™).

Demonstracdo. Segue imediatamente das desigualdades (2.25) e (2.26) e da definicdo de P que
|Pu— Pollzzy < CTlu—vll 2y (lullyegy + 1015 ) (2.28)

eparal <1

1Pl zery <NE2(t: ) *@) PO)llpa + 1Kt ) *@) POl Lz + CTlull(q)

1—n (L _
<CoTlllay + CoT* ™5 @3 [yl + Tl

1
<20y 5 ) sy, + CTYl (2.29

onde Cy > max{Cy, 4,,Cy, ¢, } N0 depende de T', onde C), , foram definidas no Teorema 1.5.7. Como o > 1

é possivel tomar T' > 0 pequeno de modo que QCOT e (H_qz ) R+ CTRP < R. Logo, pela desigualdade
(2.29), temos que para |||, < R ooperador P leva B(1[0, R] nela mesma, onde estamos denotando por
Bz1)[0, R] a bola fechada de centro 0 e raio R em Z(T'). Com a mesma razao & possivel diminuir 7" > 0,
caso nescessario, para termos que 4CTRP~! < 1. Logo, pela desigualdade (2.26), concluimos que para esse
T

1
| Pu— Pv|zr) < 5”“ — vz,
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ou seja P restrito a BX(T) [0, R] é uma contragao para T' > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo Teo-
rema do Ponto Fixo A.2.1temos que existe um Gnico ponto fixo P(u) = u € Bp[0, R]. Como CTRP™! <
%, temos pela desigualdade (2.29) e pela igualdade P(u) = u que

1

_n(1_ 1
fullxry < 461" % 5 75) ([l + 11,

Finalmente se tivermos que 8(70T1 g(qll é) < 1, entdo podemos provar a unicidade. Ora se u, v sdo
solucdes que satisfazem (2.27), com ||¢|l4, + |[¥0]l, < R, entdo temos pela escolha de T" que ||ul| 7y < R
e [|v][z(r) < R, como sdo solucbes temos pelo Principio de Duhamel que P(u) = u e P(v) = v, portanto
ambos pontos fixos, mas pela unicidade do Teorema do Ponto Fixo para Contracdes, temos que ter u = v. E
isso finaliza a demonstracao do Teorema. ]

Em particular temos o Teorema a seguir.

n+2o0
n—20

Teorema 2.1.15. Sejam 2 < 20 < n,1 < p <
1> T > 0tal que para

eq < nfga Nesse caso para qualquer R > 0, existe

[l < R
temos uma tnica solugdo fraca u € L> ([0, T], L*(R™) N L%(R™)) para (2.1), tal que para r = 2, g temos

1—-n (l_l)

[u(t, ) |lr < 4CT™ 7327/ |||, (2.30)
paratodo T > t > 0e Cy > max{Cy2,Cs4} ndo depende de T, onde C,, , foram definidas no Teo-
rema 1.5.7. Para p = 1 temos que T ndo depende de R e nesse caso a solucdo existe e é unica em todo
L>([0,T], L*(R™) N L4(R™)) para cada dado inicial 1) € L?(R™).

,ﬁgo aplique o Teorema 2.1.14 com ¢; = 2. Parao caso 1_,_270 <

argumente como na Proposicao 2.1.14, a diferenca esta na estimativa para || Nu(t, -)

Demonstracdgo. Quando1 < p < %com q <
p<1+4 42

2n

”Ln72d ’

[

2n
n+2o

pequeno. Aplicando a Proposicédo 1.3.15 para o par (q, rg), que é admissivel para aquela Proposicao no caso

g=2eq= nzga Logo temos

. . # ..
Nesse caso vamos usar a estimativa linear L™ — L9, com 7«2 = +¢e € (1,2), ee > 0 suficientemente

~

N ) >-2(5-1)
<£A<t—8> ) dsful ST T\

Z(T)

G s PP G T
I¥u(ton < [ =)t P s =)V s s

Para qualquer u € Z(T'), onde estamos usando que 2 < prf < 2ne2- 1 (iﬁ - %) > (). Portanto como
Te

20 o

1+ 27" < anU podemos concatenar os resultados e assim concluimos a proposicao.

O]

Existéncia e Unicidade Global
A diferenca fundamental entre os casos pode ser percebida na seguinte Observacao.

Observacdo 2.1.16. Se 1 + = (% - %) > 0 a singularidade em (1.27) desaparece. A intersecdo das linhas

1 1 o -0 1 (1 1>
—==-—= and ——=0(—-—=
g p n p q no 2
é o ponto (p,q) = (2, -2%). Se supormos que v/2n < 20, teremos % > 1229 ¢ como estamos supondo

n—20 >0g € LY(R") N L?(R™) temos que para qualquer (p,q) € A =]1,2] x [cj, n } existe 7 € (1, 2]

2
n—2o
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tal que (1.27) implica em

1l < 1Wllpnme,  te[0,1)
lu(t, Ve S () (2.31)
(14+1)'" [llpare,  te[l,00).
Assim podemos escrever:
_n(1_1
lutt, Ve < Co @)1+ 02 G ) wll o, te [0, 50). (2.32)

onde C(p, q) sdo constantes que sé dependem de p, q,n e o. A figura 2.1.2 a ilustra o caso v/2n < 20.

1
qgA
c_—-1_1
n r q
|
|
|
LA N
n—20 |
2n |
> 1
1 :

Figura 2.2: v/2n < 20

Assim agora o ¢ tem um limitante superior o que acarreta mudangas em nossos resultados.

Lema 2.1.17. Sejam o > 1, n > 20, "é;lig) < 20 emax{q,pc(n)} < p < 222 < ¢ = 2L quaisquer.
Nesse caso existe 1 > § > 0 tal que para cada u € X5(T) com0 < § < § tem-se as seguintes desigualdades
INullxgery < Cliullyery (2.39

|Nu— Nollxyry < Cllu—vllxyr (lulli i + o1tz (2.34)

onde a constante C ndo depende de T > 0.

Demonstracdo. De acordo com a condicao "?E"Jrﬁ) < 20 temos um intervalo admissivel para p: § < Z*%g

Temos também 20 < n, logo ¢ < g, assim conS|dere G < qo < g, donde os pares (1 + J,qp) e (rg_, qo) sao

admissiveis para o Teorema 1.5.7, com rf = + € e € > 0 pequeno, donde

+2cr

t/2 t
|Nut, ) o0 < / 1Kot — 5, % Ju(s, )P oods + // 1Kot — s,) % Ju(s, )|l aods
0 t/2

t/2 172(%,L) » t 173(%7%> »
< /0 (t—s) \F w0/ flu(s, )P 5 ds + //2(15 —5) ré ||lu(s, ')HLT-%dS
t £
Agora como 20 < n, existe e > 0 tal que rf = n+20 +e€(1,2),logog < prE < g, poisg < p < ngg e

tomando § > 0 pequeno temos também que ¢ < p(1 + ) < ¢. Logo temos:

o3 (-2
s, P e = lluls, Py S (1 +12) et |l
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e também

luls, WPlipes = luls, ) pars S L+ 9 ull,

Além disso, como pela escolha de rg temos 2 — g <iﬁ — q%) > 0, logo temos que:
Te

ﬂt(t — 5)1—2(:5_3) [ |e( s, ')|p||Lrﬁd5
li‘s_”w)[(t—s)l_z<r15‘3)ds\\u||§(

o3 ()53
(1+1) ek & ullf
Como para ¢ > 0 pequeno temos 3 > ngig; , podemos concluir que

n 1 1 n (1 1 n 1 1
pll—— T +2—-— - — <l——(—-—
o \1+ prt o \rf  q c\l1+46 qo

Donde concluimos que:

t 1_3(%_;)
/(t—S) PAre 0 ||IU(S,-)|pHLrud87
t €
2

Para a outra parcela nés temos a seguinte estimativa singular a seguir.

t/2 n
/ (t—s)“*(m*?)u+s)-ﬁ\|u||§(ds
0
n( 1 _ 1Y) [t/2
<t1_ (1+‘5 ‘10)/ (1+8)75dsHuH§(
0
<3 (w) [

Para mostrar que a estimativa € nao singular, note que pata |t| < 1 temos:

t/2 1—n( L1 _1
ST (3 q0>ds||urr§(T)
0 5

O que finaliza a prova de (2.33). A prova de (2.34) é analoga a de (2.18).

t/2 l—n( L1 _1
FE S5 (4 o) Saslul,
0

42
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O
Portanto podemos provar o seguinte Teorema.
. 6 ~
Teorema 2.1.18. Sejam o > 1, n > 20, "PSZIQ) < 20, max{qG,p.(n)} <p < B eq =
Nesse caso existe ¢ > 0 independente de T tal que para todo ¢» € D = L'(R") N Lz(R”) com
I¥llp = ¥l L wny + [l L2@ny <€
temos para § < &, com & escolhido no Lema 2.1.17, uma tnica solucéo
us =u € L®([0,T], LY(R™) N LY(R™))
para (2.1) tal que
1l—n( L _1
luz, Dl < 2Co(1 + "5 5[ 1 @mnze@e, (2.35)

paratodoT >t > Oonde § < r < qe Cy é uma constante maior do que as constantes C'(1 + 4,q) e
C(1+ 9, q) definidas em (2.32).

Demonstracdo. A demonstracido é a mesma feita no Teorema 2.1.11, mudando apenas que aqui usamos (2.33)
e (2.34) em vez de (2.17) e (2.18). O

Passamos a considerar o seguinte espaco.

Z(T) = {u € L*([0, T], LTV (R")) N LUR™)) : JJullz,(r) < o0},

r < ni’;g que, para ¢ > 0 pequeno fixo, € Banach com a norma a seguir.

1 1

o L _)—1 n 1) 4
[ullz-(z) = ess sup ((1 + t)"( ) Ju(t, )l pae + (1 + 75)"( ) [, ')lqu)
0<t<T

O”deﬁ:ﬁ((f(%—k%)—%)eq: on

n—20"

Observacao 2.1.19. Note que ( ) < pe(n) < ”J”"u” ,parart = assim podemos encontrar 0 < 7y < rf

n+20
o menor possivel tal que (m) § ntrog

n—roo”
Nossa intencao agora é melhorar o Teorema 2.1.18 acima, e retirar a restricdo v/2n < 20, mas antes facamos
uma observacao.

Observacao 2.1.20. Se 1l + g (% — %) > 0 a singularidade em (1.27) desaparece. A intersecéo das linhas

1 1 o -0 1 (1 1)
-—=—-—= and ——=0|——=
q p n P q n 2

éoponto (p,q) = (2,-22). g € L'(R") N L*(R™) temos que para qualquer (p,q) € B =|r,2] x

' n—20

[Q(F), P U} com 7 > max{1, 7o} existe r € (1, 2] tal que (1.27) implica em

[¥llzr < l[Plliace, €[0,1)

172(177) (2.36)
(L4t o\» VYllpnge, L1 00).

(IR ZS

Assim podemos escrever:

(Mo < Co) @+ 0 5 G D) gl e, 1€ [0,00). (2.97)
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onde C(p, q) sdo constantes que sé dependem de p, q,n e o. A figura 2.1.2 a ilustra a regido 5.

Ol
»
>

=[]
Il

S

alR

--9

T
!
!
!
!
!
'y
|

. .

1 11 T
2 7

Figura 2.3: Regido B.

Lema 2.1.21. Sejam o > 1,n > 20, 7y da Observacéo 2119, e r¥ > 7 > max{1,7} e ‘j(: < AT o <

— n—ro
Zgg <q=;= 2 quaisquer. Nesse caso existe § > 0 tal que para cada v € Z(T) com0 < § < & tem-se

as seguintes desigualdades

[N ull 2. (1)

IN

Clhully, 7, (2.38)
[Nu—Nvllzyr) < Cllu—vlg T)(”UH T llvllZ, ) (2.39)

onde a constante C ndo depende de T > 0.

Demonstracdgo. Como r — Z*g: é crescente e continua é possivel tomar § > 0 pequeno de modo que

n+ro n+(r+6)o

n—ro n—(f—i—S)J
Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para os pares admissiveis (7 + ¢, o) com

g0 = (), g temos:

<p

t/2 t
HNMu»m%:;/ Hth—&)*M@)WMm%+lﬂIMME—&J*M@JPMMM
0 t/2

t/2 lon( 11 t jon(1_1
S/o (ot qo)]u(s,)||LP(T+5)d5—|—/t/2(t—s) PG ) s, 1, ds

Agora como 20 < n, existe ¢ > 0 tal que 7 < 7«2 = ni’;o +e€ € (1,2),logo ¢(7) < pr < prg < g, pois

q(r) < p < 2429 ¢ temos também que () < p(7 + &) < q. Logo temos:

fus, M, S (4 0705 G5 .

e também

s, M a5y S L+ 8) " llulll,

onde
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/tt(t - 5)13(:2f11> I[|u(s, .)|10”LTg ds
2
< <1+t)p(l‘?(f+%—pig)) f(t—s>l‘3(i‘3>ds||u||
2
(

1 1 1 1
SR CINI
T

p
Z(T)

Donde concluimos que:

_nf_1__ 1 t/2
<t1 U(F-HS qo)/ (1+5)_5d5||u”%f(T)
0
_n(_1__ 1
Stl g<f+6 zu)Hu”%f(T).

Para mostrar que a estimativa é ndo singular, note que pata |t| < 1 temos:

t/2 1_Q(L_ 1

t/2 1-n 1 1
5/ (t—s) ”(TE qo)(l—l—s)ﬁdsHuH%T(T)
0

t2 1_3(%_$) P
</0 (t—S) Te 0 dsHu”Z;(T)
Q_B(L_L)
<t 7\ w

O que finaliza a prova de (2.38). A prova de (2.39) é analoga a de (2.18).

el oz S Nl .

q°> Iu(s, )N,z ds

45
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Portanto podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 2.1.22. Sejamo > 1,n > 20,7y da Observacdo 2119 ert > 7>y e Q(T) niro oy < 0420 o

— n—ro n—20
g =2 (R")NL2(R")
com
I¥]lD = 1Y)l g mey + 19l L2mny < €
temos para § < &, com ¢ escolhido no Lema 2.1.21, uma unica solugédo
us = u € L>®([0,T], L1 (R™) 0 LY(R™))

para (2.1) tal que

(Bl < 26001 + 5" F ) il grzgan (2.40)

para todo T >t > 0 onde G(7) < r < q e Cy € uma constante maior do que as constantes C(7 + 9, §(7)) e
C(F 4 8, q) definidas em (2.32).

Demonstracdo. A demonstracdo é a mesma feita no Teorema 2.1.11, mudando apenas que aqui usamos (2.38)
e (2.39) em vez de (2.17) e (2.18). O

2.1.3 Otimalidade do p.(n).

Em [16] os autores Lucente e D’ambrosio fornecem uma condicio necessaria para se ter existéncia global para
0 nosso problema e varios outros, quando o é inteiro positivo.

Lu = |ul?,

emR"™ x R, onde

L(Dy, Dy)u = —D2u( (ZD2 xt) u.

Note que o simbolo de nosso operador é dado por L(£,1) = —&2 + |n]??, com ¢ € Ren € R", logo
L(M¢,\%2n) = AP L(€,m), paratodo A > 0 com §; = 1,52 = 1/0 e h = 2, 0 que segundo a classificagdo
dada em [16] diz que o operador L é quasi-homogéneo do tipo (2,1,1/0). De acordo com o Teorema 2.1
de [16], temos que nao existe solugdo global fraca de Lu = |uP paral < p < ”+" , em que o é a ordem
do operador L. Agora note que no caso n < 20 temos o Teorema 2.1.11 e juntamente com o que foi dito
logo acima temos um resultado 6timo sem regularidade para esse caso. No entanto para o caso 20 < n
temos que pedir também que p > ¢, e ndo descemos mais com o p, pois estamos buscando resultados sem
regularidade.

A seguir alguns exemplos em que se aplicam os resultados até aqui obtidos.

Exemplo 1. Vamos considerar a equacédo semilinear tipo Plate

Ut + AQU = \u|p
NGs obtemos existéncia global para dados iniciais pequenos no caso n = 3,4 para p > % = pe(n) (
Teorema 2.1.11), para n > 5 ndo chegamos no critico, uma estimativa seriap > 1 + % (Teorema 2.1.22), com
7=k
Em geral existéncia global ndo pode existir em espagos de dimensdo n = 1,2 e para o espaco de dimensao
n>3el<p< ”*2 como discutido anteriormente.

Exemplo 2. Considere a equacdo evolucdo de ordem 3 a seguir

Ut — A3u = |u|p
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NGJs obtemos existéncia global para dados iniciais pequenos no cason = 4,5,6 parap > ng = pe(n) (

Teorema 2.1.11), e para dimensées n = 7 com p > p.(n) (Teorema 2.1.22), e para n. > 8 ndo chegamos no
Pe(n) uma estimativa seriap > 1 + 1;2 (Teorema 2.1.22), com 7 = %,
Em geral existéncia global ndo pode existir em espacos de dimensdon = 1,2, 3 e para espacos de dimensao

n>4el <p< Z—J_Fg como anteorirmente discutido.

2.2 Discussoes Complementares e Problemas em Aberto

Muitas vezes em problemas fisicos estamos interessados em estimar a Energia do sistema. No caso de equa-
cao (1.1) podemos considerar a energia a seguir:

By (u)(t) 1= 5 (Jluelt, VB + 1 (~2)Fu(t, )I3)

Se supormos 1) € L?(R") e ¢ € H° (R™) e derivarmos em t temos:

E,(u)(t) =0,

o que nos diz que temos conservacao de energia, ou seja, E,(u)(t) = Ex(u)(0) paratodo ¢ > 0.
Note disso que temos ||(—A)7/2u(t, )2 < 1, usando o Teorema 1.5.8 temos para ¢t > 0 que |[u(t, )2 <

~ ~

1 + ¢, assim podemos interpolar usando a Proposicdo A.4.10 para concluir para § < o que:

1(=2)2u(t, )]l2 S (1 +)' 5. (2.41)

Quando pertubarmos essa mesma equacdo com um termo de ordem inferior, digamos:

Ut + (_A)Uu + m2(_A)5u =0, U(Oa x) = ¢($), ut(oa x) = 1/)(33),

devemos redefinir a energia levando em consideracao o novo termo, assim teremos:

Era(u)(t) := 5 (Iluet, )3+ 1 (~8) Fult, )3 + m (-2 Su(t, ) |3)

e com a mesma razao podemos concluir conservacao de energia nesse caso também, mas nesse caso temos:

I(-2)2u(t, )2 < O (2.42)

ou seja, a pertubacdo com a massa m permitiu garantir um controle desse termo da energia, poderiamos
considerar que a massa m depende do tempo e talvez esperar que quando ela aumente com o tempo pos-
samos garantir um controle cada vez melhor com o passar do tempo, por outro lado, no caso que a massa
decai poderiamos esperar que o controle esteja entre o obtido em (2.41) quando a massa é nula e o dado em
(2.42) onde a massa é constante, veremos tais questdes mais precisamente no proximo capitulo.

Agora vamos comentar de alguns problemas que ficaram em aberto, mas que ja estdo sendo considerados
pelo autor.

1. Em [14] os autores consideraram o seguinte problem de Cauchy

{utt + 2u(=A)us + (—A)u = |[ulP, t>0,2cR", (2.43)
(u, ue) (0, ) = (uo, u1)(x),
e provaram que para 26 < ¢
. 20
po =1+ T (2.44)
é o expoente critico para a existéncia de solucao global no tempo com dados pequenos . Claro que

. coinciae com (<. ara = o0 € e melhor para < o, l.e., 0 termo dissipativo (— U
(2.44) coincid (2.4) para 26 ¢ melhor para 24 i t dissipativo (—A)%u;

melhora o expoente critico. O que dizer sobre o Expoente critico para o caso 26 > o?
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2. No Teorema 2.1.18, temos para se obter a existéncia Global pedimos que

max{q,p.(n)} <p
sera que é possivel ter existéncia global sem regularidade para todo p.(n) < p?

3. O que dizer sobre o Expoente critico para o problema de Cauchy
Ut + (_A)Uu + m?(_A)5u = |u’p7 U(O, x) = (ZS(x), ut(07 x) = w(x)a (245)
com o # 9.

Note que na questio (2.45) mesmo o casom = 0e o < 1 n3o foi respondido aqui. Com relacdo a esse mesmo
problema com m # 0 em [45] o autor provou estimativas 6timas na antidiagonal paraocasooc =2ed =0
e fez aplicacdes para um problema semilinear. Parad = 0 e 0 = 1, ou a Equacio de Klein-Gordon, em [53] o

estudo de seu decaimento foi totalmente estabelecido. Considere o caso § = 0, e considere o mutliplicador

sin(t(m?+[¢]27)1/2)
(m24[¢[27)1/2

demonstracao desse resultado é analoga a da Proposicdo 1.2.3, deve-se aplicar o Lema A.4.6 para a funcido

homogénea de grau o, f(n,€) = (|97 + [£]>?)'/2, nos pontos (1o, &), com || = 1. Para frequéncias
altas vamos provar que a regido onde esperamos estimativa para a equacio linear relativa a equacéo (2.45)
deve conter a regido onde temos estimativa para a equacdo (2.1). Mas ndo podemos dizer nada a priori
sobre o decaimento esperado, uma vez que ndo temos homogeneidade nesse caso. O argumento a seguir foi
inteiramente adaptado de Peral [65]. Note que

. Em frequéncia baixa temos que esse multiplicador esta em M}, com1 < p < ¢ < o0, a

it(m?+[¢[27)1/? ettlel” €]° 2 1£12001/2 _plclo
k = B — it(m24[§[*7) 1= —at|¢| 7
t(g) X(g) (m2 + |£|20.)1/2 X(g) ‘§|0- (m2 + |§|20)1/2X(£)
Agora, como feito em [76], temos que g(§) = % é a transformada de fourier de uma medida finita,

portanto pertence a M;. Afirmamos que

my (&) = et m* e 2 —itle]”

é também a transformada de fourier de uma medida finita. Usando que

1 x
1+t)2 =1+ Z
=1

temos que

it +1€20)1/2 — ilel” = il Z crgg) = itleam +Z|syj 5

logo v
3 oml
mi(€) = erx(€)e = 0T

dai para (&) = my(§) — ¢, temos

1

\B?Tt(é)l < W7

disso podemos concluir que

fr=r el

Logo my = ¢tdp + f+, € isso termina de provar nossa afirmacdo uma vez que m.(£) é Radial em &.
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Portanto

| Femsa (ke ()P | 1o = | Fesa(9(E) 1m0 (€)M (€)D(E)) | 10
< CH}E%(mt(ﬁ)ma,o(é)g(f))HLg < Ct||fiﬁw(mo7a(€)$(§))HL% < C£|’¢HLP

e isso prova que onde temos estimativa para o multiplicador m, , temos também para k().
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Capitulo

Equacoes de evolucao invariantes por escala.

3.1 Velocidade de propagacao polinomial

Nessa secio vamos considerar a equacio de evolucio uy + a?(t)(—A)%u = 0 com dados iniciais u(0, z) =
ui(x),u (0, x) = uz(x) e velocidade de propagacao a(t) polinomial. Vamos usar métodos de fungdes espe-
ciais para obter estimativas L? — L9 na antidiagonal e também do tipo L' — L2, recomenda-se comparar os
resultados com aqueles ja obtidos quando a é constante.

Aequacio que sera tratada a seguir € uy+(1+t)%(—A)%u = 0, com dados iniciais u(0, z) = w1 (z), u(0, z) =
us(z), para —1 < £ < 0. Quando ¢ = —% e 0 = 1 esse modelo tém aplicacdes em cosmologia, veja as refe-
réncias [25] e [26]. Quando ¢ > 0, estimativas LP — L9 na linha dual sdo estudados em [4], jd quando ¢ < —1,
estimativas de energia encontram se em [21].

Vamos considerar o seguinte modelo:

u + (14 t)%(—A)‘su =0, u(0,2) = ui(x),u(0,x) = uz(x), (3.0
e vamos admitir que £ > —1 e § > 0, além disso, vamos considerar a energia a seguir.

E(u)(t) = ;/ (]ut(t, 2)[2 4+ (1 + t)%\(—A)é/Qu(t,m)P)dx. (3.2)

Aplicando a transformada parcial de Fourier temos:

Uy + (L+)%0¢*a =0, @(0,8) = u1(£), @ (0,€) = uz(0,). (3.3)
14t L4+1|¢18
Fazendo 7 = UFOIEP EM &l

ep = ﬁ temos para u(t,&) = 7Pw(7) que w satisfaz a seguinte equacédo
diferencial de Bessel

2 wer + TwWr + (7'2 — p2)w =0.

Um sistema fundamental de solucdes para as equacoes de Bessel é bem conhecido e dado pelas funcoes de
Hankel H;t(T), como definidas no Apéndice. Portanto fazendo w (¢,§) = w4 (1) = TpH;t(T) temos que a
solucdo de (3.3) para dados em ty > 0 pode ser dada por

u(t, §) = ci(to, §)w(t, &) + cato, (¢, ),

onde as constantes ¢ e ¢y podem ser obtidas derivando em ¢ e depois resolvendo um sistema, denotando
atu_)i (ta 6) = wi,t (t7 5) temos

50



CAPITULO 3. EQUACOES DE EVOLUGCAO INVARIANTES POR ESCALA. 51

w_(to, )ulto, &) — w_(to, &)t (to, §)

alfo.£) = 0 t(to, §) w4 (to, &) — w—(to, §) w4 +(to, ) (3.4
ea(to, €) = W (to, §)us(to, §) — w4 +(to, §)u(to, &)
0= 0 u(to, €0 (to, €) — w_(to, €) w4 4(t0, €)

Por outro lado podemos escrever a solucio, para funcoes V; e V5 a serem determinadas, da seguinte forma:
a(tv g) = ‘/i(tv t07 g)a(t(% 5) + V2(t7 th g)at(tm g)
Derivando com relacdo a t e denotando 0;V;(t, 19, &) = Vi+(t, %0, &) parai = 1,2, temos parat > tg

at(ta 5) = Vl,t(t7 to, E)a(tm g) + ‘/Q,t(ta to, g)at(t(b 6)7

donde temos que V;(to, to, &) = 61,; € Vi+(to, to, §) = 02, Portanto das igualdades (3.4) e das identidades
(A.9) dadas no apéndice temos, ap6s voltarmos as variaveis t, ¢ em vez de 7, que valem:

i _
‘/i(ta t07 g) = m(l + tO) p(€+1)(1 + t)p(e—i_l)\lll,pfl,l(tv t07 g)a
Volt o &) — — T —p(£+1) pt+1) g
2( ) 075) - 4(£+1) (1+t0) (1+t) O:on(t7t07§)’
LT iy
‘/].ﬂf(ta t07 5) = m(l + tO) ¢ p(£+1)(1 + t)e+p(£+1)\1}27p—1,0(t7 th 5)7
LT
Vault,t0,€) = = gy (10 ™D+ T, (810, ),
onde
— [ (4to) gl o, L+ gl
1+¢ e’ 144
\I’k,P,a(tv t(), 5) = ((1 + t0)£+1|§’6)k det Hi_ (1+t0)2+1|§\5 Hj_ (1+t)2:rl|£‘6 . (35)
P 144 pto 144

Para estimar a norma de nossos multiplicadores V; e V; ; vamos usar propriedades das funcdes de Hankel
enunciadas na Proposicao A.1.4. Vamos dividir nosso espaco de fase em trés zonas de modo que temos em
cada um deles uma estimativa para as funcoes de Hankel.

Na zona definida por Z3 = {(¢,£) : |¢|° > N} temos as estimativa:

Wt o, )] < C((1+ 1) HIE0)F73 (1 + ) EFDgf) 2.
Na Zona definida por Z = {(t,£) : (1 + o) |¢)P < N < (H?Zﬂ} temos:

(Wt o, )] < CLA+ o) |l EI (1 + 1) ED ) ~2.
Fi — . @) e i ; 5
inalmente na zona Z; = {(t,¢) : v < N} vamos considerar separadamente quando p é ou ndo
um inteiro. Vamos assumir primeiro que p nao € inteiro, logo para a € {—1,0,1}, p + o também nao é
inteiro. Como H;)t(T) = Jo(1) £iY,(7), temos

(1+t0)*1€)° (1+)H1g)8
(LH0TEy g (TR ) 36)

. J
Uk pa(t o, €) = 2i((1+ o) F€]%)* det ( (1+t§)ﬁ1|§‘5 P (141) ? 1o
Y, (7 —") Yota (7)

Para p ndo inteiro, a funcao de Weber é determinada pela funcdo de Bessel de primeiro tipo
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Jy(1) cos(pm) — J_p(T)
sin(pm)
Entao fazendo os cancelamentos o determinanteem o = 0 é

Yp(T) =

(1 + to) el (L+ el

( (1+ ) g
1+ ¢ —(pta) 1+ ¢

0
)= -1+ 10) 772D,

C 1+¢

usando que |J,(7)| < C'7” nés temos

Uk paltsto, )] < C((L+t0) THEPY TP ((14+6)FVIEL) P74+ O((1+10) THE) P ((140) D [0+,

Para nossa aplicacdo podemos assumir k > |a|, « € {—1,0,1} e como ¢ + 1 > 0 concluimos que em Z;
temos a seguinte estimativa

W pa(t,0,6)] < O(1+ ) PI=RIE+D)

Agora vamos supor que p € inteiro, nesse caso Yy, (1) = 2J,(7)log 7 + Ay (), onde 7" A, (7) € inteira e
A, (0) # 0. Além disso, a fungdo A, (1) = 777J,(7) é inteiraem p e 7 e ainda é ndo nula para 7 = 0. Temos

1—|—t)€+1|£]5
(+1

) = Ap(I€°/€+ 1) Tpsal

Wk palt 0,€) == %\fl‘”“ log((1+ ) 1) Jp(I&1°/€ + 1) T )

1 +t)€+1|€|6

(1+t)“1|§|5)
41 ’

+ 201€™ (Jora1€P 1€+ DApral( T

Como J, (1) = (—1)"J_,(7), para n inteiro, para estimar a primeira parcela acima podemos trocar J,
por J_(,1q). Comisso e lembrando que podemos assumir k& > |«|, temos que em Z; vale que aprimeira
parcela é estimada por

C(1 + t)HFDEPI=R) 160 (e 4 1).
Analogamente, e usando que A,(7) é inteira, temos a seguinte estimativa para a segunda parcela na zona Z;
C(1+ t)(—p—a)(f+1)‘§‘5(k—a) +C(1+ t)(p+a)(f+1)‘§‘5(k’+a) <O+ t)(@rl)(lpl—k).

Portanto em qualquer caso em Z; vale a seguinte estimativa | ¥y, ,  (¢,0,&)| < C(1 + ¢)(FDel=k),
Assim com essas estimativas podemos concluir que para p > %:

(1+ t)_g em Zs,
(L+8)"3[PPG=P),  em Zy,20+1 <0,
Vi(£,0,6)] S S (1+1)"5[€]°P2), em Zs,20+1 >0, (3.7)
(1 + 1)~ @D, em Z1,20 +1 <0,
1, em Z1,2¢ +1 > 0.
€71 +1)78 em Zs,
"/Q(t,(],ﬁﬂ 5 (1 +t)7%’§‘76(%+p), em ZQ, (3.8)

141, em /1,
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€1° ( +t)€/2 em Z3,
€15GTR) (1 + )42, em Zo,20 +1 <0,
Vie(t,0,8)] S 3.9)
V14(2,0,8)] €15 50 Pl(141)42, em Zy, 20 +1 >0, (
(1 +6)~0+D 1 (14 0)9)[¢°,  em Z.
(1 +t)z/27 em Z3>
Vau(£,0,0)] S S (1+6)72[¢[PE7), em Zy, (3.10)
1, em /.
Também temos, parat > t¢, [£]7 < N:
e
Vi(t,te, &), [Va(t,te, )| S (J€° (L + ) 720D | em Zy; (3.11)
e
Vit te, ), Vau(t,te, )1 S (1+ )€ 20D, em Z,. (3.12)
(I+te) Hel® _

onde ¢ € definido implicitamente por T

Na Proposicio a seguir vamos obter um estimativa para a seguinte energia ||u; (¢, -) |34 (1+t)¢ (= A)/2u(t, )| 3.
Note que derivando em ¢t podemos concluir que

et I3+ 1L+ O (=) 2u(t, )3 < Jlue(0,)13 + 1(=2)"2u(0, )3

Vamos ver que usando as representacdes da solucdo obtidas acima podemos obter um decaimento maior
para essa energia, ao menos quando o segundo dado é nulo. Além disso vamos obter uma estimativa para
|lu(t,-)||2 que ndo pode ser obtida simplesmente derivando a energia acima. Compare tal estimativa com a
obtida no Teorema 1.5.7.

Teorema 3.1.1. Seja u(t, x) solucdo de (3.1) com 0 < £ + 1 < 1. Nesse caso, para (u1,uz) € H° (R") x L?,
temos:

L4+ ) Jug||% 5 + lluzll3, 0> —2
[+ D ay2u 3 5 4 LT Dl * el 0> 313
(14 6) 200 g |2, + Juall3, €< ~2
¢ )H2< (1+t)2€Hu1|| +”U2H%7 20+1>0, (314)
B (CE O Wuulu s+ luell3, 204+1<0,
—£/2 _2
e, < L0 %Hgl\|2+<1+t>uu2u2, £> -4 o1
(1+ 0~ g flo + (14 0)[[uzlla, €< 2.

para todo t > 0.

DemonstracGo. Em Z3 temos:

(1+4)Y1€1°|Vi(t,0,€)]|
(1+)"1€°|Va(t,0,€)]|

Enquanto que para |£|® < N, temos:

S (L)%,
< (141)72,
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(1 +t)€|V1(t,O,£)| < {(1 —l—t)*(1+£)7 (< _%,
(14 8)°1€)°Va(t,0,€)| S 1.

Para|¢|]° < N et < t¢ temos

(1+6)~0+0 2041 <0
1+ 8)4Vi(t,0,8)| < ,
(1+8n(5,0,0)] {(1+t)f, 2€0+1>0,

(1+ )11 [Va(t,0,)] S 1.
Logo,

(1) [l + [luzll3, (+1>

11+ 8 (—A)ult, )3 <
Y@+ )2 g | + [luaf)3, 041 <

Wl Wl

Analogamente prova-se as outras desigualdades.

Estimativa L1 — 2.

Vamos agora obter estimativas L! — L2. Compare com as obtidas no caso em que temos coeficientes cons-
tantes, Teorema 1.5.7. Note que uma condicio para se ter essa estimativa no caso constante é que 20 > n, e
vamos precisar dessa condicao na préxima Proposicao também. Ela sera utilizada para se obter a estimativa
na zona Z3, note que essa € a regiao de frequéncias altas. No caso coeficientes constantes é também para
frequéncias altas que ocorre tal restricao, veja a Proposicao 1.2.6.

Teorema 3.1.2. Considere u(t, ) solugdo de
ug + (1+6)%(=A)°u =0, u(0,2) = 0, (0, 2) = ().

Se26 >n,0<1+/(<1let € L*(R"), entdo

_t
(1+1) j’ n>5(§+—§)
lult, Mo S 1l S (L + )72 (I + )2, n=06(52),
(1+¢)t2s (140, n<§(52)

para qualquer t > 0.

Demonstracdo. Temos que:

1
</ Va(t,0,6)1dg ) S (14 )3 070,
(t,€)€Z

Além disso,

L (a+ne, n > 6(42)
(/ Va(t.0,€)%d¢)* £ § (1+6) 51+ )2, 0 =5(52)
(L% (1483040, n < §(&2)
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Para 20 > n, temos também

(/(t ez |V2(t,0,§)]2d§) <(+t)” 5

Portanto com essas estimativas podemos provar a Proposicao.
]

A Proposicao a seguir € o caso em que temos apenas o primeiro dado, assim, vamos precisar de mais re-
gularidade. O mesmo ocorre no caso coeficientes constantes, compare com 1.5.7. Além disso, a mesma
consideracao feita anteriormente sobre a restricdo 26 > n referente a Proposicao anterior se aplica aqui.

Teorema 3.1.3. Considere u(t, z) solucdo de
ue + (14 1) (=A)u = 0, u(0, ) = ¢(x), us (0, z) = 0.
Se26 >n,0<1+l<legec H5(R”) N L?(R"), entdo
(L+)7z(¢ll + NIDP]1). 20+1>00u2l+1<0e6(33) +n>0,

(
lut, Y2 S § (04672 (L4 0)2 |8l + (14 )72 [IDPGll, 20+ 1<0ed(35F) +n=0,
(L4 6)"CHD=HOD)g])y + (14+0) 72| DP ], 20+1<0ed(35F) +n<0

_¢
2
£
2

(3.16)
parat > 0.
Demonstracdo. Em Z; temos
: 14 ¢)~@FD=30+0 9741 <0
([ meogre) {0, =0
(t.6)€Z (1+1t) 2 , 20+1>0
enquanto que em 2o,
(1+1)73, 20+1>0,
: e 5 (23t 0:204+1<0
([ meogpa) s - (5f) tn > 0204120, o
(t.€)€Zs (1+¢) " 2(In(1+ )2, §(2E2) +n=0;20+1<0,
(14¢)~ (2075500 5(2E3) 4 < 0204+ 1 < 0.
Finalmente se 2§ > n,
£
Vi(t,0,¢ ng) 1414)"5.
(/M% g M0.0Pde) < (1)
Essas estimativas sao suficientes para demonstrar a Proposicao.
O

Observacio 3.1.4. Note que quando pedimos que os dados tenha regularidade em L' em vez de L? podemos
melhorar a estimativa para a solugdo ||u(t, -)|| 12, compare as estimativas nas Proposicées 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3.
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3.2 Invariante por Escala com termo de massa

Nessa secao vamos tratar a equacao

YN _owr “AYu=0
ug + (—A)%u + (140)20-2) (—=A)%u (3.18)

u(0,2) = (), ur(0, ) = ()

com . # 0 exercendo um importante papel no comportamento da solucdo. A equacdo tem a propriedade
de ser invariante por alguma escala, de fato, se u(t, x) é solucdo, entdo

u(A7(1+1), Ax)

também é solucao, para cada A > 0. Aplicando a transformada de Fourier, temos

2
Uy - 20@%+ H 25a::(L
«t B (3.19)

0(0,6) = (&), W (0,6) = P(€).

Vamos considerar m(t) = ﬁ temos que m’ () < 0, logo definindo
14+t)" "o

ﬂw@=§<mx>ﬁaw)w<Aﬁ< I oy D)

s
2

u(t, )2, (Rn)> (3.20)

e derivando em t segue que E' (u)(t) = m(t)m’ (t)||(—A)%u(t, )Hz2 (=) < 0, donde parat > 0 temos:

E(u)(t) < E(u)(0). (3.21)

Note que para estabelecer esse fato s6 usamos que m(t) > 0 e m'(t) < 0 para todo . Podemos também
usar a desigualdade de Gronwall, e obter

By 0)e R 5 < By < B0y h HH

tlm’ (7))
No caso m(t) = —E—, temos e?Jo Tty 4T = =(1+ t)2(1*g), logo
(14t)'~ <
-1 EWO_  poye < o+ 0202 B (o).

(1482072

- .. X 1 -
Nos casos especiais em que |”7;‘L((TT))| é integravel, como por exemplo m(t) = et, teremos conservacdo da
energia, ou seja:

E(u)(t) ~ E(u)(0).
Claro que em tqda essa dis'cusséo estamos querendo que E(u)(0) < oo e para isso basta assumir que i) €
L*(R") e ¢ € H°(R™) N H°(R™). Note que pela desigualdade (3.21) podemos concluir que
m? ()P u(t, )|l2 < E(u)(0).

Queremos saber quando podemos melhorar essa estimativa, veremos que no caso § = 0 sera possivel obter
um decaimento melhor que ird depender de 1 > 0.
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3.21 Casod = 0.

Em Béhme [5] e [7] a autora estuda o comportamento assintético da solucdo da equacio (3.19) nocasoo = 1
e 0 = 0, para isso ela faz uso dos comportamentos assintéticos conhecidos para as funcdes especiais, tais
como as confluente e hipergeométrica. Veremos que no caso o > 0 qualquer e § = 0, podemos usar as
mesmas técnicas e deduzir de maneira analoga o comportamento assintético nesse caso também. Além
disso, quando 20 > n, onde n > 1 é a dimensao, vamos deduzir estimativas do tipo L' — L?.

Fazendo 7 = |£|?(1 + t). Considere p = w eu(t,&) = tPv(7) de (3.19) obtemos que

TUrr + 2pv: + 70 = 0.
Por fim z = 2iT e w(z) = €"v(7), temos

2Wy + (2p — 2)w, — pw =0, (3.22)

gue descreve uma equacao confluente hipergeométrica ou uma equacao de Kummer, veja o Apéndice. Suas
solucdes fundamentais sdo chamadas funcdes confluentes hipergeométricas e dependem essencialmente de

py

p€(3,1), quando z% < 1
_1 2 _ 1
=3, quando p* = 3

Rp=1,Sp#0, quandop®> 1.

Temos pelas Proposicoes A.1.6 e A.1.7, de acordo com 2p ser inteiro ou ndo, que wi(z) = O¢(p,2p;2) €
wa(2) = 2172Pe*O¢ (1 — p, 2 — 2p; —2) sdo as solucdes fundamentais de 3.22, onde

(I)(av/B;Z)a P?é%
\I/(aaﬂ; Z)7 p= %7

onde ® e ¥ sao as fun¢des confluentes hipergeométricas. Logo, nés temos duas solugées fundamentais ey, e
para 3.19:

@0(@,5;2) = {

e1(t, &) :(<1 + t)\f\")pefi(lﬁ)‘ﬂa@o(p, 2p;2),
ea(t, &) =((1+1)[¢]7) 2 207Gy (1 — p, 2 — 2p; —2).

Derivando com respeito a ¢, usando que z = 2i|£|? (1 + t) e as Proposi¢des A.1.6, A.1.7, temos:

e14(t,€) = Oer (t,€) =((1+ t)\éfa)pil!f\ge_i(lmw@l(p, 2p; 2),
e24(t,€) = yea(t,€) =((1+ 1)[€]7)" 7 [¢]721 72l IHDII @, (1 — p,2 — 2p; —2),

onde

P(a, B;2) + (B — a)@(a — 1, B 2),
(I)(Oé,ﬂ; Z) - CD(O( - 1aﬂa Z))

”

O1(a, B;2) = { ’ (3.23)

[\CIRS NN
NI N

p
P
Logo a solucdo de (3.19) é representada para dados iniciais em ¢ por

u(t, &) = ci(to, §er(t, §) + ca(to, §)ea(t, §).

As constantes sao dadas por
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1 (f, €) = e2.+(to, §)u(to, &) — ea(to, )ue(to, &)
1o ea¢(to, §)er(to, &) — ea(to, )ert(to, &)’

_er(to, §un(t, &) — ex(to, )ulto, &)
02(t07€) -

ea+(to, &)ei(to, &) — ealto, §)ert(to, &)

Vamos escrever a solucio de (3.19) como

a(tv 6) == El,O(ta tO? g)a(toa g) + E2,0<t7 t07 g)at(t(ﬁ €)7

onde

_ear(to, §er(t §) — ene(to, §)ea(t, §)
Brolt:to:§) = e2,t(to, &)ex(to, &) — ea(to, £)ers(to, &)’

_ei(to,§ea(t, §) — ealto, Her(t,§)
Baolb10:8) = 10, €)e1(t0,€) — ealto, E)e(lor &)

e sua derivada em ¢ é dado por

at(ta g) = El,l(ta tOv £)a(t07 5) + E2,1(t7 tOv f)l/u\t(t()v 5)7

onde Ej. 1 = 0;Ey 0, k = 1,2. A solucio fundamental satisfaz Ey, ;(to, to, &) = 0141, k = 1,2,1 =0, 1. Por
A.16 e A.17 temos

€2t (t7 5)61 (t) 5) — €1t (ta 5)62 (ta 5)
=(20)'721€]7 2% e (wi (2)w(2) — wi (2)wa(2)) = Cp(20)' ¢,
onde C), € uma constante nao-nula dependendo de p.

Lema 3.2.1. Denotando z = z(t) = 2i(1 + t)|£|7, z0 = z0(to) nds temos para k = 1,2,1 = 0,1 a represen-
tacdo
Byt t0,€) = Cp(=2il¢]7) T det G (¢, o, €), (3.24)

onde

zp_lefg@l , 2052 z_’”‘l_le%@l 1—p,2—-2p;—2
0

e 30y k(p,20;20) 25" e Qg k(1 - p,2 — 203 —20)

Vamos definir as seguintes zonas,

21 ={(t,&) : A+ 1)[E]7 < N};
Zy ={(t, &) : [§]” < N < (1+1)[¢]7};
Z3 ={(t, &) : N < (1 +1)[¢[7}-

Proposicdo 3.2.2. Sejam o, 8 € C.
1. Para p = % [ = 0,1 e argumento pequeno |z| nds temos
O(a, B;2) ~ sgn(I(a — 1)) In z,

onde, por razées de simplicidade, nés supomos que z é um imagindrio puro e, portanto, In z = In |z| +
- T 1
nggn;z.
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NYe

Figura 3.1: Zonas.

2. Para p #+ % [ = 0,1 e argumentos pequenos z com |z| < C, nés temos

|@l(a7/8;z)‘ < C

3. Para p = %,1 = 0,1 e argumentos grandes |z| nés temos
@l<a7 Ba Z) = CG(Z),
onde |d7a(2)| < Cp|2|'=%=™, m inteiro ndo-negativo e C,,, = Cy(cx, B).

4. Para p #+ % um ndmero néo-impar 3 = 2a, | = 0, 1 e argumentos grandes |z| nés temos
T z
©i(a, B;2) = Ce2 sin (?)a(z),
1

onde |dTa(z)| < Cp,|z|'~R=™ m inteiro ndo-negativo, e C,, = Cy, ().

Demonstracdo. Basta usar a propriedades de ® e U descritas nas Proposicoes A.1.6 e A.1.7, respectivamente.
O

Denote ¢ implicitamente por (1 + ¢)|£|7 = N, assim temos a seguinte Proposicao.

Proposicao 3.2.3. Para todot < t¢, vale a estimativa

zZ—2z

’ In(—=z) ln(zo)eTO —1In(z) ln(zo)e_%‘ <1+ In(1+1¢),
onde z = z(t) = 2i(1 + t)|£]7 e zp = 2(0).
Demonstracdo. Pela definicdo de logaritmo temos:
In(£2i(1 + ¢)[€]°) = In(2(1 + £)€]°) + gz

logo

‘ In(—z)1In e 70— In(z) In(—zp)e™ ="

] (21 + 016 m2le) + §7°) 2sinteel)

S1+In(l+1) + ‘ (In(2(1 + £)[€17) In(2[¢]7)) sin(¢[€])

+ ‘W (In(2(1 + 2)[¢]7) — In(2(¢]7)) cos([¢]7)

)

St+In(1+1) + | (1n(1+ 6 In(21¢]") + (n(20¢17))?) sin(el¢]°)
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e isso sera estimado por C'(1 + In(1 + ¢)), que é claro para |£| grande, e para |£| pequeno segue pois temos

lim (In(2[¢]7))" sin(t|¢]7) = 0,

|€]—0
parar =1,2et > 0.
O
Conservacao de Energia
Considere a energia a seguir para nosso modelo invariante por escala.
1
B ()(t) = 5 (Ilua(t, )3 + 1 (=8)"2ult, )3 + p(t)llutt, )3 ).
com
_1
(1+1)72, p > g,
pt) =S 1+t 2(1+1In(l+¢)~L, p?=1, (3.25)
(14¢)"2 2V 0<p?<l.

Na Tese [5] e em [61] pode-se encontrar a demonstracdo do seguinte resultado.

Teorema 3.2.4. Aenergia E*(u)(t) da solucdo da Equacdo (3.18) com & = 0, para ¢ € H° (R™), ) € L*(R")
satisfaz
P EM(t) S B*(u)(t) S B*(u)(0).

Observacao 3.2.5. O Teorema 3.2.4 diz que quanto maior o . mais temos um comportamento dissipativo.
Por outro lado quando ;1 — 0 essa dissipatividade vai deixando de existir. Esse resultado é um indicio de
que podemos esperar um comportamento dissipativo quando tivermos uma massa m(t) acima do invariante
por escala e uma conservacdo de energia quando tivermos abaixo. Tais resultados serdo enunciados mais
claramente e provados mais adiante na tese. Porém, antes disso, precisamos saber se podemos esperar para
o invariante por escala algo andlogo no caso § > 0. Ou seja, se o paramétro . também indica um comporta-
mento dissipativo.

Estimativas L} — L.2.

Agora vamos provar uma estimativa L' — L2. Mas primeiro lembre-se que na secio 2.2 discutimos que os
cit(m?+[g)2)1/2
(m2+[g[2o)1/2

. Para esse ultimo sabemos que sé temos limitacdo do tipo L! — L2, ou seja

pontos p, ¢ onde temos limitagdo para o multiplicador x (&) sdo pelo menos aqueles que vale
cit(1€29)1/2

(I€[2o)1/2
parap = 1 e q = 2, quando 20 > n. Assim essa hipotese é natural para o Teorema que propomos a seguir,

veremos que essa hipétese é usada para frequéncias altas. Veja também a Proposicdo 1.2.6 que mostra ndo
existir restricdo para frequéncias baixas. Agora defina b(t) parat > 0, por:

a limitacdo para (&)

max{(l-l—t)%*%+\/l_2ﬁ,(ln(l—l—t))%}, O<u<%;n§o(1+\/m),

1 0<p<iin>co(l+/1-4u2),
b(t) = max{(1 +t)%_%, 1+ In(1+1)}, p>%n<o,

1 ,u>%;n>a,

(1 +1In(1 +¢)) max{(1 + log(1 +t))%, (1 +t)%*%}, p=3n<o,

1+ 1In(1+1¢), p=3in>ao

(3.26)
Logo podemos provar o seguinte Teorema.
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Teorema 3.2.6. Considere u(t, ) solucdo de (3.18) com § = 0 e com dados iniciais ¢ € WTH(R") e ) €
L' (R™). Nesse caso, se 20 > n temos que

[ut, e S D7l Ly +0@) (@]l + [[4]lL1)- (3.27)
parat > 0.

Demonstracdo. Vamos estimar a norma L dos multiplicadores Ej,;, k = 1,2 el = 0, 1. Devido ao com-
portamento diferenciado das solugdes fundamentais vamos dividir os casos p # % ep= % Para o primeiro
caso temos que na Zona Z1, ou seja, para todo ¢, ty < te, vale

Bt to, &) S (1 + )7 L + o) 7RI 4 (14 )T (L 4 ) M2 R, (3.28)

comRp =+ 3/1—4p?sep € (0,3) e Rp = 5 se u > 1, respectivamente. Para o caso p = 1, temos
ainda em Z; e pela Proposicao 3.2.3 que

—zq

|E;€’l(t,t0,f)’ ~(1+ t)%_l(l + to)_%+k : ‘ In(—2) Inzge 2z — lnzln(zo)e_z z |, (3.29)
: 1+t
< 51 tg) (14 | ). .
SO+ D14+ 10) 3 (14 ln(1+t0)) (3.30)

Em Z5 U Z3 usando a Proposicdo 3.2.2 e como pela nossa escolha de « e 8 nés temos R(a) = R(5 — «),
podemos concluir, para todos ¢, ty > t¢, que

| Epa(t,to, &)] < 1€70FD. (3.31)
Pelas desigualdades (3.29) e (3.28), temos parat < t¢ e k = 1,2 que:

(el VIR o)
(/(1+t)§|a<N | Ek,o(t, 0,§)|2d§) P+ t)%_%(l +log(1+1), pu=2
- (1+t>§_%7 ,U/>%

Além disso, por (3.31), temos:

‘EQ,O(t>th£)| 5 |£|_Ua
€177 Ero(t to, )| < €77

1 1
Como 20 > n, temos, em Z3, que (fngN |E20(t, 0,5)]2d§> *<le (fmaZN €177 Er0(t, 0,5)\2d5> ' <
1. Agora resta obter uma estimativa parat > t¢ com |£|7 < N. Para fazer isso note que nesse intervalo de ¢,
temos:

a(ta &.) = (El,O(t7 tfa {)EI,O(t& 07 E) + EQ,O(tv t§7 §>E1,1(t§7 07 f))a(()? 5)
+(E2,0(757 te,§) B2 (e, 0,8) + Ero(t, te, §) B o(te, 0, f))ﬂt(oa £).

Agora note que Ey o(t,te, &) E21(te,0,€) e E1o(t, te, £) Eao(te, 0,€) sdo menores do que:

(1+te) T2 r2Viza?, 0<p<gy
_ 1
|£‘ 7 (1 + tf)_§7 n > % 5 (332)
(1+1t)72(1+log(1+1¢)), p=3%
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(14 t) a2V, 0<p<sy

1
(1+1te)2, p>3% (3.33)
(1+1te)2(1+1log(1+1te), p=1

1
respectivamente. Logo podemos estimar (fZ2 |E2,0(t,te, §)Ea1(te, 0,8)+E10(t, te, §) Eao(te, 0, §)|2d§) :
por:

(1—|—t)%+ 154”27%, 0<pu<iin<o(l V1 —4p2);

(ln(l—i—t))%, 0<pu<in=0+1-442);

1, 0<p<iin>o(l+/1—4u?);

(1+t)%*%, ,u>%;n<a;

(ln(l + t))%, > %;n = o; (3.34)
1 ,u>%;n>a;

(1+t)%7%(1+1n(1+t)), p=3n<o;

(1—|—1n(1+t))%, p=1in=oc;

1+1In(1+41¢) p=3%n>o.

1
Analogamente podemos estimar (f22 |E10(t te, ) Er10(te,0,8) + Eao(t, te, §) Er1(te, 0,§)|2d€> ° ever
gue podemos concluir uma estimativa analoga a (3.34). Portanto, as desigualdades obtidas sio suficientes
para provar o Teorema.

O

Observacao 3.2.7. Note que fazendo, na estimativa obtida no Teorema 3.2.6, . tender a zero, no caso que o
primeiro dado é nulo, recuperamos a estimativa que encontramos para o caso de coeficientes constantes . Ou
seja, a estimativa L' — L? para a solugéo de gy + (—A)u + e = 0comu(0,x) = 0, u (0, x) = uz(x)
quando ;1 — 0 € a estimativa L' — L? para a solugéo de uy + (—A)°u = 0, u(0, ) = 0, u(0, x) = ua(x).

Estimativas LP — L7 na linha dual.

Defina p(t) parat > 0, por:

(L+18)72, w4,
1 —
p(t) == (1+t)72(1+1n(l +1)) " n=3,
(1+t)" 2 2Vi-w? 0<p<i

Podemos entao provar o Teorema a seguir. Compare com o Teorema 1.5.5.

Teorema 3.2.8. O problema de Cauchy com dados u(0, z) = ug(z), ut(0,z) = ui(z) € S(R™) satisfaz:

|| (ue(t, ), | D|7u( wmwa+w”@@ﬁNMﬂmmm+mmmmy
Hp t,- HL‘I ~ d'u’o-(t)(H’LL(]”Lp,or + HulnLPvU(T*l))a

paratZO,comh(l):”T_l,h(a):gparaazzh(a):%paraa<2com07&le

7;

max {(1 + t)*h(")(%*a)*i, 1+ t)*”(ra) },

d 70’(1&) = L ) . L
! max{(1+t)*h(g)(;*§)*§7§ T +t)*"(ra)}a 2

Nr—' NH
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onder:gG—l)zl, +=-=1coml <p<2

1
P q q

Demonstracdo. Vamos separar o espaco de fases em trés partes que correspondem as trés zonas 71, Zs e

Z3. Para fazer isso consideremos uma fungdo ¢ € C*(R,) tal que ¢)(y) = 1 paray < 3, ¢(y) = 0 para
y>2e w/(y) < 0. Definimos v;, j = 1,2, 3, dadas por:

Dt €) = P(|EITNTYY((L+ ) [E[7NT),
ba(t,€) = (€T N — (L + )IEITNTT),
1#3(@5) =1- ¢(|f\UN_1),

tal que w1<t7§) + %(taf) + w?:(tv&) =1

Zona Z;.

Agora vamos escolher ai; = ay(t,€), k =1,2,1 = 0,1, tal que ay (¢, &) Ey,(t,0,€) € LOO(R?) uniforme-
mente para todo tempo ¢ > 0. Entdo nés temos, com 1 < p < 2, que:

|1 Fgs (W1.(t, ) ar i (t, €) Er(t, 0, €)0())l| g
< le (t7 g)“k,l(t f)Ek,l (tv 07 f)i}\(f) HLF
<1t e |an,(t,§) Ex(t,0,&)||Le<|v]| e

Iy
_n(l_1
<01+ 1075 G agu(t, © Ba(t, 0, €)= [v]| o,

1

onde v € S. Escolhendo ay(t, &) = |¢]7(~Y, temos:

116170 D Epa(2,0,€) | oo S (14177
De fato, no caso p = 3§ temos: [||¢|]7 D Ey;(£,0,8)]| . < (1+ )2 (1 +In(1 +¢)). Logo para p # 3

temos:

151 (1 (1, €, ) 10 S (1 +£)~ G0 752 (g o+ [Juallo).

151 (1 (1, )8 ) 120 < (1 + 65 G0 7R (gl o + |12,

QI3

com % + % = 1. Enquanto para p = 3 temos:

=

177 0t €0 ) e S ()72 673 (1 11+ 0) (s 1 + ).

1F L (s (8, )€t ) oo < (14675 Ga)-

QI3
=

(1 In(1 + 1)) (Juollze + furllz).

Em qualquer caso, temos:

15 (1 (1,0 (1) 120 S (1 1) 5 68 (o + sl 20),

n(l 1

|7 L (W (6 O ) 10 < 4+ 65 G0 (uoll oo + flua20)-
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Analogamente escolhendo ay, (¢, &) = p(t), temos:

() Bro(£,0,-)|| ;0 S 1.

Logo temos:

1P e (1 (8, )p() Era(t, 0,€)5(E))l| g S (1+ t)_g(%{) (lwollze + lluallLe),

onde1<p§2e%+%:1.

Zona 73

Para tratar essa zona vamos considerar uma particdo diddica da unidade adequada: Considere uma funcao
positiva ¢ = ¢(y) € C5°(R.), com suporte no intervalo [1,2]. Defina ¢;(¢) := ¢(27 lel” ), j € Z. Como
¢3(t,€)¢;(§) = 0para j < 0, temos:

b3 (t, E)ary(t,€) Ea(t, €) = (1 = (I€]7N"H) (o (&) + 61(6)) + Zcﬁg Naki(t, &) Era(t,€).  (3.35)

Assim, vamos considerar a integral oscilatoria:

‘Fil (¢j (5) |§‘7rgak:,l(t7 é)Ek,l(t) 07 6))7

comr € Reay,(t,§) aserem determinados depois. Vamos denotar:

by (2) := z:pfl@l(p, 2p; z:),

by (z) == z_”_Hk@g_k(l —p,2—2p; —z),
bi(2) = zlfp*l@l(l —p,2—2p; —z),

by (2) = P72k, (p, 2p; z).

Logo:
det G (t,0,€) = sin ((1 +)[¢]7) sin (— [¢]7) (bf((l +1)[€]7)by (1€]7) + by (1 + t)l&!”)bi(lﬁl”)),
det G(£,0,€) = e 707 (14 1)[€17)b; (1€]7) — €170 (1 4 1)[¢17)b5 (1€17),
para p # % ep= % respectivamente, com k = 1,2,1 = 0, 1. As fungdes bii, 1 =1, 2, satisfazem

26 (2)] < 2|7,

comm = 0,1,...,eCy, = Cp(u) para || grande. Para ay (¢, &) vamos usar a poténcia [¢|~7(1=F+1) por
isso a partir de agora é suficiente estudar a seguinte integral oscilatéria

FH (@@ g7 bu (1 + Il b)) ) (3.36)

onde as fungdes b; , i = 1, 2 satisfazem |d'b;(z)| < Cp|2|™™, m = 0,1, .. ..
Estimativa L' — L>°. Substituindo ¢ = ZJ'Nn, j >0, temos usando o Lema de Littman que:
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|7t (65(© = € bi (1 + £)lEl)ba1El) )| e
=0 | FL (@lnl)e = NI g 77y (277N (L4 1) | Yoo (2NN )

<C2™TO) (14 (2IN)7t) 75 > 110%6(Inl) Il b1 (297N (1 + ) |n|7)ba (277 N7I€] )| Lo
la|<M

SCQj(nfra)(l + (QjN)Ut)fg Z sup |n|77“0"77‘*0(|04‘+|ﬁ|) < Czj(nfrﬂ)(l + t)*gj
|t B|<M 3 <7 <2

onde g vale n quando o # 1 en — 1 nocaso o = 1. A constante M de fato depende de o e n.
Estimativa L2 — L2.

1655 (€)= 17 1€1 7By (1 + 1) [€17)b2(1€]7) | oo
S osup @(|In)((Z7N)7[n[7) 7" [br (2 N (1 + ¢)|n|7)|[b2(2" Nn|7)|
3<[glo<2
<2fjr0',
paraj > 0.
Estimativa L? — L. Usando as duas estimativas anteriores podemos usar interpolacdo de Riesz-Thorin para
obter:

|7 (a5(€)lel Il =040 By 4,0, 7)) |
52j (”(%_%)_m) (1+ t)_g (%_%) llv]| -

Assim se assumirmos r > 3(5 %) temos que

17 (st €)1l 610D By (1,0, F () )|y S (1+8) Q(M>||v||m.

17 (st )t ) o S (140728 (ol ooy + e
||f—1(¢3(t,£)|£\aa(t, .)> ze S (14 t)‘%(%_l) (||u0||Lp(,(T+1> + || 2o m)

onder:ﬁ(l—l).

g\ P q
Agora para estimar o potencial p(t)u(t, z), vamos escolher a; o = p(t), logo.

Hf—l(ws(t,ﬁ)p(t)a(t, -)) 1, <p)@+0 863 (HUOHLP or + || oo ))

Zona Z
Assim como nas outras zonas estudaremos uma integral oscilatéria com a frequéncia localizada em nossa

Zona.

FH (vt Qana(t, ) Bra (1,0, F(0)(©)). (337
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Vamos introduzir uma decomposicao diadica adequada, considere ¢;(¢, ) := ¢<2*j %) ,Jj € Z,com
¢ a funcao introduzida no estudo da zona Z3. Assim 12 (¢, £)¢;(t, &) = 0 para j < 0, logo:

Pa(t, &) =P (€N~ (1 — (L +t)|¢)" N ng

=P([EI7N A = D+ )IETNT)(do(t,€) + (. €)) + v(IEI"N Zqﬁa (t,€).

Vamos entdo investigar o multiplicador de Fourier para cada 7 > 0 separadamente. Temos a seguinte repre-
sentacdo para p # i e p = 1 respectivamente:

det G (,0,€) = sin (1 +1)[¢]) (bf((l +)[g17)by (1€17) + o] (1 + t)!é’l”)bi(!é’l")),
det Gi(t,0,€) = =70 (1 + 1)1€]7)by (1€]7) — €SB (1 + 1)[€])b3 (1€]7),

comk =1,2,1=0,1. Além disso

|d2by (2)] < Cr2| 7™,
comm =0,1,...,eC, = Cy(u) para |z| grande enquanto para |z| pequeno temos
1
A0 (2)] < G| 2|71, quando p # .
Escolha ay(t,&) = \510“*0. Logo estamos interessados na seguinte integral oscilatoria

F (0 gy, €) 617G IBE((1 + 187w (€N bE(€17))

Primeiramente vamos estudar a seguinte integral oscilatoria.

F (1 g1, W (1 + )€l (el N1 Jglo %0

Estimativa L1 — 1>°.
Note que

|77 (07 g, e 0 (L + )1l (Il N gl |

=1 )R (g, 0 (1 -+ 0l el N (a+0k) )

Fazendo c(z) := bi(z)z (1*’”*%9) temos |d7c(z)| < Cpl2[*~™777 m = 1,2,.... Assim fazendo a
1

substitui¢do (1 + )7 & (QJN) n e usando o Lema de Littmann, temos:
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H]_-—l (eﬂtm'”cﬁj(ta &)e((1+ t)lé\”)) HLOO

<SPS (L4475 (1+2N) M@ 3 HD%(IUI")C(?W\UIU)
|| <M
§2j(§—h(o))(1+t)—§ Z sup (QjN|n|o)—\a|+1—§Rp—r(2jN)|a\
‘a|§M%S|TI\"S2

<ol —he)+1=Fp=r) (1 | 4)=5

Lo

onde M é uma constante adequada. Portanto:

|77 (5197 65 (1, €)e((1 + 0)lgl7) F o) ) |

SPGB 4 ) o).

Loo

Estimativa .2 — 2.
Claramente temos

S | s o(nl)[e(2/ Nin|)] < 20770,

~

3<In|o<2

=765 (1, )e((1 4+ el

-

Portanto,

S PR o] o

~

Hffl (eiit|£|”¢j(t, &)e((1 + t)|§\<’)f(v)> ’

L2

Estimativa LP — L4.
Paraj > 0,1 <p<2e % + % = 1 e interpolando com Riesz-Thorin, temos:

)

HF” (ei"t'g%j(t, &)e((1+ t)\§|")]:(v)) ’

§2j((gh(g))(;}1)+(1ﬂ%pr)) (1 ¢ t)g<’17(11) HUHLP~

Tomer = (2 — h(a))(% — %) + 1 — Rp, logo r > 0. Agora note que

OUP(NTHE) |7 (|€]7) | < Calé] 7.

Logo por Mikhlin-Hérmander (N ~1|¢|7)[£|70—*+R0)pE (|¢]7) € M, paral < p < occ. Além disso, como
Y(NYE)E[7CFbE(1€]7) < Cp(N~€]7)|€|7(="=RP) podemos finalmente concluir que:

[ (51 52, )€l (1 + o)yl N (M) F W) |, S 0+ 56
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Portanto temos:

17 (0. 0709l 5 007" G (s + ),

17 (0 0650 9) 5 4070 (ol ),

Agora vamos estimar o termo poténcial. Tome ay, o(t, &) = p(t), entdo para estudar

p(t)Ero(t,0,8) = Cp(t)[€|7" ) det Gro(t, 0, ),
é suficiente estudar

eFHE D, (1 +1)[€]),

onde
(L +1)lg]7)—m,
|} 141617 0o (L + 8)[§]7)] < Crm ~1
ol ((+ 0l R
param = 0,1,.... Logo naZona Z; temos:
LI pPYT L1
1+ In(1+1¢) 1+ InN|¢|-°

para [£]7 < N.

Vamos considerar a integral oscilatoria:

F (00 51, ) (N ) (1 -+ Dlef) ).

Usando o Lema de Littmann de maneira analoga ao que foi feita anteriormente, concluimos que:

|77 (e 2, € (N el ) (1 + 1))y )

-

= gyt N el + plgly | s ()
Portanto nés temos:
|71 (= g5t puv i@ + 0l T Fw) | s @+ (o)

HF_1G¢umP¢K@5y¢gv—waax(1+tﬂﬂ”Y”“‘ﬁ700) L

Logo por Riesz-Thorin temos paral < p < 2 com % + % =1, que:

se p # 3,

Sep—§

5(1ﬁ—w—22j<2—maqu_r>

()
S2 [[v]| L2

68

9
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|7 (e g . pv 1€l (1 + D1l 7) 7 F(w))|
e ) R (G ) S T

La

Note que

(14 £)[¢]°)
(A +0)lgP) ™"

v (vl | =< calel el

Logo, por Mikhlin-Hérmander, temos

g (L 1))
Y(Ng|7) 2 L ,

(L)) ™ =7
onde 1 < p < oo. Note também que ¢; (t, €)1 (NLIE[7)b,((1-+4)[E|7)[€] 7 < Cbs (£, )p(N~L¢[) (1+

£)1€1) " [¢]°", logo

H}._1 (eiitlfl”¢j(t, EY(NTHE|7)p(t) Bro(t, 0, 5)|€’_0Tf(v)) ‘
<t ) (G Gt) )y

Assim tomamos 7 := max{0, (2 — h(c)) (% - %) — Rp}, temos:

La

1

177 (vt p(0)e. ) o < @ 0O G0 G (g 4 1 ).

paral < p < 2 com % + % = 1. Finalizando a demonstracio.

3.2.2 Caso 2/ = o.

No caso § > 0 vamos comecar quando 26 = o, pois esse caso assim como o caso d = 0 pode fornecer uma
analise por funcoes especiais. Nesse caso ap6és uma mudanca de variaveis teremos nossa equacio descrita
por uma equacao de onda do tipo Coulomb, tal equacao é importante para entender fenémenos fisicos, pois
descreve o comportamento da carga de particulas carregadas em um poténcial de Coulomb como definida
no Apéndice, para saber mais a respeito veja [43].

Estimativa de Energia.

Fazendo 7 = |£]7(1 + t) e w(T) = u(t, &), temos que w satisfaz

12

wTT—i—(l—i—m)w:O

com dados iniciais w(|£|7) = ¢ (&), w,(|€]7) = [£]770 ().

No caso 20 = o temos:

2
wTT+(1+“—)w:0
T
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E com isso temos uma equacio da onda do tipo Coulomb, veja [1]. Assim, como discutido em A.19, temos as
solucdes fundamentais:

Logo as solucdes fundamentais de

I
Uy + ]ﬁ\%ﬁ—i— m\ﬂ”ﬁ =0

sdo dadas por

2
At€) : = w(t,€) = Fo(~ (L +1)[¢]),
2
t,€) : = a(t,€) = Go(=5-, (L + 1)[¢l).
Assim tomando a derivada temos por A.19 que:
2
fre(t,€) « = O (t,€) = [§]7dr Fo(—=—-, (1 + 1)[£]7),

al
2
2
Foalt,€) : = Dyiia(t,€) = |€|7d-Go(= -, (L +DI€]).

Logo para uma condicao inicial ¢y, temos:

’L/Z(t,g) = Cl(t07£)f1(ta£) + 62(t07§)f2(t7£)

assim derivando em ¢t podemos encontrar as constantes:

¢ (t é—) _ f2,t(t0a€) (tO,f) (toaé)at(t()ag)
ST ot €) filto, €) — falto, €) fre(to, §)

_ fl(t0>£)at(t7£) fl t(t()vg)a(t()ag)
C2(t07£) -

fa,i(to, &) f1(to, &) — fa(to, &) fre(to, &)

Portanto podemos escrever

’l/;(t, 5) = Fl,()(tv t07 5)@@0, 6) + FQ,O(tv tO? g)at(t(]a 5)7 (338)

onde

_ far(to, §) [1(t,6) — fa(t, ) fr4(t0, §)
Frolt-to.8) = 4 e &) f1(t0,6) — folto, O Fralio, )
Foo(t o, ) = f1(to, &) f2(t,€) — fa(to, §) f1(t,€)

T fai(to, §) f1(to, &) — fre(to, &) fa(to, §)

comt,tg > 0. Entdo derivando em relacdo a ¢ temos

at(t> g) = Fl,l (t7 th E)a(tm g) + F2,1 (t7 th g)at(t()a g)a (339)
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onde Fy 1 := 0;Fkp, k = 1,2, Essas solugdes fundamentais satisfazem Fy ;(to,t0,&) = Okiv1, k = 1,2,
[ =0,1. Assim:

Joi(to, &) fre(t, &) — fou(t, &) fre(to, &)

Bt to,8) = G Filto. )= Falto.&) fralio.©)
— filto, &) fo.e(, ) — falto, &) f1.4(¢,§)

Bt to.8) = 4 e Fi o, &) = Fralto.€) falto, )

Calculando o Wronskiano temos pela relacdao A.21.

f2,t(t7£>f1(t7§) - fl,t(tvf)fé(tvf) - ’5‘0

Agora usando A.1.8 para l = 0 e (A.22), temos para (1 + ¢)|£]7 < N e (1 +tp)|£]|7 < N que:

(3.40)

Agora usando A.1.9 para ! = 0 e (A.23) temos para (1 +t)|£|7 > N e (1 +19)|£]|” > N que:

’Fl,()(t7t07£)’ 5 1)

1
|Foo(t to, &) S W;
|F11(t,to, &) S €]
|F51(t,t0, )] S 1. (3.41)

Usando as estimativas 3.40 temos para (1 + ¢)|£|7 < N ou || > N que:

@O + €[t OF + =Eclel i O < C(+ ) (I8P +1BOF) . (3.42

(1+t)

Agora usando as estimativas 3.41 temos para [{|” < N, (1 +1)[£|7 > N e (1 4 t¢)[£|” = N que:

[ (t, ) < C ([ ate, )17 + [tn(te, €)%
ISIQUI@( oI <c (|€!2”|@(t5, O + [ (te. )

OF < _jefja, >12s0/f( L 1

at 9 2
0T Tt ropep e )

Portanto de acordo com as estimativas obtidas nas regides, podemos concluir que:

[a(te, ) +

1—|—t _1+t

2
e (£, )15 + 1D u(t, -)H%JrlLHH\DIM(t,-)H%SCMW(~)H§+H¢(-)H§ (3.43)

o que nao é melhor do que ja temos simplesmente derivando a energia e usando a desigualdade de Gronwall.
Porém, adiante vamos usar as estimativas para os multiplicadores que foram obtidas acima para determinar
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estimativa L' — L? e L? — L.
Proposicio 3.2.9. Seja u(t, z) solucdo de 3.18 com 25 = . Nesse caso se ¢, € L*(R"), entdo

[ut, 2 S A+ 0llL2 + 1¥ll2) + 11DI7 @l 2

Se20 >n, |D|°¢ € L*(R™) et € L', entdo

[u(t, )lze S NPl + (1+ 62 (ol + [[¢]lLr)
parat > 0.

Demonstracdo. Usando as estimativas:

(1+t)17l7 (t7§)7(t07€) € Zl
<
|Fk,l(t7t07£))| ~ {|£|o’(l—k+l)’ (t7£)’ (to,ﬁ) € ZoU Z3

ondek =1,2el = 0,1, que foram obtidas anteriormente, podemos concluir que:

1 Fia(t,0, )2z S (1415

Agora note que para (t,£) € Z3 temos:

(L, €) =(Prolt te, €) Fro(te, 0,€) + Fooltte, ©)Fu1 (1, 0,€) ) (0, €)

+ (FZ,O(tv tfa g)FZ,l (tga 07 5) + Fl,O(ta tf? £)F2,0(t§a 0’ 6) at(ov 5)
donde das estimativas (3.46), temos:

|Fi0(t, te, &) F10(te,0,8) + Fao(t, te, ) Fia(te, 0,8)] S (141te) + €177,
‘FQ,O(tvtﬁvg)FQ,l(t§7 075) + Fl,o(tvt&g)FQ,O(tfa 075)‘ S ’5‘_0 + (1 + tf)

Além disso temos

HFLO(tat-v ')Fl,O(t'a Oa ) + FQ,O(tat-a ')Fl,l(t-a 07 ')HLQ (Zg) 5 max{l, (1 + t)l_%}a

HFZO(t, t., ~)F271(t., 0, ) + FL()(t, t., ‘)FQ@(t., 0, ')HL2 (Zz) g max{l, (1 + t)li% .

Finalmente como 20 > n temos:

I 1752 F 0 (8,0, )| 2225 S 1

72

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Portanto dessas estimativas concluimos a estimativa L' — L2. A demonstracdo da estimativa L2 — L? é

analoga.

Representacio da solucido via fungdes confluentes hipergeométricas.

O]

Vamos obter uma representacdo para a os multiplicadores Fj,; em termos de fun¢ées hipergeométricas con-
fluentes, para o caso 20 = o. O objetvo é obter estimativas na a antidiagonal e diagonal, para isso preci-
samos de estimativas das derivadas dos nucleos I}, ; em diferentes zonas e de comportamentos oscilatérios
dos mesmos, que nao sao explicitos quando olhamos como solucao da equacao de onda do tipo Coulomb.
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Consideremos agora uma representacao da equacao por meio de uma equacao hipergeométrica confluente.
Faca z = 2i7 = 2i(1 + t)|£]” e note que W (2) = "7~ tw(7) = ! 0HDEI7 (1 4-1)|€|7) 1 a(t, €), satisfaz:

2

Was + (2 )W, — (1 + i%)W —0. (3.47)

Logo, estamos no caso logaritimo e por essa razao as solu¢des fundamentais sdo dadas por ¥ (1 + i“;, 2,2)
ee” V(1 — i”;, 2, —z). Logo as solugdes fundamentais de 2y + (|€]27 + 1%|g|0)a podem ser dadas por:

F0.9) 1= (1 €[7e w1 1 02 21
Flt.) 1= (14 €T w(1 it ),

Derivanto em ¢t temos

. o 3 2
Jua(t.€) = Bufa(1,€) = [el e Wy (14 - 252)
o i(14t)|]° i
f?,t(tag) = 8tf2(t7€) = |§’ € \111(1_ 7727 _Z)J
onde

Uy (a, B;2) := (% +a—-1)V(a,B;2) —V(a—1,05;2). (3.48)

Para facilitar a escrita vamos usar a notacao ¥ («, 8; z) = ¥o(a, §; z). Se escrevermos

u(t, &) = Fio(t, o, §)u(to, &) + F20(t, to, §)ut(to, §)
ug(t, &) = Fr1(t,to, §)u(to, §) + Fo1(t, to, )us(to, &),

onde 0y F}, o(t,t0,&) = Fi.1(t, 10, &), para k = 1,2, teremos o seguinte Lema.
Lema 3.2.10. Denotando z = z(t) = 2i(1 + t)|{|?, temospara k = 1,2el = 0,1 que
2
Fiea(tsto, §) = e ™05 (=2i[¢]7) =5 det G (8, 1o, €), (3.49)

onde

A-lem 3y 1+iﬁ,2,z A-lesw 1—i“—2,2,—z
Gk,l(ta to, 5) = 14k 20 l( 2'N2 ) 14k 20 l( 2.u2 ) . (3.50)
20 e 2 ‘IIQ_k(1+Z7,2,Zo) 20 €2 \IIQ—k‘(l _27727_20)
Demonstracdo. Para demonstrar o Lema, deve-se utilizar duas identidades, a primeira:
o f2,t(t07 g)fl(t> g) - fl,t(t()? 5)f2(t7 5)
Fk7l(t7 to, 5) -
fat(to, €) f1(to, &) — f1.t(to, §) f2(to, §)
e depois, por (A.17), a segunda:
. 7r(i+“2
—1e 2 o
f2,t(t7 §>f1 (tv g) - fl,t(t7 g)fQ(tv 5) = 7’8 (351)
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Proposicao 3.2.11. Sejam o, 5 € C.
1. Para |z| > K grande, temos
A7 W (@, B; 2)] < C2f 7R,
onde m é um inteiro ndo negativo e Cy,, = Cy,(«, ).

2. Para |z| < K pequeno, temos

Uo(a,2;2) = (o) 214 Ou(In 2),
Uy (a,2;2) = 2F1m) (g +a—1)04(Inz) + Oa—1(Inz),

A2 (@, 25 2)] < Cl2] 7™,

onde Cy,, = Cy, (e, B), j = 0,1, o sub-indice em O, (In z) indica que a fungdo depende de o, e tem a

ordem de In z quando |z| — 0, mais ainda, temos nesse caso, que Oy (In 2) = = (Inz + ¢ (a) —

T'(a—1)
¥(1) = (2)) + OalzInz).
Demonstracdo. Segue das Propriedades listadas no Apéndice. O

. . . . 2
Agora vamos estimar a norma dos multiplicadores Fj. ; (¢, t .Denote o :=1 4 £, e escreva:
SRANZRAVE) 2

Fioi(t,to, &) = Cg|o0RHD A1 01 (6%%(0&, 2,2)Wy k(2 — 0,2, —20) — € T (2 — 0,2, —2)Wy_ (e, 2, Zo)>,

onde z = 2i(1 +t)|€]|7 e zo = 2i(1 + 0)|£]7, logo, para (1 4 t)|£]|7 < N temos,
lembrando da seguinte relacao funcional de simetria para a funcao I,

paraz #0,+1,42,...,comd, := (a) — (1) — 1(2), temos:

[Fa0(t to, §)] S (1 +1)[€]7
2; Oz_l In(z) + do—1 72071 In(—z9) + di—qo
(e Fat Ty TN Gy T Ta e el In(—=0)) )

_ -1
1 + 02704(—2111(—2)))( 0 In(20) + da—1

2=z, —2 In(—2z) + di—qo
(e (oot Ta-w Do) T Tla—1) T el In(z0))))|

<1+ t)|§|"(] sin(t€|7)zg =Y + e 2 In(—2)Inz — e 2 In(z) In(—z20)] + |21 (S(e 2 In(20)))] + 1),

logo pela Proposi¢ao 3.2.3, temos:

|Fo0(t,t0, &) < (1 +1).

Analogamente,

[F1o(t to,§)] < Cul +t,
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|Fya(t,to, €| SCH]§|"<sint]£\” + (’ZQ‘ +a— 1)(‘2’20| +a—1)(le Inzgln—z—e 2 Inzln—z)

+|1In z]|20In 2o]) + l) <0,

/

|Fp1(t, to, &) < Cp.

Enquanto que para |£]|7(1 +¢) > N temos:

[F10(tt0,6)] < Oy,

1
I35
[F1,1(t, 20, §) < Cplé]”,
[F2,1(t,t0,€)| < C.

|Fo0(t, t0, &) < Cy

Note que estas estimativas sdo analogas as que foram obtidas usando as estimativas para as solucdes funda-
mentais da equacdo de Coulomb.

Estimativa L? — L9 na linha dual.

O Teorema a seguir fornece uma estimativa na linha dual da equagio uy;+(—A) 7 u4p2 (14+t) " (—=A)2u = 0
com dados de Cauchy em S. Entendo o problema como uma pertubacao de u + (—A)?u = 0 podemos
comparar as estimativas obtidas com as do Teorema 1.5.6. Nota-se que temos a mesma estimativa para a
energia.

Teorema 3.2.12. Seja u(t, z) solugdo de (3.18) com 2§ = o e dados u(0, x) = up(x), ut(0,z) = ui(x) € S,
entao, parat > 0, temos

[ (ue(t, ), (=A)7Pu(t, )| 0 S (1 + t)h(‘”(%—%) (HUOHL,,,U(M) i Hulum,m), (3.52)

onde h(1) = 251, h(c) = L parac >2eh(c) = Zparac < 2er = g(% — %) Além disso, temos

1+ 072 (=)t e S A (luoll s gy + atll o p)) (3.53)
onde

é 2 (P q) =
d(t) = (141 , o=1ler>1/2, (3.54)

1+ t)fh(")(%ﬁ) : caso contrario .

Demonstracdo. Vamos separar o espaco de fases em trés partes que correspondem as trés zonas 71, Zs e
Z3. Para fazer isso consideremos uma funcdo ¢ € C*°(R..) tal que ¢)(y) = 1 paray < 3, ¥(y) = 0 para
y > 2e1) (y) < 0. Definimos Yj, j = 1,2, 3, dadas por:

P1(y) = P(EI7N"((L+1)[E7NT),
Pa(y) = (€[N (L = p((L+)EI°NT),
P3(y) =1 —¢(|¢°N)

tal que ¥1(y) + ¥2(y) + ¢3(y) = 1. Agora vamos escolher aj; = ay;(t,§), k = 1,2, 1 = 0,1, tal que
ak,(t, §) Fii(t, 0,€) € L*(RE) uniformemente para todo tempo ¢ > 0. Entdo nés temos, com 1 < p < 2,
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que:
Zona Z;.

1 Fe o (1 (t, &) an(t, ) Fra(t,0,£)0()) | s
<[l1(t, &)ar(t, §) Fra(t,0,£)v() HLg
<N (GO sz Ml (8 ) Fra(t, 0, )| oo o]l e

SCX1+—w‘*(E‘EMh%la‘afxz@<35nu«wvHLm

onde v € S. Escolhendo ay (¢, ¢) = |¢]7(1~Y, temos:

IF L W1 ()7t ) lee < (1 + 1) G5 (Juoll e + et ll2o)
IF L (W (L O ) 1o S 1+ 675 G (oo + Jun[10)

com % + é = 1. Analogamente escolhendo ay, ;(¢,£) = (1 + t)*% 3, temos:

| gﬂ«(%(t €)(1+ )72 [€]3 Frolt,0,6)5(€)) | g
=(1+1)72| 7, e (1(8, O)IE17 Fro(t,0,€)(6)) | s
<(1+ t)7§||1/11(t,§)||L% 11€177 Fieo (¢, 0, &) oo [[v]] o

Zona Z3.

Para tratar essa zona vamos onsiderar uma particao diadica da unidade adequada: Considere uma funcao
positiva ¢ = ¢(y) € C5°(R4), com suporte no intervalo [3,2]. Defina ¢;(£) := ¢(277 lel” ), j € Z. Como
¢3(t, ) ¢j(§) = 0paraj < 0, temos:

3ty €)ani(t, €) Fia(t,€) = (1 —»([€]7NTH))(¢o(€) + b1 (€ +Z¢a )ak(t, &) Fra(t,€).  (3.55)

Assim, vamos considerar a integral oscilatoéria:

F (O] ara(t, &) Fru(t,0,€)),

comr € Reay,(t,£) aserem determinados depois. Vamos denotar:

2
b?(z) = zl_l\Ill(l T i%, 2; $z),
2
by (2) == 2 RO, k(liz ,2;%2).

Logo:
det Gr(t,0,€) = e 70 (1 + 1)[€]7)by (1€17) — b (1 + 1)[€]7)b5 (1€]7)

comk=1,2,1=0,1. As funcdes bii, 1 =1, 2, satisfazem

426 (2)] < Crnl2| ™™
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m =0,1,...,e Cp = Cp(u) para |z| grande. Para ay(t,£) vamos usar a poténcia |¢|~7( =%+ por isso a
partir de agora é suficiente estudar a seguinte integral oscilatoria
FH(65 (e 1o ba (1 -+ 1)) (€]%)) (3.56)

onde as fungdes b; , i = 1, 2 satisfazem |dJ'b;(z)| < Cp,|2|™™, m =0,1,.. ..
Estimativa ! — L*°. Substituindo £ = 2/ N7, j > 0, temos usando o Lema de Littman que:

[t (5= 17y (1 + )€1 )Ba(1€1) )]

=0 | L (|7 ) NI || =y (27N (14 4) 0| oo (27 NIEL) ) ||

<CPTTIH @N))TE Y 1060l lnl b (27N (L )| )a(277NEL) e
la|l<M
<CYTIAH@N)T)TE YD sup [Ty < o) (1447

1
la+B|<M 37 <2

onde pvale n quando o # 1 en — 1 no caso o = 1. A constante M de fato depende de o e n.
Estimativa L? — L.

16;(€) eV 17 7br (L + 6)1€17) b (1€]) | =

< sup B(In)((2ZN)7|n|7) b1 (2 N (1 + £)|n|7)[|b2(27 N n| )|
$<)élo<2

<2—j7’a
paraj > 0.

Estimativa P — L4. Usando as duas estimativas anteriores podemos usar interpolacao de Riesz-Thorin para
obter:

|7 (65 ©) €77 €170 By (1,0, F(w) ),
< ("(%—3)‘"’) (1+t)* Gﬁ) 1ol e

assim se assumirmos r > g(l —

1
5 q), temos que

[ a (1#3(75 o) 1g| "o U By (8,0, 6)F )HLq S(1+1) §<p

||]:_1(1;Z)3(t7£)at(t, )) ||Lq 5 (1 + t)_g(%_i) (HUOHLP o(r+1) + ||U1||L1)7U)
ORS00 £ 0786 (s )

onder:@(l—l).

o\r  q
Agora para estimar o potencial (1-+t)~'/2(—A) 2 u(t, z), vamos escolher ay o (t, &) = (1+t)~/2|¢|°/2, logo.



CAPITULO 3. EQUACOES DE EVOLUGCAO INVARIANTES POR ESCALA. 78

_1_e(1_1
177 (st + 0772200 ) o £ @+ 075670 (Juoll iy + oy )-
Zona 2.

Assim como nas outras zonas estudaremos uma integral oscilatéria com a frequéncia localizada em nossa
zona.

_J'(ﬂb(t7€)akJ(t,€)F%J(t,0,€)JT(U)(£)). (3.57)

Vamos introduzir uma decomposicao diadica adequada, considere ¢;(t,§) := ¢<2_j %) ,J € Z,com
¢ a funcdo introduzida no estudo da zona Z3. Assim ¢2(t, £)¢;(t, &) = 0 para j < 0, logo:

Pa(t,€) =yp(|€]7 N1 (1 — (1 +)[¢I"N Z@ (t,€)

=p(|EI7N (A = (1 +1)IEITNT)(bo(t, ) + 1(t,€)) + (€N Z% (t,).

Vamos entdo investigar o multiplicador de Fourier para cada j > 0 separadamente. Sabemos que

det My (t,0,€) = ™7 (14 )[¢17)by (1€]7) — 767 (1 + 1)1 7)b5 (1€]7)
comk =1,2,1=0,1. Além disso

|26y (2)] < Oz 7™,

m=20,1,...,eCy, = Cy(u) para |z| grande, enquanto para |z| pequeno temos:

265 (20)] < Cunlzol* 27,

Vamos escolher ay,(t, £) = |¢|7(1). Note que

1771 (e 52, €)1~ (€17 N ~H0E (1 + £)[€]7) || o
=(L+ )7 F (e g (1, €) (1 + £)[€]7) B+ DIEN) | oo
=(1+8)"[|F (7658, e (1+)[E1)) || oo

onde ¢, satisfaz |d7'c; ;(2)| < Cy,|2|~"~™. Fazendo a substituicao (1 + t)ig (27 N) 21, e usando o Lema
de Littman temos



CAPITULO 3. EQUACOES DE EVOLUGCAO INVARIANTES POR ESCALA. 79

qu(eiit\fl“qu(t,g)cl,k((l +1)[¢]7)) HLOO

=25 (1+4) 77 | F (e 60l )er s (27 N9l ) || oo

27 (L+4) "7 (L+27N)"2 >~ || DO o(In|7)ert (2 NInl )|
|Bl1<M

Q3

<21'(

~

Ha+nt Y s (@N)MEIN|g)TM
181<M 3 <Inlo<2

<oi(5-8=) (1 )%,

onde M é uma constante adequada proveniente do Lema de Littman. Provamos assim a seguinte estimativa

|7 (e g5 (2, )9 (1617 N0y (1 + 1)IE17)F () || oo
<21 (38 (1 15 o]l 0. (3.58)

Agora vamos fazer a estimativa L2 — L2. Temos que:

=8 65t et ((L+ 1€ 1o S | 5P (10l et NInl*)] < 277"

1
§§|77‘U§2

Provando assim que

|77 (15 (8, ) (1617 N B (L + )IEINF )| 2 S 1+ 5727 o] . (3.59)

Assim, interpolando (3.58) e (3.59), temos paratodo j > Oeparal < p < 2e % + % =1

[F (e (¢, ) (1617 NI (1 + ) [€17)F () || g
<(1+ t)rfg (%7%> 2j((§7%) (%7%)77‘) l[v]| 2.
Agora note que para [¢| # 0 temos

vl N1)b5 (€l7)
€7

E& | < Cplé] 1o, (3.60)

b3 (1€]%)

logo pelo Teorema de Miklhin-Hérmander, segue que ARG

€ M, paral < p < oo. Portanto, podemos

concluir, para ay (¢, €) = [£]*!, que

LG
S

)EPTE gy (8, BT (1 + 1)1€)7) (1€ N b5 (I€1°) F ()] 10
(TN ((1 + 1)[E])F () ]|,

t,€
t,§

)
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1~ (o (t, (£, €)) lla S (1 + t)Q(pq) (||U0||LP + HU1||LP),

- e e, ) 5 (1) T ) (ol o + 1] ).

e no caso o # 1, tomamos r = 0, temos

177 (2t )Tt ) 20 < (1 + p 202 (lollzr + llurlzr ).
7 0,060, e € (1407 578 (s + )
Para o termo poténcial tomamos ay, o(t,&) = (1 + t)*% €| 2, logo precisamos estimar:
1771 (117 (1, €) (1 + )72 770D (€[N THEE((1 + 1)[€]7) ||

=(1+ &) [ F (7 g2, ) (14 4)1€17) " DE((1 + )[€])) | o
=(1+ )" F (64, €) g (1 + B)IEI)) || oo

onde |d]'gx(z)] < |z|*’“+%*m. Assim temos paratodo j > Oeparal <p <2e % + % = 1que

[[F (e (8, (117N ~Hb (1 + 1)[E17)F ()]
a2 ) (00D
Portanto no caso ¢ = 1 tomamos 0 < r = %1 (% — %) + % logo

7 e 1+ 0 e ) 5 (4T ) (ollzs + sl z»),

enquanto no caso o # 1, tomamos r = max{0,n(3 — 1) (2 — 3) + 3}, temos

177 (Wt )1 + 1) e, €)1
<m0 07, (40 156D (ol + i),

o que finaliza a demonstracao.



Capitulo

Equacoes de Evolucao com coeficientes
variaveis.

Nesse capitulo iremos tratar de equacdes de evolucdo com coeficientes varidveis mais gerais. Nesse caso,
iremos fazer somente estimativas de Energia. O método usado é o "Procedimento de Diagonalizacao"que
por sua vez é inspirado no método de aproximacdo WKB. Esse método recebeu o nome dos fisicos Gregor
Wentzel , Hendrik Anthony Kramers e Léon Brillouin, que o desenvolveram em 1926. O método WKB é um
caso especial de analise de multiplas escalas veja [41]. Primeiramente vamos provar a Proposicdo 4.2.1, que
ilustra o Procedimento de Diagonalizacao e depois apresentar o método de fato para o aplica-lo em outros
casos. O Procedimento de Diagonalizacido pode ser encontrado em [34].

4.1 Velocidade de propagacao com tendéncia decrescente

Para a(t) > 0 considere a equacado de evolugéo linear a seguir:

ug + a®(t)(—=A)u = 0, u(0,2) = ¢(x), ur(0,2) = V(). (4.1)
Defina a Energia da solucio u da equagio linear acima por Eq(u)(t) = (Hut( NE+a2@)[|(—A)%ult,)|I3).
derivando essa energia em ¢, podemos concluir que < Eq(u)(t) = ( )a' ()| (=A)ou(t,-)||3, assim se a é
decrescente podemos concluir, usando o lema de Gronwall, que a?(t) Ey(u)(0) < Eo(u)(t) < E(u)(0).

Vamos considerar uma situacdo um pouco mais geral e provar a mesma estimativa.

Hipétese 4.1.1. Consideremos que 0 < a(t) = \(t)v(t) € C?*(R,.) que satisfaz as condi¢cbes a seguir para
j=1,2

1. 00> ¢ > v(t) >co>0;

2. \(t) é decrescente, i.é, ' (t) < 0;

3. V(t) € 02(R+), ‘dt] ( )‘ < C(1+t)

@) < O

4. )€ C*(Ry), | % -

Observacao 4.1.1. Da hipdtese, podemos concluir que | 7 a(t)] < (fitt))j paraj =1,2.

Hipétese 4.1.2. Existe 0 < € < 1 tal que (1 + t)'=“\(t) € uma funcdo crescente.

Exemplo 3. Considere —1 < £ < 0, temos A\(t) = c¢(1 +t)‘ev(t) = louv(t) =2+ bml(}jt).

81
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Consideremos a microenergia U (¢, £) := (a(t)|£]90(t, €), Dyti(t, €)), ondei(t, &) é a transformada de fourier
na variavel 2 da solucdo u(t, z) da equacdo (4.1). Note que por Plancherel Eg(u)(t) = 1||U(t,-)||3. Além

disso DU (t,§) = A(t,£)U(t, &), onde

Sy lelat)
= a()
At €) : (‘ﬂéé(t) 0 . (4.2)

Considerando N uma matriz dois por dois que diagonaliza a matriz A acima, e definindo U; por NU; = U,
temos que D;U; = A Uy, onde Ay = Dy + Ry, Dq é a parte diagonal de A; enquanto R; é sua parte
antidiagonal e A; é dada por:

‘f‘é (t) + gttzg) gtfz(l)f)
Ay = Drait) “® ) : (4.3)
( 2y [€Pa() + 52
Considere N1 = Ni(t,€) tal que [D1, Ni| := D1N; — N1D; = —R; e com as entradas da diagonal igual

1

a um para qualquer (¢, ). Temos que Ny = [ — 2|§|5 le onde J = <O

_01>. Como, por hipotese,

temos |2(Dta @) | <C segue que no conjunto

1
2lgle [E°A®) (1+t)

H={(t,€): [€°AX)(1 +1) > no},

paran > 0 suficientemente grande fixo, podemos garantir que N7 é invertivel. Além disso, por hipotese, a é
C’Q(R”), donde N édiferenciavel. Logo nesse conjunto se definirmos Us por N1Us = Uj temos que DUy =
(D1 + Nfl(Rlﬁl — DtNl))UQ, onde Nl é a parte antidiagonal de V7. Defina Dy como sendo a parte dia-
gonal de Dy + N '(R; Ny — D;Ny) e Ry sua parte andiagonal. Colocando d = d(&,t) = —2|¢|%a(t) e p =

w(é t) = "1l® onder, = Dt“(t) ,temos Do+ Ry = Dl—i—ﬁ(I——j)(%R%j—Dt(éle)),eapartirda—

d23 ()

qui realizando os caculos temos que Dy = <¢ 0> eRy = % (7? T2> , onde ¢ denota o conjugado com-
2

0 ¢ 0
plexo de ¢ com ¢ = ¢(t,&) = 8’““)) 82’((1 “)) +iS¢(t, £) e IS¢ denota a parte imaginaria de ¢ que nao sera
importante para as estimativas que queremos. Temos também que 7y = r3(t, &) = 1u (u a;;(( )) +10; 8“(1()) )

Agora iremos provar que para (¢, £), (s, £) € H temos |U (¢, )|? ~ %W(s, €)|?. Considere £(t, s, £) matriz
de solugdo fundamental de D, — Dy — Ry = 0 e E(t, s,£) matriz de solugdo fundamental de D; — Dy = 0.
Ji $(r8)dr 0

eJs

Assim, E(t,s,§) = < 0 oJL S )

e DiQ(t,5,€) = E~Y(t,5,&)Ra(t, E)E(t, 5,€) = €2 [ 3297 Ry (¢4, €. Usando a representacio por Ma-
trizantes podemos concluir que |Q(¢,s,&)| < eli IR2(m)d7 e como o traco de e /s SOTOAT Ry (8, €) é
zero podemos concluir da férmula de Liouville que Q(¢, s, &) € inversivel e det Q(t s,&) = 1, donde temos

-1 _ _ al2() A—p(s,)"/
Q" (t,s,8)| = |Q(t, s,&)||. Portanto, como |E(t,s,&)| = aT72(s) (1 M(ts))m,temos

>, e definindo Q(t, s,&) por £ = EQ, temos Q(s,s,§) = 1

ot tmenan aV2(8) (1= uls, €)V/? al/2(1 ()l
o~ I Ra(r ) a1/2((8§ ((1—2((75,2))))1/2 <€t s, < 1/QES;E Z(( g; SRl (4.2

(1-p(s.£)'/?
(1=p(t,€))1/?

wu(t, &) < i 2, donde para ng grande fixado, ~ 1. Agora vamos provar

que em H, fst [ Ra(7, &)|dT < o0.

Precisamos estimar ft o (T, 5)\d7 temos da Observacdo 4.1.1 que |ra(7,&)| < C g+ Agora pela

1

(1+7)2a(7)[€P
1 t_ 1 1

Hipotese (4.1.2) temos f T a( )médv- < TR IN e dr = AT sJa(Es < oc para (s,€) €

H. Portanto usando a equwalenua (4.4) e que em H vale |U(t, )| = |Ua(t, )| temos que:
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U(to) ~ jégww,s)?. (4.5)

Agora vamos considerar a regido P = {(t,€) : [£]°a(t)(1 +t) < n} e obter uma estimativa usando o
Fl 1(t757€) Fl 2(t557§)>

’ ’ deD,— A=
Fya(t,s,§) Fool(t,s,§) '
0. Segue que para k= 17 2, 8tF1,k(t7 8,&) = 8;?;;) Fl,k(ta 575) + l|§’6a(t)F2,k(t7 375) € 8tF2,k(t) 875) =
i|¢[°a(t) Fy k(t, s, €). Logo

Lema de Gronwall. Considere a solucdo fundamental F'(¢, s,£) = <

t T t
Fu(tos.) = alt) [ 160 [ lelatr) Futros drdr + a)i [ 1€P0andr + 4000 140

S S S
donde usando o Lema de Gronwall temos que para (¢,§) € P, |Fy(t,s,&)] < Celi a@EPdr o ainda da
hipétese (4.1.2) temos [ a(7)|¢%dr < a(t)(1 + ) =c|¢|® [1(1 + ) Ldr = a(t)(1 + t)|€]° < no, 0 que
finaliza a prova de que |F} x(t, s,€)| < 1. Usando isso, podemos concluir também que |F i (¢, s,€)| S 1,
k =1,2. Portanto |U(t,&)| < |U(s,&)| paraquaisquert,s > 0e& # 0. Integrando em £ e usando plancherel

obtemos que Ey(u)(t) < C'Ey(u)(0). Concluimos assim a demonstracdo da Proposicdo a seguir.

Proposicdo 4.1.2. Se a(t) satisfaz as Hipdteses 4.1.1 e 4.1.2, entdo a solugdo u(t, z) da equagdo (4.1), com
dados ¢ € H°(R™) ety € L*(R"), satisfaz:

Eo(u)(t) < CEo(u)(0),

para todo t > 0, onde C' € uma constante universal independent dos dados e de t.

4.2 Diagonalizacao

Nessa secao iremos estabelecer as técnicas, notacoes e idéias que serdo usadas para tratar os casos com co-
eficientes dependentes do tempo, € muito importante a compreensao dessa secdo para entender o restante
da tese. As principais referéncias para essa secdo sio a tese da Bohme e o paper de Hirosawa [34].

Preliminares

Vamos estabelecer algumas notagdes e idéias, para isso vamos considerar uma familia em (£,¢t) € S C
R™ x R de fun¢des Matriciais ou vetoriais, com £ € R™ et € R, dadas por

[ D1.1(,6) 0

09 = ("0 ) “7)
. 0 R ,2(ta é)

R(t7 g) - (RQ,l(t, (S) ! O > . (48)

Vamos nos referir as familias {®(t, &)} ¢e)es © {R(t,£) }(1,¢)es simplesmente como funcbes matriciais ou
matrizes. Diremos que essas matrizes sdo especiais quando tiverem a seguinte forma

*=3 ( 0 ¢1<t,5>> ’ (49)
_ 1 0 ?1(75’5)
R=- (rl(t@ 0 > . (4.10)

Vamos, de agora em diante, denotar por £(¢, s, ), com (¢, €), (s,€) € S asolugdo fundamental da equacao,
ou familia de equacoes, dada por
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{Dté'(t,s,ﬁ) - ((I)(t,f) +R(t7£)))g(t737§) (4.11)

E(s,8,8)=1

onde I é fixada como a matriz identidade dois por dois, e denotaremos por E(t, s, ) a solugdo fundamental
do problema homogéneo associado, isto &,

{DtE(t,S,lf) = cI)(t,g)E(t,s,f) (412)

E(s,8,§) =1
Agora podemos enunciar e provar a Proposicdo 4.2.1 que sera muito Util.

Proposicdo 4.2.1. Sejam &£(t, s,€) e E(t, s,§) definidas em algum S C R™ x R, respectivamente, por (4.11)
e (4.12), entdo
t 1> t =
IE(t, 5, &)™ I IREDIT < g2, s, )] < | B(t, s, &) els RS

onde R(t,s,£) = E7L(t,s,)R(t,€)E(t,s,£). Além disso, se tivermos que ® € especial, ou seja, tem a
forma (4.9), entdo

IE(t, 5, &) e s IREDI < |ig(,5,6)[| < | E(t, 5,)lels IRESNar

para (t,€), (s,§) € S.
Demonstragdo. Note que se £(t,s,&) = E(t,s,£)Q(t,s,§), entdo Q(s,s,§) =1 e

DtQ(tv 575) = R(t7 S, é)Q(tv S, 5)

Podemos usar a representacdo por matrizantes, Teorema A.4.8, para obter que

2t ti-1 __
Q(t,s,{):[+2/ i?'\’,(tl,s,f).../ TR (.5, )t ... dbs.
j=17% s
Logo pela proposicao A.4.9 temos;

1Q(t, 5,€)|| < els IR Olidr
Agora se R for antidiagonal temos, além disso pela férmula de Liouville, que
det Q(t, s, f) - elf: trR(r€)dr _ 1.
Logo @ é inversivel e, finalmente, por Cramer temos
-
1Q(t,5,6) 71 = |Q(t, 5,8)| < els IRTEldr,
Portanto

IE(, 5,8)| = | E(t, 5,)|jet Js IRC-lar, (4.13)

Se ® é especial, um caculo simples mostra que | R|| ~ ||R|.
O

Observacao 4.2.2. Nota-se da demonstracdo da Proposicdo 4.2.1 acima que mesmo R héo sendo antidiago-

P
nal ainda podemos garantir a estimativa superior, ou seja, continuamos tendo que ||E(t, s, €)|| < || E(t, s, &)]|e/s IR(-&)lldr
e isso serd importante quando estudarmos o Operador de Méller.
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Procedimento de Diagonalizacao

Em principio o procedimento a seguir é abstrato, e permite obter funcées ®;. e R, a partir de funcoes ¢ e
‘R dadas, mas veremos que ele tem importante aplicacdo. No que segue iremos considerar que as matrizes
® e R sdo especiais, ou seja, tém a forma (4.9) e (4.10), respectivamente. Definiremos recursivamente para
inteiros positivos j = 1,...,k — 1, onde k > 2 é um certo inteiro positivos, as funcdes vetoriais

(I)l = (I),Rl =Re d1 = dl(t,f) = (@1)171(15,&) — ((131)272(@5);

. 1
Nj = N;(t,&) =1+ ERJJ;
]

Qjr1 = Qj1(t,§) = Dy — Ny H(Dy — @ — R;)Nj;
i1 = @j41(¢,§) = diag Qj41(¢,§);
Rit1=Rj1(t,€) = Qj+1(t, &) — j+1(,§);

djt1 = dj11(t,€) = (®j41)1,1(8: &) — (Pj+1)2,2(¢,§).

onde

J:<(1) _01>

Observe que estamos supondo, obviamente, que N;l, j =1,...,k — 1, existem e junto com as N; sdo
diferénciaveis em t.

Definicdo Quando as fung¢oes Nj’l, J=1,...,k—1existem e junto com as N; sdo diferénciaveis em algum
aberto Z C [0,00) x R™, o qual nos referiremos genericamente como Zona, e tivermos também que
exista d > 0 tal que det N;(t,&) > d paratodo (t,&) € Z,j =1,--- , k, diremos que vale a Hiptese
de Diagonalizagdo até k£ em Z ou simplesmente diremos que vale HDy(Z).

O procedimento definido acima, mantém a forma da Matriz original, como mostra a Proposicdo a 4.2.3.

Proposicao 4.2.3. Assuma que exista algum Z tal que N j_l existam e juntamente com N;, N j_l sdo sufi-

cientemente diferéncidveis para j = 1,...,k — 1, k > 2. Entdo, em Z, as seguintes representacdes sdo
vdlidas:
- 0
[ ] (b = l ¢]+1 ),
R < 0 ¢j+1
com 5
Hj
R{gj1} = R{d} + 5o, (414)
’ 201 - )
x o 1 asTiali
S{je1t =S{d;} + ——(djp; + S{--0:+}) (4.15)
1—p,; d; " dj
edj1 = —23{¢;4+1} toma valores reias;
0 7y
o1 j+1
T <7‘j+1 0 >
com

1 AT
rivn = 7 (im0 (4.16)

— Iy dj )
onde pj = p(t,€) := 1 — det N;(t, &) toma valores reais.
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Demonstracdo. Vamos encontrar uma expressao explicita para 5 e Rs. Primeiramente, por Cramer, temos

que Nfl = 1ju1 (I — dinjj), onde p1 := 1 — det Ny7. Além disso, como &1 N7, = N1®P; — Ry, temos

N{7H®y + R1)Ny = @1 + Ny Y(Ry(N;y — I)). Portanto:

1 i1 — id1 — 2dyn 0 > H1
N (@1 +R1)N1 = —— L. + Ri.
(® 1) 1 — ( 0 i1 P1 — id1 + 2d1 1=

Também temos que:

1 [iftost 0 1 0 Ot
Ny Y(DyNy) = dd |+ ( tdl).
1 ( t 1) 1-— M1 ( 0 Z:&@dﬁ) 1-— H1 —81%% 0

Logo

— i1 — 2dypur + iy — deat d1)

— i1+ 2dypn + ipadr — Z*at d1>

1:
o

Ml

i
il

(732)122 ( 1T — &tﬂ),
S

Vemos que i(R2)12 = 1_1,“ (pary + i@t%) e também que i(R2)21 = i(R2)12. Agora note que:

T, T1 rn, 7 1
d =R, L = Zou.
d 8td1 18td1 on e§R 8tdl %dl 8td1 28,5/1,1

Assim definindo ¢9 := i(®2)22 temos a identidade:

o1 2d 1 /0 £}
i(®2)11 = 0 dym  i2dyn ( 1111 _Z.%Llatg>
L= 1= 1—w  1—m

O 1 ~T1 4 T1 ——
_ —0i— ) =1(P = .
o1+ ———— 50— ) i<u1d1+\9 1@5 ) i(P2)22 = 2

Logo Ry = Ron + 534 e Sy = Son + 14 (dujur + ST ).
e esse argumento demonstra a Proposicao, basta usar inducao. L]

Consequéncias da Diagonalizacao.

Quando possivel diagonalizar veremos agora que a representacao da solucdo apés a diagonalizacao nos per-
mite comparar o comportamento assintético da solucdo fundamental de um sistema com a solucao funda-
mental correspondente a parte homogénea desse sistema.

Corolario 4.2.4. Assuma que exista algum Z tal que N j_l existam e juntamente com N;, N j_l sdo suficien-
temente diferéncidveis para j = 1,...,k — 1, k > 2. Nesse caso temos que vale HDy(Z) se, e somente se
existe c < 1tal que,paraj =1...k — 1, tenhamos:

i |?

dQ <cem2Z. (4.17)

Demonstracdo. Imediato da definicdo e da Proposicdo 4.2.3. ]



CAPITULO 4. EQUACOES DE EVOLUCAO COM COEFICIENTES VARIAVEIS. 87

Corolario 4.2.5. Se vale HDy(Z), entdo as N; e Nj_1 sdo uniformemente limitadas em Z.
Demonstracdo. Segue do corolario 4.2.4. ]

Nesse ponto alertamos que a idéia em aplicacbes futuras é procurar alguma Zona em que vale a desigualdade
(4.17), para que possamos diagonalizar o sistema.

Corolario 4.2.6. Suponha que vale HDy,(Z) e que Ry(r, £) € integrdvel em r uniformemente em &, isto é:

t
/ IR(r,)lldr < € < oo (418)

para todo (t,§), (s,€) € Z.
Entao temos

Hgk(ta 87§)|| ~ ||E1(t> 575)”

para todo (t,€) e (s, &) em Z, onde E(t, s, &) € a solugdo fudamental da equacdo

D& = (P Ri))E
&k = (Pr + Ri))E (4.19)
Er(s,s,8) =1
Demonstracdo. Paraj =1, ..., kseja E; asolucao fundamental do problema homogéneo associado a (4.19),
ou seja:
DtEj(tJ 87 g) = (I)j (t7 g)E]<t7 87 5)7
Ej(s,s,f) =1.
Dada a forma diagonal de ®; temos que
fta‘(raf)dT 0
e’s 7
Ej(t787§) - ( 0 efst ¢j(r,§)dr )
logo, por 4.2.3, temos para j > 1:
¢ ‘ [t 0 (A=pnj—1(r8) ,
1E;(t, €)|| ~ efs ®{oi(r&)}dr _ [ R{dj1}(r&)dr ;7 Js 2= 1) ¢
Logo
VI = pi—1(s, )|
1E;(t, s, )| = [ Ej-1(t, s, )]
’1 - Mj—l(tag)‘
Portanto
1E;(t, s, ) = [ Ej-1(t, 5,8
Donde, transitivamente, temos
1Ek(t, s, 9 = [|Ex(t, s, &) (4.20)

para todo (t,£), (s,£) em Z.
Mas, por outro lado, como pela Proposicao 4.2.3 R;. tem a forma especial, temos pela Proposicdo 4.2.1 e
desigualade (4.13) que

t
1€k (t, 5,€)|| = || Ex(t, 5, €)||e™ s IRr(rOldr

Agora use a hipotese (4.24) e a relacio obtida (4.20), e com isso finalize a demonstracdo do Corolario.
O
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Quando aplicarmos os métodos desenvolvidos nessa secao estaremos considerando o que chamaremos de
micro-energia do sistema, e veremos que sua natureza matematica é um vetor dois por um e nio uma matriz
fundamental, entdo vamos fazer uma simples conexdo com a matriz fundamental que estamos falando até
esse momento. Consideremos que Uy = Uy (t,€) = (u1(t, &), uz2(t, €))7 resolve

DU, = ((I)l + Rl)Ul (4.21)

Podemos provar, por inducado, que apés k& > 1 passos do procedimento acima nés obtemos o sistema

DU, = ((I)k + 'R,k)Uk (4.22)

onde Uy, := N, ', ... Ny 'Us.
Sabemos que

Uk(ta 5) = gk(tv S, g)Uk(Sa 5)
Logo

Ur(t, &) =Ni(t,€) - .. Ni—1.(t, Uk (¢, ) (4.23)
=N (t7 5) s Nk—l(tv g)gk(tv S, é)Uk(Sv 5)
:Nl(tvg) s Nk—l(t7£)gk(tv 5,£)N];}1(8,£) s Nfl(s,g)Ul(s,f)

Portanto nas mesmas hipéteses do corolario (4.2.6) deduzimos o resultado a seguir que sera muito Gtil futu-
ramente.

Corolario 4.2.7. Suponha que vale HDy(Z) e que Ry (r, ) é integrdvel em r uniformemente em &, isto é:

t
/ 1R (r, €)[|dr < C < o (4.24)

para todo (t,§), (s,€) € Z.
Entao temos .
UL (t, )|~ els OO 17, (5, ¢))

com (t,&) e (s,&) em Z.

Demonstragdo. Bastausaaidentidade (4.23) e aplicar os corolario 4.2.5e 4.2.6 observando que || E'1 (t, s, &) || =
eJs R{e1(rO}dr o 3 simetria entre s e £. O

4.3 Operador de Moller

O operador de Moller tém importante aplicacdo como veremos, ele relaciona estados iniciais de um operador
de evolucao pertubado com os estados iniciais de seu correspondente operador livre, sem pertubacio, de
modo que o comportamento assintético desses coincida, a existéncia desse operador nem sempre é possivel
e mesmo quando existe em geral ndo é invertivel. Para conhecer mais sobre a teoria veja o livro de Roach
[69].

Seja £(t,€) = £(t,0,¢) o operador de evolucao relativo da (4.11), onde estamos supondo que (¢, &) tem
a forma de (4.9) e R(t, &) qualquer matriz dois por dois, anti-diagonal ou nao, e seja &y(t, &) = E(t,0,€) o
operador de evolucao associado ao respectivo problema homogéneo 4.12, e ainda:

U(t7§) = E(tag)U(()?f)? V(tag) = 50(t7£)v(0>§)7

onde U(0,&) = (up(€),u1(€)T e V(0,€) = (vo(€),v1(€))T sdo dados iniciais em algum subespago H C
L?(R™) x L?(R™). Suponha que o operador &(t,£) é uma isometria para todo ¢ e o operador U(0,&) €
H— E(t,£)U(0,€) € H élimitado para cada t. Consideremos a diferenca:
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V() =UE, ) lln =€t )V(0,-) = EF,)UO, )|l (4.25)
=[|V(0,-) — &Eo(t, ) LE(t, YU(0, )| 3. (4.26)

Definiremos o operador de onda W quando existe por

W = lim &(t,€)'E(L€).

Onde o limite é dado na norma de operador. Se pudermos provar que o operador U (0,£) € H — W, U(0,€) €
"H realmente existe, entdo os dados iniciais relacionados da forma V' (0, ) = W,.U(0, £), fornece que o limite
guando t — oo de (4.25) vai a zero. Veja a figura 4.3.

A

/\ U(0,6)
]"/JV/'+ V(0,¢)

Figura 4.1: Operador de moller

Vamos considerar aqui que Z é definida de tal modo que se (s,§) € Z, entéo (¢,£) € Z paratodot > s.
Isso define uma funcdo & — ¢ por t¢ = inf{s > 0: (s,&) € Z}.
Para R, € L°°L1(Z), de acordo com a demonstracdo da Proposicao 4.2.1 podemos escrever:

g(t §> _ E(taoaé) , S€ t§ > tv
T B e, €)Q(t e, €)E(te, 0,6) , set > te.

Proposicdo 4.3.1. Se R; € LEOL%(Z) e { — t¢ é decrescente em |{| € R", e continua em alguma bola
centrada na origem, entdo o operador W () existe no conjunto

M= J{U(©) = (uo(€), w1 (€))" : dist(suppui(£),0) > ¢,i = 0,1},

c>0

Além disso para W, (§)U (&) = V(§) com U,V € M temos
1UE,) = V() lln S UG SUP{/t IR(r,m)lldr : (¢,1) € Znip}-

Se, além disso, tivermos ||Ey(t, &) LE(L, €)|| < C < oo uniformemente em (t, ), entédo o operador W (&)
existe no fecho M.

Demonstracdo. Temos parat > t¢ que

Eo(t, )T E () = B(0,4,6) (B(tte, Q1. e, E(16,0,6) ).
Logo
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Eo(t,&)TE(, &) = E(0,te,)Q(t, te, £)E(te, 0,€)

Agora para s,t > t¢, consideremos a diferénca

ti—1
’ iR(tj,tg,f)dtj L dty.
te

oo t t1
Qt,te, &) — Q(s,te, &) = iR(t1,te, &) | iR(t1,te, &) ...
¢ 3 ;/s 1,%¢ /tg 1,%¢ /

Logo pela Proposicdo A.4.9 temos,

oo t - 1 t1 o i1
HQ(t,ts,f)—Q(s,tg,i)HS; / HRl(tht&f)Hm( /tg IRi(tr,te. )ldtz) s

t oo 1 %) j—l
§/ HR1(t17§)HZ(-_1),(/ HRl(tlag)HdtQ) dty
S j=1 .7 . tg
t o0
< / [Ra (b, el R4y (4.27)

Finalmente para ¢ > 0 pequeno seja T’ = inf{t¢ : [{| = ¢} > 0,se s,t > T, por (4.27), Q(t, t¢,§) é cauchy
uniformemente em |£| > ¢. Logo o limite a seguir existe

Jim Q(t,te,§) = Q(00, e, ¢)

uniformemente em |£| > c. Portanto o limite

Tim E9(t,€)ME(1,€) = B(0,1¢,£)Q(00, e, )£ 1, 0,€)

existe uniformemente em |£| > c. Para finalizar note que W, U (§) = V () implica

1O, ) = V&)= 1EE)UC) = Eo(t, )V ()l
=€ (1, )€t OUE) = WU (&)l

=[[E0, 2y, J(QE, (), ) = @00, E), - ))E (), 0, )U ()[4
SIQE ey, -) = Qoo ey, )mllU )l

Isso juntamente com (4.27) finaliza a demonstracio da primeira parte. Se tivermos também que ||Ey (¢, £) ~1E(t, &) || <
C < o0, entao

1€a(t, ) THE® AV (e < CIV ()l

portanto pelo Teorema de Banach-Steinhauss A.4.3 concluimos a demonstracdo Proposicao.

4.4 Poténcial efetivo.

Nessa secdo os resultados de Bohme [5], [8], [6] feitos para o caso 0 = 1 e 6 = 0 estaremos estendendo
paraocaso 0 < § < 0. Vamos mostrar que sob hipoteses na massa que a forcem a se comportar acima do
invariante por escala, vamor ter comportamento dissipativo no caso 6 = 0 e conservacao no caso § > 0.
Estamos interessados no estudo da equacao
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g + (—A)7u 4+ m(t)2(=A)Yu =0 (4.28)
U(O,l‘) = ¢(l‘),ut(0,$) = LZJ(.Z‘),
onde m(t) é uma funcdo estritamente positiva. Consideremos a Energia como dada a seguir:

EO(u)(1) = 5 (Juelt, ) a + 1(-8)72u(t, Y +m@ (-8 ult, ). (@29)

Bohme [5] provou que no caso o = 1 e § = 0 com condi¢des adequadas em m(t), a saber m(t)(1+t) — oo
temos

m(t)BRC (w)(0) S BXC (u)(t) S B (u)(0),

para todo t. Deduzindo como Corolario que
Jutt, )2 = O (m($)7) (4.30)

quando ¢ — 0. Note que essa estimativa € melhor do que se obtém no caso que a massa m nula, o que
mostra um efeito dissipativo, inclusive melhor do que O (m(t)_1> , que é o que se tem de modo geral quando

simplesmente temos que m(t) é decrescente.
Usaremos a notacao

(Omey = (€27 + [€[Pm(t)?) 2.

Aplicando a transformada de Fourier com relacdo a variavel espacial x, temos

(1,) + €700, + m(PIEa(L€) = 0 -

T
Considerando a micro-energia U (¢, &) = (<§>m(t)ﬂ, Dﬁ) , temos que

DtU(ta g) = (@0 + RO)U(t7 f),

onde

o

m(t)

Di (&)t
By = Bt ) = <<£>O <§>m(t)) ,Ro = Ro(t,€) :== ( <£>m<t()> 8) .

Considere U; definido a seguir.
1 1 1
NO = <_1 1> ,Ul = NO U.

Entdo Ny é a matriz que diagonaliza o sistema logo U; satisfaz:

DUy = (&1 + R1)Un,

onde ®; e R tém as estruturas de (4.9) e (4.10) respectivamente, com
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b1 = 61(t,€) = 2@ O 4 i mn
O (&)m
m=rilid) = <<§>>m(t)

Se considerarmos a Energia dada por Ex¢(u)(t) = 3||U(t,)||2., ou seja:

Exca(u)(t) = 5 (lut, WEa + -0 ut, )3+ m I (-AYPult, l3:) (492

e supondo m suave e decrescente teremos, %EKg(u)(t) < 0, portanto poderemos concluir que a energia
¢é limitada, em particular:

m(t)[|(=2)"2u(t, )72 < Exa(u)(0). (4.33)
Mas agora vamos buscar hipéteses que nos garantam melhorar essa estimativa considerando a Energia defi-
nida anteriormente, ou seja £ (u)(t).
4.41 Massa crescente

Vamos considerar para a equacao:

{utt + (=A)u+m(t)?(=A)Yu=0 (4.34)
u(0,2) = ¢(x), us(0, 2) = Y ().

aenergia EXC(u)(t) = 5 (lus(t, )13 + [1(=2)72u(t, )5 + m(t)[|(=A)*?u(t, -)|3). Vamos provar con-
servacao generalizada dessa energia. Para isso, vamos, inicialmente, fazer algumas consideracoes.
Consideremos as seguintes hipoteses sobre a massa m/(t):

Hipétese 4.4.1. m(t) = \(t)v(t) com \(t), v(t) € C?(R,), satisfazendo

1. 0 < A(t) crescente, 0 < cp < v(t) < ¢1 < 00, com ¢y < ¢ constantes;

2. .
IIN(t) o 1
A(t) P14t
; 1
8gy(t) < Cj (1 +t)j
paraj =1,2.

Observacao 4.4.1. Note que com essa hipétese temos ;n”(‘t()t) <C(j i t) .
Exemplo 4. Considere para0 < we~ € R,
m(t) = (14+t)“1In" (e +t).

Definamos as zonas hiperbdlica e pseudo-diferencial como:

Zhip = {(t,€) : (Or@)(1 +1) = N},

Zpa ={(t,€) - (O (1 +1) < N}
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Zona hiperbélica

Note que di = —2({{) (1)), logo na Zona hiperbdlica:

il < 10 Eml MW e 1

il ~ A m1)? ™ (EOmw)? (Emp(L+1) ~ N

Logo, para IV suficientemente grande, a matriz inversa Nfl existe e juntamente com Ny é diferenciavel.
Assim vale a hip6tese de diagonalizacao até 2. Além disso na Zona hiperbdlica temos:

)3 1 Ot (€) m(t)

0, .
2l S e S @G+ 0PE+ 0 (i)
O segundo termo é estimado por
2 ! 26
0, at<§>m(t)2| <| O <§>m(t)2| n |at<€>m(t)m(t)m4(t)|£‘ 1< 1
({Emr)) (&) mr) (Eme) (Empy(1+1)
Portanto
1

lra(t, )| S W

Logo por hipétese de A(t) ser crescente temos que para (s,£) € Zpp:

t t 1
/s neers | G+ T2

1 t 1 1
< dar < —— — .
~<5>Ms>/s A+ 2 e ts)

Portanto na Zona hiperbélica temos que 5 € LgOL% (Zhip), logo pelo Corolario 4.2.7 temos que

(E)mt)

U]~ (2) U (s <),
para (t>£)> (875) € Zhip~

Zona pseudodiferencial

Vamos considerar V (t, &) := (h(t)u(t, €), U (t, €))T com h(t) = 1+t Logo:

V(t,§) = A(t, OV (L, €),

D) )
A@@A($&) o)'

30)

com

Consideremos E = E(t, s,£) a solugdo fundamental da equagao acima, ou seja:

E(t,s,8) = A(t, ) E(t, 5,8),
E(s,s,6) =1.

comt,s > 0.Logoparak = 1,2,
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OUEui(t,5,6) = T 5. €) + (O B (15,6), (4.39
< )ty
OrBok(t,5,§) = h( ) Eii(t,s,€).
usando fator integrante, temos:
h(t)

E1 k(t S f)

(/h( )E2,k(7_757§)d7+51,k)7

E1 k(T’ S f)d?” +62k

Es i (t,s,€) /z

Logo

t T 2 t
Eyi(t,5,€) :Zg(/ ih(s)/ z'@g()”El,k(r,s,g)drdr+z’h(s)/ 52,kdr+51,k).

Usando Fubini e que () \;)(1 +t) < IV, temos

t t h
Eip(t,s,6) < C / ()| Evi(ry 5, O)ldr + h(t) / 5ol + h((?)al,k,

onde C' é uma constante. Logo pela desigualdade de Gronwall e por A(t) ser crescente temos que na Zona
pseudodiferencial:

[Euk(t, 5,€)| S el Omin® < elhio Jodr <,

para k = 1, 2. Donde temos também que Fs (¢, 5,£) < 1 naZona pseudodiferencial para k = 1, 2. Portanto

provamos que
[V (t,&)| < CIV(0,9). (4.36)

Agora podemos enunciar o resultado principal do caso efetivo com m/(t) crescente. Veja também [20] para re-
sultados de estimativas de Energia com massa crescente e velocidade de propagacao dependente do tempo.

Teorema 4.4.2. Seja m(t) satisfazendo a Hipdtese 4.4.1, entdo a solugdo do problema de Cauchy (4.28) com
dados ¢ € H?(R") e € L*(R"), satisfaz:

_1
I(=2)°"u(t, || 2 = O(m(t)"2)
para todo tempo t > 0. Mais precisamente:
m()|(=2)°u(t, )5 < CI1v]3 + 16)17-)-

Além disso, a solucdo também satisfaz:

e (t, )13 < Cm(®) (0113 + [16]17-)

parat > 0.

Demonstracdo. Vamos primeiramente fazer uma analise de nossas Zonas. Podemos subdividir a zona hiper-
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bolica em duas partes, a primeira dada por
Zoo = {(t,€) : t > 0, ¢ + N*(0)[¢[* > N?}.

A razdo desse ser um subconjunto da zona hiperbdlica vem de A(¢)(1 + t) ser crescente. Pela mesma razao,
para cada &, com [¢[27 + A2(0)[£[** < N? existe um Gnico tempo t¢ ta lque (€)5.)(1 +1) = N.
Assim, pela hipotese nos dados iniciais, provamos que para (¢,£) € Zo,

(E)m)
() m(0)

Além disso, para [£[27 + A\2(0)[£]* < N2 et > t¢ temos

Em) (Emite)
() mite) (€)m(0)
Parat < t¢, onde t¢ é dado implicitamente por (& mte) (1 +te) = N, (1,§) € Zpa, temos \U(t,6)* <
V(£ P < CIV(0,§) < C m“) V(0,91

assim em qualquer caso temos

Ut,e) <C |U(0,€)[%.

Ut <C U(te,§))> < C V(0,6)*. (4.37)

O (1113 + 11+ 1€1) 5 613).

[Tt )3 + €17, NIE + m> N1, )3 < Cqor™
<£>m(0)

Agora, no caso |£|°~m(t) < 1 temos que (E)m(r) ~ |€]7, enquanto no caso £]°=m(t) > 1 temos que

S m(t).

(E)m) = |€|9m(t). Em qualquer caso temos G
Portanto segue que

m( )

9lI3).

@ (t, )13 < Cm@) (1813 + (1 + 1€[*) 5 6l
)20113)-

m(®)[[€1°a, )15 < COII3 + 111+ 1€1%)

Isso é termina a demonstracao do Teorema.

el
2
9|l

4.4.2 Massa decrescente

Vamos dividir o estudonocasod = 0ed > 0, arazio é que paranocaso d = 0 temos um efeito de dissipacao,
enquanto que no caso § > (0 temos conservagao.

Casod =10

Hipétese 4.4.2. Consideremos m(t) = A(t)v(t) > 0 com \(t),v(t) € CM(R,), para algum M > 2
satisfazendo

2. existem constantes vy, vy tais que 0 < vy < v(t) < vq;
3. Paraalgum M > 2, m € CM (0, 0) e:

DIA(2)] 1
oD Ci (1+t)d
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1

|0} ()|< m

paraj=1,..., M.
Hipétese 4.4.3. Consideremos a seguinte hipdtese de integrabilidade

t 1
/0 A+ 7)M=1 (1 + 1)

dr < o0,

para algum M > 2.

Observacao 4.4.3. Da hipdtese 4.4.2 é importante notar que decorre para j = 1, ..., M a desigualdade

[0]m(t)] < ¢

para constantes adequadas c;s.
Temos o seguinte exemplo quando M > 2.

Exemplo 5. Considerepara0 < w < 1,v(t)=1e
At) =01+t

note que a hipotese de integrabilidade 4.4.3 é satisfeita também para o seguinte exemplo, quando M > 3.

Exemplo 6. Da ordem log acima do scale-invariante, v(t) = 1 e

1 t
A(t) = @.
1+t
O exemplo seguinte possui o fator de oscilacoes.
Exemplo 7. Considere m(t) = v(t)A(t) com
1
At) = ——
®) 1+t
) (1+¢)
sin(1 +¢
t) = c——2
v(t) = ¢ 1+t

onde c > 0 e« > 1 sdo constantes.

Definamos as zonas hiperbodlica e pseudo-diferencial como:

Zhip = {(£,€) : (a1 +1) = N},

Zpa = {(£,8) - (a1 +1) < N}

com N suficientemente grande a ser escolhido.
Devido ao segundo item da Hipo6tese 4.4.2 e de § = 0 podemos deduzir que a zona pseudo-diferencial deve
ser compacta, reduzindo nossa analise a zona hiperbdlica. Ora, na zona pseudo temos:

1 te 1
oo >C = dr dr
g / 1+ 1+ 2/0 (Erm @+ 1 +7)

1 1
= NMl/O 1+7_d = NM 1log(1+t§)
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Isso conclui que t¢ é limitado unifomemente na zona pseudo. Como nessa zona temos |£| também limitado,
temos como afirmado que a zona pseudo é compacta.
Zona Hiperbdlica

Defini¢io 4.4.1. Diremos que uma funcéo f(t,&) estd em S¥{q,r} com K < M, q < 0 er > 0 quando
paracadal = 0, ..., K existir uma constante C; tal que:

1

0Lf(t, )] < CZ(<§>A(t))qW7
para todo (t,£) € Zpp

Proposicao 4.4.4. .
1. Se f € SK{q,r}, entdo 0\ f € SK~{q,r +1},ondel < K;

2.5e f1 € SK1{q1,m1} e fo € SK2{qo, 12}, entdo f1 f» € SMELI gy gy 7y + 10}
3.Se f € SK{q,r}, entdo f € SK{q+ 0,7 — o} para todo o satisfazendo ¢+ < 0er — o > 0.

Demonstracdo. A demonstracao segue direto da definicdo e de <§>m(t) ~ <§))\(t) com especial atencio para
o Ultimo item que pode ser demonstrado usando que estamos trabalhando na zona hiperbdlica. O

Lema 4.4.5. Suponha que m = m(t) satisfaz a Hipdtese 4.4.2. Entdo para N suficientemente grande temos
que em Zy;, valem ’
pj € SMI{=2j,2j},

Nj_1 existe e Nj,Nj_1 c SM=i{0,0}paraj=1,....M —1e
(Imepy) =" € SM77{-1,0},r; € M7 {—j + 1,5},
paraj=1,..., M.
Demonstracdo. Vamos fazer algumas afirmacoes e demonstra-las por inducao.
: 50 (€)1 M
Afirmacio: (E)m(t) e SY{-1,0}.

Temos pela hipotese 4.4.2 que paraj > 1

; 1
dim()] £ Comlt) 7
Logo
-1 _ m(t)m/(t)\ﬂ% o 1
\8t<§>m(t)| = |<£>—%1(t)| < <§>m(t)m.

Agora suponha por hipétese de inducdo que para alguma k& > 1 temos:

(k] S (€
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e ainda

077 m? (1) < m*(2)
temos

0716,

Afirmagdo: 7 € SM~1{0,1}. Como ry(t,¢) = %)E)‘%temos:

k k—i E—i ) i
O (6,6 Z()aﬁl e X ("7 ety 1o e

_ =0
P
SRGEINGETI

Oqueﬁnallzaaprova da afirmac3o. Logo temos também que 111 € SM~1{ -2, 2}, dai |u1(t O < m <

N2 Assim para IV suficientemente grande temos que N_ existe. Além disso N1, N; 1 € SM~ 10,0}, pois
= m € SM=1{0,0}. Com isso finalizamos a prova do Lema para j = 1.
Agora suponha, por hipétese de inducdo, que o Lema vale para algum j > 1.

Afirmacgdo: (1 — uj)*l S SM*J'{O, 0}. Provemos essa afirmagao por inducdo no nimero de derivadas.

Note que |(1 — p;) 7t < 1etambém 9p(1 — py) =t = (1 — )~ 18”” Suponha que para k > 0, temos:

1
k —1
1— ;i < )
Segue que
k k—1
o= 3 (V)i -1 (it )
i=0 1=0
1
N (14 )k

Pela Proposicao (4.2.3) temos que:

30y = 305 (14 (90) 7 = (s + S F a2} ).

J
Logo, por indugdo, (S¢;11) " = (Sp;) ~H(148;) " € SM-U+D{ 1, 0}, pois (1+8;) "t € SM=U+D (0,0}
que, por sua vez, € devido ao fato 3; € SM_(j+1){—2j, 27}, que, por fim, decorre da hipétese de indugao
juntamente com a Proposicdo (4.4.4).
Pela mesma Proposicao tambémtemosquer; 1 € SM=U+1{_j j+1}. Portanto, Hjt1 € SM=G+DL_2(j+
1),2(j 4+ 1)}, donde na Zona hiperbélica temos que |11 < 7z < 1 para N suficientemente grande. Con-
cluindo o Lema observando que nesse caso existe a matriz inversa ijrll.

1

O]
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Teorema 4.4.6. Seja m(t) satisfazendo a Hipdtese 4.4.2, com k > 2, entdo a solugdo do problema de Cauchy
(4.28) com dados (—A)?/2¢ € L*(R™) ey € L*(R™) satisfaz a estimativa de energia

m(t)ERC (u)(0) S BRC(u)(t) S BN (u)(0)
para todo tempo t.
Demonstracdo. Pelo Lema 4.4.5 temos que N; e Nj_1 existem e sdo diferénciaveisparaj=1,...,M —1le

2\I|1:§| _ < _L_ logo pelo Corolario 4.2.4 temos que vale HD,; (Zhiy) para N suficientemente grande. Temos
‘PJ| ~ N2 P

também pelo Lema 4.4.5 que para (t,£), (5,£) € Zhip:

t t
1
rul(r&)ar s | ————ar.
/s s (<§>m(7’)(1 + T))M 1(1 + T)
Temos também, para (s,&) € Zpip, M > 2 e Hipotese 4.4.3 que

/t 1 dT</t 1
s (OmnA+m)HA+7) ™ s (m(n)A+7)M 11 +7)

Portanto pelo Corolario 4.2.6, para qualquer (¢, £) temos que

(Eme)
(&) m(0)

u(t, &), Dyult, f)). Logo por (4.38) temos:

dr < (C < o0

U(t, &) ~ U(0,¢)|? (4.38)

=

Considere Uy(t,€) = ((!E\Q" +mf(t))

m(t)[a(t, &) <

<€> m(t
<£>m(0

Logo, como m ¢ decrescente podemos concluir que |Up(t, €) \2 < |U0(0,¢) ]2. Como
também, por (4.38), que

; > C'm(t), temos

m(t)2|Un(0,€)| =~ m(8)2|U(0,)] S [U(LE)] S [Uo(t, €.

Portanto m(t)% |U0(0,€)| < |Uo(t, €)], o que finaliza a demonstragao.
O

Corolario 4.4.7. Seja m(t) satisfazendo a Hipétese 4.4.2, com k > 2, entdo a solugdo do problema de Cauchy
4.28 com dados (—A)?/2¢ € L*(R") e € L*(R™) satisfaz:

_1
u(t, )|l = O(m(t)~7)
para todo tempo t.

Demonstracao. Segue direto do Teorema 4.4.6. ]

Casod >0

Consideremos as seguintes hipoteses:

Hipétese 4.4.4. Considere que m(t) = \(t)v(t) > 0 com A(t),v(t) € C?(0, c0) que:
e OiA(t) <0;
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e Existam constantes vy, v; > 0 tai que vy < v(t) < vy;

e Paraj =1,2:

e Exitem uma constante 0 < w < 1 tal que A(t)(1 + t)* é crescente.

Definamos as zonas hiperbdlica e zona pseudo-diferencial como:

Zhip = {(t,6) : Eap(1+1)) > N}
Zpd = {(tag) : <£>)\(t)(1 + t) < N}

Para algum NN convenientemente escolhido na etapa de diagonalizacao na zona hiperbdlica.

t

A

Zhip

i

»
»

NVe

Figura 4.2: Zonas.

Exemplo 8. Polinomialmente acima do scale-invariant. Considere para 0 < v < 1 — g:

1
t) =
m{?) (1+1t)
Zona hiperbélica
Note que di = —2({{) (1)), logo na Zona hiperbolica:
] _ 10:m] _ m>(@)[€]* co 1

|di] ™ 4 m)* T (Eme)® (mpy(1+1) ~ N

Logo, para IV suficientemente grande, a matriz inversa Nfl existe e juntamente com Ny é diferénciavel.
Assim vale a hip6tese de diagonalizacao até 2. Além disso na Zona hiperbdlica temos:

1] 1 1 Ot (&) me)
9.1 <
P R (5 M ey T g wy

Ira <
O segundo termo ¢é estimado por

I mr)

Oy
(E )’ I+

|0

IS

O () mr)
((E)mt))?

Portanto
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|T2(tv€)| 5 <£>m(t)(1 —|—t)2

Logo por hipétese temos que para (s,§) € Zpip:

/[7“27‘§d7'</ <>mr)(11+7)2dT

t 1
< <£>)\(s)(1 + 5) /s (1+ 7)2*“’d7
<1
YA (1 +5)

Portanto na Zona hiperbdlica temos que ry € LgoLt1 (Zhip), logo pelo Corolario 4.2.7 temos que

w1~ (§2) w0

para (ta 5)7 (87 5) € Zhip~

Zona Pseudodiferéncial

Agora como temos

U(t,f) = ((I)O + /R'O)U(t?é-)

consideremos E = E(t, s, &) a solugdo fundamental da equagao acima
Vamos considerar a notacao

. Ell(t,s,f) Elg(t,s,f)
E(t,sjé) N <E21(t7 875) E22(t737§)> ’

a solugdo fundamental, ou seja, que satisfaz: 9, E(t, s,&) = ®o(t,&) +Ro(t,§)E(t, s,§), com E(s, s,§) = 1.
Logoparak =1,2,

at<§>m
(Em)
OBk (t, 8,€) = i) m@) E1k(t, 5,€).

Logo para a primeira igualdade (4.39), temos ap6s multiplicar ambos os membros pelo fator integrante

(=)™ que

OB, 5,6) =~ " Ei(t, 5,€) + 6{E) mie Ean(t, 5,€), (4.39)

t
Bi(t, s,6) = <f>m(t)/ 1By (T, s,&)dT + <§gm§t))> O1ks

t
Ean(t,5,.6) = [ (Emor Bun(ros, dr + .

Agora substituindo uma equagao na outra note que usando fubini, que (£) () é decrescente em ¢ e que
(&)@ (1 +1t) < N temos:

(Eme)
<£>m(s)

t
Bt 5,6)| < / x| i 5, €)[dr + ()0 (t — 8)0 + 51
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Como A(t)(1 4+ t)* é crescente, podemos concluir, usando Gronwall, que | E; (¢, s,£)| < 1 na zona pseudo,
e logo também temos o mesmo para Es i (t, s, ).
Agora podemos enunciar um Teorema de Conservacao Generalizada de Energia.

Teorema 4.4.8. Sejam(t) satisfazendo a Hipétese 4.4.4, e tal que exista 0 < o < 1—2 tal que m(t)(1+t)* <
Cy para uma constante Cy < oo, entdo a solugédo do problema de Cauchy (4.28) com dados (—A)"/ 20 €
L2(R") e (—A)%/%y) € L*(R"), satisfaz:

cEkc(u)(0) < Exe(u)(t) < CEka(uw)(0)
para todo tempo t.

Demonstracdo. Note que a desigualdade superior é imediata do que provamos acima, resta provar a desi-
gualdade inferior. Para isso vamos fazer uma argumento parecido com o Espalhamento. Para i |sso vamos pas-
sar a considerar duas zonas, Z, e Z;, dadas respectivamente por {(t,£) € R xR" : |¢| (1+1)*(753) < N}
e{(t,§) € Ry x R™ : [£|7(1 + t)o‘(ﬁ) > N}, com N escolhido anteriormente. A curva comum a essas
duas regides sera denotada por t¢ a partir de agora. Note que Z;, C Zy;;,, pois, por hipétese, o < 1 — g.
Além disso em Z;, temos:

. <§>m<t> . €]7(1 + t)*(7=5) N
20

T\l 2 0 1 - e ) e VTGN

Portanto [|E(t,t¢,&)|| ~ 1 parat > t.. Como também ja provamos que ||E(t,t¢,&)|| S 1parat < t,
definindo

g(t 0 5) _ 8(t7t€7§)7 3 Zt& (4.40)
Y I, 0<t<tg, ’

temos [|E(t, 0,¢)|| ~ 1 e ||5 (t 0,£)|| = 1 paratodo (¢,&) € Ry x R™. Agora defina para cada { € R",
W, (€) = 5 — limy_00 £ (£,0,€)E(t, 0, ). Note que como operador

(w(€),v(€))" € L? x L? — E7(t,0,)E(t,0,€) (u(€), v(€)T € L* x L?,

satisfaz ||E~1(t,0,€)E(t,0,€)| 1252 < C uniformemente em ¢ > 0. Além disso, para |¢] > ¢, onde
¢ > 0 é uma constante arbitraria, temos W, ({) = £(t¢,0,£). Desse ultimo segue que o limite existe
em um subconjunto denso de L? x L? que é o conjunto D x D, onde D é o conjunto das funcdes em
L? com suporte em |£| > ¢. Portanto pelo teorema de Banach-Steinhaus, temos que W (&) existe em
L? x L?. Agora que sabemos da existéncia de Wi(€) em L? vamos proceder da mesma forma para o opera-
dor T(t,£) := E(£,0,€) — E(t,0,6)W(£), note que T'(t,£) — 0 quando ¢ — oo para |¢| > c. Além disso,
1T (¢, )l £(z2xr2) < C < oo uniformemente em ¢ > 0. Logo

IE(£,0,€)U(0,€) — E(£,0, )W (E)U(0,6) || p2xc2 — 0, (4.41)
quando t — oo. Portanto, como ja mostramos que

1€, 0, )W (U0, z2xr2 = [[W(U(0,8)| L2 12,
concluimos de (4.41) a demonstracio do Teorema. ]

Observacao 4.4.9. Note que a hipdtese m(t)(1 + t)* < C < oo impede que consideremos m(t) =
por exemplo.

1
In(e+t))

Para o caso § = 0, podemos obter o seguinte resultado.
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Corolario 4.4.10. Seja m(t) satisfazendo a Hipdtese 4.4.2 com M > 2, m(t)(1+t)* < C < oo para alguma
constante ) < a < 1ed = 0, entdo a solugdo do problema de Cauchy (4.28) com dados (—A)?/2¢ € L*(R™)
e € L?(R") satisfaz a estimativa de energia

ERGw)(0) S EXC(u)(t) S B (u)(0),
para todo tempo t.

Demonstracdo. A demonstracdo segue direto dos Teoremas 4.4.6 e 4.4.8. ]

4.5 Espalhamento

Nessa secdo vamos provar que quando a massa decai suficientemente rapido temos que o comportamento
da solugio do problema pertubado com o termo m?(t)(—A)%/?u, se comporta assintéticamente como o
problema sem a massa ou com massa nula, nesse caso temos aquilo que chamamos de Espalhamento ou
Scattering. Para isso vamos relembrar nossa equacao.

{utt + (—A)u+mt)2(—A)u =0 (4.42)
u(0,2) = ¢(x), ur(0, z) = ().

Nossas hipo6teses aqui serao:

Hipétese 4.5.1. Suponha que m(t) > 0, m(t) € C(R™") satisfaz

1
m <
i) £

Hipétese 4.5.2. Suponha que m(t) € C(R™) satisfaz
1-2 2 1
(L+1t) "« |m(t)|* € L.

Exemplo 9. Seco > w > 1 — g, tome:

1
m(t) = Ao

mas, por causa da hipotese 4.5.2, ndo podemos ter o exemplo abaixo

1
m(t) = 5 )
(e + 1) o(In(e + 1))
coma < 3.
Vamos fazer a seguinte escolha de zonas
Zpip(N) == {(t,§) : (1 +1)[¢]7 = N},
Zpa(N) == {(t,£) : (1 +)[¢]” < N}.

Zona pseudo-diferencial
Vamos definir a micro-energia U por
N2 1/2
1-2) )

— u a)t = 7 ’
U = (h(t,f)u,DtU) , h(t,§) = <‘€|2 + ‘§|2 (1+t)2(

Consideraremos o sistema de primeira ordem
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Deht h(t,
U(t,€) = A(t, U = ( M (05) ) U. (4.43)
R(5,E)

Podemos obter uma representacao integral por meio da solugdo fundamental £ = E(t, s, £) para (4.43), i.e.,
a solucao para

D.E = A(t,§)E, E(s,s,§)=1.

Se colocarmos E = (Ej;); j—1,2, entdo podemos escrever para j = 1,2 as seguintes equacdes integrais:

014 t
Byt €) = hit.€) (77205 + / sy (. 5,€)dr), (4.4
25 20
Egj(t S f) = 52] + Z/ |£‘ ) g—; |§| 1j(T,S,§)dT. (4.45)
Substituindo (4.44) em (4.45) e apds usar fubini temos
Egj(t S 5) (4.46)

20 20
=825 + 0141 / €% +|£‘ dr / Esi(1,s,§) /|£\25 +|§\2"dr) T (4.47)

Além disso para (t,§) € Z,q temos:

20 20 5 5
/ €7m *'5' dr < €7 (t - 5) + / (€)% (1 + 7)1~ S (r)2dr

<N—|—/m 1—|—7’1_7d7',

e também
t 5 t 2%
/ €2 4+ |¢[Pm(r)?dr < [€]7]€]7t + / (14 1) % m(r)2dr

e ainda

t t t r
| [ eom + igyarar = [ (ePhmry? + 168 [ drdr <
t
< [ (ePmry? + lgyrar <
) t 26
<Pt + / m(r2 (€)% (1 + r)dr
< N2 +/tm(7’)2(1+7")1_2jd7“,

logo pela Hipotese 4.5.2 e o Lema A.4.2 (Volterra) temos que na zona pseudo
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| E2;(t,s,8)] S 1

e logo também temos

Bt s, )] S 1
Como U(t,§) = E(t,s,£)U(s,£), temos para todo t < t¢ que

U] < 1U(0,8)] (4.48)

Agora consideremos o seguinte problema de cauchy para ¢ fixo, e t =ty — s e u(t,§) = u(s,§), i.e.

Uss + [€]%7a 4+ m(to — 5)*|¢[*a =0

com dados iniciais em s = 0 e tempos 0 < s < £y com £y < .
Fazendo o estudo de modo analogo ao que foi feito acima teremos uma equacao similar a equacio (4.46).

E,

Mas vamos provar que nesse caso ﬁ < C, com C'independente de ty. Mas para isso é necessario
14+t0)" " @

provar que

20~ 20
/ Eintef <l
+t0)175

é limitada na zona pseudo independentemente de ¢y, onde m(7) := m(ty — 7) e h(s,&) := h(tp — s,§).
Mas

20~ 20 o 1 . 1_2
/ ‘5’ J'_’E‘ dT<N+|£|6/ m tO T) ( + to S) dr <

1+t0) o (1+to) 7 -

s [1 9 1_8 s [1 of T—8\17%
§N+Nc/ m(to —7)°(1+to — 7) _vdT+Nv/ m(to —T) ( ) dr
s s 1+19

¢é limitado devido a hipotese 4.5.2 e de 1T+ts < 1.
Portanto concluimos que

1

s VOOISUE ) (4.49)
(1+t)!

parat < te.

Zona hiperbdlica, 26 < o.

Note que na zona hiperbdlica temos h(t, &) ~ |£|?, pois,

[N
N

1< M8 (14 (g7 +1)709)

&l <1+
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Isso nos motiva definir a micro-energia como:

Uw = (I¢]a, Dyan)”.

gue nos permite obter o seguinte sistema

DUw = ((1) é) ‘QUUW + (|€’26?n(t)2 8) (’g‘)_UUW'

Seja Ny = (_11 1

temos o sistema (D; — ®¢9 — Ro)U; = 0, onde

(=€ o - m@)?EP (-1 -1
%‘< 0 MJ’7“‘ G <1 1)‘

Defina
» m(t)? (€]
gy = L [T Toge ) D e
i 0 i(lgl” + TPl
e
m()2lee
Ri= 3 -m(tgm% o
¢\ e 0

Ent3o, na zona hiperbdlica, obtemos, desde que 26 < o, a estimativa a seguir:

IRit, ) < EEmO" __mOF e e
€] (J€jo) =~

Aliado a estrutura da matriz ®; a estimativa (4.13) juntamente com a hipdtese 4.5.2 fornece:

|UW(t7§)| ~ ‘UW(87§)|

na zona hiperbodlica.
Agora, se considerarmos

hLE
HEg:= | 10 ).

106

(4.50)

1 . . . _ . . < .
) a matriz que diagonaliza a parte principal acima. Definindo NyU; = Uy, entdo nés

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Entdo a matriz inversa H~ ! existe e || H (t,£)||, || H ' (t,€)|| = C paratodo (t,&) € Z;p, ou ainda, t > tg).

Como U = HUyy, temos, por (4.52), que na zona hiperbdlica:

Ut ) = [Uw(t, )] = [Uw (s, §)] = |U(s,E)l.

Conservacao de Energia

Defina

1 . 1
B )e) = g (Iun(e M + 1NDI e s + s NIDPute )

(4.54)

(4.55)
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Teorema 4.5.1. Suponha que m satisfaz as hipdteses 4.5.1e 4.5.2 e 26 < ¢. Entdo a energia para a solugdo
do problema de Cauchy (4.42) satisfaz:

1

Gt WO Y@ 5 BV W)

para todo tempo t.

Demonstracdo. Segue imediato de (4.48), (4.49) e de (4.54) que

1
7\ 0,91 S U S 1U(0,6)],
(1+ t)
agora depois de tomar o quadrado de ambos os lados e integrar em & temos a afirmacao do Teorema.
O
Zona hiperbdlica, 26 > o.
Agora queremos aplicar o procedimento de diagonalizacdo. Precisaremos da seguinte hipotese.
Hipétese 4.5.3. Assumam € C1(RT) com I ((t))‘ < 1th
Considere
S
o _ 1 (il + 5 0
1= = 2)¢128
elo o mt)?E] ’
v 0 i([€]7 + 2[¢]° )
e
4
L0 i
Rl = Z im(t)2‘£|26 0
2l¢le
Para N suficientemente grande a hipotese de diagonalizacao até 1 é satisfeita, pois, sendo
, m(t)?[¢[*
= =2([¢]7 + —5 )
2[¢|”
e
. me
2[¢|7
temos, pela hipotese 4.5.1, que
2
Il w1
|di| — |£|2a(1—§) ~ N2g(1—g)
Agora vamos estimar o resto R, temos que:
r
Iro| < |d1|2 + \8t—| (4.56)

Agora vamos analisar cada parcela separadamente, comecando da segunda.

2

o 6tr1 1 atdl _ _mg(t)‘€|26 _ 1 mQ(t)|€|26 pl(t)

1
15, t
T d dd AT e T3 |2 e
m’ (t)

m(t) *

onde p1(t) =
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Logo usando a Hipétese 4.5.3 temos que:

|71] m?(t)
tT 7 5 5
|di| ™ 1g]o=2)2(1 4 ¢)

Portanto usando a Hipotese 4.5.2 temos que, na zona hiperbélica, 8t‘7'—1‘| é integravel em t uniformemente

|d1
em¢.
Agora passemos para a primeira parcela da desigualdade (4.56).
Como |da| > [£|7, temos

P o mi@)
|di? ™ |g|o =)

nesse ponto vamos assumir que § < ‘%". Entao na zona hiperbélica temos:

|7“1|3 6 5088 4 4(1-2) 2 1—28
a |2§m(t)(1+t) o SmAt)(1+)" T m () (1 +t) -
1

1]

3
e € integravel e ¢ uniformemente em |£| na zona hiper-

Logo das hipoteses 4.5.1 e 4.5.2, concluimos que
bélica.

Note que diagonalizando mais uma vez com a devida hipétese, concluimos a conservacao de energia no caso
g <0< %". A essa altura podemos nos perguntar se com mais uma diagonalizacdo podemos chegar com §
ainda mais préximo de o. Vamos, para isso, fazer as hipéteses nescessarias a diagonalizacao.

(2:3M-1-1)
T23M-T

Hipétese 4.5.4. Seja M > 2 um inteiro positivo tal que o > 6, e suponha que vale

m € CM(RT)

(4.57)

paral =1,..., M.

4.5.1 Classe de Simbolos

Defini¢io 4.5.1. Diremos que uma funcdo f(t,¢) estdem T5{q,r,s} com K < M,q > 0,r <0es >0

quando para cadal = 0, ..., K existir uma constante C| tal que:
2(t) \q 1
8l t, < C( m ( ) o\ ’
| tf( 5)‘ = Vi ‘5’0_(1_?) (‘§| ) (1+t)5+l

para todo (t,§) € Zpp.

Proposicdo 4.5.2. Na Zona hiperbdlica e com as hipéteses 4.5.2 e 4.5.1 em m, temos:
1. SefeTX{qr s} entaodf e TE g r,s+1}, ondel <K.
2. Se fi € TKqu,m1,s1} e fo € SK2{qa, 73, 52}, entdio f1 fo € STMELK gy 4 go ry + 75, 51 + 52},
3. Se f € TK{q,r, s}, entdo f € TK{q—<,r+<,s}paratodos > 0satisfazendoq—¢ > 0er+¢ < 0.
4. Se f € TK{q,r, s}, entdo f € T"{q,r +¢,5s — ¢} paratodos > 0comr +¢<0es—c>0.
5 Se f e T°{1,-1,0}, entdo f € L¥Li(Znip)

Demonstracado. Os doi primeiros itens seguem direto da definicao, para o terceiro e quarto deve-se usar que
estamos trabalhando na zona hiperbélica e a Hipotese 4.5.1, e além disso, o Ultimo, deve-se usar a Hipétese
4.5.2. ]
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Lema 4.5.3. Suponha que m satisfaz as Hipdteses 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.4. Entdo para (t,§) € Zpip(IN) com N
suficientemente grande temos:

e TM=if2.3/71 —2.3071 0} 4+ TM=I{1,-2,1}
Nj_1 existeeNj,Nj_1 € TM=3{0,0,0}paraj=1,...,M —le
(S¢;)~t € TM7{0,-1,0},

rpe TM=I{3i=1 (3771 — 1), 0} + TM {1, -1,1},
paraj:l’...,M-

Demonstracdgo. Note que

A (m? (1) €[*°

1 _ 4 2]
el T (g + e
Logo pela hipétese 4.5.4 obtemos que:
1
10:(S¢1) " = 10— e | S €177
€] + DI 1“

Logo |0:(S¢1) 7t < |£|_“%+t, agora assuma que |0F(S¢1) 7| < |§|“’ﬁ para k > 1. Assim, por

m?(t)

<
2015) S 1, temos

hipétese de inducao e como na zona hiperbdlica

1
atk+1 > | <
o t 26 | —
!é"l + Tl

<\Z Yo 5 (%Yol oot 000 1 £ 0 e
: =NV A AR (e

Isso finaliza, por indugdo, a prova que (3¢1) ! € TM=1{0, —1,0}. Claramente temos quer; € 7™ ~1{1,0,0}.
Portanto pela Proposicao 4.5.2 temos que

M1 € TM71{27 _27 0}7

2 2
donde, pela hipétese 4.5.1, na Zona hiperbolica temos que |u;| < (\glgj’(%g)) < N4(11_g), assim para N

suficientemente grande, existe N, *.

Assumimos que a conclusdo do lema € verdadeira para j > 1. Logo temos que p; € TM_j{2 2301 -2
3L 034+ TM={1, 2,1}, assim p; = fi1+fo,com f1 € TM=i{2.3571 —2.37=1 0}e fo € TMI{1,-2,1}.
Vamos provar que, (1 — ;)= € 777{0,0,0}. Como

m2 gi—1 o m2
i (e I i +(Wff26)<\s|> i

(T (O
1

temos que para NN suficientemente grande || < 3. Logo (1— ;)1 < 1, além disso como (1 —pj)~" =

_1 Op; _ _ _
(1 — py) 1117!;2 = (1 — p;) 20 f1 + (1 — pj) 20 f2 temos \Gt(l — 1) S 155 Agora suponha, por
hipétese de indugdo, que para k > 1 temos 9 (1 — uj)*l < (1+t) . Logo
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k k—1
(1 - ) < Z()@ )] ( )\al“ o = )Y
7= =0
1
N(1+t)k+1'

Agora pela Proposicdo 4.2.3 temos

(Spja1) " = (Sy) (1 +5)7"

onde §3; := (J¢;) 1 (dju] - \s{ZJ Ot })
Usando a Proposicao 4 5 2 e a hipotese de mduc_;éo temos:

— (S¢;)~t e TM=9{0,-1,0}

— djp; € TM=3{2.3071, 2.3 4 1,0} + TMI{3-L + 1, (3L +1),1} + TM {2, -3,2};

= S{{ogy e TMIF T, 371 1)

Logo 3; € T™~7{0,0,0}. Da mesma forma que foi provado (1 — p;)~! € TM=7{0,0,0} temos que
(1+B;)~ € TM=3{0,0,0}. Portanto (S¢;41) "' € TM=U+1{0, ~1,0}. Agora note que:

— pyry € TM=I{2. 3071 4 31 2. 3071 — (=1 —1),0} + TM-1{1,-1,1};

= Ozt € TV, =39, 13 + TV 9{1, 2,2}

Portanto ., € TM~U+D {3/, —(3J — 1) 0} + 7M=U+D{1, —1,1}. Finalmente isto implica que 41 €
TM=G+0{2.3/, —2.37 0} + TM=U+1{1 —2 1}, donde |1 11| << < 3 para N suficientemente

<1 2)
grande, o que assegura a existéncia da matriz inversa N]+11
O
Conservacao de Energia
Pelo Lema 4.5.3 temos que N; e Nj_1 existem e sao diferénciaveis paraj = 1,...,.M — 1 e 2[:7#5] €
TM=i{1,~1,0},logo 2‘}”' P < C’jﬁ em Zy;,(N), portanto pelo Corolario 4.2.4 temos que vale HD y/ ( 2, )

para NNV suficientemente grande, além disso, como, pela escolha de M vale (2 - 3M-1 _ 1) — w >0,
temos em Z;,(N):

m2 t gM—1 e m2 1
£ ()™ g (0 gy L 4.58)
2 3]\/1—1 2
< (m=(t)) S m*(t) 1 (4.59)
(@3N~ -1)-222—=) €)1+
M—-1
< (m(1)7" T (L) @3 DTETT L2 ()14 1)1 (4.60)
(4.61)
E ainda
Y M-—1 B
(m(t)) 3M 1( +t)((2.3M 1_1) 230 3) (m(t)(1+t)1_g)2('3M l_l)mQ(t)(l—{—t)l_%é

1-26
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Ou seja rys € LgoLtl(Zhip). Logo pelo Corolario 4.2.6 temos que |Uw (t,&)| = |Uw(s,&)| em Zp;,(N).
Portanto, nessa mesma regiao, temos

U, 8]~ U (s, £ (4.62)

Teorema 4.5.4. Suponha que m satisfaz as Hipdteses 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.4. Entdo a energia para a solugdo do
problema de Cauchy (4.42) satisfaz:

1

P WO BV £ B W)

para todo tempo t.

Demonstracdo. Segue imediato de (4.48), (4.49) e de (4.62) que
1

1-9

(141t) -

agora depois de tomar o quadrado de ambos os lados e integrar em & temos a afirmacao do Teorema.

U0, S U] S U0, 8],

d

4.5.2 Estados de Espalhamento

A teoria de espalhamento serd usada para comparar o comportamento assintético do problema (4.63) com
o problema pertubado (4.64), dados a seguir.

{Utt + (—A)U’U =0 (4.63)
v(0,2) = vo(x),v(0, ) = v1(x),

u(0,2) = up(z), u(0,2) = up (z).

Suponha que v resolve o problema (4.63) com dados vy, v1 e considere u a solucdo do problema (4.64) com
dados ug e u;.
Aplicando a transformada de Fourier e considerando as respectivas energias temos.

{utt (=AU A+ mt)2(—A)Yu =0 (4.64)

{V(t,g) = (|€]73(t, €), D (t, €))7, (4.65)
V(0) := (B(€), 01(€))",
que satisfaz V' (¢,&) = Ey(t,s,&)V (s, £) para todo tempo s,¢ > 0, onde
DBy = AE,: (4.66)
{E’w(s7 S, 5) = -[7
e para
(0 |€\">
A”‘Qa“ 0)
E ainda

{U@f%—(Ma@amfxDﬂafnﬁ (4.67)
U(0) := (1o (€), 11 (€))7,
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SIS

lembrando que h(t, &) = (|§\2" |§\25N72> e U(t, &) satisfaz U(t,&) = E(t,5,€)U(s,&) para

2(1-9)
s,t > 0, onde

DiE = A(t, §)E; (4.68)
5(57 S, 5) = Ia

e lembrando também que:

L h(t, )
““<t’*5):<|52“+|52f>> ® )

Defina os respectivos operadores de evolucdo &, (t,&) = E,(t,0,8) e £(t,€) = £(t,0,£). Nessa secdo
gueremos provar a existéncia do operador de Moller.

Caso 20 <o

O objetivo da Observagao 4.5.5 a seguir ¢ trocar as energias U (t,£) e V (¢, ), por outras, a saber Uy (¢, )
e Vi(t, ), respectivamente, de modo que o sistemas associado tenha uma matriz diagonal mais um resto
integravel, e assim possamos aplicar a Proposicao 4.3.1.

Observacgao 4.5.5. Fazendo H (t,&)NoU(t,&) = U(t,&) temos DUy = (P9 + Ro)U; com @ e Ry dadas
em (4.51), e H(t,) dada em (4.53). Definindo implicitamente NoVi(t,§) := V(t,€) temos D;V; = ®yV.
Assim denote as solucdes fundamentais de D, — (g + Ry) = 0 e de D, — &y = 0, respectivamente por
Ei(t,s,€) e Eq(t, s,&), como

126

IRo(t, )l < m*()(1 +1)

em Zy;,, temos o Teorema a segui.

Teorema 4.5.6. Suponha que m satisfaz as hipdteses 4.5.1 e 4.5.2, além disso considere que 26 < o. Entdo
existe um operador

Wy =W, (D) : L*(R") x L*(R") — L*(R") x L*(R")
tal que, se os dados iniciais dos problemas de cauchy (4.63) e (4.64) estao relacionados por

(|D’gvo, Ul)T = W+(D)(h(07 D)u()? ul)T7

entdo para as respectivas solucées dos problemas de cauchy (4.63) e (4.64) temos

[([DIZv(E, ), ve(t, ) — (R(t, D)ult, ), ue(t, )|l 2 <2 — 0,
quando t — co. Além disso no conjunto denso em L?(R")
L:= U{u € L*(R") : dist(q,0) > ¢}

c>0

temos

I(ADIgo(E, ), ve(t, ) = (h(E, D)ult, ), ue(t, )l exe S /too m?(7)(1+ 7)' 7 dr | (A0, D)uo, ur)|

Demonstracdo. De acordo com a notacdo na Observacao 4.5.5 acima podemos concluir que

£(t.€) = E(t,6) , sete > t;
U H(t E)No&i(t, te, € )Ny LH (e, €) 1€ (e, &), set > t.
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Ew(t,€) = NoEy(t,0,€) Ny

Logo parat > t¢ temos

EM L EEM &) = NoETH(t,0,6) Ny L H (¢, &) No&i(t, te, E) Ny 1 H(te, &) L E(te, 0, €).

Como | Ro(t, &)|| < m2(t)(1+ t)lf? em Zj;p, € usando a hipétese 4.5.2 temos pela Proposicao 4.3.1 que o
limite seguinte existe uniformemente para |{| > ¢ > 0,

. —1
lim By (2,0, €)&1(t, 1, €),

Além disso, Ny ' H (t,€) Ny — I quando ¢ — oo uniforme para |£| > ¢ > 0. Portanto tomando as entradas
do vetor de dados iniciais no conjunto

M= | J{i € L*®R") : dist(@i, 0) > c}
c>0

temos que o seguinte limite existe uniformemente em [£| > ¢

Jlim £5°(t,)£(t,€) (4.69)

e portanto em L(M x M, L?(R") x L*(R")). Como M x M é subespaco denso em L?(R") x L%(R")
e ||E,1 (¢, E)E(t, €)] < 1 uniformemente para (t,£), temos pela Proposicio 4.3.1 que o operador de Méller
W, existe como operador em L(L? x L2, L? x L?).

Finalmente considere o operador W, (D) : L? x L? — L? x L? definido pelo seguinte diagrama comutativo.

W (D
L2 x L2 +—(>)L2 x L2 (4.70)

]?x]?l O J{]—'x]—‘

L2><L2V>L2><L2
+

Como a transformada de Fourier é bije¢ao o operador W, (D) esta bem definido e como ela é também uma
isometria em L? provamos o Teorema a partir da Proposicdo 4.3.1.
O

O Operador W, (D) nao é invertivel, isso segue do fato de que TV ndo é inversivel.

4.5.3 Conservacao Generalizada de Energia

No caso 26 > o vamos ter uma conservacdo generalizada de energia que é uma situacao mais fraca que o
Espalhamento.

Caso 20 > o

Vamos ilustrar as idéias com o caso quando temos a hipotese 4.5.4 com M = 2. Ap6s aplicar o procedimento
de Diagonalizagdo obtemos N (¢, &), ®2(t, &) e Ra(t, &) e considere a solugdo fundamental Ex(t, s, £):

D&y = ((1)2 + Rz) &
Ea(s,s,6) =1,

Considere também a matriz diagonal ®¢(¢, ¢) dada por
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O(t,€) = Ba(t, €) — Da(t,€) (4.71)
onde
at,ul O
Dy(t,€) = % (2(10u1) Do ) (4.72)
2(1—p1)

e considere também a matriz R (¢, &) = Ra(t, &) + Da(t, ). Assim temos

D&y = (@g—i—Rg) Es
52(87375) =1

Pelo Lema 4.5.3 temos que

Oy € TH2,-2,0} + TH{1,-2,1},
e pela Proposicdo 4.5.2temos que Oy 11 € T1{1,—1,0}. Logo R4(t, &) € L%Lgo (Zhip)- Considere Eyya(t, 5, &)
a solucdo fundamental
DthQ - (I)ggW,Q
Ewals,s,§) =1.
Além disso considere N(]g{/V’QNJl = &Ew,2 Vamos considerar finalmente os seguintes operadores:

E(t, ) , sete >t

o= {H (1 ONONL(E Ealts te, N (e, Ny " Hlte, )T Ete,€) st > te.

e ainda parat > tg,

Enh(t,)E(t,€)
=No&yy(t, )Ng  H (t, &) NoN1(t, ) Ea(t, te, E) Ny (te, )Ny " H (te, €) € (te, &)

Logo temos pela Proposicdo (4.3.1) que o limite seguinte existe uniformemente para || > ¢ > 0,

lim £l (1, €)Ea(t, ),

Além disso, Ny ' H (t,&)NoNi(t, &) — I quando t — oo uniforme para |¢| > ¢ > 0. Portanto tomando as
entradas do vetor de dados iniciais no conjunto

M= | J{i € L*R") : dist(7, 0) > c}

c>0

temos que o seguinte limite existe uniformemente em [£| > ¢

O restante da demonstracao segue analogo a do Teorema 4.5.6. A diferenca fundamental desses dois casos é
que embora o operador Eyy2(t, &) seja uma isometria em L? e com o argumento acima provamos a conserva-
cao de energia generalizada EW(u)(t) ~ 1 (energia definida em (4.55)), mas ndo provamos que o operador
de Moller W (D) associa dados inicias do problema (4.64) com algum problema conhecido.

Teorema 4.5.7. Suponha que m satisfaz as hipdteses 4.5.1, 4.5.3 e 4.5.4 para algum M > 2. Entéo para
quaisquer dados iniciais u; € L?, |D|%ug € L? e |D|7ug € L? temos
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EY (u)(t) ~ EY (u)(0),
para todot > 0.

Demonstracdo. De acordo com a hipotese do Teorema e pelo Lema 4.5.3 podemos diagonalizar M vezes
e obter as matrizes N1(t,&),..., Ny—1(t,&), Pas(t, &) e Ras(t, €). Temos também a solugdo fundamental
Em(t, s, &) satisfazendo:

D&y = (@
1Em = (P +Rur) Emr (4.74)
gM(S7 S, é) =1
Defina
1 (Dj)l 1 0
Di(t, &) = = ) , (4.75)
]( é‘) i ( (Dj)2’2
1 Oy . .
onde (Dj), ; = (Dj)y, = ij‘ill 2(%’%) Além disso, considere
©f(t,€) = Par(t, €) — Du(t,€),
e)
R (t:€) = Rar(t,€) + Dar(t,€)
logo
D&y = (94 ¢
B = (B +Riy) En (4.76)
gM(8757€) = I7
Além disso, pelo Lema 4.5.3, podemos concluirque paral < j < M —1,
Oy e ZM-U+N {9 —9 0} + ZM-U+D{1, —2 1}.
2(1 — py)
Logo D;(t,§) € L%Lg" (Zhip)- Além disso, considere a solucdo fundamental £}V (¢, s, €) de
8M<3787§) = I7

Por final considere No&EJY (¢, 5,£) Nyt :=: £}V (t, 5, &), ai temos que o operador E)Y (,€) := &}V (t,0,€) é
uma isometria em L? x L2. Assim como em (4.58), temos que o resto R s é integravel em Zhip € como Dy
é também integravel, entao R%/[ é também integravel. O restante da demonstracio é analogo ao que ja foi
feito antes.

O

4.6 Invariante por escala.

Vamos tratar nessa secao de alguns casos restantes do Invariante por escala, porém vamos estudar somente
a Energia cinética [|uy(t, ) || 2, + || (—A)7/2u(t, -)||2,. Vamos usar métodos de diagonalizacio e é essa a razao
de ndo tratar esse caso no Capitulo 3.

Caso 20 > o

Vimos que no caso 20 = o, ndo podemos melhorar a estimativa da energia E'(u)(t) por cima, mas ainda ndo
é claro que a energia decai, vamos ver agora que no caso 20 > ¢ essa energia fica limitada ao menos por
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%113 + ||(—=A)%/2¢]|2, ou seja, ndo decai para zero.
Considerando W (7) = (w(7), ’LUT(T))T, temos que

D W =AW
onde A é dada por

. 0 —i
= (i) o)

Temos também que para W = N'W,, onde

temos D, Wy = N TANW,, e NTAN = &1 + R, com

; 2
(I)l = 1 Z(l * 27-2(1—%)) 0
i 0 —i(1 +
e
0 i
Ry=1 i YD)
"\l D 0

o
27'2(1_g) )

16

Consideremos as zonas Zp;, = {7 > N} e Z,q = {r < N}. Temos que ®; e R; tém as formas especiais

4.9 e 4.10, respectivamente. Logo, pela Proposicao 4.2.1 temos que em Z, vale

(W ()| = [W(N)

note que, nesse caso, estamos usando também que a solucdo fundamental relativa a parte homogénea tem
norma constante igual a 1, pois a diagonal de i®; é imaginaria pura. Além disso, usamos que para 26 > o o
resto € integravel na zona Z,,. Para fazer as estimativas na zona hiperbdlica vamos usar o procedimento de

diagonalizacado. Note que

2

o #
di 9(2720-%) 4 2y
logo
&l 2%(1— Syt
813* = —1 5 s
dy (2720-3) 4 22
Como |r2| S % + |07+ |, temos:
1 1
()] S + ,
L601-2)  3-%

64

portanto se > < o, temos que ry € integravel em Zj;,. Portanto, nesse caso, ou seja 20 > o e

temos, pelo Coroléario 4.2.7 que para T > N vale:

(W ()| = [W(N)

Portanto temos que

1 1

|€’25 ‘at(t7£)’2 ~ ’5(5)’2 +

[a(t, O +

€12

< o
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Logo:

D17, 72 + llue(t, iz ~ D177 + 1w (17

Definicdo 4.6.1. Diremos que uma funcdo f(7) estd em Z¥{r, s}, comr,s > 0separa 0 < | < k existe C

tal que
1

. é .
7_'r—s;—i—l

0L f(7)] < C
paraT > N.
Proposicao 4.6.1. Temos
1. Se fi € IF{ry, 51}, fo € TF{ry, 50}, entdo f1 - fo € TF{r1 + ro, 51 + s2};
2. Se f e IFr s}, omf € TF"{r s}, para0 < m < k;
3. Se fe€IF{s+1,s}, entdo f € L'(N,c0);
4. Se f € TF{r, s}, entdo f € TF{r —t,s — t}, parar > tes > t.

Demonstracdo. A demonstracao segue imediatamente da definicio, para o ultimo item é importante que
estejamos considerando 7 > N. O

Lema 4.6.2. Temos que para cada M > 1 fixo:
pj € IM7I{4. 3971 4. 3571} 4 TM (3 2},
Nj_1 existe e N]-,Nj_1 € 7M-3{0,0} paraj =1,...,.M —1e
(Imgp;)~t € TM79{0, 0},
rj € TMI{2.3071 2. 3071y L TMTI(3 9.
paraj=1,..., M.

Demonstracdo. Vamos demonstrar por inducao. Primeiramente

(Imep1) "t e 7M=10, 0}, (4.78)

para isso note que

0

1
Of (Imer) ™" = 07~ oy (Imepr) ™! = 4p*(1 = —)o; ™!

28
™

logo temos

1

k -1 <
ok £

Analogamente, é facil provar que
r € M2 2} 4+ TM 713, 2}.
Logo usando a Proposicdo 4.6.1 temos:

2
T _ _ _
H1 = % = (_2Im§01) 2’?”1’2 € IM 1{272} +IM 1{372}'
1

Agora suponha, por hipotese de inducao, que para algum jo < M temos que
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(Img;) ' € TM=9{0, 0},
rj € TM{2. 3971 2. 3771y L TM=if3 9},

vale paratodo j,com M > jo > j > 1.
Afirmacdo: (1 — p;)~t € ZM=3{0,0}, para todo j, com M > jo > j > 1.

Provemos essa afirmacdo por inducdo no nimero de derivadas. Note que |(1 — p;)7! < 1 e também

0 (1 — Hj) = (1 — )~ 1 ama . Suponha que temos para algum k com 0 < k < M — j:
l -1 < 1
‘6T<1_/'Lj) |Nﬁ7

vale paratodo 0 <[ < k. Segue que

k k—i
RO RED D1 4 L T ) ol G [ [ (]

% =0

Il
— o
o~

~ Tk+1 b

note que estamos supondo p1; € ZM=7{0, 0}, e que temos k+1 < M — j. Note também que ZM=7{3,2} C
TM=3{0,0}. Agora, pela Proposicio (4.2.3) temos que:

(Shjr1) = (Sey) (1 +8;) "

onde §3; := (J¢;) 1= (djuj + \s{d 8t })
Usando a Proposicao 4 6 1e a hipotese de mdugéo temos:

— (S¢;)~t € ZM77{0,0};

L g € TIHA- B 431 £ T3 ),

= S{Eo g e TMUID{4. 3771 4. 371y,

Logo B3; € ZM=(*+1{0, 0}, assim da mesma forma que foi provado que (1 — ;)™ € ZM=7{0,0} podemos
provar que (1 + 3;)~! € ZM=U+1{0,0}. Portanto (J¢;41) "+ € ZM~U+1{0,0}. Agora note que:

— pir; € IM7I{6- 371 6- 3771} 4+ TM I (3,2}

— at;—; e TM-Uth{9.3/ 2.37} 4 TM-(+1{3 2},

Portantor;,; € ZM~U+1{2.37 2.3/} + TM-U+1){3 2}. Finalmente isto implica que 11 € ZM~U+1{4.

37,4 -39} 4+ MG+ {3 21 donde |jj41] < + < 1 para N suficientemente grande, o que assegura a

existéncia da matriz inversa N]Jrl

O]

Vamos definir a Energia como sendo:

E®(u)(t) = |lue(t, ) |72 + [I1DI7ut, )| 72

Teorema 4.6.3. Considere 26 > o e seja 2 < M tal que g 2233% entdo

E®(u)(t) ~ E%(u)(0).
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Demonstracdo. Basta aplicar o Lema 4.6.2 com j = M — 1, logo temos

rayo1 € Y2 3172 2.3M72) L 713 2},

donde ) )
[rar-1(7)| S - s T 25
~ 7_2,3]\4 2_9.3M 2; 7_3_?
gM—2_ , .. . . i . .
Como g < % concluimos que 7,1 € integravel no intervalo [V, o0). Como também r é integravel

em [0, N], temos pelo Corolario 4.2.7 que

[w(T)| ~ [w(N)| ~ w(0)],
logo

1
€127

e agora basta multiplicar por \§|2°' e depois integrar em &.

1
135

[t €)1 + 5 [@ (1, )P ~ 18O + 55 19 (O

O
Observacio 4.6.4. O Teorema 4.6.3 mostra que a pertubacdo do problema uy + (—A)?u = 0 pelo potencial
7(1“)’;?17% (—A)%u ndo influéncia demasiado no comportamento da Energia ||u(t, )||2, + ||| D]7u(t, ) ||2.,

que para o caso i = 0 permanece constante. Ou seja, concluimos nesse caso, que esse termo de ordem
inferior tem uma baixa influéncia na energia do sistema.

Caso 26 < o
Considerando W (7) = (w(7), U)T(T))T, temos que

D W = AW
onde A é dada por

temos D;Wy = N TANWy, e N7TAN = &1 + Ry, com

1 Y
@1 _ 1 'L(l + 272(1ig>) 0
- ) i
i 0 —i(1+ 72#(17%))
e
0 i
1 - '
Ri=-|. 2 2r2(-a)
LD 0

Consideremos as zonas Zp;, = {7 > N} e Z,; = {r < N}. Temos que ®; e R; tém as formas especiais
4.9 e 4.10, respectivamente. Logo, pela Proposicao 4.2.1 temos que em Zj;), vale

(W(r)| = [W(N)|
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note que, nesse caso, estamos usando também que a solucdo fundamental relativa a parte homogénea tem
normal constante igual a 1, pois a diagonal de i®; é imaginaria pura. Além disso, usamos que para 2§ < o
o resto € integravel na zona Zj;,. Qual o comportamento na zona pseudo devemos esperar. Veremos no
Teorema 4.4.8, que para o caso § > 0 temos:

2
(B () (0)+[| D u(0, )[72) < ES(U)(tH(lJFSMIIIDIJU(t, Mz < C (B (w)(0)+DI°u(0,)]122),

enquanto no caso § = 0 pelo Corolario 4.4.10, temos:

2

c(B(w)(0) + u(0,)[72) < E®(u)(t) + <1it)HU(tr)H%z < C(B5(u)(0) + u(0,)[72)-

4.7 Problemas em aberto e discussoes complementares.

No Teorema 4.5.7 temos que quanto mais queremos aproximar d de o para obter a conservacao de energia,
mais controle nas oscilacbes precisamos assumir na massa, devido a Hipétese 4.5.4. Por outro lado, quando
26 < o nao precisamos assumir qualquer controle nas oscilacoes e obtemos até mesmo Espalhamento.
Para comprender melhor esse fendmeno, note que quando § = ¢ (que nao foi considerado nessa Tese), é
conhecido que muitas oscilagdes criam ressonancia e fazem com que a energia va exponencialmente rapido
para o infinito, veja [13]. Assim é necessario um certo controle das oscilacbes para que se tenha conservacio
de Energia veja [34]. A hipotese 4.5.1 mostra que quanto mais proximo § de o mais temos possibilidade da
massa oscilar sem que ao mesmo tempo diminua sua amplitude suficientemente rapido para que nao se
tenha ressonancia, por isso fez-se necessario assumir algum controle das ocilagdes no caso 20 > o. O que
permanece em aberto é saber se essas condicdes podem ser relaxadas, haja vista que precisamos de muitas
ocilacdes quanto mais proximos ¢ e o estdo, mas no limite que seria o0 caso § = o s6 precisamos do controle
até duas derivadas, veja [34] e suas referéncias.

Agora vamos propor mais algumas questoes que ndo foram tratadas nessa tese.

e Estimativas LP — LY. Em [5] a autora demonstrou paraocasoo = 1 e 6 = 0 estimativas L? — L com
coeficientes variaveis com p e g expoentes conjugados entre si, assim é natural perguntar que tipo de
estimativa do tipo LP — LY podemos obter no caso o e § quaisquer?

¢ Semilinear. Quando a massa é crescente o Teorema 4.4.2 mostra que temos decaimento da Energia Po-
tencial considerada, esse tipo de estimativa torna natural perguntar sobre existéncia de solucao global,
com dados iniciais pequenos, para o seguinte problema de Cauchy

(4.79)
u(0,7) = ¢(x), ur (0, ) = ¥(x),

para p > p., onde p. € um indice critico a ser determinado. Espera-se que o indice critico dependa da
massa, quais condicoes sobre a massa nos permitem obter o indice critico?

{utt + (=A)u+ m2(t)(—A)u = |ulP
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Apéndice

A1 Teoria de Funcoes especiais.

A.1.1  Afuncao de Bessel.

Seja a funcgado de Bessel J,,, dada pela série a seguir

1, i (122)k
() = (32) kz_o(_l) k!r(ﬂj-l- k+1) (A1)
param > —%, pode ser dada por.
I (1) = L /1 elrs (1- 52) N ds. (A.2)
T () Ja
onde I" denota a funcdo Gamma.
Proposicao A.1.1. Para cada k > 0 inteiro;
‘(j;fjm(r” < Cpr—(5+k) (A.3)
onde C), é constante dependendo apenas de k.
Demonstracdo. Veja em Stein [78]. O

Considere a esfera unitaria S*~! C R™ e a transformada de fourier da medida de superficie sobre S*~1 é
dada como a seguir.

do(&) = /S - e~ do () (A.4)
Proposicdo A.1.2. Temos a seguinte identidade
do(€) = (2m) 26| 7" Jua (IE]). (A.5)
& e R™
Demonstracdo. Veja em Stein [78]. O

Para uma fungao f radial em Ll(R”) uma simples mudanca de variaveis para coordenadas polares mais a
Proposicao A.1.2 fornece a seguinte representacao para a transformada de fourier de f:

121
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" N _ 2-n
Fle) = @mE [ o 1€ Tua(riehir (A6)
0
A seguir vamos enunciar o importante Lema de Van der Corput.

Lema A.1.3 (Van der Corput). Se ) € C°(R) e ¢ € C2(R) tal que |¢" ()| > X > 0 para todo 7 € supp 1),
entdo

. 1 ’
| [ ptrar] < xt ([l +19]1) (a7
onde C' € uma constante positiva nao nula.

Demonstracdo. Veja em Stein [78]. O

A.1.2 Funcao de Weber e Hankel

Para valores v ¢ Z defina por continuacdo analitica a fungdo de Weber, ou fungao de Bessel de segundo tipo,
por

Jy(z) cos(vm) — J_,(2)

sin(vm)

yV(Z) = ’ (A8)

para valores inteiros define-se Y, (z) usando a seguinte relagao:

v—1

2(y+10g 2) T — 7V =) wzr=1t! (f)”_%

|
= r! 2

= SO +v+1) =(r4+1) + 2y pz\vt2r
+Zo(_1) ( r!zv+1f)! ) ’Y<§> '

Finalmente, defina a fungdo de Hankel, ou fungio de Bessel de terceiro tipo por: H(2) = J,(2) £i),(2).
Para essa funcdo temos as seguinte relacoes:

HEL () + HEA () = ZHEC), (A9
HE ()~ HEA () = 2(%F) () (A10)
VHE(2) + 2 (Hf)/(z) = 2HE (2), (A1)
VHE(z) - Z(HVi)/(z) = 2MHE, (). (A12)

Além disso, como em [90], temos as identidades do Wronskiano.

W(7(2), 9(2)) =

Tz

e portanto também temos
W(HS (2), 1y () = =200 (T (2), D0(2)) = —,

Tz

onde W(f(2),9(2)) = /' (2)9(2) = F(2)g (2).

Finalmente, temos a seguinte Proposicao.
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Proposicao A.1.4. Para ™ > 0 temos as seguintes propriedades:

e ParaT > N, N > (0 constante, H;E(TH < C]r\_%;

e Para0<t<c<1:

45 ()] <

7ol quando p # 0,
—logT quandop =0.

e Paran € Z a fungdo de Weber Y, (7) satisfaz

2
V(1) = —Tn(7)log T + An(7), (A13)
onde 7" A, (7) € inteira e A, (0) # 0. N6s também temos J_,,(1) = (—1)" T (7).
e Afungdo A, (1) :== 7 "7, (7) € inteiraem v e T, além disso A,,(0) # 0.

Demonstracdo. Veja em [90]. O

A.1.3 Equacoes hipergeométricas confluentes

Para consultar os resultados apresentados aqui veja [60].
2Wzy + (ﬁ - Z)wz —aw =0 (A.14)

com « e [ parametros complexos. A equacao tém singularidade regular em 0 singularidade irregular no
infinito. As solucdes fundamentais de A.14 s3o dadas por we 1(2) = ®(a, 8;2) ews 2(2) = 21 PP(1 + a —
8,2 — [3; z), no caso de que 3 é ndo inteiro. Se k5 > Ra > 0, temos a seguinte representacdo integral.

I'(f - o)l (a)
I'(8)

onde I'(-) é a funcdo Gamma. As funcdes we 1(2) € we 2(2) satisfazem

1
‘1>(oz75;2)=/ Ao (1 — )~ ta, (A.15)
0

wq>,1(z)w;p72(z) - ’LU:E.J(Z)’LUQ)VQ(Z) =(1- ﬁ)z_ﬁez. (A.16)
Além disso temos as seguintes propriedades de ¢
Proposicio A.1.5. Valem as seguinte propriedades para ®:
1. ® é funcao inteira em z;
2. Transfomagéo de Kummer ® (v, 3; z) = e*® (8 — o, B; —2)

3. Aderivada d,® satisfaz :
(Bb—a)®la—1,8;2) = (8 —a—2)P(«, 85 2) + 2d,P(a, B; 2);

4. Para |z| < N pequeno |®(«, 5;z)| < C.

Para |z| grande € (til representar a fungdo de Kummer ® em termos da fungao de Bessel .J,, para v € R.
Da mesma forma que em [5] vamos usar a proposicao a seguir.

Proposicao A.1.6. Para o = v + % B=2v+1comv ¢ 7 e z = 2iT nds temos

O, B;2) =T+ 1/)6”(%7‘) Y I,(7),
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onde J,, denota a funcgdo de Bessel. Além disso, para T grande nds temos

Jy (1) ~ sin(1)a, (1),
A7, (1) < Coa|7|727™, m = 0,1,..., € Cpy = C(v).

Para 3 inteiro as solu¢des wq 1 (2) € we 2(z) sdo linearmente dependentes. Entdo a equacdo de Kummer A.14
é chamada de o caso logaritimo. Para esses problemas as solu¢des fundamentais sdo dadas por ¥4 1(2) =
U, B;2) e Upa(z) = V(B — a, f;—2). Para RB > Ra > 0 a funcdo ¥(«, f3; z) corresponde a repre-
sentacao integral

t
F(06)‘11(04,5;2):/0 e (1 4 t)P o a,

e temos

w1 (2)wy p(2) — wy 1 (2)wy 2(2) = TP, (A7)
onde € = sgn(3z).
Quandof=1,2,...,ea # 0,—1,—2,...temos a seguinte representacdo em série.

(_1)n+1 o0 (Oé)lc .
v 1;2) = 1 k)—v(1+4+k)— k+1
(a;n +152) n!F(a—n)kZOk!(n+1)kZ (Inz+9lat k) =l +k) —vin+k+1)
L ! (k-1 -a+ Fnk 1
') (n—k)!

onde ¥ (a) = 1;((5)).

Proposicio A.1.7. Temos as seguintes propriedades de para V:

1. W é holomorfaem z € C™ \ {0};

2. aderivada d,V satisfaz:
V(a—1,8;2)=(a—F+2)¥(a, 85 2) — 2d, ¥ (v, B; 2);

3 d.V(a,B;2) = —a¥(1+a,1+4+ f;2);

4. Para |z| pequeno temos:

U, 1;2) = —F;a)(lnz — () +27) + O(zInz) ~sign(I'(a)) In z,
U(a,2;2) = F(a)zfl +0O(lnz) = F(la)zl + F(ozl— 1 (Inz+(a) — (1) —¥(2)) + Oalzlnz),

onde ~y é a constante de Euler e In z denota o logaritmo complexo.

5. Para |z| grande, vale o seguinte limitante.

W (e, B; 2)| < Caglzl M.

A.1.4 Equacoes de onda do tipo Coulomb

A equacao de tipo Coulomb a seguir que é usada em fisica para descrever o comportamento da carga de
uma particula em um potencial de Coulomb. Vamos fazer uma exposicao rapida do tema, e apresentar os
resultados que nos interessam.
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d? 2n  I(1+1)
comn € Rel =0,1,2,.... Aequacado tem uma singularidade regular em 7 = 0 com indice [ + 1e —l e
uma singularidade irregular de rank 1em 7 = oo.
A solucao Geral é dada por:
w(T) = Cl(l’n)Fl(nﬂ—) + 02(l’77)Gl(7777—)7 (A19)

onde C(l,n) e Ca(l,n) sdo constantes em relacdo a 7. A fungdo F;(n, 7) é a chamada fungao de Onda tipo
Coulomb Regular e G(n, T) é a funcdo de Onda tipo Coulomb Irregular ou Logaritma.
onde

Fy(n,7) = 7eT7® (14 1 F i, 21 + 2, +2i7)
Gi(n,7) =1iF(n,7)+ H (n,7).

Fi(n,7) e Gi(n, 7) sdo analiticas reaisem 0 < 7 < oo e H; (n,7) é dada por:
H; (n,7) = e 00D 24y 1= (1 4 1 — i, 20 + 2, 2i7). (A.20)

onde 0;(n, 7) = 7 — nIn(27) — 3im + arg (D(L + 1 + in)).
Além disso temos a relacdo do Wronskiano a seguir:

d.F; -G — F,-d.G; =1 (A.21)
Relacdes de Recorréncia
Paral =1,2,..., seja
2
n
Rl - 1 + ﬁ,
l
S =—+ U
T 1

Entdo com X; denotando F(n, ), Gi(n, ) ou H; (n,T) temos paral > 1:
1. X, =RX;1—SX,
2. X, ,=8X_1—RX;.

Comportamento para T pequeno.

Proposicao A.1.8. ParaT — 0, temosparal =0,1,..., que:

Fy(n, ) ~ 7
F/(n,7) ~ (L + )74

Gi(n,7) ~

Eparal =1,2,..., temos que:
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Demonstracdo. Veja as referéncias em [60]. O

Usando as relacdes de recorréncia juntamente com a Proposicao A.1.8, podemos também deduzir parat — 0
que:

Go(n, )| ~ 77! (A.22)
Comportamento para 7 grande.

Proposicao A.1.9. Para T — oo, temos:

Fi(n,7) =sin(0i(n, 7)) + o(1);
Gi(n,7) =cos(0;(n, 7)) + o(1);
Hl_ (777 T) - eXp(_ZplO% T))

Demonstracdo. Veja as referéncias em [60]. O

Usando as relacoes de recorréncia, temos para 7 grande que:

|Fy(n,7)] <1 (A.23)

~

1Go(n, 7)) <1 (A.24)

A.2 Resultados de Analise Funcional

Teorema A.2.1. [Ponto fixo para Contragées] Seja (X, d) um espago métrico completoe f : X — X uma
contragcao com respeito a métrica d, ou seja:

d(f(z), f(y)) < ad(z,y),
para quaisquer x,y € X e a < 1 € uma constante. Nesse caso f possui um ponto fixo, e este é tinicoem X.
Demonstracdo. Veja em Brezis [10]. O

Teorema A.2.2. Se 1l < ¢ < Z, entdo W™4(R") — L"(R"), com 1 >

1 m m, n A &
s> 5—;,masW 2(R™) ndo é

subespaco de L*(R™) para % < % -,

n

Demonstracéo. Veja em Tartar [85] ou Brezis [10]. O

A.3 Fourier Multipliers

Nessa secdo vamos apresentar algumas definicdes e resultados da teoria de Fourier Multipliers que podem
ser encontrados em [35].

Definicao A.3.1. Definiremos o espaco Mg de todas as distribuicées temperadas m tais que o operador:

m(D)f == F ' m(§)F(f)],

satifaz |m(D)f||« < C||f||» para toda f € S. Cada elemento de M, chamaremos de multiplicador,
quando p = q denotaremos tal espaco simplesmente por M,,. Definiremos uma norma em Mg por

Imllarg == sup{[[m(D)fllq - f €S, I fllp = 1}- (A.25)
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Teorema A.3.1. [Teorema de interpolagdo de Riesz-Thorin] Assuma que py # p1, qo # q1 € que

T:LP0 — [P
com norma My, e que

T:[7 — L9
com norma M. Entdo

T:17 — L4

€ limitado com norma M < Mol’eMG, desdeque0 <0 <1le

1 1-6 6 1 1-6 0
= + =,

p Po b1 q q0 q1

Demonstracédo. Vejaem [77] ou [3]. O
Lema A.3.2. Assuma que py # p1,qo # q1, 0 <0 < 1le
1 1-66 6 1 1-60 0

Y

p Do b1 q q0 q1

Nesse caso temos que | f{|pza < HfH}w_geg HfH?%,ll.
Demonstracdo. Imediato de A.3.1. O

Teorema A.3.3. Para 1 < p < 2, temos para % + % = 1que

IF (D)l < l1llp-

Demonstracdo. Basta aplicar A.3.1 apds demonstrar que vale para os casos especiasp = 1 e ¢ = oo com
p=q=2. O

Teorema A.3.4. Valem as seguintes afirmacées
(1) M, C My, com a inclusdo continua;
(2) M, = Mp/ com igualdade de normas;
(3) My = L°° com as mesmas normas;
(4) M, é uma algebra de Banach;
(5) €'€1” néo estd em M parap > 2;
Demonstracéo. Veja em [35]. O

Teorema A.3.5 (Paley). Seja g uma fungdo mensurdvel tal que, com 1 < b < oo, nds temos para alguma
constante C

C
{&19(&)] = sH < - (A.26)
Se
1 1 1
l<p<2<qg<o0,———=—, (A.27)
p q b

entdo g € M.
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Demonstracédo. Veja em [35]. O

Teorema A.3.6 (Mikhlin-Hérmander). Suponha que m(z) € de classe C* no complementar da origem de R™,
onde k € um inteiro > §. Assuma também que para todo o multi-indice de dimensao n com |a| < k temos

‘(£>am($)’ < Bla| ™,

entdom € My, 1 < p < oo, além disso ||m||r;, < C(n,p)B, onde C(n,p) € uma constante que depende
somente da dimensdo e de p.

Demonstracdo. Veja em [76]. O

A.4 Espacos de Besov

Seja ¢ € C°(R™) com suppp C {& : 271 < [¢] < 2} (€)== p(27F¢) parak > Le (&) =1 —
220:1 or(&). Defina a decomposicao de Littlewood-Paley ou simplesmente decomposicao diadica por:

Ay =F o F.
Definicao A.4.1. Paral < p,q < ocoe —oo < s < o0, defina

B, = {f € S(R") :||f|ls;, < o0},onde
1

m =
1fllBs, == <Z25quAkf|]g) ! paraq < co
k=0

£l . == sup{2%(|Agfl, : k > 0}

Lema A.4.1. Sejam € L>*(R") e assuma que
IF " (moeF Pl arny < ClIfllporn)s

onde C'independede k € Z,k > 1com1 < p < 2, zlo + é = 1. Entdo existe A independente de m tal que

|IF " (mF )l Lagny < AC| £l Lo @ny-
Demonstracédo. Veja em [66]. O

Lema A.4.2. Considere a equacdo integral de Volterra

=100+ | K (t,m,p) (7, p)dr

com o nucleo k = k(t,7,p) e o valor inicial f(0,p) dependentes do parametro p € P C R"™. Assuma que
f(0,p) € L>®(P), k € L*(R%) e fg |k(t, 7,p)|dT € L>®(R4+ x P). Nessas condigbes, existem um unica
solugdo f(t,p) € L>(R4 x P).

Teorema A.4.3. [Teorema de Banach-Steinhaus] Sejam A e B espacos de Banach e suponha que { F,} € uma
familia de operadores lineares limitados de A em B. Entédo F,, converge pontualmente para um operador
linear limitado I de A em B se, e somente se :

e A sequéncia das normas dos || F}, || operadores é limitada;

e A sequéncia F,x converge para F'x para todo x € M, onde M é um subconjunto denso de A.
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Ferramentas tteis
Lema A.4.4 (Lema de Gronwall). Sejam f, g e h fungbes continuas ndo-negativas definidas no intervalo [a, b].
Além disso, suponha que g € deferéncidvel em (a,b) com derivada continua ndo negativa. Se para todo
t € [a,b]
t
1)< 9t)+ [ n)f)ar
entéo
f(t) < g(t)ela e

para todo t € [a, b].
Demonstracdo. Veja em [12]. O
Considere o sistema linear homogéneo de equacdes diferénciais ordinarias

DU = A(t)U (A.28)
teR,.

Lema A.4.5 (Formula de Liouville). Suponha que E = E(t,s) é a fungdo a valores vetorias (matrizes) do
sistema (A.28) em R ;.. Entdo

det E(t,s) = detE(s, S)eiﬁ trA(r)dr
para 0 < s,t.
Demonstracdo. Veja em [12]. -

Lema A.4.6. Suponha que f : R™ \ {0} — C é homogénea de grau m, isto é f(A) = ™ f(§) para X # 0,
e consideremos também que f é C* para algum k > 0. Nesse caso, para todo multi-indice c, com la] < K,
temos que para & # O:

o[ (€)] < Calgm el

Demonstragdo. Note que como f é continua, elatem um maximo C' na esfera unitaria, logo | f(£)| = \§|m|f(%)\ <

C|&|™. Portanto o lema estara demonstrado se provarmos que 9% f é homogénea de grau m — |«|. Como
FAE) = A £(€), derivando em & temos A% f(AE) = AMOYf(€), logo 92 f(AE) = Am~lelgaf(¢). O

Lema A.4.7. Seja o < 1 < 3. Nesse caso temos que
¢
/ (t— ) (1 +5)Pds < (1+ 1)
0

Demonstracdo. Veja em [14]. O

Teorema A.4.8. Seja A(t) € L}, (R, C"*™). Entdo a solucdo fundamental £(t, s) de

0E(t,s) = A(t)E(t, s)
E(s,s)=1

€ dado pela formula de Peano-Baker

et =145 [ aw [ awy . [T At .
kZ:l/ 1/5 ) / Wty dty
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Demonstracéo. Veja Yagdjian [93]. O

Proposicdo A.4.9. Assumar € L, (R, ), entdo

‘Z/ tl/ r(t2) .. /:klr(tk)dtk dtl ;/]r \dr ,

para todo k € N.
Demonstracdo. Veja Yagdjian [93]. O

Proposicdo A.4.10. Sejam 1 < p,pp,p1 < co e o € [0,01). Nesse caso temos a desigualdade fraciondria de
Gagliardo-Nirenberg a seguir:
0
lull oo S Nullzog 1llfyoy 0,
onde

andigegl.

+
+ 01

ﬁ"“"@h—‘
3‘3 31Q

1 _
0= 00,01 (p7p07p1) = 177
Po
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