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Resumo

O objetivo deste trabalho é generalizar o Teorema de Borsuk-Ulam clássico.

Estudamos generalizações feitas com respeito a um T -espaço compacto e de Haus-

dor�. E utilizamos o Z2-índice de Yang e o B-índice nas demonstrações. E com

isso, conseguimos várias maneiras diferentes de generalizar o mesmo teorema.



Abstract

The objetive of this work is to generalize the classic Borsuk-Ulam's Theorem.

We studied there generalizations with respect to any comapact and Hausdor� T -

space. We used in the proofs the Z2-index of Yang and the B-index. In general

lines, we obtained many di�erent ways of generalizing the same theorem.
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Introdução

Este trabalho consiste em mostrar algumas generalizações do famoso Teorema

de Borsuk-Ulam. O Teorema a�rma o seguinte:

Teorema de Borsuk-Ulam: Dada qualquer função contínua f : Sn → Rn,

sempre existe um ponto x ∈ Sn tal que f(x) = f(−x).

Tal teorema se tornou muito conhecido devido a sua fácil interpretação física,

e também pelas suas várias versões equivalentes, são elas:

i) Para toda função antipodal f : Sn → Rn, ou seja f(x) = f(−x) para todo

x ∈ Sn, existe x ∈ Sn tal que f(x) = 0.

ii) Não existe função antipodal f : Sn → Sn−1.

iii) Não existe função contínua f : Bn → Sn−1 que é antipodal restrita ao bordo.

iv) Para toda cobertura fechada F1, · · · , Fn+1 da esfera Sn, existe pelo menos um

deles que contém um par de involução, ou seja, Fi ∩ (−Fi) 6= ∅.

v) Para toda cobertura aberta U1, · · · , Un+1 da esfera Sn, existe pelo menos um

deles que contém um par de involução, ou seja, Ui ∩ (−Ui) 6= ∅.

As generalizações desse trabalho abrangem uma maior quantidade de espaços,

ou seja, ao invés de obtermos resultados somente para funções com o domínio Sn,

conseguimos resultados para qualquer espaço X compacto e de Hausdor�. Neste

caso, como estamos falando de espaços gerais não temos a função antipodal de�nida,

ao invés disso, utilizamos qualquer involução sem pontos �xos.
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SUMÁRIO

Um dos principais resultados mostrado neste trabalho é que temos equivalên-

cias similar à citada acima no caso mais geral.

Os norteadores desta dissertação foram dois artigos de C. T. Yang [1] e [2], e

em ambos estudamos generalizações do Teorema de Borsuk-Ulam.

No primeiro artigo utilizamos como principal ferramenta o Z2-índice, com isso

conseguimos demostrar o seguinte teorema:

Teorema: Seja (X;T ) um T -espaço de índice n e seja f : X → Rk, 0 < k ≤ n

uma aplicação contínua. Então W = {x ∈ X, f(x) = f(T (x))} é T -invariante e

compacto e Hn−k(W ;T ) 6= 0.

O fato de (W ;T ) ter homologia não nula nos garante que o conjunto W é não

vazio. E, como Sn junto com a aplicação antipodal tem Z2-índice n, como veremos

adiante, o teorema acima é uma generalização do famoso teorema.

No segundo artigo vemos uma generalização utilizando o B-índice de Yang.

Tal conceito nos dá um número natural que nos indica quando existe ou não função

equivariante de um conjunto X, munido de uma involução em uma Sn arbitrária,

com a aplicação antipodal.

Ao estudarmos tais artigos, resolvemos modi�car sutilmente a abordagem. Em

ambos os artigos, Yang utiliza a homologia simplicial de Cech, suspeitamos que foi

utilizada tal abordagem devido ao fato que na época do artigo a homologia singular

ainda não existia, ou ainda não se possuía uma boa formalização. Resolvemos então,

veri�car se os mesmos resultados seriam válidos para a homologia singular.

Concluímos que sim, que tais resultados se mantém válidos modi�cando a

homologia, mas em alguns casos as demonstrações �cam mais trabalhosas. Como

no caso do teorema citado acima, que foi necessário uma teoria algébrica para nos

auxiliar na demonstração.

Para �nalizar esta dissertação estudamos o artigo [3] de P. L. Q. Pergher, D.

Mattos e E. L. Santos, e vimos mais alguns resultados que utilizam o Z2-índice.

O trabalho está organizado do seguinte modo: No capítulo 1 relembramos

algumas propriedades da homologia singular e de�nimos o conceito de homologia
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singular de um T -espaço, veri�cando quais as propriedades que continuam válidas

neste caso mais especí�co. Tal capítulo serve de base para todo o trabalho, já

que em todos os resultados foi necessário o uso da homologia de um T -espaço nas

demonstrações.

No capítulo 2 desenvolvemos a teoria algébrica que nos dará suporte na demons-

tração do teorema citado acima, tal capítulo é meramente técnico, mas de suma

importância.

No capítulo 3 de�nimos o homomor�smo índice e o Z2-índice de Yang. Veri-

�camos suas propriedades e condições para o T -espaço ter índice não nulo. Tais

propriedades serão extremamente utilizadas durante o trabalho. Neste capítulo

mostramos também que o Z2-índice da Sn é n.

No capítulo 4 demonstramos algumas generalizações do Teorema de Borsuk-

Ulam, entre elas estão as encontradas no artigo [3] e o Teorema citado acima.

Finalizamos no capítulo 5 com a de�nição do B-índice e sua utilização para

mais uma generalização do Teorema de Borsuk-Ulam.
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Capítulo 1

Homologia singular de um T -espaço

1.1 Caracterização da Homologia

Para generalizar o teorema de Borsuk-Ulam utilzaremos a conceito de T espaço:

De�nição 1.1.1. Seja X um espaço topológico compacto e de Hausdor�. E seja

T : X → X uma involução livre, ou seja T 2 = Id e T é contínua sem pontos �xos.

Chamamos o par (X;T ) de T -espaço.

Neste trabalho utilizaremos a homologia singular associada a um T -espaço

(X;T ), tal homologia é muito semelhante a homologia usual com a diferença que

temos que relacionar as p-cadeias singulares existentes com a involução T .

A homologia singular usual, trata do seguinte:

Dado um conjunto X, consideramos Cn(X) = {f : ∆n → X} o conjunto de

todas as funções do n-simplexo padrão ∆n chegando emX. E dado um anel qualquer

R, consideramos Sn(X,R) o conjunto das combinações lineares formais

r1.φ1 + ...+ rs.φs,

onde ri ∈ R e φi ∈ Cn(X).

Para cada nível, temos de�nido o homomor�smo bordo

∂ : Sn(X,R)→ Sn−1(X,R),

para n ≥ 1, que satisfaz ∂∂ ≡ 0.

4



CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Dada qualquer função contínua f : X → Y , podemos induzir uma outra função

f : Sn(X,R)→ Sn(Y,R), que será uma aplicação de cadeias, de�nida como

f(r1.φ1 + ...+ rs.φs) = r1.(f ◦ φ1) + ...+ rs.(f ◦ φs)

Temos então um complexo de cadeias bem de�nido:

Sn+1(X,R)
∂−−−→ Sn(X,R)

∂−−−→ Sn−1(X,R)yf

yf

yf

Sn+1(Y,R)
∂−−−→ Sn(Y,R)

∂−−−→ Sn−1(Y,R)

Assim, todos os quadrados do diagrama acima comutam.

Com isso podemos de�nir:

Zn(X,R) = {x ∈ Sn(X,R) : ∂x = 0};

Bn(X,R) = ∂(Sn+1(X,R));

Hn(X,R) =
Zn(X,R)

Bn(X,R)

que são os n-ciclos, n-bordos e n-ésimo grupo de homologia respectivamente.

A função f , induz também um homomor�smo em nível de homologia

f∗ : Hn(X,R)→ Hn(Y,R).

Vamos considerar agora a homologia relacionada com uma involução.

De�nição 1.1.2. Dado dois T -espaços (X;T ) e (Y ;S), uma aplicação equivari-

ante f : (X;T ) → (Y ;S) é simplesmente uma função f : X → Y contínua tal que

f(T (x)) = S(f(x)), para todo x ∈ X. Essa condição nos diz que o diagrama abaixo

comuta.

X
f−−−→ YyT

yS

X
f−−−→ Y

5



CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Sabemos que para cada espaço topológico X e um anel R �xado, temos associ-

ado a ele o módulo das n-cadeias singulares de X, denotado por Sn(X,R). Agora se

considerarmos o T -espaço (X;T ), como T é uma função contínua, T induz uma apli-

cação de cadeia entre as cadeias singulares de Sp(X,R), que também será denotada

por T :

T : Sp(X,R)→ Sp(X,R)

tal que para cada r1φ1 + ... + rsφs ∈ Sp(X,R), onde a soma é uma soma formal e

cada φi : ∆p → X é contínua, então:

T (r1φ1 + ...+ rsφs) = r1T ◦ φ1 + ...+ rsT ◦ φs

Consideraremos então o seguinte subgrupo de Sp(X,R);

Cp(X;T ) = {c ∈ Sp(X,R) : T ◦ c = c}

Um elemento desse grupo é chamado de p-cadeia T -invariante, ou simplesmente

de (T, p)-cadeia.

Como T é um homomor�smo vemos que o conjunto acima não é vazio, pois

sempre contém o elemento neutro (a função nula). E facilmente se veri�ca que é um

subgrupo pois se c, d ∈ Cp(X;T ) então T (c+ d) = T (c) + T (d) = c+ d.

Observação 1.1.3. T (φ(x)) 6= φ(x); para cada φ ∈ Sp(X,R).

Segue imediatamente do fato de T não ter pontos �xos.

De agora em diante, vamos assumir que o anel de coe�ciente R será sempre o

anel Z2 de inteiros módulo 2.

Note que, a partir de agora, um elemento qualquer de Sp(X,Z2), será da forma

φ1 + ...+ φs, pois agora os possíveis coe�cientes são 0 ou 1.

Proposição 1.1.4. Uma p-cadeia c é uma (T, p)-cadeia se, e somente se,

c = d+ T (d)

para alguma p-cadeia d.
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CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Demonstração: Suponha que c ∈ Sp(X,R) é da forma c = d+T (d) para alguma

d ∈ Sp(X,R) então T (c) = T (d+ T (d)) = T (d) + d = c, portanto c ∈ Cp(X;T ).

Suponha que c é uma (T, p) cadeia, ou seja T (c) = c. Podemos escrever

c = c1 + ...+ cs onde cada ci : ∆p → X contínua. A condição T (c) = c nos dá que

Tc1 + ...+ Tcs = c1 + ...+ cs,

ou seja para cada i temos que existe j tal que Tci = cj.

Pela observação anterior sabemos que i 6= j e pelo fato de T ser uma involução

segue que se Tci = cj então Tcj = ci. Assim, por uma possível renumeração

podemos supor, sem perda de generalidade, que j = i+ s/2, note que s terá que ser

sempre par pois senão teríamos que Tci = ci para algum i, assim basta considerar

d = c1 + ...+ cs/2 e com isso T (c1 + ...+ cs/2) = cj + ...+ cs, portanto c = d+ T (d).

�

A restrição do operador bordo usual, ∂ : Sp(X,R) → Sp−1(X,R), induz o

operador bordo entre as (T, p)-cadeias

∂ : Cp(X;T )→ Cp−1(X;T )

do seguinte modo:

Note que, usando o fato que T induz uma aplicação de cadeias e portanto

comuta com o operador bordo temos que se c ∈ Cp(X;T )⇒ T (c) = c, assim

∂(c) = ∂T (c) = T∂(c)⇒ ∂(c) ∈ Cp−1(X;T ).

Então o operador bordo leva Cp(X;T ) em Cp−1(X;T ). Assim podemos de�nir:

Zp(X;T ) = {c : c ∈ Cp(X;T ), ∂c = 0};

Bp(X;T ) = ∂Cp+1(X;T );

Hp(X;T ) =
Zp(X;T )

Bp(X;T )
.

7



CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Os elementos de Zp(X;T ), Bp(X;T ), Hp(X;T ) são respectivamente chamados

de (T, p)-ciclos, (T, p)-bordos e p-ésimo grupo T -classes de homologia de X.

Uma aplicação equivariante f : (X;T ) → (Y ;T ) de T -espaços, de�ne por

conceitos de homologia singular básica, uma aplicação de cadeias;

f : Sp(X,R)→ Sp(Y,R)

tal que f(Zp(X,R)) ⊂ Zp(Y,R) e f(Bp(X,R)) ⊂ Bp(Y,R).

Note que podemos restringir a f : Cp(X;T ) → Cp(Y ;T ), pois temos que se

c ∈ Cp(X;T );

f(c) = f(d+ T (d)) = f(d) + f(T (d)) = f(d) + T (f(d)) ∈ Cp(Y ;T ),

utilizamos que as induzidas de f e T comutam entre si em nível de p-cadeias, e isso se

deve ao fato de f comutar com T , vistas como funções entre os espaços topológicos.

Dessa forma temos que f continua sendo uma aplicação de cadeias, já que a

restrição também irá comutar com ∂.

Esta função induz homomor�smos entre as (T, p)-classes de homologia. Pois

c ∈ Zp(X;T )⇒ ∂f(c) = f∂(c) = f(0) = 0

Portanto f(Zp(X;T )) ⊂ Zp(Y ;T ) e

c ∈ Bp(X;T )⇒ ∃x ∈ Cp+1(X;T ) tal que ∂x = c.

Logo f(c) = f∂x = ∂f(x) ∈ Bp(Y ;T )

Portanto f(Bp(X;T )) ⊂ Bp(Y ;T ).

Assim temos bem de�nida a função:

f∗ : Hp(X;T )→ Hp(Y ;T )

Para saber calcular a (T, p)-homologia de um espaço qualquer precisamos do

seguinte teorema, o qual só é válido para espaços topológicos de Hausdor� e local-

mente conexo por caminhos.

Denotamos por X/T o conjunto quociente, no qual cada classe de equivalência

é {x, T (x)}.

8



CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Teorema 1.1.5. Seja (X;T ) um T -espaço com X Hausdor� e localmente conexo

por caminhos, então Hn(X;T ) é isomorfo a Hn(X/T,Z2).

Demonstração: Para demonstrar tal fato vamos considerar as seguinte funções:

p : X → X/T

p(x) = x̄ = {x, T (x)}

e com isso temos a induzida:

p# : Sn(X)→ Sn(X/T )

p#(φ) = p ◦ φ

De�na também a seguinte aplicação de cadeia:

P : Cn(X;T )→ Sn(X/T,Z2)

P (d+ S(d)) = p#(d)

A�rmamos que P é uma bijeção.

Para mostrar que é injetora tomemos dois n-simplexos φ, ψ : ∆n → X e

supomos que P (φ + T (φ)) = P (ψ + T (ψ)). Queremos mostrar que φ = ψ ou

φ = T (ψ).

Note que como P (φ+T (φ)) = P (ψ+T (ψ))⇒ p#(φ) = p#(ψ)⇒ p◦φ = p◦ψ.

Suponhamos que φ 6= ψ e tomemos o conjunto:

A = {x ∈ ∆n : φ(x) = T (ψ(x))}.

Mostraremos que A é aberto, fechado e não vazio. Como ∆n é conexo, isto

implicará que A = ∆n, como desejado.

i) A 6= ∅:

Como φ 6= ψ, existe x ∈ ∆n tal que φ(x) 6= ψ(x). Mas p(φ) = p(ψ), implicando

que p(φ(x)) = {φ(x), T (φ(x))} = {ψ(x), T (ψ(x))} = p(ψ(x)). Como φ(x) 6=

ψ(x), necessariamente φ(x) = T (ψ(x)).

9



CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

ii) A é fechado;

Como φ e T (ψ) são contínuas, segue que

F : ∆n → X ×X; F (x) = (φ(x), T (ψ(x)))

é contínua. Como X ×X é Hausdor� segue que a diagonal é fechada, como A

é a imagem inversa da diagonal, segue que A é um conjunto fechado.

iii) A é aberto;

Seja x ∈ A, ou seja φ(x) = T (ψ(x)). Como a involução T não tem pontos

�xos, segue que φ(x) 6= ψ(x). Utilizando que X é de Hausdor�, existem

abertos disjuntos U e V de X contendo ψ(x) e φ(x), respectivamente.

Sendo φ, ψ contínuas, existe aberto W ⊂ ∆n tal que x ∈ W e tal que simul-

taneamente ψ(W ) ⊂ U e φ(W ) ⊂ V .

Desse modo, qualquer y ∈ W será tal que φ(y) 6= ψ(y). Mas

pφ(y) = {φ(y), T (φ(y))} = {ψ(y), T (ψ(y))} = pψ(y).

Então necessariamente, φ(y) = T (ψ(y)) o que signi�ca que y ∈ A e conse-

quentemente W ⊂ A. Portanto A é um conjunto aberto.

Agora para mostrarmos que P é sobrejetora, considere φ : ∆n → X/T um

n-simplexo singular arbitrário. Como p : X → X/T é um recobrimento a 2 folhas e

do fato de X ser um espaço de Hausdor� e localmente conexo por caminhos e ∆n é

simplesmente conexo (pois é contrátil), podemos utilizar o Teorema do levantamento

e garantir a existência de uma função φ′ : ∆n → X tal que pφ′ = φ, mostrando que

P é sobrejetora.

Assim a induzida P∗ : Hn(X;T )→ Hn(X/T,Z2) é um isomor�smo. �

No seguinte exemplo, e em todo o restante do trabalho, sempre que nos referir-

mos ao T -par (Sn;T ) a involução T será a função antipodal da esfera, T (x) = −x.

10



CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Exemplo 1.1. Hp(Sn;T ) =

 Z2, se 0 ≤ p ≤ n

0, se p > n

Podemos concluir tais a�rmações facilmente observando que Hp(Sn;T ) é iso-

morfo a Hp(Sn/T,Z2), que é conhecida, pois Sn/T é o n-plano projetivo, e por

conceitos da homologia singular, podemos a�rmar que sua homologia é exatamente

do modo descrito acima.

1.2 Subdivisão Baricentrica

Nosso próximo objetivo é desenvolver o homomor�smo conectante análogo ao

conhecido em homologia singular usual.

Em homologia singular usual, dado um cobertura aberta Ω = {A,B} de X,

temos as seguintes sequências exatas curtas:

0 −−−−→ Sn+1(A ∩B, R)
(i,−j)−−−−→ Sn+1(A, R)⊕ Sn+1(B, R) k−−−−→ Sn+1(X, R) −−−−→ 0y y∂

y∂

y∂

y
0 −−−−→ Sn(A ∩B, R)

(i,−j)−−−−→ Sn(A, R)⊕ Sn(B, R) k−−−−→ Sn(X, R) −−−−→ 0y y∂

y∂

y∂

y
0 −−−−→ Sn−1(A ∩B, R)

(i,−j)−−−−→ Sn−1(A, R)⊕ Sn−1(B, R) k−−−−→ Sn−1(X, R) −−−−→ 0

onde i : A→ X e j : B → X são as inclusões e k : A×B → X, k(a, b) = a+ b.

Para garantir a existência do homomor�smo conectante que torna a sequência

acima uma sequência exata longa, precisamos utilizar ao invés da homologia usual, o

subconjunto HΩ
n (X,R) no qual consideramos apenas as n-cadeias tais que a imagem

está inteiramente contida em A ou em B.

Para �nalizar, utilizamos o famoso teorema da subdivisão baricêntrica que nos

garante que nessas condições Hn(X,R) e HΩ
n (X,R) são isomorfos. A demonstração

de tal resultado pode ser visto com detalhes em [6].

No nosso caso, onde consideramos um T -espaço (X;T ), utilizaremos um caso

análogo.
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CAPÍTULO 1. HOMOLOGIA SINGULAR DE UM T -ESPAÇO

Neste caso, a cobertura aberta de X é da forma Ω = {A, T (A)}. Note que se

A é aberto, segue que T (A) também é aberto, pois T é um homeomor�smo. Assim

ao termos as sequências exata curta:

0 −−−−−→ Cn+1(A ∩ T (A); T ) −−−−−→ Cn+1(A; T )⊕ Cn+1(T (A); T ) −−−−−→ Cn+1(X; T ) −−−−−→ 0y y∂

y∂

y∂

y
0 −−−−−→ Cn(A ∩ T (A); T ) −−−−−→ Cn(A; T )⊕ Cn(T (A); T ) −−−−−→ Cn(X; T ) −−−−−→ 0y y∂

y∂

y∂

y
0 −−−−−→ Cn−1(A ∩ T (A); T ) −−−−−→ Cn−1(A; T )⊕ Cn−1(T (A); T ) −−−−−→ Cn−1(X; T ) −−−−−→ 0

Teremos uma sequência exata longa em nível de homologia:

Hn(A;T )⊕Hn(T (A);T )→ Hn(X;T )
∆→ Hn−1(A ∩ T (A);T )→

Hn−1(A;T )⊕Hn−1(T (A);T )

e temos o seguinte teorema para �nalizar a construção:

Teorema 1.2.1. (Subdivisão Baricêntrica para T -espaços) i∗ : HΩ
n (X;T ) →

Hn(X;T ) é um isomor�smo, onde i é a inclusão.

Tal teorema pode ser encontrado com mais detalhes em [7].

O homomor�smo conectante ∆ : Hn(X;T ) → Hn−1(A ∩ T (A);T ) é de�nido

do seguinte modo:

∆(c+ T (c)) = ∂c,

onde ∂c denota a classe de homologia de ∂c em Hn−1(A ∩ T (A);T ).
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Capítulo 2

Limites Algébricos

Este capítulo embora seja totalmente técnico, é de enorme importância para

uma das generalizações de Borsuk-Ulam.

Vamos de�nir e veri�car algumas propriedades de Limites Algébricos, todas as

quais serão necessárias na demostração do teorema.

Tal processo será utilizado pelo fato de não estarmos considerando a homologia

simplicial como no artigo original de Yang, por isso para compensar alguns resulta-

dos que não são válidos para a homologia simplicial, utilizamos os resultados deste

capítulo.

2.1 De�nições e Propriedades

De�nição 2.1.1. Chamamos de conjunto direcionado, um conjunto I junto com

uma ordem-parcial i ≤ j para certos pares de elemento de I, tal que para quaisquer

i, j ∈ I existe k ∈ I tal que i ≤ k e j ≤ k.

Lembre que uma ordem-parcial é uma relação re�exiva (ou seja, i ≤ i para

todo i ∈ I) e transitiva (ou seja, se i ≤ j e j ≤ k temos que i ≤ k). Observemos

também que se i ≤ j e j ≤ i não implica que i = j.

De�nição 2.1.2. Suponha que (Mi)i∈I uma família de de grupos (ou de anéis, ou de

R-módulos), indexado por um conjunto direcionado I, e que para cada i ≤ j temos

homomor�smos
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CAPÍTULO 2. LIMITES ALGÉBRICOS

φij : Mi →Mj

Tais que

φjkφij = φik se i ≤ j ≤ k;

φii = Id.

Chamamos {Mi, φ} de Sistema Direto de Grupos (ou de Anéis, ou de R-

módulos).

De�nição 2.1.3. O limite direto de um sistema direto é um grupo (ou um anel,

ou um R-módulo) M junto com uma família de homomor�smos

φi : Mi →M

indexado por I de modo que

φjφij = φi se i ≤ j

satifazendo a seguinte propriedade universal: Para qualquer grupo (ou anel, ou

R-módulo) N e qualquer família de homomor�smos

ψ : Mi → N

satisfazendo

ψjφij = ψi se i ≤ j

existe um único homomor�smo ψ : M → N tal que

ψi = ψφi para todo i ∈ I. (∗)

Fica claro, devido essa propriedade universal que quaisquer dois limites M

e N são isomorfos por um único isomor�smo satisfazendo a condição (∗). Então

podemos falar sobre �o� limite direto e denotá-lo por:

lim−→Mi

O único homomor�smo ψ será denotado por lim−→ψi.
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CAPÍTULO 2. LIMITES ALGÉBRICOS

Proposição 2.1.4. O limite direto existe.

Demonstração: Seja M+ a soma direta de todos os Mi, com φ+
i : Mi → M+ o

homomor�smo que manda cada xi ∈Mi no vetor que tem a i-ésima coordenada xi e

as outras coordenadas iguais a 0. Forme o grupo G (ou anel, ou R-módulo) gerado

por todos os elementos da forma

φ+
j φij(xi)− φ+

i (xi)

para todos os pares i ≤ j e todo xi ∈Mi, e seja Mo quociente de M+ por G, e seja

π : M+ → M o homomorismo quociente. Então M junto com os homomor�smos

φi = πφ+
i é o limite direto.

�

Proposição 2.1.5. Seja {Mi, φ} um sistema direto onde cada Mi é um anel comu-

tativo com unidade, todos não nulos. Então M = lim−→Mi é não nulo.

Demonstração: Seja 0i e 1i o elemento neutro e a unidade de cadaMi, e seja 0 e 1

o elemento neutro e a unidade de M , mostraremos que tais elementos são distintos,

provando assim que M é não nulo.

Temos que existe j tal que φj(0j) = 0 e φj(1j) = 1. Se 0 = 1, existiria i ≥ j

tal que φji(0j) = φji(1j), isto implica que 0i = 1i o que é uma contradição. �
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Capítulo 3

Z2-Índice de Yang

Neste capítulo vamos de�nir homomor�smo índice e o índice de um T -espaço

(X;T ). Tal índice foi introduzido por C. T. Yang em [1], e é conhecido como

Z2-índice de Yang. O qual será de enorme importância para concluirmos as genera-

lizações do teorema de Borsuk-Ulam.

3.1 Homomor�smo Índice

Para um espaço topológico X arbitrário e um grupo G arbitrário, sempre

podemos de�nir o seguinte homomor�smo:

In : S0(X,G)→ G

tal que para cada c =
∑
gi.xi ∈ S0(X,G), temos que In(c) =

∑
gi.

Podemos facilmente veri�car que In é um homomor�smo, e adicionalmente

note que In(∂x) = 0 qualquer que seja x ∈ S1(X,G), pois escrevendo

x = a1.x1 + ...+ ar.xr,

onde cada xi é um caminho, segue que

∂x = a1(x1(1)− x1(0)) + ...+ ar(xr(1)− xr(0),

consequentemente:
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CAPÍTULO 3. Z2-ÍNDICE DE YANG

In(∂x) =
∑

(ai − ai) = 0.

A partir dessa de�nição podemos para (X;T ) um T -espaço qualquer, de�nir

a seguinte função por recorrência:

v : Zp(X;T )→ Z2

Seja z = c+ T (c) ∈ Zp(X;T ). Então

v(z) =

 In(c), se p = 0

v(∂c), se p > 0

Note que, no nível zero, para z ∈ Z0(X;T ), temos que z = φ1 + ... + φr +

T (φ1) + ... + T (φr), assim poderíamos de�nir tal função de modo equivalente da

seguinte maneira:

v(z) =

 0, se r é par

1, se r é impar

Tal função v é um homomor�smo em todo nível p.

Para veri�car que de fato é um homomor�smo, procedemos por indução.

No nível zero, tal resultado é trivial pelo fato de In ser um homomor�smo.

Poderíamos também observar esse fato de modo alternativo pelo fato de que

par+par = par;

impar+impar=par;

impar+par= impar.

Supondo por indução que v é um homomor�smo no nível n, e recordando que

∂ é um homomor�smo, segue que:
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v(c+ T (c) + d+ T (d)) = v(c+ d+ T (c+ d))

= v(∂(c+ d))

= v(∂(c) + ∂(d))

= v(∂(c)) + v(∂(d))

= v(c+ T (c)) + v(d+ T (d))

Mostremos agora que tal função é bem de�nida e independe da escolha de c.

Suponha p = 0 e seja z = c′ + T (c′) uma segunda representação de z = c + T (c),

então, depois de uma renumeração dos índices se necessário, se c = φ1 + ... + φs

então c′ = φ1 + ...+ φi + T (φi+1) + ...+ T (φs). Logo

In(c)− In(c′) = In(c− c′) = In(φi+1 + ...+ φs − T (φi+1)− ...− T (φs)) =

(s− i− 1)− (s− i− 1) = 0

Outro modo de ver que o resultado acima é zero, é observar que temos uma

quantidade par de elementos somados, pois para todo φj também somamos o T (φj),

e portanto v(c− c′) = 0.

Assim temos provado que v está bem de�nido para p = 0.

Temos que v anula B0(X;T ), pois se z = ∂(d + T (d)) = ∂(d) + T (∂d), assim

v(z) = In(∂d) = 0.

Agora procedemos por indução e assumimos que v é bem de�nida em

Zp−1(X;T ) e anula Bp−1(X;T ) para p > 0.

Para uma segunda representação z = c′ + T (c′) de z = c + T (c) ∈ Zp(X;T )

considerando que c = c1 + c2 e c′ = c1 + T (c2), podemos escrever z = c1 + c2 +

T (c1) + T (c2). Portanto v(∂c) − v(∂c′) = v(∂(c − c′)) = v(∂(c2 + T (c2))) = 0 pois

∂(c2 + T (c2)) ∈ Bp−1(X;T ) e estamos utilizando a hipótese de indução. Portanto v

está bem de�nida em Zp(X;T ).

Se z ∈ Bp(X;T ), digamos z = ∂(d + T (d)), então v(z) = v(∂∂d) = 0 (ou

v(In(∂d) = 0 se p = 1).

Assim v está bem de�nido e v(Bp(X;T )) = 0.
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CAPÍTULO 3. Z2-ÍNDICE DE YANG

Agora estamos em condições de de�nir o homomor�smo índice, do seguinte

modo:

v : Hp(X;T )→ Z2

tal que, se ζ ∈ Hp(X;T ) e z é um (T, p)-ciclo em ζ, então

v(ζ) = v(z)

Tal homomor�smo está bem de�nido pois se z e z′ são ambos (T, p)-ciclos em

ζ a diferença será um bordo e portanto v(z − z′) = 0⇒ v(z) = v(z′).

Observamos a importância de tal homomor�smo na proposição a seguir, que

a�rma a invariância do índice através de induzidas de aplicações equivariantes.

Proposição 3.1.1. Se f : (X;T ) → (Y ;T ) é uma aplicação equivariante, então

para ζ ∈ Hp(X;T ),

v(f∗(ζ)) = v(ζ).

Demonstração: Pelo modo como foi de�nido v só precisamos mostrar que se

z ∈ Zp(X;T ), então v(f(z)) = v(z).

Para p = 0 notemos que se z = φ1 + ...+ φs + T (φ1 + ...+ φs) então

f(z) = f(φ1) + ...+ f(φs) + T (f(φ1) + ...+ f(φs)),

assim

v(z) = In(φ1 + ...+ φs) = s = In(f(φ1) + ...+ f(φs)) = In(f(z)) = v(f(z)),

e também é fácil perceber que ao aplicar a f não altera-se a quantidade de elementos

na soma.

Agora vamos prosseguir por indução e assumir que para z ∈ Zp−1(X;T ) com

p > 0 a proposição é válida. Se z = c+ T (c) ∈ Zp(X;T ), então

v(z) = v(∂c) e v(f∗(z)) = v(∂f∗(c)) = v(f∗(∂c)).

Como ∂c ∈ Zp−1(X;T ), segue pela hipótese de indução que
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v(f∗(∂c)) = v(∂c).

Consequentemente segue que v(f∗(z)) = v(z) como desejado. �

O seguinte lema é de enorme importância para demonstrar uma generalização

do Teorema de Borsuk-Ulam. No artigo estudado de C. T. Yang, o mesmo lema

era verdadeiro para um conjunto F fechado ao invés de aberto, mas isto só era

possível pois era utilizada a homologia simplicial. No caso de homologia singular,

que estamos trabalhando, o resultado nem sempre é válido para fechado, mas para

abertos é sempre verdadeiro como enunciado a seguir:

Lema 3.1.2. Seja (X;T ) um T -espaço, e seja F um subconjunto aberto de X tal

que F ∪ T (F ) = X e seja A = F ∩ F (T ). Então existe um homomor�smo

∆ : Hp(X;T )→ Hp−1(A;T ), (p > 0)

tal que para ζ ∈ Hp(X;T ),

v(ζ) = v(∆(ζ))

Demonstração: Tal homomor�smo ∆ será o homomor�smo conectante existente

na sequência de Mayer-Vietoris. Ou seja, considere a sequência de Mayer-Vietoris

para a cobertura Ω = {F, T (F )}, então temos que a sequência abaixo é exata:

0→ Cp(F ∩ T (F );T )→ Cp(F ;T )⊕ Cp(T (F );T )→ Cp(X;T )→ 0

Seja ζ ∈ Hp(X;T ), e seja z um ciclo em ζ. Como a sequência é exata, segue que

podemos considerar z = c+T (c), onde c é um simplexo com a imagem inteiramente

contida em F .

Temos que 0 = ∂(z) = ∂(c) + T (∂(c)) ⇒ ∂(c) = T (∂(c)), ou seja ∂(c) tem a

imagem contida em F ∩ T (F ) = A. Logo ∂(c) ∈ Zp−1(A;T ). Assim basta de�nir

∆(ζ) = ∂(c), ou seja, a classe de homologia de ∂(c), a qual é exatamente como é

de�nido o homomor�smo conectante.

Dessa forma, tal homomor�smo satisfaz a propriedade requerida, pois:
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v(ζ) = v(z) = v(∂(c)) = v(∂(c)) = v(∆ζ).

�

Corolário 3.1.3. Seja A um aberto de X tal que A∪T (A) = X, se Hn(X;T ) possui

classes com índice não nulo então o mesmo ocorre com Hn−1(A ∩ T (A);T ).

Demonstração: É imediato pela utilização do homomor�smo ∆ do lema anterior,

pois se ζ ∈ Hn(X;T ) é tal que v(ζ) 6= 0, então para ∆ζ ∈ Hn−1(A∩T (A);T ) temos

que v(∆ζ) = v(ζ) 6= 0. �

Outra consequência do lema é a seguinte:

Proposição 3.1.4. Se v(Hn(X;T )) = Z2, então v(Hp(X;T )) = Z2 para 0 ≤ p ≤ n.

Demonstração: Pois, considerando F = X, temos que A = X, então existe

ζ ∈ Hp(X;T ), ζ 6= 0 tal que v(ζ) = 1, como v(ζ) = v(∆(ζ)), assim existe ∆ζ ∈

Hn−1(X;T ) tal que v(∆ζ) = 1, portanto v(Hn−1(X;T )) = Z2. Seguindo por indução

concluiremos o resultado para todo p, 0 ≤ p ≤ n. �

3.2 Índice

Com base na proposição acima, o Z2-índice de Yang é de�nido com o inteiro

n tal que v(Hn(X;T )) = Z2 e v(Hn+1(X;T )) = 0.

Para garantir a existência de tal n temos que exigir queHp(X;T ) seja nulo para

algum p. Caso a homologia nunca se anule, pode ocorre da imagem do homomor�smo

índice seja Z2 para todo n natural, mas isto não interfere os resultados, pois todos

eles precisam da condição que vHp(X;T ) 6= 0 para p ≤ n para algum n, o fato de

vHn+1(X;T ) = 0 não é utilizado.

A próxima proposição diz respeito de como se comporta o homomor�smo índice

em relação ao T -par (Sn;T ):

Proposição 3.2.1. v : Hp(Sn;T )→ Z2 é um isomor�smo, para p = 0, 1, ..., n.
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Demonstração: Sabemos que Hp(Sn;T ) = Z2 para 0 ≤ p ≤ n pelo exemplo 1.1.

Assim basta mostrarmos que a função acima é sobrejetora ou injetora, pois como v

é um homomor�smo entre dois grupo de apenas 2 elementos, sabemos que ou é o

homomor�smo nulo ou é um isomor�smo.

O fato que v : Hp(Sn;T ) → Z2 é isomor�smo só é necessário mostrar para

Hn(Sn;T ), ou seja, temos que mostrar apenas que v : Hn(Sn;T ) → Z2 é um iso-

mor�smo, os outros casos sairão diretamente da proposição 3.1.4.

No caso n = 0 mostraremos que não é o homomor�smo nulo mostrando que

tem alguém na imagem diferente do elemento neutro.

Para n = 0, sabemos que S0 = {−1, 1}, então se z é um ciclo em Z0(S0;T ),

então z = 1 + T (1), assim v(z) = In(1) = 1. Assim a classe de z, que denotaremos

por ζ, satisfaz v(ζ) = v(1) = 1, então vH0(S0;T ) = Z2.

Tome n ≥ 1. Vamos agora supor por indução que tal resultado é válido para

todo p ≤ n− 1, ou seja, que vHp(Sp;T ) = Z2 para p ≤ n− 1.

Consideremos então Sn e T a aplicação antipodal. Fixe ε > 0 bem pequeno,

e tome F = {(x0, ..., xn) ∈ Sn : xn > −ε}, assim F é um conjunto aberto de Sn e

temos que T (F ) = {(x0, ..., xn) ∈ Sn : xn < ε}, e consequentemente

F ∩ T (F ) = {(x0, ..., xn−1, xn) ∈ Sn : −ε < xn < ε}

e tal conjunto tem o mesmo tipo de homotopia de Sn−1, portanto

Hr(F ∩ T (F );T ) = Hr(S
n−1;T )

para todo r.

Pelo Teorema da Subdivisão Baricêntrica para T -espaços, temos que a sequên-

cia abaixo é exata:

Hn(F ;T )⊕Hn(T (F );T )→ Hn(Sn;T )
∆→ Hn−1(Sn−1;T )→

Hn−1(F ;T )⊕Hn−1(T (F );T )

Como F e T (F ) tem o mesmo tipo de homotopia do ponto, segue que suas

homologias são nulas com exceção do nível 0. Se n > 1 teremos uma sequência exata

do tipo:
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0→ Hn(Sn;T )
∆→ Hn−1(Sn−1;T )→ 0

o que implica que ∆ é um isomor�smo.

Caso n = 1, teremos a seguinte sequência exata:

0→ Hn(Sn;T )
∆→ Hn−1(Sn−1;T )→ Z2 ⊕ Z2

O que nos dá que ∆ é injetora, por ser um homomor�smo injetor entre Z2 e

Z2 segue será que também um isomor�smo.

Então tomando ζ ∈ Hn(Sn;T ) não nulo, e z = c + T (c) um ciclo de ζ, como

∆ é um isomor�smo ∆(ζ) é um elemento não nulo de Hn−1(Sn−1;T ) e por hipótese

de indução segue que v(∆(ζ)), logo v(ζ) = v(∆(ζ)) = 1. Logo, v(Hn(Sn;T )) = Z2

e assim v é um isomor�smo como desejado. �

Teorema 3.2.2. (Sn;T ) tem índice n.

Demonstração: Pela proposição acima vimos que

vHp(Sn;T ) = Z2 para 0 ≤ p ≤ n

e como Hp(Sn;T ) = 0 para p > n segue que vHp(Sn;T ) = 0 para p > n. �

Outra maneira de caracterizar o índice é a seguinte:

Proposição 3.2.3. Seja ζ ∈ Hp(X;T ). Então v(ζ) 6= 0 se, e somente se, para qual-

quer função equivariante f : (X;T )→ (Y ;T ), f∗(ζ) 6= 0, onde (Y ;T ) é arbitrário.

Demonstração: Suponha inicialmente que v(ζ) 6= 0. Para qualquer função

f : (X;T ) → (Y ;T ) temos que v(f∗(ζ)) = v(ζ) 6= 0, logo f∗(ζ) 6= 0 pois v é um

homomor�smo.

Suponha agora por contrapositiva que para ζ ∈ Hp(X;T ) tal que v(ζ) = 0.

Nosso objetivo é construir uma função f : (X;T )→ (Y ;T ) tal que f∗(ζ) = 0, para

algum T -espaço (Y ;T ). Tome para cada x ∈ X um aberto U tal que U ∩T (U) = ∅,

tal construção é possível pois X é Hausdor� e pelo fato de T ser involução livre.

Tais conjuntos formam uma cobertura aberta de X, que como é compacto existem
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U0, ..., Ur que cobrem X, sem perde de generalidade podemos supor r ≥ p, pois só

necessitamos de uma cobertura �nita.

Utilizando o teorema da partição da unidade, sabemos que existem funções

contínuas, i = 0, ..., r:

φi : X → [0, 1]

tal que

suporte(φi) ⊂ Ui∑
φi = 1

De�nimos agora:

fi : X → [0, 1]

fi =

√
2φi

2

Assim temos que cada fi é contínua, fi = 0 em X−Ui e satisfazem
∑
fi

2 = 1/2

Chame gi = fiT : X → [0, 1].

Dessa forma f0
2 + ...+ fr

2 + g0
2 + ...+ gr

2 = 1.

Vamos considerar a função:

f(x) = (f0(x)− g0(x), ..., fr(x)− gr(x))

Essa função satisfaz o nosso objetivo. Basta observar que é uma função equiv-

ariante de (X;T ) em (Sr;T ), e que

v(f∗(ζ)) = v(ζ) = 0

como v : Hp(Sr;T ) → Z2 é um isomor�smo, pela proposição 3.2.1 e porque

r ≥ p e, em particular é injetora e portanto f∗(ζ) = 0. �

Observação 3.2.4. Observando a demonstração da proposição acima vemos que

para qualquer T -par (X;T ) existe uma função equivariante de (X;T ) em (Sr;T )

para algum r natural.
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Para sumarizar a de�nição equivalente de índice temos a proposição a seguir,

que é consequência imediata da proposição anterior:

Proposição 3.2.5. O índice de (X;T ) é o maior inteiro n tal que para qualquer

função f : (X;T )→ (Y ;T ) ((Y ;T ) arbitrário) tal que f∗(Hn(X;T )) 6= 0.
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Capítulo 4

Generalizações do Teorema de

Borsuk-Ulam

Nesse capítulo mostraremos as generalizações de Borsuk-Ulam feitas com o

auxílio do Z2-índice de Yang.

As duas primeiras generalizações foram retiradas do artigo [3] de Pergher,

Mattos e Santos e a última generalização do artigo [1] de Yang.

4.1 Primeiras Generalizações

Para a primeira generalização, que apresentaremos, será necessário o seguinte

lema:

Lema 4.1.1. Seja (X;T ) um T -espaço com X conexo por caminhos. Para um

número natural n ≥ 1, suponha Hr(X; Z2) = 0, para 1 ≤ r ≤ n. Então existe

classes com o Z2-índice em Hn+1(X;T ) não nulo, em outras palavras o Z2-índice de

(X;T ) é maior ou igual a n+ 1.

Demonstração: Considere θ = Id# + T# : Sj(X,Z2) → Sj(X,Z2), que satisfaz

θθ = 0, pois

θθ = Id+ T + T + T 2 = Id+ Id = 0 (em Z2).

A idéia dessa demonstração é construir j-cadeias cj ∈ Sj(X; Z2), 0 ≤ j ≤ n

que satisfaçam ∂(cj) = θ(cj−1).
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Tais cadeias serão construídas indutivamente.

Primeiramente, escolhemos um ponto de X, e seja c0 a 0-cadeia correspondente

a esse ponto. É claro que θ(c0) = c0 + T (c0) é um 0-ciclo, pois como estamos no

nível zero, todos os pontos são ciclos, já que nesse nível o operador bordo ∂ é nulo.

Como X é conexo por caminhos, existe um caminho entre c0 e T (c0), e vamos

denotar esse caminho por c1 a 1-cadeia referente a esse caminho.

Assim

∂(c1) = c0 + T (c0) = θ(c0),

e também

∂θ(c1) = θ∂(c1) = θθ(c0) = 0.

Concluímos então que θ(c1) é um 1-ciclo, e como por hipótese H1(X; Z2) = 0,

θ(c1) é também um 1-bordo. Assim, por de�nição, existe c2 ∈ S2(X; Z2) tal que

∂(c2) = θ(c1).

Prosseguindo por indução suponha que para algum j, 1 ≤ j ≤ n, temos

construídas c0, ..., cj tais que

∂(ci) = θ(ci−1), 0 ≤ i ≤ j.

Então teremos que ∂θ(cj) = θ∂(cj) = θθ(cj−1) = 0.

Assim temos que θ(cj) é um j-ciclo e como por hipótese Hj(X; Z2) = 0 segue

que θ(cj) é também um j-bordo, e portanto existe cj+1 ∈ Sj+1(X; Z2) tal que

∂(cj+1) = θ(cj).

Adicionalmente temos que

∂θ(cj+1) = θ∂(cj+1) = θθ(cj) = 0

Então concluímos que θ(cj+1) é um (j + 1)-ciclo.

Assim construímos indutivamente as cadeias c0, ..., cn+1.

Observemos que uma j-cadeia c ∈ Sj(X; Z2) é uma (T, j)-cadeia se e somente

se θ(c) = 0. Como θθ = 0, temos que cada θ(cj) é um (T, j)-ciclo, consequentemente

faz sentido calcularmos o índice de cada θ(cj).
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A�rmamos agora que v(θ(cj)) = 1 para todo 0 ≤ j ≤ n+ 1.

Procederemos novamente por indução. Vemos que como c0 é um único ponto,

podemos calcular o índice pela de�nição, e v(θ(c0)) = v(c0 + T (c0)) = 1.

Suponhamos agora que v(θ(cj)) = 1 para 0 ≤ j ≤ n. Assim

v(θ(cn+1)) = v(cn+1 + T (cn+1)) = v(∂(cn+1)) = v(θ(cn)) = 1.

Assim a demonstração está completa, pois θ(cn+1) ∈ Cn+1(X;T ) e como

v(θ(cn+1)) = 1, a classe ζ que tem θ(cn+1) como ciclo é o elemento não nulo de

Hn+1(X;T ) com o Z2-indice não nulo. �

O seguinte teorema generaliza o fato que não existe função equivariante de

(Sn+1, T ) em (Sn;T ), lembrando que Hr(S
n+1,Z2) = 0 para 1 ≤ r ≤ n e que

Hn+1(Sn/T,Z2) = 0:

Teorema 4.1.2. Sejam (X;T ), (Y ;S) espaços com involuções livres tal que X

é conexo por caminhos e Y é de Hausdor� e localmente conexo por caminhos.

Suponha que para algum número natural n ≥ 1, Hr(X; Z2) = 0 para 1 ≤ r ≤ n

e Hn+1(Y/S; Z2) = 0. Então não existe função equivariante f : (X;T )→ (Y ;S).

Demonstração: Suponha por contradição que existe f : (X;T )→ (Y ;S). Assim

temos o homomor�smo induzido

f∗ : Hn+1(X;T )→ Hn+1(Y ;S)

Pelo lema 4.1.1, existe ζ ∈ Hn+1(X;T ) tal que v(ζ) = 1.

Como v(f∗(ζ)) = v(ζ) = 1, concluímos que Hn+1(Y ;S) 6= 0, pois f∗(ζ) é um

elemento não nulo de Hn+1(Y ;S).

Mas pelo lema 1.1.5,

Hn+1(Y ;S) ∼= Hn+1(Y/S; Z2) = 0.

O que nos dá uma contradição. �

Observação 4.1.3. Observe que embora tenhamos colocado como hipótese que

Hr(X; Z2) = 0
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para 1 ≤ r ≤ n, utilizamos apenas essa hipótese para enunciar o teorema de modo

mais geral, mas pela demonstração observamos que a propriedade fundamental uti-

lizada foi o fato de Hn+1(X;T ) ter algum elemento com índice não nulo.

Para um espaço dado Y , seja ∆ = {(x, y) ∈ Y × Y : x = y} a diagonal e seja

Y ∗ = Y × Y −∆, note que Y ∗ admite uma involução livre TY : Y ∗ → Y ∗, dada por

TY (x, y) = (y, x).

Teorema 4.1.4. Seja (X;T ) um conexo por caminhos com uma involução livre,

e Y um Hausdor� e localmente conexo por caminhos. Para um número natural

n ≥ 1, suponha que Hr(X; Z2) = 0 para 1 ≤ r ≤ n e que Hn+1(Y ∗/TY ; Z2) = 0.

Então toda função contínua f : X → Y tem um T -ponto de coincidência, isto é,

∃x ∈ X, f(x) = f(T (x)).

Demonstração: Suponha por absurdo que existe f : X → Y contínua tal que

f(x) 6= f(T (x)), ∀x ∈ X.

Então a função:

F : X → Y ∗

F (x) = (f(x), f(T (x)))

de�ne uma função equivariante F : (X;T )→ (Y ∗;TY ), pois

F (T (x)) = (f(T (x)), fT (T (x)))

= (f(T (x)), f(x))

= TY (f(x), f(T (x)))

= TY (F (x))

Tal função não deveria existir, pois como Y ∗ é Hasdor� e localmente conexo,

isto contradiz o teorema anterior. �

Do mesmo modo que o teorema anterior, vemos que tal resultado também só

utilizou o fato de Hn+1(X,T ) ter algum elemento com índice não nulo, pois sendo
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verdadeiro no teorema anterior também será verdadeiro nesse pois só utilizamos

a outra hipótese para �car de acordo o teorema anterior pois precisamos do seu

resultado. Assim o seguinte corolário é válido, com demonstração totalmente análoga

ao teorema anterior, e o enunciaremos para facilitar futuras referências:

Corolário 4.1.5. Seja (X;T ) um T -espaço de índice n conexo por caminhos com

uma involução livre, e Y um Hausdor� e localmente conexo por caminhos com

Hn(Y ∗/TY ; Z2) = 0. Então toda função contínua f : X → Y tem um T -ponto

de coincidência, isto é, ∃x ∈ X, f(x) = f(T (x)).

4.2 Outra Generalização

A próxima generalização não é muito direta, e por isso temos que desenvolver

alguns resultados antes. Também utilizaremos a teoria de limites algébricos que

vimos no capítulo 2.

O teorema de Borsuk-Ulam nos diz que para qualquer função contínua de Sn

em Rn o conjunto dos pares de involução {x ∈ Sn : f(x) = f(−x)} é não vazio. O

objetivo dessa seção é provar um teorema que diz que dada uma função de X em Rk,

onde (X;T ) é um T -espaço de índice n, então não apenas o conjunto de pontos de

involução {x ∈ X : f(x) = f(T (x))} é não vazio mas a homologia, no nível n− k é

não nula, de certo modo nos dá uma ideia da dimensão do conjunto. Nosso objetivo

é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Seja (X;T ) um T -espaço de índice n e seja f : X → Rk, 0 < k ≤ n

uma aplicação contínua. Então W = {x ∈ X, f(x) = f(T (x))} é T -invariante e

compacto e Hn−k(W ;T ) 6= 0.

Para tanto precisaremos de alguns resultados prévios.

Nessa seção vamos considerar sempre que X é um espaço conexo e funções

f : X → R contínuas tais que f(x) = f(T (x)) para todo x ∈ X. Teremos então que

f(X) = J é um intervalo de R.

Para cada r ∈ J , consideremos a curva de nível

f−1(r) = {x ∈ X : f(x) = r}
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Vamos introduzir uma noção de �estimativa homológica� para tais conjuntos.

Supondo inicialmente que r ∈ intJ . Observe que dado ε > 0, cada conjunto

f−1(r− ε, r+ ε) é T -invariante, isto se deve ao fato que f(x) = f(T (x)) para todo x.

Logo faz sentido considerar a T -homologia Hn(f−1(r − ε, r + ε);T ), para qualquer

n ≥ 0. Visto isto, podemos de�nir:

De�nição 4.2.2. Dizemos que f−1(r) tem estimativa homológica equivariante

de grau n, n ∈ N, abreviadamente �e.h.e.g-n�, se dado ε > 0, existe δ ≤ ε tal que

Hn(f−1(r − δ, r + δ);T ) 6= 0.

Caso r ∈ front(J), a de�nição �e.h.e.g-n� é exatamente igual trocando-se

apenas o intervalo (r − ε, r + ε) por [r, r + ε) ou por (r − ε, r], observando-se nesse

caso que, por ser f : X → J contínua e [r, r+ ε) (ou (r− ε, r]) aberto em J , teremos

que f−1[r, r + ε) (ou f−1(r − ε, r]) é aberto em X.

Observação 4.2.3. Fixado r ∈ J e para cada n ∈ N, sempre podemos questionar

se f−1(r) tem ou não �e.h.e.g-n�, ou seja, f−1(r) pode ter ou não �e.h.e.g-n� para

cada n ∈ N �xado.

Observação 4.2.4. f−1(r) sempre tem �e.h.e.g-0�.

Considere agora d : Rk × Rk → R uma métrica qualquer compatível com a

topologia usual de Rk, e seja g : X → R dada por g(x) = d(f(x), fT (x)). Observe

que g é contínua e

g(T (x)) = d(f(T (x)), fT (T (x))) = d(fT (x), f(x)) = d(f(x), fT (x)) = g(x).

Assim o conjunto W = {x ∈ X, f(x) = f(T (x))} que estamos interessados em des-

cobrir a homologia é exatamente igual ao conjunto g−1(0).

Como (X;T ) tem índice n, sabemos que Hp(X;T ) 6= 0 para p ≤ n, e queremos

mostrar que Hn−k(g−1(0);T ) 6= 0 para p ≤ n − k. Inicialmente mostremos que

W = g−1(0) tem estimativa homológica de grau n− k, conforme o lema a seguir:

Lema 4.2.5. Na condições descritas acima W tem �e.h.e.g-(n− k)�.

Demonstração: Notemos inicialmente queW é não vazio, utilizaremos o corolário

4.1.5, note que (X,T ) tem índice n e que Y = Rk, assim Hn(Y ∗,Z2) = 0, pois n ≥ k.
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Escrevemos f em suas funções coordenadas,

f(x) = (f1(x), . . . , fk(x)), com x ∈ X.

Claramente, se x ∈ W , signi�ca que fi(x) = fiT (x) para qualquer i = 1, . . . , k.

De�na para cada i = 1, . . . , k o conjunto Wi = {x ∈ X : fi(x) = fiT (x)}. Desse

modo W = W1 ∩ · · · ∩Wk. Como W 6= ∅, temos que Wi 6= ∅ para todo i.

Seja ε > 0 dado, seja

A1 = {x ∈ X : f1(x)− f1T (x) < ε} e

B1 = {x ∈ X : f1(x)− f1T (x) > −ε}.

Temos que W1 ⊂ A1 e W1 ⊂ B1, portanto A1 6= ∅ e B1 6= ∅. Além disso, como

f1 − f1T é contínua, e

A1 = (f1 − f1T )−1(−∞, ε) e B1 = (f1 − f1T )−1(−ε,+∞)

são aberto de X, e X = A1 ∪B1.

Nosso próximo objetivo é aplicar o corolário 3.1.3 para a decomposição

X = A1 ∪B1,

e para tanto devemos mostrar que T (A1) = B1.

De fato, se x ∈ A1, então

f1(x)− f1T (x) < ε⇒ −f1(x) + f1T (x) > −ε

⇒ f1(T (x))− f1(x) > −ε

portanto T (x) ∈ B1, concluímos que T (A1) ⊂ B1.

Se x ∈ B1, então

f1(x)− f1T (x) > −ε⇒ −f1(x) + f1T (x) < ε

⇒ f1(T (x))− f1T (T (x)) < ε
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portanto T (x) ∈ A1 ⇒ x ∈ T (A1), concluímos que B1 ⊂ T (A1).

Vamos agora utilizar o corolário 3.1.3, então chamemos de X1 = A1 ∩B1.

Como (X;T ) tem índice n, segue que (X1, T ) tem no mínimo índice n− 1, ou

seja Hn−1(X1;T ) 6= 0.

Note que X1 = {x ∈ X : −ε < f1(x)− f1T (x) < ε}.

Consideramos agora f2 : X → R, restrita a X1, e seja:

A2 = {x ∈ X1 : f2(x)− f2T (x) < ε} e

B2 = {x ∈ X1 : f2(x)− f2T (x) > −ε}.

Temos que A2 ∪ B2 = X1, com A2 e B2 abertos em X1 (portanto em X).

Se x ∈ W1 ∩W2, então f1(x) − f1T (x) = 0 e f2(x) − f2T (x) = 0, portanto −ε <

fi(x)− fiT (x) < ε, para i = 1, 2. Então x ∈ A2 ∩B2, assim A2 6= ∅ e B2 6= ∅.

Novamente usaremos o corolário 3.1.3, dessa vez para a decomposição

X1 = A2 ∪B2.

De modo análogo para i = 1 podemos mostrar que T (A2) = B2, e então estamos

aptos a usar o corolário. Logo , chamando X2 = A2 ∩ B2, segue que como (X1;T )

tem índice no mínimo (n− 1), o T espaço (X2;T ) tem índice no mínimo (n− 2), e

portanto Hn−2(X2;T ) 6= 0. Observe que

X2 = {x ∈ X : −ε < fi(x)− fiT (x) < ε, i = 1, 2} .

Procedemos indutivamente e, denotando

Xj = Aj ∩Bj = {x ∈ X;−ε < fi(x)− fiT (x) < ε, i = 1, . . . , j},

supomos que (Xj;T ) tem índice no mínimo (n− j) para 1 < j < k.

Consideramos então, a função fj+1 : X → R, restrita ao conjunto Xj, e seja

Aj+1 = {x ∈ Xj : fj+1(x)− fj+1T (x) < ε} e

Bj+1 = {x ∈ Xj : fj+1(x)− fj+1T (x) > −ε}.
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Certamente Aj+1 ∪Bj+1 = Xj, com Aj+1 e Bj+1 abertos em Xj (portanto em

X). Se x ∈ W1∩ ...∩Wj+1, tem-se fi(x)−fiT (x) = 0, para i = 1, . . . , j+1, portanto

x ∈ Aj+1 e x ∈ Bj+1 o que implica que ambos conjuntos são não vazios.

Com o argumento similar a i = 1 sabemos que T (Aj+1) = Bj+1.

Pela hipótese de indução e pelo corolário 3.1.3, concluímos que (Xj+1;T ) tem

índice no mínimo (n− j − 1), e consequentemente Hn−j−1(Xj+1;T ) 6= 0.

O argumento indutivo anterior é possível até j = k − 1, portanto concluímos

que Hn−k(Xk;T ) 6= 0, sendo

Xk = {x ∈ X : −ε < fi(x)− fiT (x) < ε, i = 1, . . . , k}.

Usando em Rk a métrica do máximo (que gera a topologia usual do Rk),

d((x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk)) = max {|xi − yi| , i = 1, . . . , k},

temos que,

Xk = {x ∈ X : −ε < fi(x)− fiT (x) < ε, i = 1, . . . , k}

= {x ∈ X : |fi(x)− fiT (x)| < ε, i = 1, . . . , k}

= {x ∈ X : max {|fi(x)− fiT (x)| , i = 1, . . . , k} < ε}

= {x ∈ X : d(f(x), fT (x)) < ε}

= {x ∈ X : g(x) < ε}

= g−1[0, ε).

Em outras palavras, mostramos que para ε > 0, tomando-se δ = ε teremos

que Hn−k(g−1([0, δ));T ) = Hn−k(Xk;T ) 6= 0, o que signi�ca que g−1(0) = W possui

�e.h.e.g-(n− k)�, encerando a demonstração �

Temos demonstrado até agora que para todo ε > 0 temos que:

Hn−k(g−1[0,+ε);T ) 6= 0
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Como estamos trabalhando com o anel Z2 todos os grupos de homologias não

nulos são Z2 ou uma soma direta de Z2, assim sabemos que Hn−k(g−1[0,+ε);T ) 6= 0

é sempre um anel comutativo com unidade.

Para provarmos o teorema 4.2.1, só falta mostrarmos que

Hn−k(g−1(0);T ) 6= 0.

Para mostrar tal fato, utilizaremos o lema a seguir, que consiste num pro-

cesso de limite algébrico, e também utilizaremos para auxiliar na demonstração a

cohomologia do espaço ao invés da homologia. Para de�nir a cohomologia de um

T -espaço, para �car de acordo com o lema 1.1.5, de�nimos o seguinte:

Hn(X;T ) = Hn(X/T,Z2)

.

Usamos também o fato de que quando o anel dos coe�cientes é Z2 a homologia

e a cohomologia coincidem e assim a cohomologia ainda será um anel comutativo

com unidade.

Outro fato importante de destacar nesta demonstração é que a proposição 2.1.5

continua válida para qualquer anel que tenha os homomor�smos que comutam com

o sistema direto, não precisando ser necessariamente o limite direto, com a mesma

demonstração.

Lema 4.2.6. Seja (X;T ) um T -espaço e seja f : X → R uma função contínua, tal

que f−1(0) tem e.h.e.g.-n-k, então Hn−k(f−1(0);T ) 6= 0.

Demonstração: Como para cada ε > 0, temos que Hn(f−1(−ε,+ε);T ) 6= 0 é

uma soma de Z2 sabemos que Hn(f−1(−ε,+ε);T ) também é uma soma direta de

Z2. Queremos deduzir que Hn(f−1(0);T ) 6= 0 e com isso podemos concluir que

Hn(f−1(0);T ) 6= 0

Inicialmente vamos considerar o conjunto direcionado I = {1/n : n ∈ N} com

a ordem ≤ usual e considere os conjuntos:

An = f−1(−1/n, 1/n)
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Temos que para i ≤ j segue que Aj ⊂ Ai, e temos portanto a inclusão natural

i : Aj → Ai. Tomando a induzida de cada inclusão teremos:

i∗ = φij : Hn(Ai;T )→ Hn(Aj;T ) para cada i ≤ j

Usando as propriedade de functor, podemos facilmente veri�car que φii = Id

para todo i, e se i ≤ j ≤ k, temos que φjk ◦ φij = φik.

Assim {Hn(Ai;T ), φ} é um sistema direto.

Claramente os conjuntos Ai convergem a f−1(0), quando i → ∞. Queremos

mostrar que

lim−→Hn(Ai;T ) = Hn(f−1(0);T ).

Para isto, basta observarmos que também podemos utilizar a inclusão natural

nesse caso, ou seja, existe ij : f−1(0) → Aj para cada j, e pegando a induzida em

cada caso temos:

ij∗ : Hn(Aj;T )→ Hn(f−1(0);T ) para todo j.

por todas essas funções serem induzidas da inclusão, vale que, se j ≤ k

ik ∗ ◦φjk = ij∗

Portanto, embora não tenhamos provado que Hn(f−1(0);T ) é o limite do sis-

tema direto, pois não provamos se satisfaz a propriedade universal de limite, sabemos

que tal anel possui uma família de homomor�smos que comuta o diagrama, portanto

podemos aplicar a proposição 2.1.5 e veri�car que Hn(f−1(0);T ) 6= 0.

Finalmente, como Hn(f−1(0);T ) = Hn(f−1(0);T ), concluímos o desejado. �

Note que no nosso caso como g(x) = d(f(x), f(T (x))), a função g só atinge val-

ores ≥ 0, substituiríamos os conjuntos Ai pelos intervalos [0, 1/i), e a demonstração

contínua totalmente análoga.

Assim para �nalizar a demonstração do teorema 4.2.1 basta considerarmos o

seguinte:
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Pelo lema 4.2.5 temos que o conjunto

W = {x ∈ X : f(x) = f(T (x))} = g−1(0)

tem �e. h. e. g-(n− k)�. Ou seja, para todo ε > 0,

Hn−k(g−1[0, ε);T ) 6= 0.

Pelo lema 4.2.6 vimos que, nas mesmas condições, temos que

Hn−k(g−1(0);T ) 6= 0.

No artigo original do Yang a demonstração desse teorema é mais direta pois

podemos utilizar o lema 3.1.2 para fechados. Poderíamos utilizar ao invés dos con-

juntos abertos

A1 = (f1 − f1T )−1(−∞, ε) e B1 = (f1 − f1T )−1(−ε,+∞)

os conjuntos fechados

A′1 = (f1 − f1T )−1(−∞, 0] e B′1 = (f1 − f1T )−1[0,+∞)

assim a interseção X ′1 desses conjuntos já seria o conjunto tal que

f1(x) = f1(T (x)),

procederiamos indutivamente de modo análogo, mas sempre pegando conjuntos

fechados, e terminaríamos mostrando que vHn−k(f−1(0);T ) 6= 0, sem precisar do

auxílio de limites algébricos, com isso concluíamos que Hn−k(f−1(0);T ) 6= 0.

Corolário 4.2.7. Seja (X;T ) um T -espaço de índice n. Então dada qualquer função

contínua f : X → Rn leva algum par de involução em um único ponto.

Demonstração: Temos que provar que W = {x ∈ X : f(x) = f(T (x))} é não

vazio. Utilizando o teorema 4.2.1 sabemos que H0(W ;T ) 6= 0, consequentemente

W 6= ∅. �

Observação 4.2.8. O corolário acima generaliza o Teorema de Borsuk-Ulam, basta

substituir (X;T ) por (Sn;T ).
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O seguinte lema é um resultado análogo as equivalências clássicas do teorema

de Borsuk-Ulam utilizando o contexto mais geral de T -espaço:

Lema 4.2.9. Dado um T -espaço (X;T ), são equivalentes:

(i) Uma aplicação f : X → Rn leva algum par de involução em um único ponto.

(ii) Não existe f : (X;T )→ (Sn−1;A).

(iii) Dados n+ 1 conjuntos fechados F1, . . . , Fn+1 tal que nenhum dos n+ 1 contém

um par de involução e que

⋃n+1
i=1 (Fi ∪ T (Fi)) = X,

então
⋂
Fi 6= ∅.

(iv) Dado n conjuntos fechados F1, . . . , Fn, tais que
⋃n

i=1(Fi ∪ T (Fi)) = X, então

pelo menos um dos n conjuntos contém um par de involução.

(v) Se f : X → Sn tal que para todo x ∈ X, f(x) 6= f(T (x)), então f é sobrejetora.

(vi) Se X for coberto por n+ 2 conjuntos fechados F1, . . . , Fn+2, tais que
⋂
Fi = ∅

e nenhum desses conjuntos contém par de involução, então para qualquer i =

1, . . . , n+ 2 temos que
⋂

i 6=j Fj 6= ∅.

(vii) Se X for coberto por n+ 1 conjuntos fechado F1, . . . , Fn+1, então pelo menos

um deles contém um par de involução.

Estamos considerando A a aplicação antipodal da esfera.

Demonstração:

(i)⇒ (ii) Suponha por absurdo que existe f : (X;T )→ (Sn−1;A), assim

Af(x) = fT (X)⇒ −f(x) = f(T (x)).

Como Sn−1 ⊂ Rn, considere g : Sn−1 → Rn a inclusão. Assim a função

gf : X → Rn é contínua e por (i) temos que existe x ∈ X tal que
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gf(x) = gf(T (x)) = g(−f(x)) = −gf(x)⇒ gf(x) = 0⇒ f(x) = 0

Absurdo pois 0 /∈ Sn−1.

(ii)⇒ (iii) Sejam F1, ..., Fn+1, subconjuntos fechados de X, tais que Fi ∩ T (Fi) =

∅, i = 1, . . . , n+1 e
⋃n+1

i=1 (Fi∪T (Fi)) = X. Suponha por absurdo que
⋂
Fi = ∅.

Segue pela normalidade de X que existem subconjuntos U1, ..., Un+1 abertos

em X tais que

Fi ⊂ Ui ⊂ Ui ⊂ X − T (Fi), para todo i; e⋂
Ui = ∅.

Para veri�car que esta a�rmação é válida note que, como X é normal, e Fi

e T (Fi) são conjuntos fechados disjuntos existe aberto Ai tal que Fi ⊂ Ai ⊂

Ai ⊂ X − T (Fi), para todo i. Para satisfazer a segunda condição de�nimos

por recorrência os seguintes conjuntos abertos:

Seja B1 tal que F1 ⊂ B1 ⊂ B1 ⊂ X −
⋂

i>1 Fi, assim B1 ∩ (
⋂

i>1 Fi = ∅). Seja

Bj tal que Fj ⊂ Bj ⊂ Bj ⊂ X − ((
⋂

i<j Bi) ∩ (
⋂

i>j Fi)). Desse modo teremos

que
⋂
Bi = ∅. Basta considerarmos Ui = Ai∩Bi, tal conjunto satisfaz as duas

condições requeridas.

Agora para cada i existe função contínua fi : X → [0, 1] tal que fi(x) = 1 se

x ∈ Fi e fi(x) = 0 se x ∈ X −Ui (a existência de tais funções é garantida pelo

Lema de Urysohn). De�nimos agora:

gi =
(fi − fiT )

(
∑n+1

j=1 (fj − fjT )2)1/2
;

g = (g1, ..., gn+1).

Note que cada gi está bem de�nida pois o denominador nunca se anula, já que

como X é coberto por Fi, T (Fi), então para cada x ∈ X existe Fi(ou T (Fi))

tal que x ∈ Fi(ou x ∈ T (Fi)) assim fi(x) = 1 e fi(T (x)) = 0 (ou fi(x) = 0 e

fi(T (x)) = 1).
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Assim g : (X;T ) → (Sn;A), é fácil veri�car que −g(x) = g(T (x)) pelo modo

como construímos a função.

Como
⋂n+1

i=1 Ūi = ∅, então cada x ∈ X está contido em algum X − Ui e com

isso fi(x) = 0 ⇒ gi(x) ≤ 0 para algum i. Ou seja para um elemento de Sn

estar na imagem da g, precisamos que no mínimo uma de suas coordenadas

seja não positiva. Portanto, tomando em particular a ∈ Sn tal que

a = (α, ..., α), α = 1/
√
n+ 1

é um ponto de Sn − g(X). Considere Sn−1 a intersecção de Sn com o plano

xn+1 = 0. Seja L a reta contendo a e a origem. Note que como a /∈ g(X)

temos que −a /∈ g(X), pois se existisse y ∈ X, g(y) = −a implicaria que

g(T (y)) = −g(y) = −(−a) = a. Então a projeção central de L é uma função

h : (g(X);A) → (Sn−1;A). Assim hg é uma função de (X;T ) chegando em

(Sn−1;T ).

(iii)⇒ (iv) Suponha que X é coberto por n conjuntos fechados F1, . . . , Fn junto

com suas respectivas T -imagens. Supondo por absurdo que nenhum desses

conjuntos possui um par de involução então F1, . . . , Fn, T (Fn) satisfazem as

hipóteses de (iii), concluímos que F1 ∩ ... ∩ Fn ∩ T (Fn) 6= ∅, absurdo pois

estamos supondo que Fn ∩ T (Fn) = ∅.

(iv)⇒ (i) Suponha que existe uma função contínua f : X → Rn tal que para todo

x ∈ X, f(x) 6= f(T (x)). Considere f = (f1, . . . , fn), segue da compacidade de

X que

α = infx∈X {max1≤i≤n |fi(x)− fi(T (x))|} > 0

Seja

Fi = {x ∈ X : fi(x)− fi(T (x)) ≥ α/2}, i = 1, . . . , n;

Assim cada Fi é um subconjunto fechado de X, e nenhum deles contém par

de involução e
⋃n

i=1(Fi ∪ T (Fi)) = X, contrariando (iv).
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(i)⇒ (v) Seja f : X → Sn tal que f(x) 6= f(T (x)), suponha por absurdo que f não

é sobrejetora, ou seja, existe y ∈ Sn−f(X). Note que Sn−{y} é homeomorfo

a Rn, pela projeção estereográ�ca h. Temos então

X
f→ Sn − {y} h→ Rn

e h ◦ f é uma função contínua, segue então por (i) que existe x ∈ X tal que

hf(x) = hf(T (x)), como h é um isomor�smo, e portanto injetor, segue que

f(x) = f(T (x)), contrariando a hipótese.

(v)⇒ (ii) Suponha por absurdo que existe f : (X;T )→ (Sn−1;A), então

−f(x) = f(T (x)), ∀x ∈ X.

Considere a função contínua

i : Sn−1 → Sn

i(x1, ..., xn) = i(x1, ..., xn, 0)

Assim i ◦ f : X → Sn satisfaz if(x) 6= if(T (x)), ∀x ∈ X, pois f(x) 6=

f(T (x)) para todo x ∈ X e i é injetora. Então satisfaz as hipóteses de (v) e

portanto deveria ser sobrejetora, mas tal função claramente não é, pois para

todo (x1, ..., xn, xn+1) ∈ Sn tal que xn 6= 0 não pertence a imagem dessa função.

(iii)⇒ (vi) Suponha que X é coberto pelos conjuntos fechados F1, . . . , Fn+2 tal que⋂
Fi = ∅, e nenhum Fi contém um par de involução. Suponha por absurdo que

∃i,
⋂

j 6=i Fj = ∅. Segue pela contrapositiva de (iii) que
⋃n

i=1(Fi ∪ T (Fi)) 6= X,

então existe x ∈ X tal que x /∈
⋃n

i=1(Fi ∪ T (Fi)), consequentemente T (x) /∈⋃n
i=1(Fi ∪T (Fi)), mas como os n+ 2 conjuntos cobrem X segue que x, T (x) ∈

Fi, contrariando a hipótese de Fi não ter um par de involução.

(vi)⇒ (vii) Suponha por absurdo que X é coberto por n + 1 conjuntos fechados

F1, ..., Fn+1 tais que Fi∩T (Fi) = ∅, i = 1, . . . , n+1. Com isso, sabemos que os

n+2 conjuntos fechados F1, . . . , Fn, T (Fn) satisfazem que F1∩...∩Fn∩T (Fn) =

∅ e nenhum desses contém um par de involução, mas F2 ∩ ...∩Fn ∩ T (Fn) = ∅

contrariando (vi).
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(vii)⇒ (iv) Tome, por contrapositiva de (iv), n fechados F1, . . . , Fn tais que X =⋃
(Fi ∪ T (Fi)) tais que Fi ∩ T (Fi) = ∅ para todo i = 1, . . . , n.

Pelo fato de T ser involução sem pontos �xos e X ser Hausdor� e normal,

existem abertos Ui tais que

Fi ⊂ Ui;

T (Fi) ⊂ T (Ui);

Ūi ∩ T (Ūi) = ∅.

Considere os n fechados Ū1, . . . , Ūn e também o fechado

G =
⋂

1≤i≤n

(X − Ui) = X −
⋃

1≤i≤n

Ui.

A�rmamos agora que Ū1, . . . , Ūn, G cobrem X,pois se x ∈ X, então se x /∈ G

signi�ca que x ∈ Ui para algum i.

Já sabemos que Ūi não contém nenhum par de involução. Para terminarmos a

demonstração, temos que mostrar apenas que G também não contém nenhum

par de involução. Daí temos a negação de (vii).

Note que

T (
⋂

1≤i≤n

(X − Ui)) =
⋂

1≤i≤n

T (X − Ui) =
⋂

1≤i≤n

(X − T (Ui)) = X −
⋃

1≤i≤n

T (Ui)

daí

(X −
⋃

1≤i≤n

Ui) ∩ (X −
⋃

1≤i≤n

T (Ui)) = X − (
⋃

1≤i≤n

(Ui ∪ T (Ui))) = X −X = ∅

�

Teorema 4.2.10. Para que um T -espaço (X;T ) satisfaça as propriedades (i)-(vii),

é su�ciente que (X;T ) tenha índice n.

Demonstração: É uma consequência imediata do lema 4.2.9 acima com o corolário

4.2.7. �

A seguir mais uma generalização, a qual é imediata dos resultados vistos acima:
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Teorema 4.2.11. Seja (X;T ) um T -espaço com X conexo por caminhos e seja

f : X → Rk uma função contínua. Suponha que Hr(X; Z2) = 0 para 0 ≤ r ≤ n− 1.

Então se n ≥ k existe um ponto x ∈ X tal que f(x) = f(T (x)).

Demonstração: Utilizando o Lema 4.1.1, vemos que o índice de (X;T ) é ≥ n.

Seja i : Rk → Rn a seguinte função i(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0).

Segue do corolário 4.2.7 que a função i ◦ f leva um par de involução em um

único ponto, mas se i ◦ f(x) = i ◦ f(T (x)) segue que

f(x) = f(T (x)),

como desejado. �
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Capítulo 5

Generalização usando o B-índice

Neste capítulo mostraremos mais uma generalização do Teorema de Borsuk-

Ulam, mas desta vez utilizaremos como ferramenta o B-índice, a qual foi de�nida

no artigo [2] de C. T. Yang.

5.1 B-índice

Nesta seção de�nimos o que é o B-índice, e o comparamos com o Z2-índice

de Yang. O B-índice será útil para demonstrarmos uma outra generalização do

Teorema de Borsuk-Ulam:

De�nição 5.1.1. Para um T -espaço (X;T ), com X 6= ∅, existe um único número

inteiro não negativo n tal que existe uma função equivariante f : (X;T ) → (Sq;T )

para q = n e não existe para q = n − 1. Tal inteiro n é chamado de B-índice de

(X;T ) e denotado por B(X;T ). Por conveniência denotamos que B(∅;T ) = −1.

Observe que tal número n não depende apenas do espaço X, mas também da

involução T do espaço.

Exemplo 5.1. Seja X = S1 ∪ S1, podemos considerar duas involuções distintas

neste espaço T1(x) = −x e T2 a involução que permuta os dois círculos, temos então

que B(X;T1) = 1 e B(X;T2) = 0.

Observação 5.1.2. Utilizando o item (ii) do lema 4.2.9 e o teorema 4.2.10, vemos

que para todo T -espaço (X;T ) com índice n, temos que B(X;T ) ≥ n.
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Observação 5.1.3. Para qualquer T -espaço (X;T ), sempre existe um número na-

tural k tal que existe f : (X;T )→ (Sk;T ) equivariante.

Para a veri�cação desse fato, utilizamos a negação do item (iii) do lema 4.2.9,

como todas as a�rmações são equivalentes, suas negações também são equivalentes

e se provarmos a negação de (iii) concluímos automaticamente a negação de (ii), que

é a existência da função f descrita acima.

Nosso objetivo é construir uma quantidade �nita de fechados que não con-

tenham nenhum ponto de involução, tais que juntos com suas T -imagem cobrem o

X e de forma que a intersecção destes fechados seja nula.

Como X é compacto e de Hausdor� (e portanto Normal) são válidas:

(1) Fixado x0 ∈ X, para todo x ∈ X − {x0} existe um aberto Vx tal que x ∈ Vx e

x0 /∈ Vx.

De fato, existem abertos A e B disjuntos contendo x e x0 respectivamente.

Como {x} é fechado, segue pela normalidade de X que existe um aberto Vx

de modo que {x} ⊂ Vx ⊂ Vx ⊂ A.

(2) Para todo x ∈ X existe aberto Ux tal que x ∈ Ux e Ux ∩ T (Ux) = ∅.

De fato, existem aberto A e B disjuntos contendo x e T (x) respectivamente,

segue pela normalidade que existem conjuntos aberto C e D de modo que

{x} ⊂ C ⊂ C ⊂ A e {T (x)} ⊂ D ⊂ D ⊂ B. Assim Ux = C ∩ T (D) contém x

e Ux ⊂ C ⊂ A e T (Ux) ⊂ T (Ux) ⊂ D ⊂ B, portanto Ux ∩ T (Ux) = ∅.

Assim para cada x ∈ X−{x0}, consideramos baseados em (1) e (2) o conjunto:

Ax = Ux ∩ Vx

Ax é um aberto contendo x que satifaz:

i) x0 /∈ Ax.

ii) Ax ∩ T (Ax) = ∅.

Depois disso consideramos a seguinte cobertura de X:
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A = {Ax}x 6=x0
∪ {Ux0}

Como X é compacto existe uma subcobertura �nita de A que ainda cobre o

X.

Suponha Ax1 , . . . , Axm , Ux0 os elementos dessa subcobertura.

Tomemos os seguinte conjuntos fechados:

Fi = Axi
, 1 ≤ i ≤ m

Fm+1 = Ux0

Fm+2 = {x0}

Note que tais conjuntos fechados satisfazem a negação de (iii) como desejado.

Então concluímos que todo T -espaço (X;T ) tem um B-índice que é sempre

maior ou igual ao Z2-índice de Yang. E no artigo [2] Yang mostra um exemplo onde

o B-índice é estritamente maior que o Z2-índice.

Note que já tínhamos visto que sempre existe uma aplicação equivariante de

um T -espaço (X;T ) em alguma esfera (Sm;T ) na demonstração da proposição 3.2.3

de acordo com a observação 3.2.4.

O famoso teorema que nos diz que não existe aplicação de Sn em Sn−1 que

preserva pontos antipodais, pode ser considerado como:

Lema 5.1.4. (Sn;T ) tem B-índice n.

E se deve ao fato da função identidade ser uma função equivariante de (Sn;T )

em si próprio.

5.2 Generalização do Teorema de Borsuk-Ulam

Nessa seção vamos novamente apresentar uma generalização do Teorema de

Borsuk-Ulam, mas dessa vez utilizaremos o B-índice.

Para tanto precisamos do lema a seguir:

Lema 5.2.1. Seja (X;T ) um T -espaço tal que B(X;T ) ≥ n e seja F um subconjunto

fechado de X tal que F ∪ T (F ) = X. Então (F ∩ T (F );T ) é um T -espaço tal que

B(F ∩ T (F );T ) ≥ n− 1.
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Demonstração: Podemos supor que n 6= −1 e assim X 6= ∅. Como F é fechado,

segue que F ∩ T (F ) é um subconjunto fechado dentro do compacto de Hausdor�

X, então ele é também compacto e de Hausdor� e então junto com T forma um

T -espaço.

Denotemos seu B-índice por B(F ∩ T (F );T ) = m.

Se m = −1 então F ∩ T (F ) = ∅ e portanto X tem duas componentes e então

existe uma função

f : (X;T )→ (S0;T ),

basta levar

f(F ) = {1} e f(T (F )) = {−1}.

Assim

B(X;T ) = 0 ≥ n⇒ m+ 1 = 0 ≥ n⇒ m ≥ n− 1

Então no caso m = −1 já temos o lema demonstrado.

Se m > −1, existe por de�nição uma função

h : (F ∩ T (F );T )→ (Sm;T ).

Vamos enxergar Sm como sendo a intersecção da calota superior

E = {(x0, . . . , xm, xm+1 ∈ Sm+1 : xm+1 ≥ 0}

e da calota inferior T (E) de Sm+1.

Assim

h : F ∩ T (F )→ E ∩ T (E),

escrevendo em suas funções coordenadas

h = (h0, . . . , hm, hm+1)

onde,

hi : F ∩ T (F )→ [−1, 1], 0 ≤ i ≤ m

hm+1 : F ∩ T (F )→ {0} é a função nula.
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Como F é fechado e X é normal, segue que F também é normal. Pelo fato de

F ∩ T (F ) ser fechado em F , pela teorema de extensão de Tietze, existem funções

contínuas:

h̃i : F → [−1, 1], 0 ≤ i ≤ m

tal que h̃i|F∩T (F ) ≡ hi

Notemos que para cada x ∈ F ∩T (F ), como h(x) ∈ Sm, ∃i, 0 ≤ i ≤ m tal que

hi(x) 6= 0 ⇒ h̃i(x) 6= 0, segue pela continuidade que existe um aberto Ux de F tal

que h̃i(y) 6= 0 para todo y ∈ Ux.

Seja A =
⋃

x∈F∩T (F ) Ux. A é um aberto de F contendo F ∩ T (F ) tal que para

todo x ∈ A existe I, 0 ≤ i ≤ m tal que h̃i(x) 6= 0.

Consideramos agora os fechados (de F ) disjuntos F ∩ T (F ) e F − A, e pelo

lema de Urysohn existe uma função contínua:

h̃m+1 : F → [0, 1],

h̃m+1(F ∩ T (F )) = {0} e h̃m+1(F − A) = {1}

Note que h̃m+1 é uma extensão de hm+1.

Agora concluímos que existe uma função contínua que estende a função h, a

seguinte:

g : F → E

g(x) =
(h̃0, . . . , h̃m, h̃m+1)∣∣∣(h̃0, . . . , h̃m, h̃m+1)

∣∣∣
Então de�nimos

f : (X;T )→ (Sm+1;T )

f(x) = g(x), se x ∈ F

f(x) = T (g(T (x))), se x ∈ X − F.
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tal função é contínua pois se x estiver no bordo de X−F , então x ∈ F ∩T (F ),

assim

g(T (x)) = h(T (x)) = T (h(x))⇒ T (g(T (x))) = TT (h(x)) = h(x) = g(x).

Assim n ≤ B(X;T ) ≤ m+ 1, concluímos que m ≥ n− 1. �

Teorema 5.2.2. Seja (X;T ) um T -espaço, tal que B(X;T ) ≥ n e seja

f : X → Rm.

Seja A = {x ∈ X : f(x) = f(T (x))}. Então (A;T ) é um T -espaço, B(A;T ) ≥

n−m.

Demonstração: Podemos assumir que n ≥ m > 0. Para m = 1, temos que

f : X → R, logo basta considerar o fechado

F = {x ∈ X : f(x) ≥ f(T (x))} ,

assim teremos que

T (F ) = {x ∈ X : f(x) ≤ f(T (x))}

e portanto X = F ∪ T (F ) e A = F ∩ T (F ), daí o resultado é uma consequência

imediata do lema anterior, e temos que (A;T ) é um T -espaço, B(A;T ) ≥ n− 1.

Portanto podemos seguir por indução e assumir que o resultado é verdadeiro

para m− 1, m > 1.

Como f : X → Rm, consideremos suas funções coordenadas

f = (f1, ..., fm−1, fm),

assim g = (f1, ..., fm−1) é uma função de X em Rm−1.

Utilizando a hipótese de indução concluímos que

X ′ = {x ∈ X, g(x) = g(T (x))}

junto com T é um T -espaço tal que B(X ′;T ) ≥ n−m+1. Considerando a restrição

de fm em X ′, temos fm : X ′ → R está nas hipóteses da nossa hipótese de indução,

então A consiste dos pontos de X ′ tais que fm(x) = fm(T (x)), assim temos que

B(A;T ) ≥ n−m. �
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CAPÍTULO 5. GENERALIZAÇÃO USANDO O B-ÍNDICE

Observação 5.2.3. Se (X;T ) = (Sn;T ) e m = n, então o teorema acima é o

teorema de Borsuk-Ulam.
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