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RESUMO

ALEX C.H. Modelos de regressao para resposta binaria na presenca de dados desbalance-
ados. 2019. 91 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

Na regressao bindria, o desbalanceamento de dados refere-se a presenca de valores zeros (ou

uns) numa proporcao significativamente maior do que os correspondentes valores uns (ou zeros).

Neste trabalho, estudamos dois métodos desenvolvidos para lidar com o desbalanceamento e
comparamos eles com o uso de fungdes de ligagdo assimétrica poténcia e reversa de poténcia.
Os resultados mostram que esses métodos nao corrigem adequadamente o viés nas estimativas
dos coeficientes de regressao e que os modelos com fungdo de ligacao assimétrica considerados
produzem melhores resultados para certo tipo de desbalanceamento.

Adicionalmente, apresentamos uma aplicacio para dados desbalanceados identificando o melhor

modelo entre varios modelos propostos.

A estimagdo dos parametros € realizada sob abordagem Bayesiana considerando o método de
estimacao Monte Carlo Hamiltoniano usando o algoritmo No-U-Turn Sampler e as comparacdes
dos modelos sdo desenvolvidas utilizando diferentes critérios para comparagcao de modelos,

avaliacdo preditiva e residuos quantilicos.

Palavras-chave: ligacdo assimétrica, regressao binaria, dados desbalanceados, residuos quanti-

licos, medidas de similaridade.






ABSTRACT

ALEX C.H. Regression models for binary response in the presence of imbalanced data.
2019. 91 p. Dissertacao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de Pds-
Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

In binary regression, imbalanced data result from the presence of values equal to zero (or one)
in a proportion that is significantly greater than the corresponding real values of one (or zero).
In this work, we evaluate two methods developed to deal with imbalanced data and compare
them to the use of asymmetric links. The results based on simulation study show, that correction
methods do not adequately correct bias in the estimation of regression coefficients and that the
models with power links and reverse power considered produce better results for certain types of
imbalanced data. Additionally, we present an application for imbalanced data, identifying the
best model among the various ones proposed. The parameters are estimated using a Bayesian
approach, considering the Hamiltonian Monte-Carlo method, utilizing the No-U-Turn Sampler
algorithm and the comparisons of models were developed using different criteria for model

comparison, predictive evaluation and quantile residuals.

Keywords: asymmetric link, binary regression, imbalanced data, quantile residuals, similarity

measures.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Nos modelos de regressao bindria uma varidvel resposta admite apenas dois resultados,
sem perda de generalidade, um chamado de sucesso e outro de fracasso. Nesses modelos
pretendemos relacionar a probabilidade de sucesso com outras varidveis de interesse, chamadas
de covaridveis. Na prética existem muitas situacdes em que esse tipo de dados sdo comuns como
por exemplo nas ciéncias sociais, educacao, medicina, psicologia, agronomia e zoologia. Um
estudo mais detalhado sobre regressao bindria pode ser visto em Cox e Snell (1989) e Collett
(2002).

Formalmente, considere Y = (Y1,...,Y,) " um vetor n x 1 de varidveis aleatérias independentes,
cada uma tomando o valor 0 ou 1. Neste caso, pode-se supor que estas varidveis seguem uma
distribui¢ao de Bernoulli com Pr(Y; = 1) = y; a probabilidade do sucesso ou do resultado mais
importante e Pr(Y; = 0) = 1 — y; a probabilidade de fracasso, parai = 1,...,n. Para relacionar a
probabilidade u; com as covaridveis sdo consideradas fungdes de ligacdo e as mais comumente
usadas sdo logito e probito, estas sdo simétricas que serdo definidas posteriormente. Porém, esta
suposi¢ao pode ndo ser vdlida em algumas situacdes como, por exemplo, na presenca de dados

desbalanceados e ignora-la pode gerar conclusdes erroneas.

Dados desbalanceados na regress@o bindria acontecem quando uma classe minoritaria ou
a classe de interesse € muito menor que a classe majoritaria, i.e, 0 nimero de uns (eventos) em
uma amostra € significativamente menor do que o nimero de zeros (ndo eventos). Quando os
dados sdo extremamente desbalanceados é considerado como evento raro (PAAL, 2014).
King e Zeng (2001) mostraram que eventos raros sdo dificeis de prever, pois a aplicacio padrado
de técnicas de regressao logistica pode subestimar a probabilidade de eventos raros.
Alguns estudos mostram que as funcdes de ligagcdes comuns nem sempre fornecem o melhor
ajuste para um determinado conjunto de dados de resposta bindria, por exemplo, Chen, Dey e
Shao (1999) argumentaram que quando a probabilidade de uma determinada resposta bindria se
aproxima de 0 em uma taxa diferente da que se aproxima de 1, as funcdes de ligacao simétricas

podem ndo serem tao uteis para ajustar os dados de resposta bindria e que, portanto, sugerem o
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uso de ligacdes assimétricas. Por outro lado, Czado e Santner (1992) consideram que os efeitos
da especificacdo incorreta da funcdo de ligacdo induz a um viés substancial nas estimativas dos
coeficientes de regressao.

Os trabalhos de Prentice (1976), Guerrero e Johnson (1982), Stukel (1988), Bazan, Branco e
Bolfarine (2006), Bazan, Bolfarine e Branco (2010) e Wang, Dey et al. (2010), tem sinalizado
que podem existir problemas no uso das ligacdes simétricas.

Algumas funcdes de ligagdo como a log-log complementar que apresenta assimetria a direita e a
ligacdo log-log que apresenta assimetria a esquerda, ndo fornecem flexibilidade pois mantém
uma assimetria de valor fixo.

Virios autores apresentaram novas propostas de fungdes de ligagdao. Assim, por exemplo Aranda-
Ordaz (1981) introduziu uma transformacdo sobre a probabilidade de sucesso em que tanto
o modelo logistico como o modelo log-log complementar (clog-log) sdo casos particulares.
Guerrero e Johnson (1982) e Morgan (1983) também consideraram familias de um parametro;
Prentice (1976) sugeriu uma funcao de ligacdo baseada na fun¢do de distribuicdo F-Snedecor em
que as fungdes logito, Clog-log, Log-log, Probito, Laplace e Exponencial sdo casos particulares
e Stukel (1988) também apresenta uma transformacao baseada nas familias de dois parametros.
Nagler (1994), Gupta e Gupta (2008), Kim, Chen e Dey (2007) e Wang, Dey et al. (2010),
introduziram um parametro de forma associado a assimetria.

Por outro lado, nos tltimos anos, nos trabalhos de Bazan, Romeo e Rodrigues (2014), Abanto-
Valle, Bazan e Smith (2014), Lemonte e Bazan (2018) e Bazan et al. (2017) foram apresentados
modelos de regressdo bindria com funcdes de ligacdo poténcia e reversa de poténcia introduzindo
um parametro de assimetria.

Neste trabalho, estuda-se uma classe geral de funcdes de ligacdo para regressao bindria com base
na familia de distribui¢des simétricas considerando um parametro adicional que controla a taxa
de aumento (diminuicao) da probabilidade de sucesso (falha) da varidvel resposta, estas funcoes
de ligacdo sao chamadas de poténcia (P) e reversa de poténcia (RP) proposta por Lemonte e
Bazan (2018) e Bazan et al. (2017), estas fungdes incluem como casos particulares algumas
ligacdes comuns e consideram uma fungao de distribui¢cdo acumulada e seu reflexdo de espelho
numa tnica familia de fun¢do de ligacdo por meio de um pardmetro de poténcia, este parametro
adicional € introduzido independentemente do preditor linear.

Para a estimacd@o dos parametros, neste trabalho, consideramos a abordagem Bayesiana com
uso de distribui¢ao a priori nao informativa e para a amostragem € considerado o método de
No-U-Turn Sampler (NUTS) desenvolvido por Hoffman e Gelman (2014) que € uma extensao
do Monte Carlo Hamiltoniano (MCH) proposto por Duane et al. (1987).

Este trabalho tem por objetivo principal discutir sobre os modelos de regressao bindria
usando fungdes de ligacdo poténcia e reversa de poténcia no que diz respeito a sua defini¢do,
resultados de inferéncias sob uma abordagem Bayesian considerando 10 modelos, sendo 5
modelos usando ligagc@o poténcia e outros 5 usando ligacdo reversa de poténcia. Adicionalmente

apresenta-se uma aplicacdo a dados reais.
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O texto estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 € apresentada uma breve
revisdo sobre o desbalanceamento de dados e tratamento deles como também uma revisdo das
distribuicdes poténcia e reversa de poténcia e suas propriedades; no Capitulo 3 apresentamos
a regressao bindria com fungdes de ligagdo poténcia e reversa de poténcia; no Capitulo 4 é
considerada a estimacgdo e ajustes dos modelos sob a abordagem Bayesiana; um estudo de
simulagdo desenvolvido para comparar o desempenho de ligacdes assimétricas com dois métodos
comumente usados para corrigir a regressao logistica na presenca de dados desbalanceados
¢ apresentado no Capitulo 5; no Capitulo 6, uma aplicacdo para dados reais € desenvolvida
considerando as fungdes de ligacao poténcia e reversa de poténcia sob a abordagem Bayesiana.

Por fim no Capitulo 7 apresenta-se as consideracdes finais.






21

CAPITULO

PRELIMINARES

Um problema que geralmente é apresentado na regressao bindria com ligacdes comuns,
€ quando uma das classes da varidvel resposta bindria é desbalanceada em relacdo a outra. Neste
caso, segundo King e Zeng (2001) a estimacdo por meio do modelo de regressdo logistica
apresenta um viés substancial na estimativa dos coeficientes de regressdo, mesmo quando o

tamanho da amostra € grande. Na literatura existem métodos para corrigir este problema.

Neste capitulo, apresentamos uma revisao bibliografica dos métodos propostos por King
e Zeng (2001) e Firth (1993) baseados na corre¢cao do viés quando a varidvel resposta é um
evento raro, isto é, quando uma das classes €é extremamente desbalanceada em relacao a outra.
Por outro lado, em comparacao a estes métodos propomos utilizar o método que estd baseado no
uso de uma fung¢do de ligagcdo assimétrica poténcia ou reversa de poténcia de Lemonte e Bazan
(2018) e Bazan et al. (2017), este método serd detalhado no Capitulo 3. Além disso, apresentamos
alguns topicos e defini¢des importantes que foram aplicados nos modelos propostos bem como a
defini¢do de reversibilidade e assimetria nas distribui¢des, as distribui¢des poténcia e reversa de

poténcia simétricas.

2.1 Desbalanceamento

2.1.1 Evento raro

Para varidveis de resposta bindria, em Calabrese e Osmetti (2015) e Maalouf e Trafalis
(2011), evento raro € definido como aquele em que tem-se um nimero extremamente baixo de
ocorréncia de eventos (sucessos). Segundo King e Zeng (2001), os eventos raros consistem em
varidveis dependentes bindrias com dezenas de vezes menos uns (eventos) do que zeros (ndo
eventos).

Em varias areas do conhecimento, a maioria dos eventos de interesse sao eventos raros. Por
exemplo, transacdes fraudulentas de cartdo de crédito (CHAN; STOLFO, 1998), falhas de
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equipamentos de telecomunicac¢des (WEISS; HIRSH, 2000), derrames de petréleo (KUBAT;
HOLTE; MATWIN, 1998), conflitos internacionais, descarrilamentos de trem (QUIGLEY;
BEDFORD; WALLS, 2007) e outros.

Paal (2014) distingue entre dois tipos de raridade, um deles raridade relativa também chamado de
dados desbalanceados e outro raridade absoluta que € essencialmente um problema de amostra

pequena.

2.1.2 Dados desbalanceados

Na regressdo bindria, segundo Paal (2014), um conjunto de dados € considerado desba-
lanceado (ou com raridade relativa) quando a classe de interesse (evento) é muito menor do que
a outra classe (ndo evento). A classe de interesse é chamado também de classe minoritaria e a
outra de classe majoritaria. Em outras palavras, o nimero de observagdes pertencentes a uma
das classe € significativamente menor do que as pertencentes as outras classes.

Para lidar com o problema quando o evento raro € subestimado, alguns pesquisadores propdem

alguns métodos que sdo descritos abaixo.

2.1.3 Método para dados desbalanceados
A. Método de Correcao de viés de regressao logistica

King e Zeng (2001) propdem o método de Correcdo de viés do estimador de maxima
verosimilhanga em um modelo de regressdo logistica utilizando a técnica de McCullagh e Nelder
(1989). Esses autores fazem as seguintes suposi¢cdes, primeiro a prevaléncia do evento raro é
conhecida e segundo propdem que seja tomada uma amostra dependente da varidvel resposta, ou
seja, que uma amostra seja retirada de cada subpopulacdo (aquelas que apresentam e aquelas que
ndo apresentam o evento raro) para que uma amostra mais balanceada seja obtida.

Segundo McCullagh e Nelder (1989) o viés de um estimador pode ser calculado, para qualquer

modelo linear generalizado, por:
-1
b= (XTWX) XTWE, @2.1)

em que o primeiro fator é a matriz de informacdes de Fisher e & é um vetor cujos elementos sio
definidos como & = —0.5 (%) Q;; e u; ¢ a funcgdo de ligagdo inversa (1; = E (Y;)) relacionado
ao preditor linear n; = x B = Bixi1 + ... + Bpxip, W’ € 1" sdo, respetivamente, a primeira
e segunda derivada de ; com respeito a 1; € Q;; € o i-ésimo elemento diagonal da matriz
0=X (XTWX)_IXT, parai=1,...n.

)T

Sejay = (y1,...,yn) um vetor n X 1 que representa as observacgdes da varidvel resposta,
n

entdo y = % ‘21 yi € a fracdo de evento raro na amostra e a fracdo de individuos da populacao
1=
que representa o evento raro € conhecida e denotado por 7. King e Zeng (2001) propdem



2.1. Desbalanceamento 23

modificar a funcdo de log-verosimilhanca da regressdo logistica usual pela seguinte fungao de

log-verosimilhanca ponderada

lﬂ)(ﬁ):wlZlOg yl+a)0210g 1—.le)(1 —i)
i=1

:Z i [yilog (fi) + (1 —yi) log (1 — ;)]

T 1-7
em que @; = @1y; + @y (1 —y;) e as ponderagdes sdo dadas por @] = — e @y = 1T Assim, 0
y -y
modelo de regressdo bindria teria a seguinte forma:
Y; | B ~Bernoulli(u;) Vi=1,...n
ui =u (2.2)

ni=x; B

M* = u@l = <—exp(ni> )wl .
o 1 —exp(n;)

Usando a técnica de McCullagh e Nelder (1989) (Equacdo 2.1), neste caso uma aproximagao do

em que

viés do EMV da regressao logistica é dada por:
2 (R T T
Viés ([3) - <X Wa,X) XTW,E, 2.3)

em que W, é uma matriz diagonal n X n com elementos wg, = @;fl; (1 — fI;) e cada elemento do

vetor € é definido por:

‘u*//
&=—05 < l > Qii, (2.4)
T
em que Q;; € 0 i-ésimo elemento diagonal de Q =X (X 'WX) “xT, wr' e u'" sdo calculas
_ o exp(n;) \ 1 _ @ wr_ P
respetivamente por: (' = on = O <1+exp(m)> Trepan = Q1K "1 —w) e " = Tt =
w
o) (1?—2&&9%)) l T;:;g((g’)) = o 1™ (1 — ;) (01 — (1+ @1) 1;). Substituindo estes valores esti-
mados na Equacdo 2.4 temos que:
1
&i= EQii (14 o1) i — o] (2.5)
e com as expressoes 2.3, 2.4 e 2.5, o novo estimador corrigido é dado por:
B =B — Viés (ﬁ) : (2.6)

em que B € o estimador de maxima verossimilhan¢a (EMV) e [3 denota a estimativa aproxima-

damente ndo viesada de B.
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B. Método de reducao de viés de Firth

Este método, proposto por Firth (1993), estd baseado na penalizacio da fun¢do de log-
verossimilhancga pela priori de Jeffrey’s, se o parametro objetivo for o parametro canonico de
uma familia exponencial, como € o caso do modelos lineares generalizados (GLM) e da maioria
das funcdes de ligagcdo, como logito, probito e cloglog.

Firth (1993) propde um novo estimador com viés mais baixo do que o EMV, nos modelos da

familia exponencial este novo estimador € a solucdo da seguinte equagao:

U (B)=U (B)+ 5traso |1 B){ 551 (B} ] =o. )

em que U* (B) é a fungdo de score modificada de modo que a solugdo resulte um estimador com
viés menor ao EMV.

Para o modelo de regressao logistica a Equacao 2.7 pode ser escrita como:

D=

U*(Bj) = Y (vi— mi)xij+ Y_hi(0.5—pi)xij=0, j=1,...p (2.8)
i i=1

1

hi é 0 i-ésimo elemento diagonal de H = W2X (X WX) !X TW2 e W = diag{:(1 — f1;)}.
A solucdo da Equacao 2.8 pode ser obtida por métodos numéricos, como exemplo o método
de Newton Raphson. Nesse caso, com um valor inicial de 8 (O), os coeficientes estimados dos

coeficientes logisticos corrigidos B sdo obtidos iterativamente, usando:

BTV =B 1)U (BY),

em que (s) refere-se a s-ésima iteracao.

C. Uso de funcao de ligacao assimétrica

Tanto logito como probito sdo func¢des de ligacdo simétricas, elas aproximam-se de 0
na mesma taxa do que de 1. Vdérios autores sugerem que uma funcao de ligacdo assimétrica
deve ser considerada quando os dados ndo sdo balanceados. Neste trabalho estudamos o uso
de funcoes de ligacao assimétrica proposto por Lemonte e Bazan (2018) e Bazan et al. (2017)
que estd baseada na funcao de distribuicao acumulada (FDA) simétrica como linha de base
e um parametro de poténcia que controla a assimetria. Maiores detalhes de este método sera

apresentado no Capitulo 3.

2.2 Distribuicoes poténcia e reversa de poténcia

2.2.1 Reversibilidade e simetria de distribuicoes de probabilidade

Definicao 1. Seja S uma varidvel aleatéria com uma determinada distribui¢cido de probabilidade

denotada por S ~ F(-) (ou ~ f(-)), dizemos que a distribui¢do de S satisfaz a propriedade de
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reversibilidade se a funcao de distribuicdo de probabilidade de —S € uma distribui¢do diferente
da S e que pode ser escrita como —S ~ G(-) =1 — F(—) (ou ~ g(s) = f(—s)). Nesse caso, a
distribuicdo de G(-) é chamada de distribuigdo reversa de F(-). (BAZAN et al., 2017)

Definicao 2. Uma distribui¢do de probabilidade € dita ser simétrica se e somente se existir
um valor x tal que f(xo — 6) = f(xo+ &) para todo nimero real &, em que f é a fungdo de
densidade de probabilidade (se a distribui¢do for continua) ou func@o de probabilidade (se a
distribuicdo for discreta).

Resultado 1. Considere S ~ F(-) (ou ~ f(-)) uma varidvel aleatéria seguindo uma distribui¢do
simétrica em torno do zero, entdo F(-) ndo satisfaz a propriedade de reversibilidade. Ou seja,
S e —S tém a mesma distribui¢do e F(s) = 1 — F(—s), f(s) = f(—s). Exemplos disso sdo as

distribui¢des Logistica, Normal, 7-Student, Laplace e Cauchy.

Note que, se a simetria em torno do zero numa distribui¢do € verificada, nao apresenta

reversibilidade. Se ndo for verificada a simetria, é possivel propor uma distribui¢do reversa a ela.

2.2.2 Distribuicoes poténcia e reversa de poténcia simétrica

No trabalho de Lemonte e Bazan (2018) descrevem a constru¢do de uma distribuicdo de
poténcia que estd baseada em considerar uma func¢do de distribui¢ao acumulada (fda) continua
arbitraria e elevar por uma poténcia real positivo arbitraria. Assim € proposto uma nova funcdo
de distribuicdo acumulada (fda) com um parametro de poténcia adicional. Nesse sentido, tem-se

a seguinte defini¢do:

Definicao 3. Uma varidvel aleatéria univariada 7 tem distribui¢do de poténcia com parametro
de locagdo u € R, pardmetro de escala ¢ > 0 e parAmetro de forma A > 0, se sua fungio de

distribui¢ao acumulada (fda) € da forma

r—u A
Fp(t|u,c,l):G<T) , tER, (2.9)

e sua funcao de densidade de probabilidade (fdp), dada por:
A t— ALy
fp(t\G,[,L,QL):—{G<—'u)} g<—“>, teR. (2.10)

(o) (0 (0

Em que g(-) e G(-) sdo, respectivamente, qualquer func¢do de densidade de probabilidade (fdp)
e func¢do de distribui¢do acumulada (fda) padrao de uma distribuicao univariada continua com

suporte na reta real (R), esta distribui¢do é chamada de linha de base.

Resultado 2. Para as distribui¢des poténcia, se G(-) é uma distribui¢do simétrica entdo segue

R ) I (T

que:
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Demonstragdo. Note que quando G(-) é uma fungdo de uma familia de distribui¢do simétrica

em torno do zero, satisfaz que G (—z) = 1 — G (z), assim obtemos o Resultado 2. O

Definicao 4. Como foi apresentado por Lemonte e Bazan (2018), a funcdo de distribuicao

reversa de poténcia (RP) pode ser definido considerando sua fda como:

r—u A
Frp(t\u,c,l)zl—G(—<—)) , teR, (2.11)

o

emque U € R, 0 >0e A >0 sdo pardmetros de locacao, escala e forma respetivamente e G(-)

uma fda da linha de base de uma distribuic@o univariada continua em sua forma padronizada.

A partir da Defini¢do 3 e Definicdo 4, Lemonte e Bazan (2018) e Bazan et al. (2017)
introduziram vdrias novas classes de distribui¢des, assumindo que a fda da linha de base G(-)
pertence a familia simétrica de distribui¢des. Por exemplo, algumas distribui¢des que pertencem
a esta familia sdo: Normal, Cauchy, ¢#-Student e Exponencial Dupla (Laplace), entre muitas
outras. Maiores detalhes sobre as distribuicdes simétricas podem ser encontradas em Fang, Kotz
e Ng (1990).

Para evitar confusdo na notagdo, neste trabalho denominaremos as distribuicdes de
poténcia com distribui¢do de base simétrica como simplesmente distribuicao poténcia (P) e
as correspondentes distribui¢des reversa de poténcia com distribuicao de base simétrica como
distribuicdo reversa de poténcia (RP). Os nomes e as notagdes das distribui¢des utilizadas neste

trabalho sdo apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Algumas distribuicdes de linha de base, poténcia e reversa de poténcia

Tipo Nome da distribuicdo Notagao
Logistica L
Normal N
Linha de base Laplace LAPLACE
t-Student T
Cauchy C
Poténcia Logistica PL
Poténcia Normal PN
Poténcia Poténcia Laplace PLAPLACE
Poténcia t-Student PT
Poténcia Cauchy PC
Reversa de poténcia Logistica RPL
Reversa de poténcia Normal =~ RPN
Reversa de poténcia Reversa de poténcia Laplace =~ RPLAPLACE
Reversa de poténcia t-Student RPT
Reversa de poténcia Cauchy  RPC
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A. Distribuicao poténcia com parametros de locacao e escala

A partir da Defini¢do 3, considerando G(-) uma fung¢@o de distribui¢cdo que pertence a
uma familia de distribui¢do simétrica com suporte na reta, pode ser obtida uma ampla classe de
distribui¢des. A Tabela 2 mostra a forma de fun¢do de distribuicdo acumulada e sua respectiva
funcdo de densidade de probabilidade de algumas distribui¢des de poténcia, cada uma delas com

pardmetros de locacéo, escala e forma dados por 4 € R, 6 > 0e A > 0, respetivamente.

Tabela 2 — fda e fdp de distribui¢des de poténcia com pardmetros de locacdo e escala

Distribuicdo  fda de distribuigdo de poténcia Fp(x | u,0,4) fdp de distribuicdo de poténcia fp(x | i, 0,4)

AN A =\ 1 x—p)?

gt Mo =R\ L pd L[ 2H
PN () q’( o ) me"p{ z< o
1

] ot

1

>

PL

o1 oA o1, L
paace |5 gsmie (1o ()} | |5 gsmte (1o ()|

r A vt A-1 (%)

I - AT 11, - WARVINS:
i ERea I TR R S e [1he 63 |15 (%)

-1

1 e 1 A1 —p) 1! —p)\

PC _ﬂarctan(o)ﬁ—z} M[ﬂarctan(g)%—z} 1-|—<G )

Na Tabela 2, ®(-) denota uma fungdo de distribui¢do acumulada de uma distribui¢do Normal
padréo, I'(-) uma fungdo gama definido como I' (#) = [;”x'~le™"dx, em que v > 0 sdo os graus
de liberdade da distribuicio t-Student, m(z) = v/(v +2?), I,(a,b) = B(x;a,b) /B(a,b) é a fungio
beta regularizada incompleta, B(x;a,b) e B(a,b) sio as fun¢des beta incompletas e completas, res-
pectivamente, definidas como B (a,b) = fol 1Y (1—1)""'dr e B(z;a,b) = Jgr (- )P dr

e y(s,x) = [Yt'"le~'dt é a funcdo gama (inferior) incompleta.
Y 0

B. Distribuicao reversa de poténcia com parametros de locacao e escala

Utilizando a Definicdo 4 e segundo o Resultado 2 quando G(-) é uma distribui¢do

simétrica pode ser verificado que a fda de uma distribuicao de reversa de poténcia é dada por

Frp(x\/,t,c,?t)zl—G(— (x;“))l:u{l—G(%)}l, X€R,

e sua funcao de densidade de probabilidade (fdp), obtido pela derivacdo de F,,, é dada por:

A-1
frp(x|;u767)'>:§{G(_x;‘u>} g(_x;l"’), xeR (2.12)
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Na Tabela 3, € apresentada algumas func¢des de distribuicdo acumulada e sua respetiva fungdo de
densidade de probabilidade das distribui¢des reversa de poténcia com parametros de locacdo e

escala.

Tabela 3 — fda e fdp das distribui¢des reversa de poténcia com pardmetros de locacdo e escala

Distribuicdo ~ fda de distribuicio reversa de poténcia Frp(x | 4, 0,4) fdp de distribuicdo reversa de poténcia frp(x| t,0,1)

bt ol 3]

RPLAPLACE 1- %—%sign (x—H) {1 —eXp (‘Xouml1 ;

RPL 1-

() (;&)Hl o%?z?') 539 [

r A
1 . 1 A
RPC 1 — | —arctan (—%) +} —
K on

Considerando que a funcdo de linha de base (G(-)) pertence 4 familia de distribui¢des simétricas

temos os seguintes resultados:

Resultado 3. F,,(-) satisfaz a propriedade de reversibilidade definido por Bazén et al. (2017),
desde que

Fop(x|p,0,A)+F,(—x|pn,0,A)=1

em que Fy(-) e F,p(-) € a fda da distribui¢do poténcia e reversa de poténcia respetivamente.

Demonstragdo. Pela Defini¢ao 3 e Defini¢cao 4, respetivamente temos que:

)]l e Fp(x|moA)=1- [G (—x;“>r,

somando ambas as equagdes e desde que G(+) pertence a familia de distribui¢do simétrica, segue

Fr(oxlno) = (-

que:

Frp (x| 1t,0,A) + Fy (—x | t,0,A) = 1 [G (_X;“>r+ [G (—x_’“‘)r.

Logo,
Frp(X|‘Ll,G,),)+FP(—X | ‘U,G,A) =1

[]

Resultado 4. Para todo A # 1 as fungdes de distribui¢do poténcia e reversa de poténcia ndo sao

simétricas, isto €, f,(x | 1, 0,4) # fp(—x |1, 0,4) € frp(x | p,0,4) # frp(—x| 1,0,4).
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Demonstracdo. Na Equacdo 2.10, a funcdo de densidade de probabilidade poténcia é dada por:

el = Lo (“N (1),

Logo, se esta func¢ao € avaliada no ponto —x, temos que:

i tmo =2 Lo (N () £ inon

(0 (0

Da mesma forma, para a func¢do de densidade de probabilidade reversa de poténcia temos que

poinan= (o)) ()

se avaliarmos esta fun¢do no ponto —x, tem-se que:

frP(_x“l:le):%{G(x ‘u)} g(_tT‘u) %frp(xhuacvl)‘

o

Quando G(-) é considerado a partir de uma distribui¢do simétrica, tem-se que G(z) # G(—z), logo
pode-se concluir que ambas as distribui¢cdes poténcia e reversa de poténcia nao sao simétricas

em torno de zero. L]

Para A = 1, temos que Fy(x | ,02) = F,(x | 4,0,A) =G (%) Assim, G (’%) é um caso
particular de ambas 4s distribui¢des.

A partir da Definicdo 3 e Definicao 4, é possivel expressar as distribui¢cdes poténcia e
reversa de poténcia em sua forma padronizada fazendo 4 = 0 e ¢ = 1. Neste trabalho assumimos
que G(-) pertence a familia de distribui¢do simétrica em sua forma padronizada como por
exemplo Normal, Logistica, Cauchy, 7-Student, Exponencial Dupla (Laplace).

Dentro desta familia de distribuigdes pode se expressar Fy,(z) = 1 —[1 = G(z)]* =1 —[1 —
F p(—Z)]A~
Assim, temos a distribui¢do de poténcia padrdo (PS) e distribuicdo de reversa de poténcia padrao
(RPS) com distribui¢do de base simétrica apresentados por Lemonte e Bazdn (2018) e Bazan et
al. (2017).

A funcdo de densidade de probabilidade (fdp) correspondente as distribui¢cdes PS e RPS

sdo, respetivamente, da forma
£r(2) =2G(2)* 'g(2) efip(z) =AG(—2)*'g(z), z€R.

C. Distribuicao poténcia padrao

Na Defini¢do 3, a distribui¢@o de poténcia padrao ocorre quando 4t =0e o =1, e sua
funcdo de distribuigo acumulada é dada por F),(z) = G(z)*, para z € R, em que G(-) é referida
como a funcao de distribuicao acumulada da linha de base em sua forma padronizada.
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As fungdes de distribui¢cdes acumuladas de distribuicdo simétrica de poténcia padrdo e sua
respectiva fun¢do de densidade de probabilidade consideradas neste trabalho, sdo mostradas na
Tabela 4.

Tabela 4 — fda e fdp de distribui¢des de poténcia padriao

Distribuigio  fda de distribuicdo de poténcia padrdo Fp(z) fdp distribuicdo de poténcia padrio fp(z)

PN @ ()" /l[dJ(z)]ll\/lz»nexp{—;ZQ}
pL 1 r /l[ 1 AU exp(—2)
:l-l-exp(—z) ) 1 +exp(—2) (l+exp(—z)2:
PLAPLACE ;—I-;sign(z){l—exp(—d)}} /1[;—l—;sign(z){l—exp(—\z)}} ;exp(—zD
o 2 AT(EN 11 B Ll ST I
PT _E—I—Esign(z) =1y (;,é)]} \/\%;(;) {2+zsign(z) =1y (E,é)ﬂ {1+v4
PC L ()+1r AL et ()Jrlrl[wz]_1
_ﬂarcanz ) | zarctan(@) 4+ z

D. Distribuicao reversa de poténcia padrao

As distribui¢des reversa de poténcia padrao com distribuicao de linha base simétrica
G(+), podem ser introduzidas a partir da Defini¢do 4 e apenas considerando t =0e ¢ = 1. Na
Tabela 5 sdo mostradas algumas fungdes de distribuicdo acumulada e sua respetiva funcdo de

densidade de probabilidade da distribui¢do reversa de poténcia padrao.

Tabela 5 — fda e fdp de distribui¢des reversa de poténcia padrao

Distribuicio  fda de distribuicio reversa poténcia padrdo Fgp(z) fdp de distribuigio reversa poténcia padrdo fzp(z)

RPN =@ () l[@(—z)]l_l\/lﬁexp{—;zz}

Rk I exp(—z)
RFL 1_:1+exp(z)} ) A{Hexp(z)} (l+exp(—z))2_
RPLAPLACE 1- ;—;sign(z){l—exp(—z)}} /lE—;sign(z){l—exp(—|z|)}} ;exp(—\z\)

ol ’ AD(S) 111 ETERECY
RPT 1—_2—281gn(z){I—Im(z)(;,m} \/Faz(rz(;)) {2_251@1(2)[l—lm@(;?;)]} {1+sz}
RPC 1—_l t (—)Jrl}A A1 t (—)+1rl[1+2}1

_ﬂarcan Z 2 ﬂarcan Z ) Z

Observacdo 1. Pode ser verificado para z € R que F,(—z) = G(—2)* e Fy(—2) = 1 — G(—2)*.
Logo, F,(£z) + Frp(Fz) = 1. Também, Fj,(—z) # 1 — F,(2) e Frp(—2) # 1 — Fp(2).

Portanto, da Observagio 1, temos que F),(z) e F,,(z) ndo sdo ponto-simétricos se Z tem uma

distribui¢do de poténcia. Entdo, —Z tem uma distribui¢do reversa de poténcia.
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Observacao 2. As distribui¢des poténcia sao inclinadas para a direita (assimetria positiva) se
A > 1 e a esquerda (assimetria negativa) se 0 < A < 1. E as distribui¢des reversa de poténcia
sdo inclinadas para a esquerda (assimetria negativa) se A > 1 e a direita (assimetria positiva) se
0<A<l.

Observacio 3. Observe também que f,,(z) e f;,(z) sdo fungdes de densidade de probabilidade

A—1

(fdp) ponderados com fun¢des de peso w,(z) = A G(z A-le wrp(z2) = A G(—z , respectiva-
P) P ¢ P p p p

mente, dado por:
wj(z) :
fi@) = =2 8(2), = pirp.
7 Ewi(2)]
Para os propositos deste trabalho serdo consideradas apenas as distribuicdes poténcia e reversa
de poténcia na sua forma padronizada. Nas Figuras 1 a 4 mostramos a curva das funcdes de
densidade de probabilidade (fdp) para algumas distribuicdes poténcia e reversa de poténcia com

diferentes valores de A.

(a) Poténcia Normal (b) Reversa de poténcia Normal
07 4 -~ x=03 0.7 -- A=03
06 - — A=10 0.6 — — A=10
.= Az=4.0 A - A=40
A=8.0 1 A=8.0

densidade
o o o
w > o
| | |
densidade
o o o
w IS )]
| | |

o
)
|

0.2 —

o
[
|

Figura 1 — fdp poténcia e reversa de poténcia Normal padrao

A importancia das distribui¢des poténcia e reversa de poténcia estd principalmente em
que o pardmetro adicional A introduz o grau de assimetria. Portanto, podemos ter um alto grau
de assimetria (positivo, bem como negativo) para as distribui¢des poténcia e reversa de poténcia,
dependendo dos valores do pardmetro de forma adicional A. Assim, as fungdes de ligacdo
assimétricas construidas a partir das distribuicdes poténcia e reversa de poténcia podem ser muito

assimétricas. Em particular, quando A = 1 tem-se a simetria.



32 Capitulo 2. Preliminares
(a) Poténcia Logistica (b) Reversa de poténcia Logistica
0359 -- x=03 0.35 -- A=03
A=0.6 N V' S0 A=06
030 4 — A=10 i I 0.30 A — A=10
“=- A=40 R R S=- A=40
A=8.0 . A=8.0
0.25 0.25
Q ()
H K
2 0.20 ©0.20
5] 3
o ©
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 — 0.05
0.00 — 0.00 —
T T T
-5 0 5 -5 [0] 5
z z
Figura 2 — fdp poténcia e reversa de poténcia Logistica padrao
(a) Poténcia Laplace (b) Reversa de poténcia Laplace
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Figura 3 — fdp Poténcia e reversa de poténcia Laplace padrao
(a) Poténcia t-Student (b) Reversa de poténcia #-Student
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Figura 4 — fdp Poténcia e reversa de poténcia ¢-Student padrdo com 5 graus de liberdade
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CAPITULO

REGRESSAO BINARIA COM LIGACAO
POTENCIA E REVERSA DE POTENCIA

Este capitulo tem por objetivo mostrar a modelagem de dados bindrios usando func¢des
de ligagdes comuns (logito, probito, cauchito, clog-log e Log-log) e usando as fun¢des de
ligacdo poténcia e reversa de poténcia simétricas, como também a interpretagdo do parametro de

assimetria e o coeficiente de assimetria dos modelos propostos por meio de medidas e graficos.

3.1 Regressao Binaria

s modelos de regressao bindria sdo aqueles em que a variavel de interesse, habitualmente
(0] delos d b 1 1 de int habitual t
i variav , umi 1S v

denominada variavel resposta, pode assumir somente dois valores denotados geralmente por 1
para a ocorréncia do evento de interesse ("sucesso") e 0 para a ocorréncia do evento complementar
("fracasso").

variav 4 u 1 u variaveis, qu inuas,
A variavel resposta esta comumente associada a outras variaveis e podem ser continuas

i u iz . i u ili u xpli

discretas ou categorizadas. Consideramos que a probabilidade de sucesso possa ser explicada

por estas outras varidveis, denominadas varidveis explicativas ou covaridveis.

SejaY = (Y1,...,Y,) " um vetor n x 1 de varidveis aleatrias respostas independentes,
xi = (xi1,. .. ,x,],,)T um vetor p X 1 de covaridveis associadaa¥;, e B = (fi,... ,Bp)T um vetor
p x 1 de coeficientes de regressao associados as varidveis aleatérias explicativas (covaridveis) e
seja Pr(Y; = 1) = p; a probabilidade do sucesso e Pr(¥; = 0) = 1 — y; a probabilidade do fracasso,
parai=1,...,n. No modelo de regressdo bindria, Y; tem distribui¢io Bernoulli com parametro
Ui, isto €:

Y; ~Bernoulli(;), i=1,...,n
—1
ni=F" ()
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em que 1; = x;' B = Bixi1 + ... + Bpxip é 0 i-ésimo preditor linear e F(-) denota a fungio de
distribui¢do acumulada (fda).

No ambito de modelos lineares Generalizados (MLG) (maiores detalhes em McCullagh e Nelder,
1989), F~! é chamada de funcdo de ligacdo. Esta funcdo lineariza a relagio entre a média da
variavel resposta e as covaridveis.

A fungio de ligagio F~!(-) é simétrica quando F(-) é uma fda de uma distribuicio simétrica em
torno do zero com u; = 0.5. Por exemplo, as fun¢des de ligacao Logito, Probito, Cauchy. Por
outro lado, quando F(-) é a fda de uma distribuicdo que ndo é simétrica, obtemos as fungdes de

ligacdo assimétricas por exemplo Clog-log, Log-log. Especificamente, na regressdo logistica,

wi=F(xB)= (—) 7

temos que:

l-l-e"iT

em que F(-) é a fungo de distribuicio acumulada (fda) da distribui¢iio Logistica padrio e F~!
¢ chamada de fung¢do de ligac@o logito. E, quando F(-) corresponde a funcéo de distribuicdo
acumulada da distribuicdo Normal padrio, i.é, F(1n;) = @ (1;), temos a regresséo probito e neste
caso, F~! é chamada de funcio de ligacdo probito.

As fungdes de ligagdo comuns consideradas como parte de modelos lineares generalizados

(MLG) sdo mostradas na Tabela 6 e as suas curvas de probabilidade na Figura 5.

Tabela 6 — LigacGes comuns na regressao bindria

Ligagio 1, wi=F(ni) =F(x/B)
Logito  log <1 ﬁiﬂi) 1 ixgx(pn(i; 5

Probito &~ (y;) @ (1)

Cauchito F! (1) % + —arctajil(n,-)
Clog-log log(—log(1—p;)) 1—exp{—(n)}
Log-log  log(log(t)) exp{exp (1:)}

Pode se observar que para qualquer valor de 0 < g; < 1, a funcio de ligacio F~!(-) faz
com que o preditor linear assuma valores na reta (R). Por outro lado, quando o valor do preditor
linear 7n); € avaliada em L;, os valores deste, tem coeréncia com os valores de probabilidade que

estdo dentro do intervalo O e 1.

A partir da Figura 5 observa-se que a curva € simétricaem tornode 4 =0.5en =0
para as funcdes de ligacao Probito, Logito e Cauchito; no entanto para as ligacdes Clog-log e
Log-log sdo assimétricas em torno de 7 = 0. Algumas destas ligacdes sdo estudadas em Mayoral
e Socuéllamos (2001) e Paula (2004).
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Figura 5 — Liga¢des comuns na regressao bindria.

3.2 Regressao binaria com funcao de ligacao poténcia e

reversa de poténcia

Para os modelos de regressdo bindria dada na Equagdo 3.1, F(-) é uma fungdo de
distribuicao acumulada (fda) de uma varidvel aleatdria e sua inversa, F' -1 (+), é chamada de
funcdo de ligacdo. Nesse sentido, para os modelos de regressao bindria com fungdo de ligacao
poténcia, € utilizada a fun¢do de distribui¢cdo acumulada de uma distribuicao poténcia que foi
apresentado na Definicdo 3 na sua forma padronizada, por conseguinte para um modelo de
regressdo bindria:

Y; ~ Bernoulli(y;), i=1,...,n,

tem-se a primeira classe de fun¢do de ligagdo assimétrica com F(-) em Equacdo 3.1 dada por:

w=F,m)=6m)" i=1,...n (3.2)

Por outro lado, para os modelos de regressao bindria com funcao de ligagdo reversa de poténcia,
¢ utilizada a funcao de distribuicao acumulada de uma distribuicao reversa de poténcia que foi
apresentada na Definicdo 4 na sua forma padronizada. Consequentemente, temos a segunda

classe de ligacdes assimétricas com F(-) em Equagdo 3.1 dada por

wi=Fp(n) =1-G(=n)*, i=1,...,n. (3.3)
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Em ambos os modelos apresentados nas Equacdes 3.2 e 3.3, o parAmetro adicional A > 0
caracteriza a assimetria das fungdes de ligacdo associado ao modelo. Em particular, quando

A = 1 ambos modelos sdo equivalente. Além disso, a func¢do de ligacdo torna-se simétrica.

Observe que nestes modelos pode ser usada uma ampla classe de funcdes de ligacao
que incluem liga¢des simétricas (A = 1) e assimétricas (A # 1) como casos particulares. Estes
modelos, também incluem ligacdes simétricas comumente usadas como a Probito, Logito com
base nas distribuicdes normal e logistica padrdo respectivamente (ver, por exemplo Albert e Chib,
1993) assim como as ligagdes assimétricas introduzidas em Bazan, Romeo e Rodrigues (2014).
Além disso, as novas funcdes de ligacao sdo muito simples, o que as torna alternativas interes-
santes as fungdes de ligacdo usuais considerados em aplicagdes praticas.

Neste trabalho sdo considerados os modelos Normal, Logistica, Laplace, t-Student e Cauchy,
como distribuicao de base cada um deles com suas respetivas fungdes de ligaciao poténcia e

reversa de poténcia como mostrado na Tabela 7.

Tabela 7 — Modelos assimétricos para regressao bindria usando ligacio de poténcia e reversa de poténcia

Modelo Notagdo u n

Poténcia Normal PN @ (n)]* P! (u'/l>

Reversa de poténcia Normal ~ RPN 1-[® (—n)])L —p! ((1 - u)l/’l>
Poténcia Logistica PL [m} g —log (u‘l/l - 1)
Reversa de poténcia Logistica RPL 1— [ﬁp(n)} g log ((1 — 'u)*l/l — 1>
Poténcia Laplace PLAPLACE [% + Jsign(n { 1—e Il H G,~! <u1/l>

Reversa de poténcia Laplace =~ RPLAPLACE 11— [— — 1sign(n) {1 —e ‘”‘H -G, ((1 —u)l/’l>
Poténcia t-Student PT [5+ 3sign(n) [1— Ly ) (5, )H Gy! <N1M>

Reversa de poténcia t-Student RPT 1— [ — gsign(n) [1= Ly (3, %)H)L -Gy ! ((1 - ,,L)l/l>
Poténcia Cauchy PC [Larctan (1) + 1] A tan [(,,11/7L - %) n’}
Reversa de poténcia Cauchy ~ RPC 1—[Larctan(—n)+ %] * —tan [((1 — ) — %) 71:]

Na Tabela 7, @~ ! (-) é a inversa da fda de uma distribuigio Normal padrio, G; ! (-) é a inversa

da fda de uma distribuicdo Laplace e G, () é ainversa da fda de uma distribui¢do t-Student.

Observacao 4. Alguns modelos com ligagc@o poténcia e reversa de poténcia podem ter quantida-
des desconhecidas adicionais (por exemplo os graus de liberdade v nas distribui¢des poténcia
e reversa de poténcia t-Student). Estas quantidades suplementares podem ser consideradas co-
nhecidas ou fixas. Por outro lado, na pratica devemos escolher valores apropriados para essas
quantidades. Um procedimento utilizado é o método condicional para estimar os pardmetros do
modelo B e A, (maiores detalhes pode ser revisado em Taylor, Siqueira e Weiss (1996)). Uma
outra forma € especificar uma distribui¢do a priori adequada (abordagem ndo condicional) por

exemplo como sugerido por Ding (2014).
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As formas das curvas de resposta considerando ligagcao poténcia (P) e reversa de poténcia (RP),
sdo apresentadas nas Figuras 6 a 10 para diferentes valores do parametro de assimetria, i.€.,
A =(0.3,0.6,1.0,4.0,8.0)".

(a) Poténcia Normal (b) Reversa de poténcia Normal
.09 -- x=03 P - 1.0 =
c A=06 s,
— A=10 A
.=+ A=40 ’ R

A=8.0 ,

0.6 0.6

0.2 1 0.2

0.0 — 0.0

Figura 6 — Curva de resposta com ligagdo poténcia e reversa de poténcia Normal

(a) Poténcia Logistica (b) Reversa de poténcia Logistica
1.0 4 - - x=03 B 1.0
- A=06 Ry
— A=10 RNy AR
08 4 =" A=40 , _/' 0.8

0.6 —

0.4

0.4 —

0.2 0.2 —

0.0 0.0

Figura 7 — Curva de resposta com ligacdo poténcia e reversa de poté€ncia Logistica

A partir dessas figuras podemos considerar duas observagdes importantes:

Observacao 5. Quando A = 1, a probabilidade ; aproxima-se de zero a mesma taxa em que se

aproxima de um. Neste caso, a funcao de ligacdo € simétrica em torno de np = 0.

Observacao 6. Para as distribuigdes poténcia, quando 0 < A < 1, a probabilidade 1; aproxima-se
de 1 a um ritmo mais rapido do que se aproxima de zero, e quando A > 1, a probabilidade 1; se
aproxima de zero a um ritmo mais rapido do que se aproxima de 1.

Por outro lado, para a distribui¢do reversa de poténcia quando A > 1, a probabilidade u; se
aproxima de um a um ritmo mais rapido do que se aproxima de zero, e quando 0 < A < 1, a

probabilidade u; se aproxima de zero a um ritmo mais rdpido do que se aproxima de 1.
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(a) Poténcia Laplace (b) Reversa de poténcia Laplace
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0.8 . . 0.8
A=8.0 0 !

0.6 — 0.6
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Figura 8 — Curva de resposta com ligacdo poténcia e reversa de poténcia Laplace

(a) Poténcia t-Student (b) Reversa de poténcia t-Student
10 4 - x=03 - S 1.0
o A=06 R
— A=10 e
08 - " A=40 YA 08 - -

A=8.0 v

0.6 — 0.6 —

0.2 0.2 -

0.0 0.0

Figura 9 — Curva de resposta com ligagdo poténcia e reversa de poténcia t-Student v =15 g.l.

Portanto, para um conjunto de dados de resposta bindria, se o0 modelo verdadeiro corres-
ponder a uma ligac@o assimétrica, entdo o uso de uma ligagc@o simétrica serd subaproveitado ou
sobrecarregado (LEMONTE; BAZAN, 2018). Em suma, o pardmetro adicional A pode produzir
um grau considerdvel de assimetria para as ligacdes, uma vez que controla o comportamento das

ligacdes.

3.2.1 Interpretacao do parametro de assimetria

Como foi mostrado no trabalho de Anyosa (2017), considerando as Equacdes 3.2 e
3.3, pode ser notado que ambas as distribui¢des poténcia e reversa de poténcia sao distintas,
embora estreitamente relacionadas uma vez que, para um valor do pardmetro de assimetria A
fixo, um delas € o reflexo do espelho da outra. Por exemplo, nas Figuras 11, 12 e 13 mostra-se
um caso particular considerado a distribui¢cdo poténcia e reversa de poténcia Normal, sendo

ambas distribui¢des equivalentes quando A = 1 (fungdo de liga¢@o probito, ver Figura 12).
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Note que, para A > 1 a distribui¢io poténcia Normal tem cauda mais longa a direita. Portanto, ela
¢ assimétrica positiva ou a direita e reversa de poténcia Normal tem cauda mais longa a esquerda

como ¢ visto na Figura 13, e quando 0 < A < 1, a distribui¢do poténcia Normal é assimétrica a
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T -- A=03

A=0.6 Pid

A=1.0 PR

-=- A=40 ¢
A=80 S

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

(b) Reversa de poténcia Cauchy
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Figura 10 — Curva de resposta com ligagcdo poténcia e reversa de poténcia Cauchy.

esquerda e reversa de poténcia Normal a direita como € mostrada na Figura 11.

Neste sentido, a mudanga de A em todos os casos influencia na assimetria das fun¢des de ligagao

poténcia e reversa de poténcia, implicando que influencia também na varia¢do da probabilidade

de sucesso U;.
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Figura 11 — fdp da distribuicéo poténcia e reversa de poténcia Normal para 0 < A < 1.

3.2.2 Assimetria da distribuicao poténcia e reversa de poténcia

(ou assimetria) que apresenta uma distribui¢cdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria sem
ter que fazer sua representacdo grafica. Se uma distribui¢do é simétrica, hd o mesmo nimero de

valores a direita do que a esquerda da mediana, portanto, o mesmo nimero de desvios com sinal

As medidas de assimetria sdo indicadores que permitem estabelecer o grau de simetria
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(a) Poténcia Normal (b) Reversa de poténcia Normal
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Figura 12 — fdp da distribui¢do poténcia e reversa de poténcia Normal para A = 1.
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Figura 13 — fdp da distribui¢@o poténcia e reversa de poténcia Normal para A > 1.

positivo do que o sinal negativo. Dizemos que ha assimetria negativa (ou esquerda) se a "cauda"
para a esquerda da mediana for maior do que a direita, ou seja, se houver valores mais separados
da mediana para a direita. Dizemos que ha assimetria positiva (ou direita) se a "cauda" a direita
da mediana for maior do que a esquerda, ou seja, se houver valores mais separados da mediana
para a esquerda; maiores detalhes podem ser encontradas em Doane e Seward (2011).

Nosso interesse nesta se¢ao € estudar as medidas de assimetria produzidos pelos diferentes
valores do pardmetro A nas distribui¢des poténcia e reversa de poténcia, embora existem varias

medidas de assimetria, alguns delas podem ser encontradas em MacGillivray (1986).

Baseado no trabalho de Anyosa (2017), nés utilizamos as medidas de assimetria sugerido

por Hinkley (1975), que tem a seguinte forma:

(Q1-u—Qos) — (Qo.s — Ou) : (3.4)
(Ql—u - Qu)

em que Qy € o u-ésimo quantil e 0 < u < 1. Quando u = 0.25 na Equac@o 3.4 corresponde




3.2. Regressdo bindria com fungdo de ligacdo poténcia e reversa de poténcia 41

a assimetria quartil também conhecido como o coeficiente de Bowley e quando u = 0.125
corresponde a assimetria octil. Neste trabalho estudaremos o coeficiente de assimetria octil que
foi apresentado em Moors et al. (1996) e Brys, Hubert e Struyf (2003) definido por:

(07— 04) — (04— 0n)

Ap = 3.5
o 07_01 ) ( )
em que O; € o octil i definido por:
P(X<O,-)§é, P(X>0,-)§1—é, i=1,..,7.

Para uma funcdo de distribuicdo de probabilidade, a Equacdo 3.5 pode ser escrita como:

Ap— (o875 — Qo) — (Qos — Oo.125) (3.6)

0Q0.875 — Qo.125

Considerando 1 como a probabilidade a ser avaliada no quantil e uma fda F(-) de uma distribui-

¢do de interesse temos que:

U=F(q) =0Qu=F"(u). (3.7)

Dessa forma, para uma funcao de distribui¢do poténcia, o quantil é dada por:

LW=F,(9)=G(g)* =pui=G(q)

» W (3.8)
e (w) .
E, para uma distribui¢do reversa de poténcia, o quantil é dada por:
A 1
H=Fp)=1-G(-9* =(1-wi=G(~q) o

=0 =-G"! ((1 —uﬁ) :

Resultado 5. A partir das Equagdes 3.8 e 3.9 € possivel estabelecer que:
QﬁP = _Qllof,u'

Demonstragdo. Na Equacgdo 3.8 o quantil para uma distribui¢do de poténcia para uma probabili-
dade (1 — u) é dada por:

fou =G~! <(1 —‘LL)%> .
Substituindo na Equagdo 3.9 o quantil para uma distribui¢ao reversa de poténcia para uma

probabilidade u, obtemos:
QﬁP = _Qlli u-
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Assim, na Equacido 3.6 o coeficiente de assimetria octil para uma distribui¢ao poténcia, tem a

seguinte forma:

Ag — (Q(I)).875 B ng) B (Qgs B 0(1)).125) ] (310)

P P
Q0.875 — Lo.125

E, para uma distribuicao reversa de poténcia o coeficiente de assimetria octil tem a forma:

ARP — (Q8's7s — O65) — (O — 0125). (3.11)

QO 875 QO 125

Considerando o Resultado 5 € possivel estabelecer a seguinte relagdo entre os coeficientes de

assimetria octil das distribuicdes poténcia e reversa de poténcia:

ARP — AL (3.12)
A Tabela 8 mostra a forma dos quantis para as distribuicdes poténcia e reversa de poténcia e

a Tabela 9 mostra os seus respetivos valores do coeficiente de assimetria octil Ap para cada

distribui¢do poténcia e reversa de poténcia que foram apresentadas na Tabela 7.

Tabela 8 — Quantis para distribui¢des poténcia e reversa de poténcia

Distribuicio  QF oRP

Nomal OFN =1 (,UIM> opN = —o~! ((1—14)1//1)
Leisica O = log ({41777 Zf/l) 0, = —log (%)

Laplace QPLAPLACE _ FLaII)lace ( u! /QL) QPLAPLACE _ FLaIIﬂace ((1 _ u)l/)t>
T-Student 0" = ke Student (:ul/l> o = Ft_Student ((1 - “)1M)

Cauchy 0FC = tan (n (HWL - 0.5)) ORPC — _tan (n <(1 —u)V/A —0.5))

Pode-se observar que para A > 0 a varia¢do do coeficiente de assimetria octil ¢ —1 <
Ao < 1. Em particular, quando A = 1 entdo Ap = 0, uma vez que as distribui¢cdes de base sao

simétricas.

Nas Figuras 14 a 18 sao apresentados os graficos dos valores de Ap em fungio de A para

cada uma das distribuicdes poténcia e reversa de poténcia simétrica.
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Tabela 9 — Valores do coeficiente de assimetria octil para para distribui¢cdes poténcia e reversa de poténcia

Coeficiente de assimetria octil AO

Distribuicao

0<A<l1 A>1 min max
PN 0.1224,0) [0,0.1695) —0.1224 0.1695
RPN 0,0.1224) 0.1695,0) —0.1695 0.1224

- [
[ -
PL [—0.4248,0)  [0,0.1997)  —0.4248 0.1997
RPL [0,0.4248)  [~0.1997,0) —0.1997 0.4248
PLAPLACE  [-0.4248,0) [0,0.2747)  —0.4248 0.2747
[ -
- [
[ -
- [
[ -

RPLAPLACE [0,0.42438) 0.2747,0) —0.2747 0.4248
PT,v=35 1.0,0) 0,0.3265) —1.000  0.3265
RPT,v=35 0,1.0) 0.3265,0) —0.3265 1.0000
PC 1.0,0) 0,0.7255) —1.000  0.7255
RPC 0,1.0) 0.7255,0) —0.7255 1.0000
'\.\ _,.,—'—'—'_'_'_'_'_'_‘_'_
€ 8 o<l
? Gistrbico
— PN
=== RPN
I I I I
0 5 10 15

Figura 14 — Assimetria octil nas distribui¢des poténcia Normal e reversa de poténcia Normal.
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Figura 16 — Assimetria octil nas distribuicdes poténcia e reversa de poténcia Laplace
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Figura 15 — Assimetria octil nas distribui¢des poténcia e reversa de poténcia Logistica
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Figura 17 — Assimetria octil nas distribui¢des poténcia e reversa de poténcia z-Student.

Os graficos mostram diferentes valores do coeficiente de assimetria octil em cada uma
das distribuicdes. Pode-se observar, em todos os grificos, que uma distribui¢cao potencia € o

reflexo do espelho de uma distribuicdo reversa de poténcia; por outro lado quando A =1 o
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Figura 18 — Assimetria octil nas distribui¢des poténcia e reversa de poténcia Cauchy.
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coeficiente de assimetria octil A, € igual a 0, isto significa que, nesse caso, ambas as distribuicdes

(P e RP) sdo simétricas e equivalentes.

3.2.3 Relacao entre proporcao de sucesso e parametro de assimetria

Para ver a influencia do pardmetro A na varia¢do de proporcéo de uns, aqui consideramos
algumas fun¢des de ligacao propostas, como ilustracdo usamos as ligacdes potencia e reversa de
potencia Logistica, Normal, Laplace e Cauchy. Esta influencia é analisada por meio de gréficos.
Nas primeiras figuras 19 a 22 apresentamos a relagio entre { (proporc¢do de sucessos) e A
nas distribuicdes poténcia e reversa de poténcia para diferentes valores fixos do preditor linear
n=-2,-1,0,1,2).

Nessas Figuras pode ser visto que que as curvas para todas as distribuicdes potencia sdo decres-
centes, indicando que conforme A aumenta, menor é a proporgio de uns (sucesso) para todos os
valores do preditor linear, em contraste observamos que as distribui¢cdes reversa de potencia apre-
sentam curvas crescentes conforme aumenta o valor de A, indicando que conforme A aumenta,
maior € a proporcao de uns (sucesso) para todos os valores do preditor linear. Consequentemente

A influencia na propor¢@o de sucessos em forma distinta em ambas as distribuicdes (P e RP).

(a) Poténcia Logistica (b) Reversa de poténcia Logistica
Lo} Lo}
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02

0.z
|
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i
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Figura 19 — Relagdo entre u (propor¢do de sucessos) e A para diferentes valores do preditor linear em
poténcia e reversa de poténcia logistica
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(a) Poténcia Normal (b) Reversa de poténcia Normal
2 4 =2 4 —_——— e T ———— e — — e . e
T T e - T P
"\_ _________ J/ _tt ,,/’
@y -"\ r,—,_,‘?:-,-: @ ; f! '/'
o \ A i n J =1 Y 4
‘\ . o > i [ 7 LT
- ‘\ ~. i _ :1 i - ;" ,'/ ’_,,.-
SN - =0 | e 0 S e R
ES ! \. T R A i f/ - i |
Y T | == 2 | i e B
< | % " L [ : - ¢ - | -1
o ' \‘ e . o ‘/ e le—- Q!
‘I \\ --.'- , 1" : - L i
[ b RN 5 - | —= Z ]
o | 1 ~ o~ | ! e [ I i
< ‘\ . = ! ’,a
~ e, i _,__————'—-_'__'___—-—'_-
o e e —_—
= | ~— e o | "’_’_‘___,——-‘""
(] o
I T T T T T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

s .
Figura 20 — Rela¢@o entre p (propor¢do de sucessos) e A para diferentes valores do preditor linear em
ligacdo poténcia e reversa de poténcia Normal

(a) Poténcia Laplace (b) Reversa de poténcia Laplace
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Figura 21 — Relagdo entre u (proporgédo de sucessos) e A para diferentes valores do preditor linear em
poténcia e reversa de poténcia Laplace

Em resumo, a propor¢do de uns varia ndo somente em funcido de A mas também depende do
valor de 1. Assim se 1 for negativo nas distribui¢des de potencia € esperado que a curva de U e
A esteja em baixo das curvas com 1) positivo, por outro lado, um resultado inverso é observado
nas distribui¢io reversa de poténcia. Assim, baixas proporcdes de uns sdo esperadas quando 1
for mais negativo e A mais alto no caso das distribui¢des potencia e um resultado inverso nas

distribui¢des reversa de potencia.

Nas Figuras 23 e 24 apresentamos a comparag¢ao da proporcdo de uns (sucessos) em
fungdo de A para um determinado valor de 7 tanto para o caso das liga¢oes de poténcia como
para o caso das ligacdes de reversa de poténcia respectivamente.

Na Figura 23 parte b) pode ser visto que que quando 1 = 0, nos temos que U = 0.5% para

qualquer distribuic@o escolhida; em a) nos mostramos o caso quando preditor linear é negativo
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Figura 22 — Relacéo entre p (propor¢édo de sucessos) e A para diferentes valores do preditor linear em
poténcia e reversa de poténcia Cauchy

e em ¢) mostramos a relagdo entre a propor¢do e o pardmetro A quando o preditor linear e
positivo. Para um valor negativo do preditor linear a curva de relacionamento entre a propor¢ao
e A daligacdo PN € a que estd na parte inferior e a que corresponde a ligagdo PC é a que estd
na parte superior. Assim, se o preditor linear é negativo, nés esperamos um menor valor de A
para modelar proporcdes de uns menores (dados desbalanceados com poucos uns) no caso da
ligacdo PN do que nas outras liga¢des. De modo inverso, se o preditor linear € positivo a curva
de relacionamento entre a propor¢ao e A da ligagdo PN é a que estd na parte superior e a que
corresponde a ligacao PC € a que estd na parte inferior. Assim, nds esperamos um maior valor de
A para modelar propor¢des de uns maiores (dados desbalanceados com muitos uns) no caso da

ligacdo PC do que nas outras ligacdes.

Para valores negativos do preditor linear, na Figura 24 a distribuicao reversa de poténcia
Normal apresentam maior propor¢ao de uns e a distribuicao reversa de potencia Cauchy apresenta
menor propor¢do de uns do que outras distribuicdes reversa de poténcia. Para valores positivos do
preditor linear acontece o inverso, ou seja, a distribui¢do reversa de poténcia Normal apresenta
menor propor¢do de uns e a distribuicdo reversa de potencia Cauchy apresenta maior propor¢ao
de uns do que outras distribui¢des reversa de poténcia.

Nesse sentido, a mudanga de A em todos os casos, dependendo do valor do preditor e distribui¢ao

base, influencia na variacdo da probabilidade ou proporc¢do de sucessor U.
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Figura 23 — Comparagdo de propor¢do de uns nas distribuigdes poténcia para diferentes valores de 1.
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CAPITULO

ESTIMACAO

Neste Capitulo sdo desenvolvidos os procedimentos inferéncias da estimacdo Bayesiana
dos modelos propostos na Secdo 3.2, também detalhamos a especificacio da distribui¢do a priori
dos parametros no modelo proposto e a distribuicao a priori dos parametros no modelo original
como por exemplo os graus de liberdade da distribuicdo 7-Student. Além disso, € apresentada a
descri¢do do algoritmo MCMC de No-U-Turn Sampler, os critérios Bayesianos para a escolha

do melhor modelo e as medidas de avaliacao preditiva em dados desbalanceados.

4.1 Estimacao sob uma abordagem Bayesiana

Sob uma abordagem Bayesiana, assumimos que o vetor de parametros desconhecidos é
uma varidvel aleatdria que segue uma certa distribui¢cdao de probabilidade, denominada distribui-
¢do a priori. Em modo geral, o modelo Bayesiano para regressdo bindria poténcia ou reversa de

poténcia é dado por:

Yi| B,A ~Bernoulli (¢;) VYi=1,...n
ui = Fy, (M)
n=x B
(B,A) ~7m(B,2),

4.1)

em que F) (-) ¢ uma FDA de uma distribui¢do poténcia ou reversa de poténcia. Neste casso,
tem-se dois tipos de pardmetros que sdo desconhecidos, por um lado B é um vetor de pardmetros
estruturais inerentes as observacdes e ndo depende da escolha do modelo e A é um pardmetro
estrutural associado com a escolha da fun¢do de ligacdo. Neste trabalho os parametros siao
conjuntamente estimados definido como estimag¢do nao condicional e precisamos definir uma
distribuicao a priori conjunta para estes parametros. Além disso, alguns parametros existentes

proprios da distribui¢do original, como por exemplo os graus de liberdade da distribuicdao
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t-Student, sdo considerados independentes aos parAmetros do modelo (B,A). A fungdo de

verossimilhanga associada ao modelo da Equacio 4.1 € dada por:

n

LB, A |y, X) =[]IFx (m)} [1—Fy (m)]' . (4.2)

i=1
4.1.1 Distribuicao a priori

Segundo Bazan, Romeo e Rodrigues (2014) é conveniente fazer uma re-parametrizagao
para o pardmetro de forma A, definindo 8 = log (A1) de modo que & € R. Logo, especificar uma
distribuigdo a priori para B e &, desde que ambos os parimetros sdo diferentes, assumimos

independéncia entre eles. Portanto, a distribui¢io a priori conjunta é dada por:

n(B,6)=m (B)m(5). (4.3)

Como considerado em Bazan, Romeo e Rodrigues (2014) a distribuicdo a priori do vetor de

coeficientes de regressdo B, assume uma fungdo de distribui¢do Normal de tal maneira que

l3jNN<I~Lﬁj,G§j) j=1,..,p.

Como tem-se ignorancia a priori do B, os hiper-parAmetros sdo considerados vagas com valores
Hp; = Oe Géj = 10? de forma andloga ao trabalho de Anyosa (2017).

Além disso, consideramos que o parimetro 0 assume uma distribui¢ao a priori Uniforme,
U (—2,2), em que esses hiper-parAmetros foram considerados porque valores de A fora do
intervalo [e’z, ez} = [0.13,7.4] tém muito pouca probabilidade de ocorréncia (BAZAN et al.,
2017) e ndo sdo observados empiricamente, isto pode ser visto nas figuras 14 a 18 em que para
valores de A > 6 a assimetria é aproximadamente constante.

Com estas especificacdes, o modelo 4.1 tem a seguinte forma

Yi|B,0 ~Bernoulli(;) Vi=1,...,n
u; = Fs (n;)
ni=x; B (4.4)
Bi~N(0,10%), j=1,..p
§~U(-2,2),

em que F5(-) pode ser qualquer uma das FDA das distribui¢des poténcia ou reversa de poténcia.
Por outro lado, para os modelos que incluem pardmetros proprios da distribui¢io original pode-
se utilizar uma distribui¢ao a priori adequado segundo o parametro envolvido. Neste trabalho
o modelo Poténcia e Reversa de poténcia 7-Student contem os graus de liberdade (V) como
parametro adicional ao modelo, este pode ser estimado de duas formas: como no trabalho de
Lemonte e Bazan (2018) pode-se utilizar verosimilhanga perfilada com diferentes valores de

v (abordagem condicional) ou especificar uma distribuicdo a priori adequada (abordagem nao
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condicional). Ding (2014) propde especificar uma distribui¢do gama (v ~ gamma(, f3)).

Em nossa abordagem, o parametro v nas func¢des de ligacdo ¢-Student, poténcia ¢-Student e
reversa de poténcia ¢-Student € assumido conhecido porque a estimativa desse parametro extra
nao estd associada a funcao de ligacao e nao € facil de ser interpretada no modelo de regressao
binaria. Portanto para determinar o valor de v, sugerimos o uso da verosimilhanca perfilada,

conforme descrito em Lemonte e Bazdn (2018) e em nossa aplicag@o (Capitulo 6).

4.1.2 Distribuicao a posteriori

A densidade conjunta da distribuicio a posteriori dos modelos de regressao bindria com

funcdo de ligacdo poténcia ou reversa de poténcia, tema seguinte forma:

n(B,6|y,X)e<L(B,5|y,X)m(B)7(5)

& T p\1Vi TR\ 1Y 1 Bi !
o< [T[Fs (xi B)]" [1 = F5 (xi B)] HWCXP{_W} 4 (45)

i=1 j=1

_ H [Fa (xiTﬁ)}yi [1 _Fy (x;Tﬁ)] 1=y IEICXP {—2([?(.2)2) }

Entretanto, esta distribui¢do a posteriori, nao pertence a uma familia de distribui¢do conhecida
e ndo tem uma forma fechada, o que torna essa distribui¢cdo analiticamente nao tratdvel. Uma
alternativa € o uso de métodos de simulagdo para obtencdo da amostra da distribui¢do a posteriori.
Em particular, pode se utilizar os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (Markov
Chain Monte Carlo: MCMC).

Os métodos MCMC sdo um conjunto de técnicas de simulacdo estocastica para obtencao
de amostras de uma distribuicdo comumente desconhecida. Esses métodos sdo baseados na
construcdo de cadeias de Markov cuja distribuicdo de interesse € a distribuicdo invariante
(estaciondria). No contexto de inferéncia Bayesiana, a distribuicdo estaciondria € a distribui¢do a
posteriori.

Entre os algoritmos MCMC mais conhecidos estdo o algoritmo de Metropolis-Hastings, o
algoritmo de rejei¢do adaptativa e o algoritmo Amostrador de Gibbs. Mais detalhes sobre estes
algoritmos podem ser vistos em Gamerman e Lopes (2006) e Roberts e Smith (1994).

Neste trabalho, consideramos o algoritmo de No-U-Turn Sampler desenvolvido por Hoffman e
Gelman (2014), uma extensdo para o eficiente algoritmo MCMC denominado de Monte Carlo
Hamiltoniano (HMC). Este algoritmo permite que a cadeia de Markov explore a distribui¢ao
objetivo com muito mais eficiéncia do que outros métodos MCMC amplamente conhecidos como
amostragem de Metropolis Hastings e Gibbs (implementada por exemplo em JAGS), usando
dindmica hamiltoniana em vez de uma distribui¢cdo de probabilidade e fazendo a simulacao
convergir mais rapidamente para a distribui¢do alvo com baixa autocorrelagdo (NEAL, 2012).

Este algoritmo estd implementado no software Stan.
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O algoritmo HMC foi proposto por Duane ef al. (1987) na simulagdo dindmica de sistemas
moleculares denominado Monte Carlo Hibrido. Posteriormente, Neal (1996) introduziu o método
em redes neurais Bayesianas. Neal (2012) apresenta propriedades importantes deste método e
demonstra sua convergéncia para alguma distribuicao de interesse por exemplo, distribui¢cdo a
posteriori dos parametros.

O Monte Carlo Hamiltoniano estd baseada no conceito de dinAmica hamiltoniana a qual é
definida em termos da localiza¢do do objeto @ associada a uma energia potencial U(0) e seu
momento k associada a uma energia cinética K(k) em algum tempo ¢. A energia total do sistema,

chamada de Hamiltoniana H (8, k) é definida como:
H(0,k)=U(0)+K(k),

em que 0 e k sdo vetores de dimensdo d. Assim, a dindmica hamiltoniana é definida pelo sistema

de equacdes diferenciais:

d@ JH

i~ ok - VKlk) e
dk JH

a = o veU®

Se tivermos uma posigdo inicial e momento inicial no tempo 7o, i.€, (0(1),k(to)), entdo podemos
prever a localizacdo e o momento do objeto em qualquer tempo futuro ¢ = fg + 7 simulando

dindmicas por uma duracao de tempo 7.

Para relacionar H(0,k) com a distribui¢do alvo 7(0 | y,X), usamos um conceito da
mecanica estatistica conhecida como distribui¢do candnica. Neste caso, a distribui¢do a posteriori
dos parametros do modelo € o foco de interesse e, portanto, esses parametros assumirdo o papel
da posi¢do 0. A distribuicdo a posteriori pode ser visto como uma distribui¢do candnica (com

T = 1) usando uma func¢do de energia potencial definida da seguinte forma:

U(0)=—log(L(6|y,X)m(0)),

em que 7(0) é a densidade a priori e L(0 | y,X) é a funcdo de verossimilhanca. Note que a
funcdo de densidade conjunta de (0,k) é definida pela exponencial negativa do Hamiltoniano,
uma vez que a fung¢do K (k) tem a forma do nicleo de uma distribuicdo Normal multivariada
N;(0,M). Assim, temos que:

h(8,k) o<exp{—H(6,k)}
< L(8|y,X)7(0)exp (—kTM*1k> .

Para os modelos poténcia e reversa de poténcia os parametro a posteriori serd definido por

— (B,5)" um vetor de dimensdo d = p+ 1. Assim, U (8) tem a seguinte forma:

n 14
U(B,s)= Zy,log Fs(x Z 1—y;)log[1—Fjs(x Z 7 (4.6)

i=1 ]:1
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em que Fg(-) pode ser quaisquer das FDA das distribui¢des poténcia ou reversa de poténcia. As

derivadas parciais VU (0) conhecido como vetor escore é definido por:

_(9U(B,5) JU(B,5) oU(B.5)\'
v (o) (2D, 20B5) Y

Por outro lado o vetor de momento k pode ser obtido gerando valores de uma distribui¢do Normal
multivariada com media 0 e matriz de variincias e covariancias M = diag {m, ...,my} de modo
que:
K (k)= LMk = i k—z
2 = 2m;
Com as especifica¢des anteriores, o algoritmo HMC em sua forma simples tomando M = I uma

matriz identidade d x d, é dado por:

e Forneca uma posicao inicial 6% ¢ os valores de e,NeM.
e Inicie um contador i = 1,..., N (tamanho da cadeia)

- Gere k* ~N;(O,.M)eu~U(0,1)
— Faca <61,kl> = <G(i_1),k*> eHy=H (61,k1>
— Para j =1 até M, aplicar o método Leapfrog:
s« K =k" + (£)VoU (e“—l))
% e(i—l) _ e(i—l) +ek*
K =K +(5)VoU (807Y)
* Quando j = M faca <0L,kL) = <G(i_1),k*> eH =H <6L,kL>

— Calcular o [(GL,kL> , (Ol,kl)] =min{exp(Hy—H;),1} =«

6, caso contrario

— Faca 0’ = {GL, com probabilidade o .

O desempenho do HMC depende criticamente da escolha de valores adequados para € e M. M4
escolha destes pode levar a alta taxa de rejeicao, ou o tempo de processamento computacional
muito alto. O ajuste desses parametros para qualquer problema especifico requer alguns conheci-
mentos e, geralmente, uma ou mais execugdes preliminares.

O No-U-Turn Sampler (NUTS) € uma extensao do HMC que elimina a necessidade de especificar
um valor fixo de M e define o € com base no algoritmo de média dupla de Nesterov (2009).
Assim, o NUTS pode ser executado sem nenhum ajuste manual, e as amostras geradas sdo pelo
menos tao boas quanto o HMC (NEAL, 2012).

A revisao do método MCH e o desempenho do algoritmo NUTS pode ser visto no trabalho de
Anyosa (2017).
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4.2 Critérios de comparacao de modelos

Akaike (1974) prop6s um critério que estd baseada na verossimilhanga penalizada pelo
nimero de pardmetros do modelo definido por: AIC = -2} , log (L <é, y>) +2P. Por outro
lado, o critério de informacdo Bayesiano (BIC) proposto por Schwarz et al. (1978) pondera
o tamanho amostral BIC = —2Y " | log (L (é; yi)) + Plog (n), sendo 6 vetor dos parametros
estimados do modelo, em que P é o nimero de parametros a serem estimados.

No entanto, os critérios de selecao no contexto Bayesiano, sdo obtidos por meio de uma extensao
considerando a densidade a posteriori dos pardmetros do modelo e considerando o desvio dado

por:

——2210g (yI1B,2)).

A média a posteriori do desvio E (D (B,A)) = E[-2Y" log(p(y | B,A))], pode ser aproxi-

mado computacionalmente por:
Dbar = Z D ( ) , 4.7)
m 1

em que o indice (m) representa a realizacdo m de um total de M realizac¢des, sendo M tamanho
da amostra vélida da distribuicao a posteriori obtido usando o método de MCMC. J4 o desvio da

média a posteriori D (E (B),E (1)) é obtido por meio da média dos valores gerados a partir da

>> . 4.8)

O niimero efetivo de parAmetros pp =D (B,A) —D(E (B),E (1)) é aproximado com-

distribui¢do a posteriori como:

HM§

Dhat = ( Z g

putacionalmente por:

Pp = Dbar — Dhat

Alguns dos critérios principais de comparagdo sdao descritos a seguir

Expected Akaike Information Criterion (EAIC) e Expected Bayesian Information
Criterion (EBIC)

EAIC e EBIC apresentado em Spiegelhalter ez al. (2002) ambos os critérios estdao

baseados na média a posteriori do desvio e podem ser estimados, respectivamente, por:
EAIC = Dbar+2P e EBIC = Dbar + Plog (n). (4.9)

Em ambos os critérios, P € o nimero de parametros do modelo, EAIC e EBIC, indicam os

melhores modelos quanto menor for o valor obtido.
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Deviance Information Criterion (DIC)

O DIC € uma generalizagdo do critério de informacio de Akaike (AIC) apresentado em
Gelman, Hwang e Vehtari (2014) e Spiegelhalter et al. (2002). Esta baseado na média a posteriori
do desvio, pode ser estimado por:

DIC = Dbar + pp = 2Dbar — Dhat (4.10)

Os modelos com menor DIC devem ser os preferidos.

Widely Applicable Information Criterion (WAIC)

O WAIC € uma abordagem totalmente Bayesiana. Foi introduzido por Watanabe (2010),

e a ideia € calcular o logaritmo da densidade preditiva pontual (Ippd) dado por:

it Ll (M Y p (il B ﬂw)) |
i=1 m=1

Em seguida, para o sobre ajuste, é adicionado um termo para corrigir o nimero efetivo de

parametros:

pW/A\IC:zé <log (% f_‘,ll’()’i | ﬁ(M)’)L(m)>> _é AZj"llog (p (yi | ﬁ(M)’)L(m))>) :

Finalmente, como proposto por Gelman, Hwang e Vehtari (2014), o WAIC é estimado por

m:—z(@—m). @.11)

Leave-one-out cross-validation (LOO)

Outro método de comparacao de modelo totalmente Bayesiano é o método leave-one-out
cross-validation (LOO) proposto por Geisser € Eddy (1979). Devido a sua natureza iterativa,
LOO pode ser computacionalmente proibitivo para grandes conjuntos de dados de amostra em
que o modelo precisa ser ajustado para um determinado tamanho de amostra n, Vehtari, Gelman
e Gabry (2017) propde usar Pareto smoothed importance sampling (PSIS), uma nova abordagem
que fornece uma estimativa precisa e confidvel que permite calcular LOO usando pesos de

importancia que de outra forma seria instdvel. A estimativa Bayesiana de PSIS-LOO ¢ dada por:

elpd psis 100 = Zlog m=1 _ . (4.12)
 w"
m=1 '
em que

M
w; = min(r ,mez‘,lr p<yi|ﬁ(m)7)t(m)> p(ﬁ(m),l(m) |Y>



58 Capitulo 4. Estimagdo

Luo e Al-Harbi (2017) mostraram que como EAIC, EBIC e DIC usam estimativas pontuais
em sua computagdo, enquanto LOO e WAIC sdo calculados com base em toda a distribui¢do a
posterior, que os métodos que usam mais informacao (a distribui¢do a posterior) desempenhem
melhor do que aqueles que usam menos informacdo (estimativa pontual). Portanto, WAIC e LOO
realizam o melhor devido ao uso completo da distribui¢io a posterior, o DIC vem o segundo
devido ao seu uso parcial da distribuicdo a posterior, e os outros métodos que nao usam a
distribuic@o a posterior ttm o menor poder estatistico na selecdo de modelo. Os cadlculos de
WAIC e LOO, podem ser obtidos usando pacotes implementados em R como LOO (ver Vehtari,
Gelman e Gabry, 2016) e em Python como PSIS (ver Vehtari, Gelman e Gabry, 2017).

Avaliacao preditiva

Apos o ajuste de um modelo, € importante avaliar o poder de discrimina¢ao do modelo,
isto €, discriminar os eventos dos ndo eventos. Para essa avaliacdo, varias métricas foram criadas.
Na Tabela 10 apresentamos a matriz de confusdo. E uma forma simples de se estabelecer e
visualizar o cdlculo dessas métricas, em que na linha estd o valor previsto e na coluna o valor

observado (valor verdadeiro). Maiores detalhes pode ser visto em Fawcett (2000).

Tabela 10 — Matriz de confusao

Predito (y)
0 (Falha) 1 (Sucesso)
0 (Falha)  Verdadeiro negativo (TN) Falso negativo (FN)

Valor

Observado (y)
1 (Sucesso) Falso positivo (FP) Verdadeiro positivo (TP)

A partir desta tabela as medidas muito comuns e bastante utilizadas sdo: Acuricia (taxa
de boa classificacdo), Sensibilidade, Especificidade, Verdadeiro Preditivo Positivo e Verdadeiro

Preditivo Negativo que podem ser definidas como:

Acurdcia (ACC): proporcao de acertos de um modelo. Ou seja, € a proporcdo de verdadeiros-

positivos e verdadeiros-negativos em relacdo a todos os resultados possiveis.

ACC = (TP+TN)/(TP+FP+TN +FN)

Sensibilidade (S): propor¢ao de eventos, classificados corretamente pelo modelo. Ou seja, é a

probabilidade de ser classificado como evento (¥ = 1) dado que realmente ele é evento (Y = 1).

S=TP/(TP+FN).

Especificidade (E): propor¢ao de ndo evento, classificados corretamente pelo modelo. Ou seja,
avalia a capacidade do modelo predizer como nio evento (¥ = 0) dado que ele realmente é nio
evento (Y =0).

E=TN/(TN+FP).
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Valor Preditivo Positivo (VPP): proporc¢ao de eventos, dado que o modelo assim os identificou.

VPP=TP/(TP+FP).

Valor Preditivo Negativo (VPN): propor¢ao de nio evento, dado que o modelo assim os identifi-
cou.
VPN =TN/(TN+FN).

Por outro lado, como indicado por Choi, Cha e Tappert (2010), nos casos em que as
classes bindrias sdo desbalanceadas, como no tipo assimétrico de dados bindrios, as corres-
pondéncias positivas (eventos) sdo geralmente mais significativas do que as correspondéncias
negativas (nao eventos). Algumas medidas de similaridade bindria de dados bindrios assimétricos
devem ser consideradas. Por esta razao, propomos usar o Jaccard index também chamado de
indice de sucesso critico (CSI), Indice de Sokal & Sneath (SSI), indice de Faith (FAITH) e
medida de distancia pattern difference (PDIF) para medir a similaridade entre a classificagao
observada e a prevista usando a matriz de confusdo correspondente. Estas medidas sdo definidas,

respectivamente, por:

TP TP
CSI = , SSI= ,
TP+FPLFN TP+2xFP+2xFN
TP+05xT AXFPxF

FAITH — HOSXTIN o pprp— XFPXEN

TP+FP+FN+TN (TP+FP+FN+TN)?

Além disso, usamos o Gilbert skill score (GS) proposto por Schaefer (1990), que modifica
0 CSI para lidar com os problemas associados ao valor muito grande de TN, o que acontece

claramente na predic@o de eventos raros. O GS pode ser escrito como:

(TP x TN —FP x FN)
(FN+FP)(TP+FP+FN+TN)+ (TP xTN —FP x FN)

Para todas essas medidas, um modelo com maior valor deve ser preferido em relacdo a outros

modelos possiveis, pois apresenta maior similaridade entre a classificagdo observada e a prevista.

Para obter os valores de cada uma das medidas, neste trabalho sera utilizado as médias
a posteriori como estimador plug-in, as probabilidades preditas para cada um dos modelos

serdo calculadas estabelecendo um ponto de corte de 0.5 para logo formar a matriz de confusao
(Tabela 10).

Analise de residuos

No modelo linear generalizado, o residuo de desvio para dados de resposta bindria

assume a forma

Vi 1—y; 1/2
= i ) |2tog (3 ) 420 oo (=) | =t
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Entdo, o residuo de desvio para os modelos de regressao poténcia e reversa de poténcia segundo
Lemonte e Bazan (2018) surge quando [I; = G (ﬁi))L eflli=1-G (—ﬁi)l, respectivamente, com

A TR
fli=x; B.

Por outro lado, para verificar a adequagdo dos modelos Lemonte e Bazan (2018) reco-
mendam usar os residuos quantilicos aleatorizados normalizados proposto por Dunn e Smyth

(1996), para os modelos com ligacdo poténcias e reversa de poténcia, esses residuos sao dados

por:

rq,i:CD_l(ui), i=1,...,n.

Para respostas inteiras discretas, u; € um valor aleatdrio da distribuicdo Uniforme no intervalo

[Il—ﬁli (2 _yiayi) 711—ﬂi (1 —Yi,Yi+ 1):| ) = 15 el

em que I,(a,b) é a fungdo beta incompleta regularizada. Segundo Lemonte e Bazan (2018), para
os modelos poténcia e reversa de poténcia, fIl; = G (ﬁi)}” efl=1-G (—ﬁ,-)’l, respectivamente. Se
o modelo estiver correto esses residuos t€ém uma distribui¢do Normal padrao (DUNN; SMYTH,
1996).

Os valores de fI; e 7); sdo calculados considerando as médias a posteriori de B como

estimador plug-in.

Para avaliar a distribuicdo dos residuos ja que ndo € conhecida, Atkinson (1985) sugere
adicionar envelopes simulados para os gréaficos de probabilidades normais. Se alguns pontos cair

fora do envelope, entdo ha evidéncias contra a adequagao do modelo.
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CAPITULO

ESTUDO DE SIMULACAO

Neste capitulo é apresentado um estudo de simulag@o desenvolvido para avaliar o desem-
penho de fungdes de ligacdo assimétricas para dados desbalanceados em comparagdo com os
métodos propostos por Firth (1993) e King e Zeng (2001) incluindo a regressao Logistica comum
(Logistica). Usamos as ligacdes poténcia e reversa de poténcia para encontrar uma solucio para
o problema de desbalanceamento de dados em modelos de regressao bindria. O objetivo € avaliar
o comportamento dos diferentes ligacoes estudados e métodos comumente propostos através
do viés, raiz do erro quadrdtico médio e as estimativas para diferentes valores dos parametros e
tamanhos de amostra.

O método proposto por Firth (1993) é nomeado aqui como LogisticF e método proposto por
King e Zeng (2001) é nomeado aqui como LogisticKZ.

5.1 Simulacao de dados desbalanceado

Os dados desbalanceados foram gerados a partir de uma distribuicio de poténcia Cauchy
com coeficientes de regressio B = (B, ﬁz)T associado com a covaridvel x; = (xil,x,-z)T eo

pardmetro de forma A como descrito a seguir:
Y; ~ Bernoulli (1;),

em que
1 N
Ui = (7—7: arctan (B1 +xpB2) + E) :

A criac@o de covaridvel foi a partir dos valores gerados da v.a xjp ~ U(—3,3) e os
coeficientes de regressdo foram fixados com os valores B = (ﬁl,[ﬂz)T = (0, I)T, de forma
andloga a Lemonte e Bazan (2018). Com esta especificacdo, o estudo de simulagdo foi feita
considerando os seguintes 12 cendrios: 3 tamanhos de amostra n = (500,5000,20000)T ed

A . . T . 1
valores do parAmetros de assimetria A = (4, 2, %, 4—1‘) . Para cada caso consideramos 100 réplicas.
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Os valores da amostra foram selecionados pensando em grandes quantidades de volumes de dados
na pratica. Todos os modelos foram ajustados e o desempenho comparativo foi determinado
com base na medida do viés e raiz do erro quadratico médio (RMSE) das estimativas, que sao

definidas, respectivamente, por:

1 R

i(ﬁy)—ﬁj), RSME(31>=\/I;Z(3}’)—ﬁj>2, j=12,

r=1

Bias(B)) =

= |

. , JORT . ~ Alr) . T . A
em que R é o numero de rephcas na 51mulaga0 € ﬁj( ) é amédia a posteriori do parametro ﬁj na

réplica r.

Para estimar os parametros por meio do método de correcdo de viés de regressao logistica
de King e Zeng (2001) foi utilizado uma fun¢do chamada de Relogit desenvolvida por Tomz et
al. (2003) que esta definida no pacote Zelig no programa R. Mais detalhes sdo fornecidos em
(CHOIRAT et al., 2018) e (KOSUKE; KING; LAU, 2007). O procedimento relogit estima
o mesmo modelo que a regressao logistica, mas as estimativas sio corrigidas para o viés que
ocorre quando a amostra é pequena ou os eventos observados sdo raros (ou seja, se a varidvel
dependente tiver mais 0's do que 1’s ou o caso inverso). Para o método de Firth (1993) foi
utilizado o pacote implementado no R chamado de logistf, mais detalhes sdo fornecidos em
Heinze et al. (2013) e Heinze e Schemper (2002). Ambos os métodos estdo desenvolvidos sob

abordagem classica.

Por outro lado, a estimacdo Bayesiana para os modelos com func¢do de ligagdo potén-
cia logistica e poténcia Cauchy, foram desenvolvidos e implementados no linguagem Stan
(CARPENTER et al., 2017) por meio de Python usando o pacote Pystan (TEAM, 2017).

Na simulagdo, os valores de A foram escolhidos para obter diferentes graus de desbalan-
ceamento (proporgdo de uns). Neste caso, p = (0.20,0.34,0.67, O.SO)T, nao foram considerados

casos mais extremos pois o foco de este trabalho € lidiar com raridade relativa.

5.2 Resultados

Os valores das medidas da estimativa média dos coeficientes, o valor da raiz do erro
quadratico médio (RMSE) e o viés, estimados pelos diferentes métodos nos diferentes cenarios
sdo apresentados nas Tabelas: 11 e 13 quando o desbalanceamento € menor a 50%, 12 e 14
quando o desbalanceamento € superior a 50%. Além disso, como resumo e ilustragdo, nas Figuras
25, 26, 27 e 28 sd@o mostradas as comparagdes do RMSE para cada tipo de desbalanceamento
considerando apenas dois ligacdes de poténcia, porque os resultados considerando outras ligacdes

de poténcia e reversa de poténcia sao similares.

Na Tabela 11 apresentamos os resultados para o pardmetro 8; com desbalanceamento

menor a 50%, isto é, p = (0.20, 0.34)T, estes resultados mostram que:
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e O modelo de regressao logistica comum apresenta maior viés e maior valor RMSE que
os outros modelos, o que significa que ndo € um modelo adequado quando os dados sdo

desbalanceados.

e Pode ser visto que os métodos proposto por King e Zeng (2001) e Firth (1993) apresentam
melhor estimativa que a regressao logistica comum, mas a medida que o tamanho da

amostra aumenta, a diferenca ndo € significativa em relacio ao RMSE e viés.

e Por outro lado, os modelos de regressao bindria com fungao de ligacdo poténcia e reversa
de poténcia apresentam melhor desempenho, sendo o modelo poténcia Cauchy que supera
a os outros pois a medida que o tamanho da amostra aumenta, o RMSE é aproximadamente

Z€10.

Tabela 11 — Estimativa de ; com diferentes métodos para dados desbalanceados com valores de A =
(4,2)" e diferentes valores de n

p=0.20 p=0.34
Estimate Bias RSME Estimate Bias RSME
500 -2.457 2457 2471 -1.168  -1.168 1.178
Logistica 5000  -2.454 -2454 2454 -1.171 -1.171 1.172
20000 -2.429 -2429 2429 -1.172  -1.172  1.172
500 -2.377 2377 2383  -1.144 -1.144 1.147
LogisticKZ 5000  -2.423 2423 2424 -1.164 -1.164 1.164
20000 -2.454 2454 2454  -1.175 -1.175 1.175
500 -2.369 -2.369 2376  -1.147 -1.147 1.153
LogisticF 5000  -2.425 -2.425 2425 -1.163 -1.163 1.164
20000 -2.446 2446 2446  -1.173 -1.173 1.173
500 0.635 0.635 0.637 0.557 0.557 0.561
PL 5000 0.406 0.406  0.406 0.130 0.130 0.187
20000 -0.389  -0.389 0.399 0.124 0.124 0.182
500 -1.008 -1.008 1.017 -1.080 -1.080 1.236
PP 5000 0.692 0.692 0.825 0.582 0.582 0.615
20000  0.501 0.501  0.501 0.852 0.852 0.525
500 -0.190  -0.190 1.064 0.031 0.031 0.425
PLaplace 5000 0.150 0.150 0.185 0.048 0.048 0.103
20000  0.148 0.148 0.162 0.042 0.042  0.057
500 -0.004 -0.004 0.067 0.029 0.029 0.073
PC 5000 0.021 0.021 0.056 -0.013 -0.013 0.040
20000 -0.001 -0.001 0.023 0.014 0.014 0.018
500 2.609 1.609 1.650 1.946 0.946 1.065
RPL 5000 1.900 0.900 0.909 1.723 0.723  0.735
20000  1.879 0.879 0.881 1.685 0.685 0.688
500 1.411 0411 0422 0914 -0.087 0.177
RPP 5000 1.333 0.333 0.370 1.021 0.021  0.105
20000  1.326 0.326 0.326 1.007 0.007 0.066
500 2.076 1.076 1.116 1.446 0.446 0.594
RPLaplace 5000 1.542 0.542 0.563 1.194 0.194 0.210
20000 1.386 0.386  0.400 1.171 0.171 0.175
500 1.872 0.872 1.223 0376  -0.624 0.719
RPC 5000 1.130 0.130 1.137 1.697 0.697 0.700
20000  1.102 0.102 0.820 1.554 0.554 0.560

Método n
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Tabela 12 — Estimativa de 8; com diferentes métodos para dados desbalanceados com valores de A =
(0.5,0.25) " e diferentes valores de n

p=0.67 p=0.80

Estimate Bias RSME Estimate Bias RSME
500 0.966 0.966 0.971 1.765 1.765 1.771

Logistica 5000 0.934 0.934 0.934 1.748 1.748 1.748
20000  0.936 0.936 0.936 1.731 1.731 1.731

500 0.910 0.910 0911 1.729 1.729  1.731

LogisticKZ 5000 0.940 0.940 0.941 1.736 1.736  1.736
20000  0.938 0.938 0.938 1.742 1.742 1.742

500 0.900 0.900 0.906 1.712 1.712  1.716

LogisticF 5000 0.931 0.931 0.932 1.735 1.735 1.736
20000  0.936 0.936  0.937 1.740 1.740  1.740

500 -0.540 -0.540 0.571 0.519 0.519 0.526

PL 5000 -0.187 -0.187 0.197 -0.289  -0.289 0.399
20000 -0.174 -0.174 0.176  -0.392 -0.392 0.394

500 -0.598 -0.598 0.625 0.434 0.434 0.470

PP 5000 -0.430 -0.430 0.514 0.084 0.084 0.209
20000 -0.502 -0.502 0.500 -0.219 -0.219 0.190

500 -0.393  -0.393  0.660 0.363 0.363 0.729

PLaplace 5000 0.657 0.657 0.657 0.545 0.545 0.640
20000 0.416 0416 0.417 0.477 0.477 0.477

500 -0.295  -0.295 0.308 0.381 0.381 0.534

PC 5000  -0.022 -0.022 0.041 -0.071 -0.071 0.188
20000 -0.003 -0.003 0.041 -0.044  -0.044 0.085

500 0.921 0.921 0.922 1.360 1.360 1.542

RPL 5000 -0.353 -0.353 0.569 -0.430 -0.430 0.533
20000 -0.403 -0.403 0.480 -0.753 -0.753 0.788

500 0.858 0.858 0911 1.474 1474  1.492

RPP 5000 0.652 0.652 0.712 1.250 1.250 1.380
20000 -0.634 -0.634 0.656 -0.287 -0.287 0.329

500 1.024 1.024 1.027 1.883 1.883  1.885

RPLaplace 5000 -0.035 -0.035 0.080 -0.061 -0.061 0.105
20000 -0.031 -0.031 0.044 -0.062 -0.062 0.069

500 -0.101  -0.101 0.565 1.583 1.583 1.629

RPC 5000 -0.027 -0.027 0.083 -0.199  -0.199 0.246
20000 -0.039  -0.039 0.057 -0.153  -0.153 0.170

Método n

Na Tabela 12 apresentamos os resultados para o pardmetro 8; com desbalanceamento
maior a 50%, isto é, p = (0.67,0.80) . Estes resultados mostram que os métodos de King e
Zeng (2001) e Firth (1993) e o modelo logistico possuem o valor d¢ RMSE muito menor do
que RMSE para desbalanceamento inferior a 50%, sendo os métodos de King e Zeng (2001) e
Firth (1993) melhores do que a regressdo logistica para amostras pequenas. Porém, os modelos
com funcao de ligacdo poténcia e reversa de poténcia superam de um modo geral, pois t€m
estimativas aproximadamente igual ao valor verdadeiro e o modelo PC apresenta um viés e

RMSE aproximadamente zero.

Os resultados na Tabela 13 para o coeficiente de regressdo 3, com desbalanceamento

menor a 50%, isto é, p = (0.20, 0.34)T, mostra que:
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Tabela 13 — Estimativa de 3, com diferentes métodos para dados desbalanceados com valores de A =
(4,2)" e diferentes valores de n

p=0.20 p=0.34

Estimate Bias RSME Estimate Bias RSME
500 1.268 0.268 0.319 1.127 0.127 0.161

Logistica 5000 1.254 0.254 0.257 1.094 0.094 0.100
20000 1.240 0.240 0.243 1.101 0.101  0.100

500 1.185 0.185 0.234 1.065 0.065 0.103

LogisticKZ 5000 1.229 0.229 0.235 1.093 0.093  0.099
20000 1.249 0.249  0.250 1.105 0.105 0.107

500 1.180 0.180  0.209 1.054 0.054  0.090

LogisticF 5000 1.229 0.229 0.232 1.089 0.089  0.096
20000  1.244 0.244 0.244 1.103 0.103  0.104

500 0.771 -0.229 0.230 0.812 -0.188 0.189

PL 5000 0.858 -0.142 0.142 0904 -0.096 0.110
20000 0906  -0.094 0.097 0913 -0.087 0.087

500 0.759  -0.241 0.210 0.390 -0.610 0.567

PP 5000 0.838 -0.162 0.162 0.524 -0476  0.522
20000 0.852  -0.148 0.149 0.738  -0.262 0.284

500 0.688 -0.313 0.429 0.667 -0.333 0.346

PLaplace 5000 0.602  -0.398 0.398 0.613  -0.388 0.388
20000 0.596 -0.404 0.404 0.607 -0.393 0.393

500 1.222 0.222 0.234 1.102 0.102 0.108

PC 5000 1.049 0.049 0.062 1.009 0.009 0.016
20000  1.010 0.010 0.014 1.009 0.009  0.008

500 2.609 1.609 1.650 1.946 0.946  1.065

RPL 5000 1.900 0.900 0.909 1.723 0.723  0.735
20000 1.879 0.879 0.881 1.685 0.685 0.688

500 1.326 0.326 0.326 0914 -0.087 0.177

RPP 5000 1.277 0.277 0.281 1.021 0.021  0.105
20000 1.079 0.079  0.150 1.007 0.007  0.066

500 2.076 1.076 1.116 1.446 0.446 0.594

RPLaplace 5000 1.542 0.542 0.563 1.194 0.194 0.210
20000  1.386 0.386  0.400 1.171 0.171  0.175

500 1.872 0.872 1.223 0376  -0.624 0.719

RPC 5000 1.130 0.130 1.137 1.697 0.697 0.700
20000 1.886 0.886 0911 1.554 0.554 0.560

Método n

e Os métodos de King e Zeng (2001) e Firth (1993) apresentam menor viés e menor RMSE
que a regressao logistica, mas a medida que o tamanho da amostra aumenta, a diferenca

ndo € significativa.

e Os modelos de regressdo com funcdo de ligacdo poténcia e reversa de poténcia, apresentam
melhor desempenho, sendo a poténcia Cauchy o modelo que supera a os outros pois a

medida que o tamanho da amostra aumenta o RMSE € aproximadamente zero.

Os resultados para 3, apresentados na Tabela 14 com desbalanceamento maior a 50%,
isto é, p = (0.67,0.80) " mostram de um modo geral, que os modelos com fungdes de ligacio
asimétrica apresentam melhor estimativa, menor viés e menor RSME do que os métodos Logis-

ticKZ e LogisticF, sendo o modelo com fun¢do de ligacio PC com RSME aproximadamente 0
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Tabela 14 — Estimativa de 3, com diferentes métodos para dados desbalanceados com valores de A =
(0.5,0.25) " e diferentes valores de n

p=0.67 p=0.80

Estimate Bias RSME Estimate Bias RSME
500 0.713  -0.287 0.303 0.633  -0.367 0.375

Logistica 5000 0.703  -0.297 0.298 0.607 -0.393 0.394
20000  0.701 -0.299  0.300 0.608 -0.392 0.392

500 0.669  -0.331 0.338 0.616 -0.384 0.394

LogisticKZ 5000 0.714  -0.286 0.287 0.613  -0.387 0.388
20000 0.705  -0.295 0.295 0.618 -0.382 0.382

500 0.665 -0.335 0.342 0.606 -0.394 0.402

LogisticF 5000 0.713  -0.287 0.288 0.612  -0.388 0.389
20000 0.705  -0.295 0.295 0.617 -0.383 0.383

500 1.109 0.109 0.119 0.888 -0.112 0.212

PL 5000 0923 -0.077 0.082 0.940 -0.060 0.107
20000  0.951 -0.049 0.064 0.980 -0.020 0.061

500 0.567 -0.433 0.440 0.443  -0.557 0.559

PP 5000 0.595 -0.405 0.409 0.499 -0.502 0.503
20000 0.607  -0.393 0.397 0.547 -0453 0.454

500 0.815 -0.185 0.271 0.647 -0.353 0.382

PLaplace 5000 0.754  -0.246 0.246 0.573  -0427 0432
20000 0.755 -0.246 0.250 0.616 -0.384 0.384

500 1.384 0.384 0.388 1.333 0.333 0.347

PC 5000 1.037 0.037 0.064 1.024 0.024 0.101
20000  0.998  -0.002 0.020 1.005 0.005 0.047

500 0.873  -0.128 0.323 1.587 0.587 0.760

RPL 5000 0.548  -0.453 0.455 0.386 -0.615 0.615
20000 0.635  -0.365 0.366 0.361 -0.640 0.640

500 0.584 -0416 0.420 0.383 -0.617 0.620

RPP 5000 0.590 -0410 0416 0.526  -0.474 0.479
20000  0.681 -0.319 0.319 0.529 -0471 0471

500 0.755 -0.245 0.508 2.017 1.017 1.177

RPLaplace 5000 0.370  -0.630 0.630 0.249  -0.751 0.751
20000 0.565  -0.435 0.435 0.245  -0.755 0.755

500 0.628 -0.372 0.383 1.104 0.104 1.247

RPC 5000 0.548 -0452 0452 0.360 -0.640 0.640
20000 0.644  -0.356 0.356 0.453  -0.547 0.547

Método n

€ uma estimativa mais proximo do valor verdadeiro. Além disso, pode ser visto que quando o
tamanho da amostra cresce ndo existe diferenca significativa entre os valores estimados pelos mé-
todos LogisticKZ, LogisticF e Logistica e, conforme a propor¢do de uns cresce essas estimativas
estdo mais proximos do verdadeiro valor. Por outro lado pode-se concluir que quando n = 500
a estimacgdo usando os métodos LogisticKZ e LogisticF apresentam menor RSME do que a
estimacao por meio da regressdo logistica. Porém, quando o tamanho de amostra € muito grande

os valores das estimativas sio parecidas, assim eles ndo apresentam diferenca significativa.

Nas Figuras 25 a 28 sdo apresentados os graficos de RMSE das estimativas de f; e 3, para
diferentes propor¢des de uns usando dois ligacdes poténcia em comparagdo com os métodos

LogisticKZ e LogisticF incluindo a Logistica comum. Podemos observar que:
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Figura 25 — RMSE para 31 (a) € 3, (b) com diferentes tamanhos de amostra (500,5000,20000) e diferentes
métodos de estimacdo: Logistica (verde), LogisticKZ (preta), LogisticF (laranja), PL (azul) e
PC (vermelha), quando A =4
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Figura 26 — RMSE para f3; (a) e 3, (b) com diferentes tamanhos de amostra (500,5000,20000) e diferentes
métodos de estimacdo: Logistica (verde), LogisticKZ (preta), LogisticF (laranja), PL (azul) e
PC (vermelha), quando A =2

e Quando o coeficiente 3; é estimado para todas as propor¢des de uns, a medida que o
tamanho da amostra cresce, os valores de RMSE com os métodos Logistica, LogisticKZ e
LogisticF se aproximam entre eles. No entanto, eles estao distante de zero. Por outro lado,
para o coeficiente 3, a linhas estdo proximos de zero para todos os métodos. Por outro
lado, quando os coeficientes B e 3, sdo estimados com fungdes de ligagdo poténcia, as

linhas de RMSE aproximam-se de zero de maneira geral.

e Quando a propor¢ao p > 0.5 e 3, é estimado, as linhas de RMSE dos modelos com fungio

de ligacdo poténcia se aproximam entre elas a medida que o tamanho da amostra cresce.
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Figura 27 — RMSE para f3; (a) e B, (b) com diferentes tamanhos de amostra (500,5000,20000) e diferentes
métodos de estimacdo: Logistica (verde), LogisticKZ (preta), LogisticF (laranja), PL (azul) e
PC (vermelha), quando A = 0.5
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Figura 28 — RMSE para f3; (a) e 3 (b) com diferentes tamanhos de amostra (500,5000,20000) e diferentes
métodos de estimacdo: Logistica (verde), LogisticKZ (preta), LogisticF (laranja), PL (azul) e
PC (vermelha), quando A = 0.25

Em todos os cendrios, pode se concluir que os modelos com funcao de ligagdo poténcia
superam os outros métodos para diferentes proporcdo de uns e, as estimativas de 3, apresentam

menor valor RSME do que para f; para todos os métodos considerados.

Como visto nos capitulos anteriores, os modelos com fungdes de ligacao assimétricas
incluem um parametro adicional, os valores estimados deste parametro para diferentes modelos,
sdo mostrados nas Tabelas 22 a 25 no anexo.
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CAPITULO

APLICACAO

Para ilustrar o desempenho dos modelos apresentados na Secdo 3.2, isto €, modelos com

funcdo de ligacao poténcia e reversa de poténcia, neste capitulo uma aplicagdo foi desenvolvida
considerando um conjunto de dados reais. Além disso, € apresentada a descri¢ao e andlise dos
dados.
A estimacgdo dos pardmetros para cada modelo € feita sob uma abordagem Bayesiana apresentada
na Secao 4.1 e a escolha do modelo com melhor ajuste estd baseada nos critérios de sele¢ao
de modelos apresentados na Secao 4.2, bem como a andlise de residuos. Por outro lado, é
apresentada a avaliacdo de medidas preditivas do melhor modelo proposto em comparagdo com
os métodos de King e Zeng (2001) e Firth (1993).

6.1 Apresentacao dos dados

Como aplicagdo de ligacGes poténcia e reversa de poténcia, neste estudo analisamos os
dados relacionados a qualidade do vinho branco variante de "vinho verde" da regidao do Minho de
Portugal. Esses dados foram analisados e apresentados por Cortez et al. (2009) e estdo disponiveis
no repositério da UCI Dua e Taniskidou (2017). A qualidade do vinho, conforme determinada
pelos conhecedores de vinhos, estd relacionada a onze atributos (covaridveis) quimicos que
servem como preditores em potencial. A lista inclui: acidez fixa, acidez volétil, 4cido citrico,
acucar residual, cloretos, di6xido de enxofre livre, di6xido de enxofre total, densidade, pH,
sulfatos e dlcool. Os dados foram padronizados previamente como em Cortez et al. (2009). Cada

um dos atributos € definido na Tabela 15 e descrito como segue:

Descricao dos atributos

e Acidez fixa: uma medida da concentragdo total de acidos ti-tratdveis e ions de hidrogénio

livres presentes no vinho. Teoricamente, ter uma baixa acidez ou muito acidez pode levar
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Tabela 15 — Atributos do vinho branco portugués, completo

Atributo ! Min. Media Maiéx. Assimetria Kurtosis Desv. padrdo
Acidez fixa (g(dcido tartdrico)/dm®)  3.80  6.86 14.20 0.65 5.17 0.84
Acidez volitil (g(4cido acético)/dm®) 0.08  0.28 1.10 1.58 8.13 0.10
Acido citrico (g/dm?) 0.00  0.33 1.66 1.28 9.17 0.12
Actcar residual (g/dm?) 0.60 6.39  65.80 1.08 6.47 5.07
Cloretos (g(cloreto de s6dio)/dm?) 0.01 0.05 0.35 5.02 40.53 0.02
Diéxido de enxofre livre (mg/dm3) 2.00 3531 289.00 1.41 14.45 17.01
Diéxido de enxofre total (mg/dm3) 9.00 138.36 440.00 0.39 3.57 42.50
Densidade (g/cm3) 099  0.99 1.04 0.95 12.51 0.00

pH 272 3.19 3.82 0.46 3.53 0.15
Sulfatos (g(sulfato de potéssio)/dm3) 022 049 1.08 0.98 4.59 0.11
alcool (vol.%) 8.00 10.51 14.20 0.49 2.30 1.23
Qualidade 3.00 5.88 9.00 0.16 3.21 0.89

1

g/dm>: gramas por decimetro ctibico, g/lcm?: gramas por centimetro ctibico

a um vinho desagraddvel ou azedo. Estes 4cidos ocorrem naturalmente nas uvas ou sao

criados por meio do processo de fermentacao.

e Acidez voldtil: uma medida de acidos destildveis a vapor presentes em um vinho. Em

e Acido citrico: encontrado em pequenas quantidades, dcido citrico pode adicionar “frescura’

teoria, nossos paladares sdo bastante sensiveis a presenga de dcidos volateis e, por essa

razdo, um bom vinho deve manter suas concentracdes as mais baixas possiveis.

e sabor aos vinhos.

Acticar residual: a quantidade de acticar que permanece apds a fermentacao parar, € raro
encontrar vinhos com menos de 1 grama/litro e vinhos com mais de 45 gramas/litro sao

considerados doces. Em teoria, o agucar residual pode ajudar os vinhos a envelhecer bem.
Cloretos: a quantidade de sal no vinho.

Dioxido de enxofre livre: a forma livre de SO2 existente em equilibrio entre o SO2
molecular (como gas dissolvido) e o ion bissulfito impedimos o crescimento microbiano e

a oxidagdo do vinho.

Dioxido de enxofre total: quantidade de formas livres e encadernadas de SO2 em baixas
concentragdes. O SO2 € quase indetectavel no vinho, mas nas concentragdes de SO2 livre

acima de 50 ppm, o SO2 se torna evidente no nariz e no sabor do vinho.

Densidade: a medida da densidade do vinho € proxima da densidade da dgua, dependendo

do percentual de dlcool e teor de agucar.
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e PH: descreve como o vinho ¢é acidico ou basico numa escala de 0 (muito acido) a 14

(muito bdsico). A maioria dos vinhos tem entre 3-4 na escala de pH.
e Alcool: a percentagem de 4lcool presente no vinho.

e Qualidade: € a varidvel de saida (baseada em dados sensoriais) com pontuagdo entre O e
10.

O conjunto de dados contém 4898 amostras de vinhos e os dados foram coletados
de maio de 2004 a fevereiro de 2007. Cada uma das amostras foi avaliada por um minimo
de trés provadores, por meio de prova cega, em uma escala de qualidade que varia de zero
(muito ruim) a 10 ( excelente). No conjunto de dados original, a qualidade é uma varidvel
quantitativa representada como nimeros inteiros Z = {0,...,10}. Seguindo Lemionet, Liu e
Zhou (2015), para o propésito desta investigagdo, nds consideramos o modelo t = P(Z > 6 | X)

transformando a varidvel de classe ordinal em uma classe bindria desbalanceada definida por

. ) - 1, Z>6 (qualidade bom)
=lz>63\£) = 0, Z<6 (qualidade ruim)

A proporc¢do de uns € de 21%, consequentemente sdo dados desbalanceados, como € mostrado

na Figura 29.
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Figura 29 — Qualidade do vinho branco.
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6.2 Analise preliminar

Inicialmente alguns modelos com ligacdo simétrica (Logistica, Probito, Laplace, Cauchy
e t-Student) e modelos com fung¢do de ligacao assimétrica (P1, PP, PLAPLACE, PT, PC, PLR,
PPR, PLAPLACER, PTR e PCR) foram ajustados ao conjunto de dados considerando todas as
covaridveis (modelo completo). Apds os ajustes, as covaridveis dcido citrico e dioxido de enxofre
total foram as Unicas que pareciam ndo influenciar a varidvel resposta na maioria dos modelos
com ligacdo simétrica e nos modelos poténcia e reversa de poténcia, entdo foram calculados os
intervalos (regides) de maior densidade a posteriori (o intervalo HPD de 95% que significa em
inglés, highest posterior density) para estas covaridveis. Os resultados sao mostrados na Figura 30
e Figura 31, respetivamente. Nessas figuras os pontos no meio representam as estimativas a
posteriori do coeficiente de regressdo associado a covaridvel. Podemos observar que o intervalo
HPD de 95% para os coeficientes associados as covaridveis dcido citrico e dioxido de enxofre
total incluem o ponto zero para os diferentes modelos. Além disso, a estimativa para estes
coeficientes € aproximadamente zero, portanto poderiam ndo ser significativas na explicacio da
qualidade do vinho branco, por isso consideramos que devem ser retiradas para anélise posterior

(modelo reduzido).
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Figura 30 — Intervalo HPD 95% para o coeficiente de regressdo associado a covariavel dcido citrico,
ajustando com os modelos L, P, LAPLACE, T, C, PL,PPPLAPLACE, PT, PC, PLR,PPR,
PLAPLACER, PTR, PCR.
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Figura 31 — Intervalo HPD 95% para o coeficiente de regressdo associado a covaridvel dioxido de enxofre
total, ajustando com os modelos L, P, LAPLACE, T, C, PL,PPPLAPLACE, PT, PC, PLR,PPR,
PLAPLACER, PTR, PCR.

AcidezFixa - -0.024 0.289 0.089 0.023 -0.049 0.091 0.266 -0.426 -0.017 -0.121

Acidezvolatil -0.024 1.000 -0.150 0.064 0.070 -0.097 0.089 0.025 -0.031 -0.036 0.067

AcidoCitrico 0.289 -0.150 1.000 0.094 0.114 0.094 0121 0.153 -0.164 0.062 -0.076 - 0.6

AcucarResidual 0.089 0.064 0.094 1.000 0.089 0.299 0.401 m -0.194 -0.027 0.4
Cloretos 0.023 0.070 0.114 0.089 1.000 0.101 0.199 0.255 -0.090 0.017 -0.36 0.3

DioxEnxofreLivre -0.049 -0.097 0.094 0.299 0.101 0.294 -0.001 0.059

-0.9

DioxEnxofreTotal 0.091 0.089 0.121 0.401 0.199 0.531 0.002 0.135

Densidade 0.266 0.025 0.153 0.835 0.255 0.294 0.531 1.000 -0.093 0.071 0.776
-0.3
pH -0.426 -0.031 -0.164 -0.194 -0.090 -0.001 0.002 -0.093 1.000 0.156
Sulfatos -0.017 -0.036 0.062 -0.027 0.017 0.059 0.135 0.071 0.156 1.000 -0.017
-0.6

Alcool -0.121 0.067 -0.076 -0.451 -0.360 -0.250 -0.449 -0.776 0121 -0.017

AcidezFixa
Acidezvolatil
AcidoCitrico
AcucarResidual
Cloretos
DioxEnxofreLivre
DioxEnxofreTotal
Densidade

pH
Sulfatos

Alcool -

Figura 32 — Matriz de correlacdo das covaridveis

Por outro lado, para ver si existe algumas indicacdes de multicolinearidade foi calculada
a matriz de correlacdo entre as covaridveis, o resultado é apresentado na Figura 32. Além disso,
foi anualizado os fatores de inflacdo da variancia (em inglés, Variance Inflation Factors - VIF),
os resultados sdo mostrados na Tabela 16, valores de VIF maiores do que 10 podem causar

problemas na estimacao dos coeficientes de regressao.
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Tabela 16 — Fatores de inflacdo da variancia - VIF

Atributo VIF
Acidez fixa 2.432
Acidez volatil 1.136
Acido citrico 1.167
Acucar residual 3.344
Cloretos 1.228

Diéxido de enxofre livre  1.782
Diéxido de enxofre total  2.239

Densidade 22.709
pH 2.033
Sulfatos 1.112
alcool 6.410

Observa-se que a maioria das varidveis explicativas, com excep¢ao das varidveis Densi-
dade e Aciicar residual, apresentam correlacdo baixa, de forma linear e segundo os valores de
VIF a varidvel Densidade é a tnica que indica a presenca de multicolinearidade. A pesar dos
valores de VIF e da matriz de correlagao, neste trabalho, decidimos considerar os resultados
baseado no intervalo HPD e a probabilidade de significancia portanto a versao reduzida das

covaridveis associados a qualidade de vinho € mostrada na Tabela 17.

Tabela 17 — Atributos do vinho branco portugués, reduzido

N Atributo Notacao
1 Acidez fixa (g(4cido tartdrico)/dm?) X5
2 Acidez volitil (g(4cido acético)/dm?) X3
3 Actcar residual (g/dm3) Xy
4 Cloretos (g(cloreto de s6dio)/dm?) Xs
5 Diéxido de enxofre total (mg/dm?) X6
6 Densidade (g/cm3) X7
7 pH Xg
8  Sulfatos (g(sulfato de potéssio)/dm3) X9
9  Alcool (vol.%) Xio
10 Qualidade Y

6.3 Estimacao com funcoes de ligacao assimétrica

Os modelos de regressao bindria com ligagdes poténcia e reversa de poté€ncia apresen-
tados na Secao 3.2 foram ajustados ao conjunto de dados desbalanceados sobre qualidade de
vinho. A estimacdo dos parametros foi realizada sob uma abordagem Bayesiana considerando o
método de estimacdo Monte Carlo Hamiltoniano usando o algoritmo NUTS que foi apresentado

na Secdo 4.1. Os codigos para todos os modelos foram desenvolvidos e implementados em
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linguagem Stan por meio do Python usando o pacote Pystan. Esta escolha foi devido ao tempo
computacional, a linguagem Python € muito mais rdapida do que a linguagem do programa R.

Paro os modelos #-Student, PT e RPT, seguindo o trabalho de Lemonte e Bazan (2018), inicial-
mente para escolha dos graus de liberdades, usou-se a funcao de verosimilhanga perfilada para
obter o valor de v e as ligacOes t-Student (v = 2.97), poténcia t-Student (v = 0, 6) e reversa de
poténcia t-Student (v = 0,6), foram consideradas. Por outro lado, seguindo a Ding (2014) e com
a informacao acima, foi utilizada uma distribuicao a priori gama informativa com os parametros
v ~ gamma (125,200), ou seja, (V) o< x!?>~Texp {—100x}, esta escolha foi feita porque nés
assumimos que o valor do pardmetro v € conhecida. No entanto, paro os modelos apresentados
neste trabalho preferimos recomendar usar a distribui¢ao 7-Student com abordagem condicional
porque a estimativa do parametro extra v na abordagem ndo-condicional ndo estd associada a

funcdo de ligacdo e nao € facil de ser interpretado.

Inicialmente consideramos a verificagdo da convergéncia baseado na estatistica potencial
de reducdo de escala (R) de Gelman e Rubin (1992) para cada um dos quinze modelos (5
com ligacdes comuns, 5 usando ligagdes poténcia e 5 usando ligacdes reversa de poténcia).
Essa convergéncia foi alcangcada considerando uma amostra a posteriori de tamanho 5000 e
retirando-se os primeiros 3000 valores no periodo do burnin, tendo 2000 valores para os quais
considerou-se o espacamento de tamanho 2 para evitar os efeitos da autocorrelacao na amostra,

tendo no final uma amostra vélida da distribuicao a posteriori de 1000 valores para cada caso.

A comparacao dos modelos sdo desenvolvidos usando diferentes critérios de selecdo de
modelos apresentados na Secao 4.2. Os resultados destes critérios € mostrado na Tabela 18. Por

fim, o modelo com melhor ajuste aos dados € escolhido.

Tabela 18 — Critérios de sele¢cdo de modelos para dados de qualidade de vinho branco

Modelo pD Dbar Ippd pWAIC DIC EAIC EBIC IC WAIC LOO
Logistica 9.664 4182.992 -2085.760 10.797 4192.657 4204.992 4276.455 4202.321 4193.114 4198.494
Normal 10.380 4183.726 -2086.935 9.943  4194.106 4205.726 4277.188 4204.486 4193.755 4193.737
Laplace 11.132 4186.588 -2087.868 10.906 4197.720 4208.588 4280.051 4208.852 4197.547 4197.524
t-Student(v=2.97) 10.15  4176.78  -2083.31 1022 418693  4198.78  4270.24  4197.08 4187.05 4187.03
Cauchy 8.908 4208.197 -2098.823 10.582 4217.105 4230.197 4301.659 4226.013 4218.809 4218.792
P-Logistica 33.953 4187.472 -2087.459 13.123 4221.425 4209.472 4280.935 4255377 4201.162 4201.322
P-Normal 8.513 4181.774 -2086.074 9.718 4190.287 4203.774 4275.236 4198.801 4191.584 4191.571
P-Laplace 32745 4205218 -2095.883 14.722 4237.963 4227.218 4298.681 4270.708 4221.208 4221.625
P-t-Student(v=0.60)  10.289 4169.599 -2079.143 11.356 4179.888 4191.599 4263.061 4190.177 4180.997 4180.974
P-Cauchy 11.769 4172.524 -2080.636 11.296 4184.293 4194.524 4265.987 4196.063 4183.863 4183.841
RP-Logistica 14.874 4180.894 -2084.585 11.839 4195.767 4202.894 4274.356 4210.641 4192.848 4192.838
RP-Normal 12.151 4187.805 -2088.714 10.477 4199.956 4209.805 4281.268 4212.107 4198.383 =
RP-Laplace 11.545 4175.600 -2082.236 11.188 4187.144 4197.600 4269.062 4198.689 4186.847 4186.827
RP-t-Student(v=0.95) 11.72  4169.87 -2078.92  12.08 4181.60 4191.87 4263.33 419331 4182.01 4181.98
RP-Cauchy 11.160 4169.671 -2079.015 11.688 4180.830 4191.671 4263.133 4191.990 4181.406 4181.382

%
Problemas no célculo de log-verossimilhanca para a estimagao do LOO
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Tabela 19 — Estimagdo de pardmetros para modelo de regressdo bindria com funcao de ligacdo poténcia
t-Student com a piori para v e v = 0.6 para dados de qualidade de vinho branco

Poténcia t-Student com v = 0.6

Poténcia t-Student com a piori para v

Variaveis Parametro - -

L. Desvio L. Desvio

Estimativa 95% HPD Estimativa 95% HPD
padrao padrdo

Intercepto Bi -0.895 0.161 (-1.202; -0.579) -0.896 0.171  (-1.217; -0.540)
Acidez fixa B 0.381 0.080  (0.228; 0.534) 0.384 0.083  (0.232; 0.560)
Acidez volatil Bs -0.306 0.050 (-0.397; -0.207) -0.312 0.053  (-0.420; -0.212)
Actcar residual Ba 1.110 0.185  (0.746; 1.470) 1.120 0.189  (0.788; 1.513)
Cloretos Bs -0.533 0.103  (-0.734; -0.342) -0.548 0.111  (-0.764; -0.334)
Diodxido de enxofre livre Be 0.170 0.049  (0.077; 0.263) 0.172 0.049  (0.079; 0.275)
Densidade B -1.524 0.293  (-2.126; -0.980) -1.536 0.300  (-2.123;-0.952)
pH Bs 0.496 0.078  (0.350; 0.656) 0.498 0.083  (0.325; 0.653)
Sulfatos By 0.221 0.044  (0.142;0.313) 0.224 0.046  (0.141; 0.318)
Alcool Bio 0.339 0.126  (0.114; 0.606) 0.343 0.124  (0.095; 0.551)
Assimetria A 1.729 0.100  (1.536; 1.926) 1.739 0.111  (1.524;1.956)
Graus de liberdade v - - - 0.592 0.052 (0.492; 0.690)

Tabela 20 — Estimac¢do de parametros para modelo de regressdo bindria com fung¢ado de ligagdo RPC para
dados de qualidade de vinho branco

Variaveis Pardmetro Estimativa Desvio 95% HPD
padrdo

Intercepto Bi -1.058 0.149 (-1.357; -0.775)
Acidez fixa B> 0.487 0.093 (0.307; 0.666)
Acidez volatil B3 -0.426 0.077 (-0.589; -0.293)
Actcar residual Ba 1.422 0.210 (1.002; 1.856)
Cloretos Bs -0.711 0.134 (-0.977; -0.445)
Diéxido de enxofre livre Be 0.217 0.057 (0.106; 0.333)
Densidade By -1.915 0.325 (-2.535; -1.286)
pH Bs 0.634 0.082 (0.471; 0.793)
Sulfatos Bo 0.284 0.053 (0.175; 0.385)
Alcool Bio 0.503 0.181 (0.164; 0.877)
Assimetria A 0.488 0.049 (0.400; 0.597)

De acordo com os critérios de comparacao de modelos (DIC, EAIC, EBIC, IC, WAIC e

LOO), o modelo de regressdo poténcia t-Student (v = 0.6) supera todos os outros modelos de

regressdo. Portanto, concluimos que o esse modelo é o melhor para descrever este conjunto de

dados. As estimativas obtidas para o modelo poténcia #-Student (v = 0.6) com abordagem condi-

cional e ndo condicional (com a priori para V) sdo apresentadas na Tabela 19. O segundo modelo

que melhor desempenho apresenta, € reversa de poténcia Cauchy. A estimativa dos parametros

¢ apresentada na Tabela 20. Destas duas tabelas pode se ver a semelhanca nas estimativas dos

parametros além disso, as varidveis acidez volétil, cloretos e densidade, tém um efeito negativo

na qualidade do vinho, enquanto as outras varidveis tém um efeito positivo.
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Por outro lado, considerando os modelo que melhor se ajustam aos dados, isto €, 0 modelo
com ligacdo poténcia t-Student com 0.6 graus de liberdade, RPC e resultados dos métodos Lo-
gisticF e LogisticKZ, assim como do modelo logistico comum, analisamos a avalia¢io preditiva
de ambos estes modelos considerando medidas baseadas na matriz de confusdo apresentada na
Secdo 4.2. Neste caso, usamos as medidas usuais como a taxa de boa classifica¢do, sensibilidade,
especificidade e drea sob a curva (AUC). Os resultados sdo apresentados na Tabela 21, em que o
valor 1 representa o sucesso (se a qualidade do vinho € bom) observado ou predito, e o valor 0
representa a falha (se a qualidade do vinho € ruim) observado ou predito, sendo as diagonais a

frequéncia da predi¢do correta.

Tabela 21 — Medidas preditivas para modelo de regressdo bindria Logistica, LogisticF, LogisticKZ e
poténcia t-Student para dados de qualidade de vinho branco

Predito
Modelo Value ——— AUC ACC TPR TNR CSI GS SSI  FAITH PDIF
(|
<
S 0 3623 778
Logistica & 0.790 0.797 0.567 0.823 0.221 0.149 0.124 0.427 0.028
5 1 215 282
=
S 0 3624 778
LogisticF & 0.790 0.797 0.569 0.823 0.221 0.150 0.124 0.428 0.028
8 1 214 282
£
S 0 3648 793
LogisticKZ & 0.790 0.799 0.584 0.821 0214 0.146 0.120 0.427 0.025
5 1 190 267
=
Poténcia s 0 3558 695
5 0.789 0.801 0.566 0.837 0.272 0.188 0.158 0.438 0.033
t-Student J 1 280 365
o
T 0 3599 320
RP Cauchy 5 0.790 0.798 0.319 0918 0.240 0.158 0.136 0.431 0.036
g 1 667 312

ACC: Acuricia, TPR: Sensibilidade, TNR: Especificidade, AUC: drea abaixo da curva, CSI: critical success index, SSI: Sokal
& Sneath index, FAITH: Faith index and PDIF:pattern difference

Para cada modelo, a acurdcia ou taxa de boa classificagdo mede a proporcao de qualidade
de vinho bom ou ruim que € corretamente identificado como tal em relacdo a todos os resulta-
dos possiveis. Sensibilidade mede a propor¢do de qualidade de vinho bom que € classificado
corretamente pelo modelo ou identificado como tal € dizer capacidade do modelo predizer y =
qualidade bom dado que y = qualidade bom. e a especificidade mede a proporcao de qualidade
de vinho ruim que € corretamente identificado como tal isto é capacidade do modelo predizer y
= qualidade ruim dado que y = qualidade ruim. Por fim, a AUC mede toda a area bidimensional

abaixo da curva ROC (em inglés receiver operating characteristic curve). A andlise ROC fornece
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uma maneira de selecionar possiveis modelos 6timos baseados no desempenho de classificacao
em varios niveis limitrofes. Neste caso, um modelo com a maior area sob a curva deve ser o
preferido dentre os modelos possiveis. Ao considerar as medidas descritas acima, os resultado
na Tabela 21 mostra que o modelo com funcdo de ligagdo poténcia t-Student apresenta a melhor

acurdcia e sensibilidade do que o modelo com fung¢ao de ligagdo logito, mas a AUC € semelhante.

Analogamente, foi calculado os valores das novas medidas apresentadas na Secao 4.2
(CSI, GS, SSI, FAITH e PDIF). Para todas essas medidas, com excec¢ao do PDIF, um modelo
com o maior valor deve ser preferido em relag@o a outros modelos possiveis, pois apresenta maior
similaridade entre a classificacdo observada e a prevista. Na Tabela 21, segundo essas medidas,
o modelo com fun¢do de ligacdo poténcia t-Student (v = 0.6) também apresenta melhores
resultados que os métodos LogisticF, LogisticKZ, modelo logistico e RPC portanto deve ser

considerado como o melhor modelo para a predi¢ao de qualidade do vinho.

(a) Modelo de regressdo logistica (b) Modelo poténcia t-Student
<+ < -
1] h
S ™ 2 o -
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o o
= 2
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3 =]
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(c) Modelo RPC

Quantile residuals

Theoretical Quantiles
Figura 33 — Residuos quantilicos aleatorizados normalizados para regressao logistica, modelo com liga¢do
poténcia t-Student e RPC em regressdo bindria para qualidade do vinho branco
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Foi considerado também um diagndstico do ajuste por meio da andlise dos residuos
quantilicos aleatorizados normalizados, proposto por Dunn e Smyth (1996) apresentado na

Secdo 4.2, com envelopes gerados.

O grafico de envelope paro o modelo de regressdo logistica apresentado na Figura 33(a)
revela que este modelo ndo € adequado para modelar os dados, uma vez que hd observacoes fora
do envelope. Por outro lado, como mostrado na Figura 33(b), o uso de ligacdo assimétrica, neste
caso a ligacdo poténcia t-Student melhora muito o ajuste em termos de adaptacdo de modelos
para tais dados desbalanceados ja que todos os pontos estdo dentro do envelope semelhante
ao modelo com ligacdo RPC Figura 33(c), mas segundo os critérios de comparacdo e medidas
preditivas, o modelo com ligacdo poténcia t-Student pode ser escolhido como o melhor modelo

para ajustar aos dados.

A Figura 34 mostra o grafico dos residuos quantilicos aleatorizados normalizados para
o modelo com func¢do de ligacdo poténcia t-Student. Podemos observar que a distribuicdo dos

residuos segue claramente uma distribuicao Normal indicando que o modelo € adequado.
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Figura 34 — Residuos quantilicos aleatorizados normalizados para a regressdo bindria com ligagao poténcia
t-Student para os dados de qualidade de vinho.
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Por fim, segundo a andlise realizada, consideramos que o modelo com ligacdo poténcia t-
Student (v = 0.6) € mais adequado paro os dados de qualidade de vinho, em que as probabilidades

estimadas sao obtidas considerando

Y; ~ Bernoulli (4;) Vi=1,...,4898

| . 06 1 1.73
f; = {E + Es1gn(17i) [1 ~ In(i) (7’ E)H

em que 1; = —0.895+0.38x, —0.31x3+ 1.11x4 — 0.53x5 +0.17x6 — 1.52x7 + 0.50xg + 0.22x9 +
0.34x19, xp=Acidez fixa, x3=Acidez volatil, x4=Acucar residual, xs=Cloretos, xs=Di6xido de
enxofre livre, x7=Densidade, x3=pH, xg=Sulfatos, x;9=Alcool, m(z) = 0.6/(0.6 +z*) e I,(a,b) =

B(x;a,b)/B(a,b) é a funcdo beta regularizada incompleta.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram consideradas algumas fung¢des de ligagdo para regressao bindria
chamadas de poténcia e reversa de poténcia, propostas por Lemonte e Bazan (2018) e Bazén et
al. (2017) e que sdo baseadas na fun¢do de distribui¢cdo acumulada de uma familia simétrica de
distribuicdes que servem como linha de base. Estas fungdes de ligacdo sao alternativas para os
modelos de resposta binaria. Em particular, na presenca de dados desbalanceados, estes modelos
foram comparados como os métodos de King e Zeng (2001) e Firth (1993) desenvolvidos para

lidar com desbalanceamento.

Para a estimacdo dos parametros, diferentemente de Lemonte e Bazan (2018), neste
trabalho uma abordagem Bayesiana foi desenvolvida e a amostragem foi feita por meio do
algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano na extensao No-U-Turn Sampler. Em nossa abordagem,
a estimativa de PSIS-LOO como critério de comparacao do modelo e o cdlculo do residuos
quantilicos normalizado para avaliar o ajuste do modelo foram introduzidos. Os cédigos para
todos os modelos foram desenvolvidos e implementados na linguagem Stan por meio do

programa Python.

Observamos neste estudo a importancia do uso de ligagdes flexiveis em relacdo a assime-
tria dos dados, os quais sdao controlados por meio de um parametro adicional A. A fungao de

ligacdo simétrica é um caso particular quando A = 1.

As fungdes de ligagdo comuns na regressao bindria, como logito e probito, nem sempre
fornecem o melhor ajuste na presenca de dados desbalanceados. Especificamente, o estudo
de simulacdo (Capitulo 4) mostrou que as fung¢des de ligacdo propostas apresentam melhores
estimativas do que alguns métodos para eventos raros, como proposto por King e Zeng (2001) e
Firth (1993).

Por fim, na aplicacdo dos dados de qualidade do vinho branco, a maioria dos modelos
de regressao bindria propostos com fungdes ligagao poténcia e reversa de poténcia obtiveram

melhores ajustes do que os modelos de regressao bindria usando funcdes de ligacdo comum. Neste
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caso, o modelo de regressdo bindria com fungdo de liga¢do poténcia t-Student apresentou melhor
ajuste, e ndo somente a assimetria foi importante, mas também a espessura da cauda. Além disso,
juntamente com o uso de critérios de comparacao de modelos, mostramos na aplica¢io, que novas
medidas de classificacdo como CSI, GS, SSI e FAITH pode ser mais apropriado na presenca de
dados desbalanceados, uma vez que, neste caso, temos dados bindrios assimétricos na matriz de
confusdo. Complementarmente, envelopes usando o quantil randomizado normalizado residual

para avaliar convenientemente o ajuste da escolha do modelo.

Virias extensdes dos métodos desenvolvidos neste trabalho podem ser consideradas
em pesquisas futuras. Por exemplo, uma extensdo para modelos de regressdo ordinal pode ser
desenvolvida. Além disso, considerando efeitos aleatérios, uma extensdo para um modelo misto

pode ser desenvolvida.
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ANEXO

A

RESULTADOS DA SIMULACAO

Neste anexo sdo apresentados os valores estimados, viés e o raiz do erro quadratico

médio (RSME) do pardmetro de assimetria (1) com diferentes modelos poténcia e reversa de

poténcia nos diferences cendrios.

Nas Tabelas 22 e 23 é mostrado os valores estimados para os modelos poténcia e nas Tabelas 24

e 25 para os modelos reversa de poténcia.

Tabela 22 — Estimativas do parametro de assimetria para os modelos poténcia com diferentes valores de n

eA>1.

M¢étodo n . . . ] ) .
Estimativa Viés RSME Estimativa Viés RSME
500 6.389 2.389 2.393 2.070 0.070 1.339
PL 5000 5.105 1.105 1.909 2.598 0.598 1.188
20000 4.655 0.655 0.860 2.822 0.822 0.890
500 5.813 1.813 1.880 4.105 2.105 1.130
PP 5000 5.992 1.992  2.008 4.753 2753  2.907
20000 7.042 3.042 3.043 5.419 3419 2.430
500 4.127 0.127 0.939 2.336 0.336 0.964
Plaplace 5000 4.694 0.694 0.951 2.115 0.115 0.225
20000 4.605 0.605 0.705 2.085 0.085 0.119
500 4.534 0.534 1.016 2.105 0.105 0415
PC 5000 4.159 0.159 0.439 1.990 -0.010 0.128
20000 4.021 0.021 0.229 2.014 0.014 0.065
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Tabela 23 — Estimativas do pardmetro de assimetria para os modelos poténcia com diferentes valores de n
el <1.

A=0.5 A =0.25
Estimativa Viés RSME Estimativa Viés RSME

500 0.469 -0.031 0.384 0.313 0.063  0.135
PL 5000 0.452 -0.048  0.096 0.209 -0.041  0.054
20000 0.398 -0.102  0.056 0.186 -0.064  0.068

500 0.389 -0.111  0.190 0.385 0.135 0.162
PP 5000 0.326 -0.174  0.206 0.257 0.007  0.077
20000 0.322 -0.178  0.216 0.192 -0.058 0.073

500 0.394 -0.106  0.173 0.385 0.135  0.396
5000 0.965 0.465 1.906 1.867 1.617 1.580
20000 1.324 0.824 1.472 1.398 1.148  1.151

500 0.449 -0.051 0.093 0.321 0.071  0.397
PC 5000 0.496 -0.004  0.020 0.251 0.001  0.022
20000 0.497 -0.003  0.017 0.253 0.003 0.010

Método n

Plaplace

Tabela 24 — Estimativas do pardmetro de assimetria para os modelos reversa de poténcia com diferentes
valoresdene A > 1.

Estimativa Viés RSME Estimativa Viés RSME

500 0.177 -3.823  3.823 0.343 -1.658 1.664
RPL 5000 0.147 -3.854 3.853 0.338 -1.662  1.663
20000 0.139 -3.861 3.861 0.346 -1.654  1.654

500 0.233 -3.767  3.767 0.378 -1.622  1.649
RPP 5000 0.152 -3.848  3.848 0.238 -1.762  1.764
20000 0.140 -3.860 3.860 0.240 -1.760  1.760

500 0185  -3.815 3815 0374  -1.626 1.630
RPlaplace 5000 0.150  -3841 3841 0420  -1580 1.580
20000  0.154  -3.846 3.846 0425  -1.575 1575

500 0.215 -3.785 3.786 0.463 -1.537 1.540
RPC 5000 0.249 -3.751 3.751 0.487 -1.513  1.513
20000 0.251 -3.749  3.749 0.495 -1.505 1.505

Método n
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Tabela 25 — Estimativas do parametro de assimetria para os modelos reversa de poténcia com diferentes
valoresdene A > 1.

A=0.5 A =0.25
Estimativa Viés RSME Estimativa Viés RSME

Método n

500 1.566 1.066 1.408 4.709 4.459 3.962
RPL 5000 2.462 1.962 2.151 4.057 3.807 3912
20000 2412 1.912  1.969 5.004 4754 4.835

500 2.409 1.909 0.140 3.348 3.098 3.114
RPP 5000 2.115 1.615 1.892 3.353 3.103 4.354
20000 2.521 2.021 2.020 4.637 4.387 4.447

500 1681 1181 1563  2.645 2395 1.268
RPlaplace 5000 1853 1353 1361 2843 2593 2.606
20000  1.840 1340 1341 2878 2628 2.630

500 2.065 1.565 1.799 3.540 3.290 3.529
RPC 5000 1.820 1.320 1.324 3.136 2.886 2.909
20000 1.829 1.329  1.330 3.030 2780 2.787

As estimativas do valor de A para o modelo poténcia Cauchy (Tabelas 22 e 23) recupera
o verdadeiro valor e apresentam menor valor do RSME em todos os cenarios do que os outros

modelos poténcia.
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