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Abstract 

 
This paper deals with the surfaces of constant mean curvature in the Euclidean space. 
The first part of the text is devoted to minimal surfaces. We begin our studies with the 
Enneper-Weirstrass Representation Theorem and discuss some of its most important 
applications such as Jorge-Xavier, Rosenberg-Toubiana, and Osserman Theorems. 
Next, we present the Principle of Tangency of Fontenele-Silva and use it to 
demonstrate the classical half-space Theorem. We close this part by discussing the 
topological constraints imposed by the hypothesis of finite total curvature. In the 
second part of the manuscript we studied the surfaces of constant mean curvature, 
possibly non-zero. We start with Heinz's Theorem and its applications, we present the 
classification theorem of the surfaces of rotation with constant mean curvature made 
by Delaunay, and we conclude with the concept of stability where we demonstrate the 
classical Sphere Stability Theorem. We close the text with a succinct presentation of 
recent results on the surfaces of Weingarten in the Euclidean space. 
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Resumo 

 
Este trabalho versa sobre as superfícies de curvatura média constante no espaço 
Euclidiano. A primeira parte do texto é devotada às superfícies mínimas. Iniciamos 
nossos estudos com o Teorema de Representação de Enneper-Weirstrass e discutimos 
algumas de suas aplicações mais importantes como os Teoremas de Jorge-Xavier, 
Rosenberg-Toubiana e Osserman. Em seguida apresentamos o Princípio de Tangência 
de Fontenele-Silva e o utilizamos para demonstrar o clássico Teorema do Semi-espaço. 
Fechamos esta parte discutindo as restrições topológicas impostas pela hipótese de 
curvatura total finita. Na segunda parte da dissertação estudamos as superfícies de 
curvatura média constante possivelmente não nula. Iniciamos com o Teorema de 
Heinz e suas aplicações, apresentamos o teorema de classificação das superfícies de 
revolução com curvatura média constante feito por Delaunay e finalizamos com o 
conceito de estabilidade, onde demonstramos o clássico Teorema de Estabilidade da 
Esfera. Fechamos o texto com uma apresentação sucinta de resultados recentes sobre 
as superfícies de Weingarten no espaço Euclidiano. 

 
 
 
 

Palavras-chaves: Superfícies mínimas, superfícies de curvatura média constante, 
Teorema de Representação de Enneper-Weirstrass, Teorema de Jorge-Xavier, 
Teorema Rosenberg-Toubiana, Teorema de Osserman, Teorema do Semi-espaço, 
Curvatura Total Finita, Teorema de Heinz, Teorema de Delaunay, Teorema de 
Estabilidade da Esfera, Superfícies de Weingarten. 
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Capítulo I

INTRODUÇÃO

Uma pergunta natural na Geometria Diferencial é saber quais são as superfícies regu-

lares (mergulhadas ou imersas) que veri�cam uma determinada condição de curvatura. O

mais clássisco desse problema, talvez tenha sido a classi�cação das superfícies de curvatura

Gaussiana constante.

Em 1823, Carl F. Gauss provou o Teorema Egregium ([9] Capítulo 4), dizendo que a

curvatura Gaussiana é uma caracteristica intríseca da superfície, i.e., algo que pode ser

mensurada por um "habitante"da superfície.

No ano de 1868, Beltrami ([66]) apresentou a pseudo-esfera, superfície não completa

cuja curvatura Gaussiana é igual a �1, servindo de modelo local para a geometria não

Euclidiana apresentada por Lobatchewski ([64] em 1829) e Bolyai ([65] em 1832).

Já em 1899, H. Liebmann demonstrou que as únicas superfícies completas de curvatura

Gaussiana constante positiva são as esferas (para uma prova vide [9] Capítulo 5). Dois

anos depois, em 1901, D. Hilbert provou que não existe uma superfície imersa completa no

R3 com curvatura Gaussiana constante negativa (para uma prova vide [9] Capítulo 5), em

contrapartida, não completa existe, e é a pseudo-esfera apresentada por Beltrami.

Um fato curioso na história da Geometrial Diferencial é que o caso da curvatura Gaus-

siana nula foi provado quase cinquenta anos depois, em 1956. O resultado diz que as únicas

superfícies completas de curvatura Gaussiana nula são os superfícies cilindricas, i.e., super-

fícies obtidas pela translação de uma curva plana ao longo de uma direção. Esse teorema

foi enunciado por A. V. Pogorelov ([61]) em 1956 sem provas e sob hipóteses bastantes

gerais. A primeira prova surgiu em 1959 como corolário de um teorema de P. Hartmann

e L. Nirenberg ([62]), que trata de uma situação muito mais geral. Em 1961, Massey, W.

S. obteve uma prova elementar e direta desse teorema que pode ser consultada em ([63]), e

para uma prova mais recente, vide [9] Capítulo 5.
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O segundo problema mais clássico, foi se perguntar quem são as superfícies de curvatura

média constante, e esse é o objetivo central dessa dissertação.

A curvatura média é uma característica extrínseca da supérfície, e intuitivamente ela

nos diz de que "forma"a superfície está imersa no espaço, em outras palavras, ela pode ser

pensada como algo que o habitante da superfície não é capaz de mensurar.

As superfícies de curvatura média nula são chamadas superfícies mínimas, cujo os es-

tudos começaram com os trabalhos de Lagrange, Meusnier, Legendre e Monge na segunda

metade do século XVIII. Desde então estas superfícies foram objeto de estudo por inúmeros

pesquisadores e uma vasta coleção de resultados sobre as mesmas foi contruída. Para

demonstrar o quão rico e importante é esse tema para a Matemática, podemos destacar as

áreas com as quais ela se relaciona: Análise Real e Complexa, Cálculo Variacional, Física

Matemática, Teoria do Potencial, e sobretudo, Geometria Diferencial.

As superfícies de curvatura média constante (não nula) possuem propriedades interes-

santes, mas são menos restritivas do que as superfícies mínimas. No entanto, tais superfícies

desempenham um papel importante na Geometria Diferencial, como por exemplo na res-

olução do problema isoperimétrico, i.e., um problema clássico que consiste em encontrar

as superfícies de menor área envolvendo um volume pré-�xado. Tais superfícies possuem

aplicações interessantes não só na Matemática, mas também na Física e Engenharia, uma

vez que fornecem modelos matemáticos em contextos onde um sistema físico procura um

estado de menor energia.

A dissertação estar dividida em quatro partes. Na primeira parte (Capítulo 2) apresen-

tamos de�nições e resultados básicos de superfícies e o Princípio do Máximo.

A segunda parte é devotada ao estudo das superfícies mínimas onde no Capítulo 3

estudamos a Representação de Enneper-Weierstras (R.E.W) e provamos o Teorema de Os-

serman. No Capítulo 4 apresentamos os Teoremas de Jorge-Xavier, Rosenberg-Toubiana e

do Semi-espaço, resultados que dizem respeito existência de superfícies mínimas numa de-

terminada posição do espaço. Depois no Capítulo 5 relacionamos a R.E.W com os conceitos

de curvatura total e curvatura total �nita.
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A terceira parte (Capítulo 6) estudamos as superfícies de curvatura média constante de

revolução, o Teorema de Delaunay, as superfícies helicoidais e fechamos o Capítulo com o

conceito de estabilidade e o Teorema de Estabilidade da Esfera.

Na quarta parte (Capítulo 7) �nalizamos com um estudo breve das superfícies de Wein-

garten que são superfícies onde existe uma relação pré-�xada entre as curvaturas Gaussiana

e a curvatura média ou as entre as curvaturas principais da superfície.

O texto ainda contém um apêndice (Apêndice A) onde apresentamos resultados de

Análise Real e Complexa.

3



Capítulo II

PRELIMINARES

Na primeira seção deste Capítulo, apresentamos o conceito de superfícies parame-

trizadas, bem como uma breve exposição de notações, de�nições e resultados básicos que

serão utilizados ao longo de todo o texto. Na segunda seção estudamos o conceito de

superfícies abstratas e regulares, e na última seção �nalizamos com o Princípio do Máximo.

2.1 Superfícies Parametrizadas

Chamaremos um subconjunto 
 � R2 de domínio quando ele for aberto e conexo.

De�nição 1 Uma superfície parametrizada é uma aplicação diferenciável X : 
 �

R2 ! R3, onde 
 é um domínio de R2; cuja diferencial dXq : R2 ! R3 é injetora em cada

ponto q 2 
, ou equivalentemente, cujos vetores

Xu =
@X

@u
e Xv =

@X

@v

são linearmente independentes (vide �gura 1).

O espaço tangente à X no ponto q 2 
 é o espaço vetorial TqX gerado pelos vetores

Xu e Xv, e seu espaço ortogonal no ponto q 2 
, é de�nido por

TqX
? := hNi =

�
v 2 R3; hv; wi = 0;8w 2 TqX

	
onde N = Xu^Xv

kXu^Xvk .

Ao longo do texto, quando não for mencionado o contrário, uma aplicação diferenciável

será sempre uma aplicação in�nitamente diferenciável.
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Figura 1: Superfície Parametrizada.

Exemplo 2 (Grá�co de uma função diferenciável) Considere uma aplicação difer-

enciável f : 
 � R2 ! R; onde 
 é um domínio do R2. O grá�co de f é a imagem da

superfície parametrizada X : 
 � R2 ! R3; dada por

X : (u; v) 2 
 � R2 7�! (u; v; f (u; v)) 2 R3:

Observe que os vetores

Xu =

�
1; 0;

@f

@u

�
e Xv =

�
0; 1;

@f

@v

�
são linearmente independentes.

�

Exemplo 3 (Superfície de Revolução) Considere uma curva regular plana C : t 2

(a; b) 7�! (0; x2 (t) ; x3 (t)) 2 R3 (i.e., C diferenciável e C 0 (t) 6= �!0 , 8t 2 (a; b)); veri�cando

x2 (t) > 0, para todo t 2 (a; b).

A superfície de revolução de geratriz C e eixo de rotação OZ :=
�
(0; 0; z) 2 R3; z 2 R

	
,

é a superfície parametrizada

X : (�; t) 2 (a; b)� R 7�! (x2 (t) cos �; x2 (t) sen �; x3 (t)) 2 R3: (1)

Temos

X� = (�x2 (t) sen �; x2 (t) cos �; 0) e Xt =
�
x02 (t) cos �; x

0
2 (t) sen �; x

0
3 (t)

�
:
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Analisemos dois casos.

Se x03 (t) > 0; para todo t 2 (a; b) ; então X� e Xt são linearmente independentes.

Se x03 (t) = 0; para algum t 2 (a; b) ; então

det

0B@�x2 (t) sen � x02 (t) sen �

x2 (t) cos � x02 (t) sen �

1CA = �x2 (t)x02 (t)
2
sen ��x2 (t)x02 (t) cos2 � = x2 (t)x

0
2 (t) 6= 0

pois C 0 (t) 6= �!0 e x2 (t) > 0.

Logo, X� e Xt são linearmente independentes.

Portanto, em qualquer caso, os vetores X� e Xt são linearmente independentes ou seja,

X é uma superfície parammetrizada.

�

Exemplo 4 Um caso particular do Exemplo 3 importante nesse trabalho, é o catenóide de

raio a > 0, uma superfície de revolução cuja geratriz é a curva regular

C : t 2 R 7�!
�
0; a cosh

�
t

a

�
; t

�
2 R3

denominda catenária.

Por (1), a parametrização do catenóide é dada por

X (�; t) =

�
a cosh

�
t

a

�
cos �; a cosh

�
t

a

�
sen �; t

�
; 8 (�; t) 2 (0; 2�)� R

e como C é uma curva regular, segue do Exemplo 3 que X é uma superfície parametrizada.

A saber, suas derivadas parciais com respeito a � e a t são

X� =
�
�a cosh

�
t
a

�
sen �; a cosh

�
t
a

�
cos �; 0

�
Xt =

�
senh

�
t
a

�
cos �; senh

�
t
a

�
sen �; 1

� (2)

donde, os vetores X� e Xt são linearmente independentes.

�

De�nimos agora o conceito de completude para superfícies parametrizadas.
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Figura 2: O catenóide de raio a > 0: Fonte: [16]. Adaptado.

De�nição 5 A métrica induzida em um domínio 
 � R2 por uma superfície parametrizada

X : 
 � R2 ! R3 é de�nida por

dX (p; q) = inf

�
L (�) =

Z 1

0



(X � �)0 (u)


 du ; � regular ligando p �a q

�
; 8p; q 2 
:

Dizemos que X é completa quando (
; dX) for um espaço métrico completo.

A seguir, apresentamos uma alternativa de veri�car quando uma superfície parame-

trizada é completa, mas antes considere a de�nição.

De�nição 6 Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano � : [0; b) !


 � R2 é chamada curva divergente, quando para cada compacto K � 
, existe t0 2 [0; b),

tal que � (t) =2 K; para todo t > t0.

Proposição 7 Seja X : 
 � R2 ! R3 uma superfície parametrizada. Então toda curva

� : [0; b)! 
 divergente tem comprimento in�nito, isto é,

L (�) =

Z b

0



(X � �)0 (t)


 dt = lim

x!b

Z x

0



(X � �)0 (t)


 dt = +1
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se e somente se, X é completa.

A prova da Proposição 7, pode ser encontrada em [10], página 170.

De�nição 8 (Sup. Parametrizada Própria) Dizemos que uma superfície parame-

trizada X : 
 � R2 ! R3 é própria quando X�1 (K) é compacto em 
 para todo compacto

K em R3:

Nesse texto, dizemos que uma sequência (pn)n em um domínio 
 � R2 diverge (ou

diverge ao in�nito) se para todo compacto K � A, existe n0 2 N, tal que pn =2 K, para

todo n > n0.

Dito isto, uma outra de�nição equivalente de superfície parametrizada própria X : 
 �

R2 ! R3 é quando para toda sequência (pn)n divergente em 
, então (X (pn))n é uma

sequência divergente em R3.

Proposição 9 Se X : 
 � R2 ! R3 é uma superfície parametrizada própria, então X é

completa.

Demonstração: Suponha por absurdo que X não é completa. Então, pela Proposição

7, existe uma curva

� : [0; b)! 


divergente com comprimento �nito r > 0.

Considere a curva

� = X � � : [0; b)! R3:

Como a métrica em 
 é a induzida por X, então o comprimento de � também é r. Logo

� (t) 2 Br (� (0; 0))

para todo t 2 [0; b).

Seja (tn)n � [0; b) uma sequência estritamente crescente. Então

� (tn) 2 Br (� (0; 0))

8



para todo n 2 N.

A menos de passarmos a uma subsequência,

� (tn)! p 2 R3:

Como K = f� (tn) ;n 2 Ng [ fpg é compacto e X é própria, então

X�1 (K) �e compacto:

Mas

f� (tn) ;n 2 Ng � X�1 (K) . (3)

Como � é divergente e X�1 (K) é compacto, existe n0 2 N, tal que

� (tn) =2 X�1 (K)

para todo n > n0, o que é uma contradição com (3).

Portanto, X é completa. �

Proposição 10 Sejam f : R2 ! R função de classe C1 e X : (u; v) 2 R2 7�! (u; v; f (u; v)) 2

R3 superfície parametrizada. Então X é própria e, portanto, completa.

Demonstração: Seja ((un; vn))n � R2 uma sequência divergente. Então

rn = lim
n!+1

p
u2n + v

2
n = +1

donde

lim
n!+1

kX (un; vn)k = lim
n!+1

k(un; vn; f (un; vn))k

= lim
n!+1

q
u2n + v

2
n + f (un; vn)

2 � lim
n!+1

p
u2n + v

2
n = +1:

Portanto (X (un; vn))n é uma sequência divergente em R3, e por de�nição, X é própria.

Pela Proposição 9, X é completa. �

9



Exemplo 11 (A Superfície de Enneper é completa)

A superfície de Enneper é dada por

X : (u; v) 2 R2 7�!
�
u� u2

3
+ uv2;�v � u2v + v2

3
; u2 � v2

�
2 R3:

Figura 3: Superfície de Enneper. Fonte [71].

Suponhamos por absurdo que X não é própria.

Então existe sequência divergente zn = (un; vn) 2 R2, tal que (X (zn))n não é divergente,

ou seja, existe um compacto K � R3 e uma subsequência X (znk), tal que X (znk) 2 K,

para todo k 2 N.

Portanto, podemos assumir que X (zn) 2 K, para todo n 2 N, e consequentemente,

lim
n!+1

X (zn) = p 2 K:

Passando a uma subsequência se necessário, temos

lim
n!+1

junj = +1 e lim
n!+1

jvnj = +1:

Pois, se uma das coordenadas de zn for limitada, então pela expressão de X teríamos

lim
n!+1

jx (zn)j = +1; lim
n!+1

jy (zn)j = +1; lim
n!+1

jz (zn)j = +1

10



donde (X (zn))n seria divergente. O que é uma contradição, pois X (zn) é convergente.

Como toda sequência convergente é limitada e lim
n!+1

X (zn) = p 2 K, então existe r > 0,

tal que

x (zn) = un

�
1� u2n

3
+ v2n

�
< r; y (zn) = vn

�
�1� u2n +

v2n
3

�
< r

z (zn) = u2n � v2n < r:

Como lim
n!+1

junj = +1. Então, da inequação de x (zn), obtemos

lim
n!+1

����1� u2n
3
+ v2n

���� = 0 ) lim
n!+1

�
v2n �

u2n
3

�
= �1: (4)

Analogamente, como lim
n!+1

jvnj = +1, da inequação de y (zn), obtemos

lim
n!+1

�����1� v2n
3
+ u2n

���� = 0 ) lim
n!+1

�
v2n � 3u2n

�
! �3

Usando (4) temos

0� lim
n!+1

8u2n
3
= lim
n!+1

�
vn �

u2n
3

�
� lim
n!+1

8u2n
3
= lim
n!+1

�
vn �

u2n
3
� 8u

2
n

3

�

= lim
n!+1

�
vn �

9u2n
3

�
= lim
n!+1

�
vn � 3u2n

�
= �3

donde

lim
n!+1

8u2n
3
= 3 ) lim

n!+1
u2n =

3

4

o que é uma contradição, pois lim
n!+1

junj = +1.

Portanto, X é própria, e pela Proposição 10, X é completa.

�

De�nição 12 (Curvaturas) Considere a superfície parametrizada X : (u; v) 2 
 �

R2 7�! (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v)) 2 R3 e de�na as funções

E := hXu; Xui ; F := hXu; Xvi ; G := hXv; Xvi

chamados coe�cientes da primeira forma fundamental e

e := hXuu; Ni ; f := hXuv; Ni ; g := hXvv; Ni

chamados coe�cientes da segunda forma fundamental.
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A curvatura média, a curvatura gaussiana e vetor curvatura média de X são

de�nidos, respectivamente, por

H :=
1

2

eG+ gE � 2Ff
EG� F 2 ; K :=

eg � f2
EG� F 2 ;

�!
H := HN:

Observação 13 É de simples veri�cação que

EG� F 2 = kXu ^Xvk2

e =
det (Xu; Xv; Xuu)p

EG� F 2
; f =

det (Xu; Xv; Xuv)p
EG� F 2

; g =
det (Xu; Xv; Xvv)p

EG� F 2
:

A seguir, apresentamos uma outra maneira de de�nir a curvatura média e a curvatura

gaussiana através das curvaturas principais.

Mas antes, sejam X : 
 � R2 ! R3 uma superfície parametrizada, p 2 
 e v 2 TpX

unitário. Seja � : (��; �)! 
 uma curva diferenciável ppca, tal que � (0) = p e �0 (0) = v.

A curvatura normal no ponto p 2 
 na direção v é o produto interno canônico de �00 (0)

com N , ou seja,

kN (v) =


�00 (0) ; N

�
:

Como padrão, usando o fato de dX ser injetora em cada ponto, pode-se mostrar que kn

está bem de�nida.

De�nição 14 (Curvaturas Principais) Sejam X : 
 � R2 ! R3 uma superfície para-

metrizada e p 2 
. Os valores

�1 = min
v
kN (v) e �2 = max

v
kN (v)

são chamados curvaturas principais de X no ponto p.

A curvatura média e a curvatura gaussiana, também podem ser de�nidas, respectiva-

mente, como

H =
�1 + �2
2

e K = �1�2:

A seguir, enunciamos um Teorema clássico da geometria.

Teorema 15 (Teorema Egregium de Gauss) A curvatura gaussiana K é uma carac-

terística intrínseca da superfície.
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Uma prova para o Teorema acima, pode ser encontrada em [9], Capítulo 4.

Estamos agora prontos para de�nir quando uma superfície parametrizada é de curvatura

média constante nula e não nula, objetos de estudo importantes nesse trabalho.

De�nição 16 Dizemos que uma superfície parametrizada X : 
 � R2 ! R3 é mínima

quando sua curvatura média é identicamente nula, ou seja,

H (u; v) = 0; para todo (u; v) 2 
:

Quando H é constante (não nula) dizemos que X é de curvatura média constante.

A seguir damos o nosso primeiro exemplo de uma super�cíe mínima, o plano.

Exemplo 17 (Plano) O plano pode ser dado pela superfície parametrizada X : (u; v) 2

R2 7�! (u; v; f (u; v)) 2 R3, onde f : (u; v) 2 R2 7�! au + bv + c 2 R é uma função

diferenciável com a 6= 0 ou b 6= 0 ou c 6= 0. Temos

e = hN;Xuui = hN; (0; 0; 0)i = 0; f = hN;Xuvi = hN; (0; 0; 0)i = 0

g = hN;Xvvi = hN; (0; 0; 0)i = 0:

Logo

H =
1

2

eG+ gE � 2Ff
EG� F 2 = 0:

Portanto, o plano é uma superfície mínima.

�

O próximo resultado nos diz que o plano é a única superfície mínima que é grá�co de

uma função de�nida em todo o plano.

Teorema 18 (Bernstein) Se f : R2 ! R é uma função de classe C1 e X : (u; v) 2

R2 7�! (u; v; f (u; v)) 2 R3 é uma superfície mínima, então X é um plano.

Esse resultado é provado no Corolário 64, e uma outra demonstração é dada no Corolário

72.
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Exemplo 19 O catenóide visto no Exemplo 4 é uma superfície parametrizada mínima,

como veri�camos abaixo.

Segue de (2)

E = hX�; X�i = a2 cosh2
�
t
a

�
sen2 � + a2 cosh2

�
t
a

�
cos2 � = a2 cosh2

�
t
a

�
F = hX�; Xti = �a2 cosh s senh s sen � cos � + a2 cosh s senh s cos � sen � = 0

G = hXt; Xti = a2 senh2
�
t
a

�
cos2 � + a2 senh2

�
t
a

�
sen2 � + 1 = a2 senh2

�
t
a

�
+ 1

= a2 cosh2
�
t
a

�
:

As derivadas parciais de segunda ordem de X são dadas por

X�� =

�
�a cosh

�
t

a

�
cos �;�a cosh

�
t

a

�
sen �; 0

�

Xtt =

�
cosh

�
t

a

�
cos �; cosh

�
t

a

�
sen �; 0

�
X�t =

�
� senh

�
t

a

�
sen �; senh

�
t

a

�
cos �; 0

�
:

Além disso,

p
EG� F 2 =

s
a2 cosh2

�
t

a

�
a2 cosh2

�
t

a

�
= a2 cosh2

�
t

a

�

e =
1

a2 cosh2
�
t
a

� det
0BBBB@
�a cosh

�
t
a

�
sen � a cosh

�
t
a

�
cos � 0

senh
�
t
a

�
cos � senh

�
t
a

�
sen � 1

�a cosh
�
t
a

�
cos � �a cosh

�
t
a

�
sen � 0

1CCCCA
=

1

a2 cosh2
�
t
a

� ��a2 cosh2� t
a

�
cos2 � � a2 cosh2

�
t

a

�
2
sen �

�
= �1

Como X�� = �Xtt, então g = 1.

f =
1

a2 cosh2
�
t
a

� det
0BBBB@
�a cosh

�
t
a

�
sen � a cosh

�
t
a

�
cos � 0

a senh
�
t
a

�
cos � a senh

�
t
a

�
sen � 1

�a senh
�
t
a

�
sen � a senh

�
t
a

�
cos � 0

1CCCCA
=

1

a2 cosh2
�
t
a

�0 = 0:
14



Portanto,

H =
1

2

eG+ gE � 2Ff
EG� F 2 =

1

2

(�1) a2 cosh2
�
t
a

�
+ (1) a2 cosh2

�
t
a

�
a4 cosh4

�
t
a

� = 0:

�

A Proposição abaixo, devido a Euler provado no século XVIII, nos diz que uma superfície

de revolução mínima é um pedaço de plano ou um pedaço de catenóide.

Proposição 20 Se X : 
 � R2 ! R3 é uma superfície mínima de revolução não plana no

R3, então X é um catenóide ou um pedaço dele.

Demonstração: Vamos apresentar a prova no caso em que a geratriz é um grá�co de

uma função real. O caso geral segue deste.

Neste caso, X é da forma

X (�; t) = (f (t) cos �; f (t) sen �; t)

para todo (�; t) 2 
, onde C : t 2 (a; b) 2 R! (0; f (t) ; t) é a curva regular que estamos

girando em torno do eixo OZ. Então

X� = (�f (t) sen �; f (t) cos �; 0) e Xt =
�
f 0 (t) cos �; f 0 (t) sen �; 1

�
E = hX�; X�i = f (t)2 sen2 � + f (t)2 cos2 � = f (t)2

F = hX�; Xti = �f (t) sen �f 0 (t) cos � + f (t) cos �f 0 (t) sen � = 0

G = hXt; Xti = f 0 (t)2 cos2 � + f 0 (t)2 sen2 � + 1 = 1 + f 0 (t)2

p
EG� F 2 = f (t)

r�
1 + f (t)2

�
X�� = (�f (t) cos �;�f (t) sen �; 0)

Xtt =
�
f
00
(t) cos �; f

00
(t) sen �; 0

�
X�t = (�f 0 (t) sen �; f 0 (t) cos �; 0)
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Então

e =
1

f (t)

r�
1 + f (t)2

� det
0BBBB@
�f (t) sen � f (t) cos � 0

f 0 (t) cos � f 0 (t) sen � 1

�f (t) cos � �f (t) sen � 0

1CCCCA
=

�
�
f (t)2 sen2 � + f (t)2 cos2 �

�
f (t)

r�
1 + f (t)2

�
= � f (t)2

f (t)

r�
1 + f (t)2

�

g =
1

f (t)

r�
1 + f (t)2

� det
0BBBB@
�f (t) sen � f (t) cos � 0

f 0 (t) cos � f 0 (t) sen � 1

f
00
(t) cos � f

00
(t) sen � 0

1CCCCA
=

�
�
�f (t) f 00 (t) sen2 � � f (t) f 00 (t) cos2 �

�
f (t)

r�
1 + f (t)2

�
=

f (t) f 00 (t)

f (t)

r�
1 + f (t)2

�

f =
1

f (t)

r�
1 + f (t)2

� det
0BBBB@
�f (t) sen � f (t) cos � 0

f 0 (t) cos � f 0 (t) sen � 1

�f 0 (t) sen � f 0 (t) cos � 0

1CCCCA
=

� (�f (t) f 00 (t) cos � sen � + f (t) f 00 (t) cos � sen �)

f (t)

r�
1 + f (t)2

�
= 0

Como a superfície é mínima, então�
1 + f 0 (t)2

� �f (t)2

f (t)

r�
1 + f (t)2

� + f (t)2 f (t) f 00 (t)

f (t)

r�
1 + f (t)2

� = 0 (5)

logo
f (t)2

f (t)

r�
1 + f (t)2

� ��1� f 0 (t)2 + f (t) f 00 (t)� = 0:
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Como f (t) > 0, então

�1� f 0 (t)2 + f (t) f 00 (t) = 0 ; donde f (t) f 00 (t) = 1 + f 0 (t)2 > 0. (6)

Isto implica que f (t) e f 00 (t) nunca se anulam, então podemos reescrever a equação (6)

como
f 00 (t)

1 + f 0 (t)2
=

1

f (t)
(7)

Multiplicando (7) por f 0 (t), que se anula no máximo uma vez, pois é estritamente

crescente já que f 00 (t) não se anula, obtemos,

f 0 (t) f 00 (t)

1 + f 0 (t)2
=
f 0 (t)

f (t)
(8)

ou, equivalente,

d
�
f 0 (t)2 + 1

�
1 + f 0 (t)2

=
2d (f 0 (t))

f (t)

Integrando em ambos lados obtemos,

ln
�
1 + f 0 (t)2

�
= ln

�
k2f (t)2

�
) 1 + f 0 (t)2 = k2f (t)2

para alguma constante k 2 R.

Escolhamos k; tal que k2f (t)2 > 1, então

f 0 (t) =

q
k2f (t)2 � 1: (9)

donde

kf 0 (t) = k

q
k2f (t)2 � 1 ) kf 0 (t)q

k2f (t)2 � 1
= k

ou, equivalentemente,
(kf (t))0q
k2f (t)2 � 1

= k;

Integrando novamente em ambos lados, obtemos

cosh�1 (kf (t)) = kt+ c;

ou seja,

f (t) =
1

k
cosh (kt+ c)
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que é uma catenária como vimos no Exemplo (4).

Portanto, as soluções de (5) é uma família de catenárias. �

O Teorema a seguir apresenta uma de�nição alternativa de uma superfície mínima para

o caso em que a imagem de X é um grá�co de função diferenciável.

Teorema 21 (EDP das Superfícies Mínimas) Seja X : 
 � R2 ! R3 uma aplicação

cuja imagem é o grá�co de uma função diferenciável f : 
 � R2 ! R3. Então X é mínima,

se e somente se �
1 + f2v

�
fuu � 2fufvfuv +

�
1 + f2u

�
fvv � 0: (10)

Demonstração: Cálculos simples nos dão

E = 1 + f2u

F = fufv

G = 1 + f2v

e = fuu

f = fuv

g = fvv

:

Agora,

H =
1

2

eG+ gE � 2Ff
EG� F 2 = 0 ) eG+ gE � 2Ff = 0:

donde

H = 0 )
�
1 + f2v

�
fuu +

�
1 + f2u

�
fvv � 2fufvfuv = 0:

�

A seguir, apresentamos mais exemplos de superfícies mínimas.

Exemplo 22 (Helicóide)

O helicóide é dado por

X : (u; v) 2 R2 7�! (cu cos v; c sen v; cv) 2 R3

onde c é uma constante que indica o quanto o helicóide sobe entre duas folhas.
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Figura 4: Helicoide. Fonte [72].

É de simples veri�cação que o helicóde é invariante pelo grupo das translações � gerado

pelo vetor (0; 0; 2�), e portanto, é su�ciente estudar a restrição

XjR�[�;�+2�]

com � 2 R.

Supondo que u 2
�
��
2 ;
�
2

�
e v 6= 0, temos

x2 (u; v)

x3 (u; v)
= tanu

donde

x3 = arctan
x2
x1

e, portanto, o helicóide é grá�co da função (no plano Y Z)

f (u; v) = c arctan
v

u

para todo (u; v) 2
�
��
2 ;
�
2

�
�R�.
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Podemos ver que a função f acima é solução da EDP (10)

fu =
�cv
u2+v2

fv =
cu

u2+v2

fuu =
2cuv

(u2+v2)2

fuv =
c(v2�u2)
(u2+v2)2

fvv =
�2cuv
(u2+v2)2

donde

�
1 + f2v

�
fuu � 2fufvfuv +

�
1 + f2u

�
fvv

=

 
1 +

�
cu

u2 + v2

�2! 2cuv

(u2 + v2)2
� 2 �cv

u2 + v2
cu

u2 + v2
c
�
v2 � u2

�
(u2 + v2)2

+

 
1 +

�
�cv

u2 + v2

�2! �2cuv
(u2 + v2)2

=
2cuv

(u2 + v2)2

 
(cu)2 +

�
u2 + v2

�2 � (cv)2 � �u2 + v2�2
(u2 + v2)2

!
� 2 �cv

u2 + v2
cu

u2 + v2
c
�
v2 � u2

�
(u2 + v2)2

=
2cuv

(u2 + v2)2

 
(cu)2 � (cv)2

(u2 + v2)2

!
+
2c2uv

�
v2 � u2

�
(u2 + v2)4

= = �
2c3uv

�
v2 � u2

�
(u2 + v2)4

+
2c2uv

�
v2 � u2

�
(u2 + v2)4

= 0

donde o helicóide é uma superfície mínima.

�

Antes de continuarmos, lembremos a de�nição de superfície regrada. Uma família (difer-

enciável) a um parâmetro de retas f� (t) ; w (t)g é uma correspondência que associa a cada

t 2 I um ponto � (t) 2 R3 e um vetor w (t) 2 R3, w (t) 6= 0, tais que ambos � (t) e w (t)

sejam diferenciáveis em t 2 I. Para cada t 2 I, a reta Lt passando por � (t) e que é gerada

por w (t) é chamada a reta da família em t: Assim, dada uma família um parâmetro de retas

f� (t) ; w (t)g, a superfície parametrizada

X : (t; v) 2 I � R � R2 7�! � (t) + vw (t) 2 R3

é chamada superfície regrada gerada pela família f� (t) ; w (t)g.

O próximo resultado nos diz que o helicóide é a única superfície mínima regrada não

plana.
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Proposição 23 As únicas superfícies mínimas regradas são o plano (ou pedaço) e o he-

licóide (ou pedaço).

A prova para essa Proposição acima pode ser feita usando a mesma ideia para demonstrar

a Proposição 20.

Exemplo 24 (Superfície de Scherk)

Sejam g; h : R2 ! R funções reais de classe C1, e tome a superfície parametrizada

X : (u; v) 2 R2 7�! (u; v; f (u; v)) 2 R3, onde f : (u; v) 2 
 � R2 7�! g (u) + h (v) 2 R .

Note que

fu = g0; fv = h0; ; fuu = g00; fvv = h00; fuv = 0:

Supondo que X é mínima, temos que f veri�ca a EDP (10)

�
1 +

�
h0v
�2�

g00 +
�
1 +

�
g0u
�2�

h00 � 0: (11)

Se h00 � 0 e g00 � 0, então f é da forma

f (u; v) = au+ bv + c

ou seja, X é um plano.

Suponha que h00 6= 0 ou g0 6= 0. Podemos escrever (11) na forma

g00 (u)�
1 + (g0u (u))

2
� = � h00 (v)�

1 + (h0v (v))
2
� :

Como o lada esquerdo só depende de u e o lado direito só depende de v, então ambos os

lados devem ser iguais a uma constante k, ou seja,

g00 (u)�
1 + (g0u (u))

2
� = k (12)

� h00 (v)�
1 + (h0v (v))

2
� = k: (13)

Integrando (12), obtemos

arctan g0 = au+ c
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donde

g0 = tan (au+ c) (14)

onde ��
2 < au+ b < �

2 .

Integrando (14), temos

g = � log (cos (au+ c)) + C

onde ��
2
1
a �

c
a < u < �

2
1
a �

c
a , com C constante. Analogamente, obtemos a solução de (13)

h = log (cos (av + d)) +D

onde ��
2
1
a �

d
a < v < �

2
1
a �

d
a , com D constante.

Assim, temos

f (u; v) = log
cos (av + d)

cos (au+ c)
+ E

onde E é uma constante e (u; v) 2
�
��
2
1
a �

c
a ;
�
2
1
a �

c
a

�
�
�
��
2
1
a �

d
a ;
�
2
1
a �

d
a

�
.

Se a = 0, temos g00 = h00. Suponhamos então que a 6= 0. Note que � b
a e �

c
a são

translações horizontais e verticais, respectivamente, o valor 1
a corresponde à largura dos

quadrados e a constante E é a altura desta superfície no centro dos quadrados. Vamos

supor que a = 1 e c = d = E = 0. Assim, obtemos

f (u; v) = log
cos v

cosu
(15)

onde ��
2 < u; v < �

2 .

Para analisar o comportamento de f neste quadrado é fácil ver que

lim
u!��

2
+
f (u; v) = lim

u!�
2
�
f (u; v) = �1

lim
v!��

2
+
f (u; v) = lim

v!�
2
�
f (u; v) = +1:

Vemos que a Superfície de Scherk globalmente não é um grá�co de função. Mas se

��
2 < u; v < 3�

2 , então
cos v
cosu > 0 e, portanto, a função f de�nida em (15) �ca bem de�nida

neste quadrado também, e de forma geral, nos quadrados


k;l :=
n
(u; v) ; ju� k�j < �

2
; jv � l�j < �

2
; k + l �e par

o
:
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Assim, temos a função f de�nida sobre[
k;l2Z


k;l:

Figura 5: Superfície de Scherk. Fonte [73].

�

Pelo Exemplo anterior, temos o seguinte resultado.

Proposição 25 Sejam g; h : R2 ! R funções reais de classe C1. Qualquer superfície

mínima na forma X : (u; v) 2 R2 7�! (u; v; g (u) + h (v)) 2 R3 é um plano ou a superfície

de Scherk.

Exemplo 26 A superície de Enneper vista no Exemplo 11 é uma superfície mínima

X : (u; v) 2 C 7�!
�
u� u2

3
+ uv2;�v � u2v + v2

3
; u2 � v2

�
2 R3:

De fato,

@X

@u
=
�
1� u2 + v2;�2uv; 2u

�
e

@X

@v
=
�
2uv;�1� u2 + v2;�2v

�
:

N =
1

(u2 + v2 + 1)2

�
2u
�
u2 + v2 + 1

�
; 2v

�
u2 + v2 + 1

�
;
�
u2 + v2

�2 � 1�
=

�
2u

u2 + v2 + 1
;

2v

u2 + v2 + 1
;
u2 + v2 � 1
u2 + v2 + 1

�
:
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@2X

@u2
= (�2u;�2v; 2) ; @2X

@v2
= (2u; 2v;�2)

@2X

@u@v
= (2v;�2u; 0)

Por uma simples veri�cação, temos

E =
�
u2 + v2 + 1

�2
; G =

�
u2 + v2 + 1

�2
; F = 0

e = �2; g = 2 e f = 0

logo

H =
1

2

eG+ gE � 2Ff
EG� F 2 =

1

2

�2
�
u2 + v2 + 1

�2
+ 2

�
u2 + v2 + 1

�2 � 0
(u2 + v2 + 1)2 (u2 + v2 + 1)2 � 0

= 0

donde a Superfície de Enneper é mínima. �

2.2 Superfícies Abstratas

Na útima seção vimos o conceito de superfícies parametrizadas, onde o domínio da aplicação

era um aberto 
 do R2. A seguir generalizamos o domínio 
 para uma superfície abstrata.

De�nição 27 Uma superfície abstrata de dimensão 2 é um conjunto S e uma família

de aplicações bijetoras '� : U� � R2 ! S de abertos U� de R2 em S, tais que:

1. [
�
'� (U�) = S.

2. Para todo par (�; �), com '� (U�) \ '� (U�) = W 6= ?, os conjuntos '�1� (W ) e

'�1� (W ) são abertos em R2 e as aplicações '�1� � '� são diferenciáveis.

3. A família f(U�; '�)g� é maxima relativamente às condições (1) e (2).

Pode-se provar que uma estrutura diferenciável em um conjunto S induz de uma maneira

natural uma topologia em S. Basta de�nir que A � S é um aberto de S se '�1� (A \ '� (U�))

é um aberto de R2 para todo �. O par (U�; '�) com p 2 '� (U�) é chamado carta de S em

p. Uma família f(U�; '�)g� satifazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferenciável em S.

Em relação à condição (3), dada uma estrutura diferenciável em S, podemos completá-la

em uma máxima, agregando a ela todas as cartas que junto com alguma carta da estrutura

satisfazem a condição (2).

Quando não for mencionado o contrário, a superfície abstrata S será sempre conexa.
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De�nição 28 Seja S uma superfície abstrata. Dizemos que uma aplicação X : S ! Rm é

diferenciável em um ponto p 2 S quando

X � ' : U � R2 ! Rm

é diferenciável, para alguma carta (U;') de S com p 2 U .

Decorre da condição (2) da De�nição 27 que a de�nição acima é independente da escolha

de cartas.

De�nição 29 Seja S uma superfície abstrata. Dizemos que uma aplicação diferenciável

X : S ! R3 é uma imersão (de S em R3) quando

X � ' : U � R2 ! R3

é uma superfície parametrizada, para toda carta (U;') de S.

Uma superfície imersa é um par (S;X), onde S é uma superfície abstrata e X : S !

R3 uma imersão.

Dizemos que X é própria quando X�1 (K) é compacto em S para todo compacto K em

R3:

A seguir apresentamos a noção de espaço tangente a uma superfície abstrata.

De�nição 30 (Plano Tangente) Considere S uma variedade abstrata, p 2 S e � :

(��; �) ! S uma curva diferenciável com � (0) = p. Seja D o conjunto das funções de

S diferenciáveis em p. Um vetor tangente em p é de�nido pela função

�0 (0) : f 2 D 7�! d (f � �)
dt

����
t=0

2 R.

O conjunto de todos os vetores tangentes a S em p será denotado por TpS.

Observação 31 Quando não houver risco de confusão escreveremos apenas S ao invés de

(S;X). Além disso, usaremos a identi�cação usual TpS � dXp (TpS) (isomor�smo).

De�nimos agora o conceito de completude para superfícies.
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De�nição 32 A métrica induzida por uma imersão X : S ! R3 em S é de�nida por

dX (p; q) = inf

�
L (�) =

Z 1

0



(X � �)0 (u)


 du ; � regular ligando p �a q

�
, 8p; q 2 S:

Dizemos que X é completa quando (S; dX) for um espaço métrico completo.

Todas as superfícies parametrizadas que vimos na seção anterior, são exemplos de su-

perfícies imersas completas.

Utilizando a curvatura média e a curvatura gaussiana de uma superfície parametrizada,

de�mos tais curvaturas para uma superfície imersa.

De�nição 33 Considere uma superfície imersa (S;X) e um ponto p 2 S. A curvatura

média e a curvatura gaussiana de X em p é, respectivamente, a curvatura média e a

curvatura gaussiana da superfície parametrizada

X � ' : U � R2 ! R3

no ponto '�1 (p), onde (U;') é uma carta de S em p.

Dizemos que uma superfície imersa (S;X) é mínima quando H � 0.

Como de costume, pode-se provar que a de�nição acima é independente da escolha de

cartas.

De�nição 34 (Superfície Regular) Um subconjunto S � R3 é chamado superfície reg-

ular, quando para cada �p 2 S, existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação

X : U � R2 ! V \ S � R3, tal que

1. X é diferenciável.

2. X é um homeomor�smo.

3. Para todo q 2 U , a diferencial dXq : R2 ! R3 é injetora.

Lembremos que se p 2 S é tal que �1 = �2, então p é chamado ponto umbílico.

Proposição 35 Se todos os pontos de uma superfície conexa S são umbílicos, então S está

contida em um plano ou em uma esfera.
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Para uma prova, vide [9], Capítulo 3.

A seguir, apresentamos o conceito de Superfície de Riemann.

De�nição 36 Seja S uma superfície abstrata conexa. Uma carta complexa sobre S é um

homeomor�smo ' : U!V de subconjuntos abertos U; V � C. Duas cartas 'i : Ui!Vi

complexa são ditas holomor�camente compatíveis quando

'2 � '�11 : '1 (U1 \ U2)!'2 (U1 \ U2)

é um biholomor�smo.

Um atlas complexo de S é um sistema U = f'i : Ui!Vi; i 2 Ig de cartas que são holo-

mor�camente compativeis e que cobrem S, i.e.,
[
Ui = S. Dois atlas U , U 0 são chamados

analiticamente equivalentes se toda carta de U é holomor�camente compativeil com cada

carta de U 0. Uma estrutura complexa sobre S é uma classe da família de todos os atlas

analiticamente equivalentes.

De�nição 37 (Superfície de Riemann) Uma superfície de Riemann é um par (S;�)

onde S é uma superfície abstrata conexa e � é uma estrutura complexa.

2.3 Princípio do Máximo

Descobrir informações globais de uma superfície a partir de uma informação local é um dos

objetivos centrais dessa seção e, para isso começamos com a seguinte de�nição.

De�nição 38 (Operador Linear Elíptico de Segunda Ordem) Seja 
 � R2 um

domínio. Considere a aplicação L : C2 (
)! C0 (
) dada por

Lu (x) :=

2X
i;j=1

aij (x)uij (x) +

2X
i;j=1

bi (x)ui (x) + c (x)u (x) (16)

com coe�cientes aij = aji; bi;2 C0 (
) e termo linear c 2 C0 (
). Dizemos que L é um

operador linear elíptico de segunda ordem em 
 quando a matriz (aij (x))i;j=1;2 é

positiva de�nida para todo x 2 
, isto é, se � (x) é seu o autovalor mínimo e � (x) seu

autovalor máximo, então

0 < � (x) kpk2 �
2X

i;j=1

aij (x) pipj � � (x) kpk2
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para todo p = (p1; :::; pn) 2 R2n f(0; 0)g e x 2 
.

Outra forma equivalente de dizer que (aij (x))i;j=1;2 é positiva de�nida, é quando seus

autovalores são estritamente positivos.

Para demonstrar o Teorema do Máximo Interior, que diz respeito a unicicidade de

soluções de uma EDP (10), faremos agora o seguinte Lema técnico.

Lema 39 Seja 
 � R2 domínio. Dadas u; v 2 C2 (
) duas soluções da EDP (10), existe

L operador linear elíptico de segunda ordem com coe�cientes localmente limitados em 
 e

sem termo linear, tal que a função diferença

w := u� v

satisfaz

Lw � 0 em 
:

Demonstração: Considere a aplicação F : R5 ! R dada por

F (a; b; c; d; e) =
�
1 + b2

�
c� 2abd+

�
1 + a2

�
e:

Dizemos que uma função f 2 C2 (
) é solução de F em 
, quando

F (f1 (x0; y0) ; f2 (x0; y0) ; f11 (x0; y0) ; f12 (x0; y0) ; f22 (x0; y0)) = 0; 8 (x0; y0) 2 
:

onde a notação de sub-índice indica derivadas parciais.

Como u; v 2 C2 (
) são soluções da EDP (10) (Teorema 21), então u e v também são

soluções de F em 
; donde

F (u1 (x0; y0) ; u2 (x0; y0) ; u11 (x0; y0) ; u12 (x0; y0) ; u22 (x0; y0))

�F (v1 (x0; y0) ; v2 (x0; y0) ; v11 (x0; y0) ; v12 (x0; y0) ; v22 (x0; y0)) = 0�0 = 0; 8 (x0; y0) 2 
:

Considere os pontos

p := (u1 (x0; y0) ; u2 (x0; y0) ; u11 (x0; y0) ; u12 (x0; y0) ; u22 (x0; y0))
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q := (v1 (x0; y0) ; v2 (x0; y0) ; v11 (x0; y0) ; v12 (x0; y0) ; v22 (x0; y0)) :

Pelo Teorema do Valor Médio para várias variáveis nos pontos p e q, existe � 2 [0; 1],

tal que

0 = hrF ((1� �) p+ �q) ; q � pi

Usando a linearidade da derivada, temos

hrF ((1� �) p+ �q) ; q � pi

=
�
1 + b2 (�)

�
w11 (x0; y0) + [�2a (�) b (�)]w12 (x0; y0) +

�
1 + a2 (�)

�
w22

+ [2a (�) e (�)� 2b (�) d (�)]w1 (x0; y0) + [2b (�) c (�)� 2a (�) d (�)]w2 (x0; y0)

onde � := ((1� �) p+ �q) :

De�na L : C2 (
)! C0 (
) por

L ew (x0; y0) = �1 + b2 (�)� ew11 (x0; y0) + [�2a (�) b (�)] ew12 (x0; y0) + �1 + a2 (�)� ew22
+ [2a (�) e (�)� 2b (�) d (�)] ew1 (x0; y0) + [2b (�) c (�)� 2a (�) d (�)] ew2 (x0; y0)

para todo ew 2 C2 (
) e (x0; y0) 2 
:
Note que � e � dependem de (x0; y0) ; pois p e q dependem do ponto (x0; y0), donde L

está bem de�nido. Em particular, quando ew = w; Lw � 0 em 
.

Observemos agora que a matriz0B@ 1 + b2 (�) �a (�) b (�)

�a (�) b (�) 1 + a2 (�)

1CA
tem autovalores estritamente positivos, a saber, � = 1 e � = 1 + a2 (�) + b2 (�), donde ela

é positiva de�nida: E da expressão dos coe�cientes de L, segue que jbij
� ;

�
� são localmente

limitados em 
; i = 1; 2:Portanto, existe um operador linear elí¬ptico L nas condições do

enunciado, tal que Lw (x0; y0) � 0, para todo (x0; y0) 2 
: �

A seguir, enunciamos o Teorema do Máximo Interior de Hopf que dá condições para que

uma função u 2 C2 (
) seja constante.
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Teorema 40 (Princípio do Máximo Interior de Hopf) Seja L dada por (16) sem

termo linear (c = 0) e suponha que jbij
� ;

�
� são localmente limitados em 
; i = 1; 2: Se

u 2 C2 (
) \ C0 (
) é tal que Lu � 0 em 
 e u atinge um máximo em um ponto interior

de 
, então u é constante.

Teorema 41 (Princípio do Máximo do Bordo de Hopf) Considere 
 � C domínio

limitado, u : 
 � C! R função não constante de classe C2 (
) \ C0
�


�
e L um operador

linear elíptico de segunda ordem e 
 veri�cando

Lu � 0 em 
:

Suponha que os coe�cientes de L satisfazem c = 0 e jbij
� ,

�
� são localmente limitados em


, i = 1; 2, e seja p 2 @
 um ponto que também está no bordo de uma bola aberta B � 
.

Se a derivada @u
@�!n existe em p (onde �!n é o vetor normal unitário a B em p) e u (p) é

valor de máximo, então
@u

@�!n > 0:

Para uma deomonstração do dois últimos Teoremas, vide [7], Capítulo 3.

Finalmente o Teorema do Máximo Interior.

Teorema 42 (Princípio do Máximo Interior) Seja 
 � R2 domínio e u,v 2 C2 (
)

duas soluções da EDP (10). Se v � u em 
 e u (p) = v (p) em um ponto p 2 
, então

u � v.

Demonstração: De�nindo a função diferença

w := v � u em 


segue do Lema (39) que existe L operador linear elíptico de segunda ordem, tal que

Lw � 0 em 
:

Observe que w atnge um máximo no ponto p 2 
, pois w � 0 e w (p) = 0: Pelo Princípio

do Máximo Interior de Hopf (Teorema (40)),

w �e constante
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donde

u � v:

�

Teorema 43 Considere 
 � C domínio limitado cujo bordo é uma curva de classe C1,

funções u;w : 
 � C ! R de classe C2 (
) \ C0
�


�
e X1, X2 : 
 � C! R3 duas

superfícies mínimas grá�cos das funções u ,w, respectivamente. Seja p 2 @
 e suponha que

os espaços tangentes de X1 e X2 em p estejam bem de�nidos e veri�quem TpX1 = TpX2 e

Tp@X1 = Tp@X2. Se u (p) = w (p) e u � w em 
; então u � w em 
 e X1
�


�
� X2

�


�
.

Demonstração: De�na v := w � u em 
. Sabemos que v � 0 em 
 e que v (p) = 0 é

ponto de máximo no bordo. Seja �!n a normal unitária a 
 em p que aponta para fora de


. Como TpX1 = TpX2 e Tp@X1 = Tp@X2, obtemos

@u

@�!n =
@w

@�!n ) @v

@�!n = 0:

Pelo Lema (39), podemos aplicar o Princípio do Máximo do Bordo de Hopf (Teorema

41), donde v � 0 em 
, i.e., u � w e, portanto, X1
�


�
� X2

�


�
. �

Teorema 44 (Unicidade do Problema de Dirichlet) Considere 
 � C domínio limi-

tado, u;w : 
 � C ! R duas soluções da EDP (10), ambas de classe C2 (
) \ C0
�


�
. Se

uj@
 = wj@
, então

u � w em 
:

Demonstração: Para t 2 R, seja vt : 
 � C! R uma função dada por

vt (x; y) = u (x; y)� w (x; y) + t

onde (x; y) 2 
.

Logo, vt é de classe C2 (
)\C0
�


�
. Como 
 é compacto, as funções u;w e vt atingem

seus máximos e mínimos. Seja p 2 
 um ponto de mínimo da função

v0 = u� w:

31



Para t0 = �v0 (p) temos

vt0 (x; y) � vt0 (p) = 0

para todo (x; y) 2 
.

Vamos analisar os casos p 2 
 e p 2 @
 separadamente.

Seja p 2 
, então

vt0 � 0 em 
 e vt0 (p) = 0:

Pelo Lema (39), podemos aplicar o Princípio do Máximo do Bordo de Hopf (Teorema

41) em vt0 e obter

vt0 � 0 em 
:

Como uj@
 = wj@
, segue

vt0 j@
 � t0

donde,

t0 = 0 e u � w em 
:

Suponhamo agora que p 2 @
. Como uj@
 = wj@
, então t0 = 0. Usando que

vt0 (x; y) � 0

para todo (x; y) 2 
, segue

u � w em 
:

Repetindo o mesmo argumento trocando u e w entre si, consegeguimos w � u em 
,

donde

u � w em 
:

�
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Capítulo III

REPRESENTAÇÃO DE ENNEPER-WEIERSTRASS

Na primeira seção deste Capítulo, apresentamos o conceito de aplicações conforme e

em seguida mostrarmos que, sob certas condições, toda superfície mínima conforme pode

ser representada por uma função holomorfa e uma função meromorfa, resultado conhecido

como Teorema da Representação de Enneper-Weierstrass. Na segunda seção mostramos

que qualquer superfície mínima completa é um plano ou a imagem da aplicação de Gauss N

é densa em S2, resultado conhecido como Teorema de Osserman. Na terceira seção expres-

samos a curatura Gaussiana de uma superfície em termos das funções da Representação

de Enneper-Weierstrass. Fechamos o Capítulo (seções 4 e 5) com as superfícies mínimas

conjugadas e associadas.

3.1 Preliminares

Um dos conceitos importantes do nosso trabalho é o de superfícies conforme e que de�nimos

agora.

De�nição 45 Dizemos que uma superfície parametrizada X : 
 � C ! R3 é conforme

ou isotérmica quando existe uma função diferenciável � : 
 � C! Rn f0g ; tal que

E = G = �2 e F = 0:

Neste caso, dizemos que X é �-conforme.

O signi�cado geométrico da De�nição 45 é que ângulos (mas não necessáriamente

comprimentos) são preservados por aplicações conformes. Ao longo do texto, veremos que

os cálculos são bastante simpli�cados quando X é uma superfície parametrizada conforme.
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Observação 46 Observe que se X é conforme, então a curvatura média é dada por

H =
e+ g

2�2
: (17)

Nesse texto, o laplaciano de uma superfície parametrizada X : 
 � C ! R3 é de�nido

por

�X := Xuu +Xvv = (4x1;4x2;4x3) : (18)

Dizemos que X é harmônica quando

�X = (0; 0; 0)

ou seja, quando cada uma de suas funções coordenadas xk : 
 � C! R forem harmônicas,

k = 1; 2; 3. Assim, temos a seguinte Proposição.

Proposição 47 Se X : 
 � C! R3 é uma superfície parametrizada �-conforme, então

4X = 2�2
�!
H

onde
�!
H = HN é o vetor curvatura média de X.

Demonstração: Usando (17) e o fato de que N é a normal unitária de X, então

h�X;Ni = hXuu +Xvv; Ni = e+ g = 2�2H: (19)

Como X é conforme, então

hXu; Xui = hXv; Xvi e hXu; Xvi = 0: (20)

Derivando a primeira equação de (20) em relação a u e a segunda em relação a v temos,

respectivamente

hXuu; Xui = hX12; X2i e hXvu; Xvi = �hXu; Xvvi

donde

hXuu; Xui = �hXu; Xvvi : (21)
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Usando a equação (21) e (18), obtemos

h�X;Xui = hXuu +Xvv; Xui = 0:

Analogamente, mostramos que

h�X;Xvi = 0:

Portanto, �Xq 2 TqX? para todo q 2 
.

Usando (19) e o fato de que �X só tem componente normal à X, então

�X = 2�2HN = 2�2
�!
H:

�

Como o vetor curvatura
�!
H = HN é identicamente nulo se, e somente se, H � 0, segue

o Corolário.

Corolário 48 Uma superfície parametrizada ��conforme X : 
 � C ! R3 é mínima se,

e somente se, X é harmônica.

Seja 
 � C domínio. Usando a regularidade de funções harmônicas, obtemos o Corolário.

Corolário 49 Se X;Y : 
 � C ! R3 são superfícies mínimas conformes e existe um

domínio U � 
, tal que XjU = YjU , então X = Y .

A seguir enuciamos o Teorema de Chern, que garante a existência local de uma para-

metrização conforme em uma superfície de Riemann.

Teorema 50 Seja X : 
 � C! R3 uma imersão mínima. Então cada ponto de 
 possui

uma vizinhança que admite uma reparametização em parâmetros conformes.

Para uma demonstração do Teorema acima vide [70].

Quando o domínio da parametrização 
 for simplesmente conexo, podemos assumir que

a paramtrização é conforme. Para mais detalhes, vide [12].

Para demonstrar o Teorema de Representação de Enneper-Weierstrass, precisaremos de

uma sequência de Lemas técnicos que virão a seguir.
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Lema 51 Seja X : (u; v) 2 
 7�! (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v)) 2 R3 uma superfície

parametrizada: As funções �k : 
 � C! C dadas por

�k =
@xk
@u

� i@xk
@v

; k = 1; 2; 3 (22)

satisfazem as seguintes propriedades:

1. �k é holomorfa se, e somente se, xk é harmônica;

2. X é parametrização conforme se, e somente se,
3X
k=1

�2k = 0;

3. Se X é conforme, então
3X
k=1

j�kj2 6= 0.

Demonstração: (1) Segue das relações de Cauchy-Riemann que �k é holomorfa se, e

somente se,
@2xk
@u2

=
@

@u

�
@xk
@u

�
=

@

@v

�
�@xk
@v

�
= �@

2xk
@v2

e

@2xk
@v@u

=
@

@v

�
@xk
@u

�
=

@

@u

�
@xk
@v

�
=
@2xk
@u@v

Portanto, �k é holomorfa se, e somente se, xk é harmônica.

(2) O resultado segue direto da seguinte conta

3X
k=1

�2k =

3X
k=1

�
@xk
@u

� i@xk
@v

�2
=

3X
k=1

�
@xk
@u

2

� 2i@xk
@u

@xk
@v

� @xk
@v

2�

=

3X
k=1

@xk
@u

2

�
3X
k=1

2i
@xk
@u

@xk
@v

�
3X
k=1

@xk
@v

2

=

��
@x1
@u

;
@x2
@u

;
@x3
@u

�
;

�
@x1
@u

;
@x2
@u

;
@x3
@u

��
�2i

��
@x1
@u

;
@x2
@u

;
@x3
@u

�
;

�
@x1
@v

;
@x2
@v

;
@x3
@v

��
�
��

@x1
@v

;
@x2
@v

;
@x3
@v

�
;

�
@x1
@v

;
@x2
@v

;
@x3
@v

��
= E � 2iF �G = (E �G) + i (2F ) :
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(3) Se X é ��conforme, então
3X
k=1

j�kj2 =
3X
k=1

�
@xk
@u

2

+
@xk
@v

2�
=

3X
k=1

@xk
@u

2

+
3X
k=1

@xk
@v

2

= E +G = 2�2 > 0.

�

A partir de agora quando �zermos menção a integral complexa, estaremos usando a

seguinte de�nição. Sejam f : 
 � C! C uma função contínua e 
 : [a; b]! 
 um caminho

diferenciável com z0 := 
 (a) e z := 
 (b). A integral complexa de f ao longo do caminho 


é de�nida por Z


f (z) dz :=

Z b

a
f (
 (t)) 
0 (t) dt.

No caso em que 
 � C for um aberto simplesmente conexo e f for holomorfa, a integral
zZ

z0

f (�) d� :=

Z


f (z) dz

está bem de�nida para todo caminho diferenciável 
 com z0 := 
 (a) e z := 
 (b) :

Dito isso, temos o Teorema de Cauchy que diz que a função

F : z 2 
 7�!
zZ

z0

f (�) d� 2 C (23)

é uma primitiva de f em 
.

Para uma demonstração do Teorema de Cauchy, vide [11].

Lema 52 Dada uma superfície parametrizada mínima conforme X : (u; v) 2 
 � C 7�!

(x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v)) 2 R3, as funções �k : 
 � C ! C; k = 1; 2; 3 (de�nidas no

Lema 51) são holomorfas e satisfazem

3X
k=1

�2k = 0 e
3X
k=1

j�kj2 6= 0: (24)

Reciprocamente, dados um domínio simplesmente conexo 
 � C e funções holomorfas

�k : 
 � C ! C; k = 1; 2; 3 satisfazendo as equações em (24), existe uma superfície

parametrizada mínima conforme X : (u; v) 2 
 � C 7�! (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v)) 2 R3;

tal que

�k =
@xk
@u

� i@xk
@v

:
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Demonstração: Sendo X mínima conforme, então pelo Corolário 48, suas coordenadas

xk : 
 � C ! R; k = 1; 2; 3 são harmônicas. Portanto, as funções �k : 
 � C ! C; k =

1; 2; 3 são holomorfas (Item 1 do Lema 51).

Usando que X é conforme, então

3X
k=1

�k (z)
2 = 0 e

3X
k=1

j�k (z)j2 6= 0

(Item 2 e 3 do Lema 51).

Reciprocamente, sejam �k : 
 � C ! C; k = 1; 2; 3 funções holomorfas de�nidas sobre

um domínio simplesmente conexo 
 � C satisfazendo as equações em (24). De�na as

funções xk : 
 � C! R por

xk (z) = Re

0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A
onde z; z0 2 
; k = 1; 2; 3:

Por (23), xk está bem de�nida, k = 1; 2; 3:

Como 
 � C é um aberto simplesmente conexo e �k : 
 � C ! C é holomorfa, então

�k admite uma primitiva em 
, k = 1; 2; 3, donde xk está bem de�nida (pois a integral

independe do caminho), k = 1; 2; 3.

De�na a aplicação X : 
 � C! R3 por

X (u; v) = (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v))

Agora, observemos que

�k (z) =

24Re
0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A+ i Im
0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A350

=
@

@u
Re

0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A+ i @
@u
Im

0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A
=

@xk
@u

+ i
@

@u
Im

0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A (de�nição de xk)

=
@xk
@u

(z)� i@xk
@v

(z) , k = 1; 2; 3:
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Na última igualdade usamos: como �k é holomorfa, então vale Cauchy-Riemann

@

@u
Im

0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A = � @

@v
Re

0@ zZ
z0

�k (�) d�

1A = �@xk
@v

(z) :

Como �k é holomorfa, então xk é harmônica, k = 1; 2; 3 (Item 1 do Lema 51).

Como
3X
k=1

�k (z)
2 = 0, então pelo Item 2 do Lema 51, X é conforme. Pelo Corolário 48,

segue que X é mínima. �

Dada uma função meromorfa f : 
 � C ! C, o conjunto dos zeros e dos pólos de f

serão denotados, respectivamente, por Zeros (f) e Polos (f). A ordem de um zero x de f

será denotada por OrdZf (x), e a ordem de um pólo x por OrdPf (x).

De�nição 53 Sejam f; g : 
 � C ! C funções holomorfa e meromorfa, respectivamente.

Dizemos que f e g satisfazem a propriedade dos zeros e pólos (p.z.p) quando

Zeros (f) = Polos (g) e OrdZf (x) = 2Ord
P
g (x) :

Lema 54 Seja 
 � C domínio e f; g : 
 � C ! C funções holomorfa e meromorfa,

respectivamente, satisfazendo a p.z.p. Então as funções �k : 
 � C ! C; k = 1; 2; 3

de�nidas por

�1 :=
1

2
f
�
1� g2

�
; �2 :=

i

2
f
�
1 + g2

�
; �3 := fg; (25)

são holomorfas sobre 
 e satisfazem

3X
k=1

�2k = 0 (26)

3X
k=1

j�kj2 6= 0: (27)

Reciprocamente, dadas três funções holomorfas �1, �2, �3 : 
 � C! C satisfazendo as

equações (26) e (27), se �1 6= i�2 então existem f; g : 
 � C! C funções holomorfa e mero-

morfa, respectivamente, satisfazendo a p.z.p, tais que �1, �2, �3 podem ser representadas

na forma (25).
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Demonstração: Das expresões de �1, �2, �3 temos

�21 + �
2
2 + �

2
3 =

1

4
f2
�
1� g2

�2 � 1
4
f2
�
1 + g2

�2
+ (fg)2

=
f2
�
1� 2g + g2

�
� f2

�
1 + 2g + g2

�
+ 4 (fg)2

4
= 0:

Seja q 2 
 qualquer: Se �3 (q) 6= 0, o resultado segue. Suponha agora que �3 (q) = 0,

então f (q) = 0 ou g (q) = 0. Analisemos os dois casos separadamente.

Caso 1: f (q) = 0.

Então q é um zero de f de ordem 2m e pólo de g de ordem m, donde

f (q) g (q)2 6= 0:

Logo

�1 (q) = �
f (q) g (q)2

2
6= 0 e �2 (q) =

f (q) g (q)2

2
6= 0:

Caso 2: g (q) = 0.

Então f (q) 6= 0 pela p.z.p, donde

�1 (q) =
f (q)

2
6= 0 e �2 (q) =

f (q)

2
6= 0:

Reciprocamente, suponha que �1 � i�2 não é identicamente nula e de�na as funções

f; g : 
 � C! C por

f := �1 � i�2 (28)

g :=
�3

�1 � i�2
: (29)

Multiplicando as equações (28) e (29), obtemos

�3 = fg:

Da equação (29), temos

1 + g2 = 1 +
�23

(�1 � i�2)2
=
�21 � 2i�1�2 � �22 + �23

(�1 � i�2)2

=
�2�22 � 2i�1�2
(�1 � i�2)2

=
�2i�2 (�1 � i�2)
(�1 � i�2)2

=
�2i�2

(�1 � i�2)
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logo

�2 =
i

2
f
�
1 + g2

�
:

Novamente usando a equação (29), obtemos

1� g2 = 1� �23

(�1 � i�2)2
=
�21 � 2i�1�2 � �22 � �23

(�1 � i�2)2

=
2�21 � 2i�1�2
(�1 � i�2)2

=
2�1 (�1 � i�2)
(�1 � i�2)2

=
2�1

(�1 � i�2)

donde

�1 =
1

2
f
�
1� g2

�
.

A equação (26) pode ser escrita na forma

(�1 + i�2) (�1 � i�2) = ��23

logo

(�1 + i�2) = � (�1 � i�2)
�23

(�1 � i�2)2
= �fg2:

Segue de (28) e (29) que Zeros (f) = Polos (g) :

Como (�1 + i�2) é soma de holomorfas, então (�1 + i�2) = �fg2 é holomorfa. Portanto,

2OrdPg (x) � OrdZf (x). Se q for um pólo de g de ordem m e zero de ordem estritamente

maior que 2m de f , então

�1 (q) + i�2 (q) = �
�
fg2
�
(q) = 0 e �1 (q)� i�2 (q) = f (q) = 0:

Logo �1 (q) = 0 = �2 (q), e por (26), temos que �3 (q) = 0; o que é uma contradição por

(93).

Portanto, OrdPg (x) = 2Ord
Z
f (x), donde f e g satisfazem a p.z.p. �

Finalmente, estamos prontos para demonstrar o Teorema da Representação de Enneper-

Weierstrass que vem a seguir.
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Teorema 55 (Representação de Enneper-Weierstrass (R.E.W)) Qualquer super-

fície mínima ��conforme X : 
 � C ! R3 não plana sobre um domínio simplesmente

conexo 
 � C, pode ser representada na forma

X (z) =

�
Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1� g2 (�)

�
d�;Re

Z z

z0

i

2
f (�)

�
1 + g2 (�)

�
d�;Re

Z z

z0

f (�) g (�) d�

�
(30)

onde as funções f e g são holomorfa e meromorfa, respectivamente, sobre 
, e satisfazem

a p.z.p.

Reciprocamente, dadas duas funções f e g holomorfa e meromorfa, respectivamente,

sobre um domínio 
 � C simplesmente conexo, satisfazendo a p.z.p, existe uma superfície

mínima ��conforme não plana em R3 na forma (30).

Demonstração: Seja X : (u; v) 2 
 � C 7�! (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v)) 2 R3 uma

superfície parametrizada mínima conforme não plana. De�na as funções �k : 
 � C ! C

por

�k (z) =
@xk
@u

(z)� i@xk
@v

(z) :

para todo z 2 
; k = 1; 2; 3:

Como X é mínima e conforme, então pelo Corolário 48 suas funções coordenadas xk :


 � C ! R; k = 1; 2; 3 são harmônicas. Donde as funções �k são holomorfas (Item 1 do

Lema 51), k = 1; 2; 3.

Sendo X conforme, então

3X
k=1

(�k (z))
2 = 0 e

3X
k=1

j�k (z)j2 6= 0

para todo z 2 
 (Item 2 e 3 do Lema 51):

Observe que se �1 � i�2; dado que vale (�1 + i�2) (�1 � i�2) = ��23, teríamos �3 � 0,

donde a terceira coordenada x3 seria constante. Logo, X estaria contido num plano, que

não é o caso.

Portanto, podemos usar o Lema 54 para garantir a existência de funções f; g : 
 � C!

C holomorfa e meromorfa, respectivamente, satisfazendo a p.z.p, tais que

�1 =
1

2
f
�
1� g2

�
; �2 =

i

2
f
�
1 + g2

�
; �3 = fg:
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Usando o Teorema Fundamental do Cálculo versão complexo e o fato de 
 ser simples-

mente conexo, temos

x1 (z)� x1 (z0) = Re
Z z

z0

�
@x1
@u1

� i@x1
@u2

�
d� = Re

Z z

z0

�1d� = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1� g2 (�)

�
d�

x2 (z)� x2 (z0) = Re
Z z

z0

�
@x2
@u1

� i@x2
@u2

�
d� = Re

Z z

z0

�2d� = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1 + g2 (�)

�
d�

x3 (z)� x3 (z0) = Re
Z z

z0

�
@x3
@u1

� i@x3
@u2

�
d� = Re

Z z

z0

�3d� = Re

Z z

z0

f (�) g (�) d�

donde

x1 (z) = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1� g2 (�)

�
d� + x1 (z0)

x2 (z) = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1 + g2 (�)

�
d� + x2 (z0)

x3 (z) = Re

Z z

z0

f (�) g (�) d� + x3 (z0) :

Reciprocamente, se existem f; g : 
 � C ! C função holomorfa e meromorfa, respecti-

vamente sobre um domínio simplesmente conexo 
, satisfazendo a p.z.p, então pelo Lema

54 as funções �1; �2; �3 : 
 � C! C de�nidas por

�1 =
1

2
f
�
1� g2

�
; �2 =

i

2
f
�
1 + g2

�
; �3 = fg;

são holomorfas e satisfazem
3X
k=1

(�k (z))
2 = 0

3X
k=1

j�k (z)j2 6= 0

para todo z 2 
:

Então pelo Lema 52 existe uma superfície parametrizada mínima conforme X : 
 �

C! R3; tal que

�k =
@xk
@u

� i@xk
@v

onde xk : 
 � C! R são as funções coordenadas de X; k = 1; 2; 3.

Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo versão complexo e o fato de 
 � C ser

simplesmente conexo, temos

x1 (z)� x1 (z0) = Re
Z z

z0

�
@x1
@u1

� i@x1
@u2

�
d� = Re

Z z

z0

�1d� = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1� g2 (�)

�
d�
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x2 (z)� x2 (z0) = Re
Z z

z0

�
@x2
@u1

� i@x2
@u2

�
d� = Re

Z z

z0

�2d� = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1 + g2 (�)

�
d�

x3 (z)� x3 (z0) = Re
Z z

z0

�
@x3
@u1

� i@x3
@u2

�
d� = Re

Z z

z0

�3d� = Re

Z z

z0

f (�) g (�) d�

donde

x1 (z) = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1� g2 (�)

�
d� + x1 (z0)

x2 (z) = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1 + g2 (�)

�
d� + x2 (z0)

x3 (z) = Re

Z z

z0

f (�) g (�) d� + x3 (z0) :

�

Chamaremos

(X; f; g)

de tripla da R.E.W de X, onde X é a aplicação mínima conforme do Teorema da R.E.W

cujas funções holomorfa e meromorfa são f e g, respectivamente.

Sejam � : 
 � C ! C uma função holomorfa e 
 : [a; b] ! 
 uma curva diferenciável

fechada (i.e., 
 (a) = 
 (b)). Entenderemos por período da função �; como sendo o valor da

integral Z


� (�) d�:

Observação 56 Dada a de�nição no parágrafo acima, observemos que para as funções

xk : 
 � C! R estarem bem de�nidas, a hipótese de que 
 seja simplesmente conexo não

é necessária, basta que o período das funções �k sejam imaginários puros.

De fato, suponha que o período das funções �k sejam imaginários puros. Considere

z; z0 2 
 e �; � : [a; b]! 
 curvas diferenciáveis, ligando z0 a z. Mostremos que a função

xk : z 2 
 � C 7�! Re

Z z

z0

�k (�) d� 2 C

está bem de�nida, ou seja,

Re

Z
�
� (�) d� = Re

Z
�
� (�) d�

44



equivalentemente,

0 = Re

Z
�
� (�) d� � Re

Z
�
� (�) d�

= Re

�Z
�
� (�) d� �

Z
�
� (�) d�

�
= Re

�Z
�
� (�) d� +

Z
��
� (�) d�

�
= Re

Z
�[f��g

� (�) d�:

Como o período de �k é imaginário puro e � [ f��g : [a; b] ! 
 é uma curva fechada

ligando z0 a z, segue que o valor da integralZ
�[f��g

� (�) d�

é imaginário puro.

Logo

Re

Z
�[f��g

� (�) d� = 0:

Portanto, as funções xk : 
 � C! R estam bem de�nidas,

Observação 57 Dadas f e g nas condições do Teorema da R.E.W, existe X ��conforme,

e neste caso

1

2

3X
k=1

j�kj2 =
1

2

�
j�1j2 + j�2j2 + j�3j2

�
=

1

2

 
jf j2

���1� g2���2
4

+ jf j2
���1 + g2���2

4
+ jfgj2

!

=
1

2
jf j2

 ���1� g2���2
4

+

���1 + g2���2
4

+ jgj2
!

=
1

2
jf j2

 ���1� g2���2 + ���1 + g2���2 + 4 jgj2
4

!

=
1

2
jf j2

 
2 + 2

��g2��2 + 4 jgj2
4

!
=
1

2
jf j2

 
1 +

��g2��2 + 2 jgj2
2

!

=
1

4
jf j2

�
1 + jgj2

�2
2
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donde

�2 = kX1k2 = kX2k2 =
1

2

3X
k=1

j�kj2 =

24jf j
�
1 + jgj2

�
2

352 : (31)

Exemplo 58 (R.E.W do catenóide)

Sejam 
 = Cn f0g, z = (u; v) e considere as funções holomorfas �k : 
! C, k = 1; 2; 3

dadas por

�1 (z) :=
1
2

�
1� 1

z2

�
�2 (z) :=

i
2

�
�1� 1

z2

�
�3 (z) :=

1
z :

Observemos que

3X
k=1

(�k (z))
2 =

1

4

�
1� 2

z2
+
1

z4

�
� 1
4

�
1 +

2

z2
+
1

z4

�
+
1

z2
= 0:

Além disso, como �3 nunca se anula, segue que as funções �k satisfazem as equações em

(24). Resta veri�car que as integrais das �k ao longo de qualquer caminho fechado em 
 são

imaginários puros. Como quaisquer curvas fechada ao redor da origem são homotópicas,

basta veri�carmos para o círculo unitário 
 (t) = eit, t 2 [0; 2�].

EntãoZ
jzj=1

�1 (�) d� =

Z 2�

0

1

2

�
1� 1

e2it

�
ieitdt =

i

2

Z 2�

0
eitdt� i

2

Z 2�

0
e�itdt = 0

Z
jzj=1

�2 (�) d� =

Z 2�

0

1

2

�
1 +

1

e2it

�
eitdt =

1

2

Z 2�

0
eitdt+

1

2

Z 2�

0
e�itdt = 0

Z
jzj=1

�3 (�) d� =

Z 2�

0

1

eit
ieitdt = i

Z 2�

0
dt = 2�i:

Portanto, pelo Lema 52, existe uma superfície parametrizada mínima conforme X :

(u; v) 2 
 � C 7�! (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v)) 2 R3; tal que

�k (z) =
@xk
@u

(z)� i@xk
@v

(z)

para todo z 2 
:
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Então

x1 (z)� x1 (1) = Re

Z z

1

1

2

�
1� 1

�2

�
d� =

1

2
Re

�Z z

1
d� �

Z z

1

1

�2
d�

�
=

1

2
Re

�Z z

1
d� �

Z z

1

1

�2
d�

�
=
1

2
Re

�
z +

1

z
� 2
�

x2 (z)� x2 (1) = Re
Z z

1

i

2

�
�1� 1

�2

�
d� =

1

2
Im

�Z z

1
d� +

Z z

1

1

�2
d�

�
=
1

2
Im

�
z � 1

z

�
x3 (z)� x3 (1) = Re

Z z

1

1

�
d� = Re (log jzj+ i arg (z))

logo, a menos de uma translação temos

x1 (z) =
1

2

�
u

u2 + v2
+ u

�

x2 (z) =
1

2

�
v

u2 + v2
+ v

�
x3 (z) =

1

2

�
u2 + v2

�
:

Usando coordenadas polares, r > 0 e 0 � � � 2�; obtemos

x1 (z) =
1

2

�
cos �

r
+ r cos �

�
=
r2 + 1

2r
cos �

x2 (z) =
1

2

�
sen �

r
+ r sen �

�
=
r2 + 1

2r
sen �

x3 (z) =
1

2
log r2 = log r:

Fazendo a mudança t = log r (podemos, pois r > 0), temos que r = et e, portanto,

r2 + 1

2r
=
e2t + 1

2et
=
et + e�t

2
= cosh t

donde obtemos a superfície parametrizada

X (�; t) = (cosh t cos �; cosh t sen �; t)

que é o catenóide como vimos no Exemplo 4.

Além disso, como �1 (z) =
1
z 6= �

1
2

�
�1� 1

z2

�
= i�2 (z), então pelo Lema 54 conhecemos

as funções f e g, e são dadas por

f := �1 � i�2 e g :=
�3

�1 � i�2
:
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pelas de�nições em (28) e (29), respectivamente, na demonstração do Lema 54.

Portanto,

f (z) =
1

2

�
1� 1

z2

�
+
1

2

�
�1� 1

z2

�
= � 1

z2

g (z) =
1
z

� 1
z2

= �z

para todo z 2 Cn f0g.

�

Exemplo 59 (R.E.W da Superfície de Enneper) Considere as seguintes funções

f � 1 e g (z) = z

para todo z 2 C:

Mostremos que f e g são as funções da R.E.W para a superfície de Enneper. Primeiro,

note que f e g satisfazem a p.z.p. Logo, a superfície obtida pela R.E.W a partir delas

será uma superfície mínima. Vamos encontrá-la.

A coordenada x está dada por

x (z) = Re

Z z

0

1

2

�
1� �2

�
d� =

1

2
Re

�
z � z3

3

�
=

1

6
Re
�
(u+ iv)

�
3� u2 � 2iuv + v2

��
donde

x (u; v) =
u

2
� uv2

2
� u2

6
: (32)

A coordenada y é dada por

y (z) = Re

Z z

0

i

2

�
1 + �2

�
d� = �1

2
Im

�
z +

z3

3

�
= �1

6
Im
�
(u+ iv)

�
3 + u2 + 2iuv � v2

��
donde

y (u; v) = �v
2
� u2v

2
+
v3

6
: (33)

Finalmente, a coordenada z é dada por

z (z) = Re

Z z

0
�d� = �1

2

z2

2

=
1

2
Re
�
u2 + 2iuv � v2

�
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donde

z (u; v) =
1

2

�
u2 � v2

�
: (34)

Assim, a superfície cujas componentes são (32), (33) e (34), a menos de uma dilatação,

é a superfície de Enneper, vista no Exemplo 11, i.e.,

X : (u; v) 2 C 7�!
�
u� u2

3
+ uv2;�v � u2v + v2

3
; u2 � v2

�
2 R3:

�

3.2 O Teorema de Osserman

Considere C := C [ f1g.

Lema 60 Seja X : 
 � C ! R3 uma imersão mínima, conforme, não plana sobre um

domínio simplesmente conexo 
 � C. Seja g : 
 � C! C a função dada pelo Teorema da

R.E.W. Então a aplicação normal de Gauss N : 
 � C! R3 é dada por

N =
@X
@u �

@X
@v

@X

@u �
@X
@v



 =
 
2Re g

jgj2 + 1
;
2 Im g

jgj2 + 1
;
jgj2 � 1
jgj2 + 1

!
: (35)

Demonstração: Sabemos que o plano tangente de uma superfície parametrizada X :


 � R2 ! R3 é gerado pelos vetores

Xu =
@X

@u
e Xv =

@X

@v
:

Como @X
@u � i

@X
@v = (�1; �2; �3), então

@X

@u
= Re (�1; �2; �3) e

@X

@v
= � Im (�1; �2; �3) = Im

�
�1; �2; �3

�
:

Para encontrar o normal unitário, primeiro calculamos o produto vetorial

@X

@u
� @X

@v
=

0BBBB@
Re (�2) Im

�
�3
�
+Re (�3) Im (�2)

Re (�3) Im
�
�1
�
+Re (�1) Im (�3)

Re (�1) Im
�
�2
�
+Re (�2) Im (�1)

1CCCCA = Im
�
�2�3; �3�1; �1�2

�

= Im

0@ i jf j2
�
g + jgj2 g

�
2

;
jf j2

�
g � jgj2 g

�
2

;
�i
�
1� 2i Im

�
g2
�
� jgj4

�
4

1A
=

jf j2
�
1 + jgj2

�
4

�
2Re (g) ; 2 Im (g) ; jgj2 � 1

�
:
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Por outro lado





@X@u � @X

@v





 =pEG� F 2 = �2 =

24 jf j
�
1 + jgj2

�
2

352

donde a normal unitária é dada por

N =
@X
@u �

@X
@v

@X

@u �
@X
@v



 =
 
2Re g

jgj2 + 1
;
2 Im g

jgj2 + 1
;
jgj2 � 1
jgj2 + 1

!
:

�

Lembremos que a projeção estereográ�ca (através do pólo norte) é a aplicação bijetora

anti-conforme � : S2 ! C dada por

� (x; y; z) =

8><>:
x+iy
1�z ; se (x; y; z) 6= (0; 0; 1)

1; se (x; y; z) = (0; 0; 1)

e sua inversa ��1 : C! S2 é

��1 (z) =

8><>:
�
2Re z
1+jzj2 ;

2 Im z
1+jzj2 ;

jzj2�1
1+jzj2

�
; se z 6=1

(0; 0; 1) ; se z =1
: (36)

A seguir damos uma interpretação geométrica para a função g.

Teorema 61 Seja X : 
 � C! R3 superfície mínima conforme e g : 
 � C! C a função

meromorfa de X dada pelo Teorema da R.E.W. Seja � : S2 ! C a projeção estereográ�ca

através do polo norte. Então

� �N = g:

Demonstração: Por (35), temos

N =

 
2Re g

jgj2 + 1
;
2 Im g

jgj2 + 1
;
jgj2 � 1
jgj2 + 1

!
:

Como a inversa da projeção estereográ�ca é dada por (36), então dado w 2 C, temos

��1 (w) =

 
2Rew

jwj2 + 1
;
2 Imw

jwj2 + 1
;
jwj2 � 1
jwj2 + 1

!
;

donde

N = ��1 � g:
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Sendo � bijeção, temos

� �N = g:

�

Como consequência do Teorema acima, obtemos uma maneira de veri�car quando uma

superfície é mínima através da função meromorfa g.

Corolário 62 Seja X : 
 � C ! R3 uma superfície parametrizada conforme. Então X é

mínima, se e somente se, a função � �N : 
 � C! C é meromorfa.

Demonstração: Se X é mínima, então g é meromorfa pelo Teorema da R.E.W. Mas

Pelo Teorema 61,

g = � �N .

Reciprocamente, de�na

g := � �N : 
 � C! C

é meromorfa.

Então g é aplicação conforme. Como � é anticonforme, ��1 também o é. Logo, a

composição

N = ��1 � g

é uma aplicação anticonforme.

Portanto, sua derivada tem autovalores �1 e �2 (que são as curvaturas principais) de

mesmo módulo e sinais opostos, donde H � 0. �

Finalmente apresentamos o Teorema de Osserman.

Teorema 63 (Osserman) Se uma superfície mínima completa X : 
 � C ! R3 não é

um plano, então imagem de sua aplicação de Gauss N é densa em S2.

Demonstração: Pelo Teorema 50, em cada ponto de 
, existe uma reparametrização

local de X em parâmetros conformes. Como estamos interessados em estudar a aplicação

normal de Gauss, segue que podemos assumir que X é conforme.
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Pelo Teorema da Uniformização de Riemann podemos supor que 
 = C ou 
 = D.

CASO 1: 
 � C.

Como eX : C ! R3 é mínima conforme, então pelo Teorema da R.E.W, g : C ! C é

meromorfa. Pelo Pequeno Teorema de Picard (Teorema 168) g é constante ou g omite no

máximo três valores de S2. Se g é constante, então pelo Teorema 61, N seria constante,

donde eX seria um plano, o que não pode acontecer.

Portanto, g omite no máximo três valores de S2. Como a projeção estereográfca � é

bijetora, segue que N omite no máximo três valores de S2, donde N é densa em S2.

CASO 2: 
 � D.

Seja
� eX; f; g� tripla da R.E.W, e suponhamos por absurdo que N não seja densa em

S2.

Então, existe aberto de S2 que não é intersectado pela imagem de N . Fazendo uma

rotação do R3 se necessário, podemos supor que o pólo norte (0; 0; 1) está contido neste

aberto.

Portanto, existe � 2 R+, tal que a terceira coordenada de N satisfaz

jgj2 � 1
jgj2 + 1

(35)
= N3 � � < 1

donde

jgj2 � 1 �
�
jgj2 + 1

�
� ) jgj2 (1� �) � � + 1

assim,

jgj �
r
� + 1

1� � : =M < +1.

Então, g não possui pólos, e portanto, f não se anula.

Observemos que 24 jf j
�
1 + jgj2

�
2

352 � jf j2�1 +M2

2

�2
: (37)

Para �nalizar a prova do Teorema, provemos a seguinte a�rmação.

AFIRMAÇÃO 1: X não é completa.

52



Pela Proposição (7), precisamos mostrar que existe uma curva divergente � : [0; b)! D,

tal que

L (�) =
Z b

0



(X � �)0 (t)


 dt = 1

2

Z b

0
jf (� (t))j

�
1 + jg (� (t))j2

� ���0 (t)�� dt
(37)

� 1 +M2

2

Z b

0
jf (� (t))j

���0 (t)�� dt < +1
De�na a função holomorfa G : D � C! C por

G (z) =

Z z

0
f (�) d� (38)

que está bem de�nida, pois D é simplesmente conexo.

Seja z0 2 D. Como G é holomorfa e G0 (z0) = f (z0) 6= 0, segue do Teorema da Função

Inversa (Teorema 162) que existe uma vizinhança aberta V de z0 e uma bola aberta Br0 (w0)

contendo w0 = G (z0), tal que Hr0 : Br0 (w0)! D é uma inversa à direita holomorfa de G.

Considere o raio

R = sup fr � r0 ; 9Hr : Br (w0)! D extensão de Hr0 e inversa à direita holomorfa de Gg .

Assumindo que o supremo pode ser in�nito, segue que o supremo do conjunto

fr � r0 ; 9Hr : Br (w0)! D extensão de Hr0 e inversa à direita holomorfa de Gg

existe.

De�na a função HR : BR (w0)! D por

HR (z) = Hr (z)

para algum r 2 (0; R] com z 2 Br (w0).

Observe que HR está bem de�nida, pois sejam

r1; r2 2 fr � r0 ; 9Hr : Br (w0)! D extensão de Hr0 e inversa à direita holomorfa de Gg

com r1 � r2.

Como

Hr1 � Hr2 em Br0 (w0)
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segue do Princípio da Extensão Analítica (Teorema 161) que

Hr1 � Hr2 em Br1 (w0)

i.e., Hr2 é uma extensão da Hr1 , donde HR está bem de�nida.

Note que se R =1, segue do Teorema de Liouville (Teorema 157) que HR é constante,

o que é uma contradição pois H é localmente um biholomor�smo. Portanto, R <1.

Seja w 2 SR (w0) e considere a curva �w : [0; 1)! BR (w0) dada por

�w (t) = w0 + t (w � w0) , 8t 2 [0; 1):

AFIRMAÇÃO 2: Existe �w = HR � �w : [0; 1) ! D curva divergente, para algum

w 2 SR (w0).

Suponha por absurdo que �w não é curva divergente para todo w 2 SR (w0). Então,

existe um compacto K � D e uma sequência estritamente crescente (tn)n � [0; 1), com

lim
n!+1

tn = 1, tal que

�w (tn) 2 K, 8n 2 N.

Passando a uma subsequência se necessário, temos

lim
n!+1

�w (tn) = z1 2 K.

Como G é contínua e HR é inversa à direita de G, segue

w = lim
n!+1

�w (tn) = lim
n!+1

G (�w (tn)) = G (z1) :

Pelo Teorema da Função Inversa (Teorema 162), existe uma vizinhança aberta A de z1

e uma bola aberta Brw (w) contendo w = G (z1), tal que Hw : Brw (w)! A é uma inversa

à direita holomorfa de G (vide �gura 6).

Como lim
n!+1

�w (tn) = z1 2 A e A é aberto, segue que existe n1 2 N, tal que �w (tn1) 2 A.

Por outro lado, como lim
n!+1

�w (tn) = w 2 Brw (w) e Brw (w) é aberto, segue que existe

n2 2 N, tal que �w (tn2) 2 Brw (w). Tomando n0 = max fn1; n2g, temos

�w (tn0) 2 A e �w (tn0) 2 Brw (w) .
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Figura 6: Hw.

Considere o aberto 4 = H�1
R (A) e note que q = �w (tn0) 2 4, pois HR (q) = �w (tn0) 2

A. Seja B� (q) � 4\BR (w0) \Brw (w) e tome z 2 B� (q) arbitrário.

Note que HR (z) 2 A, por de�nição de imagem inversa (pois z 2 B� (q) � 4). E

Hw (z) 2 A, pois z 2 B� (q) � Brw (w). Como HR e Hw ambas são inversas à direita de G,

segue, respectivamente, que

G (H (z)) = z e G (Hw (z)) = z:

Mas A foi escolhido de modo a G ser um biholomor�smo em A, donde G é injetora em

A. Então

HR (z) = Hw (z)

para todo z 2 B� (q).

Pelo Princípio da Extensão Analítica (Teorema 161) segue que

HR � Hw em BR (w0) \Brw (w)

para todo w 2 SR (w0) :

Como SR (w0) é compacto e
S

w2SR(w0)
Brw (w) é uma cobertura aberta de SR (w0), segue

que SR (w0) �
kS
i=1
Brwi (w).
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Seja � > 0, tal que BR+� (w0) � BR (w0) [
kS
i=1
Brwi (w) e de�na a função holomorfa

HR+� : BR+� (w0)! D por

HR+� (z) =

8><>: HR (z) , se z 2 BR (w0)

Hrwi (z) , se z 2 Brwi (w)

Para mostrar que HR+� está bem de�nida, basta veri�car que se z 2 Brwi (w)\Brwj (w),

então Hrwi (z) = Hrwj (z). De fato, como

Hrwi � HR � Hrwj em BR (w0) \Brwi (w) \Brwj (w)

segue do Princípio da Extensão Analítica (Teorema 161) que

Hrwi � Hrwj em Brwi (w) \Brwj (w) .

Portanto, HR+� está bem de�nida e é uma extensão de HR inversa à direita holomorfa

de G em BR+� (w0). Mas isso contradiz o fato de R ser o supremo para o qual HR possue

essa propriedade (vide �gura 7).

Figura 7: HR+�.

Portanto, existe uma curva divergente �w : [0; 1)! D.

Mas
1 +M2

2

Z 1

0
jf (� (t))j

���0 (t)�� dt = Z 1

0

��G0 (� (t))�� ���0 (t)�� dt
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=

Z 1

0

��(G � �)0 (t)�� dt = Z 1

0

���0 (t)�� dt = Z 1

0
jw0j dt =

Z 1

0
Rdt = R < +1

o que é uma contradição com a hipótese de D ser completo com a métrica. Portanto, N é

densa em S2. �

Finalmente apresentamos uma primeira demonstração para o Teorema de Bernstein,

como consequência do Teorema de Osserman.

Corolário 64 (Teorema de Bernstein) Se X : (u; v) 2 C 7�! (u; v; f (u; v)) 2 R3 é uma

superfície mínima, então X é um plano.

Demonstração: Como X é grá�co da função f sobre C, segue da Proposição 10 que X

é completa. Novamente usando que X é grá�co de função, temos que imagem da aplicação

de Gauss está contida em um dos hemisférios de S2 (dependendo do sentido de N). Logo,

N não é densa na esfera S2. Como X é superfície mínima, segue do Teorema de Osserman

(Teorema 63) que X é um plano. �

3.3 Curvatura Gaussiana e a Representação de Enneper-
Weierstrass

Expressaremos agora a curvatura Gaussiana de uma superfície usando as funções f e

g fornecidas pelo Teorema da R.E.W.

Teorema 65 Seja (X; f; g) uma tripla da R.E.W. Se f nunca se anula, então a curvatura

Gaussiana de X é dada por

K = �

264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

: (39)

Consequentemente, as curvaturas principais são dadas por

�1 = �
4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2 e �2 =
4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
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Demonstração: Por uma simples conta, podemos mostrar que

K = � 1

2
p
EG

��
Evp
EG

�
v

+

�
Gup
EG

�
u

�
:

Usando esse fato, temos

� 1

2
p
EG

��
Evp
EG

�
v

+

�
Gup
EG

�
u

�
= � 1

2�2

��
2��v

�2

�
v

+

�
2��u

�2

�
u

�

= � 1

�2

��
�v
�

�
v

+

�
�u
�

�
u

�
= � 1

�2

��
@ log �

@v

�
v

+

�
@ log �

@u

�
u

�
= � 1

�2

�
@2 log �

@v2
+
@2 log �

@u2

�
= � 1

�2
�(log �)

donde

K = � 1

�2
�(log �) : (40)

Iremos calcular a curvatura gaussiana de X através da equação (40), usando f e g.

Note que

4
@

@z

@

@z
= 4

@

@z

�
1

2

�
@

@x
+ i

@

@v

��
= 2

@

@z

�
@

@x
+ i

@

@v

�
(41)

= 2
@

@z

�
@

@x

�
+ 2i

@

@z

�
@

@v

�
= 2

1

2

�
@

@x

�
@

@x

�
� i @

@v

�
@

@x

��
+ 2i

1

2

�
@

@x

�
@

@v

�
� i @

@v

�
@

@v

��
=

@

@x

�
@

@x

�
+

@

@v

�
@

@v

�
=

@2

@u2
+

@2

@v2
= �:

Pela Observação (57), temos

�2 =

24 jf j
�
1 + jgj2

�
2

352 : (42)

Como f é holomorfa e g é meromorfa, então pela Proposição (154) temos

@f

@z
=
@f

@z
= 0 e

@g

@z
=
@g

@z
= 0. (43)

Assim

K = ��(log �)
�2

(41)
= � 4

�2
@

@z

@

@z
(log �)

58



(42)
= � 4

�2
@

@z

@

@z

"
log

 p
ff (1 + gg)

2

!#
= � 4

�2
@

@z

@

@z

�
1

2
log

�
ff

2

�
+ log (1 + gg)

�

= � 4

�2

�
1

2

@

@z

@

@z

�
log

�
ff

2

��
+

@

@z

@

@z
[log (1 + gg)]

�
= � 4

�2

�
1

2

@

@z

��
2

ff

�
@

@z

�
ff

2

��
+

@

@z

�
1

1 + gg

@

@z
(1 + gg)

��
= � 4

�2

�
1

2

@

@z

��
2

ff

�
1

2

�
f
@f

@z
+ f

@f

@z

��
+

@

@z

�
1

1 + gg

�
g
@g

@z
+ g

@g

@z

���
(43)
= � 4

�2

�
1

2

@

@z

��
1

ff

��
f
@f

@z
+ f0

��
+

@

@z

�
1

1 + gg

�
g
@g

@z
+ g0

���
= � 4

�2

�
1

2

@

@z

��
1

f

��
@f

@z

��
+

@

@z

�
g

1 + gg

@g

@z

��
= � 4

�2

�
1

2

�
@

@z

�
1

f

�
@f

@z
+
1

f

@

@z

�
@f

@z

��
+

@

@z

�
g

1 + gg

�
@g

@z
+

g

1 + gg

@

@z

�
@g

@z

��

= � 4

�2

(
1

2

�
@

@z

�
1

f

�
@f

@z
+
1

f

@

@z

�
@f

@z

��
+

 
(1 + gg) @g@z � g

@
@z (1 + gg)

(1 + gg)2

!
@g

@z
+

g

1 + gg

@

@z

�
@g

@z

�)

(43)
= � 4

�2

8<:12
"
�@f
@z

f
2

@f

@z
+
1

f

@

@z
(0)

#
+

0@(1 + gg) @g@z � g
�
g @g@z + g

@g
@z

�
(1 + gg)2

1A @g

@z
+

g

1 + gg

@

@z
(0)

9=;
(43)
= � 4

�2

8<:12
"
0

f
2

@f

@z

#
+

0@(1 + gg) @g@z � g
�
g @g@z + g0

�
(1 + gg)2

1A @g

@z

9=;
= � 4

�2

 
@g
@z

(1 + gg)2

!
@g

@z
= � 4

�2

�
g0

(1 + gg)2

�
g0 = � 4

�2

�
g0g0

(1 + gg)2

�
(42)
= � 4�

jf j(1+jgj2)
2

�2 jg0j2

(1 + gg)2
= � 16

jf j2
�
1 + jgj2

�2 jg0j2

(1 + gg)2

= � 16 jg0j2

jf j2
�
1 + jgj2

�4 = �
264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

ComoH � 0, as curvaturas principais satisfazem �1 = ��2, e isso demonstra o Teorema.

�

Corolário 66 Seja (X; f; g) uma tripla da R.E.W. Se f nunca se anula, então a curvatura

Gaussiana de X é identicamente nula (i.e., a superfície é um plano) ou seus zeros são

isolados.
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Demonstração: Pelo Teorema 65, temos

K = �

264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

:

Como g0 é meromorfa, então pela Proposição 156, g0 é constante (identicamente nula)

ou seus zeros são isolados. Logo, K é identicamente nula ou seus zeros são isolados.

Se K � 0, então X é totalmente umbílica, donde X é um plano ou uma esfera. Como

X é mínima, então X é um plano. �

Exemplo 67 (Catenóide) Vimos no Exemplo 58 que a R.E.W do catenóide é dada por

f (z) = � c

z2
e g (z) = �z

para todo z 2 Cn f0g, com c 2 C constante.

Por (39), temos

K = �

264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

= �

264 4 jzj2

jcj
�
1 + jzj2

�2
375
2

=
�16 jzj4

c2
�
1 + jzj2

�4 6= 0:
pois z 2 Cn f0g.

�

Exemplo 68 (Helicóide)Pode ser mostrado que a R.E.W do helicóide é dada por

f (z) = ice�z e g (z) = �ez

para todo z 2 C, c 2 C constante.

Por (39), temos

K = �

264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

= �
�

4eu

jcj e�u (1 + e2u)2

�2
=

�16e4u

c2 (1 + e2u)2
:

�
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Exemplo 69 (Superfície de Scherk) Pode ser mostrado que a R.E.W da Superfície de

Scherk é dada por

f (z) =
�4i
z4 � 1 e g (z) = iz

para todo z 2 D.

Por (39), temos

K = �

264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

= �

264 4

4(1+jzj2)
2

jz4�1j

375
2

= �
��z4 � 1��2�
1 + jzj2

�4 :
�

Exemplo 70 (Superfície de Enneper) Vimos no Exemplo 59 que a R.E.W da Superfície

de Enneper é dada por

f (z) = 1 e g (z) = z

para todo z 2 C:

Logo, por (39), a sua curvatura gaussiana é

K = �

264 4 jg0j

jf j
�
1 + jgj2

�2
375
2

= �

264 4

1
�
1 + jzj2

�2
375
2

= � 16�
1 + jzj2

�4 :
�

A seguir damos uma estimativa para o módulo da curvatura gaussiana. Considere

BR (0) � C a bola aberta centrada na origem de raio R > 0 no plano complexo.

Teorema 71 Sejam h : BR (0) � C ! R função de classe C1, X : (u; v) 2 BR (0) 7�!

(u; v; h (u; v)) 2 R3 superfície mínima conforme. Então

jK (0)j � 16

R2
:

Demonstração: Temos

Xu �Xv = det

0BBBB@
i j k

1 0 fu

0 1 fv

1CCCCA = (0:fv � fu:1; fu:0� 1fv; 1:1� 0:0) = (�fu;�fv; 1)
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donde

EG� F 2 = kXu �Xvk2 = f2u + f
2
v + 1 � 1 (44)

e

N =
1p

EG� F 2
(fu; fv;�1) :

Pela equação (35), 
2Re g

jgj2 + 1
;
2 Im g

jgj2 + 1
;
jgj2 � 1
jgj2 + 1

!
= N =

1p
EG� F 2

(fu; fv;�1) :

Igualando a terceira coordenada, temos

jgj2 � 1
jgj2 + 1

= � 1p
EG� F 2

donde

�
jgj2 � 1

�p
EG� F 2 = �

�
jgj2 + 1

�
) jgj2

�p
EG� F 2 + 1

�
= �1+

p
EG� F 2

ou seja,

jgj2 = �1 +
p
EG� F 2

1 +
p
EG� F 2

< 1: (45)

Portanto, g (BR (0)) � B1 (0).

Além disso,

1� jgj2 = 1� �1 +
p
EG� F 2

1 +
p
EG� F 2

=
1 +

p
EG� F 2 + 1�

p
EG� F 2

1 +
p
EG� F 2

=
2

1 +
p
EG� F 2

(46)

e

1 + jgj2 = 1 + �1 +
p
EG� F 2

1 +
p
EG� F 2

=
1 +

p
EG� F 2 � 1 +

p
EG� F 2

1 +
p
EG� F 2

=
2
p
EG� F 2

1 +
p
EG� F 2

:

(47)

Para qualquer curva divergente e� : [0; b)! BR (0) com e� (0) = (0; 0), vale
d := inf

f�;�(0)=(0;0)g
L (�) � L

�e�� (48)

Considere a função G : BR (0) � C! C dada por

G (z) =

Z z

0
f (�) d�
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que está bem de�nida, pois BR (0) é simplesmente conexo.

Por (45), temos que jgj2 < 1. Então g não possui pólos, e, portanto f não possui zeros.

Como G é holomorfa e G0 (z) = f (z) 6= 0, para todo z 2 BR (0), então pelo Teorema da

Função Inversa (Teorema 162), existe uma vizinhança aberta V de z, com V � BR (0), tal

que f (V ) = Br (0) é aberto e GjV : V ! Br (0) possui uma inversa (GjV )
�1 : Br (0)! V ,

a qual é holomorfa.

A bola aberta Br (0) � C é tal que existe w0 2 C com jw0j = r, de modo que (GjV )
�1

não pode ser estendida em w0.

Note que se r = 1, então pelo Teorema de Liouville (Teorema 157) (GjV )
�1 seria

constante, donde GjV também seria constante. Então

0 = (GjV )
0 (z) = G0 (z) = f 0 (z) , para todo z 2 V

donde f teria zeros, o que é uma contradição.

Portanto, r <1.

Considere a curva � : [0; 1)! Br (0) dada por

� (t) = tw0, 8t 2 [0; 1):

AFIRMAÇÃO: (GjV )
�1 � � : [0; 1)! V � BR (0) é um caminho divergente.

Suponha por absurdo que (GjV )
�1 � � não é um caminho divergente. Então, existe um

compacto K � V e uma sequência estritamente crescente (tn)n � [0; 1), com lim
n!+1

tn = 1,

tal que h
(GjV )

�1 � �
i
(tn) 2 K, 8n 2 N.

Como K é compacto, a menos de passarmos a uma subsequência, temos

lim
n!+1

h
(GjV )

�1 � �
i
(tn) = z0 2 K.

Como GjV é contínua, então

GjV
�
lim

n!+1

h
(GjV )

�1 � �
i
(tn)

�
= GjV (z0) 2 Br (0)
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donde

w0 = lim
n!+1

tnw0 = lim
n!+1

� (tn) = lim
n!+1

GjV
�h
(GjV )

�1 � �
i
(tn)

�
= GjV

�
lim

n!+1

h
(GjV )

�1 � �
i
(tn)

�
= GjV (z0) 2 Br (0)

logo, w0 2 Br (0), e portanto, como Br (0) é aberto, (GjV )
�1 pode ser estendida em w0, o

que é uma contradição.

Portanto, e� := (GjV )�1 � � : [0; 1)! V � BR (0) é um caminho divergente.

Mas

L
�e�� = lim

t!1

Z t

0





�X � e��0 (t)



 dt Obs(88)= lim
t!1

Z t

0
� (� (t))

���e�0 (t)��� dt
= lim

t!1

Z t

0

���f �e� (t)���� ���e�0 (t)��� dt = lim
t!b

Z t

0

���G0 �e� (t)� e�0 (t)��� dt
= lim

t!1

Z t

0

���dG�e� (t)� e�0 (t)��� dt = lim
t!1

Z t

0

�����G � e��0 (t)���� dt
= lim

t!1

Z t

0

�����GjV � e��0 (t)���� dt = limt!1
Z t

0

�����GjV � (GjV )�1 � ��0 (t)���� dt
= lim

t!1

Z t

0

���0 (t)�� dt = lim
t!1

Z t

0
j!0j dt = lim

t!1

Z t

0
rdt = r <1

ou seja,

d
(48)

� L
�e�� : � r:

Aplicando o Lema de Schwarz (Lema 158) à função (GjV )
�1 : Br (0) ! V � BR (0),

obtemos ����h(GjV )�1i0 (0)���� � R

r

donde

jf (0)j =
��(GjV )0 (0)�� = 1����h(GjV )�1i0 (0)���� �

r

R
� d

R
: (49)

Aplicando o Teorema de Schwarz-Pick (Teorema 159) à função g : BR (0) ! B1 (0) em

z = 0, obtemos
jg0 (0)j

1� jg (0)j2
� R

1

1

R2
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ou seja,

R
��g0 (0)�� � 1� jg (0)j2 (50)

Pela equação (39), temos

K (0) = �

264 4 jg0 (0)j

jf (0)j
�
1 + jg (0)j2

�2
375
2

donde

jK (0)j =

264 4 jg0 (0)j

jf (0)j
�
1 + jg (0)j2

�2
375
2

) d
p
jK (0)j = 4d jg0 (0)j

jf (0)j
�
1 + jg (0)j2

�2
(49)

� 4R jg0 (0)j�
1 + jg (0)j2

�2 (50)� 4
�
1� jg (0)j2

�
�
1 + jg (0)j2

�2
(46) e (47)
=

4
�

2p
EG�F 2+1

�
�
2
p
EG�F 2p

EG�F 2+1

�2 = 4 2p
EG� F 2 + 1

�p
EG� F 2 + 1

�2
4 (EG� F 2)

=
2
�p

EG� F 2 + 1
�

EG� F 2 =
2p

EG� F 2

�p
EG� F 2 + 1

�
p
EG� F 2

=
2p

EG� F 2

 p
EG� F 2p
EG� F 2

+
1p

EG� F 2

!
=

2p
EG� F 2

�
1 +

1p
EG� F 2

�
(44)

� 2p
EG� F 2

(1 + 1) =
4p

EG� F 2

ou seja,

d
p
jK (0)j � 4p

EG� F 2

donde

jK (0)j � 16

d2 (EG� F 2) :

Como R � d e 1 � EG� F 2, então

jK (0)j � 16

R2
:

�

Apresentamos agora mais uma demonstração do Teorema de Bernsteien (Corolário 64)

visto no Capítulo 3.
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Corolário 72 (Teorema de Bernsteien) Se f : C ! R é uma função de classe C1 e

X : (u; v) 2 R2 7�! (u; v; f (u; v)) 2 R3 é uma superfície mínima, então X é um plano.

Demonstração: Seja p = (u; v) um ponto qualquer de C. A menos de um movimento

rígido, podemos supor que

p = (0; 0) :

Como X está de�nida em todo C, então podemos tomar qualquer R 2 R+, de modo

a trabalhar numa bola aberta BR (0) centrada na origem de raio R 2 R+, e desta forma

estudar apenas um pedaço da superfície. Pelo Teorema 71 temos

jK (p)j � c

R2
:

Fazendo R!1, obtemos

K (p) = 0.

Como o argumento vale para qualquer p 2 C, então

K � 0

donde pelo Corolário 66, X é um plano. �

3.4 Superfícies Mínimas Conjugadas

Para motivar o conceito de superfícies conjugadas, precisamos da seguinte Proposição.

Proposição 73 Sejam 
 � C simplesmente conexo e X : z 2 
 7�! (x1 (z) ; x2 (z) ; x3 (z)) 2

R3 uma superfície mínima conforme não plana. Então existe uma superfície mínima con-

forme X� : z 2 
 7�! (x�1 (z) ; x
�
2 (z) ; x

�
3 (z)) 2 R3, tal que X� é solução das Equações de

Cauchy-Riemann
@X

@u
=
@X�

@v
e

@X

@v
= �@X

�

@u
: (51)

Além disso, X� é única a menos de adição a um vetor constante w 2 C3.
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Demonstração: Pelo Teorema da Representação de Enneper-Weierstrass (Teorema

(55)), existem funções f; g : 
 � C! C com f holomorfa e g meromorfa, tais que

x1 (z) = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1� g2 (�)

�
d� + x1 (z0)

x2 (z) = Re

Z z

z0

1

2
f (�)

�
1 + g2 (�)

�
d� + x2 (z0)

x3 (z) = Re

Z z

z0

f (�) g (�) d� + x3 (z0) :

ComoX é mínima, então pelo Corolário (48) as funções xk : 
 � C! R são harmônicas,

k = 1; 2; 3. Então existem funções x�k : 
 � C ! R, k = 1; 2; 3 conjugadas harmônicas de

xk; e essas conjugadas são únicas a menos da adição a um número complexo constante

wk 2 C. Então as funções

xk + ix
�
k : 
 � C! C

são holomorfas, e portanto, satisfazem as Equações de Cauchy-Riemann

@xk
@u

=
@x�k
@v

e
@xk
@v

= �@x
�
k

@u
, k = 1; 2; 3.

Portanto, a aplicação X� : z 2 
 7�! (x�1 (z) ; x
�
2 (z) ; x

�
3 (z)) 2 R3 assim de�nida, veri�ca

as equações de Cauchy-Riemann

@X

@u
=
@X�

@v
e

@X

@v
= �@X

�

@u
:

Além disso, como X é mínima e conforme, temos

�X = 0; kXuk2 = kXvk2 = � e hXu; Xvi = 0: (52)

Pelas Equações de Cauchy-Riemann em (51), segue

�X� = 0; kX�
uk
2 = kX�

vk
2 = � e hX�

u; X
�
v i = 0: (53)

Ou seja, a superfície conjugada X� de uma superfícíe mínima conforme X, também é

uma superfícíe mínima conforme.

Como as funções x�k : 
 � C! R, k = 1; 2; 3 são únicas a menos da adição a um número

complexo constante wk 2 C, segue que X� é única a menos da adição a um vetor constante

w = (w1; w2; w3) 2 C3. �
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A menos de mencionado o contrário, sempre tomaremos o vetor constante somado a X�

como sendo o nulo, i.e., w = (0; 0; 0) 2 C3.

Assim, o Teorema anterior, motiva a seguinte de�nição.

De�nição 74 (Superfície Mínima Conjugada) Sejam 
 � C simplesmente conexo e

X : z 2 
 7�! (x1 (z) ; x2 (z) ; x3 (z)) 2 R3 uma superfície mínima conforme não plana. A

superfície mínima conjugada de X é a superfície mínima conforme X� : z 2 
 7�!

(x�1 (z) ; x
�
2 (z) ; x

�
3 (z)) 2 R3, tal que X� é solução das Equações de Cauchy-Riemann

@X

@u
=
@X�

@v
e

@X

@v
= �@X

�

@u
(54)

Para o próximo Teorema, precisaremos da seguinte de�nição. Sejam X : 
 � C! R3

superfície mínima conforme e X� : 
 � C! R3 sua conjugada. A aplicação � : z 2 
 �

C 7�! (�1 (z) ; �2 (z) ; �3 (z)) := X (z)+ iX� (z) 2 C3 holomorfa (coordenada a coordenada)

é chamada curva isotrópica quando



�0;�0

�
= 0

onde a derivada complexa de � : z 2 
 � C 7�! X (z) + iX� (z) 2 C3 é dada por

�0 = Xu + iX
�
u = Xu � iXv:

Teorema 75 Seja 
 � C simplesmente conexo. Se X : 
 � C ! R3 é superfície mínima

conforme, então a aplicação � : z 2 
 � C 7�! X (z)+iX� (z) 2 C3 é uma curva isotrópica.

Reciprocamente, se � : 
 � C! C3 é curva isotrópica não-constante, então

X = Re� e X� = Im�

de�nem duas superfícies mínimas conformes X;X� : 
 � C ! R3, tais que X� é a conju-

gada de X (neste caso, 
 não precisa ser simplesmente conexo).

Demonstração: Considere X : 
 � C! R3 superfície mínima conforme e seja X� :


 � C! R3 sua conjugada. Então a aplicação � : (u; v) 2 
 � C 7�! (�1 (z) ; �2 (z) ; �3 (z)) :=

X (z) + iX� (z) 2 C3 é holomorfa cujas componentes são

�k = xk + ix
�
k, k = 1; 2; 3:
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A derivada complexa de � é dada por

X�
v + iX

�
u = �

0 = Xu + iX
�
u = Xu � iXv

donde 

�0;�0

�
= hXu � iXv; Xu � iXvi = kXuk2 � kXvk2 � 2i hXu; Xvi :

Como X é conforme, então 

�0;�0

�
= 0

ou seja, � é curva isotrópica.

Reciprocamente, se � é curva isotrópica, então

0 =


�0;�0

�
= hXu � iXv; Xu � iXvi = kXuk2 � kXvk2 � 2i hXu; Xvi

) kXuk2 = kXvk2 e hXu; Xvi = 0

e

0 =


�0;�0

�
= hX�

v + iX
�
u; X

�
v + iX

�
ui = kX�

vk
2 � kX�

uk
2 + 2i hX�

u; X
�
v i

) kX�
uk
2 = kX�

vk
2 e hX�

u; X
�
v i = 0

donde X;X� : 
 � C! R3 são conformes.

Temos também



�0;�0

�
=

�
�01; �

0
2; �

0
3

�
;
�
�01; �

0
2; �

0
3

��
= 0 ,

�
�01; �

0
2; �

0
3

�
= (0; 0; 0)

donde

xk + ix
�
k = �k é constante, k = 1; 2; 3

e portanto, suas coordenadas xk e x�k também o são, logo

@2xk
@u2

+
@2xk
@v2

= 0

@2x�k
@u2

+
@2x�k
@v2

= 0

ou seja, as funções xk; x�k : 
 � C ! R são harmônicas. Então, pelo Corolário (48)

X;X� : 
 � C! R3 são superfícies mínimas.
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A condição das Equações de Cauchy-Riemann em (54) é imediata do fato de xk; x�k :


 � C! R serem constantes. Portanto, X� é a conjugada de X. �

A partir daqui diremos que X� é um superfície conjugada de alguma superfície mínima

X, quando existir uma curva isotrópica � : 
 � C! C3, tal que

X = Re� e X� = Im�.

Proposição 76 Sejam 
 � R2 simplesmente conexo e X : 
 � C ! R3 uma superfície

mínima conforme. Se X� : 
 � C! R3 é a superfície mínima conjugada de X, então

X�� = �X,

ou seja, �X é a conjugada de X�.

Demonstração: Seja � : 
 � C! C3 curva isotrópica, tal que

X = Re� e X� = Im�:

De�nida a aplicação � := �i� : z 2 
 � C ! (x�1 � ix1; x�1 � ix1; x�1 � ix1) (z) 2 C3,

que é holomorfa, temos



�0;�0

�
=


�i�0;�i�0

�
= (�i) i



�0;�0

�
= 0;

ou seja, � é uma curva isotrópica.

Além disso, vale

� = �i (X + iX�) = X� + i (�X) ;

e, portanto �X é conjugada de X�. �

Lema 77 Sejam 
 � C simplesmente conexo, X : 
 � C ! R3 superfície mínima con-

forme não plana e X� : 
 � C! R3 a superfície conjugada de X. Então

��k = �i�k, k = 1; 2; 3.
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Demonstração: Por (22) do Lema 51, temos

�k =
@xk
@u

� i@xk
@v

donde

�i�k = �i
�
@xk
@u

� i@xk
@v

�
(C�R)
= �@xk

@v
� i@xk

@u
=
@x�k
@u

� i@x
�
k

@v
= ��k

logo, segue o item 1. �

Proposição 78 Sejam 
 � C simplesmente conexo, X : 
 � C ! R3 superfície mínima

conforme não plana e X� : 
 � C! R3 a superfície conjugada de X. Então

1. E� = E F � = F G� = G;

2. K = K�;

3. e� = �f; f� = e; g� = f:

Demonstração: 1- Por (52) e (53) temos

E� = E F � = F G� = G:

2- Como vale o Item 1, i.e., a métrica é preservada, então pelo Teorema Egregium de

Gauss (Teorema 15),

K� = K:

3- Antes de demmonstrar o Item 3, lembremos rapidamente as seguintes igualdades

@2X�

@u2
=

@

@u

�
@X�

@u

�
(54)
=

@

@u

�
�@X
@v

�
= � @2X

@u@v
(55)

@2X�

@u@v
=

@

@u

�
@X�

@u@v

�
(54)
=

@

@u

�
@X

@u

�
=
@2X

@u2
(56)

@2X�

@v2
=

@

@v

�
@X�

@v

�
(54)
=

@

@v

�
@X

@u

�
=

@2X

@v@u
(57)

No Item 2 vimos que N� = N . Usando as Equações de Cauchy-Riemann em (54), temos

e� =

�
N�;

@2X�

@u2

�
(55)
=

�
N;� @2X

@u@v

�
= �f
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f� =

�
N�;

@2X�

@u@v

�
(56)
=

�
N;

@2X

@u2

�
= e

g� =

�
N�;

@2X�

@v2

�
(57)
=

�
N;

@2X

@v@u

�
= f:

�

A seguir, apresentamos resultado que relaciona as triplas (X; f; g) e (X�; f�; g�) da

R.E.W de X e X�, respectivamente.

Proposição 79 Sejam (X; f; g) uma tripla da R.E.W e X� : 
 � C ! R3 a superfície

conjugada de X. Então

f� = �if g = g� N = N� TpX = TpX
�:

Demonstração: Por (28) e (29) do Lema 54, respectivamente, temos

f� = ��1 � i��2
(Lema 77)
= �i�1 � i (�i�2) = ��2 � i�1 = �i (�1 � i�2) = �if

e

g� =
��3

��1 � i��2
(Lema 77)
=

�i�3
�i�1 � i (�i�2)

=
�3

�1 � i�2
= g:

Segue do Teorema (61) que

N = N�.

Como estamos trabalhando com superfícies em R3, segue

TpX = TpX
�, 8p 2 
:

�

3.5 Superfícies Mínimas Associadas

A seguir apresentamos os conceitos de linhas de curvatura e de linhas assintóticas.

De�nição 80 Seja X : 
 � C! R3 superfície mínima confome. Dizemos que uma curva

� : t 2 I � R 7�! u (t) + iv (t) 2 C de classe C1 é
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1- uma linha de curvatura de X quando

(fE � eF ) :u2 + (gE � eG) :u :v + (gF � fG) :v2 = 0

2- uma linha assintótica de X quando

e
:
u
2
+ 2f

:
u
:
v + g

:
v
2
= 0:

A Proposição a seguir dá uma caracterização para as linhas de curvatura e linhas assin-

tóticas de uma superfície X.

Proposição 81 Considere X : 
 � C ! R3 superfície mínima conforme, p 2 
, � : t 2

I � R 7�! u (t) + iv (t) 2 C uma curva de classe C1 em 
 com � (t0) = p, t0 2 I. Então

1. � é linha assintótica de X, se e somente se, Re l (�) = 0;

2. � é linha de curvatura de X, se e somente se,Im l (�) = 0, onde l : z 2 
 � C 7�!

(e� if) (z) 2 C.

Demonstração: Pela De�nição (80), � é linha de curvatura e linha assintótica, respec-

tivamente, quando

:

(fE � eF ) :u2 + (gE � eG) :u :v + (gF � fG) :v2 = 0 e eu
2

+ 2f
:
u
:
v + g

:
v
2
= 0:

Como e = �g e X é conforme (E = G, F = 0), então

� é linha de curvatura, se e somente se, f
�
:
u
2 � :

v
2
�
� 2e :u :v = 0 , Re l (�) = 0

e

� é linha assintótica, se e somente se, e
�
:
u
2 � :

v
2
�
+ 2f

:
u
:
v = 0 , Im l (�) = 0:

�

Antes de enuciarmos o próximo Teorema, façamos uma rápida observação. Considere

� : 
 � C! C3 uma curva isotrópica e � 2 R. Então

Re
n
e�i�� (z)

o
= Re

n
e�i� (Re� (z) + i Im� (z))

o
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= Re f(cos (��) + i sen (��)) (Re� (z) + i Im� (z))g

= Re f(cos � � i sen �) (Re� (z) + i Im� (z))g

= Re f(cos �Re� (z) + sen � Im� (z)) + i (cos � Im� (z)� sen �Re� (z))g

Proposição 75
= X (z) cos � +X� (z) sen �: (58)

Teorema 82 Sejam � : 
 � C ! C3 uma curva isotrópica. Então para cada � 2 R, a

aplicação

�� : z 2 
 7�!e�i�� (z) 2 C3

é uma curva isotrópica e

Z� : z 2 
 7�!Re�� (z) 2 R3

é uma superfície mínima conforme com a propriedade

Z0 = X e Z�
2
= X�:

Demonstração: Como �� = e�i�� é produto de holomorfas, então �� é holomorfa,

para todo � 2 R.

Agora



�0�;�

0
�

�
=
D
e�i��0 (z) ; e�i��0 (z)

E
= e�2i�



�0 (z) ;�0 (z)

�
= e�i�:0 = 0

donde �� é uma curva isotrópica, para todo � 2 R.

Para as superfícies Z�, temos

�Z� = (Z�)uu + (Z�)vv = (Re�z (�))uu + (Re�z (�))vv
(58)
= (X cos � +X� sen �)uu + (X cos � +X

� sen �)vv

= Xuu cos � +X
�
uu
sen � +Xvv cos � +X

�
vv sen �

= (Xuu +Xvv) cos � +
�
X�

uu
+X�

vv

�
sen �

= 0
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pois X e X� são mínimas, logo Z� é superfície mínima, para todo � 2 R.

Além disso,

k(Z�)uk
2 = k(Re�z (�))uk

2 = k(X cos � +X� sen �)uk
2

=


Xu cos � +X

�
u
sen �



2 = kXu cos � �Xv sen �k2

= hXu cos � �Xv sen �;Xu cos � �Xv sen �i

= kXuk2 cos2 � + hXu; Xvi cos � sen � � hXv; Xui sen � cos � + kXvk2
2
sen �

= kXuk2 cos2 � + kXvk2
2
sen �

= kXuk2 cos2 � + kXuk2
2
sen � = kXuk2 ;

k(Z�)vk
2 = k(Re�z (�))vk

2 = k(X cos � +X� sen �)vk
2

=


Xv cos � +X

�
v
sen �



2 = kXv cos � +Xu sen �k2

= hXv cos � +Xu sen �;Xv cos � +Xu sen �i

= kXvk2 cos2 � + hXv; Xui cos � sen � + hXu; Xvi sen � cos � + kXuk2
2
sen �

= kXvk2 cos2 � + kXuk2
2
sen �

= kXuk2 cos2 � + kXuk2
2
sen � = kXuk2

e

h(Z�)u ; (Z�)vi = h(Re�z (�))u ; (Re�z (�))vi

= h(X cos � +X� sen �)u ; (X cos � +X
� sen �)vi

=


Xu cos � +X

�
u
sen �;Xv cos � +X

�
v
sen �

�
= hXu cos � �Xv sen �;Xv cos � +Xu sen �i

= hXu; Xvi cos2 � + kXuk2 cos � sen � � kXvk2 sen � cos � � hXv; Xui
2
sen �

= 0 + kXuk2 cos � sen � � kXuk2 sen � cos � � 0 = 0

k(Z�)uk
2 = kXuk2 = k(Z�)vk

2 e h(Z�)u ; (Z�)vi = 0 (59)

ou seja, Z� é conforme, para todo � 2 R.

Por �m,
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Z0 = Re�z (0) = X cos 0 +X� sen 0 = X

e

Z�
2
= Re�z

��
2

�
= X cos

�

2
+X� sen

�

2
= X�:

�

O Teorema anterior, motiva a seguinte de�nição.

De�nição 83 (Superfície Associada) Sejam � : 
 � C! C3 uma curva isotrópica e as

aplicações �� : z 2 
 7�!e�i�� (z) 2 C3 e Z� : z 2 
 7�!Re�z (�) 2 R3 como no Teorema

82. A família de superfícies fZ�g�2R é chamada família de superfícies associadas à

superfície X = Re�.

O Torema a seguir mostra a relação entre as superfícies dentro de uma família de su-

perfícies associadas.

Lema 84 Seja fZ�g�2R uma família de superfícies associadas a uma superfície X = Re�.

Então

�k� = e�i��k:

Demonstração: Temos Z� (z) = X (z) cos �+X� (z) sen � = (x1 (z) ; x2 (z) ; x3 (z)) cos �+

(x�1 (z) ; x
�
2 (z) ; x

�
3 (z)) sen �, donde

xk� (z) = xk (z) cos � + x
�
k (z) sen �

assim,

�k� =
@xk�
@u

� i@xk�
@v

=

�
@xk
@u

cos � +
@x�k
@u

sen �

�
� i
�
@xk
@v

cos � +
@x�k
@v

sen �

�
(C�R)
=

@xk
@u

cos � � @xk
@v

sen � � i
�
@xk
@v

cos � +
@xk
@u

sen �

�
= (cos � � i sen �)

�
@xk
@u

� i@xk
@v

�
= (cos (��) + i sen (��))

�
@xk
@u

� i@xk
@v

�
= e�i��k:
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�

A seguir, apresentamos resultado que relaciona as triplas (X; f; g) e (Z�; f�; g�) da

R.E.W de X e Z�, respectivamente.

Proposição 85 Seja fZ�g�2R uma família de superfícies associadas a uma superfície X =

Re�. Então

1. TpZ (�; �) = TpX; N� = N; g� = g;

2. Se as superfícies Z� forem não planas, então f� = e�i�f .

Demonstração: 1- Como Z� (z) = X (z) cos � +X� (z) sen �, então

@Z�
@u

=
@X

@u
cos � +

@X�

@u
sen � e

@Z�
@v

=
@X

@v
cos � +

@X�

@v
sen �

donde pelas Equações de Cauchy-Riemann em (54), obtemos

@Z�
@u

=
@X

@u
cos � � @X

@v
sen � e

@Z�
@v

=
@X

@v
cos � � @X

@u
sen �: (60)

Então @Z�
@u e @Z�

@v são combinações lineares dos vetores @X@u e
@X
@v , donde

TpZ (�; �) = TpX:

Como estamos lidando com superfícies em R3, temos

N� = N:

Pelo Teorema (61),

g� = g:

2- Temos

f� = �1� � i�2�
(Item 1)
= e�i��1 � i

�
e�i��2

�
= e�i� (�1 � i�2) = e�i�f:

�

Proposição 86 Seja fZ�g�2R uma família de superfícies associadas a uma superfície X =

Re�. Então
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1. E� = E; F� = F; G� = G;

2. K� = K;

3. e� = e cos � � f sen �; f� = f cos � + e sen �; g� = g cos � + f sen �;

4. Além disso, l (z; �) = e�i�l (z), para todo � 2 R.

Em particular, se

� � e� = �

2

então, as linhas assintóticas de Z
�
�;e�� são as linhas de curvatura de Z (�; �) e vice-versa.

Demonstração: 1- Por (59) da Proposição 82, temos

k(Z�)uk
2 = kXuk2 = k(Z�)vk

2 e h(Z�)u ; (Z�)vi = 0, 8� 2 R.

donde

E� = E; F� = F; G� = G:

2- Usando o Teorema Egregium de Gauss (Teorema 15),

K� = K, 8� 2 R.

3- Lembremos antes que

@2X�

@u2
=

@

@u

�
@X�

@u

�
(54)
=

@

@u

�
�@X
@v

�
= � @2X

@u@v
(61)

@2X�

@u@v
=

@

@u

�
@X�

@u@v

�
(54)
=

@

@u

�
@X

@u

�
=
@2X

@u2
(62)

@2X�

@v2
=

@

@v

�
@X�

@v

�
(54)
=

@

@v

�
@X

@u

�
=

@2X

@v@u
: (63)

Como N� = N , temos

e� = hN�; (Z�)uui =
�
N;

@2X

@u2
cos � +

@2X�

@u2
sen �

�
(61)
=

�
N;

@2X

@u2

�
cos � �

�
N;

@2X

@u@v

�
sen �

= e cos � � f sen �
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f� = hN�; (Z�)uvi =
�
N;

@2X

@u@v
cos � +

@2X�

@u@v
sen �

�
(62)
=

�
N;

@2X

@u@v

�
cos � +

�
N;

@2X

@u2

�
sen �

= f cos � + e sen �

g� = hN�; (Z�)vvi =
�
N;

@2X

@v2
cos � +

@2X�

@v2
sen �

�
63
=

�
N;

@2X

@v2

�
cos � +

�
N;

@2X

@v@u

�
sen �

= g cos � + f sen �:

4- Pela Proposição 81 a seguinte igualdade caracteriza as linhas assintóticas e de cur-

vatura

l� (z) = e� � if�, 8� 2 R.

Por outro lado

l� (z)
(Item 3)
= (e cos � � f sen �)� i (f cos � + e sen �)

= e (cos � � i sen �)� f (sen � + i cos �)

= e (cos (��) + i sen (��))� if (cos � � i sen �)

= e (cos (��) + i sen (��))� if (cos (��) + i sen (��))

= ee�i� � ife�i�

= e�i� (e� if)

= e�i�l (z) :

Logo,

l�
2
(z) = e�i

�
2 l (z) = e�i

�
2 (e� if) =

�
cos
�
��
2

�
+ i sen

�
��
2

��
(e� if)

= (0 + i (�1)) (e� if) = �f � ie:

Denote

�1 := e
�
:
u
2 � :

v
2
�
+ 2f

:
u
:
v e �2 := �f

�
:
u
2 � :

v
2
�
+ 2e

:
u
:
v:

Portanto,

l0 (z) = �1 + i�2 e l�
2
(z) = �2 � i�2

Considerando Proposição 81 deduzimos que

Re l0 (z) = �2 = 0 nos dá as linhas assintóticas de X e
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Im l0 (z) = ��2 = 0 nos dá as linhas de curvavtura de X.

Analogamente,

Re l�
2
(z) = �1 = 0 nos dá as linhas assintóticas de X

� e

Im l�
2
(z) = ��1 = 0 ) � = 0 nos dá as linhas de curvavtura de X�.

Em outras palavras deduzimos que as linhas assintóticas de X são as linhas de curvatura

de X�, e as linhas de curvatura de X são as linhas assintóticas de X�. �
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Capítulo IV

TEOREMAS DE POSIÇÃO

Nesta capítulo, apresentamos os Teoremas de Jorge-Xavier, Rosenberg-Toubiana e do

Semi-espaço. Os dois primeiros garantem a existência de uma superfície mínima entre dois

planos paralelos no espaço euclidiano. O terceiro garante, sob certas condições, que as

únicas superfícies mínimas, completas, contidas num semi-espaço são planos.

4.1 Teorema de Jorge-Xavier

Começamos com a de�nição de completude, e logo em seguida apresentamos um Lema

decorrente do Teorema de Runge, ambos importantes para a demonstração dos Teoremas

de Jorge-Xavier e Rosenberg-Toubiana.

De�nição 87 Seja X : 
 � R2 ! R3 uma superfície parametrizada. A métrica induzida

por X em 
 é de�nida por

dX (p; q) = inf

�
L (�) =

Z 1

0



(X � �)0 (u)


 du ; � : [0; 1]! 
 regular ligando p a q

�
(64)

para todo p; q 2 
:

Dizemos que X é completa quando (
; dX) for um espaço métrico completo.

Observação 88 Pelo Teorema da Representação de Enneper-Weierstrass (Teorema (55)),

sabemos que existe uma superfície parametrizada mínima ��confome X : 
 � R2 ! R3,

se f e g são dadas nas condições do Teorema. Neste caso, dada uma curva divergente �,

então
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(X � �)0


2 = kd (X � �)tk

2 =


dX�(t) �x0 (t) ; y0 (t)�

2

=


x0 (t) dX�(t):e1 + y0 (t) dX�(t):e2

2

=


x0 (t)Xu (� (t)) + y0 (t)Xv (� (t))

2

=


x0 (t)Xu (� (t)) + y

0 (t)Xv (� (t)) ; x
0 (t)Xu (� (t)) + y

0 (t)Xv (� (t))
�

=
�
x0 (t)

�2
Xu (� (t)) + 2x

0 (t) y0 (t)Xuv (� (t)) +
�
y0 (t)

�2
Xv (� (t))

=
�
x0 (t)

�2
E (� (t)) + 2x0 (t) y0 (t)F (� (t)) +

�
y0 (t)

�2
G (� (t))

=
��
x0 (t)

�2
+
�
y0 (t)

�2�
�2 (� (t)) (X �e �� conforme)

= �2 (� (t))
���0 (t)��2

= �2 (� (t)) (� �e ppca)

=

24 jf (� (t))j
�
1 + jg (� (t))j2

�
2

352 (pela Observac~ao (57))

Portanto,

L (�) =
Z b

0



(X � �)0 (t)


 dt = 1

2

Z b

0
jf (� (t))j

�
1 + jg (� (t))j2

�
dt: (65)

O Teorema a seguir, garante que toda função holomorfa numa vizinhança de um com-

pacto K, pode ser aproximada por funções racionais cujos pólos estão fora do conjunto

K. Além disso, quando CnK for conexo, esta aproximação é dada por polinômios. Tal

resultado é conhecido como Teorema de Runge.

Teorema 89 (Runge) Sejam K um subconjunto compacto do plano complexo contido num

domínio 
 � C; e F : 
 � C ! C uma função holomorfa. Se Polos (F ) � CnK, então F

pode ser aproximada uniformemente em 
 por funções racionais. Além disso, se CnK for

conexo, a aproximação é dada por polinômios.

Para uma demonstração do Teorema acima, vide [15].

Temos a seguinte consequência do Teorema de Runge (Teorema 89).
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Mas antes, lembremos que o disco unitário e o disco de raio c > 0 no plano complexo

são de�nidos, respectivamente, por

D = fz 2 C; kzk < 1g e Dc= fz 2 C; kzk < cg : (66)

Lema 90 Seja Dc o disco de raio c > 0 centrado na origem. Considere fDngn uma se-

quência de discos fechados centrados na origem e fKngn uma sequência de compactos no

plano complexo satisfazendo:

1. Dn � Int (Dn+1) 8n 2 N;

2.
S
n2N

Dn = Dc;

3. Kn � Dn 8n 2 N�;

4. Kn+1 \Dn = ? 8n 2 N�;

5. CnKn é conexo 8n 2 N�.

Então, dadas uma função holomorfa F de�nida num aberto contendo
S
n2N�

Kn e � > 0,

existe uma função holomorfa h : Dc! C, tal que

jh (z)� F (z)j < 1, 8z 2
[
n2N�

Kn.

Demonstração: Seja � > 0. Considere a sequência de polinômios de�nida pelo seguinte

processo. Como K1 é compacto e CnK1 é conexo, então pelo Teorema de Runge (Teorema

(89)), existe um polinômio p1 veri�cando

jp1 (z)� F (z)j <
�

2
, 8z 2 K1:

Como K2 \D1 = ?, então existem U1 e V2 vizinhanças de D1 e K2; respectivamente,

tais que U1 \ V2 = ?. Seja F2 : U1 [ V2 ! C função de�nida por

F2 (z) =

8><>: F (z) ; se z 2 V2

p1 (z) , se z 2 U1:
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Logo, F2 é uma função holomorfa em U1 [ V2; por ser holomorfa em cada componente

conexa. Como D1[K1 é compacto e Cn (D1 [K2) é conexo, então novamente pelo Teorema

de Runge (89), existe um polinômio p2 tal que

jF2 (z)� p2 (z)j <
�

4

para todo z 2 D1 [K2, que implica

jp2 (z)� F (z)j <
�

4
para todo z 2 K2:

jp2 (z)� p1 (z)j <
�

4
para todo z 2 D1:

Aplicando sucessivamente o Teorema de Runge (89), vemos que, para cada n 2 N, existe

um polinômio veri�cando

jpn (z)� f (z)j <
�

2n
para todo z 2 Kn (67)

jpn (z)� pn�1 (z)j <
�

2n
para todo z 2 Dn�1: (68)

Vamos provar agora que a sequência fpng é uniformemente de Cauchy sobre os com-

pactos de Dc. Sejam K � Dc um compacto, e n0 2 N tal que K � Dn0 , n0 > 1. Então

K � Dn para todo n � n0. Sejam m � n � n0 e z 2 K, então

jpm (z)� pn (z)j � jpm (z)� pm�1 (z)j+ :::+ jpn+1 (z)� pn (z)j

� �

2m
+

�

2m�1
+ :::+

�

2n
por (68)

= �

�
1

2m
+

1

2m�1
+ :::+

1

2n

�
:

Como
1P
k=1

1
2k
é de Cauchy, a sequência pn é uniformemente de Cauchy sobre os compactos

de Dc e, portanto, converge uniformemente a uma função h holomorfa em Dc em cada

subconjunto compacto. Daí, para o dado � para cada conjunto compacto K � Dc, existe

um nK 2 N; tal que

jpn (z)� h (z)j �
�

2
, 8n � nK ;8z 2 K: (69)

Finalmente, seja z 2
S
n2N

Kn, então existe n0 2 N; tal que z 2 Kn0 . Se n > nKn0
, então,

usando (67) e (69), obtemos

jf (z)� h (z)j � jf (z)� pn (z)j+ jpn (z)� h (z)j < �
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portanto,

jf (z)� h (z)j < � 8z 2
[
n2N

Kn:

�

Finalmente, apresentamos o Teorema de Jorge-Xavier como segue.

Teorema 91 (Jorge-Xavier) Existe uma superfície mínima X : D �C! R3 conforme,

completa, não plana cuja imagem está contida entre dois planos paralelos.

Demonstração: Seja (Dn)n2N uma sequência de discos fechados centrados na origem

de raio Rn > 0, satisfazendo

Dn � Int (Dn+1) e
[
n2N

Dn = D: (70)

Considere as sequências de números reais positivos (an)n2N� e (bn)n2N� satisfazendo

Rn�1 < an < bn < Rn; 8n 2 N�:

Considere o anel

An := fz 2 C; an � kzk � bng :

Para cada n 2 N�, seja Kn o compacto obtido por tirar um pequeno pedaço de An,

interceptando o eixo real negativo se n for ímpar, e interceptando o eixo real positivo se n

for par (vide �gura 8).

Note que os conjuntos Kn satisfazem

1. Kn � Dn; 8n 2 N�;

2. Kn \Dn�1 = ?, 8n 2 N�;

3. CnKn é conexo 8n 2 N�;

4. Kn � Un := Int (Dn) nDn�1; 8n 2 N�;

5.
T
n2N�

Kn = ?.
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Figura 8: Os conjuntos Kn e Dn.

Considere as sequências

dn := bn � an > 0 (71)

e

sn = � ln dn 8n 2 N: (72)

De�na a função

F : z 2
[
n2N�

Un 7�!
X

sn�Un (z) 2 C:

Como a sequência de abertos Un são disjuntos, então F está bem de�nida e é holomorfa.

Pelo Lema (90), existe uma função holomorfa h : D!C, tal que

jh (z)� snj = jh (z)� F (z)j < 1; 8z 2
[
n2N�

Kn. (73)

Considere agora as funções

f : z 2 D 7�! eh(z) 2 C (74)

g : z 2 D 7�! e�h(z) 2 C

que são holomorfas, e por não possuirem zeros e pólos, satisfazem a p.z.p.
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Pelo Teorema da Representação de Enneper-Weierstrass (vide Teorema 55), existe uma

superfície mínima, ��conforme, não plana X : D � R2 ! R3 dada por

X (z) =

�
Re

Z z

0

1

2

�
1

g (�)
� g (�)

�
d�;Re

Z z

0

i

2

�
1

g (�)
+ g (�)

�
d�;Re

Z z

0
d�

�
Note que a terceira coordenada de X veri�ca����Re Z z

0
d�

���� � ����Z z

0
d�

���� = ����Z 1

0
zd�

���� = jzj < 1
donde a imagem de X está contida entre os planos paralelos

�1 :=
�
(x; y; z) 2 R3; z = 1

	
e ��1 :=

�
(x; y; z) 2 R3; z = �1

	
.

Nos resta demonstrar que X é completa. Pela Proposição (7), basta mostrar que L (�) =

+1, para toda curva divergente em D.

Seja � : t 2 [0; b) 7�! (x (t) ; y (t)) 2 D uma curva divergente.

Em (65) na Observação (88), mostramos que

L (�) =

Z b

0



(X � �)0 (t)



R3 dt =

1

2

Z b

0
jf (� (t))j

�
1 + jg (� (t))j2

�
dt:

=
1

2

Z b

0

�
1

jf (� (t))j + jf (� (t))j
�
dt:

AFIRMAÇÃO:

bZ
0

�
1

jf(�(t))j + jf (� (t))j
�
dt = +1.

Iremos dividir a prova em dois casos. Suponha primeiro que b = +1.

Como
1

jf (z)j + jf (z)j � 1; 8z 2 D (75)

então Z b

0

�
1

jf (� (t))j + jf (� (t))j
�
dt �

Z b

0
dt = +1.

Suponha agora que b < +1.
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Dizemos que uma curva � atravessa um conjunto Kn se existe In = (�n;�n) � [0; b),

tais que

� (In) 2 Int (Kn) ; � (�n) 2 San (0) e � (�n) 2 Sbn (0)

onde Scn (0) := fz 2 C; kzk = cng e Sdn (0) := fz 2 C; kzk = dng :

Suponhamos que L (�) < +1, então:

(a) Existe n0 2 N�, tal que � atravessa K2n, para todo n � n0 ou

(b) Existe n0 2 N�, tal que � atravessa K2n�1, para todo n � n0.

Caso contrário, para todo n0 2 N�, existiria um fn0 � n0; tal que � não atravessa K2fn0 e
um fn00 � n0; tal que � não atravessa K2fn00+1: Mas nesse caso, teríamos uma subdivisão do
disco unitário na qual o comprimento da curva � vai aumentando in�nitamente, mas assim

� teria comprimento in�nito, o que é uma contradição.

Sem perda de generalidade, iremos supor que � satisfaz o caso (a).

Observe que

f (z) = es2neh(z)�s2n

donde

jf (z)j =
���es2neh(z)�s2n��� = es2n

���eh(z)�s2n��� = es2n
���eRe(h(z)�s2n)ei Im(h(z)�s2n)���

= es2neRe(h(z)�s2n) = es2neReh(z)�s2n :

Além disso, por (73), temos

j(Reh (z)� s2n) + i Imh (z)j = jReh (z) + i Imh (z)� s2nj = jh (z)� s2nj < 1; 8z 2 K2n

logo,

(Reh (z)� s2n)2 + (Imh (z))2 < 1 ) (Reh (z)� s2n)2 < 1

o que implica

Reh (z)� s2n > �1 8z 2 K2n::

Portanto,

jf (z)j > es2n�1 8z 2 K2n: (76)
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Seja n0 2 N� o número natural, tal que � atravessa K2n, para todo n � n0. EntãoZ b

0

�
1

jf(�(t))j + jf (� (t))j
�
dt =

Z b

0

1
jf(�(t))jdt+

Z b

0
jf (� (t))j dt

(75)

�
Z b

0
jf (� (t))j dt

�
X
n�n0

Z �2n

�2n

jf (� (t))j dt

(76)

�
X
n�n0

Z �2n

�2n

es2n�1dt

=
X
n�n0

es2n�1l
�
�j(�n;�n)

�

�
X
n�n0

es2n�1d2n

(72)

�
X
n�n0

1
e = +1

e isso prova a a�rmação. �

4.2 Teorema de Rosenberg-Toubiana

Lembremos que o disco unitário e o disco de raio c > 0 foram de�nidos em (66). A

seguir de�nimos o anel de raio c > 0 no plano complexo

A

�
1

c
; c

�
=

�
z 2 C; 1

c
< kzk < c

�
:

Lema 92 Sejam c > 1 e g0 : A
�
1
c ; c
�
� C!C uma função holomorfa. Então as funções

g : z 2 A
�
1

c
; c

�
7�! ze

2
�
g0(z)�g0(� 1

z )
�
2 C

e

f : z 2 A
�
1

c
; c

�
7�! 1

z
e
�2
�
g0(z)�g0(� 1

z )
�
2 C
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são holomorfas, e g veri�ca Z



1

�g (�)
d� =

Z



g (�)

�
d�

para toda curva diferenciável fechada 
 : [0; 2�]! A
�
1
c ; c
�
.

Além disso, o período das funções �k : A
�
1
c ; c
�
� C! C dadas por

�1 =
1

2
f
�
1� g2

�
; �2 =

i

2
f
�
1 + g2

�
; �3 = fg

são imaginários puros.

Demonstração: Note que as funções

g0 : z 2 A
�
1

c
; c

�
7�! g0 (z) 2 C e h : z 2 A

�
1

c
; c

�
7�! �1

z
2 C

são anti-holomorfas.

Como composição de duas funções anti-holomorfas é holomorfa, então a função

z 2 A
�
1

c
; c

�
7�! g0

�
�1
z

�
2 C

é holomorfa.

Dito isto, temos que g é produto, composição e diferença de holomorfas, donde g é

holomorfa. Analogamente, f também é holomorfa.

Antes de provarmos a próxima a�rmação, observemos que

g

�
�1
z

�
= �1

z
e2(g0(�

1
z )�g0(z)) = �1

z
e2(g0(�

1
z )�g0(z))

e�2(g0(�
1
z )�g0(z))

e�2(g0(�
1
z )�g0(z))

= �1
z

1

e�2(g0(�
1
z )�g0(z))

= �1
z

1

e2(�g0(�
1
z )+g0(z))

= �1
z

1

e

�
2
�
�g0(� 1

z )+g0(z)
��

= �1
z

1

e
2
�
�g0(� 1

z )+g0(z)
� = � 1

ze
2
�
�g0(� 1

z )+g0(z)
� = � 1

ze
2
�
g0(z)�g0(� 1

z )
� = � 1

g (z)
;

ou seja,
1

g (z)
= �g

�
�1
z

�
, 8z 2 A

�
1

c
; c

�
: (77)

Seja 
 : [0; 2�]! A
�
1
c ; c
�
uma curva diferenciável fechada. Então 
 é homotópica a uma

constante ou 
 é homotópica uma parametrização de S1, digamos, � : t 2 [0; 2�] 7�! eit 2 S1.
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Se 
 é homotópica a uma constante r, então é imediatoZ



1

�g (�)
d� =

Z
frg

1

�g (�)
d� =

Z 2�

0

1

kg (k)
0dt = 0 =

Z 2�

0

g (k)

k
0d� =

Z
frg

g (�)

�
d� =

Z



g (�)

�
d�

Suponhamos agora que 
 é homotópica a � : t 2 [0; 2�] 7�! eit 2 S1.

Façamos rapidamente algumas conclusões. Como � (t) 2 S1, para todo t 2 [0; 2�], temos

� (t)� (t) = j� (t)j2 = 1 (78)

donde

�� (t) = � 1

� (t)
: (79)

Diferenciando (78) em relação a t obtemos

�0 (t)� (t) + � (t)�0 (t) = 0

donde

�0 (t) = �� (t) �
0 (t)

� (t)

(79)
= �

 
� 1

� (t)

!
�0 (t)

� (t)
=
�0 (t)

� (t)
2 (80)

para todo t 2 [0:2�].

AFIRMAÇÃO:
R



1
�g(�)d� =

R


g(�)
� d�.

De fato,Z



1

�g (�)
d� =

Z
�

1

�g (�)
d�

(77)
=

Z
�

1

�

 
�g
�
�1
�

�!
d� =

Z 2�

0
� 1

� (t)
g

 
� 1

� (t)

!
�0 (t) dt

(79)
=

Z 2�

0
�� (t)g (�� (t))�0 (t) dt (80)=

Z 2�

0
�� (t)g (�� (t))

 
� �

0 (t)

� (t)
2

!
dt

=

Z 2�

0
� (t)g(�� (t)) �

0 (t)

� (t)
2dt =

Z 2�

0
g (�� (t))�

0 (t)

� (t)
dt =

Z 2�

0

g (�� (t))
� (t)

�0 (t)dt

=

Z 2�

0

g (�� (t))
� (t)

�0 (t)dt =

Z 2�

0

�
g (�� (t))
� (t)

�0 (t)

�
dt =

Z
�

g (�)

�
d� =

Z



g (�)

�
d�;

ou seja, Z



d�

�g (�)
=

Z



g (�)

�
d�: (81)

Mostremos agora que o período das funções �k : A
�
1
c ; c
�
� C ! C são imaginários

puros.
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Seja 
 : [0; 2�]! A
�
1
c ; c
�
uma curva fechada.

Então 
 é homotópica a uma constante ou 
 é homotópica a parametrização de S1,

digamos, a � : t 2 [0; 2�] 7�! eit 2 S1.

Se 
 é homotópica a uma constante r, então é imediatoZ


�k (�) d� =

Z 2�

0
�k (r) 0dt =

Z 2�

0
0dt = 0

para k = 1; 2; 3:

Suponhamos agora que
 é homotópica a � : t 2 [0; 2�] 7�! eit 2 S1.

Re

�Z


�1 (�) d�

�
= Re

�Z
�
�1 (�) d�

�
= Re

�Z
�

1

2
f (�)

�
1� g (�)2

�
d�

�

= Re

�
1

2

Z
�

1

�g (�)
� g (�)

�
d�

�
=
1

2

"
1

2

Z
�

1

�g (�)
� g (�)

�
d� +

�
1

2

Z
�

1

�g (�)
� g (�)

�
d�

�#

=
1

4

 Z



1

�g (�)
d� �

Z



g (�)

�
d� +

Z



1

�g (�)
d� �

Z



g (�)

�
d�

!
(81)
= 0

donde o período de �1 é imaginário puro.

Re

�Z


�2 (�) d�

�
= Re

�Z
�
�2 (�) d�

�
= Re

�
i

2

Z
�
f (�)

�
1 + g (�)2

�
d�

�
= Re

�
i

2

Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d�

�
= Im i

�
i

2

Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d�

�

= � Im
�
1

2

Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d�

�
= � 1

2i

 
1

2

Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d� � 1

2

Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d�

!

= � 1
4i

 Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d� �

Z
�

1

�g (�)
+
g (�)

�
d�

!

= � 1
4i

 Z
�

1

�g (�)
d� +

Z
�

g (�)

�
d� �

Z
�

1

�g (�)
d� �

Z
�

g (�)

�
d�

!
(81)
= 0

donde o período de �2 é imaginário puro.

Re

Z



1

�
d� = Re

Z
�

1

�
d� = Re

Z 2�

0

1

� (t)
�0 (t) dt = Re

Z 2�

0

1

eit
ieitdt = Re

Z 2�

0
idt = Re 2�i = 0

donde o período de �3 é imaginário puro. �
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Lema 93 Sejam g : z 2 A
�
1
c ; c
�
7�! ze

2
�
g0(z)�g0(� 1

z )
�
2 C a função holomorfa dada no

Lema 92 e (cn)n � R+ uma sequência, tal que

jg0 (z)� cnj < 1 (82)

para todo z 2 A
�
1
c ; c
�
.

Considere fKngn uma sequência de compactos, tal que Kn � DcnD, para todo n 2 N� e

de�na a sequência de compactos fYngn por Yn =
�
�1
z 2 C; z 2 Kn

	
. Então

1- jg (z)j � �1e
2cn ; para todo z 2

[
n2N�

Kn;

2-
���1g (z)��� � �2e

2cn ; para todo z 2
[
n2N�

Yn.

onde �i 2 C é uma constante complexa.

Demonstração: 1- Seja z 2
[
n

Kn. Por(82), temos

j(Re g0 (z)� cn) + i Im g0 (z)j = jRe g0 (z) + i Im g0 (z)� cnj = jg0 (z)� cnj < 1; 8z 2 Kn

logo

(Re g0 (z)� cn)2 � (Re g0 (z)� cn)2 + (Im g0 (z))2 < 1

donde

Re (g0 (z)) > cn � 1 ) 2Re (g0 (z)) > 2cn � 2; 8z 2 Kn:

Portanto ���e2g0(z)��� = e2Re(g0(z)) > e2cn�2; 8z 2 Kn: (83)

Como g0 : Dc � C! C é holomorfa (em particular, contínua) e B1 (0) � Dc é compacto,

então

m � Re g0 (w) �M; 8w 2 B1 (0) ;

onde m;M 2 R+.

Em particular, como �1
z 2 B1 (0),

m � Re g0
�
�1
z

�
�M; 8z 2 Kn

93



donde

em � eRe g0(�
1
z ) ) e2m � e2Re g0(�

1
z ); 8z 2 Kn: (84)

Portanto

jg (z)j = jzj
���e2g0(z)��� ����e�2g0(� 1

z )
���� = jzj e2Re eg0(z)e�Re 2g0(� 1

z )

(83) e (84)

� 1:e2m:e2cn�2 := �1e
2cn

para todo z 2 Kn, onde �1 = e2me�2:

2- Seja z 2
[
n2N�

Yn, então �1
z 2

[
n2N�

Kn. Por(82), temos

�����Re g0��1z
�
� cn

�
+ i Im g0

�
�1
z

����� = ����Re g0��1z
�
+ i Im g0

�
�1
z

�
� cn

���� = ����g0��1z
�
� cn

���� < 1
para todo z 2 Yn, logo�

Re g0

�
�1
z

�
� cn

�2
�
�
Re g0

�
�1
z

�
� cn

�2
+

�
Im g0

�
�1
z

��2
< 1

donde

Re g0

�
�1
z

�
�cn > �1 ) 2Re

�
g0

�
�1
z

��
= 2Re

�
g0

�
�1
z

��
> 2cn�2; 8z 2 Yn

portanto

e2Re (g0(�
1
z )) > e2cn�2; 8z 2 Yn: (85)

Como g0 : Dc � C! C é holomorfa (em particular, contínua) e B1 (0) � Dc é compacto,

então

m � Re g0 (w) �M; 8w 2 B1 (0) ;

onde m;M 2 R+.

Em particular, como z 2 B1 (0),

m � Re g0 (z) �M; 8z 2 Yn

donde

em � eRe g0(z) ) e�2m � e�2Re g0(z); 8z 2 Yn: (86)
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Portanto,���� 1

g (z)

���� = ����1z
���� ���e�2g0(z)��� ����e2g0(� 1

z )
���� = ����1z

���� e�2Re g0(z)e2Re g0(� 1
z )

(85) e (86)

� e�2me2cn�2 = �2e
2cn

para todo z 2 Yn, onde �2 = e�2me�2. �

Finalmente apresentamos o Teorema de Rosenberg-Toubiana.

Teorema 94 (Rosenberg-Toubiana) Para todo c > 1 existe uma superfície mínima con-

forme X : A
�
1
c ; c
�
� C! R3 completa, cuja imagem está contida entre dois planos paralelos

e é topologicamente um cilindro.

Demonstração: Provaremos apenas a parte da existência de uma superfície entre dois

planos paralelos, e daremos uma ideia de como mostrar que a superfície é topologicamente

um cilindro.

Considere fDngn uma sequência de discos fechados centrados na origem de raio Rn > 0

satisfazendo

1- Dn � Int (Dn+1) ;

2-
[
n

Dn = Dc;

3- D �D1.

Dadas sequências de números reais positivos (an)n2N� e (bn)n2N� satisfazendo

1 < Rn�1 < an < bn < Rn < c

para todo n 2 N�, de�na

rn = bn � an

cn =
1

2
log r�1n

Un = Int (Dn) nDn�1 = fz 2 C;Rn�1 < jzj < Rng

An = fz 2 C; an � kzk � bng ;

para todo n 2 N�.
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Para cada n 2 N�, seja Kn um compacto obtido tirarando-se um pequeno pedaço de

An, interceptando o eixo real negativo se n for ímpar, e interceptando o eixo real positivo

se n for par, e de�na a sequência fYngn por

Yn =

�
�1
z
; z 2 Kn

�
para todo n 2 N� (vide �gura 9).

Figura 9: Os conjuntos Kn e Yn.

Note que a sequência fKngn satisfaz as seguintes propriedades:

1- Kn � Dn, para todo n 2 N�;

2- Kn \Dn�1 = ;, para todo n 2 N�;

3- CnKn é conexo, para todo n 2 N�;

4- Kn � Un;para todo n 2 N�;

5- Kn \Km = ;, para todo n;m 2 N�:

De�na a função

F : z 2
[
n2N�

Un 7�!
X

cn�Un (z) 2 C:
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Como a sequência de abertos Un são dois a dois disjuntos, então F está bem de�nida e

é holomorfa. Pelo Lema 90, existe uma função holomorfa g0 : Dc � C!C, tal que

jg0 (z)� cnj = jg0 (z)� F (z)j < 1; 8z 2 Kn. (87)

De�na agora as funções

g : z 2 A
�
1

c
; c

�
7�! ze

2
�
g0(z)�g0(� 1

z )
�
2 C

f : z 2 A
�
1

c
; c

�
7�! 1

z
e
�2
�
g0(z)�g0(� 1

z )
�
2 C:

Pelo Lema 92, as funções f e g são holomorfas. Além disso, f e g satisfazem a p.z.p,

pois ambas não possuem zeros e pólos.

Como A
�
1
c ; c
�
não é simplesmente conexo, não podemos aplicar o Teorema da R.E.W.

Mas, pela Observação 56, podemos aplicar o Teorema da R.E.W, desde que o período das

funções �k : A
�
1
c ; c
�
� C! C, k = 1; 2; 3 dadas por

�1 =
1

2
f
�
1� g2

�
; �2 =

i

2
f
�
1 + g2

�
; �3 = fg

sejam imaginários puros.

Pelo Lema 92, segue que o período das funções �k : A
�
1
c ; c
�
� C ! C são imaginários

puros, donde as funções xk : A
�
1
c ; c
�
� C! R estão bem de�nidas pela Observação 56.

Portanto, pelo Teorema da R.E.W (substituída a hipótese de que 
 é simplesmente

conexo) temos que a aplicação X : A
�
1
c ; c
�
� C! R3 dada por

X (z) =

�
Re

�Z z

z0

1

�g (�)
� g (�)

�
d�

�
;Re

�
i

Z z

z0

1

�g (�)
+
g (�)

�
d�

�
;Re

�Z z

z0

1

�
d�

��
é uma imersão mínima conforme

Observemos que a terceira coordenada de X veri�ca

x3 (z) = Re

Z z

z0

1

�
d� = log jzj , 8z 2 A

�
1

c
; c

�
:

Como z 2 A
�
1
c ; c
�
, então a coordenada x3 está limitada, donde X está entre dois planos

paralelos.

Além disso, observe que X manda círculos � : t 2 [0; 2�] 7�! keit 2 C, com k > 0, num

plano horizontal. E isto é o que entedemos por X ser topologicamente um cilindro.
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Resta mostrarmos que X é completa. Pela Proposição 7, basta veri�carmos que L (�) =

+1, para toda curva divergente em A
�
1
c ; c
�
.

Seja

� : [0; b)! A

�
1

c
; c

�
uma curva divergente.

Por (65) na Observação 88, temos

L (�) =

Z b

0



(X � �)0 (t)



R3 dt =

1

2

Z b

0
jf (� (t))j

�
1 + jg (� (t))j2

�
dt:

=
1

2

Z b

0

1

j� (t)j

�
1

jg (� (t))j + jg (� (t))j
�
dt:

AFIRMAÇÃO:
R b
0

1
j�(t)j

�
1

jg(�(t))j + jg (� (t))j
�
dt = +1.

Iremos dividir a prova em dois casos.

CASO 1: b = +1.

Como
1

jzj �
1

c
e

1

jg (z)j + jg (z)j � 1

para todo z 2 A
�
1
c ; c
�
, então

1

jzj

�
1

jg (z)j + jg (z)j
�
� 1

c

e, portanto, Z 1

0

1

j� (t)j

�
1

jg (� (t))j + jg (� (t))j dt
�
� 1

c

Z 1

0
dt = +1:

Antes de analisarmos o CASO 2, seja Sk (0) := fz 2 C; kzk = kg ; k 2 R+, e considere

as seguintes de�nições.

Dizemos que uma curva � atravessa um conjunto Kn se existe um intervalo In =

(�n;�n) � [0; b), tal que

� (In) 2 Int (Kn) ; � (�n) 2 San (0) e � (�n) 2 Sbn (0)
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Dizemos que uma curva � atravessa um conjunto Yn se existe um intervalo I 0n =�
�0n;�

0
n

�
� [0; b), tal que

�
�
I 0n
�
2 Int (Yn) ; �

�
�0n
�
2 S 1

an

(0) e �
�
�0n
�
2 S 1

bn

(0) :

CASO 2: b < +1.

Suponhamos por absurdo que L (�) < +1, e analisemos os seguintes subcasos.

(i) � diverge para @Dc.

Como L (�) < +1, então

(a) Existe n0 2 N�, tal que � atravessa K2n, para todo n � n0 ou

(b) Existe n0 2 N�, tal que � atravessa K2n�1, para todo n � n0.

Caso contrário, para todo n0 2 N�, existiria um fn0 � n0; tal que � não atravessa K2fn0 e
um fn00 � n0; tal que � não atravessa K2fn00+1: Mas nesse caso, teríamos uma subdivisão do
disco unitário na qual o comprimento da curva � vai aumentando in�nitamente, mas assim

� teria comprimento in�nito, o que é uma contradição.

Sem perda de generalidade, iremos supor que � satisfaz o caso (a).

Então
1

c

Z b

0
jg (� (t))j dt � 1

c

X
n�n0

Z �n

�n

jg (� (t))j dt

Lema (93)

� 1

c

X
n�n0

Z �n

�n

�1e
2cndt =

1

c

X
n�n0

�1e
2cn

Z �n

�n

1dt

=
�1
c

X
n�n0

e2cn l
�
�j[�n;�n]

�
� �1

c

X
n�n0

e2cnrn =
�1
c

X
n�n0

e2
1
2
log r�1n rn

=
�1
c

X
n�n0

r�1n rn =
�1
c

X
n�n0

1 = +1

donde Z b

0

1

j� (t)j

�
1

jg (� (t))j + jg (� (t))j
�
dt � 1

c

Z b

0
jg (� (t))j dt � +1

o que é uma contradição. Portanto, L (�) = +1.

(ii) � diverge para @D 1
c
.
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Primeiro façamos rapidamente um majoração inferior para l
�
�j[�0n;�0n]

�
.

Temos

l
�
�j[�0n;�0n]

�
� 1

an
� 1

bn
=
bn � an
anbn

=
rn
anbn

:

Como

1 < an < c e 1 < bn < c

então
1

an
>
1

c
e

1

bn
>
1

c

donde

l
�
�j[�0n;�0n]

�
>
rn
c2
: (88)

Voltemos ao estudo do subcaso (ii). Como L (�) < +1, então

(a)0 Existe n0 2 N�, tal que � atravessa Y2n, para todo n � n0 ou

(b)0 Existe n0 2 N�, tal que � atravessa Y2n�1, para todo n � n0.

Caso contrário, para todo n0 2 N�, existiria um fn0 � n0; tal que � não atravessa Y2fn0 e
um fn00 � n0; tal que � não atravessa Y2fn00+1: Mas nesse caso, teríamos uma subdivisão do
disco unitário na qual o comprimento da curva � vai aumentando in�nitamente, mas assim

� teria comprimento in�nito, o que é uma contradição.

Sem perda de generalidade, iremos supor que � satisfaz o caso (a).

Então
1

c

Z b

0

1

jg (� (t))jdt �
1

c

X
n�n0

Z �0n

�0n

1

jg (� (t))jdt

Lema (93)

� 1

c

X
n�n0

Z �0n

�0n

�2e
2cndt =

1

c

X
n�n0

�2e
2cn

Z �0n

�0n

1dt

=
�2
c

X
n�n0

e2cn l
�
�j[�0n;�0n]

� (88)
>

�2
c

X
n�n0

e2
1
2
logr

�1
n rn
c2
=
�2
c3

X
n�n0

r�1n rn

=
�2
c3

X
n�n0

1 = +1

donde Z b

0

1

j� (t)j

�
1

jg (� (t))j + jg (� (t))j
�
dt � 1

c

Z b

0

1

jg (� (t))jdt > +1

o que é uma contradição. Portanto, L (�) = +1.

100



Portanto, em qualquer um dos casos, X é completa. �

Por curiosidade, enunciamos a seguir o Teorema de Nadirashvili, que garante a existência

de uma superfície mínima cuja imagem está contida numa bola.

Teorema 95 (Nadirashvili). Existe uma superfície mínima X : D! R3 conforme, com-

pleta com curvatura gaussiana estritamente negativa, cuja imagem está contida numa bola.

Para uma demonstração do Teorema acima, vide [19].

4.3 Teorema do Semi-espaço

A seguir, apresentamos a noção de tangência entre duas superfícies, que será importante

para o Teorema do Semi-espaço.

De�nição 96 Dizemos que duas superfícies imersas (S;X), (S0; X 0) são tangentes em

q 2 R3 com a mesma orientação normal se existem p 2 S e p0 2 S0; tais que

X (p) = X 0 �p0� = q; TpS = Tp0S
0 e N (p) = N 0 (p)

Lembremos que toda superfície imersa pode ser parametrizada numa vizinhança de cada

ponto como grá�co de uma função. Usando esse fato, temos a seguinte de�nição.

De�nição 97 Sejam S1, S2 superfícies imersas tangentes em q 2 R3 com a mesma orien-

tação normal. Dizemos que S2 � S1 em q quando expressamos S1 e S2 em q como grá�cos

de funções f1 e f2 e obtemos f2 � f1. (vide �gura 10)
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Figura 10: S2 � S1 em p. Fonte: [17]. Adaptado.

A seguir, apresentamos uma versão do Princípio de Tangência (vide FONTENELE

NETO, F. X. e SILVA, S. L [69].), resultado que nos fornece uma conclusão global a partir

de uma informação local.

Teorema 98 (Princípio de Tangência) Sejam S1, S2 superfícies imersas tangentes em

q 2 R3. Se S2 � S1 em q, então S1 � S2.

A seguir, estabelecemos uma notação que será utilizada no Teorema do Semi-espaço.

Dados p > 0, denote por Cp;c o catenóide de eixo OZ =
�
(0; 0; z) 2 R3; z 2 R

	
, centro

(0; 0; p) e círculo central de raio c. De�na

C�p;c = f(x; y; z) 2 Cp;c; z � pg

e

Rp;c = Raio de C�p;c \XY (vide figura 11)
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Figura 11: C�p;c: metade do catenóide Cp;c.

Por simplicidade, iremos dizer que p é o centro de C�p;c ao invés de (0; 0; p). Quando não

houver risco de confusão, denotaremos C�p;c e Rp;c simplesmente por C
�
c e Rc, respectiva-

mente.

Fixados p > 0 e c 2 (0; c0], considere a função

Fp;c : (x; y) 2 R2nBc (0; 0) 7�! p� c ln
 p

x2 + y2 +
p
x2 + y2 � c2

c

!
2 R (89)

onde Bc (0; 0) :=
�
p 2 R2; kpk � c

	
. Usando a fórmula da catenária (vista no Exemplo 4),

pode-se mostrar que C�p;c é o grá�co da função Fp;c acima.

Além disso, é contínua a função

Fp : (c; x; y) 2 (0; 1)� R2nB1 (0; 0) 7�! Fp;c (x; y) 2 R. (90)

A seguir, apresentamos uma propriedade do catenóide que será utilizada na demon-

stração do Teorema do Semi-espaço.

Lema 99 Dados h > 0, existem p 2 (0; h) e c0 2 (0; 1) ; tais que Rp;c0 = 1 e a função dada

por

c 2 (0; c0] 7�! Rp;c 2 R+

é estritamente decrescente.

Além disso, para todo " > 0 e para todo ponto q = (x; y; z) 2 R3 veri�cando

p
x2 + y2 > 1 e z 2 (0; p) ;

existe c 2 (0; c0) ; tal que

z < Fp;c (x; y) < z + ":

Finalmente, estamos prontos para apresentar o Teorema do Semi-espaço como segue.

Teorema 100 (Semi-espaço) Os planos são as únicas superfícies mínimas completas,

conexas, propriamente imersas, contidas em um semi-espaço.
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Demonstração: Seja S uma super�cie mínima nas condições do enunciado. A menos

de um movimento rígido, podemos supor que:

1. S está contida no semi-espaço �+ :=
�
(x; y; z) 2 R3; z � 0

	
;

2. inf fz 2 R; (x; y; z) 2 Sg = 0;

3. S \OZ 6= ?, onde OZ :=
�
(0; 0; z) 2 R3; z 2 R

	
.

Analisemos dois casos para a superfície S e o plano

� :=
�
(x; y; z) 2 R3; z = 0

	
:

.

Primeiro suponha que existe um ponto de contato w entre S e �, isto é,

TwS = Tw�

Ajustemos o vetor normal de � se necessário, e expressemos S e � localmente como

grá�co de funções f1; f2, respectivamente, em w. Pelo item (1), obtemos

f1 � f2.

Logo S � � em w e pelo Princípio do Máximo para Superfícies Mínimas (Teorema 98),

temos S = �.

Suponha agora que não existe ponto de contato entre S e �, isto é, S \� = ?.

Considere o cilindro sólido

� := B1 (0; 0)� R

onde B1 (0; 0) :=
�
p 2 R2; kpk � 1

	
.

Do item (3), segue que

� \ S 6= ?.

De�na

h := d
�
� \ S ; B1 (0; 0)� f0g

�
= inf

�
d (a; b) ; a 2 � \ S e b 2 B1 (0; 0)� f0g

	
.
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Note que � \ S e B1 (0; 0) � f0g são disjuntos. Além disso, como � \ S é fechado e

B1 (0; 0)� f0g é compacto, então

h > 0.

Pelo Lema (99), existem p 2 (0; h) e c0 2 (0; 1) ; tais que Rp;c0 = 1 e

c 2 (0; c0] 7�! Rp;c 2 R+

é estritamente decrescente. (vide �gura 12)

Figura 12: O cilindro � e o raio Rp;c0 .

Para cada c 2 (0; c0], considere o conjunto

Kc :=
�
(x; y) 2 R2; existem (x; y; ez) 2 C�c e (x; y; z) 2 S com z � ez	

(vide �gura 13) e de�na

K := fc 2 (0; c0];Kc 6= ?g .
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Figura 13: Os conjuntos Kc.

Vejamos agora que K é não vazio.

Pelo item (2), existe (x; y; z) 2 S com z 2 (0; d). Então, pelo Lema (99), existe c 2 (0; c0)

su�cientemente pequeno, tal que

Fc (x; y) > q3:

Portanto, Kc 6= ?, e existe ec := supK.
AFIRMAÇÃO: Kec 6= ?.

Seja (rn)n uma sequência estritamente crescente em K; tal que

lim
n!+1

rn = ec. (91)

Como Krn 6= ?, para todo n 2 N�, tome

(xn; yn) 2 Krn

para cada n 2 N�.

Por de�nição de K, existem (xn; yn; ezn) 2 C�rn e (xn; yn; zn) 2 S, tais que
0 � zn � ezn � p (92)
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ou seja, zn; ezn 2 [0; p] ; donde
lim

n!+1
zn = z0 e lim

n!+1
ezn = ez0 (93)

(a menos de passarmos a uma subsequência).

Consequentemente,

z0 � ez0.
Além disso,

(xn; yn) 2 BRrn � BRr1 ; 8n 2 N�

logo

lim
n!+1

(xn; yn) = (x0; y0) (94)

(a menos de passarmos a uma subsequência).

Note que (xn; yn; zn) 2 S. Além disso, como S é fechada e as três coordenadas convergem

(por (93) e (94)), então

(x0; y0; z0) 2 S.

Usando agora que lim
n!+1

(cn; xn; yn) = (ec; x0; y0) e o fato de Fp ser contínua (90), obte-
mos

lim
n!+1

Frn (xn; yn) = Fec (x0; y0)
(onde Frn (xn; yn) = ezn).

Por unicidade do limite, temos

ez = Fec (x0; y0)
ou seja,

(x0; y0; ez) 2 C�ec
Portanto, Kec 6= ? e isso demonstra a a�rmação.
Então existe (x0; y0) 2 Kec, tal que (x0; y0; ez) 2 C�c e (x0; y0; z) 2 S com z � ez.
Observemos agora que numa vizinhança V de w = (x0; y0; ez), devemos ter

ez � z; 8 (x; y; ez) 2 C�c e 8 (x; y; z) 2 S (95)
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caso contrário, usando a continuidade de F em c (vide (90)), podemos encontrar � > 0

su�cientemente pequeno satisfazendo

Kec+� 6= ?;
o que é uma contradição, pois ec é o sup de K.

Logo, z = ez e, portanto, w = (x0; y0; ez) 2 C�ec \ S é um ponto de contato entre C�ec e S,
isto é,

TwC
�ec = TwS;

em particular, um ponto de contato entre Cec e S (vide �gura 14)

Figura 14: O conjunto Kec.
Ajustando o vetor normal de Cec se necessário, expressando S e Cec localmente como

grá�co de funções f1; f2, respectivamente, em w, e usando (95), obtemos

f1 � f2.

Portanto, S � Cec em w, e pelo Princípio do Máximo para Superfícies Mínimas (Teorema

98), teomos S = Cec. Logo
C�ec � Cec = S � �+
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o que é uma contradição, pois C�ec não está contido em �+. E a contradição veio do fato de

supormos que não existe ponto de contato entre S e �.

Portanto, a única possibilidade é existir um ponto de contato entre S e �, donde S é

um plano. �

Observação 101 Obeservamos que no Teorema de Jorge-Xavier (Teorema 91), a superfície

parametrizada não é propriamente imersa, caso contrário este resultado seria falso pelo

Teorema do Semi-espaço (Teorema 100).
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Capítulo V

CURVATURA TOTAL E CURVATURA TOTAL FINITA

Neste Capítulo expressamos a curvatura total em função das funções f e g dadas pelo

Teorema da R.E.W, e extendemos tais funções a uma superfície de Riemann compacta.

Para �nalizar, classi�camos as superfícies mínimas de curvatura total �nita igual a �4�.

5.1 Curvatura Total e a R.E.W

A seguir apresentamos o conceito de curvatura total.

De�nição 102 A curvatura total de uma superfície parametrizada X : 
 � R2 ! R3 é

de�nida por

C (X) =

Z Z


KdA

onde dA =
p
EG� F 2dudv é o elemento de área cálculado em 
 e K a curvatura gaussiana

de X.

Seja X : 
 � R2 ! R3 uma superfície parametrizada. No caso em que X é mínima

conforme, a curvavtura total de X é dada por

C (X) =

Z Z


KdA =

Z Z


K�2dudv

(39) e (31)
= �

Z Z



16 jg0j2

jf j2
�
1 + jgj2

�4 jf j2
�
1 + jgj2

�2
4

dudv

= �
Z Z




4 jg0j2�
1 + jgj2

�2dudv = �Z Z



24 2 jg0j�
1 + jgj2

�
352 dudv:

Lembremos a seguinte de�nição da teoria de graus. O grau de uma função holomorfa

F : X ! Y não constante entre superfícies compactas de Riemann é de�nido por

deg (F ) =
X

p2F�1(y)
mult (F )p (96)
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para qualquer y 2 Y , onde mult (F )p é a multiplicidade de F em p. Para mais detalhes da

teoria vide [27].

Dito isto, usando o Teorema de Mudança de Variável na aplicação normal de Gauss

N : 
 � R2 ! S2, podemos dar uma outra de�nição equivalente para curvatura total de X

usando a área da imagem de N (que é � Area
�
S2
�
= 4�), como segue

C (X) = �4� deg (N) (97)

onde deg (N) é o grau da aplicação N .

Exemplo 103 (Catenóide e a Superfície de Enneper) Pelos Exemplos 58 e 59, a

função g da R.E.W do catenóide e da Superfície de Enneper são iguais é dada por g (z) = z.

Como N = ��1 � g (Teorema 61) e deg (g) = 1, então as curvaturas totais do catenóide e

da Superfície de Enneper são iguais a �4�:

�

Exemplo 104 (Helicóide)

Pode ser mostrado que a função g da R.E.W do helicóide é dada por g (z) = ez. Como

g tem uma singularidade essencial em1, então o helicóide tem curvatura total igual a �1.

�

5.2 Extensões de f e g da R.E.W e Aplicações

Usaremos aqui um resultado que diz: Se X : 
 � C ! R3 é uma superfície mínima

conforme, completa de curvatura total �nita, então existe superfície de Riemann compacta

M e um número �nito de pontos fp1; :::; pkg �M , tal que 
 é conformemente equivalente

a Mn fp1; :::; pkg =: (M;X). Para uma demonstração desse Teorema, vide [22].

Apresentamos agora o resultado que extende a f e a g.

Teorema 105 Considere X : 
 � C ! R3 uma imersão mínima conforme, completa de

curvatura total �nita e (X; f; g) a tripla de R.E.W. Então f : 
 � C! C e g : 
 � C! C

se extendem meromor�camente a (M;X).
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Demonstração:

Extensão da g.

Sabemos que 
 é conformemente equivalente a (M;X), i.e, existe uma função biholo-

morfa

' : (M;X)! 
:

Mostremos que a função

eg := g � ' : (M;X)! C

se extende a cada um dos pontos removidos pi, i = 1; :::; k.

Suponha por absurdo que ao menos um dos pontos pi seja uma singularidade essencial

de eg. Seja  : Br (0) � C! V uma carta de M com  (0) = pi e tome

� := eg �  : Br (0) � C! C:

Então 0 é uma singularidade essensial de �. Pelo Grande Teorema de Picard (Teorema

169), � assume todos os valores de S2 uma in�nidade de vezes com, no máximo, duas

exceções. Mas isto implica que a área esférica de g é in�nita, ou equivalentemente (Teorema

61) que a área da imagem da aplicação normal de Gauss N = ��1 � g de X é in�nita, o que

é uma contradição.

Extensão da f .

Aqui usaremos o Lema 106, que deixamos após o Teorema.

Seja V uma vizinhança de um dos pontos removidos pi, i = 1; :::; k e suponha que V

não contém nenhum outro ponto removido pj , j 6= i. Vamos estender f meromor�camente

a pi. Suponha que f não é identicamente nula em V , caso contrário, estenda f tomando

f (pi) = 0.

Pelo caso anterior, já sabemos que g é meromorfa em M . Como g = � � N (Teorema

61), então a menos de uma movimento rígido do R3, podemos supor que g (V ) é limitado.

Portanto, pela p.z.p f não tem zeros em V .
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Pode ser mostrado que existe um difeomor�smo entre V e A = f0 < r < jzj < +1g,

para algum r 2 R�+, tal que pi é levado no 1. Então g é limitada em A, i.e, existe L 2 R+,

tal que jg (z)j < L, para todo z 2 A. Estudemos agora o comportamento de f em A quando

jzj ! +1.

Seja � um caminho divergente em A. Como X é completa então

+1 =

Z
�
�dz

(31)
=
1

2

Z
�
jf j
�
1 + jgj2

�
dz <

�
1 + L2

2

�Z
�
jf j dz:

Ou seja, Z
�
jf j dz = +1

para qualquer caminho � divergente em A.

Como f não tem zeros em A, podemos aplicar o Lema 106, donde f tem, no máximo,

um pólo. Portanto, f se extende meromor�camente a A, e portanto, a V .

Repetindo o argumento para todos os pontos pi obtemos a extensão meromorfa de f a

M . �

O Lema a seguir é usado no Teorema anterior para a extensão da f .

Lema 106 Considere r > 0 e f : CnBr (0)! C uma função holomorfa sem zeros. Se para

qualquer curva divergente � : [0; b)! CnBr (0) tivermosZ
�
jf (z)j dz = +1

então f tem no máximo um pólo.

Demonstração: Como f (z) 6= 0, para todo z 2 CnBr (0), então a função

log jf j = Re (log f) : z 2 CnBr (0)! Re (log f (z)) 2 R

é harmônica.

Pode ser mostrado que a expansão de Laurent de log jf j numa vizinhança CnBR (0) do

in�nito é dada por

log jf (z)j = � log jzj+ h (z) +H (z)
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onde h : CnBR (0) ! R é harmônica e limitada (h (z) < m) e H : CnBR (0) ! R é função

harmônica, para algum R > r.

Considere � 2 R e N 2 N�, tal que N > �. Então, para z 2 CnBR (0), temos

jf (z)j = jzj� eh(z)eH(z) �M jzjN eH(z) =M
���zNeG(z)���

onde M = em e G : C ! C é função inteira, tal que ReG = H (G existe, pois C é

simplesmente conexo).

De�na a função holomorfa

F : z 2 C 7�!
Z z

0
wNeG(w)dw 2 C

e observemos que pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

F 0 (z) = zNeG(z) 6= 0

para todo z 6= 0. Seja � um ramo da (N + 1)-ésima raíz de F numa vizinhança V de z = 0

dada por

� : z 2 C 7�! jF (z)j
1

N+1 2 R

que veri�ca

� (0) = 0 e � 0 (0) 6= 0: (98)

O ramo � existe pois, como eG : z 2 C 7�! eg(z) 2 C é função inteira que não possue

zeros, pelo Teorema Fundamental do Cálculo obtemos

F 0 (z) = zN

 
a0 +

1X
n=1

anz
n

!

com a0 6= 0.

Portanto,

lim
z!0

F 0 (z)

zN
= a0 6= 0:

Logo, F tem um zero de ordem (N + 1) em z = 0, donde podemos escolher um ramo �

veri�cando (98).

Como � 0 (0) 6= 0, temos um ramo da inversa z (�) numa vizinhança de � = 0, done

existem duas possibilidades para z (�): z (�) se estende holomor�camente a todo o plano-�
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ou existe uma bola máxima BR (0) no plano-� onde ela pode ser estendida. Vejamos que o

segundo caso não ocorre.

Suponha por absurdo que exista Br0 (0) bola máxima e �0 com j�0j = r0 na qual a

inversa z (�) não pode ser estendida. Considere a curva

� : t 2 [0; 1) 7�! t�0 2 C

ligando a origem a �0. A sua imagem inversa no plano-z será uma curva � := z (�).

Se � é divergente, a partir de um certo ponto ela estaria na região jzj > R. Denotemos

por e� o pedaço divergente da curva � que está sempre na região jzj > R, ou seja,

e� := �z (t�0) ; jz (t�0)j > R; 8t 2
�et; 1�	 :

Logo Z
�
jf (z)j dz � L+M

Z
e�
���zNeG(z)��� dz = L+M

Z
e�
��F 0 (z)�� dz

= L+M

Z
e� jdF j dz = L+M

Z 1

et (N + 1) tN j�0jN j�0j dt

= L+MRN+!
Z 1

et (N + 1) tNdt < L+MRN+! < +1

onde L é o valor da integral até et. Mas isto contradiz a hipótese de que � é divergente.
Portanto, � não pode ser divergente, ou seja, existe sequência (tn)n � [0; 1) estritamente

crescente, com lim
n!+1

tn = 1, tal que

lim
n!+1

tn = z0 2 V � C

onde zn := z (tn�0) 2 V ( V é a vizinhança onde � está de�nida). Como F 0 (z0) 6= 0,

tomando um ramo compatível com a de�nição de �, podemos estender � holomor�camente

a uma vizinhança de z0, donde obtemos

jF (z0)j = j�0jN+! 6= 0:

Logo

� 0 (z0) =
1

N + 1
[F (z0)]

N
N+1 F 0 (z0) 6= 0:
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Pelo Teorema da Função Inversa 162, podemos estender a inversa z (�) holomor�camente

ao ponto �0. Mas então a bola Br0 (0) não era máxima, o que é uma contradição.

Então, a inversa z (�) é função inteira, ou seja, holomorfa em todo o plano-�.

Note que se

z (�1) = z (�2)

então

F (z (�1)) = F (z (�2)) ) �N+!1 = �N+!2 .

Logo, cada valor z é assumido, no máximo, (N + 1) vezes.

Pelo Corolário 170, z (�) é um polinômio. Além disso, segue também que z (�) = 0,

donde � = 0. Como � = 0 é o único zero do polinômio z, temos

z (�) = A�k

onde k 2 N�, A 2 C.

Como

z0 (�) = Ak�k�1 e z0 (0) =
1

� 0 (0)
6= 0

segue que k = 1, A 6= 0.

Logo

F (z) =
� z
A

�N+1
e assim, G deve ser constante, donde H também o é.

Portanto

jf (z)j �M1 jzjN

perto do in�nito, donde f tem no máximo um pólo no in�nito. �

Caminharemos agora na direção de classi�car as superfícies mínimas de curvatura total

�nita igual a �4�.

Teorema 107 Se X : 
 � C! R3 é uma imersão mínima completa, então

C (X) = �1 ou C (X) = �4�m (99)

onde m 2 N�.
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Demonstração: Mostraremos o resultado no caso em que X é conforme. Como K � 0,

então temos duas possibilidades para a integral

C (X) =

Z



Z
KdA =

Z
M

Z
KdA :

C (X) = �1 ou C (X) �e finita:

No caso em que C (X) é �nita, pelo Teorema 105, g se extende meromor�camente a M .

Como M é uma superfície Riemann compacta, então pelo Teorema 171 g é constante (e

neste caso K � 0 ) ou g cobre a esfera S2 m = deg (g) vezes. Logo por (97)

C (X) = �4�m:

�

Lembremos agora a de�nição de �m de uma superfície. Sejam fp1; :::; pkg � 
 � C,

X : 
n fp1; :::; pkg � C! R3 imersão mínima completa e V � 
 uma vizinhança de pi que

não contém nenhum dos outros pontos pj . Dizemos que a imagem X (V n fpig) é um �m

de X (
n fp1; :::; pkg), denotado por Fi. Se XjV nfpig é mergulho, dizemos que Fi é um �m

mergulhado.

Um resultado que relaciona a curvatura total e a topologia de uma superfície é a Fórmula

de Jorge-Meeks, que diz: Se X : 
 � C! R3 é uma imersão mínima completa, então

C (X) =

Z Z


KdA � 2� (� (
)� k) (100)

onde

� (
) = 2� 2G� k: (101)

é a característica de Euler de 
, G é o gênero e k é o número de �ns da superfície (ou seja,

o número de pontos excluídos de M). Além disso, vale a igualdade, se e somente se, todo

�m é mergulhado. Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em vide [23].

A seguir, classi�camos as superfícies mínimas completas de curvatura total igual a �4�.

Teorema 108 Se X : 
 � C! R3 é uma superfície mínima completa com C (X) = �4�,

então X é um catenóide ou a superfície de Enneper.

117



Demonstração: Mostraremos o resultado no caso em que X é conforme. Pelo Teorema

107,

�4�2 deg (g) = C (X) = �4�

donde deg (g) = 1.

Como g se extende a superfície de Riemann compacta M (Teorema 105) e deg (g) = 1,

então g é um biholomor�smo entreM e S2 (Teorema 181). Além disso, como S2 tem gênero

G = 0, então M também tem gênero G = 0, donde por (101)

� (
) = 2� k:

Então por (100) temos

�4� =
Z Z



KdA � 2� (2� k � k) = 4� � 4k� ) k � 2:

Observemos que se k = 0, então 
 � M . Como M é compacta, segue que 
 também

é compacta, o que é uma contradição pelo Teorema 182, pois X é mínima. Vamos analisar

separadamente os casos k = 1 e k = 2.

CASO 1: k = 1.

Neste caso, 
 � C e, como g é bijetora, então pelo Corolário 165 podemos tomar

g (z) = z. Como g (z) = z não tem pólos, então a função f não tem zeros. Já que f tem no

máximo, um pólo, segue pelo Corolário 170 que f é um polinômio. Sendo f um polinômio

que não possui zeros, então f é constante.

Portanto,


 � C; f (z) = c e g (z) = z:

Pelos Exemplo 59, visto no Capítulo 3, temo que X é a Superfície de Enneper.

CASO 2: k = 2.

Podemos tomar 
 � C = C[f1g. Como g é injetora, então pelo Corolário 165 podemos

tomar g (z) = �z. Como o único pólo de g em C é z = 1, então pela p.z.p, o único zero
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de f em C é z = 1, e este possui ordem 2, pois g só tem um pólo de ordem 1. Assim, o

único pólo (possível) de f é

z = 0:

Denote por m0 a ordem deste pólo.

Considere o produto zm0f (z) que é função holomorfa de C em C. Portanto, (zm0f (z))�1

é função holomorfa de C e C. Como C é superfície de Riemann compacta, então pelo

Princípio do Máximo (Teorema 172), (zm0f (z))�1 é função constante, donde

f (z) =
1

czm0

para c 2 C constante. Mas como z =1 é um pólo de ordem 2 de f , devemos ter m0 = 2.

Portanto,

M � C; f (z) =
1

cz2
e g (z) = �z:

Pelo Exemplo 58 do Capítulo 3, segue que superfície é um catenóide. �

Classi�camos agora as superfícies mínimas completas cuja aplicação normal de Gauss é

injetora, e �nalizamos mostrando que o único anel mergulhado de curvatural total �nita é

o cantenóide.

Teorema 109 Seja X : 
 � C! R3 uma superfície mínima completa. Se a aplicação

normal de Gauss N é injetora, então X é um catenóide ou a superfície de Enneper.

Demonstração: Mostraremos o resultado no caso em que X é conforme. Usando que

a curvatura total de X é o negativo da área de N e que N é injetora, temos

�4� � C (X)
(99)
< 0

Pelo Teorema (107) devemos ter

C (X) = �4�

donde o resultado segue do Teorema 108. �

119



Teorema 110 O único anel S mínimo, completo, mergulhado com curvatura total �nita é

o catenóide.

Demonstração: A característica de Euler � (S) = 2� 2G� k de um anel S veri�ca

G = 0 e k = 2

donde

� (S) = 0:

Como os �ns estão mergulhados, vale a igualdade em (100), i.e,

C (S) = 2� (� (S)� k) = 2� (0� 2) = �4�:

Pelo Teorema 108, S é o catenóide ou a Superfície de Enneper. Como a Superfície de

Enneper possui apenas um �m (k = 1), então S deve ser o catenóide. �
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Capítulo VI

SUPERFÍCIES DE CURVATURA MÉDIA CONSTANTE

Neste Capítulo, apresentamos o Teorema de Delaunay, as superfícies helicoidais, e

�nalizamos com o conceito de estabilidade e o Teorema de Estabilidade da Esfera.

6.1 Teorema de Heinz

Em cada ponto de uma superfície existem duas direções nas quais a superfície se curva

mais e se curva menos. Estas direções são as direções principais, e as curvaturas nessas

direções são denominadas curvaturas principais. A curvatura média é a média aritmética

dessas curvaturas e pode ser vista como a superfície se curva quando vemos a superfície de

fora dela.

A curvatura média H de uma esfera de raio r é constante e igual 1r . Se o valor

de H cresce, então r vai diminuindo, e portanto, a esfera �ca menor. Analogamente para

superfícies gerais, se a curvatura média cresce, então a superfície �ca menor num certo

sentido, como mostra o próximo resultado.

Teorema 111 (Heinz) Seja f : BR (0) � R2 ! R função de classe-C1. Se a curatura

média do grá�co de f satisafaz a desiguadade

jH (p)j � � > 0

para todo p 2 BR (0) : então

R � 1

�
.

Demonstração: Pode ser mostrado que a curvatura média do grá�co de f é dada por

H =
1

2

�
@

@u

�
fu
W

�
+

@

@v

�
fv
W

��
(102)

onde W =
p
1 + f2u + f

2
v :

Seja R1 2 R, tal que 0 < R1 < R.
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Aplicando o Teorema de Green (Teorema 176) em (102), obtemosZ Z
BR1 (0)

2Hdudv =

I
u2+v2=R21

�
� fv
W
du+

fu
W
dv

�
:

Invertendo o normal se necessário, podemos assumir que H � � > 0. O lado esquerdo

da expressão acima �ca

Z Z
BR1 (0)

2Hdudv �
Z Z

BR1 (0)
2�dudv = 2�

Z Z
BR1 (0)

dudv = 2��R21

e o lado direito �caI
u2+v2=R21

�
� fv
W
du+

fu
W
dv

�
=

Z 2�

0

��
� fv
W
� � (t) ; fu

W
� � (t)

�
; �0 (t)

�
dt

C�S
�
Z 2�

0





�� fvW � � (t) ; fu
W
� � (t)

�





�0 (t)

 dt = Z 2�

0





�� fvW � � (t) ; fu
W
� � (t)

�



R1dt
R1

Z 2�

0

s�
fv
W
� � (t)

�2
+

�
fu
W
� � (t)

�2
dt = R1

Z 2�

0

s
f2v + f

2
u

1 + f2v + f
2
u

dt

< R1

Z 2�

0
1 = 2�R1

onde � (t) = (R1 cos t; R1 sin t), t 2 [0; 2�].

Portanto,

2��R21 < 2�R1 ) R1 <
1

�

donde obtemos o resultado fazendo R1 ! R. �

A seguir, temos um resultado mais geral que o Teorema de Bernstein (Teorema 64)

Corolário 112 Se o grá�co de uma função diferenciável f : R2 ! R tem curvatura média

constante, então o grá�co de f é um plano.

Demonstração: Fazendo R! +1 no Teorema de Heinz, obtemos

H � 0

Pelo Teorema de Bernstein (Teorema 64), temos que o grá�co de f é um plano. �
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Observação 113 Como o grá�co da função f : (u:v) 2 BR (0) � R2 7�!
p
R2 � u2 � v2 2

R possue curvatura média H = 1
R , segue que a estimativa obtida no Teorema de Heinz não

pode ser melhorada.

6.2 Superfícies de Revolução

Podemos construir exemplos de superfícies de curvatura média constante cujas curvat-

uras principais mudam mas sua soma é constante, essas superfícies são as superfícies de

revolução. Em 1841, C. Delaunay determinou essas superfícies de revolução, e exibiu um

método para contruí-las geometricamente.

Teorema 114 Dada uma geratiz, i.e, uma curva regular plana � : I ! (0; y (t) ; z (t)) 2 R2,

então a curvatura média da superfície de geratriz � é dada por

H =
1

2

y0 + y00zz0 � y0zz00
z

Reciprocamente, dada uma função contínua H : I ! R, então a geratriz da superfície

de revolução de curvatura média H, é dada por

� (s) =

0@Z s

0

(G (t) + c2)F
0 (t)� (F (t)� c1)G0 (t)q

(F (t)� c1)2 + (G (t) + c2)2
dt+ c3;

q
(F (t)� c1)2 + (G (t) + c2)2

1A
onde c1; c2; c3 2 R e F;G : I � R! R são funções reais.

Demonstração: A ida do Teorema segue direto da de�nição de curvatura média

H :=
1

2

eG+ gE � 2Ff
EG� F 2 :

Reciprocamente, seja H : I ! R função contínua. Considere o sistema de equações

diferenciais 8><>: 2Hz � y0 � y00zz0 + y0zz00 = 0

y02 + z02 = 1
: (103)

Se introduzimos a função complexa

Z : s 2 I 7�! z (s) z0 (s) + iz (s) y0 (s) 2 C
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então (103) implica que a função Z satisfaz a seguinte equação diferencial de primeira ordem

Z 0 � 2iHZ � 1 = 0: (104)

Se de�nimos as duas funções

F : s 2 I 7�!
Z s

0
sen

�
2

Z u

0
H (t) dt

�
du

G : s 2 I 7�!
Z s

0
cos

�
2

Z u

0
H (t) dt

�
du

a solução geral de (104) é dada por

Z (s) = f(F (s)� c1) + i (G (s) + c2)g
�
F 0 (s)� iG0 (s)

�
onde c = i (c1 � ic2) é uma constante complexa arbitrária. A função Z estar de�nida em

termos de y e z, e suas derivadas. Reciprocamente, podemos obter y e z de Z. De fato,

como jZ (s)j2 = y (s)2, temos

z =

q
(F (s)� c1)2 + (G (s) + c2)2, s 2 I

e como Z (s)� Z (s) = 2izy0 (s), temos

y0 =
(G (s) + c2)F

0 (s)� (F (s)� c1)G0 (s)q
(F (s)� c1)2 + (G (s) + c2)2

:

�

Observação 115 Fazendo uma transformação paralela do eixo-x, podemos assumir que

c3 = 0. O Teorema 114 assegura que todas as superfícies de revolução com a mesma função

curvatura média H são caracterizadas por dois números reais c1 e c2. Além disso, note que

essas superfícies não são isométricas em geral.

Agora, cacminharemos na direção de determinar todas as superfícies de revolução de

curvatura média constante.

Já sabemos pela Proposição 20 que uma superfície de revolução mínima é um pedaço

de plano ou um pedaço de catenóide. A seguir, apresentamos uma outra prov usando o

Teorema 114.
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CASO 1: H � 0:

Como F � 0 e G (s) = s, temos

X (s; 0; c1; c2; c3) =

0@Z s

0

c1q
c21 + (t+ c2)

2
dt+ c3;

q
c21 + (s+ c2)

2

1A
pelo Teorema 114.

(i) Quando c1 = 0, X (s; 0:0:c2; c3) é parte da reta x3 = c3.

(ii) Analisaremos o caso em que c1 6= 0 com mais detalhes na Proposição abaixo.

Proposição 116 Suponhamos c1 6= 0. Então, a menos de uma reparametrização por com-

primento de arco e uma homotetia nas coordenadas (x; y), a curva X (s; 0; c1; c2; c3) ; (s 2 R)

é uma catenária, e portanto, a superfície de revolução correspondente é o catenóide.

Demonstração: Por uma transformação paralela do comprimento de arco, s = s+c2, e

uma mudança de variável na integração, t = t+ c2, X (s; 0; c1; c2; c3) pode ser transformada

em 0@Z s

c2

c1q
c21 + t

2
dt+ c3;

q
c21 + s

2

1A :

Por uma transformação paralela no eixo�x, tome

c3 =

Z c2

0

c1q
c21 + t

2
dt (no caso onde c2 > 0)

c3 = �
Z 0

c2

c1q
c21 + t

2
dt (no caso onde c2 < 0).

Consequentemente, a curva acima se torna�Z s

0

cp
c2 + t2

dt;
p
c2 + s2

�
(s 2 R)

onde podemos assumir que c > 0.

Calculando a integral da expressão acima, obtemos

x =

Z s

0

cp
c2 + t2

dt = c ln

 
s+

p
c2 + s2

c

!
(s > 0).
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Como y =
p
c2 + s2, eliminando s das suas expressões obtemos

y

c
=
1

2

�
e
x
c + e�

x
c

�
:

Fazendo uma homotetia com raio 1
c no sistema de coordenas-(x; y), a expressão acima

se torna y = coshx, para um novo sistema de coordenadas, que é a catenária. Portanto,

uma superfície de revolução que não é plana é essencialmente o catenóide, a superfície de

revolução da catenária. �

CASO 2: H =constante 6= 0:

Seja H =constante 6= 0. Por uma transformação paralela do eixo-x e uma mudança do

comprimento de arco, podemos escrever

X (s;H;B) =

�Z s

0

1 +B sen 2Htp
1 +B2 + 2B sen 2Ht

dt;
1

2 jHj
p
1 +B2 + 2B sen 2Hs

�
(105)

pelo Teorema 114, onde B é um número real arbitrário.

Como

X (s;�H;B) = X (s;H;�B)

X (s;H;�B) = X
�
s� �

2H
;H;B

�
+ vetor constante

X (s;�H;B) =
1

�
X (�s;H;B) ; � > 0 (s 2 R)

podemos assumir que B � 0 e H > 0.

Reciprocamente, para números reais B eH, quando denotamos uma curva plana de�nida

em (105) por X (s;H;B) e consideramos a superfície de revolução S = S (H;B) cuja ger-

atriz é X (s;H;B), podemos mostrar que a curvatura média de S é constante e igua a

H. Portanto, a família a um parâmetro S (H;B) (B � 0) de superfícies de revolução de

curvatura média constante com a mesma curvatura H é obtida.

A curva geratriz X (s;H;B) é uma curva plana interessante. De fato,

(i) no caso onde B = 0, como X (s;H; 0) é a reta passando no eixo�x, a superfície de

revolução correspondente é um cilindro;

(ii) no caso onde B = 1, podemos mostrar que X (s;H; 1) é uma sequência de semi-

círculos de mesmo raio com centros no eixo-x:
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Proposição 117 Suponhamoe B = 1: Então, a curva X (s;H; 1) (s 2 R) é uma sequência

de semi-círculos de mesmo raio com centros no eixo-x, donde a superfície de revolução

correspondente S (H; 1) é uma sequência de esferas com o mesmo raio.

Demonstração: Tome B = 1 em (105) e calculemos as integrais aqui. Pela igualdade

cosHt+ senHt =
p
1 + sen 2Ht

obtemos

x (s) =
1p
2

Z s

0

p
1 + sen 2Htdt =

1p
2H

(senHs� cosHs+ 1) ;

y (s) =
1p
2H

(senHs+ cosHs) ; (s 2
�
� �

4H
;
3�

4H

�
).

Como a curva (x (s) ; y (s)) veri�ca�
x (s)� 1p

2H

�2
+ y (s)2 =

1

H2
; (s 2

�
� �

4H
;
3�

4H

�
),

podemos ver que, no intervalo aberto
�
� �
4H ;

3�
4H

�
, X (s;H; 1) é a parte superior do círculo

com centro sobre o eixo-x e raio 1
H . Além disso, existe os limites de x (s) e y (s) em ambos

extremos � �
4H e 3�

4H do intervalo.

Para um s, tal que s 2 R, pode-se mostrar que X (s;H; 1) é uma transformação paralela

de um semi-círculo. �

No caso onde 0 < B < 1 e B > 1, a superfície X (s;H;B) tem uma forma interessante.

(iii) No caso onde 0 < B < 1, x (s) é monótona crescente quando s ! +1. A curva

X (s;H;B) e chamada ondulatória e é obtida como o locus do foco de um elipsoide rolando

sobre o eixo-x sem deslizar.

A superfície de revolução correspondente a essa curva é chamada unduloide (�gura 15).
(iv) No caso onde B > 1, x não é monótona. Além disso, x (s)!1 (s!1). De fato

X
�
s+

�

H
;H;B

�
= X (s;H;B) +

�
1

2H

Z 2�

0
g (t) dt; 0

�
;

onde

g (t) =
1�B sen tp

1 +B2 � 2B sen t
+

1 +B sen tp
1 +B2 + 2B sen t

(t 2 [0; �] ).

Então pode se mostrar que Z 2�

0
g (t) dt > 0
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Figura 15: Unduloide. Fonte [74].

onde B > 0.

A curva X (s;H;B) nesse caso é chamada nodária e é obtida como o locus de um foco

da hipérbole rolando no eixo-x sem deslizar.

A superfície de revolução correspondente a essa curva é chamada nodoide (�gura 16).

Combinando os cálculos acima de (i) a (iv), o seguinte resultado é obtido.

Teorema 118 (Delaunay) Uma superfície de revolução com curvatura média constante é

localmente congruente a um plano, a um cilindro circular, a uma esfera, a um catenóide, a

um undoloide ou a um nodoide.

Em adição, �xando H e variando o parâmetro B (� 0), temos uma deformação contínua

de superfícies S (H;B) do cilindro circular ao nodoide passando ao undoloide e uma série

de esferas (B = 1) preservando a curvatura média. Além disso, elas não são isométricas.

No caso geral de superfícies de revolução, pelo Teorema 114 podemos obter superfícies

de revolução cuja curvatura média é uma dada função contínua arbitrária.
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Figura 16: Nodoide. Fonte [75].

Quando tomamos qualquer curva fechada que não intersecta o eixo-x e giramos ela em

torno do eixo�x, obtemos uma superfície de revolução fechada, e sua curvatura média é,

claramente, uma função periódica.

6.3 Superfícies Helicoidais

Nesta seção, faremos uma breve exposição do conceito e resultados de superfícies heli-

coidais de curvatura média constante não nula, sem preocupações com a técnicalidade dos

resultados. Primeiro, de�nimos movimento helicoidal e descrevemos a expressão geral de

uma superfície helicoidal. Depois veremos que as superfícies helicoidais de curvatura média

constante são determinadas essencialmente por dois números.

Fixado um número positivo h, considere aplicação

gt (x; y; z) = (x cos t� y sen t; x sen t+ y cos t; z + ht)

do R3 para qualquer número real t. O conjunto dessas aplicações fgt;�1 < t <1g do R3

forma um subgrupo a um parâmetro de transformações isométricas. Um elemento desse

grupo é chamado movimento helicoidal de passo h e eixo OZ.

Uma superfície é denominada helicoidal quando ela é invariante por todos os movimentos

129



helicoidais.

Uma superfície helicoidal de passo h0 pode ser expressada localmente como

X : (r; �) 2 I � [0; 2�) 7�! (r cos �; r sen �; � (r) + h0�) 2 R3: (106)

Note que quando h0 = 0, a superfície helicoidal é de revolução.

No Lema,a a seguir, investigaremos as métricas Riemannianas das superfícies helicoidais.

Lema 119 Existe uma família a dois parâmetros de superfícies helicoidais isométrica a

uma superfície helicoidal dada por (106).

Seja U (s)2 = r (s)2 + h20 e m 2 R�, tal que U(s)p
r2+h2

= 1
m . Quando m = 1 e h = h0,

a superfície é a superfície helicoidal original e, quando m = 1 e h = 0, a superfície é uma

superfície de revolução isométrica a uma superfície helicoidal. Portanto, se variarmos a

constante h de h = 0 para h = h0, obtemos uma deformação isométrica de superfícies de

uma superfície de revolução para a dada superfície helicoidal.

Lema 120 Uma superfície helicoidal [U;m; h] é de curvatura média constante h, se e so-

mente se, U satisfaz a equação diferencial

m2U (s)
d2U

ds2
+m2

�
dU

ds

�2
� 1 = �2H

vuutm2U (s)2
 
1�m2

�
dU

ds

�2!
� h2: (107)

Com esses dois Lemas, pode ser demonstrado o Teorema abaixo, cuja demonstração

pode ser encontrada em [1], Capítulo 4.

Teorema 121 (Dajczer e Do Carmo) Superfícies helicoidais de curvatura média con-

stante H da forma (106) forma uma família de superfícies a dois parâmetros.

6.4 Estabilidade

Apresentamos a seguir a noção de variação de uma imersão. Seja 
 � R2 um conjunto

relativamente compacto com @
 diferenciável e X : 
 � R2 ! R3 uma imersão. A área de


 (quando munido da métrica induzida por X) é dada por

A =

Z


dA

onde dA =
p
EG� F 2dudv.
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De�nição 122 (Variação e Campo Variacional) Sejam 
 � R2 relativamente com-

pacto com @
 diferenciável e X : 
 � R2 ! R3 uma imersão. Uma variação de X é uma

família a um parâmetro f�tgt2(��;�) onde cada �t : 
 � R2 ! R3 é uma imersão, �0 = X

e a aplicação � : (p; t) 2 
� (��; �) 7�! �t (p) 2 R3 é diferenciável.

A aplicação � : 
 � R2 ! R3 dada por

� (p) =
@� (p; t)

@t

����
t=0

= d�(p;0) (0; 1)

é chamada campo variacional de X:

Dizemos que variação f�tgt2(��;�) é normal quando

� = fN

para alguma função f : 
 � R2 ! R diferenciável, onde N denota o vetor normal de

�0 = X. Dizemos que f�tgt2(��;�) �xa o bordo quando

�t (p) = X (p)

para todo p 2 @
 e t 2 (��; �) : Em particular, � = 0 em @
.

De�nição 123 Sejam X : 
 � R2 ! R3 uma imersão e �t : 
 � R2 ! R3 uma variação

de X. O funcional área A : (��; �) ! R e o funcional volume V : (��; �) ! R de X

são de�nidos, respectivamente, por

A (t) =

Z


dAt e V (t) = �1

3

Z


h�t; Nti dAt

onde dAt é o elemento de área de �t.

Dizemos que uma variação �t preserva o volume quando

V (t) = V (0)

para todo t 2 (��; �).

A próxima Proposição nos dá a derivada de primeira ordem do funcional área.

131



Proposição 124 (Primeira Variação da Área) Seja X : 
 � R2 ! R3 uma imersão.

Se � : 
 � (��; �) ! R3 é uma variação de X que �xa o bordo, então o funcional área

A : (��; �)! R é diferenciável em t = 0 e

A0 (0) = �2
Z


H hN; �i dA�

Z
@

h�; �i dA (108)

onde H é a curvatura média de X e � é um vetor conormal de 
 ao longo de @
.

Demonstração: Provaremos a Proposição no caso em que a variação é da forma

� (p; t) = X (p) + tf (p)N (p)

para todo (p; t) 2 
 � (��; �), onde f : 
 � R2 ! R é uma função diferenciável e N é o

campo normal de �0 = X em p.

O caso mais geral pode ser encontrado em [2].

Neste caso, o último termo de (108) valeZ
@

h�; �i dA =

Z
@

h�; fNi dA =

Z
@

f h�;Ni dA = 0

pois � é um campo conormal de 
 ao longo de @
.

Temos

d (�t)p (v) = v + tf(p)dNp(v) + tdfp(v)N(p);

para todo v 2 Tp�t, onde estamos usando a identi�cação usual v � dXpv, i.e, Tp�t � R2.

Pela compacidade de 
, podemos escolher � > 0 su�cientemente pequeno, tal que �t é

uma imersão t 2 (��; �):

Denotando por ei, i = 1; 2 as direções principais de X em p 2 
, temos

d (�t)p (ei) = ei + tf(p)dNp(ei) + tdfp(ei)N(p)

= ei � tf(p)�iei + tdfp(ei)N(p)

= (1� tf(p)�i) ei + tdfp(ei)N(p)

onde �i; i = 1; 2 são as curaturas principais de X.

O jacobiano de �t é dado por

Jac(�t)(p) = j(d�t)p(e1)� (d�t)p(e2)j
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j[(1� tf(p)�1) e1 + tdfp(e1)N(p)]� [(1� tf(p)�2) e2 + tdfp(e2)N(p)]j

j (1� tf(p)�1) (1� tf(p)�2) e1 � e2 + (1� tf(p)�1) tdfp(e2)e1 �N(p)

+tdfp(e1) (1� tf(p)�2)N(p)� e2 + tdfp(e1)tdfp(e2)N(p)�N(p)j

= j (1� tf(p)�1) (1� tf(p)�2)N (p)� (1� tf(p)�1) tdfp(e2)e2

�tdfp(e1) (1� tf(p)�2) e1 + 0j

= j
�
1� tf(p)�2 � tf(p)�1 + t2f(p)2�1�2

�
N (p)�(1� tf(p)�1) tdfp(e2)e2�tdfp(e1) (1� tf(p)�2) e1j

= j
�
1� 2tf(p)(�1 + �2)

2
+ t2f(p)2�1�2

�
N (p)�(1� tf(p)�1) tdfp(e2)e2�tdfp(e1) (1� tf(p)�2) e1j

= j
�
1� 2tf(p)H (p) + t2f(p)2K (p)

�
N (p)�(1� tf(p)�1) tdfp(e2)e2�tdfp(e1) (1� tf(p)�2) e1j

donde
d

dt

����
t=0

Jac(�t)(p) = �2H (p) f (p) (109)

Portanto, usando a equação (109) e o Teorema de Mudança de Variáveis, obtemos

A0 (0) =

Z



d

dt

����
t=0

Jac(�t)(p)dA = �2
Z


HfdA = �2

Z


H h�;Ni dA:

�

Apresentamos a segunda derivada do funcional área, como segue.

Proposição 125 (Segunda Variação da Área)Seja 
 � R2 um domínio relativamente

compacto e X : 
 � R2 ! R3 uma imersão com curvatura média constante H. Se �t : 
 �

R2 ! R3 é uma variação de X que �xa o bordo e preserva o volume, com f = hN; �i, então

A00 (0) = �
Z


f
�
�f +

�
�21 + �

2
2

�
f
�
dA (110)

onde �1 e �2 são as curvaturas principais de X.

Para uma prova da Proposição acima, vide [2].

A seguir, temos mais uma de�nição para superfícies mínimas.

Teorema 126 Sejam 
 � R2 relativavmente compacto e X : 
 � R2 ! R3 uma imersão.

Então X é mínima, se e somente se, A0 (0) = 0; para toda variação de X que �xa o bordo.
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Demonstração: Pela Primeira Variação da Área, temos

A0 (0) = �2
Z


H hN; �i dA:

Como H � 0 é imediato

A0 (0) = 0

para toda variação de X que �xa o bordo.

Reciprocamente, seja f : 
 � R2 ! R uma função diferenciável, tal que

f jInt
 > 0 e f j@
 = 0:

Para � > 0 su�cientemente pequeno, de�na a variação f�tgt2(��;�) por

�t : p 2 
 � R2 7�! X (p) + tf (p)H (p)N (p) 2 R3

que �xa o bordo e � = fHN .

Então por hipótese

0 = A0 (0) = �2
Z


H h�;Ni dA = �2

Z


fH2dA:

Como f jInt
 > 0, então H � 0. �

Proposição 127 (Primeira Variação do Volume) Seja X : 
 � R2 ! R3 uma imer-

são. Se � : 
 � (��; �) ! R3 é uma variação de X que �xa o bordo, então o funcional

volume V : (��; �)! R é diferenciável em t = 0 e

V 0 (0) = �
Z


h�;Ni dA:

Para uma deomonstração da Proposição acima, vide [2].

Iremos agora caracterizar as superfícies de curvatura média constante, mas para isso

precisamos do seguinte Lema técnico.

Lema 128 Considere 
 � R2 relativamente compacto com @
 diferenciável, X : 
 �

R2 ! R3 uma imersão e � : 
 � R2 ! R3 função diferenciável satisfazendo
R

 �dA = 0.

Então existe uma variação �t de X que preserva o volume, tal que

� = �N:

Além disso, se �j@
 � 0, então �t pode ser tomada como uma variação �xa o bordo.
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Demonstração: Usando resultados de funções bump�s, seja g : 
 � R2 ! R uma

função diferenciável, tal que

gj@
 = 0 e

Z


gdA 6= 0:

Seja � > 0 e de�na a aplicação e� : 
� I � I ! R3 por

eX (p; t; s) = X (p) + (t� (p) + sg (p))N (p)

para todo (p; t; s) 2 
� I � I.

Para � > 0 su�cientemente pequeno, a aplicação e� pode ser vista como uma variação de
X, �xado t ou s com

e� (p; 0; 0) = X (p) :

Seja V (t; s) o volume da superfície e� (�; t; s) : 
 � R2 ! R3: Pela Proposição 127, temos

V 0 (0; 0) =

Z


gdA 6= 0:

O Teorema da Função Ímplicita garante a existência de um difeomor�smo ' : I1 ! I2,

onde I1; I2 � R são intervalos abertos centrados em 0, tais que ' (0) = 0 e

V (t; ' (t)) = c

para todo t 2 I1.

Isso nos permite considerar a variação � : 
� I1 ! R3 de X que preserva volume dada

por

�t (p) = e� (p; t; ' (t)) :
Resta mostrarmos que � = �N .

Derivando V (t; s) em t = 0, obtemos

0 =
d

dt
V

����
(0;s)

+ '0 (0)
dV

ds
=

Z



�
� + '0 (0) g

�
dA = '0 (0)

Z


gdA

logo

'0 (0) = 0:
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Portanto

� (p) =
d

dt
�

����
t=0

=
�
� (p) + '0 (0) g (p)

�
N (p) = � (p)N (p) :

No caso particular em que � = 0 em @
, como gj@
 � 0, temos

�t = X

ao longo de @
, e portanto, a variação �t �xa o bordo. �

Considere X : 
 � R2 ! R3 uma imersão, �t : 
 � R2 ! R3 uma variação de X que

�xa o bordo (que não preserva o volume necessariamente), � 2 R e de�na o funcional

J� : t 2 (��; �) 7�! A (t)� 2�V (t) 2 R

onde A; V : (��; �)! R são o funcional área e funcional volume de X, respectivamente.

Pela Primeira Variação da Área e Primeira Variação do Volume, temos

J 0� (0) = A0 (0)� 2�V 0 (0) = �2
Z


H hN; �i dA+ 2�

Z


h�;Ni dA

= �2
Z


(H � �) hN; �i dA:

Mais ainda, no caso em que � = H a segunda derivada do funcional JH em t = 0 coincide

com (110), i.e,

J 00H (0) = �
Z


f
�
�f +

�
�21 + �

2
2

�
f
�
dA (111)

para toda variação que �xa o bordo, onde �1 e �2 são as curvaturas principais de X: Aqui

a função diferenciável f : 
 � R2 ! R veri�ca apenas a condição f j@
 � 0, ao invés de

f = hN; �i na Segunda Variação da Área.

Teorema 129 (Sup. Curvatura Média Constante) Sejam 
 � R2 relativamente com-

pacto com @
 diferenciável e X : 
 � R2 ! R3 uma imersão. São equivalentes:

1. A curvatura média H de X é constante e H = H0 :=
1
A

R

HdA..

2. A0 (0) = 0, para toda variação �t de X que preserva o volume e �xa o bordo.

3. Existe � 2 R, tal que J 0� (0) = 0, para toda variação �t de X que �xa o bordo.
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Demonstração: (1))(3)

Temos

J2H0 (t) = A (t)� 2H0V (t)

donde

J 02H0 (0) = A0 (0)� 2H0V 0 (0)

= �2
Z


H hN; �i dA+ 2H0

Z


h�;Ni dA

= 0

(3))(2)

Seja uma variação �t de X que preserva o volume e �xa o bordo

Como a variação preserva o volume, então

V 0 (t) = 0

para todo t 2 I:

Por outro lado, como a variação �xa o bordo, existe � 2 R, tal que J 0� (0) = 0:

Mas

0 = J 0� (0) = A0 (0) + �V 0 (0) = A0 (0)

e isso prova a implicação.

(2))(1)

Considere a função

f : p 2 
 � R2 7�! (H �H0) (p) 2 R

e suponhamos por absurdo que existe um ponto p 2 
, tal que

f (p) 6= 0:

Note que Z


fdA =

Z


H �H0dA =

Z


HdA�

Z


H0dA

=

Z


HdA�H0A =

Z


HdA�

�
1

A

Z


HdA

�
A

=

Z


HdA�

Z


HdA = 0:
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Portanto

f (p) 6= 0 e

Z


fdA = 0;

donde f deve assumir um valor oposto ao de f (p) em 
.

Assim, os conjuntos


+ =
�
p+ 2 
; f

�
p+
�
> 0
	

e 
� =
�
p� 2 
; f

�
p�
�
< 0
	

são não vazios.

Fixe p+ 2 
+ e p� 2 
�.

Usando resultados das funções bump�s, podemos construir funções '+; '� : 
 � R2 ! R

diferenciáveis, tais que

'+ = 1 em um vizinhança U+ de p+

Supp'+ � 
+
e

'� = 1 em um vizinhança U� de p�

Supp'� � 
�

Como f j
+ > 0 e f'+j
+ > 0 então

�+ :=

Z

+

f'+dA > 0

Analogamente

�� :=

Z


f'�dA < 0:

Seja � 2 R+, tal que

�+ + ��� = 0

e de�namos a função

' : p 2 
 � R2 7�!
�
'+ + �'�

�
(p) 2 R

Agora, Z


f'dA =

Z


f
�
'+ + �'�

�
dA

=

Z


f'+dA+ �

Z


f'�dA

=

Z

+

f'+dA+ �

Z

�

f'�dA

= �+ + ��� = 0:
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Portanto, a função

� := f' : 
 � R2 ! R

é diferenciável (pois produto de diferenciáveis é diferenciável), e

�j@
 = 0 e

Z


�dA = 0:

Pelo Lema 128, existe uma variação f�tgt de X que preserva o volume e �xa o bordo,

tal que

� = �N:

Por hipótese

0 = A0 (0) = �2
Z


H h�;Ni dA

donde

0 =

Z


H h�;Ni dA =

Z


H h�N;Ni dA

=

Z


H�dA =

Z


H�dA�H0

Z


�dA

=

Z


(H �H0) �dA =

Z


f�dA

logo

f2' = f� � 0.

Mas

f
�
p+
�2
'
�
p+
�
= f2

�
p+
�
:1 > 0

o que é uma contradição.

Portanto,

f = H �H0 � 0;

ou seja, a curvatura média de X é H = H0 =
1
A

R

HdA. �

A seguir, introduzimos a noção de estabilidade.
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De�nição 130 Sejam S uma superfície abstrata e X : S ! R3 uma imersão com curvatura

média constante H. Dizemos que X é estável quando A00D (0) � 0, para toda variação que

�xa bordo e que preserva volume e para todo D � S domínio relativamente compacto.

(Quando o bordo de D é vazio, não há suposição sobre a variação "�xar bordo".)

Considere o seguinte conjunto

F
 =
�
f : S ! R de classe C1; f j@S � 0 e

Z
S
fdA = 0

�
:

Teorema 131 Uma imersão X : S ! R3 é estável, se e somente se, �
R

 f
�
�f +

�
�21 + �

2
2

�
f
�
dA �

0, para toda função f 2 F
, onde �1 e �2 são as curvaturas principais de X:

Demonstração: Seja f 2 F
 arbitrária. Pelo Lema 128 existe uma variação normal

�t : 
 � R2 ! R3 de X que preserva o volume, donde V 00 (0) = 0. Então

J 00H (0) = A00 (0)� 2HV 00 (0) = A00 (0) � 0:

Reciprocamente, considere �t : 
 � R2 ! R3 uma variação de X que �xa o bordo e

preserva o volume, e fN a componente normal (� = (fN)?+ fN) do campo variacional de

X.

Então, f j@
 � 0:

Como a variação �t preserva o volume, então V
0 (0) = 0. Pela Primeira Variação do

Volume (Proposição 127), temos

0 = V 0 (0) = �
Z


h�;Ni dA = �

Z



D
(fN)? + fN;N

E
dA = �

Z


fdA

donde Z


fdA = 0:

Portanto, f 2 F
, donde J 00H (0) � 0. Como �t preserva o volume,então

A00 (0) = A00 (0)� 2HV 00 (0) = J 00H (0) � 0:

�
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A partir de agora, faremos um estudo breve sobre o espectro do Laplaciano para apre-

sentar uma estimativa do primeiro autovalor do operador Laplaciano da esfera.

Seja S � R3 uma superfície regular compacta e considere

� : f 2 C1 (S) 7�! �f 2 C1 (S)

seu operador Laplaciano. Pode ser mostrado através do Teorema da Divergência que o

operado � é autoadjunto com respeito ao produto interno

hf; gi =
Z
S
f (p) g (p) dp:

De�nição 132 (Autovalor) Dizemos � 2 R é um autovalor do operador Laplaciano

� : f 2 C1 (S) 7�! �f 2 C1 (S), quando existe uma função f 2 C1 (S) não nula, tal que

�f + �f = 0. (112)

Pela linearidade de �, temos que o conjunto V� das soluções da equação (112) (incluindo

a função nula f � 0) é um subespaço vetorial de C1 (S). Neste caso, dizemos que f é uma

autofunção associada ao autovalor � quando f 2 V�.

Note que � = 0 é sempre um autovalor do Laplaciano de qualquer superfície regular

compacta S, e que toda função constante é uma autofunção de � = 0. O próximo resultado

nos diz que as funções constantes são as únicas autofunções associadas ao autovalor � = 0.

Proposição 133 (E. Hopf) Sejam S � R3 uma superfície regular compacta, e f 2

C1 (S). Se

�f (p) � 0

para todo p 2 S, então f é constante.

Demonstração: Como �f (p) � 0, para todo p 2 S, então pelo Corolário 175 do

Teorema da Divergência, temos Z
S
�f (p) dp = 0

donde

�f � 0:
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Mas pelas propriedades da divergência,

div (frf) = rf (f) + f divrf

= hrf;rfi+ f�f = krfk2 + f�f = krfk2

donde pelo Corolário 175

0 =

Z
S
div (frf) dp =

Z
S
krfk2 dp:

Portanto krfk2 � 0, e consequentemente, f é constante. �

Note que se � é um autovalor nao nulo, então ele deve ser necessariamente positivo.

De fato, se f é uma função associada a � 6= 0; então pela Proposição de E. Hopf, f é não

constante. Pelas propriedades do Laplaciano e da de�nição de autovalor de �, temos

1

2
�f2 =

1

2
(f�f + f�f + 2 hrf;rfi)

= f�f + krfk2 :

Integrando essa igualdade sobre S � R3, temos

0 =

Z
S

1

2
�f2dp =

Z
S
f�fdp+

Z
S
krfk2 dp = ��

Z
S
f2dp+

Z
S
krfk2 dp

) � =

R
S krfk

2 dpR
S f

2dp
> 0

onde na primeira igualdade usamos o Corolário 175, e na desigualdade usamos que f é não

constante.

Nesse sentido, pode-se mostrar que uma das propriedades básicas do operador Lapla-

ciano � é que o conjunto dos seus autovalores forma uma sequência monótona crescente,

i.e.,

0 = �0 < �1 < ::: < �k < :::

com

lim
k!+1

�k = +1:
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Além disso, o primeiro autovalor �1 admite a seguinte caracterização

�1 �
R
S krfk

2 dAR
S f

2dA
(113)

para toda função f 2 C1 (S) que veri�ca a condiçãoZ
S
f (p) dA = 0:

Enuciaremos agora um resultado que nos diz que o primeiro autovalor �1 da esfera S2 é

igual a 2:

Teorema 134 O primeiro autovalor �1 da esfera S2 é igual a 2.

Para uma demonstração do Teorema acima, vide [26].

Exemplo 135 Se i : S2! R3 é a inclusão, então i é estável.

Considere 
 � S2 um domínio relativamente compacto qualquer em S2 e � 2 F
 arbi-

trária, i.e., uma função � : 
! R de classe C1, tal que

�j@
 � 0 e

Z


�dA = 0

Usando resultados de funções bump�s, podemos extender � a uma função diferenciável

por partes � : S2 ! R, tal que

�jS2n
 � 0:

Note que Z
S2
�dA =

Z
(S2n
)[


�dA =

Z
S2n


�dA+

Z


�dA

=

Z
S2n


0dA+

Z


�dA = 0:

Z


kr�k2 � 2�2dA =

Z


kr�k2 � 2�2dA =

Z
S2
kr�k2 � 2�2dA: (114)

Como
R
S2 �dA = 0, segue de (113)

2 = �1
�
S2
�
�
R
S2 kr�k

2 dAR
S2 �

2dA
)

Z
S2
kr�k2 dA � 2

Z
S2
�2dA: (115)
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Pelas propriedades do divergente temos

div (�r�) = r� (�) + � divr� = hr�;r�i+ ��� = kr�k2 + ���

) kr�k2 � div (�r�) = ����: (116)

Pelo Teorema da DivergênciaZ


div (�r�) dA =

Z
@

h�r�; �i dt = 0: (117)

Usando que
�
�21 + �

2
2

�
= 2, temos

�
Z


� (�� + 2�) dA = �

Z


��� + 2�2dA

(116)
=

Z


kr�k2 � div (�r�)� 2�2dA

(117)
=

Z


kr�k2 � 2�2dA

(114)
=

Z
S2
kr�k2 � 2�2dA

=

Z
S2
kr�k2 dA� 2

Z 2

S2
�dA

(115)

� 2

Z
S2
�2dA� 2

Z
S2
�2dA

= 2

Z


�2dA� 2

Z


�2dA = 0

ou seja,

�
Z


� (�� + 2�) dA � 0

para todo 
 � S2 relativamente compacto e para toda � 2 F
, donde i é estável pelo Teorema

131.

A seguir considere os seguintes Lemas para a demonstração do Teorema de Estabilidade

da Esfera.

Lema 136 Considere S uma superfície abstrata compacta, orientável, sem bordo e X : 
 �

R2! R3 uma imersão. Então
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1. Se a curvatura média de X for constante, então 4' = �2H �
�
�21 + �

2
2

�
', onde

' = hX;Ni, chamada função suporte de X.

2.
R

 'HdA = �

R

 dA:

Para uma demonstração do Lema acima, vide [1].

Finalmente apresentamos o Teorema de Estabilidade da Esfera.

Teorema 137 (Estabilidade da Esfera) Considere S uma superfície abstrata compacta,

orientável, sem bordo e uma imersão X : S ! R3 de curvatura média constante H > 0.

Então X é estável se e somente se X (S) é uma esfera do R3.

Demonstração: Faremos a demonstração da volta no caso em que S = 
 � R2 é um

domínio e X é injetora. Suponha que � = X
�


�
� S2 () �21 + �22 = 2) e tome � 2 F
.

Como X é injetora, existe uma única aplicação diferenciável � : S2 ! R tal que

�jS2n� � 0 e � �X = � e

Z
S2
� dA =

Z
�
� dA =

Z


� dA = 0: (118)

Como
R
S2 � dA = 0, segue de (113)

2 = �1
�
S2
�
�
R
S2 kr�k

2 dAR
S2 �

2dA
)

Z
S2
kr�k2 dA � 2

Z
S2
�2dA = 2

Z


�2dA: (119)

Pelas propriedades do divergente temos

div (�r�) = r� (�) + � divr� = hr�;r�i+ ��� = kr�k2 + ���

) kr�k2 � div (�r�) = ����: (120)

Pelo Teorema da DivergênciaZ


div (�r�) dA =

Z
@

h�r�; �i dt = 0: (121)

Usando que
�
�21 + �

2
2

�
= 2, temos

�
Z


� (�� + 2�) dA = �

Z


��� + 2�2dA

(120)
=

Z


kr�k2 � div (�r�)� 2�2dA
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(121)
=

Z


kr�k2 � 2�2dA

=

Z


kr�k2 dA� 2

Z


�2dA

(118)
=

Z
S2
kr�k2 dA� 2

Z


�2dA

=

Z
S2
kr�k2 dA� 2

Z


�2dA

(119)

� 2

Z


�2dA� 2

Z


�2dA = 0

= 2

Z


�2dA� 2

Z


�2dA = 0

ou seja,

�
Z


� (�� + 2�) dA � 0

para todo 
 � S2 relativamente compacto e para toda � 2 F
, donde X é estável pelo

Teorema 131.

Reciprocamente, de�na ' = hX;Ni e � = 'H + 1. Pelo Lema 136.2, temosZ
S
�dA =

Z
S
'HdA�

Z
S
dA = 0.

Considere a variação normal dada pelo Lema 128 para �.

Segue do Lema 136.1 que

��
�
�� +

�
�21 + �

2
2

�
�
�
= ��

�
�('H + 1) +

�
�21 + �

2
2

�
�
�

= ��H�'�
�
�21 + �

2
2

�
�2

= ��H
�
�2H �

�
�21 + �

2
2

�
'
�
�
�
�21 + �

2
2

�
�2 (Lema 136.1)

= 2H2� + �'H
�
�21 + �

2
2

�
�
�
�21 + �

2
2

�
�2

= 2H2� + �
�
�21 + �

2
2

�
(H'� �)

= 2H2� + �
�
�21 + �

2
2

�
(122)

Sendo X estável e
R
S �dA = 0 temos

0 � �
Z
S
�
�
�� +

�
�21 + �

2
2

�
�
�
dA

(122)
=

Z
S
2H2� �

�
�21 + �

2
2

�
�dA

=

Z
S
2H2�dA�

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
�dA = 0�

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
�dA

= �
Z
S

�
�21 + �

2
2

�
'HdA�

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
dA
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donde

�
Z
S

�
�21 + �

2
2

�
dA �

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
'HdA: (123)

Note que

2H2 = 2

�
�1 + �2
2

�2
=
�21 + �

2
2 + 2�1�2
2

� �21 + �
2
2 + �

2
1 + �

2
2

2
= �21 + �

2
2: (124)

Aplicando o Teorema de Stokes no Lema 136.1 temosZ
S
2H2dA = �

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
'HdA (125)

Assim,Z
S
2H2dA

(125)
= �

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
'HdA

(123)

�
Z
S

�
�21 + �

2
2

�
dA

(124)

�
Z
S
2H2dA

donde Z
S

�
�21 + �

2
2

�
� 2H2dA = 0: (126)

Portanto, obtemos ((124) e (126))

�21 + �
2
2 � 2H2 � 0 e

Z
S

�
�21 + �

2
2

�
� 2H2dA = 0

) �21 + �
2
2 � 2H2 = 0

Mas isto signi�ca que

�21 + �
2
2 = 2H

2 =
�21 + �

2
2 + 2�1�2
2

2�21 + 2�
2
2 = �21 + �

2
2 + 2�1�2

(�1 � �2)2 = �21 + �
2
2 � 2�1�2 = 0 ) �1 = �2

ou seja, X é umbílica. Usando a Proposição 35 e o fato de que H > 0, segue que X (S) está

contido em uma esfera. Como S é compacta e sem bordo, então X (S) é uma esfera do R3.

�
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Capítulo VII

SUPERFÍCIES DE WEINGARTEN

Uma superfície no espaço Euclidiano é chamada Superfície de Weingarten (ou W-

superfície) quando existe uma relação entre suas curvaturas principais �1 e �2 ou entre suas

curvaturas média e Gaussiana, isto é, quando elas veri�cam uma das relações do tipo

W (�1; �2) = 0 ou W (H;K) = 0: (127)

Note que a de�nição acima inclui as superfícies de curvatura Gaussiana constante e as

de curvatura média constante.

As superfícies de Weingarten foram introduzidas por J. Weingarten em 1861 (vide [30]

e [31]) no contexto de resolver o problema de encontrar todas as superfícies isométricas a

uma dada superfície de revolução.

Nas décadas de 40 e 50, as superfícies de Weigarten despertaram o interesse de vários

geômetras, como S. S. Chern ([32]), P. Hartman e W. Winter ([33]) e H. Hopf ([34]).

Recetemente, matemáticos como Bueno, A. e López, R. ([41]), J. A. Gálvez ([36]), W.

Kühnel and M. Steller ([37]), H. Rosenberg and R. Sa Earp ([38]), Barreto, A. P. Fontenele,

F. e Hartmann, L ([42]), tem trabalhado com tais superfície e feito progressos na área.

Por exemplo, podemos citar um resultado de Hopf ([9] Capítulo 5) de 1955 que diz

Teorema 138 Seja S uma superfície regular compacta e conexa com curvatura Gaussiana

positiva. Se existe uma relação �2 = f (�1) em S, onde f é uma função decrescente de �1,

�1 � �2, então S é uma esfera.

Uma classe muito estudada das superfícies de Weingarten são as superfícies de Wein-

garten Lineares (LW-superfícies), i.e., são super�cies que veri�cam uma das relações

a�1 + b�2 = c ou aH + bK = c: (128)
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As superfícies de Weingarten que não veri�cam nenhumas das equações em (128), são

chamadas superfícies de Weingarten não lineares (NLW-superfícies).

Problemas de classi�cação das superfícies de Weigarten ainda continuam em aberto e

longe de serem resolvidos, mesmo na classe das lineares.

A maior parte dos trabalhos foram feitos para famílias especí�cas de superfícies como:

Superfícies de Revolução, Superfícies Cíclicas, Superfícies de Translação e as Superfícies

Homotéticas, apotando o que se tem feito sobre cada uma.

Vamos apresentar nesse Capítulo um estudo introdutório sobre essas famílias.

7.1 Superfícies de Revolução

No Capítulo 2, de�nimos superfícies de revolução, e mostramos que a única superfície

mínima de revolução é o catenóide (Proposição 20), resultado devido a Euler provado no

século XVIII. No Capítulo 6, classi�camos todas as superfícies de revolução de curvatura

média constante (Teorema 118), provado por Delaunay em 1841. A classi�cação de super-

fícies de revolução de curvatura Gaussiana constante pode ser encontrada em livros básicos

de geometrial diferencial, como [9] e [43].

O problema das LW-superfícies ainda se encontra em aberto e da literatura sabemos

que Hopf ([34]) em 1951 classi�cou todas as superfícies de revolução fechadas e convexas

veri�cando a relação

�1 = c�2 + d:

H. Rosenberg and R. Sa Earp ([38]) em 1994 estudaram as LW-superfícies de revolução

veri�cando a relação

aH +K = c

com a; c > 0. Nesse mesmo trabalho, eles estudaram também as NLW-superfícies de rev-

olução veri�cando relações do tipo

H = f
�
H2 �K

�
onde f é uma função elíptica.
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Kühnel and M. Steller ([37]) em 2005 se preocuparam com NLW-superfícies de revolução

fechadas veri�cando

�1 = c (�2 � �)2 + �2 � a e �1 = c��2 :

López ([44]) em 2008, estudou as LW-superfícies de revolução que veri�ca

aH + bK = c

com a; c > 0 e satisfazendo � = a2 � bc < 0 (condição hiperbólica), e obteve uma família

de LW-superfícies de revolução hiperbólicas em R3 que consiste de superfícies com auto-

interseções cujas geratrizes são curvas periódicas.

Barreto, A. P. Fontenele, F. e Hartmann, L ([42]) em 2018 estudaram as NLW-superfícies

de revolução e mostrou que existem duas famílias F1 e F2 de superfícies de revolução

completas não mergulhadas em R3 com jAj = 1. A família F1 é a um parâmetro e seus

membros são superfícies C1 periódicas, enquento os membros de F2 são superfícies C3.

Além disso, qualquer superfícies de revolução C2 com jAj = 1 é uma esfera de raio
p
2,

um cilindro circular de raio 1 ou, a menos de um movimento rígido do R3, um membro de

uma das duas famílias. Como corolário, as únicas NLW-superfícies de revolução, completa,

mergulhada de classe C2 em R3, veri�cando

�21 + �
2
2 = c

com c constante, é uma esfera ou um cilindro.

7.2 Superfícies Cíclicas

Dizemos que uma superfície S em R3 é cíclica quando admite uma parametrização na forma

X : (t; s) 2 (a; b)� R 7�! � (t) + � (t) : [e1 (t) cos s+ e2 (t) sen s] 2 R3

onde � é uma curva ppca, � : (a; b) ! R uma função diferenciável estritamente positiva e

e1 e e2 campos diferenciáveis ortonormais ao longo de �.

Diremos que a superfície cíclica S é folhada, quando os círculos

Ct = Xt (R) = fX (t; s) ; s 2 Rg ; t 2 (a; b)
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são todos disjuntos. Observemos que, para cada t 2 (a; b), temos

Ct � �t = f� (t) + �:e1 (t) + �:e2 (t) ;�; � 2 Rg :

Dizemos que uma superfície cíclica S é de Riemann, quando os planos �t forem todos

paralelos.

Exemplos naturais de superfícies cíclicas são as superfícies de revolução, que são su-

perfícies, folheadas de Riemann cujos centros dos círculos da folheação são colineares. Os

cilindros elípticos, são exemplos de superfícies cíclicas que não são de revolução, folheadas

e de Riemann.

Em 1868, Riemann ([45]) encontrou uma família de superfícies mínimas mergulhadas

folheadas por círculos em planos paralelos, hoje denominadas exemplos de Riemann. Con-

comitantemente, Enneper ([46] e [47]) demonstrou que em uma superfície cíclica minimal,

os planos das folheações devem ser todos paralelos. Juntando os resultado de Euler (já

mencionado, Proposição 20) de Riemann e Enneper, temos

Teorema 139 As únicas superfícies cíclicas mínimas são o catenóide (revolução) e os ex-

emplos de Riemann (não de revolução).

Um século depois, em 1989, Nitsche ([48]) estudou as superfícies cíclicas de curvatura

média constante, e demonstrou o seguinte

Teorema 140 As únicas superfícies cíclicas de revolução de curvatura média constante são

as encontradas por Delaunay (Teorema 118).

A seguir, mostramos os resultados obtidos por López, R. ([29]) em 2001, no caso que

as superfícies cílcicas possuem curvatura Gaussiana constante. Ele provou que, exceto o

caso quando a curvatura Gaussiana é identicamente nula, as únicas superfícies cíclicas de

revolução com curvatura Gaussiana constante são as de revolução. Quando a curvatura

Gaussiana é identicamente nula, a superfície não é necessariamente de revolução, porém

sabemos quem são.
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Teorema 141 Seja M uma superfície completa em R3 com curvatura Gaussiana constante

e folheada. Então M é uma esfera ou os planos contendo os círculos das folheações são

paralelos. Além disso

1. Se K 6= 0, então M é uma superfície de revolução.

2. Se K � 0, então M pode ser parametrizada, a menos de um movimento rígido do R3,

por

X (u; v) = (a1u+ a0; b1u+ b0; u) + (r1u+ r0) (cos v; sen v; 0)

onde a0; a1; b0; b1; r0; r1 2 R.

Como corolário temos que em particular, todas as superfícies cíclicas em R3 com cur-

vatura Gaussiana constante não nula são as superfícies de revolução.

Lembremos que uma superfície cíclica S é chamada cone generalizado quando admite

uma parametrização na forma

X : (t; s) 2 (a; b)� R 7�! (p; q; 0) + t (m;n; 1) + (lt+ k) : (e1 (t) cos s+ e2 (t) sen s) 2 R3

onde p; q;m; n; l; k são constantes reais.

Dito isto, López, R. ([50],[51] e [52]) obteve o seguinte resultado para as LW-superfícies

cíclicas em 2008 .

Teorema 142 Seja S uma superfície cíclica.

1. Se S é uma LW-superfície na forma (128), então S é uma superfície de revolução ou

os exemplos de Riemann;

2. Se S é uma LW-superfície na forma aH + bK = c, então S é uma superfície de

revolução, um dos exemplos de Riemann ou um cone generalizado.

7.3 Superfícies de Translação e Homotéticas

Uma superfície no R3 é chamada de superfícies de translação quando pode ser localmente

parametrizada por

X : (t; s) 2 I � J 7�! (t; s; f (t) + g (s)) 2 R3 (129)
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onde f; g : I � R! R são funções diferenciáveis.

Se as curvas

t 2 I 7�! (t; 0; f (t)) 2 R3

s 2 J 7�! (0; s; g (s)) 2 R3

forem planares e estiverem contidas em planos ortogonais diremos que a superfícies de

translação é ortogonal.

Segundo Munteanu, M. I. e Nistor ([54]), essas superfícies são importantes por dois

motivos: interessantes por si só e por fornecerem contra-exemplos para alguns problemas

envolvendo a segunda curvatura Gaussiana (para mais detalhes, vide [55]). Uma superfície

de Weingarten de translação é chamada polinomial (WPT-superfície) quando f e g são

polinômios.

Em 1835, Scherk ([56]) mostrou o seguinte resultado (mais geral que o visto na Proposição

25) para as superfícies mínimas de translação.

Teorema 143 Seja S uma superfície mínima de translação no R3. Então S é um aberto

do R3 ou é congruente a uma parametrização da forma

Xa : (x; y) 2 R2 7�!
�
x; y;

1

a
ln

����cos (ax)cos (ay)

����� 2 R3
onde a 2 R�.

Lui, H. ([57]) em 1999, mostrou

Teorema 144 Se S é uma superfície de translação no R3 com curvatura Gaussiana K

constante, então S é uma superfície cilindrica.

Teorema 145 Se S é uma superfície de translação no R3 com curvatura média constante

H 6= 0, então S admite a seguinte parametrização

Xa : (x; y) 2 R2 7�!
 
x; y;

p
1 + a2

2H

p
1� 4H2x2 + ay

!
onde a 2 R.

Munteanu, M. I. e Nistor ([54]) em 2008 mostraram que:
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Teorema 146 Seja S uma WPT-superfície no R3. Então

1. S é um cilindro, e neste caso K � 0;

2. S é um parabolóide de revolução, e neste caso a curvtura média H e a curvatura

Gaussiana são positivas e veri�cam

8aH2 =
p
K
�
2a+

p
K
�2

onde a é uma constante positiva.

López, R. e Moruz, M ([58]) em 2015 provaram:

Teorema 147 As únicas superfícies de translação com curvatura Gaussiana identicamente

nula são as superfícies cilíndricas.

Teorema 148 Seja S é uma superfície de translação dada pelas funções f e g em (129).

Se S possui curvatura Gaussiana constante não nula, então as curvas

t 2 I 7�! (t; 0; f (t)) 2 R3

s 2 J 7�! (0; s; g (s)) 2 R3

não são planares.

Juntando os resultados obtidos por Dillen, F. ([59]) em 2008 com os de Bueno, A. e

López ([60]) em 2014, temos o seguinte.

Teorema 149 As únicas W-superfícies de translação ortogonais são os planos, os cilindros

generalizados, as superfícies de Scherk e os parabolóides elípticos.

Corolário 150 As únicas superfícies de translação ortogonais de Weingarten Lineares são

os planos, os cilindros generalizados e as superfícies de Scherk. Em particular, não existem

LW-superfícies de translação ortogonais além das de curvatura média constante ou curvatura

Gaussiana constante.
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Dizemos que uma superfície S no R3 é homotética, quando admite localmente uma

parametrização da forma

X : (t; s) 2 I � J 7�! (t; s; f (t) :g (s)) 2 R3

onde f : I ! R e g : J ! R são funções diferenciáveis.

Sobre estas superfícies R.López e M.Moruz ([28]) demonstraram os seguintes resultados

em 2015.

Teorema 151 Planos e helicóides são as únicas superfícies homotéticas mínimas no espaço

Euclidiano.

Teorema 152 As únicas superfícies homotéticas com curvatura Gaussiana constante são

os planos, as superfícies cilíndricas e as superfícies que admitem parametrizações das formas

(x; y) 2 R2 7�!
�
x; y; ae�x+�y

�
2 R3

(x; y) 2 R2 7�!
 
x; y;

�
bx

m
+ d

�m� cy

m� 1 + e
�1�m!

2 R3

onde a; �; � > 0 e b; c; d; e 2 R com b; c 6= 0 e m 6= 0; 1.

Corolário 153 Se S � R3 é uma superfície homotética com curvatura Gaussiana K con-

stante, então K � 0.
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Apêndice A

ANÁLISE REAL E COMPLEXA

Sejam f : 
 � C ! C uma função de classe C1, z 2 
 e escreva z = u + iv e z = u � iv.

Então

u =
1

2
(z + z) e v = � i

2
(z � z) :

Lembremos os seguintes operadores complexo

@f

@z
=
1

2

�
@f

@u
� i@f

@v

�
e

@f

@z
=
1

2

�
@f

@u
+ i

@f

@v

�
: (130)

Proposição 154 Seja f : z 2 
 � C 7�! (� (z) ; � (z)) 2 C uma função de classe C1 e

denotemos por f a função conjugada de f , ou seja, f (z) = (� (z) ;�� (z)). Então

@f

@z
=
@f

@z
: (131)

Além disso, f é holomorfa, se e somente se,

@f

@z
= 0 =

@f

@z
em 
.

Demonstração:

@f

@z
=
1

2

�
@f

@u
+ i

@f

@v

�
=
1

2

�
@�

@u
+ i

@�

@u
+ i

�
@�

@v
+ i

@�

@v

��
(132)

donde
@f

@z
=
1

2

�
@�

@u
� @�

@v
+ i

�
@�

@u
� @�

@v

��
: (133)

Por outro lado,

@f

@z
=
1

2

�
@f

@u
� i@f

@v

�
=
1

2

�
@�

@u
� i@�

@u
� i
�
@�

@v
� i@�

@v

��
(134)

logo,
@f

@z
=
1

2

�
@�

@u
� @�

@v
� i
�
@�

@u
+
@�

@v

��
: (135)
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Usando (133) e (135), obetemos o resultado.

Se f é holomorfa, então pelas Equações de Cauchy-Riemann, (133) e (135) temos

@f

@z
=
@f

@z
= 0:

Reciprocamente, se @f@z = 0 =
@f
@z , então por (133) ou (135) vale as Equações de Cauchy-

Riemann, donde f é holomorfa. �

Note que as derivadas parciais de � e � com respeito a u e v podem ser escritas em

função de z e z. De fato,

@z

@u
= 1 =

@z

@u
e

@z

@v
= i =

@z

@v
;

donde
@f

@u
=
@f

@z
+
@f

@z
e

@f

@v
= i

�
@f

@z
� @f

@z

�
: (136)

Proposição 155 Sejam f : z 2 
 � C! (� (z) ; � (z)) 2 C uma função de classe C2 e �

o Laplaciano complexo, i.e., �f = ��+ i�� = @2f
@u2

+ @2f
@v2
, então

�f = 4
@

@z

�
@f

@z

�
:

Demonstração: Diferenciando a primeira equação de (136) com respeito a u, obtemos

@2f

@u2
=

@

@z

�
@f

@z
+
@f

@z

�
+

@

@z

�
@f

@z
+
@f

@z

�
=
@2f

@z2
+
@2f

@z2
+ 2

@2f

@z@z
;

e diferenciando a segunda equação de (136) com relação a v, obtemos

@2f

@v2
= i

@

@z

�
i
@f

@z
� i@f

@z

�
� i @

@z

�
i
@f

@z
� i@f

@z

�
= �@

2f

@z2
� @2f

@z2
+ 2

@2f

@z@z
:

Somando as duas últimas equações, obtemos o resultado. �

Proposição 156 Sejam 
 � C domínio e f : 
 � C ! C função meromorfa não con-

stante. Então os pólos e zeros de f são pontos isolados.

Teorema 157 (Liouville) Se f : C ! C é uma função inteira limitada, então f é con-

stante.
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Lema 158 (Schwarz) Seja f : BR1 (0) � C! BR2 (0) � C função holomorfa com f (0) =

0. Então
jf (z)j
R2

� jzj
R1

; 8z 2 BR1 (0) e
��f 0 (0)�� � R2

R1
.

Além disso, se temos a igualdade em algumas das inequações acima para algum z 6= 0,

então
f (z)

R2
=
az

R1
:

Teorema 159 (Schwarz-Pick) Seja f : BR1 (0) � C ! BR2 (0) � C função holomorfa.

Então, para todo z; w 2 BR1 (0) temos����� f (z)� f (w)
R22 � f (z)f (w)

����� � R1
R2

���� z � w
R21 � zw

���� :
Além disso, para todo z 2 BR1 (0), temos

jf 0 (z)j
R22 � jf (z)j

2 �
R1
R2

1

R21 � jzj
2 :

Teorema 160 Sejam f; g : U ! C funções analíticas em U , onde U é um aberto conexo.

Se f e g coincidem num subconjunto A de U com ponto de acumulação em U , então f � g

em U .

Teorema 161 (Princípio da Extensão Analítica) Sejam f; g : U � C ! C funções

analíticas, onde U é um aberto conexo. Então f � g em U se e somente se existe um aberto

não vazio V � U tal que f � g em V .

Para uma demonstração dos dois últimos resultados, vide [67], Capítulo 2.

Teorema 162 (Teorema da Função Inversa) Seja f : U � C ! C função holomorfa.

Suponha que f 0 (z0) 6= 0, onde z0 2 
. Então existe uma vizinhança aberta V de z0, com

V � U , tal que f (V ) =W é aberto e f jV : V !W possui uma inversa (f jV )
�1 :W ! V ,

a qual é holomorfa.

Teorema 163 (Aplicação Aberta) Seja f : U � C ! C uma função holomorfa não

constante, onde U � C é um aberto conexo. Então, f é aberta, ou seja, para todo aberto

W � U , f (W ) é aberto.
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Para uma demonstração dos dois últimos resultados, vide [67], Capítulo 4.

Teorema 164 Seja f : C� ! C� função holomorfa. Valem as seguintes propriedades:

1- Se f (C�) 6= C� então f é constante.

2- Se f não é constante, então f jC é uma função racional.

Corolário 165 Seja f : C ! C função holomorfa. As seguintes a�rmações são equiva-

lentes:

1. f (z) = az + b onde a 6= 0;

2. f é um difeomor�smo;

3. f é bijeção.

Para uma demonstração do resultado acima, vide [67], Capítulo 4.

De�nição 166 (Conformemente Equivalente) Dizemos que duas superfícies de Rie-

mann S e S0 são conformemente equivalentes quando existe uma função holomorfa

bijetora h : S ! S0, tal que h�1 : S0 ! S também seja holomorfa.

Teorema 167 (Uniformização de Riemann) Toda superfície de Riemann simplesmente

conexa é conformemente equivalente a esfera de Riemann ou ao plano complexo ou ao in-

terior do disco unitário.

Para uma demonstração vide [67], Capítulo 6.

Teorema 168 (Pequeno Teorema de Picard) Se f é uma função meromorfa não con-

stante sobre o plano complexo, então f omite no máximo três valores de S2.

Para uma demonstração vide [68], Capítulo 17.

Teorema 169 (Grande Teorema de Picard) Seja f : 
 � C ! C uma função mero-

morfa com uma singularidade essencial p 2 
. Então numa vizinhança de p, a função f

assume todos os valores de C um número in�nito de vezes com, no máximo, uma excecão.
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Corolário 170 Seja f : C! C função inteira. Se f não é um polinômio, então f assume

todos os valores de C um número in�nito de vezes com, no máximo, uma excecão.

Teorema 171 Se M é uma superfície de Riemann compacta e f : M ! C uma função

meromorfa. Então f é constante ou a aplicação normal de Gauus N assume cada valor de

S2 um número �nito de vezes.

Teorema 172 (Princípio do Máximo para Funções Holomorfas) Se M é uma su-

perfície de Riemann compacta e f :M ! C é holomorfa, então f é constante.

Teorema 173 (Princípio do Máximo para Funções Harmônicas) Seja u : 
 � C!

R função harmônica não constante com 
 � C domínio limitado. Então u não assume nem

máximo e nem mínimo em 
.

Teorema 174 (Divergência) Seja S � R3 uma superfície regular compcta orientada com

bordo, com normal unitário � ao longo de @S. Dado um campo vetorial X em S, entãoZ
S
divXdxdydz =

Z
@S
hX; �i dS:

Para uma deomonstração do Teorema acima, vide [25, 25], Capítulo 7.

Corolário 175 Seja S � R3 uma superfície regular compcta orientada sem bordo, com

normal unitário � ao longo de @S. Dado um campo vetorial X em S, entãoZ
S
divXdxdydz = 0; (137)

em particular Z
S
�fdxdydz = 0

para toda função f 2 C1 (S).

Teorema 176 (Teorema de Green) Seja K � R2 compacto, com IntK 6= ;, tal que @K

é imagem de uma curva fechada 
 : [a; b] ! R2, simples, C1 por partes e orientada no

sentido anti-horário. Sejam P e Q de classe C1 num aberto contendo K. Nestas condições,I



Pdx+Qdy =

Z Z
K

�
@Q

@x
� @P

@y

�
dxdy:
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Para uma demonstração do Teorema acima, vide [24], Capítulo 8.

A seguir apresentamos brevemente a noção de recobrimento entre duas variedades, para

darmos uma noção de equivalência para superfícies mínimas.

De�nição 177 (Recobrimento) Dizemos que uma aplicação p : eS ! S entre duas var-

iedades de mesma dimensão é um recobrimento quando

8y 2 S, existe vizinhança U de y, tal que p�1 (U) =
�[
V�

�2�
e pjV� : V� ! U é difeomor�smo.

De�nição 178 (Recobrimento Universal) Dizemos que um recobrimento p : eS ! S é

recobrimento universal de S quando

8q : Z ! S recobrimento, com Z conexo, e 8x0 2 eS; z0 2 Z com p (x0) = q (z0) ,

existe uma única função contínua f : eS ! Z que preserva �bra (i.e., f
�
p�1 (b)

�
� q�1 (b),

8b 2 S), tal que f (y0) = z0.

O próximo resultado dá condições para a existência de um recobrimento universal, tal

que eS é simplesmente conexo.
Teorema 179 Seja S uma variedade conexa. Então existe um recobrimento universal p :eS ! S, tal que eS é uma variedade conexa e simplesmente conexa.

Para uma demonstração desse Teorema acima, vide [21], Capítulo 1.

Sejam S superfície conexa, X : S ! R3 uma imersão e p : eS ! S recobrimento universal.

Como p é difeomor�smo local e X é uma imersão, então X � p é uma imersão. Além disso,

como ImX = Im (X � p), temos que a curvatura média deX eX�p são iguais. Assim, temos

o seguinte resultado abaixo, que nos dá mais uma equivalência para superfícies mínimas.

Teorema 180 Sejam S superfície conexa, X : S ! R3 uma imersão e p : eS ! S re-

cobrimento universal de S. Então X : S ! R3 é superfície mínima, se e somente se,

X � p : eS ! R3 é superfície mínima.

Teorema 181 Uma função holomorfa F : X ! Y entre superfícies de Riemann compactas

é um biholomor�smo, se e somente se, deg (F ) = 1.
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Teorema 182 Não existe superfície mínima fechada (compacta) em R3.
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