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Abstract

This paper deals with the surfaces of constant mean curvature in the Euclidean space.
The first part of the text is devoted to minimal surfaces. We begin our studies with the
Enneper-Weirstrass Representation Theorem and discuss some of its most important
applications such as Jorge-Xavier, Rosenberg-Toubiana, and Osserman Theorems.
Next, we present the Principle of Tangency of Fontenele-Silva and use it to
demonstrate the classical half-space Theorem. We close this part by discussing the
topological constraints imposed by the hypothesis of finite total curvature. In the
second part of the manuscript we studied the surfaces of constant mean curvature,
possibly non-zero. We start with Heinz's Theorem and its applications, we present the
classification theorem of the surfaces of rotation with constant mean curvature made
by Delaunay, and we conclude with the concept of stability where we demonstrate the
classical Sphere Stability Theorem. We close the text with a succinct presentation of
recent results on the surfaces of Weingarten in the Euclidean space.

Keywords: Minimal surfaces, surfaces of constant mean curvature, Enneper-
Weirstrass Representation Theorem, Jorge-Xavier's Theorem, Rosenberg-Toubiana
Theorem, Osserman's Theorem, Semi-space Theorem, Finite Total Curvature, Heinz's
Theorem, Delaunay's Theorem, Sphere Stability Theorem, Weingarten Surfaces.






Resumo

Este trabalho versa sobre as superficies de curvatura média constante no espaco
Euclidiano. A primeira parte do texto é devotada as superficies minimas. Iniciamos
nossos estudos com o Teorema de Representacao de Enneper-Weirstrass e discutimos
algumas de suas aplicacoes mais importantes como os Teoremas de Jorge-Xavier,
Rosenberg-Toubiana e Osserman. Em seguida apresentamos o Principio de Tangéncia
de Fontenele-Silva e o utilizamos para demonstrar o classico Teorema do Semi-espaco.
Fechamos esta parte discutindo as restricoes topologicas impostas pela hipotese de
curvatura total finita. Na segunda parte da dissertacao estudamos as superficies de
curvatura média constante possivelmente nao nula. Iniciamos com o Teorema de
Heinz e suas aplicacoes, apresentamos o teorema de classificacao das superficies de
revolucao com curvatura média constante feito por Delaunay e finalizamos com o
conceito de estabilidade, onde demonstramos o classico Teorema de Estabilidade da
Esfera. Fechamos o texto com uma apresentacao sucinta de resultados recentes sobre
as superficies de Weingarten no espaco Euclidiano.

Palavras-chaves: Superficies minimas, superficies de curvatura média constante,
Teorema de Representacdo de Enneper-Weirstrass, Teorema de Jorge-Xavier,
Teorema Rosenberg-Toubiana, Teorema de Osserman, Teorema do Semi-espaco,
Curvatura Total Finita, Teorema de Heinz, Teorema de Delaunay, Teorema de
Estabilidade da Esfera, Superficies de Weingarten.






Sumario

Lista de FIGUIAS «..cccuuuiiieniiienniciennieitaniettenscsensscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssns XIII
1 INIPOAUCAOD..cceuuuiiienniiienniiitnnieitenietencictsnsiossssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssnnssss 1
2 PrelIMINATES . ...cceceuiieuieeieenieeceeieeeceecrseesscssscssscssssssssssessssssssssssssssssssssssesssssssss 4
2.1 Superficies Parametrizadas..........coceeeeeeeiereierereeeeeieieetese e es e s sssse s s s e ssssanens 4
2.2 SUPEITICIES ADSITALAS ...cvovvieieiiieieietetccece ettt b bbb ananees 23
2.3 Principio d0 MAXIMO.....c.cceceevereeeiereeieieesieteesteeestete et eae et se et sesesesesesesesassesesssesanssesanes 27
3 Representacao de Ennerper-Weierstrass ....ccc.ccccececeeececreecscrsnnscssscscsssssscsannnes 33
T8 B <) 100 0 X TR 33
3.2 O Teorema de OSSEITNAN ........couevueeieeeeeeeeteeerereeeeesressesessessessesesessessessesessesessensessenses 49
3.3 Curvatura Gaussiana e a Representacdo de Enneper-Wierstrass ........cococeceeeererererervreenenen 57
3.4 Superficies Minimas ConjuUZAAaS.........cceveveerrrererirreerrereenieeeesereeste e eesseseeeseseseeseseseesens 66
3.5 Superficies Minimas ASSOCIAAAS .........cceveerrrreerinieeriereeeiee e eeese e esae e eese e e s seseeseseseesens 72
4 Teoremas de POSICAO ....cccccciiieiiiniieniiieniieeicieicssetseicsssscsssssssssssssssssssssssnnes 8o
4.1 Teorema de JOTZE-XaAVIET .......ccceeerueererrereesiereieseeseeseeseeteeseseesesesssessssssesesssesessssesesssesenes 80
4.2 Teorema de RoSenberg-Toubiana..........ccoceueueueueueeiireninirieieieeeienietee e e sesesens 88
4.3 Teorema do SEMIi-ESPACO .......cccceeeeueuerierereietereieteeeeee ettt e e e s s ess s se e sesessesesassesans 99
5 Curvatura Total e Curvatura Total FINIta ..c.cccccceeeececececececececcrcecececececescscscscscne 108
5.1 Curvatura Total € A REW ...ttt v e s e n e 108
5.2 ExtensOes dafe g da R.E.W e APliCACOES........ceeeerereieeereiereeiere et 109
6 Superficies de Curvatura Média Constante .....ccccceercecrececrecncrecscsecscsesssecsocenne 119
6.1 Teorema de HEINZ......coveuieeeeiereeeeieteeceeteeeteet ettt vttt se e s b e ese s et ensessesensene 119
6.2 Superficies de REVOIUGAO .......c.cuevririririiieececeieeeer ettt 121
6.3 Superficies HEIICOIAALS ......ceeueururiririririiieeeeieieieiess ettt 127
0.4 EStaDIIAAde .....cvoueeeeeeeeeeeeee ettt an 128
7 Superficies de WeIngarten ......ccccceeceeiiininininiiniiniiniiniiniiniissscsssssssssssssses 146
7.1 Superficies de REVOIUGAO......c.c.eueururiririieecceeieieeiesrtr ettt 147
7.2 SUPETTICIES CICHCAS ...cuuvueeieteieeeiririr ettt ettt sttt 148
7.3 Superficies de Translacao € HOMOTETICAS ......c.ceueueururiririririreeeeeecieieieieiseeeeeseeseeeeenenes 150
Apéndice A — Analise Real € COmpleXa ...cceeeeceieceiecececrccesiesessccessesessesessesessesesne 154

RETETICIICIAS «euevernererereereererercesersesessssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssessssessnsens 161






xiii

Lista de Figuras

1 Superficie Parametrizada. . . . . . . . .. . . L0 o o 5
2 O catendide de raio a > 0. Fonte: [16]. Adaptado. . . ... ... ... ... 7
3 Superficie de Enneper. Fonte [T1). . .. ..o 00 0000 o 0oL 10
4 Helicoide. Fonte [T2]. . . . . . . .00 000 oo oo 19
5  Superficie de Scherk. Fonte [T3]. . . .. ... .. o o0 o 0oL 23
T 54
T H=Hpge . . oo e a6
8 Osconjuntos K e Do o 0 0 0 0 0 0 0 e e e e e e e e e e e =5
a9 Os conjuntos K, e Yoo o0 0 0000 0L Lo a5
10 S = Sy em p. Fonte: [17]. Adaptado. . . . ... ... o0 oL 101
11 C,.: metade docatendide Cpe. . . . ... ..o oo 102
12 Qucilindroleoralo Hpepe o o0 0 0 0 0 0 0 00 o 0 0 i i o b s e e 104
13 Osconjuntos Koo . . . 0 0 0 0 0 0 Lo e e e e e 105
14 Oeconjunto Fa . o 0 0 0 0 0 o e e e e e e e e e e e e 107
15 Unduloide. Fonte [T4]. . . .. . .. .o o o oo 127
16 Nodoide. Fonte [THl. . . . .. 0000 oo e 128






Capitulo 1

INTRODUCAO

Uma pergunta natural na Geometria Diferencial é saber quais sdo as superficies regu-
lares (mergulhadas ou imersas) que verificam uma determinada condigao de curvatura. O
mais cldssisco desse problema, talvez tenha sido a classificacao das superficies de curvatura
Gaussiana constante.

Em 1823, Carl F. Gauss provou o Teorema Egregium ([9] Capitulo 4), dizendo que a
curvatura Gaussiana é uma caracteristica intriseca da superficie, i.e., algo que pode ser
mensurada por um "habitante"da superficie.

No ano de 1868, Beltrami ([66]) apresentou a pseudo-esfera, superficie ndo completa
cuja curvatura Gaussiana é igual a —1, servindo de modelo local para a geometria nao
Euclidiana apresentada por Lobatchewski ([64] em 1829) e Bolyai ([65] em 1832).

Ja em 1899, H. Liebmann demonstrou que as tnicas superficies completas de curvatura
Gaussiana constante positiva sao as esferas (para uma prova vide [9] Capitulo 5). Dois
anos depois, em 1901, D. Hilbert provou que nao existe uma superficie imersa completa no
R? com curvatura Gaussiana constante negativa (para uma prova vide [9] Capitulo 5), em
contrapartida, ndo completa existe, e é a pseudo-esfera apresentada por Beltrami.

Um fato curioso na histéria da Geometrial Diferencial é que o caso da curvatura Gaus-
siana nula foi provado quase cinquenta anos depois, em 1956. O resultado diz que as tnicas
superficies completas de curvatura Gaussiana nula sdo os superficies cilindricas, i.e., super-
ficies obtidas pela translagdo de uma curva plana ao longo de uma direcao. Esse teorema
foi enunciado por A. V. Pogorelov ([61]) em 1956 sem provas e sob hipdteses bastantes
gerais. A primeira prova surgiu em 1959 como coroldrio de um teorema de P. Hartmann
e L. Nirenberg ([62]), que trata de uma situacdo muito mais geral. Em 1961, Massey, W.
S. obteve uma prova elementar e direta desse teorema que pode ser consultada em ([63]), e

para uma prova mais recente, vide [9] Capitulo 5.



O segundo problema mais classico, foi se perguntar quem sao as superficies de curvatura
média constante, e esse é o objetivo central dessa dissertagao.

A curvatura média é uma caracteristica extrinseca da supérficie, e intuitivamente ela
nos diz de que "forma"a superficie estd imersa no espaco, em outras palavras, ela pode ser
pensada como algo que o habitante da superficie ndo é capaz de mensurar.

As superficies de curvatura média nula sdo chamadas superficies minimas, cujo os es-
tudos comegaram com os trabalhos de Lagrange, Meusnier, Legendre e Monge na segunda
metade do século XVIII. Desde entao estas superficies foram objeto de estudo por indmeros
pesquisadores e uma vasta colecdo de resultados sobre as mesmas foi contruida. Para
demonstrar o quao rico e importante é esse tema para a Matemética, podemos destacar as
dreas com as quais ela se relaciona: Anédlise Real e Complexa, Céalculo Variacional, Fisica
Matematica, Teoria do Potencial, e sobretudo, Geometria Diferencial.

As superficies de curvatura média constante (nao nula) possuem propriedades interes-
santes, mas sao menos restritivas do que as superficies minimas. No entanto, tais superficies
desempenham um papel importante na Geometria Diferencial, como por exemplo na res-
olugado do problema isoperimétrico, i.e., um problema cldssico que consiste em encontrar
as superficies de menor drea envolvendo um volume pré-fixado. Tais superficies possuem
aplicacoes interessantes nao sé na Matemética, mas também na Fisica e Engenharia, uma
vez que fornecem modelos matemadticos em contextos onde um sistema fisico procura um

estado de menor energia.

A dissertagao estar dividida em quatro partes. Na primeira parte (Capitulo 2) apresen-

tamos defini¢oes e resultados béasicos de superficies e o Principio do Méximo.

A segunda parte é devotada ao estudo das superficies minimas onde no Capitulo 3
estudamos a Representacao de Enneper-Weierstras (R.E.W) e provamos o Teorema de Os-
serman. No Capitulo 4 apresentamos os Teoremas de Jorge-Xavier, Rosenberg-Toubiana e
do Semi-espaco, resultados que dizem respeito existéncia de superficies minimas numa, de-
terminada posi¢ao do espago. Depois no Capitulo 5 relacionamos a R.E.W com os conceitos

de curvatura total e curvatura total finita.



A terceira parte (Capitulo 6) estudamos as superficies de curvatura média constante de
revolucao, o Teorema de Delaunay, as superficies helicoidais e fechamos o Capitulo com o

conceito de estabilidade e o Teorema de Estabilidade da Esfera.

Na quarta parte (Capitulo 7) finalizamos com um estudo breve das superficies de Wein-
garten que sao superficies onde existe uma relagao pré-fixada entre as curvaturas Gaussiana

e a curvatura média ou as entre as curvaturas principais da superficie.

O texto ainda contém um apéndice (Apéndice A) onde apresentamos resultados de

Anaslise Real e Complexa.



Capitulo II

PRELIMINARES

Na primeira secao deste Capitulo, apresentamos o conceito de superficies parame-
trizadas, bem como uma breve exposicao de notacoes, definicbes e resultados bédsicos que
serao utilizados ao longo de todo o texto. Na segunda secao estudamos o conceito de

superficies abstratas e regulares, e na tltima secao finalizamos com o Principio do Méximo.

2.1 Superficies Parametrizadas

Chamaremos um subconjunto  C R? de dominio quando ele for aberto e conexo.

Definicao 1 Uma superficie parametrizada é uma aplicacao diferencidvel X : Q C
R? — R3, onde Q é um dominio de R?, cuja diferencial dX, : R? — R? ¢ injetora em cada

ponto q € §, ou equivalentemente, cujos vetores

L oxX 0X

Xu=73, ¢ =

sao linearmente independentes (vide figura 1).
O espacgo tangente & X no ponto q € §) é o espago vetorial T, X gerado pelos vetores

X, e Xy, e seu espaco ortogonal no ponto q € §2, é definido por
T, X+ :=(N) = {veR* (v,w) =0,Yw € T, X}

_  XuNXy
onde N = AKX

Ao longo do texto, quando nao for mencionado o contririo, uma aplicagao diferencidvel

serd sempre uma aplicagao infinitamente diferencidvel.



Figura 1: Superficie Parametrizada.

Exemplo 2 (Grdfico de uma fungao diferencidvel) Considere uma aplicagdo difer-
encidvel f : Q C R? — R, onde Q é um dominio do R%2. O grifico de f é a imagem da

superficie parametrizada X : Q C R? — R3, dada por
X : (u,v) € QCR*— (u,v, f (u,v)) € R®.
Observe que os vetores

_ of _ of
X, = <1,0, au> e X,= <0,1, 81})

sao linearmente independentes.

Exemplo 3 (Superficie de Revolugcao) Considere uma curva regular plana C : t €
(a,b) — (0,22 (t),, 23 (t)) € R? (i.e., C diferencidvel e C' (t) # ﬁ, Vt € (a,b)), verificando
x2 (t) > 0, para todo t € (a,b).

A superficie de revolucao de geratriz C e eixo de rota¢ao OZ := {(0, 0,2z) €ER3;z € R},

é a superficie parametrizada
X :(0,t) € (a,b) x R — (29 (t) cos 0, x5 (t)sen b, 3 (t)) € R>. (1)
Temos

Xo = (—x2 (t)senb, x5 (t) cos,0) e Xy = (2 (t) cos b,z (t) sen 6, x5 (1)) .



Analisemos dois casos.
Se x4 (t) > 0, para todo t € (a,b), entio Xy e X; sdo linearmente independentes.

Se x4 (t) = 0, para algum t € (a,b), entdo

—xo (t)sen® b (t)send 9 )
det = —xg (t) x5 (t)sen O — o (t) x4 (t) cos® 0 = xo (t) 25 (t) # 0
xo (t)cos® x4 (t)send
pois C' (t) # 0 ey (t) > 0.
Logo, Xy e X; sao linearmente independentes.

Portanto, em qualquer caso, os vetores Xy e Xy sao linearmente independentes ou seja,

X é uma superficie parammetrizada.

Exemplo 4 Um caso particular do Exemplo 3 importante nesse trabalho, é o catendide de

raio a > 0, uma superficie de revolucao cuja geratriz é a curva regular
t 3
C:teR+—— (0,acosh|—],t] €R
a

Por (1), a parametriza¢ao do catendide é dada por

denominda catendria.

a a

X (0,t) = (acosh <t> cos 6, a cosh <t> sen 0,75) , V(0,t) € (0,2m) xR

e como C' é uma curva regular, seque do Fxemplo 8 que X é uma superficie parametrizada.

A saber, suas derivadas parciais com respeito a 0 e a t sao

Xy = (—a cosh (%) sen 6, a cosh (%) cos b, O)
X = (senh (é) cos 6, senh (ﬁ) sen 0, 1)

donde, os vetores Xg e X; sdo linearmente independentes.

Definimos agora o conceito de completude para superficies parametrizadas.



Figura 2: O catendide de raio a > 0. Fonte: [16]. Adaptado.

Definicao 5 A métrica induzida em um dominio Q C R? por uma superficie parametrizada

X : Q C R? = R3? ¢ definida por
1
dx (p,q) = inf {E(a) = / H(X oa) (u)H du ; a regular ligando p a q} , Vp,q €.
0
Dizemos que X é completa quando (2,dx) for um espago métrico completo.

A seguir, apresentamos uma alternativa de verificar quando uma superficie parame-

trizada é completa, mas antes considere a defini¢ao.

Defini¢ao 6 Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano 3 : [0,b) —
Q) C R? ¢ chamada curva divergente, quando para cada compacto K C Q, existe tg € [0,b),

tal que B (t) ¢ K, para todo t > to.

Proposicao 7 Seja X : Q C R? — R3 wma superficie parametrizada. Entdo toda curva

B :[0,b) — Q divergente tem comprimento infinito, isto é,

b T
@) = [Ixosy@la = i [C|Xopy @] = +o



se e somente se, X é completa.
A prova da Proposigao 7, pode ser encontrada em [10], pdgina 170.

Definicao 8 (Sup. Parametrizada Propria) Dizemos que uma superficie parame-
trizada X : 2 C R?2 — R3 ¢ prépria quando X 1 (K) é compacto em § para todo compacto

K em R3.

Nesse texto, dizemos que uma sequéncia (p,),, em um domfnio @ C R? diverge (ou
diverge ao infinito) se para todo compacto K C A, existe ny € N, tal que p, ¢ K, para
todo n > nyg.

Dito isto, uma outra definicao equivalente de superficie parametrizada prépria X : Q C
R? — R3 ¢ quando para toda sequéncia (p,), divergente em (2, entdo (X (p,)), ¢ uma

sequéncia divergente em R3.

Proposicao 9 Se X : Q € R? — R3 ¢ uma superficie parametrizada prépria, entdo X ¢é

completa.

Demonstragao: Suponha por absurdo que X nao é completa. Entao, pela Proposicao

7, existe uma curva

B:10,b) — Q

divergente com comprimento finito r > 0.

Considere a curva

a=XopB:[0,b) — R
Como a métrica em 2 é a induzida por X, entdo o comprimento de o também é r. Logo
a(t) € B, (a(0,0))

para todo t € [0,b).

Seja (tn),, C [0,b) uma sequéncia estritamente crescente. Entao

a(t,) € By («(0,0))



para todo n € N.

A menos de passarmos a uma subsequéncia,
a(ty) — p e R3.
Como K = {a(t,);n € N} U{p} é compacto e X é prépria, entao
X 1K) é compacto.

Mas

{B(ta);n e N} c X7H(K). 3)

Como J & divergente e X ! (K) é compacto, existe ng € N, tal que
B(tn) ¢ X1 (K)

para todo n > ng, o que é uma contradi¢ado com (3).

Portanto, X é completa. O

Proposicao 10 Sejam f : R? — R funcdo de classe C*® e X : (u,v) € R? — (u,v, f (u,v)) €

R3 superficie parametrizada. Entdo X ¢é propria e, portanto, completa.
Demonstragao: Seja ((un,vy)),, C R? uma sequéncia divergente. Entao

rn = lim y/u2+v2 =+0c0
n—-4o00

donde

lim || X (up, v)[| = 1m|[(un, vp, £ (thn, on))]|
n—-+o0o n—-+o00

= lim \/u2 402 + f (un,v,)* > lim /u2 + 02 = +oc.
n—+00 n—-+400

Portanto (X (un,vy)),, ¢ uma sequéncia divergente em R3, e por definigao, X ¢ prépria.

Pela Proposicao 9, X é completa. O



Exemplo 11 (A Superficie de Enneper é completa)
A superficie de Enneper é dada por
2 2

X : (u,v) €R? — (u—%+uv2,—v—u2v+%,u2—v2) € R3.

Figura 3: Superficie de Enneper. Fonte [71].

Suponhamos por absurdo que X ndo é propria.

Entdo eziste sequéncia divergente z, = (un,v,) € R2, tal que (X (2y,)),, ndo é divergente,
ou seja, existe um compacto K C R® e wma subsequéncia X (zn,), tal que X (zp,) € K,
para todo k € N.

Portanto, podemos assumir que X (z,) € K, para todo n € N, e consequentemente,

lim X (z,) =pe€ K.

n—-+00

Passando a uma subsequéncia se necessdrio, temos

lim |u,| = 400 e lim |v,| = 4o00.
n—-+o0o n—-4oo

Pois, se uma das coordenadas de z, for limitada, entdo pela expressao de X teriamos

lim |z (z,)| = 400, lim |y (zn)| = +o0,
n—-—+00

lim |z (zp)| =400
n—-+00 —+00

n

10



donde (X (z,))

n

2

seria divergente. O que é uma contradigdo, pois X (zn) é convergente.

tal que

n—-+

Como toda sequéncia convergente é limitada e lim X (z,) = p € K, entao existe r > 0,

2
3+vi}<r, y(zn):vn[—l—ui—i—vg]<r

2 (2n) = u2 — 02 <1

n—-+00

Como lim |u,| = +o0. Entao, da inequagao de x (z,), obtemos

u2 ) ,  ul
nll}foo ‘1 3 +uv, =0 S nEI}rloo <vn 3 ) 1. (4)
Analogamente, como 11141_1 |un| = 400, da inequagao de y(zy,), obtemos
n—-1+0oo
2
m 1= 2] =
nEIJPoo’ 1 3 Tln =0

INCETEE
Usando (4) temos

. 8u? . u?  8u?
R 3> —al g L <”n 33
9u?2 ) 9
i (o= %5 ) = (o) = -3
donde
. 8u? . 3
Jm =3 G U = g

o que é uma contradi¢ao, pois lim |u,| = +oo.
n—-+00

Portanto, X é prdpria, e pela Proposicao 10, X é completa.

Definicao 12 (Curvaturas) Considere a superficie parametrizada X : (u,v) € Q C
R? — (21 (u,v), 22 (u,v), 23 (u,v)) € R? e defina as fungées
E = (X, Xu),

F = (X, X,), G = (X,, X,)

chamados coeficientes da primeira forma fundamental e

e:= (Xuu, N), f=(Xu, N), g := (X4, N)

chamados coeficientes da segunda forma fundamental.

11



A curvatura média, a curvatura gaussiana e vetor curvatura média de X sao

definidos, respectivamente, por

_ g2 R
Observacao 13 E de simples verificacio que
EG - F? = || X, A X,?
o det (Xy, Xo, Xuw) _ det (X, Xu, Xuw) _ det (Xy, Xy, Xow)

Jic—r @ JVEG -2 7 JEG — 2

A seguir, apresentamos uma outra maneira de definir a curvatura média e a curvatura
gaussiana através das curvaturas principais.

Mas antes, sejam X :  C R? — R3 uma superficie parametrizada, p € Q e v € T,X
unitdrio. Seja « : (—¢,€) — Q uma curva diferencidvel ppca, tal que a (0) =p e o’ (0) = v.
A curvatura normal no ponto p € € na diregdo v é o produto interno canoénico de o’ (0)
com N, ou seja,

kn (v) = (" (0),N).

Como padrao, usando o fato de d.X ser injetora em cada ponto, pode-se mostrar que ky,

estd bem definida.

Definigao 14 (Curvaturas Principais) Sejam X : Q C R? — R3 uma superficie para-

metrizada e p € 2. Os valores
k1 = minky (v) e k2 = maxky (v)
v v
sdo chamados curvaturas principais de X no ponto p.

A curvatura média e a curvatura gaussiana, também podem ser definidas, respectiva-
mente, como
K1+ K2

H:T € K:Hllﬂg.

A seguir, enunciamos um Teorema cldssico da geometria.

Teorema 15 (Teorema Egregium de Gauss) A curvatura gaussiana K é uma carac-

teristica intrinseca da superficie.

12



Uma prova para o Teorema acima, pode ser encontrada em [9], Capitulo 4.
Estamos agora prontos para definir quando uma superficie parametrizada é de curvatura

média constante nula e nao nula, objetos de estudo importantes nesse trabalho.

Definicao 16 Dizemos que uma superficie parametrizada X : Q C R> — R3 ¢ minima

quando sua curvatura média é identicamente nula, ou seja,
H (u,v) =0, para todo (u,v) € .

Quando H é constante (nao nula) dizemos que X é de curvatura média constante.
A seguir damos o nosso primeiro exemplo de uma superficie minima, o plano.

Exemplo 17 (Plano) O plano pode ser dado pela superficie parametrizada X : (u,v) €
R? — (u,v, f (u,v)) € R3, onde f : (u,v) € R? — au+bv+c € R ¢é uma funcio

diferencidvel com a #0 ou b # 0 ou c # 0. Temos
e = (N, Xuu) = (N,(0,0,0)) =0, f={(N, Xu) =(N,(0,0,0)) =0
g = (N, X,,) = (N,(0,0,0)) =0.

Logo

_leG%—gE—QFf_O
2 EG-F2 7

Portanto, o plano é uma superficie minima.

O préximo resultado nos diz que o plano é a tdnica superficie minima que é grifico de

uma funcao definida em todo o plano.

Teorema 18 (Bernstein) Se f : R2 — R ¢é uma funcdo de classe C*° e X : (u,v) €

R2 s (u,v, f (u,v)) € R® é uma superficie minima, entio X é um plano.

Esse resultado é provado no Corolério 64, e uma outra demonstracao é dada no Coroldrio

72.
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Exemplo 19 O catendide visto no Fxemplo 4 é uma superficie parametrizada minima,

como verificamos abaizo.

Segue de (2)

E = (X4, Xy) = a® cosh? (3) sen? 6 + a2 cosh? (5) cos? 0 = a? cosh? (5)

F = (Xy, X;) = —a? cosh s senh s sen  cos  + a* cosh s senh s cos § sen = 0

G = (X1, Xi) = a?senl? (£) cos? 0 + a2 senh? (£) sen? 0 + 1 = a?semli? (£) + 1
= a? cosh? (ﬁ) .

As derivadas parciais de sequnda ordem de X sdo dadas por

t t
Xog = (—a cosh <a) cos 0, —a cosh <a> sen 6, O)
t t
Xy = <cosh <> cos 6, cosh () sen 6, O>
a a

t t
Xot = <— senh () sen 6, senh <> cosf, 0> .
a a
Além disso,

t t t
VEG—F? = \/a2 cosh? () a? cosh? <> = a? cosh?® <>

a a a

—a cosh (é) senf acosh (3) cosf O

1
e = m det senh (é) cos 6 senh (é) senf 1
—a cosh (é) cos —acosh (ﬁ) senf 0

1
= ———5 v (a2 cosh? <t> cos? 6 — a? cosh? (t) sgn 9>
a? cosh (5) a a

= -1

Como Xgg = — Xy, entdo g = 1.

—a cosh (%) senf acosh (é) cos@ 0
1
[ = m det | gsenh (%) cosf asenh (%) senf 1
—asenh (%) senf asenh (5) cosf O
= ;O =0.

a2 cosh? (é)

14



Portanto,

_leG4gE-2Ff 1(-1) a? cosh? (£) + (1) a® cosh? (1) 0
2 EG-F? 2 a* cosh* (%) o

A Proposigao abaixo, devido a Euler provado no século XVIII, nos diz que uma superficie

de revolucao minima é um pedaco de plano ou um pedago de catendide.

Proposicao 20 Se X : Q C R? — R3 ¢ uma superficie minima de revolugio ndio plana no

R3, entdo X é um catendide ou um pedaco dele.

Demonstragao: Vamos apresentar a prova no caso em que a geratriz é um grafico de
uma fungao real. O caso geral segue deste.

Neste caso, X é da forma
X (0,t) = (f(t)cosb, f (t)senb,t)

para todo (0,t) € Q, onde C : t € (a,b) € R— (0, f (t),t) é a curva regular que estamos
girando em torno do eixo OZ. Entao
Xo = (—f(t)send, f (t) cosh,0) e X¢ = (f'(t)cos, f' (t)senb,1)

E = (Xg, Xg) = f(t)*sen®0 + f (t)* cos? 0 = f (t)*
F = (Xp,Xt) = —f(t)sen@f (t)cosb + f (t)cosOf (t)send =0
G —

(X4, Xi) = f/ (t)*cos? 0+ f' (t)*sen®0 + 1 = 1+ f' ()
VEG=F2 =),/ (1+1(27)

Xog = (—f(t)cosd,—f (t)senb,0)
Xy = (f" (t)cosb, f (t)send, 0)
Xor = (—f" (t) sen 6, /' (£)cos6,0)

15



Entao

—f(t)senf f(t)cosf® O
e = = det | f'(t)cos® f'(t)send 1

F(1+r@2)

—f(t)cos® —f(t)send 0O
- (f (t)2 sen’d + f (t)2 cos? 9)
F® /(14 £ @2)
f (@)
f(t) (1 + f(t)2>

—f(t)senf f(t)cosf 0
1

g = det | f'(t)cos® f'(t)senf
ry(1+r2)

[y

f'(t)cosd f"(t)send 0
— (=f (&) f" (t)sen2 0 — f (t) f" (t) cos? )
F0f (1 r@?)
OFMO)
F ) (1+ £ ®?)

—f(t)senf f(t)cosf 0O
f= ! - det | f'(t)cos® f'(t)send 1
£) <1 1) ) —f"(t)send f'(t)cosh 0
_ - (—f (@) f"(t)cosOsen® + f (t) f” (t) cos O senb)
Fo(1+r@2)
= 0
Como a superficie ¢ minima, entao
(1+7 ) OO 1OF (O N
Fo(1+ 1) Fo(1+ @)
logo
@)
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Como f (t) > 0, entao
~1—f @+ f@)f ()=0 ,donde  f(t)f"(t)=1+f (t)*>>0. (6)

Isto implica que f (¢) e f” (¢) nunca se anulam, entdo podemos reescrever a equacao (6)

ff) 1
1+ @) f()

Multiplicando (7) por f’(t), que se anula no méximo uma vez, pois ¢ estritamente

(7)

crescente ja que f” (t) ndo se anula, obtemos,

OO N0
1+ /(1) f) ®)

ou, equivalente,
4(£O°+1)  2a(r
1+ /()2 f(@)

Integrando em ambos lados obtemos,

In (1 +f (t)2) =1In <k2f (t)2> o1+ = K ()2

para alguma constante k € R.

Escolhamos k, tal que k2 f (t)2 > 1, entao

F)=/k2f () - 1. (9)

donde
k' (t) =k\K2F () =1 .. L O
k2f (£)% —1
ou, equivalentemente,
RF@Y
k2f (1)% -1

Integrando novamente em ambos lados, obtemos
cosh™! (kf (t)) = kt + ¢,

ou seja,

£t) = % cosh (kt + )

17



que ¢ uma catendria como vimos no Exemplo (4).

Portanto, as solugoes de (5) é uma familia de catendrias. O

O Teorema a seguir apresenta uma defini¢ao alternativa de uma superficie minima para

0 caso em que a imagem de X é um grafico de funcgéo diferencidvel.

Teorema 21 (EDP das Superficies Minimas) Seja X : Q C R? — R? uma aplicacdo
cuja imagem € o grifico de uma funcao diferencidvel f : Q C R? — R3. Entdo X é minima,

se e somente se

(L4 f2) fuu = 2fufofuw + (L + f2) foo = 0. (10)

Demonstragao: Célculos simples nos dao

E=1+f2 €= fuu
F = fufo f=fuw -
G=1+f? 9= fov
Agora,
H:%eGgCgfz;ZFf:o S eGtgE—2Ff=0.
donde
H=0 - 1+ F2) fuut @+ f2) foo = 2fufofur = 0.

A seguir, apresentamos mais exemplos de superficies minimas.

Exemplo 22 (Helicéide)

O helicoide é dado por
X : (u,v) € R? — (cucosv,csenv, cv) € R3

onde ¢ é uma constante que indica o quanto o helicdide sobe entre duas folhas.

18



Figura 4: Helicoide. Fonte [72].

E de simples verifica¢do que o helicdde é invariante pelo grupo das translagées I' gerado

pelo vetor (0,0,27), e portanto, é suficiente estudar a restri¢ao

Xrxparton]

com \ € R.

Supondo que u € (—g, %) ewv #0, temos

donde

T2
r3 = arctan —
T

e, portanto, o helicéide é grifico da fungdo (no plano Y Z)
v
f (u,v) = carctan —

u

para todo (u,v) € (—%, %) xR*.
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Podemos ver que a fungdo f acima é solug¢dao da EDP (10)

f _ 2cuv
uu —

f P — ) (u2+'u2)2
U = y2i2 Fow = c(v2—u?)
f _ _cu w (u402)?
v u?+uv? f — _—2cwv

VU (u2+’u2)2

donde

(1+ f2 ) fuw = 2fufofur + (L4 £2) foo

2 2cuv —cv cu ¢ (v2 — u2)
= L+ { = 2 5 2 2.2 2 2
u + v (u2 —|—U2) w +veuc+ v (u2 —|—7_;2)
14 —cv 2 —2cuv
u? + v? (u2 + v2)?

2cuw (cu)® + (u® + 1)2)2 —(ev)® = (u? + v2)2 L —w cu  c(v?—u?)
(u2 + ,02)2 (U2 + 1}2)2 u? + 02 2 + 02 (ug + ’1)2)2

2cuw ((cu)2 — (cv)2> n 22w (v? — u?)

B (u? + 112)2 (u? + v2)2 (u? + v2)4
2c3uw (1)2 — u2) 2c2uw (112 — uz)
- (u? + v2)* (w2 +02)t

donde o helicdide é uma superficie minima.

Antes de continuarmos, lembremos a definigao de superficie regrada. Uma familia (difer-
encidvel) a um parametro de retas {a (t),w (¢)} é uma correspondéncia que associa a cada
t € I um ponto a(t) € R3 e um vetor w (t) € R3, w(t) # 0, tais que ambos a () e w (t)
sejam diferencidveis em t € I. Para cada t € I, a reta L; passando por « (t) e que é gerada
por w (t) é chamada a reta da familia em ¢. Assim, dada uma familia um pardmetro de retas

{a(t),w(t)}, a superficie parametrizada
X:(t,v) eIxRCR? — a(t) +ovw(t) € R?

é chamada superficie regrada gerada pela familia {a (¢),w (t)}.
O proéximo resultado nos diz que o helicéide é a tinica superficie minima regrada nao

plana.
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Proposicao 23 As dnicas superficies minimas regradas sao o plano (ou pedago) e o he-

licdide (ou pedago).

A prova para essa Proposicao acima pode ser feita usando a mesma ideia para demonstrar

a Proposigao 20.

Exemplo 24 (Superficie de Scherk)
Sejam g,h : R?2 — R fungdes reais de classe C™, e tome a superficie parametrizada
X : (u,v) € R?2 — (u,v, f (u,v)) € R3, onde f: (u,v) €EQCRZ+—g(u)+h(v)ER .

Note que

fu=g, L=k, fuw=9", fu=h"  fuw=0.
Supondo que X é minima, temos que f verifica a EDP (10)
(1 + (h;)z) g+ (1 + (g;)Z) K" = 0. (11)
Seh’=0eqg’" =0, entao f é da forma
f(u,v) =au+bv+c

ou seja, X é um plano.

Suponha que h" # 0 ou g" # 0. Podemos escrever (11) na forma

g'(w) W (v)

+(gh @)?) (14 @)?)
1 2 2

Como o lada esquerdo sé depende de u e o lado direito sé depende de v, entdo ambos os

lados devem ser iguais a uma constante k, ou seja,

9w
- (12)
(1+ (g0, (w))?)
LGN, (13)

(1+ (1, ))°)
Integrando (12), obtemos

arctan ¢’ = au + c
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donde
g = tan (au + c) (14)
onde —5 < au+0b< 3.
Integrando (14), temos

g = —log (cos (au+¢)) + C

onde —g% —c<u< %% — £, com C constante. Analogamente, obtemos a solugao de (13)
h =log (cos (av +d)) + D
onde —g% — g <v< g% — g, com D constante.

Assim, temos
cos (av + d)
cos (au + ¢)
1 1 1_drl_d
i ssi— ) x (50509

b c

Se a = 0, temos g" = h". Suponhamos entio que a # 0. Note que —; e —% sdo

[ (u,v) = log +FE

onde E é uma constante e (u,v) € (—

translacoes horizontais e verticais, respectivamente, o valor % corresponde a largura dos
quadrados e a constante E é a altura desta superficie no centro dos quadrados. Vamos

supor quea =1 ec=d=FE =0. Assim, obtemos

COSv

f (u,v) = log (15)

CoS U
s s
onde —5 < u,v < 3.

Para analisar o comportamento de f neste quadrado é facil ver que

lim f(u,v)= lim f(u,v)=—00
u——7 u—I"

lim f(u,v)= lm f(u,v)=+o0.
vﬂfgjr v—I7

Vemos que a Superficie de Scherk globalmente nao é wm grifico de funcdo. Mas se

-5 <u,v < 37“, entao 22 > () e, portanto, a fungao f definida em (15) fica bem definida

Ccos u

neste quadrado também, e de forma geral, nos quadrados

Q= {(u,v);|u—kz7r[ < g,\v—lﬂ < g,k—l—l épar}.
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Assim, temos a funcao f definida sobre

U Qe

k,€Z

Figura 5: Superficie de Scherk. Fonte [73].

Pelo Exemplo anterior, temos o seguinte resultado.

Proposicao 25 Sejam g,h : R? — R fungdes reais de classe C®. Qualquer superficie

minima na forma X : (u,v) € R? — (u,v,g (u) + h(v)) € R® é um plano ou a superficie

de Scherk.

Exemplo 26 A supericie de Enneper vista no Exemplo 11 é uma superficie minima

U2 U2
X : (u,v) € Cr— (u——+uv2,—v—u2v+—,u2—v2) € R3.

3 3
De fato,
%:(1—11, +v,—2uv,2u) e %:(211,1},—1—’& -1-11,—21)).
1 2
N = —<2u w4+ 0 +1 , 20 w0t 41 , u? + 02 —1)
(u2—{—v2+1)2 ( ) ( ) ( )
_ 2u 2v u?+02—1
o\ 4+ w2+ 1w 0241
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12X 92X

G2 = (—2u, —2v,2), 502 (2u, 2v, —2)
02X
= (2v, -2
Oudv (20, =2u,0)
Por uma simples verificagdo, temos
E:(u2+v2+1)2, G:(u2+v2+1)2, F=0

logo
leGtgE-2Ff 1-2+0?+1)"+2(u?+02+1)" 0
2 EG-F? 2 (4024 1) (W2 4+1)° -0

donde a Superficie de Enneper é minima.

=0

2.2 Superficies Abstratas

Na dtima secao vimos o conceito de superficies parametrizadas, onde o dominio da aplicagao

era um aberto Q do R%. A seguir generalizamos o domifnio € para uma superficie abstrata.

Definigao 27 Uma superficie abstrata de dimensdo 2 é um conjunto S e uma familia

de aplicacoes bijetoras p,, : Uy C R? — S de abertos U, de R? em S, tais que:
1. Upq (Uy) =S.

2. Para todo par (o, 8), com ¢, (Us) N g (Ug) = W # @, os conjuntos o ' (W) e

gogl (W) sio abertos em R? e as aplicagoes 9051 o, sio diferencidveis.

3. A familia {(Uq, pq)}, € mazima relativamente as condigoes (1) e (2).

[0}

Pode-se provar que uma estrutura diferencidvel em um conjunto S induz de uma maneira
natural uma topologia em S. Basta definir que A C S é um aberto de S se (AN @, (Ua))
é um aberto de R? para todo a. O par (Uy, @, ) com p € ¢, (Uy) é chamado carta de S em
p. Uma familia {(Ua, ¢,)},, satifazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferencidvel em S.
Em relagao a condigao (3), dada uma estrutura diferencidvel em S, podemos completa-la
em uma maxima, agregando a ela todas as cartas que junto com alguma carta da estrutura
satisfazem a condicao (2).

Quando nao for mencionado o contrario, a superficie abstrata S serd sempre conexa.
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Definigao 28 Seja S uma superficie abstrata. Dizemos que uma aplicagio X : S — R™ é

diferencidvel em um ponto p € S quando
Xop:UCR? - R™
é diferencidvel, para alguma carta (U, p) de S com p € U.

Decorre da condigao (2) da Defini¢ao 27 que a definigao acima é independente da escolha

de cartas.

Definigao 29 Seja S uma superficie abstrata. Dizemos que uma aplicagao diferencidvel

X : S — R3 é uma imersao (de S em R?) quando
Xop:UCR? - R?

¢ uma superficie parametrizada, para toda carta (U, p) de S.
Uma superficie tmersa é um par (S, X), onde S é uma superficie abstrata e X : S —
R3 wma imersao.

Dizemos que X ¢é prépria quando X ' (K) é compacto em S para todo compacto K em

R3.
A seguir apresentamos a noc¢ao de espaco tangente a uma superficie abstrata.

Definicao 30 (Plano Tangente) Considere S uwma variedade abstrata, p € S e «a :
(—€,€) — S uma curva diferencidgvel com «(0) = p. Seja D o conjunto das fungoes de

S diferencidveis em p. Um vetor tangente em p é definido pela func¢ao

d(foa)

"(0) : D
a(0): feDr— — i

eR.

O conjunto de todos os vetores tangentes a S em p serd denotado por T,S.

Observagao 31 Quando nao houver risco de confusao escreveremos apenas S ao invés de

(S, X). Além disso, usaremos a identifica¢io usual T,,S ~ dX, (T,,S) (isomorfismo).

Definimos agora o conceito de completude para superficies.
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Definicao 32 A métrica induzida por uma imersio X : S — R em S ¢ definida por
1
dx (p,q) = inf {E () = / H(X oa) (u)H du ; o regular ligando p a q} , Vp,q € S.
0
Dizemos que X é completa quando (S,dx) for um espago métrico completo.

Todas as superficies parametrizadas que vimos na se¢ao anterior, sao exemplos de su-
perficies imersas completas.
Utilizando a curvatura média e a curvatura gaussiana de uma superficie parametrizada,

defimos tais curvaturas para uma superficie imersa.

Definicao 33 Considere uma superficie imersa (S, X) e um ponto p € S. A curvatura
média e o curvatura gaussiana de X em p é, respectivamente, a curvatura média e a

curvatura gaussiana da superficie parametrizada
Xop:UCR?*—R3

no ponto ¢~ (p), onde (U, p) é uma carta de S em p.

Dizemos que uma superficie imersa (S, X) é minima quando H = 0.

Como de costume, pode-se provar que a definicdo acima ¢é independente da escolha de

cartas.

Definig¢ao 34 (Superficie Regular) Um subconjunto S C R? é chamado superficie reg-
ular, quando para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R?® e uma aplicagdo

X:UCR?2—-VNSCR?, tal que

1. X é diferencidvel.

[N

2. X é um homeomorfismo.
3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R? — R3 ¢ injetora.
Lembremos que se p € S é tal que k1 = ko, entao p é chamado ponto umbilico.

Proposicao 35 Se todos os pontos de uma superficie conexa S sdo umbilicos, entdo S estd

contida em um plano ou em uma esfera.
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Para uma prova, vide [9], Capitulo 3.

A seguir, apresentamos o conceito de Superficie de Riemann.

Definicao 36 Seja S uma superficie abstrata conexa. Uma carta complexa sobre S é um
homeomorfismo ¢ : U=V de subconjuntos abertos U,V C C. Duas cartas ¢; @ U;—V;

compleza sao ditas holomorficamente compativeis quando
P20 @1ty (UL NUz) =y (Ur N Us)

é um biholomorfismo.

Um atlas complexo de S é um sistema U ={p; : U;i—V;,i € I} de cartas que sdo holo-
morficamente compativeis e que cobrem S, i.e., U U; = S. Dois atlas U, U" sao chamados
analiticamente equivalentes se toda carta delU é holomorficamente compativeil com cada
carta de U'. Uma estrutura complexa sobre S é uma classe da familia de todos os atlas

analiticamente equivalentes.

Defini¢ao 37 (Superficie de Riemann) Uma superficie de Riemann é um par (S,X)

onde S é uma superficie abstrata conexa e 3 é uma estrutura complexa.

2.3 Principio do Mdaxrimo

Descobrir informacoes globais de uma superficie a partir de uma informagao local é um dos

objetivos centrais dessa secao e, para isso comegamos com a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 38 (Operador Linear Eliptico de Segunda Ordem) Seja Q C R? um

dominio. Considere a aplica¢do L : C?(Q) — C°(Q) dada por

2 2
Lu(e) == 3 ay (@) uij (@) + 3 b (@) us (@) + ¢ (2) u (a) (16)

i,j=1 i,j=1
com coeficientes a;; = aji,b;, € C°(Q) e termo linear ¢ € C°(Q). Dizemos que L é um

2

operador linear eliptico de segunda ordem em Q quando a matriz (a;; (z)) é

i,j=1,2
positiva definida para todo x € S, isto é, se A (x) é seu o autovalor minimo e A (x) seu
autovalor mdximo, entao

2
0 <A@ lIpl* < Y aij () pip; < Ax) [Ipll?
ij=1
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para todo p = (p1,...,pn) € R?\ {(0,0)} e z € Q.

Outra forma equivalente de dizer que (a;; (ac))ij:1 o ¢ positiva definida, ¢ quando seus

autovalores sao estritamente positivos.

Para demonstrar o Teorema do Maéaximo Interior, que diz respeito a unicicidade de

solugoes de uma EDP (10), faremos agora o seguinte Lema técnico.

Lema 39 Seja Q@ C R? dominio. Dadas u,v € C?(Q) duas solu¢ées da EDP (10), existe
L operador linear eliptico de sequnda ordem com coeficientes localmente limitados em 2 e

sem termo linear, tal que a func¢do diferenca
wi=u—0v

satisfaz

Lw=0 em €.
Demonstracao: Considere a aplicacio F : R®> — R dada por
F(a,b,c,d,e) = (1 +b2) ¢ — 2abd + (1 +a2) e.
Dizemos que uma funcio f € C? (Q) é solugio de F em €, quando

F (f1(x0,%0) , f2 (w0,%0) , f11 (0, %0) » f12 (Zo, Y0) , f22 (z0,y0)) = 0, V (zo,y0) € 2.

onde a notacao de sub-indice indica derivadas parciais.
Como u,v € C? () sao solugoes da EDP (10) (Teorema 21), entdo u e v também sio

solugoes de F' em €2, donde
F (u1 (zo0,90) , u2 (o, Yo) , u11 (o, o) , u12 (To, Yo) , u22 (To, Yo))

—F (v1 (z0,y0) , v2 (%0, Y0) , v11 (%0, Yo) , v12 (%0, Yo) , V22 (20, Y0)) = 0—0 = 0, V (zo,y0) € S

Considere os pontos

p = (Ul (9307?/0) , U2 ($07y0) , U11 (%JJO) , U12 (xo,yo) » U22 (xoayo))
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q := (v1 (z0,%0) , v2 (0, Y0)  v11 (%0, Yo) , V12 (%0, Yo) , V22 (%0, Y0)) -

Pelo Teorema do Valor Médio para vérias varidveis nos pontos p e g, existe 7 € [0, 1],
tal que

0=(VF(1-7)p+7q),q—Dp)

Usando a linearidade da derivada, temos

(VE(1-7)p+7q),9—p)
= [1+0° (a)] wir (w0, 90) + [~2a (@) b ()] w1z (z0, yo) + [1 + a® ()] way

+[2a (@) e (@) = 2b () d ()] w1 (20, yo) + [2b () ¢ (@) = 2a (@) d ()] w2 (20, yo)

onde a:=((1—7)p+79).
Defina L : C? (Q) — C°(Q) por

Lw (z0,y0) = [1+ b* ()] w11 (z0, o) + [~2a () b ()] W12 (w0, yo) + [1 + a® ()] Wa2

+[2a(a) e(a) = 2b () d (a)] wi (z0, yo) + [2b (@) ¢ (@) — 2a (@) d (a)] w2 (20, yo)

para todo w € C2% () e (x9,0) € .
Note que 7 e a dependem de (xg,yo), pois p e ¢ dependem do ponto (xg,yo), donde L
estd bem definido. Em particular, quando w = w, Lw = 0 em ).

Observemos agora que a matriz
1+0%(a) —a(a)b(a)
—a(a)b(a) 1+a?()
tem autovalores estritamente positivos, a saber, A =1 e A = 1 + a2 (a) + b? (a), donde ela
A

é positiva definida. E da expressao dos coeficientes de L, segue que “Xl, 3 sao localmente

limitados em 2,7 = 1,2.Portanto, existe um operador linear eliiptico L nas condi¢es do

enunciado, tal que Lw (xg,y0) = 0, para todo (xo,y0) € €. g

A seguir, enunciamos o Teorema do Maximo Interior de Hopf que d4 condicGes para que

uma fungio u € C% (Q2) seja constante.
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Teorema 40 (Principio do Mdaximo Interior de Hopf) Seja L dada por (16) sem

termo linear (¢ = 0) e suponha que |li\i‘,% sao localmente limitados em Q,i = 1,2. Se

ueC?(Q)NC(Q) é tal que Lu > 0 em Q e u atinge um mdzximo em um ponto interior

de €, entao u é constante.

Teorema 41 (Principio do Mdximo do Bordo de Hopf) Considere Q@ C C dominio
limitado, u : @ C C— R fun¢do ndo constante de classe C* (£2) N CY (ﬁ) e L um operador

linear eliptico de seqgunda ordem e 2 verificando

Lu=0 em (.

Suponha que o0s coeficientes de L satisfazem ¢ =10 e bl A sao localmente limitados em
P q s

Q,1=1,2, e seja p € 0 um ponto que também estd no bordo de uma bola aberta B C 2.

Se a derivada % existe em p (onde T é o vetor normal unitdrio a B em p) e u (p) é

valor de mdximo, entdo
ou

— > 0.
on

Para uma deomonstracao do dois dltimos Teoremas, vide [7], Capitulo 3.

Finalmente o Teorema do Mdaximo Interior.

Teorema 42 (Principio do Mdzimo Interior) Seja Q C R? dominio e u,v € C?(Q)
duas solugées da EDP (10). Se v > u em Q e u(p) = v(p) em um ponto p € Q, entao

u=v.
Demonstragao: Definindo a funcao diferenca
w:=v—uem )
segue do Lema (39) que existe L operador linear eliptico de segunda ordem, tal que
Lw=0em Q.

Observe que w atnge um méximo no ponto p € €2, pois w < 0 e w (p) = 0. Pelo Principio

do Méaximo Interior de Hopf (Teorema (40)),

w é constante
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donde

Teorema 43 Considere 2 C C dominio limitado cujo bordo é uma curva de classe C1,
fungées u,w : Q@ € C — R de classe C? () N C° (ﬁ) e X1, Xo : Q € C—R3? duas
superficies minimas grdificos das fungdes u ,w, respectivamente. Seja p € 02 e suponha que
0s espagos tangentes de X1 e Xo em p estejam bem definidos e verifiquem T, X1 = T, X2 e

T,0X1 =T,0Xs. Seu(p) =w(p) eu>w em Q, entio u=w em Q e X3 (ﬁ) =X, (ﬁ)

Demonstragao: Defina v := w —u em Q. Sabemos que v < 0 em Qe que v(p) =0 &
ponto de méximo no bordo. Seja 7 a normal unitaria a  em p que aponta para fora de
Q. Como T,X1 =T,Xs e T,0X; = T,0X>, obtemos

ou ow ) ov

ow —onw o am %

Pelo Lema (39), podemos aplicar o Principio do Méximo do Bordo de Hopf (Teorema

41), donde v = 0 em , i.e., u = w e, portanto, X; (ﬁ) =Xy (ﬁ) ([l

Teorema 44 (Unicidade do Problema de Dirichlet) Considere Q2 C C dominio limi-

tado, u,w : @ C C — R duas solugdes da EDP (10), ambas de classe C*(Q) N C° (Q). Se
ulpa = wlsq, entao

u=w em .
Demonstracao: Para t € R, seja v; : Q C C — R uma funcio dada por
Ut (:an) = U(l’,y) —’UJ(ZL',y) +1

onde (z,y) € Q.
Logo, v; ¢ de classe C? ()N C° (ﬁ) Como () é compacto, as funcdes v, w e v; atingem

seus mdximos e minimos. Seja p € 2 um ponto de minimo da fungao
vp = U — W.
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Para tg = —vg (p) temos

Uty (Qf,y) > Vg, (p) =0

para todo (z,y) € Q.
Vamos analisar os casos p € 2 e p € 0f) separadamente.
Seja p € €, entao

Vg > 0 em € e vy, (p) = 0.

Pelo Lema (39), podemos aplicar o Principio do Méximo do Bordo de Hopf (Teorema

41) em vy, e obter

vy, =0 em ().
Como ulgn = wlsq, segue
Voloa = to
donde,
to =20 e uU=w em Q.

Suponhamo agora que p € 9. Como ulgpg = w|aq, entdo tg = 0. Usando que
Vgo (2,) >0

para todo (z,y) € Q, segue

U > w em Q.

Repetindo o mesmo argumento trocando u e w entre si, consegeguimos w > u em ),

donde
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Capitulo III

REPRESENTACAO DE ENNEPER-WEIERSTRASS

Na primeira secao deste Capitulo, apresentamos o conceito de aplicagoes conforme e
em seguida mostrarmos que, sob certas condic¢oes, toda superficie minima conforme pode
ser representada por uma funcao holomorfa e uma funcdao meromorfa, resultado conhecido
como Teorema da Representacao de Enneper-Weierstrass. Na segunda se¢do mostramos
que qualquer superficie minima completa é um plano ou a imagem da aplicacdo de Gauss N
¢ densa em S?, resultado conhecido como Teorema de Osserman. Na terceira secio expres-
samos a curatura Gaussiana de uma superficie em termos das funcoes da Representacao
de Enneper-Weierstrass. Fechamos o Capitulo (segoes 4 e 5) com as superficies minimas

conjugadas e associadas.

3.1 Preliminares

Um dos conceitos importantes do nosso trabalho é o de superficies conforme e que definimos

agora.

Definicao 45 Dizemos que uma superficie parametrizada X : Q@ C C — R3 é conforme

ou isotérmica quando existe uma funcao diferencidvel X : Q@ C C — R\ {0}, tal que
E=G=) e F=0.
Neste caso, dizemos que X é A-conforme.
O significado geométrico da Definigao 45 é que angulos (mas ndo necessdriamente

comprimentos) sao preservados por aplicagoes conformes. Ao longo do texto, veremos que

os calculos sao bastante simplificados quando X é uma superficie parametrizada conforme.
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Observagao 46 Observe que se X é conforme, entdo a curvatura média é dada por

e+g
H = . 17
2\2 (17)

Nesse texto, o laplaciano de uma superficie parametrizada X : Q C C — R? é definido

por

AX = Xy + Xy = (Axq, Axo, Ax3) . (18)

Dizemos que X é harmoénica quando
AX = (0,0,0)

ou seja, quando cada uma de suas funcoes coordenadas zy, : 2 C C — R forem harmonicas,

k=1,2,3. Assim, temos a seguinte Proposigao.
Proposicao 47 Se X : Q ¢ C — R3 ¢ uma superficie parametrizada \-conforme, entdo
AX =2\°H
onde H = HN ¢ o vetor curvatura média de X.
Demonstragao: Usando (17) e o fato de que N é a normal unitédria de X, entao
(AX,N) = (Xyy + Xoo, N) = e+ g = 2\*H. (19)
Como X é conforme, entao
(Xu, Xu) = (X0, Xo) e (Xy, Xy) =0. (20)

Derivando a primeira equagao de (20) em relacdo a u e a segunda em relacao a v temos,

respectivamente

(qu;Xu> = <X12,X2> € <X1)U7Xv> = - <X’1L7XU’U>

donde

<qua Xu> - - <Xu> XU’U> . (21)
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Usando a equagao (21) e (18), obtemos
(AX, Xu) = (Xuu + Xop, Xu) = 0.
Analogamente, mostramos que
(AX, X,) =0.

Portanto, AX, € Tle para todo ¢ € €.

Usando (19) e o fato de que AX s6 tem componente normal a X, entao
AX = 2)2HN = 2)2H.

0

_)
Como o vetor curvatura H = HN ¢ identicamente nulo se, e somente se, H = 0, segue

o Corolario.

Coroldrio 48 Uma superficie parametrizada A—conforme X : Q C C — R3 ¢ minima se,

e somente se, X é harmonica.
Seja 2 C C dominio. Usando a regularidade de fungoes harmoénicas, obtemos o Corolédrio.

Coroldrio 49 Se X,Y : Q ¢ C — R3? sdo superficies minimas conformes e existe um

dominio U C Q, tal que X, = entio X =Y.

lvs

A seguir enuciamos o Teorema de Chern, que garante a existéncia local de uma para-

metrizagao conforme em uma superficie de Riemann.

Teorema 50 Seja X : Q € C — R® wma imersio minima. Entio cada ponto de Q possui

uma vizinhanga que admite wma reparametizacao em pardmetros conformes.

Para uma demonstrac¢ao do Teorema acima vide [70].

Quando o dominio da parametrizacao €2 for simplesmente conexo, podemos assumir que
a paramtrizagdo é conforme. Para mais detalhes, vide [12].

Para demonstrar o Teorema de Representagao de Enneper-Weierstrass, precisaremos de

uma sequéncia de Lemas técnicos que virao a seguir.
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Lema 51 Seja X : (u,v) € Q +— (1 (u,v), 22 (u,v), 23 (u,v)) € R uma superficie

parametrizada. As fungoes ¢, : Q@ C C — C dadas por

Oz 0wy, B
¢k—%_lﬁ7 k=1,2,3 (22)

satisfazem as sequintes propriedades:

1. ¢;, € holomorfa se, e somente se, xy é harmonica;

3
2. X é parametrizagdo conforme se, e somente se, E qb% =0y
k=1

3
3. Se X é conforme, entdo Z o2 # 0.
k=1

Demonstragao: (1) Segue das relagdes de Cauchy-Riemann que ¢;, é holomorfa se, e

Pae _ 0 (om0 (om0
ou2  Ou \ du ) v o ) o2

somente se,

P _ 0 (dn\_ 0 (0n) _ Py
ovou v\ ou/) Ou\ov) Oudv
Portanto, ¢;, é holomorfa se, e somente se, x; € harmonica.

(2) O resultado segue direto da seguinte conta

3 2 3 2 2

ox ox ox Oxy Ox ox

2 ko 0T\ _ kT 0Tk 0Tk O
Zqﬁk B Z(@u Z@v) Z[@u 226u ov ov ]

k=1 k=1 k=1
3
o2 Oxy, Oxy, Oy ?
—= _— = 11— — — —_—
ou ou Ov ov
k=1 k=1 k=1

o 81‘1 8902 a$3 8m1 axg 8:63
(B 2, 2 (911 0 0
Ou’ Ou’ Ou )\ Ov’ dv’ Ov
8:131 6.%'2 8:1@3 8:c1 8.%'2 8:)53
(G e w) (G e )

= E-2F-G=(E—-G)+i(2F).
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(3) Se X é A—conforme, entao

ox O 3 Oy, 3 Oy,
ZI%I Z(aj +8U’“>=Zau’“ +Za—v’“ —E+G=2)2>0.
k—

A partir de agora quando fizermos mengao a integral complexa, estaremos usando a
seguinte definigao. Sejam f: Q C C — C uma funcdo continua e v : [a,b] — € um caminho

diferencidvel com zp := 7 (a) e z := v (b). A integral compleza de f ao longo do caminho =y

b
2)dz = ! d
Af() /amu)mw i

No caso em que €2 C C for um aberto simplesmente conexo e f for holomorfa, a integral

/Zf(C)dC:—/Vf(z)dz

estd bem definida para todo caminho diferencidvel v com zg := 7y (a) e z := v (b).

¢é definida por

Dito isso, temos o Teorema de Cauchy que diz que a fungéao

F:zeQ%/f(g)dgeC (23)
20
é uma primitiva de f em (2.

Para uma demonstracao do Teorema de Cauchy, vide [11].

Lema 52 Dada uma superficie parametrizada minima conforme X : (u,v) € Q@ C C —
(z1 (u,v), 2 (u,v), 23 (u,v)) € R3, as fungdes ¢, : Q@ C C — C,k = 1,2,3 (definidas no

Lema 51) sao holomorfas e satisfazem

3 3
2

Yoi=0 e D |of #0. (24)

k=1 k=1
Reciprocamente, dados um dominio simplesmente conexo 0 C C e funcoes holomorfas
o 2 C C — C/k = 1,2,3 satisfazendo as equagoes em (24), existe uma superficie
parametrizada minima conforme X : (u,v) € Q C C — (z1 (u,v), 22 (u,v), 23 (u,v)) € R3,

tal que

Oxp 0wy

%= 3u oy
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Demonstragao: Sendo X minima conforme, entao pelo Coroldrio 48, suas coordenadas
g CC— Rk =1,2,3 sao harmonicas. Portanto, as fungoes ¢, :  C C — C,k =
1,2, 3 sao holomorfas (Item 1 do Lema 51).

Usando que X é conforme, entao

Y ¢ (2)’=0 e qubk )P #£0

(Item 2 e 3 do Lema 51).
Reciprocamente, sejam ¢, : 2 C C — C,k = 1, 2,3 funcoes holomorfas definidas sobre
um dominio simplesmente conexo 2 C C satisfazendo as equagoes em (24). Defina as

fungoes x : @ C C — R por

/z¢>k (€)d¢

Por (23), xj, estd bem definida, k = 1,2, 3.

onde z,20 € 0,k =1,2,3.

Como 2 C C é um aberto simplesmente conexo e ¢y, : 2 C C — C é holomorfa, entao
¢, admite uma primitiva em €, k = 1,23, donde xj, estd bem definida (pois a integral
independe do caminho), k = 1,2, 3.

Defina a aplicacdo X : Q € C — R3 por

X (u,v) = (21 (u,v) , 2 (u,v) , 3 (u,v))

Agora, observemos que

6u(z) = |Re /ask(odc \iTm /m(@dc

B f 9 [
= Ire| [o©ac) +idm | [ou©ac

oxy,
= o + 287 Im /gzﬁk )d¢ | (defini¢ao de xy)
20
B oxy, Oy, _
= SE()-iSE(2), k=123
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Na ultima igualdade usamos: como ¢;, é holomorfa, entao vale Cauchy-Riemann

oxp

0 r d [
sodn | forac) == re | [or@ac) = -5 o).

Como ¢, é holomorfa, entdao x é harmonica, k = 1,2,3 (Item 1 do Lema 51).

3
Como Z¢k (2)2 = 0, entdo pelo Item 2 do Lema 51, X é conforme. Pelo Corolario 48,
k=1

segue que X é minima. O

Dada uma fungao meromorfa f : 2 C C — C, o conjunto dos zeros e dos pdlos de f
serao denotados, respectivamente, por Zeros (f) e Polos (f). A ordem de um zero x de f

serd denotada por Ord? (x), e a ordem de um pélo x por Ord? (x).

Definigao 53 Sejam f,g: Q C C — C fungdes holomorfa e meromorfa, respectivamente.

Dizemos que f e g satisfazem a propriedade dos zeros e pdélos (p.z.p) quando
Zeros (f) = Polos (g) e Ord? (x) =2 Ordf; (x).

Lema 54 Seja Q0 € C dominio e f,g : @ C C — C funcées holomorfa e meromorfa,
respectivamente, satisfazendo a p.z.p. Entao as fungoes ¢, : @ C C — C,k = 1,2,3

definidas por

bri=5f (1=, =3 (1+6). =1y (25)

sao holomorfas sobre ) e satisfazem

> i =0 (26)

3
2
> o #o0. (27)
k=1
Reciprocamente, dadas trés fungoes holomorfas ¢, ¢o, ¢35 : 2 C C — C satisfazendo as
equagoes (26) e (27), se ¢y # iy entdo existem f,g: Q C C — C fungdes holomorfa e mero-
morfa, respectivamente, satisfazendo a p.z.p, tais que ¢y, o, ¢3 podem ser representadas

na forma (25).
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Demonstragao: Das expresoes de ¢q, ¢q, ¢3 temos

Arddtad = 1P (-~ 1/ (14 )+ (Fo)
_ P24 - P42 +0°) +4(f9)°
. .

Seja g € Q qualquer. Se ¢5(q) # 0, o resultado segue. Suponha agora que ¢5 (¢) = 0,

entdo f (¢) =0 ou g(¢) = 0. Analisemos os dois casos separadamente.
Caso 1: f(q) =0.

Entao g é um zero de f de ordem 2m e pélo de g de ordem m, donde

f(@)g(a)*#0
Logo
¢1(q):_f(Q)29(Q)27é0 . %(q):f(q)Qg(W#O
Caso 2: g(g) = 0.
Entio f (q) # 0 pela p.z.p, donde
aw@="020 o s@=10x0

Reciprocamente, suponha que ¢; — i¢y nao é identicamente nula e defina as fungoes
f,9:9QCcC— C por
[i=¢1—idy (28)

__ %3 99
9= g —igy (29)

Multiplicando as equagoes (28) e (29), obtemos
b3 = fg.
Da equacao (29), temos

2

¢3¢ —2id1dy — P53 + B3

1+ = 1+ =
! (61 — ioy)? (61 — iy)?
—203 — 2i¢1dy _ —2idy (¢1 —idy) _  —2igy
(<Z51 - i¢2)2 (¢1 - i¢2)2 (¢1 - i¢2>
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logo
)
Gg = §f (1+92)-
Novamente usando a equagao (29), obtemos

e ds R —2ididy — 93— B3
1—-9g° =1 —— = —
(¢1 - sz) (¢1 - sz)

207 — 2id1¢y 201 (¢ —idy) 29y

(61 — ichy)? (b1 —icp)® (P — i)
donde
b= (1= ).

A equagao (26) pode ser escrita na forma

(61 + idy) (@1 — ichy) = —3

logo
(¢1 +idg) = — (¢1 —icdy) ¢7§2 =—fg%.
(91 — i)
Segue de (28) e (29) que Zeros (f) = Polos (g) .
Como (¢ + i¢5) é soma de holomorfas, entdo (¢, + i¢y) = —fg? & holomorfa. Portanto,

2 Ordfj (x) < Ord? (). Se ¢ for um pélo de g de ordem m e zero de ordem estritamente

maior que 2m de f, entao

G (Q) +id (@) =—(fa*) (@) =0 e  ¢(q) —idy(q)=F(q)=0.

Logo ¢, (¢) = 0= ¢4 (q), e por (26), temos que ¢5 (¢) = 0, 0 que é uma contradi¢ao por

(93).

Portanto, Ordg (x) = 20rd]% (x), donde f e g satisfazem a p.z.p.

Finalmente, estamos prontos para demonstrar o Teorema da Representagao de Enneper-

Weierstrass que vem a seguir.
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Teorema 55 (Representacao de Enneper-Weierstrass (R.E.W)) Qualquer super-
ficie minima A\—conforme X : Q C C — R3 ndo plana sobre um dominio simplesmente

conezxo ) C C, pode ser representada na forma

x(@) = (re [ 310 0 @dere [ 1@ 0+ @) dere [ ©0()0)
(30)
onde as funcgoes f e g sao holomorfa e meromorfa, respectivamente, sobre €1, e satisfazem
a p.z.p.
Reciprocamente, dadas duas funcoes f e g holomorfa e meromorfa, respectivamente,
sobre um dominio 2 C C simplesmente conexo, satisfazendo a p.z.p, existe uma superficie

minima A—conforme néio plana em R na forma (30).

Demonstragao: Seja X : (u,v) € Q C C +— (21 (u,v), 22 (u,v), 23 (u,v)) € R® uma
superficie parametrizada minima conforme nao plana. Defina as fungoes ¢, : @ C C — C
por

b1(2) = O (2) i Ok (o).
para todo z € Q, k =1,2,3.

Como X é minima e conforme, entao pelo Corolario 48 suas fungoes coordenadas xy, :
QcCcC— Rk =1,2,3 sdao harmonicas. Donde as fungoes ¢, sao holomorfas (Item 1 do

Lema 51), k = 1,2, 3.

Sendo X conforme, entao

3

3
20 =0 e > o ()" #0
k=1 k=1

para todo z €  (Item 2 e 3 do Lema 51).

Observe que se ¢ = i¢y, dado que vale (¢; +igy) (g — ipy) = —p3, terfamos ¢5 = 0,
donde a terceira coordenada x3 seria constante. Logo, X estaria contido num plano, que
nao é o caso.

Portanto, podemos usar o Lema 54 para garantir a existéncia de funcoes f,g: Q2 C C —

C holomorfa e meromorfa, respectivamente, satisfazendo a p.z.p, tais que

b=3f (=),  Ga=3f (146,  ds=1o
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Usando o Teorema Fundamental do Célculo versao complexo e o fato de €2 ser simples-

mente conexo, temos

x1<z>—x1<zo>:Re/z(§g—§§;)dg Re/ brde = Re/ L@ - g2 (o) ae

2 (2) =2 (o) = Re [ (522 < i52 ) de = e [ onac = e 1106 (14 ) de

0 Ouy

1‘3(2)—$3(ZO):R8/Z<§ZC;—Zgiz>df Re/ ¢padE = Re/f

_ Re / ’ SF (O (1= ¢ (©) de + 71 ()
_ Re / ’ SF(©) (146 (©) de + 2 ()

=Re/zf(£)g(£)df+fc3(20)-

Reciprocamente, se existem f,g: 2 C C — C funcdo holomorfa e meromorfa, respecti-
vamente sobre um dominio simplesmente conexo €2, satisfazendo a p.z.p, entdo pelo Lema

54 as funcoes ¢y, ¢q, ¢3 : 2 C C — C definidas por

1 .
¢1:§f(1_92)7 (Z)Q:%f(l—i_gQ)v ¢3:fgv

sao holomorfas e satisfazem

para todo z € 2.

Entdo pelo Lema 52 existe uma superficie parametrizada minima conforme X : Q C

C — R3, tal que
aZL‘k awk

%= Tu a0

onde zy :  C C — R sao as fungoes coordenadas de X, k = 1,2, 3.
Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo versao complexo e o fato de Q@ C C ser
simplesmente conexo, temos
? 8951 63}1
() = (z0) = Re [ (G2 —iG0 Yo = e [ = e [ 376 (157 (©) e
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8.7}2 ,8902

r2(2) s (o) = Re [ (522 =572 Y s = e [ ot =re [ 3100 (1447 (6) at

73 (2) — 73 (0) =Re/z (gfj —gﬁ) e =Re/2¢3d5=Re/zf(5>g<5)d5
donde
n1(2) = Re [ 37(€) (1- ¢ ©) de +1 (z0)
ra () =Re [ 57O (14 (€)) de + 22 z0)
53(2) = Re [ 7 (©g(€)de + s o).
]
Chamaremos

(X, f,9)

de tripla da R.E.W de X, onde X é a aplicacdo minima conforme do Teorema da R.E.-W
cujas fungoes holomorfa e meromorfa sao f e g, respectivamente.

Sejam ¢ : Q@ C C — C uma fungdo holomorfa e 7 : [a,b] — £ uma curva diferenciavel
fechada (i.e., v (a) = v (b)). Entenderemos por periodo da fungao ¢, como sendo o valor da

integral

L 6 (C)dc.

Observagao 56 Dada a definicao mo pardgrafo acima, observemos que para as fungoes
xr : Q C C — R estarem bem definidas, a hipdtese de que 2 seja simplesmente conexo nao
é necessdria, basta que o periodo das fungoes ¢, sejam imagindrios puros.

De fato, suponha que o periodo das funcgoes ¢, sejam imagindrios puros. Considere

2,20 € Q e, f:[a,b] — Q curvas diferencidveis, ligando zo a z. Mostremos que a fung¢ao
z
xk:ZEQC(C»—>Re/ ¢ (Q)d¢ € C
20

estd bem definida, ou seja,

Re/aqza(od@Re/ﬁqza(odc
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equivalentemente,

0 = Re/aas«)dc—Re/Bas«mc

_ Re</a<z><<>d<—/ﬁ¢<<>dc>
_ Re(L¢<<>d<+/B¢<<>d<>

= R dg.
Sy RIGEL

Como o periodo de ¢, é imagindrio puro e a« U{—p} : [a,b] — Q é uma curva fechada

ligando zy a z, seque que o valor da integral

€ 1magindrio puro.

Logo

/ 6(¢)dc
aU{-p3}

R d¢ = 0.
[P0

Portanto, as fungéoes x : @ C C — R estam bem definidas,

Observagao 57 Dadas f e g nas condicoes do Teorema da R.E. W, existe X A\—conforme,

e neste caso

1 3
2
52l

k=1

> (191 + 162 +15P?)
1—¢2)? 1+¢2)|?
;(w‘( el L +|fg\2)
1-¢)* |1+
1|f|2(\(1—92>\2+\<1+g2>>2+4rgr2>
2 4
L2 <2+2\92}2+4|9!2> _Lip <1+ \92}2+2!g!2>
2 4 S 2 2
2
1 2(1+|g|2>
il 5
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donde

13 (1+19P) i
N =X = |1 X? = 52 |ol> = | I/] | - (31)
k=1

Exemplo 58 (R.E.W do catendide)
Sejam Q@ = C\ {0}, z = (u,v) e considere as fungoes holomorfas ¢, : Q@ — C, k=1,2,3

dadas por

Observemos que
3 , 1 2 1\ 1 2 1 1
;(¢k(z)) =3 (1—22+Z4> —4<1+z2+z4> + 5 =0.

Além disso, como ¢5 nunca se anula, seque que as fungoes ¢y, satisfazem as equagoes em
(24). Resta verificar que as integrais das ¢y, ao longo de qualquer caminho fechado em € sdo
imagindrios puros. Como quaisquer curvas fechada ao redor da origem sdo homotdpicas,
basta verificarmos para o circulo unitdrio v (t) = e, t € [0, 27].

Entao

¢ (g)dg—/%l it gt — Z/QTr ”dt—i/% —itgt =0
‘Z|:1 1 == 0 2 2’Lt 'Le 2 2 0 [ =
2m 21 27
1 . 1 . 1 .
€)d etdt = = Tt 4+ = / it =0
||1¢2 <= / < 2”) 2/0 AT 0

1 ) 21
/ b5 (&) d€ = / —iedt =i dt = 2mi.
|z|=1 o € 0

Portanto, pelo Lema 52, existe uma superficie parametrizada minima conforme X :

(u,v) € 2 C C+—— (21 (u,v), 22 (u,v), 23 (u,v)) € R3, tal que
oxy, oxy,

B (2) = S (2) — ik (2)

para todo z € ).
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Entao

e = e[ 3 [ 3
1

z3(z) —x3(1) =Re /IZ 2d§ = Re (log |z| +iarg (2))

1 U
a:1(z)—§ u2+v2+u
1 v
xQ(z)_2<u2+v2 Tt

Lo 9
xg(z)zi(u + v%)

Usando coordenadas polares, r >0 e 0 < 0 < 27, obtemos

1 0 241
$1(z):2(cof +rc039>:r2—; cos 0

1 0 241
952(2'):2<Se:4l +rsen6>zr2—£ sen 6

1
x3(2) = 5 logr? = log .
Fazendo a mudanga t = logr (podemos, pois T > 0), temos que r = et e, portanto,

T2+1_62t—|—1_€t—|—6_t
2r 2t

= cosht

donde obtemos a superficie parametrizada

X (0,t) = (coshtcosf,coshtsenb,t)

que é o catendide como vimos no FExemplo 4.

Além disso, como ¢y () =1 # —% (=1 — Z%) = i¢q (2), entao pelo Lema 54 conhecemos

as fungoes f e g, e sio dadas por

o __ 9
[ =01 — i, € 9-—¢1_i¢2‘
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pelas definigoes em (28) e (29), respectivamente, na demonstragao do Lema 54.

Portanto,

para todo z € C\ {0}.

Exemplo 59 (R.E.W da Superficie de Enneper) Considere as sequintes fung¢oes

f

1 e g(z)==z2

para todo z € C.

Mostremos que f e g sdo as funcgoes da R.E. W para a superficie de Enneper. Primeiro,
note que f e g satisfazem a p.z.p. Logo, a superficie obtida pela R.E.W a partir delas
serd uma superficie minima. Vamos encontrd-la.

A coordenada x estd dada por
1 1 23
= (1 =2 S _

x (z) Re/o 2( ¢*) d¢ 2Re<z 3)

1

= 5 Re ((u+iv) (3 — u? — 2iuv + v?))
donde
:r(u,v):g——— . (32)

A coordenada y é dada por

z z 3
y(z) = Re/o ;(1+C2)dgz—;lm<z+z>

1
= 3 Im ((u +v) (3 + u® + 2iuv — v?))
donde

v ulv 3

y(u,v)——i—T—l—E. (33)

Finalmente, a coordenada z é dada por
z 1 2
2(:) = Re | CdC= —5%

= —Re (u2 + 2iuv — v2)
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donde

2z (u,v) = = (u? = v?). (34)

N

Assim, a superficie cujas componentes sao (32), (33) e (34), a menos de uma dilatagao,

é a superficie de Enneper, vista no Exemplo 11, i.e.,

u? v?
X : (u,v) € Cr— <u—3+uv2,—v—u2v+3,u2—v2> € R3.

3.2 O Teorema de Osserman

Considere C := C U {o0}.

Lema 60 Seja X : Q ¢ C — R uma imersao minima, conforme, ndao plana sobre um
dominio simplesmente conexo Q! C C. Seja g : Q2 C C — C a funcdo dada pelo Teorema da

R.E.W. Entdo a aplicagdo normal de Gauss N : Q C C — R3 ¢é dada por

N %ﬁx%f 2Reg 2Imyg |g|*—1 (35)
g +171g* +17|g* + 1

‘8u><8vH

Demonstragao: Sabemos que o plano tangente de uma superficie parametrizada X :
Q) C R? — R3 é gerado pelos vetores

0X 0X
— e

X, = )
ou ov

Como 687)( - Z (91) (¢17 ¢27 ¢3) entao

0X 0X _ _ _
ou = Re (¢, 99, #3) e v = —Im (¢y, g, ¢3) = Im (¢1’¢2’¢3) .

Para encontrar o normal unitdrio, primeiro calculamos o produto vetorial

Re (¢2) Im (¢3) + Re (¢3) Im (¢)
= | Re(¢3)Im (¢;) + Re (¢;) Im (¢5) [ = Im (9203, D361, D162)

Re (¢1) Im (¢) + Re (¢2) Im ()
ilfP (3+19P9) 17 (9—lol*g) —i (1—20mm () — Igl*)

m 2 ’ 2 ) 1

9x ox
ou ov

1P (1+19P)

= " (2Re(9).21m(9) o - 1).
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Por outro lado
2
1(1+191)

—||=VEG-F2=)\%= 5

donde a normal unitéria é dada por

94X o 9X _<2Reg 2Img |g|2—1>

N = ou v
2 ) 2 ’ 2
15 x &% gl +1 |g]”"+1 |g|"+1

O

Lembremos que a projecdo estereogrdfica (através do pélo norte) é a aplicagao bijetora

anti-conforme 7 : S — C dada por

11—z

T (x,y,2) =
oo, se (z,y,z)=(0,0,1)
esuainversa 7 1 :C — S? é
2Rez 2Imz |Z|2—1>
ﬂ_—l (Z) _ (1-§—|z|27 1-§—|z|27 1-&-|z|2 ’ se z 7& o0 . (36)

(0,0,1), se z=o00

A seguir damos uma interpretacdo geométrica para a funcao g.

Teorema 61 Seja X : Q C C — R3 superficie minima conforme e g : Q C C — C a fungdo
meromorfa de X dada pelo Teorema da R.E.W. Seja 7 : S? — C a projecdo estereogrifica
através do polo norte. Entdo

moN =g.

Demonstragao: Por (35), temos

_<2Reg 2Img |g|2—1>

2 ’ 2 ) 2
lgl”+1 gl +1 [g]"+1

Como a inversa da projegao estereografica é dada por (36), entdao dado w € C, temos

_1 2Rew 2Imw |w|*—1
™ (w) = ) ) 3 ) 3 )
lwl*+1 w4+ 1 |w”+1

donde
N=rlog.
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Sendo 7 bijecao, temos

mo N =g.

0

Como consequéncia do Teorema acima, obtemos uma maneira de verificar quando uma

superficie é minima através da fungao meromorfa g.

Coroldrio 62 Seja X : Q C C — R? wma superficie parametrizada conforme. Entio X é

minima, se e somente se, a fungio mo N : QQ C C — C é meromorfa.

Demonstragao: Se X é minima, entao g é meromorfa pelo Teorema da R.E.W. Mas
Pelo Teorema 61,

g=moN.

Reciprocamente, defina

g=moN:QCC—-C

é meromorfa.
Entdo g ¢ aplicacio conforme. Como 7 é anticonforme, 7! também o é. Logo, a
composicao

N=nlog

¢ uma aplicagao anticonforme.
Portanto, sua derivada tem autovalores k1 e k2 (que s@o as curvaturas principais) de

mesmo médulo e sinais opostos, donde H = 0. ]
Finalmente apresentamos o Teorema de Osserman.

Teorema 63 (Osserman) Se uma superficie minima completa X : Q@ C C — R3 ndo ¢

um plano, entdo imagem de sua aplicacio de Gauss N é densa em S?.

Demonstragao: Pelo Teorema 50, em cada ponto de €, existe uma reparametrizacao
local de X em parametros conformes. Como estamos interessados em estudar a aplicacao

normal de Gauss, segue que podemos assumir que X é conforme.

51



Pelo Teorema da Uniformizacao de Riemann podemos supor que {2 = C ou Q2 = D.
CASO 1: Q=C.

Como X : C — R3 é minima conforme, entao pelo Teorema da R.E.W, g: C — C ¢é
meromorfa. Pelo Pequeno Teorema de Picard (Teorema 168) g é constante ou g omite no
méximo trés valores de S?2. Se g é constante, entdo pelo Teorema 61, N seria constante,
donde X seria um plano, o que nao pode acontecer.

Portanto, g omite no maximo trés valores de S?2. Como a projecdo estereogréfca m é

bijetora, segue que N omite no maximo trés valores de S?, donde N é densa em S2.
CASO 2: Q= D.

Seja ()NC s g) tripla da R.E.W, e suponhamos por absurdo que N nao seja densa em
S2.

Entdo, existe aberto de S? que nao ¢ intersectado pela imagem de N. Fazendo uma
rotacdo do R3 se necessario, podemos supor que o pélo norte (0,0,1) estd contido neste
aberto.

Portanto, existe n € Ry, tal que a terceira coordenada de N satisfaz

Iglz—l ) Ny < <1
lgI” +1
donde
g —1< (!9!2+1>n L g <+
assim,

1
\g\ﬁ,/;]i: =M < +oo.
-n

Entao, g nao possui pdlos, e portanto, f nao se anula.

Observemos que

2
1+ g? V2 2
|f’< ; lg] ) < |f|2 (1 _1-2 2> | (3

Para finalizar a prova do Teorema, provemos a seguinte afirmacao.

AFIRMAGCAO 1: X nio ¢ completa.
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Pela Proposicao (7), precisamos mostrar que existe uma curva divergente S : [0,b) — D,

tal que

b b
@) = [ exeny@ld=3 [ 17 EON(1+1aGOF)]5 0]

( ) 2 b
< [ e o)< o

Defina a fung¢do holomorfa G : D C C — C por

G () = /O CF Q) de (38)

que estd bem definida, pois ) é simplesmente conexo.

Seja zp € D. Como G ¢ holomorfa e G’ (z9) = f (20) # 0, segue do Teorema da Funcao
Inversa (Teorema 162) que existe uma vizinhanga aberta V' de zy e uma bola aberta B, (wo)
contendo wy = G (20), tal que Hy, : By, (wo) — D é uma inversa a direita holomorfa de G.

Considere o raio
R =sup{r >rog; 3H, : B, (wo) — D extensao de H,, e inversa a direita holomorfa de G} .
Assumindo que o supremo pode ser infinito, segue que o supremo do conjunto
{r >ro; 3H, : By (wy) — D extensdo de H,, ¢ inversa a direita holomorfa de G}

existe.

Defina a fun¢ao Hg : Br (wg) — D por

para algum r € (0, R] com z € B, (wy).

Observe que Hp estd bem definida, pois sejam
r1,72 € {r > 1o ; 3H, : B, (wo) — D extensao de H,, e inversa a direita holomorfa de G}

com r1 < ro.
Como

H, =H,, em By (wo)
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segue do Principio da Extensao Analitica (Teorema 161) que
H, =H,, em B, (wo)

i.e., Hy, ¢ uma extensao da H,,, donde Hp estd bem definida.
Note que se R = 0o, segue do Teorema de Liouville (Teorema 157) que Hp é constante,
0 que é uma contradicao pois H é localmente um biholomorfismo. Portanto, R < co.

Seja w € Sk (wp) e considere a curva «,, : [0,1) — Bg (wo) dada por

ay (t) =wo +t(w—wp), Vte[0,1).

AFIRMAGAO 2: Existe 8, = Hgo ay : [0,1) — D curva divergente, para algum

w € Sg (wp).

Suponha por absurdo que f3,, ndo é curva divergente para todo w € Sg (wp). Entao,
existe um compacto K C I e uma sequéncia estritamente crescente (¢,),, C [0,1), com
lim t, =1, tal que

n—-+o00

By (tn) € K, VYn eN.

Passando a uma subsequéncia se necessdrio, temos

lim /Bw (tn) =z € K.

n—-+4o0o

Como G é continua e Hp é inversa a direita de G, segue

w= lim ay(t,) = lim G(B, (tn)) = G (z1).

n—-+o00 n—-+o0o

Pelo Teorema da Funcao Inversa (Teorema 162), existe uma vizinhanga aberta A de z;
e uma bola aberta B, (w) contendo w = G (z1), tal que H,, : B, (w) — A é uma inversa
a direita holomorfa de G (vide figura 6).

Como lim S, (t,) = z1 € Ae A é aberto, segue que existe ny € N, tal que 3, (tn,) € A.

n—-+o00

Por outro lado, como liIJIrl ay (tn) = w € By, (w) e By, (w) é aberto, segue que existe
n—-roo

ny € N, tal que au, (tn,) € By, (w). Tomando ng = max {ni,na}, temos
Buw (tny) € A € o (tng) € Br,, (w).
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Sg W)

/ ¥ Hr

Figura 6: H,,.

Considere o aberto A = Hp' (A) e note que g = ay, (tn,) € A, pois Hg (q) = B, (tn,) €
A. Seja Be (q) C AN Bg(wo) N By, (w) e tome z € B, (q) arbitrario.

Note que Hp(z) € A, por definicdo de imagem inversa (pois z € Bc(q) C A). E
H, (z) € A, pois z € B.(q) C By, (w). Como Hgr e H,, ambas sao inversas a direita de G,

segue, respectivamente, que
G(H (z) == e G(Hy (2)) = 2.

Mas A foi escolhido de modo a G ser um biholomorfismo em A, donde G é injetora em

A. Entao

para todo z € Be (q).

Pelo Principio da Extensao Analitica (Teorema 161) segue que
Hr=H, em Bg(w)n B, (w)

para todo w € Sg (wp) .

Como Sg (wg) é compactoe  |J B, (w) é uma cobertura aberta de Sg (wp), segue
weSR(wo)
k

que Sg (wo) C U By, (w).
i=1
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k
Seja € > 0, tal que Brie(wo) C Bgr(wo) U U By, (w) e defina a fungdo holomorfa

=1

Hpic: Brye(wo) — D por
Hpr(z), se z € Bpr(wp)

Hpye (2) =
H,, (z), se z€ B, (w)

Para mostrar que Hpe estd bem definida, basta verificar que se z € B, (w) nB,, (w),

entdo H,, (2)= H,,, (z). De fato, como

em Bpg(wo) N By, (w)N B, (w)

H,, = Hp= H,,

Tw;
segue do Principio da Extensao Analitica (Teorema 161) que

=H,, em B, (w)N B, (w).

H. .
J

Twi
Portanto, Hry. estd bem definida e é uma extensao de Hp inversa a direita holomorfa

de G em Bpi. (wp). Mas isso contradiz o fato de R ser o supremo para o qual Hp possue

essa propriedade (vide figura 7).
Saw,)

/
\
Hr

Figura 7: Hpq..

Portanto, existe uma curva divergente 3, : [0,1) — D.

Mas

1+M2 ! / . ! / /
5 [ e ola= [ e o))
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1 1 1 1
:/0 ‘(GOB) (t)‘dt:/o ‘Oz (t)|dt:/0 \w0|dt:/0 Rdt = R < +00

0 que é uma contradicao com a hipdtese de ID ser completo com a métrica. Portanto, NV é

densa em S2. O

Finalmente apresentamos uma primeira demonstracao para o Teorema de Bernstein,

como consequéncia do Teorema de Osserman.

Corolario 64 (Teorema de Bernstein) Se X : (u,v) € C — (u,v, f (u,v)) € R® é uma

superficie minima, entdo X é um plano.

Demonstragao: Como X é grafico da funcao f sobre C, segue da Proposicao 10 que X
é completa. Novamente usando que X é grifico de fungao, temos que imagem da aplicacao
de Gauss est4 contida em um dos hemisférios de S? (dependendo do sentido de N). Logo,
N néo é densa na esfera S?. Como X ¢é superficie minima, segue do Teorema de Osserman

(Teorema 63) que X é um plano. O

3.3 Curvatura Gaussiana e a Representacao de Enneper-
Wezerstrass

Expressaremos agora a curvatura Gaussiana de uma superficie usando as fungdes f e

g fornecidas pelo Teorema da R.E.W.

Teorema 65 Seja (X, f,g) uma tripla da R.E.W. Se f nunca se anula, entio a curvatura

Gaussiana de X é dada por

2

4 /
K=- % (39)
2
11 (1+19P)
Consequentemente, as curvaturas principais sao dadas por
_ 419 _ 4lg'|
A A
71 (1+19P) 11 (1+19P)
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Demonstragao: Por uma simples conta, podemos mostrar que

w--ma{ (7).~ (7).}
Usando esse fato, temos
ol (7ee), * (Va) 2 {(59) - (52
e {(3),+ (3)p - {5, (50
1<82log)\ 3210g)\>_ %

Y\ oz T a2 e (logd)

donde

K = —)\12A (log ). (40)

Iremos calcular a curvatura gaussiana de X através da equagao (40), usando f e g.

Note que
0 0 o1/ 0 ) 15) 0 .0
Yo: e {2 <ax“av>]—2az (m:+a> (41)
o (0 .0 (0
= 25 <8x>+2282 (a)
1 9

Pela Observagao (57), temos

A2 = {f(l%—gz)] 2‘ (42)

2

Como f é holomorfa e g ¢ meromorfa, entao pela Proposi¢ao (154) temos

or_of_, . o _on

0z 0z S = N (43)

Assim
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4 0 0 f(1+gg 4 0 0 [1 f
(42) 77@ [log (M>] - _Faﬁ [2 log (fo> + log (1 +gg)]

L0 5, 9 0 (0
0z \1+gg) 0z 1+4ggoz \0z

_ Ao (1Nof 10 (OFN] | 99
N2\ 2002\f) 0z [FOz\0= (1+ gg)* 9z  1+gg90z \0z
7 — — 0 — 0, a7
) 4 )1 _%g lg(o) + (1+99) 5 — (g£+g£> @—l- g 2(0)
SN2 oE fom (1+gg)? 07 1+gg0%
— — 0 -0
4 4 J1{o00df . (1+gg)y§—g(g£+90) g
IS RV (1+g9)° 0=
Y. () ()
M \(1+g9)?) 97 XN \(1+g9)? N \(1+ gg)°
(42) 4 g 16 lg'?

[ﬂ(lgg?)r L+g9)® g2 (1+1gP)" 1+ 997

2

2
_ 16ld| L 49|
B 2 2\% 2\ 2
17 (1+19P) 11 (1+19P)
Como H = 0, as curvaturas principais satisfazem k1 = —kg, € isso demonstra o Teorema.

Coroldrio 66 Seja (X, f,g) uma tripla da R.E.W. Se f nunca se anula, entdo a curvatura

Gaussiana de X ¢é identicamente nula (i.e., a superficie é um plano) ou seus zeros sao

isolados.

99

((Hgg)?ﬁ—gi(wgg))ag g a<ag
g



Demonstracao: Pelo Teorema 65, temos

2
4lg|
2
(1 +19P)

Como ¢’ é meromorfa, entao pela Proposigdo 156, ¢’ é constante (identicamente nula)

K= —

ou seus zeros sao isolados. Logo, K ¢é identicamente nula ou seus zeros sao isolados.
Se K =0, entao X ¢é totalmente umbilica, donde X é um plano ou uma esfera. Como

X é minima, entao X é um plano. ([l

Exemplo 67 (Catendide) Vimos no Exemplo 58 que a R.E.W do catendide é dada por

J@=-5 ¢ g@E)=-z

para todo z € C\ {0}, com c € C constante.

Por (39), temos

2 2
4lg' 4]z)? —16|z[*
K—_H22—_ "22— ||247é0
11 (1+19P) e (1+12) | e (14
pois z € C\ {0}.
o
Exemplo 68 (Helicéide)Pode ser mostrado que a R.E.W do helicéide é dada por
f(z) =ice™” e g(z) =—¢€*
para todo z € C, ¢ € C constante.
Por (39), temos
2
K 4lg'| 3 [ dev 2 —16e™
()| ey Teae ey
o
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Exemplo 69 (Superficie de Scherk) Pode ser mostrado que a R.E.W da Superficie de

Scherk é dada por

—4q .
fO= i e gle)=iz
para todo z € .
Por (39), temos
2 2
Ko 4lg| B 4 IEES Tk
N T Tl N DTE TR C R

1 (1+19P) e (1+12P)

Exemplo 70 (Superficie de Enneper) Vimos no Exemplo 59 que a R.E.W da Superficie

de Enneper é dada por

para todo z € C.

Logo, por (39), a sua curvatura gaussiana é

2 2

1]y 4 16
K| Ael ot

71 (1+19P)’ (1 ) s

A seguir damos uma estimativa para o médulo da curvatura gaussiana. Considere

Br (0) C C a bola aberta centrada na origem de raio R > 0 no plano complexo.

Teorema 71 Sejam h : Br(0) C C — R fungdo de classe C*°, X : (u,v) € Br(0) —

(u,v, h (u,v)) € R® superficie minima conforme. Entdo

K(O) <
Demonstragao: Temos
T J k
XuxXy=det |1 0 f,|=0(0.fo = ful, fu.0 = 1fy,1.1 = 0.0) = (= fu, = fu, 1)
0 1 f
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donde

EG-F? = |Xyx X[’ = f2+ f2+1>1 (44)
(&
N = (fur for 1)
m Uy JU .

Pela equagao (35),

2Reg 2Im 2 1 1
2 g ) 2 g ) ’9‘2 =N = 2(fuan7_1)-
lg|”+1 |g|"+1 |g]"+1 vVEG - F

Igualando a terceira coordenada, temos

lg” -1 1

g?+1  VEG - F?

donde
(197 =) VEG=F =~ (lgP+1) = |g? (VEG=F2+1) = -14VEG - F?
ou seja,
—1+VEG — F?
g2 = == <1 (45)
1+ VEG — F?
Portanto, g (Bgr (0)) C By (0).
Além disso,
1_||2_1_—1—|—\/EG—F2_1+\/EG—F2+1—\/EG—F2_ 2
N = Ty VEG-F 1+ VEG - F? T 14VEG-F?
(46)
e
g =1+ -1+vVEG-F?> 1+VEG-F>-1+VEG-F?>  2/EG - F?
g 1+vVEG - F? 1+VEG— F? 1+VEG - F?’
(47)

Para qualquer curva divergente 3 : [0,b) — Bg (0) com /3 (0) = (0,0), vale

d: £ <£(B) (48)

= inf
{8;8(0)=(0,0)}

Considere a fungao G : B (0) C C — C dada por
G = [ fi
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que estd bem definida, pois Br (0) é simplesmente conexo.

Por (45), temos que ]9]2 < 1. Entao g nao possui pélos, e, portanto f nao possui zeros.

Como G ¢é holomorfa e G’ (z) = f (z) # 0, para todo z € Bg (0), entao pelo Teorema da
Fungao Inversa (Teorema 162), existe uma vizinhanca aberta V' de z, com V' C Bpg (0), tal
que f (V) = B, (0) ¢ aberto e G|}, : V — B, (0) possui uma inversa (G|V)_l 1B, (0) =V,
a qual é holomorfa.

A bola aberta B, (0) C C é tal que existe wg € C com |wg| = r, de modo que (G|V)_1
nao pode ser estendida em wy.

Note que se 7 = oo, entdo pelo Teorema de Liouville (Teorema 157) (G|,,) ™" seria

constante, donde G|, também seria constante. Entao
0=(Gl) (2) =G (2) = f'(2), para todo z € V

donde f teria zeros, o que é uma contradicao.
Portanto, r < oo.

Considere a curva « : [0,1) — B, (0) dada por

a (t) = twg, Vte[0,1).

AFIRMAGCAO: (G|V)71 oa:[0,1) -V C Br(0) é um caminho divergente.

Suponha por absurdo que (G|;,)”! o @ ndo é um caminho divergente. Entfio, existe um

compacto K C V e uma sequéncia estritamente crescente (t,), C [0,1), com lirf th =1,
n—-roo

tal que
“GwriuqmgeK,vneN

Como K é compacto, a menos de passarmos a uma subsequéncia, temos

nm[wwr%QQQZmeK

n—-+00

Como Gy, é continua, entao

Iy (Jim_ [(Gh) " oa] () = Gly Go) € 5,0

n—-4o00
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donde

wo = lim tywo= lim a(t,)= lim_ G|V([(G|V)—1oa] (tn))

n—-+o0o n—-+o0o

= 6l (Jim_[(6) " oa] () = Gy an) € B, 0)

logo, wo € By (0), e portanto, como B, (0) é aberto, (G\V)fl pode ser estendida em wg, o
que é uma contradic;éo.
Portanto, /3 (G|V)_ oa:[0,1) =V C Br(0) € um caminho divergente.

Mas

t

L(B) =t | ‘(XOB)'(t)HdtO’”:‘SS) lim/tA Bt E’(t))dt
= [ s ()| [F o dt_hm/ & (5) 7 (1)
=t o (10) 7 o= s <>\
= lim t(G’VOB) ()‘dt—hm/ Gly o (Gly)~ Oa)/(t)‘dt

= }uri/ o/ (¢ ‘dt—hm/\woldt—hm/ rdt =r < oo

ou seja,
48)
d< L (5) <
Aplicando o Lema de Schwarz (Lema 158) a funcao (G\V)_1 : B, (0) - V C Bgr(0),
obtemos
Y R
< -
[ o] <3

donde
1

[ERRC!

Aplicando o Teorema de Schwarz-Pick (Teorema 159) a fungao g : Bg (0) — Bj (0) em

(49)

T &

252

==

£ (O)] = [(Gly) (0)] = '

z = 0, obtemos
g _R1
1—lg(0)f ~ 1 R?
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ou seja,

Rlg' (0)] <1-1g(0) (50)

Pela equacao (39), temos

O
£ O (1+19(0))

K(0)=—

K= |— WO} ey = Ol
7O (1+19O)F) 7O (1+19O)F)

w arlg ) 60 4(1-19(0)P)
< 7 < 4
(1+lg@P)  (1+lgOP)

(46) e (47) 4(%) » 9 (W—% 1)2

<27\/EG—F2>2 - VEG—-F?+1 4(EG-F?)
VEG—F2+1

2(VEG = F2+1) »  (VEG=F+1)
- EG — F2 - VEG-F?2 EG_-F?
B 2 VEG — F? N 1 B 2 ( - 1 )
- VEG-F2\VEG—-F?2 +EG—F? VEG — F? VEG — F2
(44) 2 4
S — S | S —
VEG — F? VEG — F?

ou seja,

4
VIEOI= Vie=m

donde

16

ComoRﬁdelgEG—F2, entao

0

Apresentamos agora mais uma demonstragao do Teorema de Bernsteien (Coroldrio 64)

visto no Capitulo 3.
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Coroldrio 72 (Teorema de Bernsteien) Se f : C — R é uma fungio de classe C* e

X : (u,v) € R?2 — (u,v, f (u,v)) € R® é uma superficie minima, entdo X é um plano.

Demonstragao: Seja p = (u,v) um ponto qualquer de C. A menos de um movimento

rigido, podemos supor que
p=(0,0).

Como X estd definida em todo C, entao podemos tomar qualquer R € Ry, de modo
a trabalhar numa bola aberta Bpr (0) centrada na origem de raio R € R4, e desta forma

estudar apenas um pedaco da superficie. Pelo Teorema 71 temos

C
K ()] < 5.

Fazendo R — oo, obtemos

K (p) =0.

Como o argumento vale para qualquer p € C, entao

K=0

donde pelo Coroldrio 66, X ¢ um plano. O

3.4 Superficies Minimas Conjugadas

Para motivar o conceito de superficies conjugadas, precisamos da seguinte Proposicao.

Proposicao 73 Sejam Q C C simplesmente conexo e X : z € Q +—— (x1 (%), 22 (%), 23 (2)) €
R3 wma superficie minima conforme nao plana. Entdo existe wma superficie minima con-
forme X* : 2 € Qv+ (23 (2),25(2), 25 (2)) € R3, tal que X* ¢ solugio das Equagdes de

Cauchy-Riemann
oX _ ox* oX _ ox*
ou v ¢ o Ou’

(51)

Além disso, X* é inica a menos de adi¢do a um vetor constante w € C3.
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Demonstragao: Pelo Teorema da Representagdo de Enneper-Weierstrass (Teorema

(55)), existem fungoes f,g: Q2 C C — C com f holomorfa e g meromorfa, tais que
1
n1(:) =Re [ 57O (1= ¢ (©) de + 1 (z0)
20

r2(2) = Re [ 37(€) (L+67 (©) de +2 z0)

23 (2) =Re/zf(€)g(£)d£+ws(20)-

Como X é minima, entao pelo Corolério (48) as fungoes zy : & C C — R sdo harmonicas,
k =1,2,3. Entao existem fungoes z7 : 2 C C — R, k = 1,2,3 conjugadas harmonicas de
T, € essas conjugadas sao Unicas a menos da adicdo a um nimero complexo constante
wy € C. Entao as fungoes

zp+izy, : QCC—C

sao holomorfas, e portanto, satisfazem as Equagoes de Cauchy-Riemann

Oz  Ox) oxy, Oxy,
Ik _ Tk PO — Tk} —1,2,3.

du v ‘ v ou’ o

Portanto, a aplicagdo X* : 2 € Q +—— (27 (2), 75 (2), 23 (2)) € R? assim definida, verifica

as equagoes de Cauchy-Riemann

ox _ox | ox _ ox
ou v c v Ou

Além disso, como X é minima e conforme, temos

AX =0, [XJP=XP=X1 e (X,X,)=0. (52)
Pelas Equagoes de Cauchy-Riemann em (51), segue

AX*=0, IXIP=1X1P=A e (X5 X)) =0 (53)

Ou seja, a superficie conjugada X* de uma superficie minima conforme X, também é
uma superficie minima conforme.

Como as fungoes zj : 2 C C — R, k = 1,2, 3 sao tinicas a menos da adi¢ao a um nimero
complexo constante wy € C, segue que X* é tinica a menos da adi¢gdo a um vetor constante

w = (w1, wa, w3) € C3. ]
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A menos de mencionado o contrario, sempre tomaremos o vetor constante somado a X*
como sendo o nulo, i.e., w = (0,0,0) € C3.

Assim, o Teorema anterior, motiva a seguinte definicao.

Definicao 74 (Superficie Minima Conjugada) Sejam 2 C C simplesmente conezo e
X:z2€Qr— (21(2),12(2),23(2)) € R® wma superficie minima conforme nao plana. A
superficie minima conjugada de X é a superficie minima conforme X* : z € Q ——
(z% (2), 2% (2) 25 (2)) € R3, tal que X* é solucio das Equagdes de Cauchy-Riemann

ox _ox- ox __ox:
ou v € ov  Ou

(54)

Para o préximo Teorema, precisaremos da seguinte definicio. Sejam X : Q ¢ C — R?
superficie minima conforme e X* : Q ¢ C — R? sua conjugada. A aplicacdo A : z € Q C
Cr— (M (2),22(2),23(2)) :== X (2) +iX* (2) € C? holomorfa (coordenada a coordenada)

é chamada curva isotrépica quando
(A7) =0
onde a derivada complexa de A : 2 € Q C C+—— X (2) +iX* () € C? ¢ dada por
N = X, +iXE = X, — iX,.

Teorema 75 Seja Q@ C C simplesmente conexo. Se X : Q C C — R3 ¢ superficie minima
conforme, entdo a aplicagio A : z € Q C C+— X (2)+iX* (2) € C® é uma curva isotrépica.

Reciprocamente, se A : @ C C — C3 ¢ curva isotrépica nao-constante, entio
X =ReA e X*=ImA

definem duas superficies minimas conformes X, X* : Q C C — R3, tais que X* ¢é a conju-

gada de X (neste caso, Q2 nao precisa ser simplesmente conexo).

Demonstracao: Considere X : Q € C — R? superficie minima conforme e seja X* :
Q C C — R?sua conjugada. Entao a aplicacao A : (u,v) € Q C Cr+—— (A1 (2), X2 (2),X3(2)) :==

X (2) +iX* (2) € C3 é holomorfa cujas componentes sido

A =z +ixg, k=1,2,3.
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A derivada complexa de A é dada por
X¥+iXi=AN =X, +iX} =X, —iX,
donde
(N A = (X — i Xy, Xu — iX0) = | Xul® = [|Xo]l® — 20 (Xu, Xo) -

Como X é conforme, entao

(N ') =0

ou seja, A é curva isotrépica.

Reciprocamente, se A é curva isotrépica, entdao

0 = <A/’A/> = (Xu - invXu - in> = HXuHZ - HXUH2 -2 <XuaXv>
= IXull> = [X]> e (Xu,Xy)=0
e
0 = (N,AN) = (X5 +iX5, X;+iX5) = | X512 = 1 X507 + 26 (X5, X7)
= X2 =1x502 e (X5 X5 =0

donde X, X* : Q C C — R? sdo conformes.

Temos também
(V) = (N2 06), (VA6 )) =0 & (X, 0.0) = (0,0,0)

donde

x +ixy, = A\ € constante, k =1,2,3

e portanto, suas coordenadas xy e x; também o sao, logo

82xk 82xk

g Tk =0
Ou? + Ov?
821‘}; +8233}Z _ 0
ou? ov?

ou seja, as fungdes zp,z; : @ C C — R sdo harmonicas. Entao, pelo Coroldrio (48)

X, X*:Q C C — R? sdo superficies minimas.
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A condicao das Equagoes de Cauchy-Riemann em (54) é imediata do fato de xy,z} :

Q) C C — R serem constantes. Portanto, X* é a conjugada de X. ([l

A partir daqui diremos que X™* é um superficie conjugada de alguma superficie minima

X, quando existir uma curva isotrépica A : Q ¢ C — C3, tal que
X =ReA e X*=ImA.

Proposicao 76 Sejam Q C R? simplesmente conezo e X : Q C C — R3 uma superficie

minima conforme. Se X* : Q C C — R3 ¢é a superficie minima conjugada de X, entdo
X* = _X,
ou seja, —X € a conjugada de X*.
Demonstracao: Seja A : 2 C C — C3 curva isotrépica, tal que
X =ReA e X*=ImA.

Definida a aplicagio I' := —iA : 2 € Q C C — (2} — iz, 2} — iz, 2} —iz1) (2) € C3,

que é holomorfa, temos
(I',T") = (=i, —iA") = (=) i (A", A") =0,

ou seja, I' € uma curva isotrépica.
Além disso, vale

D= —i(X +iX*) =X*+i(-X),

e, portanto —X é conjugada de X*. O

Lema 77 Sejam Q C C simplesmente conexo, X :  C C — R3 superficie minima con-
forme nao plana e X* : Q C C — R? a superficie conjugada de X. Entdo

¢ = —i¢y, k=1,2,3.
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Demonstragao: Por (22) do Lema 51, temos

o, = Ok _ 0
T ou Ov
donde
. (Oxy Oxp\ (C-R) Oxp Oxp Ox Oz,
i0x = Z<8u 8@) B v ou  du Zav_d)k
logo, segue o item 1. O

Proposicao 78 Sejam Q C C simplesmente conexo, X : Q C C — R3 superficie minima

conforme nao plana e X* : Q C C — R? a superficie conjugada de X. Entdio

Demonstragao: 1- Por (52) e (53) temos
E*=F F*=F G*=G.

2- Como vale o Item 1, i.e., a métrica é preservada, entdao pelo Teorema Egregium de
Gauss (Teorema 15),

K* =K.

3- Antes de demmonstrar o Item 3, lembremos rapidamente as seguintes igualdades

PXT 9 (IX*\ ey 0 [ IX\  PX 55)
ou?  Ou \ Ou  Ou v ) Oudv
FPX* 9 (IX* (0 9 (0X) _ PX (56)
oudv  Ou \Oudv)  Ou\du)  Ou?
PX* 9 (9X*\ o) O (09X _ X (57)
o2 Ov \ v v\ Ou )  Ovdu

No Item 2 vimos que N* = N. Usando as Equagoes de Cauchy-Riemann em (54), temos
X"\ (55) 02X
¢ < " Ou? > < ’ 8u6v> /
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A seguir, apresentamos resultado que relaciona as triplas (X, f,g) e (X*, f*,¢*) da

R.E.W de X e X*, respectivamente.

Proposicao 79 Sejam (X, f,g) wma tripla da R.E.W e X* : Q € C — R3 a superficie

conjugada de X. Entdo
f*:—zf g:g* N = N* TpX:TpX*

Demonstragao: Por (28) e (29) do Lema 54, respectivamente, temos

Lema 77

o= gt =iy T iy — i (—idy) =~y — idy = —i (61 — idhy) = —if

gt = %5 (bemaT) —i¢s _ % _
¢1 — i¢ —igy —i(—idy) ¢ —igy

Segue do Teorema (61) que

g.

N = N*.
Como estamos trabalhando com superficies em R3, segue

T,X = T,X*, Vp € Q.

3.5 Superficies Minimas Associadas

A seguir apresentamos os conceitos de linhas de curvatura e de linhas assintéticas.

Definicao 80 Seja X : Q € C — R? superficie minima confome. Dizemos que uma curva

a:tel CR+——u(t)+iv(t) € C de classe C* ¢é
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1- uma linha de curvatura de X quando
(fE — eF)i* + (gE — eG) wv + (gF — fG)v* =0
2- uma linha assintdética de X quando
e + 2fun + gv® = 0.

A Proposicao a seguir dd uma caracterizacio para as linhas de curvatura e linhas assin-

téticas de uma superficie X.

Proposicao 81 Considere X : Q C C — R3 superficie minima conforme, p € Q, a : t €

I C R+ u(t) +iv(t) € C uma curva de classe C* em Q com a(ty) = p, to € I. Entdo

1. « é linha assintdtica de X, se e somente se, Rel (a) = 0;

2. a € linha de curvatura de X, se e somente se,Jml (o) =0, ondel:z € Q C C+—

(e —if) (z) € C.

Demonstragao: Pela Defini¢ao (80), v é linha de curvatura e linha assintética, respec-

tivamente, quando

. 2
(fE—eF)i* + (gE — eG) uv + (gF — fG) 9 =0 e  eu +2fuv+ gv° =0.

Como e = —g e X é conforme (E =G, F =0), entao

« ¢ linha de curvatura, se e somente se, f (u2 - 1')2) —2euv =0 & Rel(a) =0
e
« ¢ linha assintética, se e somente se, e (u2 - i12) +2fuv =0 & Iml (o) =0.
O

Antes de enuciarmos o préoximo Teorema, facamos uma rapida observacao. Considere

A :Q C C — C? uma curva isotrépica e § € R. Entao

Re {e‘ieA (z)} = Re {e_ie (ReA(z) +iImA (z))}
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= Re{(cos(—0) +isen(—0)) (ReA(z) +iImA(2))}
= Re{(cosf —isenf) (ReA(z) +ilmA(z))}
= Re{(cosOReA (z) +senfIm A (z)) +i(cosOImA (z) —senfRe A (2))}

Proposi¢ao 75

= X (z)cos + X™ (z)senb. (58)

Teorema 82 Sejam A : Q C C — C? wma curva isotrépica. Entdo para cada 6 € R, a
aplicac¢do

Dg:zeQ—e PA(z) e C?

é uma curva sotropica e

Zg:2€ U—Rely(z) € R
é uma superficie minima conforme com a propriedade

Zyp=X e Zr = X"

Wl

Demonstracao: Como I'y = e A ¢ produto de holomorfas, entdo I'y é holomorfa,
para todo 0 € R.

Agora
(Ty,Ty) = <e_i9A’ (z),e N (z)> =e (N (2),N (2))=e?0=0

donde I'g é uma curva isotrépica, para todo 6 € R.

Para as superficies Zy, temos

AZg = (Z0)yu +(20)y, = (Rel: (0)),, + (ReT (0)),,
i (X cosf+ X*sen#),, + (X cosf + X*senb),,

= X, cos0+ X" senf + X,,cos + X, send

= (X,, + Xu)cosf+ (X* + X)) send

= 0
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pois X e X* sao minimas, logo Zy é superficie minima, para todo 6 € R.

Além disso,

1(Zo)ul? = [I(ReT (6)),]* = lI(X cos 6 + X*send),||*
= || X, cos+ X" sen0H2 = || X, cosf — X, senf)|?
= (X,cos0— X senf, X cosf — X, senf)
= || Xu|I cos? 0 + (Xy, X,) cosOsen f — (X, X,) sen 6 cos 0 + || X, || sén
= || Xu||? cos? 0 + ||X@||2562n0

= ||Xu|? cos? 0 + | Xu|?sén 0 = || X2,

1(Z0),I* = [I(ReL: (8)),]I* = [[(X cosf + X*sen ), |
= || X, cosf+ X" sen9H2 = ||X, cosf + X, sen 6|
= (X, cos6+ X, senf, X cosf+ X senb)
= || Xu|]? cos® 0 + (X,, X)) cos Osen 0 + (X, X,) sen cos 0 + || X, sen 6
= || Xu]% cos? 0 + || Xy ||? sén 6

= ||IXu|? cos? 0 + || Xy sén 6 = | Xu|?

((Z0)u>(20)y) = ((Rel:(0)),,(Rel:(0)),)

= ((Xcosf+ X"sen#), ,(Xcosf + X"sen®),)

= (X,cos0+ X"sen6, X, cos + X" sen®)

= (X, cos0 — X senf, X, cosf+ X sen0)

= (Xu, X,)cos? 0+ || X% cosOsen § — || X, ||* sen 6 cos 6 — (X, Xy, sen f

= 0+ || Xu||*cosfsend — || X,|*senfcosf —0 =0

1(Zo)lI* = IXull* = 1(Z0),I* e ((Z0)y.(Z0),) =0 (59)

ou seja, Zy é conforme, para todo 6 € R.

Por fim,
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Zo=ReTl',(0) = Xcos0+ X" sen0 = X
e

=Rel, (E) :Xcosg—l—X*seng = X*.

O Teorema anterior, motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 83 (Superficie Associada) Sejam A : Q C C — C3 uma curva isotrpica e as
aplicacdes Tg : 2 € —e WA (2) € C? e Zp: 2 € —Rel, () € R® como no Teorema
82. A familia de superficies {Zp}pcp ¢ chamada familia de superficies associadas a

superficie X = Re A.

O Torema a seguir mostra a relagdo entre as superficies dentro de uma familia de su-

perficies associadas.

Lema 84 Seja {2}y uma familia de superficies associadas a uma superficie X = ReA.

Entao

ko =€ " Py

Demonstracgao: Temos Zy (z) = X (2) cos 0+X* (z)sen = (21 (2) ,x2 (), 3 (2)) cos 0+

(27 (2),25(2), 2% (2)) sen 6, donde

zro (2) = xk (2) cos O + x; (z) sen O

assim,
_ 8$k9 ,61’k9 i 81‘k (9.%}2 s a:Ek 8.%‘2
bro = 50 oy <8u cosf + P sen 6 i\ 2y cos + 50 sen 6
(C:R) oz oz [ Oxp Oz
= cos 6 50 senf — 1 ( 50 cosf + 0 sen 6
. . 8$k a’lfk
= (cos@—zsen@)(au _Z8v>
B . Oz .Oxy,
= (cos(—0) +isen(—0)) <8u z—av )

= e_wgbk.
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O

A seguir, apresentamos resultado que relaciona as triplas (X, f,g) e (Zy, fo,g¢) da

R.E.W de X e Zy, respectivamente.

Proposicao 85 Seja {Zg}y.p uma familia de superficies associadas a uma superficie X =

ReA. Entao
1. T,2(,0)=T,X, Ng=N, go=y;
2. Se as superficies Zg forem nao planas, entio fy =e O f.

Demonstragao: 1- Como Zy(z) = X () cosf + X* (z) sen 6, entao

02y _9X o OXT 0% 09X o 0X

Gu ~ au 0 5, Do~ gy o0+ 5, send

donde pelas Equagoes de Cauchy-Riemann em (54), obtemos

02y 09X 0X 0Z) 0X 0X
T T » v o 0T gy sl (60)

Entdo 222 ¢ 220 g30 combinagdes lineares dos vetores 2X e 2X donde
ou ov ou ov

1,2 (-,0) =T,X.
Como estamos lidando com superficies em R?, temos
Ny = N.

Pelo Teorema (61),
96 = g.
2- Temos

Item 1

fo= 10— ity Z Ve 0y i (672%2) =e (¢ —igy) = e F.

Proposigao 86 Seja {Zg}gcp uma familia de superficies associadas a uma superficie X =

ReA. Entao
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1. By =F, Fy =F, Go =G,

2. Ko =K;

3. eg =ecos — fsend, fo = fcosf +esenb, go = gcost + fsend;
4. Além disso, 1 (z,0) = el (2), para todo 0 € R.

Em particular, se

™

6-0=3

entao, as linhas assintdticas de Z (,5) sao as linhas de curvatura de Z (-,0) e vice-versa.
Demonstragao: 1- Por (59) da Proposicao 82, temos

1(Zo)ul* = IXull* = 1(Z0),II* e ((Z0),.(Z0),) =0, VIER

donde
Ey=F, Fy=F, Gy =G.

2- Usando o Teorema Egregium de Gauss (Teorema 15),

Ky=K, Y0cR.

3- Lembremos antes que

FPX* 9 (IX*\ (e 8 ([ OX\ X (61)
ou2  Ou \ du - du o) Oudv
X9 (0X*\ e 0 (90X X 2)
udv  Ou \dudv)  Ou \ou)  Ou?
PX* 9 (IX*\ 6n O (90X  0°X )
Ov? Oov \ Ov Qv \du )  Ovou

Como Ny = N, temos

0?X 92X+ (61) ?X ?X
eg = <N9,(Z@)uu>—<N,au20059+ 52 sen9> = <N,auQ>COSO—<N,m}>sen0

= ecost — fsend
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02X 02X+ (62) %X %X
f@ = <N9,(Z@)uv>:<N,au8@cos@+8uavsen0> = <N7auav>COse+<N,auZ>SeH9
= fcosf+ esent
02X P2X* 63 02X 02X
g0 = (No,(20),,) = <N, WCOSQ + R sen9> = <N, 61)2> cos 6 + <N, (%8u> sen 6
= gcosf+ fsenf.
4- Pela Proposicao 81 a seguinte igualdade caracteriza as linhas assintéticas e de cur-
vatura

ly (Z) =eg—1ify, VOER.

Por outro lado

(Item 3)

lo (2)

= e(cosf —isenf) — f (senf + icosf)

(ecos® — fsenf) —i(fcosf + esend)

— e (cos(—0) +isen (—6)) — if (cosf — isen0)
— e (cos (—0) +isen (=6)) — if (cos (—6) + isen (—6))
= ee W _jfe 0

= e (e~if)

= e (2).

s

I3 (2) = e Bi(z) = e (e~ if) = (cos (—g) +isen (—g)) (e —if)
= (0+i(=1)(e—if) = —f —ie.
Denote
= e (UQ — 1?) Yofur e myi=—f (u2 - 1?) + 2eu.
Portanto,
lo(z)=m+iny e  lz(z)=mny—in

Considerando Proposicao 81 deduzimos que

Relp (z) =ny = 0 nos d4 as linhas assintéticas de X e
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Imly (2) = —ny = 0 nos d4 as linhas de curvavtura de X.

Analogamente,
Relz (z) =1y = 0 nos dé as linhas assintéticas de X™ e

Imiz (z) =-n; =0 = & = 0 nos d4 as linhas de curvavtura de X*.

Em outras palavras deduzimos que as linhas assintéticas de X sao as linhas de curvatura

de X™, e as linhas de curvatura de X sao as linhas assintéticas de X*. ]
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Capitulo IV

TEOREMAS DE POSICAO

Nesta capitulo, apresentamos os Teoremas de Jorge-Xavier, Rosenberg-Toubiana e do
Semi-espago. Os dois primeiros garantem a existéncia de uma superficie minima entre dois
planos paralelos no espago euclidiano. O terceiro garante, sob certas condigbes, que as

unicas superficies minimas, completas, contidas num semi-espaco sao planos.

4.1 Teorema de Jorge-Xavier

Comegamos com a defini¢ao de completude, e logo em seguida apresentamos um Lema
decorrente do Teorema de Runge, ambos importantes para a demonstragao dos Teoremas

de Jorge-Xavier e Rosenberg-Toubiana.

Definicao 87 Seja X : Q C R? — R3 wma superficie parametrizada. A métrica induzida

por X em S) é definida por

1
dx (p,q) = inf {E(a) = / (X o) (u)H du; «:[0,1] — Q regular ligando p a q}
0
(64)
para todo p,q € ).

Dizemos que X é completa quando (2, dx) for um espago métrico completo.

Observacao 88 Pelo Teorema da Representagdo de Enneper-Weierstrass (Teorema (55)),
sabemos que existe uma superficie parametrizada minima A—confome X : Q C R? — R3,
se f e g sao dadas nas condi¢oes do Teorema. Neste caso, dada uma curva divergente (3,

entao
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(X oBY|? = Ild(X 0Bl = [[dXse (' (1).4 ()]
= |2’ (t) dXpp)-e1 + ¥ (t) dX g 62H
= |l O Xu(B@) +y (¢ )|
= (2 () Xu (BO) +¥/ () X, (B (1)), 2 (£) Xu (B(1) +/ (1) X (B (1))
= [Z @) Xu (B() + 22" ()Y () Xuw (B®) + [y (1] X, (B())
=[O E@@®)+20 )y (1) F(BE)+ [y 0] G(B(1))
= (@ + W ®) ¥ B®) (X éA-conforme)
= (B8 @]
= M (B() (B ¢ ppca)
) {f(ﬁ )] (1+19(8W))

5 ] (pela Observacao (57))

Portanto,

b
_ o 2 )
= [laosy o] - / PGB (14198 W)F) de (65)

O Teorema a seguir, garante que toda funcao holomorfa numa vizinhanca de um com-
pacto K, pode ser aproximada por funcoes racionais cujos polos estao fora do conjunto
K. Além disso, quando C\K for conexo, esta aproximagao é dada por polindmios. Tal

resultado é conhecido como Teorema de Runge.

Teorema 89 (Runge) Sejam K um subconjunto compacto do plano complexo contido num
dominio Q@ C C, e F: Q C C — C uma fungao holomorfa. Se Polos (F) C C\K, entdo F
pode ser aproximada uniformemente em S por fungées racionais. Além disso, se C\K for

conexo, a aproxrimacao é dada por polindémios.
Para uma demonstra¢do do Teorema acima, vide [15].

Temos a seguinte consequéncia do Teorema de Runge (Teorema 89).
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Mas antes, lembremos que o disco unitdrio e o disco de raito ¢ > 0 no plano complexo

sao definidos, respectivamente, por
D={zeC;|z|| <1} e D.={z € C;||z|| < c}. (66)

Lema 90 Seja . o disco de raio ¢ > 0 centrado na origem. Considere {D,}, uma se-
quéncia de discos fechados centrados na origem e {K,}, uma sequéncia de compactos no

plano complexo satisfazendo:

~

. Dy CInt (Dpy1) Vn € Ny

2. U Dy =D,;
neN

3. K, C D, Vn € N*;
4. KnyiN Dy =2 Vn e N¥;

5. C\K,, é conexo Vn € N*.

Entao, dadas uma fun¢ao holomorfa F definida num aberto contendo |J K, e e >0,
neN*

existe uma fungdo holomorfa h : D.— C, tal que
h(z) = F(2)| <1, Vze ] K.
neN*
Demonstragao: Seja e > 0. Considere a sequéncia de polindmios definida pelo seguinte
processo. Como K é compacto e C\ K7 é conexo, entao pelo Teorema de Runge (Teorema

(89)), existe um polinémio p; verificando
€
p1(2) = F(2) <5, VeeKi

Como Ky N Dy = @, entao existem U e Vs vizinhancas de Dy e Ko, respectivamente,

tais que Uy NV = @. Seja £y : Uy U Vo — C fungao definida por

F(z), sez€ Vs
Fb(z)::

p1(z), se z € Uy.
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Logo, F> é uma funcao holomorfa em U; U Va, por ser holomorfa em cada componente
conexa. Como D; UK é compacto e C\ (D U K3) é conexo, entao novamente pelo Teorema

de Runge (89), existe um polindmio py tal que
€
|F2 (2) —p2(2)] < 1
para todo z € D1 U K3, que implica
Ip2 (2) — F (2)] < i para todo z € K.

Ip2 (2) —p1(2)] < i para todo z € Dy.

Aplicando sucessivamente o Teorema de Runge (89), vemos que, para cada n € N, existe

um polinémio verificando
€
on
€

27’L

|pn (2) — f (2)| < = para todo z € K, (67)

|pn (2) — Pn—1(2)| < = para todo z € Dy,_;. (68)

Vamos provar agora que a sequéncia {p,} é uniformemente de Cauchy sobre os com-
pactos de D.. Sejam K C D, um compacto, e ng € N tal que K C D,,, nop > 1. Entao

K C D, para todon > ng. Sejam m > n > ng e z € K, entao

Pm (2) =P (2)] < [P (2) = Pm—1 (2)] + oo + [Pns1 (2) — pn (2))]

€ € €

1 1 1

o.)
Como >’ 2% ¢é de Cauchy, a sequéncia p, é uniformemente de Cauchy sobre os compactos
k=1

de D, e, portanto, converge uniformemente a uma fung¢ao h holomorfa em . em cada
subconjunto compacto. Dai, para o dado € para cada conjunto compacto K C D, existe
um nx € N, tal que

lpn (2) = h (2)] < =, ¥n > ng,Vz € K. (69)

| o

Finalmente, seja z € |J K, entdo existe ng € N, tal que z € K,,,. Se n > NK,,, entao,
neN

usando (67) e (69), obtemos
1f (2) =R () < |f (2) = pn (2) + |pn (2) — R (2)] <€
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portanto,

If (2) = h(2)| < eVz e | JKn

neN

Finalmente, apresentamos o Teorema de Jorge-Xavier como segue.

Teorema 91 (Jorge-Xavier) Existe uma superficie minima X : D CC— R? conforme,

completa, ndo plana cuja imagem estd contida entre dois planos paralelos.

Demonstragao: Seja (Dp), .y uma sequéncia de discos fechados centrados na origem

de raio R,, > 0, satisfazendo

Dn CInt(Dny1) e (JDu=D. (70)
neN
Considere as sequéncias de nimeros reais positivos (a,),cn» € (bn),en- Satisfazendo

R, 1<ap,<b, <R, VneN-.

Considere o anel

Ani={2 € Cja, < |lz]| < bn}.

Para cada n € N*, seja K, o compacto obtido por tirar um pequeno pedago de A,,
interceptando o eixo real negativo se n for impar, e interceptando o eixo real positivo se n
for par (vide figura 8).

Note que os conjuntos K,, satisfazem

1. K, cD,, VneN*

2. K,ND,_ 1=, VneN¥*

3. C\K,, é conexo Vn € N¥,

4. K, C U, :=Int (D) \Dp—1, VYn € N¥%

5. N K, =2.
neN*
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K,

K

Figura 8: Os conjuntos K, e D,,.

Considere as sequéncias

dn = bn - an > 0 (71)

sp =—Ind, VneN. (72)

Defina a funcéo

F:ze UUnHanxUn(z)eC.
neN*

Como a sequéncia de abertos U, sao disjuntos, entao F' estd bem definida e é holomorfa.

Pelo Lema (90), existe uma fungdo holomorfa h : D —C, tal que

|h(z) —sn|=|h(z) = F(2)] <1, Vze U K,. (73)
neN*
Considere agora as fungoes
fizeDr— M@ eC (74)

g:zG]D)»—>e_h(z)€(C

que sao holomorfas, e por nao possuirem zeros e pdlos, satisfazem a p.z.p.
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Pelo Teorema da Representagdo de Enneper-Weierstrass (vide Teorema 55), existe uma

superficie minima, A—conforme, nio plana X : D ¢ R? — R3 dada por

x )= (re [5 (51— 90©) deke [ 5 (i +0(©))dsme [ )

Note que a terceira coordenada de X verifica

Re/ozdf‘g /:d&’: /Olzdﬁ‘:]z<1

donde a imagem de X estd contida entre os planos paralelos

IT; := {(:c,y,z)ERg;zzl} e In,:= {(x,y,z)eR?’;z:—l}.

Nos resta demonstrar que X é completa. Pela Proposicao (7), basta mostrar que £ (8) =
400, para toda curva divergente em .
Seja B:t € [0,b) — (z (t),y (t)) € D uma curva divergente.

Em (65) na Observacao (88), mostramos que

L@ = A
1

b b
X0 8) Ol dt = 5 [ 17 GO (1+ 19 (B3 0)F) ar
b 1

- 1 f (Fman e o)

b
AFIRMAGAO: / (Wl(tm +1f (B (t))|) dt = +o0.
0

Iremos dividir a prova em dois casos. Suponha primeiro que b = +oc.

Como
1

T @Iz vaeD (75)

entao

/Ob (’f(ﬂl(t))’ +1f (B (t))|> dt > /Obdt — oo

Suponha agora que b < +00.
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Dizemos que uma curva 3 atravessa um conjunto K, se existe I, = (An,Ay) C [0,0),
tais que

B (In) € Int (Kn) ) B ()\n) S San (0) € B (An) € Sbn (0)

onde S¢, (0) :={z € C;||z]| = cn} € Sa, (0) :={z € C; ||z]| = dn}.

Suponhamos que £ (§) < +o0, entao:
(a) Existe ng € N*, tal que § atravessa Ka,, para todo n > ngy ou
(b) Existe ng € N*, tal que 3 atravessa Ka,_1, para todo n > ny.
Caso contrario, para todo ng € N*, existiria um ng > nog, tal que 8 nao atravessa Ky;; e
um ng’ > ng, tal que B ndo atravessa Kynery 1. Mas nesse caso, terfamos uma subdivisao do
disco unitdrio na qual o comprimento da curva § vai aumentando infinitamente, mas assim
[ teria comprimento infinito, o que é uma contradicao.

Sem perda de generalidade, iremos supor que 3 satisfaz o caso (a).

Observe que

f(z)= e52n h(2)—s2n
donde

|f(Z)| — 652n6h(z)752n — gS2n eh(z)fsmb — ¢52n eRe(h(z)fsgn)eiIm(h(z)fszn)

S2n 6Re(h(z)—szrb) SgneRe h(z)—s2n )

= € =€

Além disso, por (73), temos
|(Reh (2) — s2n) +ilmh (2)] = [Reh (2) +ilmh (2) — s2p| = |h (2) — s2n| < 1, Vz € Koy,

logo,
(Reh (2) — son)® + (Imh (2))* < 1 = (Reh (z) — son)? < 1

0 que implica

Reh (z) — son > —1  Vz € Kop,..

Portanto,

1f(2)] > et V2 e Ky, (76)
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Seja ng € N* o nimero natural, tal que § atravessa Ko, para todo n > ng. Entao

/Ob< Ty + 1 (8 dt /fﬁ(t dt-|-/ If (B(t))] dt
75/!]" )| dt

A2n
)| d
>3 [ s

n>ng

76) A2n
/ eS2n—1 ¢
A2n

n>ng

= > e (Bl

n>ng

Z E 652n -1 d2
n>ng

(72)

> Y 1o o

n>no
e isso prova a afirmacao. ]

4.2 Teorema de Rosenberg-Toubiana

Lembremos que o disco unitdrio e o disco de raio ¢ > 0 foram definidos em (66). A

seguir definimos o anel de raio ¢ > 0 no plano complexo

1 1
A<,c> = {zE(C;< IEA| <c}.
c c

Lema 92 Sejamc>1egg: A (%, c) C C—C uma fung¢do holomorfa. Entdo as fungoes

g:2z€A (i,c) — z62<go(z)7g°(7%)> eC

e

f:z€ A <1,c> — 16_2(90(@_90(_%)) eC
c

z
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sdo holomorfas, e g verifica

L@dczlgéodc

para toda curva diferenciquel fechada vy : [0,27w] — A (%, c).

Além disso, o periodo das fungoes ¢, : A (%, c) C C — C dadas por

¢1=%fﬁ—95, ¢2=%fﬁ+yﬂ, $3 = fg

840 1Magindrios puros.

Demonstragao: Note que as fungoes

go:zeA(l,c)n—>go(z)€(C e h:zeA(l,C)»—>—1€(C
c c

z
sao anti-holomorfas.

Como composicao de duas fungoes anti-holomorfas é holomorfa, entdo a fungao

1 1
zGA(,c) — go (—) eC
c z

¢ holomorfa.

Dito isto, temos que g é produto, composicdo e diferenca de holomorfas, donde g é

holomorfa. Analogamente, f também é holomorfa.

Antes de provarmos a préxima afirmacao, observemos que

Z e2(90(~2)-90(2))
_1 1 _ 1 1 _ 1 1
Z ¢=2(90(~2)~90(2)) Z ,2(=90(—2)+90(2)) 56(2(_90(_%)+90(z))>
1 1 - 1 o 1 1
= = = =

ou seja,

1 1 1
=—g|—= Ve Al - . 7
oo () eai) ™
Sejay :[0,27] — A (%, c) uma curva diferencidvel fechada. Entao v é homotépica a uma

constante ou v ¢ homotépica uma parametrizacao de St, digamos, a : t € [0, 27| — et e St
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Se v é homotdépica a uma constante r, entao é imediato

ot (PTgR) 9, [9(O)
/W<g<c>d<_/{r}49<c>d<_/o kg(k)Odt‘O‘/o F = cdc‘[, d6

¢
Suponhamos agora que 7 ¢ homotépica a a : t € [0,27] — €' € S,

Facamos rapidamente algumas conclusdes. Como « (t) € S, para todo t € [0, 27, temos

a(t)a(t)=la()f =1 (78)
donde
1
—a(t) = _a:(t). (79)
Diferenciando (78) em relagao a ¢t obtemos
o W) at)+alt)a (t)=0
donde
@@ (1 \dH 2@
=0T ( a(t)) alt)  a@) <
para todo t € [0.27].

AFIRMACAO: J, ﬁ(odg

I
5=
Q
n\g

o8

s

De fato,

[ Laaqe® [ (-

¢ )
2 2 o
® [ —ats @ oa® [ —a(t)g(—a(t»( gl) at
2r o 2 o 27 N
:/0 a(t)g(—a(t)) (S)Zdt:/o g(—a(t))a((;)dt /0 g(a(t;t))a/ ()dt
_ [Tg(=a®) |, [T g(=a() , _ (9@ .. [9()
- [ o= [ (2C5 e 0) a= [ Hfac= [£ 4
ou seja,
¢ _ [9(9)
L=« i
Mostremos agora que o perfodo das fungoes ¢, : A (%,c) C C — C sao imagindrios
puros.



Seja v : [0,27] — A (%, c) uma curva fechada.
Entdo v é homotépica a uma constante ou + é homotépica a parametrizacio de S!,
digamos, a a : t € [0,27] — e € St

Se v é homotdpica a uma constante r, entao é imediato

27
/¢k ¢)d¢ = qﬁk( )Odt:/ 0dt =0
0 0

para k=1,2,3.

Suponhamos agora quey é homotépica a a: ¢ € [0, 27| — et ¢ St.

e ([ or(@ac) = e ([ or©ac) =me( [ 370 (1-9107) )
(3 Lot E) =3[ Lot G Lam - 0)]
([t [ Taigw[709) e

donde o perfodo de ¢; é imagindrio puro.

__1 L 9@ [ 1 9@
T (/a@@)+ S Rerrynde: dg)

_ .t ! 9@ . [ 1 . [g(Q, )6
5 (/Mg(od“/a S ReTo Ll A d<> ’

donde o periodo de ¢4 é imagindrio puro.

1 1 2m 1 , 2w 1 i 2m ‘ '
Re [ =d{( =Re | =d{ =Re ——a (t)dt = Re —ie"dt = Re idt = Re2mi =0
+C a € 0o alt) o ¢ 0
donde o perfodo de ¢ é imagindrio puro. ]
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2(g0(:)-g0(~2))

Lema 93 Sejam g : z € A (%,c) — ze ( € C a funcdo holomorfa dada no

Lema 92 e (cy),, C Ry uma sequéncia, tal que
190 (2) —en| <1 (82)

para todo z € A (%,c).
Considere { K}, uma sequéncia de compactos, tal que K,, C D \D, para todo n € N* e
defina a sequéncia de compactos {Y,}, porY, = {—% eCze Kn} Entao

1- |g (2)| > ny€2, para todo z € U Ky;

neN*
2- ’% (z)‘ > nye2°n, para todo z € U Y.
neN*

onde n; € C é uma constante compleza.

Demonstragao: 1- Seja z € UK" Por(82), temos
n

|(Rego (2) — cn) +ilmgo (2)| = [Rego () +iImgo (2) — cn| = [go (2) —cn| <1, Vz€E K,

logo
(Rego (2) — en)? < (Rego (2) — ¢n)® + (Imgg (2))* < 1
donde
Re (g0 (2)) > ¢p —1 2Re(go (2)) > 2¢, — 2, VzeK,.
Portanto
‘ngO(Z) = 2Re(0(2)) > 2n=2 vy, c K. (83)

Como gg : D, C C — C é holomorfa (em particular, continua) e B1 (0) C D, ¢ compacto,

entao

m < Rego (w) <M, VYwe By(0),

onde m, M € R,.

Em particular, como —1 € By (0),

1
m < Rego (—) <M, VzekK,
Z
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(84)

donde
e < eReoo(=2) e?m < e2Reg°(_%), Vz e K,.
Portanto
9 (2) = 7] ‘6290(2) e—200(-1)| = 12| o2 Reego(2) ,—~ Re2go(—1)
(83)2(84) L™ e?n=2 .=y e*n
2m,—2

para todo z € K, onde n; = ¢
2- Seja z € U Y,, entdo —1 € U K,. Por(82), temos

neN* neN*
1 1 1 1 1
‘(Rego (—) - Cn> +¢Im go (-)‘ = |Re go <—> +¢Im go <—> —Cn| = |90 <_> —cn| <1
z z z z z
para todo z € Y, logo
1 2 1 ’ 1)
Rego — | —cp < Rego —= ] —Cn + ImgO = <1
z z z
donde
1 7 1\ 1
portanto
2Re(90(-1)) 5 e2n =2 YzeY,. (85)

Como gg : D, C C — C é holomorfa (em particular, continua) e B1 (0) C D, ¢ compacto,

entao
m < Rego(w) <M, Ywe B;(0),

onde m, M € R,.
Em particular, como z € By (0),
m<Rego(z) <M, VzeY,

e 2m < e_QRego(z), VzeY,.

donde
em < cRego(2)
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Portanto,

‘ 1 _ 1 }e—Zgo(z) 2g0(7%) 1 6_2 Rego(z)e2 Rego(fé) (85)2(86) e—2me2cn—2 — 7’]2620"
g (2) z z
para todo z € Y, onde 1y = e~ 2Me 2 ]

Finalmente apresentamos o Teorema de Rosenberg-Toubiana.

Teorema 94 (Rosenberg-Toubiana) Para todo ¢ > 1 existe uma superficie minima con-
forme X : A (%, c) C C — R3 completa, cuja imagem estd contida entre dois planos paralelos

e ¢ topologicamente um cilindro.

Demonstragao: Provaremos apenas a parte da existéncia de uma superficie entre dois
planos paralelos, e daremos uma ideia de como mostrar que a superficie é topologicamente
um cilindro.

Considere {D,},, uma sequéncia de discos fechados centrados na origem de raio R,, > 0
satisfazendo

1- D, CInt (Dp41);

2- | Dy = D

n
3-DcD;.

Dadas sequéncias de niimeros reais positivos (a,),cn» € (bn),cn+ satisfazendo
I<R,1<a,<b,<R,<c

para todo n € N*, defina
T = bp —an
1
Cp = 3 log r;l
Uy, =Int (Dy)\Dp—1 = {2 € C;R,—1 < |2| < Rp}

An ={z€Can < |[z]| < bn},

para todo n € N*.
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Para cada n € N*| seja K,, um compacto obtido tirarando-se um pequeno pedaco de

Ay, interceptando o eixo real negativo se n for impar, e interceptando o eixo real positivo

se n for par, e defina a sequéncia {Y,,}, por

1
Y, = {‘_:;Z eij{n}
z

para todo n € N* (vide figura 9).

Figura 9: Os conjuntos K, e Y.

Note que a sequéncia {K,}, satisfaz as seguintes propriedades:
1- K, C D,, para todo n € N*;

2- K, N D,,_1 = 0, para todo n € N*;

3- C\ K, é conexo, para todo n € N*;

4- K,, C U,,para todo n € N*;

5- K, N K,, = 0, para todo n, m € N*,

Defina a fungao

F:ze U Unb—>chxUn(z)€(C.
neN*
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Como a sequéncia de abertos U, sao dois a dois disjuntos, entao F' estd bem definida e

é holomorfa. Pelo Lema 90, existe uma fun¢do holomorfa gy : D, C C—C, tal que
lgo (2) —cn|l =90 (2) — F (2)| <1, VzeK,. (87)

Defina agora as fungoes

g:z€ A (1 c) — ze <go(z)_g0(_%)) eC

f:zeA < c) — lef2<g0(z)fgg(7%)> eC.

z

Pelo Lema 92, as fungoes f e g s@o holomorfas. Além disso, f e g satisfazem a p.z.p,
pois ambas nao possuem zeros e poélos.

Como A (%, c) nao é simplesmente conexo, nao podemos aplicar o Teorema da R.E.W.
Mas, pela Observagao 56, podemos aplicar o Teorema da R.E.W, desde que o periodo das

fungoes ¢, A(%,c) cC—C, k=1,2,3 dadas por
1 .
bi=5f(1=0"),  b=3f(L+g").  ds=1g

sejam imagindrios puros.
Pelo Lema 92, segue que o perfodo das fungoes ¢, : A (%, c) C C — C sao imagindrios
puros, donde as fungoes xy : A (%, c) C C — R estao bem definidas pela Observacao 56.
Portanto, pelo Teorema da R.E.W (substituida a hipétese de que 2 é simplesmente

conexo) temos que a aplicagao X : A (%, c) C C — R3? dada por

xo= ([ g ) (Lo ew) ()

¢ uma imersao minima conforme

Observemos que a terceira coordenada de X verifica

1 1
xg(z):Re/ Zd(zlog|z[, Vz€A<6,0>.
20

Como z € A (%, c), entao a coordenada x3 estd limitada, donde X estd entre dois planos
paralelos.
Além disso, observe que X manda circulos « : t € [0,27] — ke € C, com k > 0, num

plano horizontal. E isto é o que entedemos por X ser topologicamente um cilindro.
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Resta mostrarmos que X ¢é completa. Pela Proposicao 7, basta verificarmos que £ (5) =
400, para toda curva divergente em A (%, c).
Seja
1
B:10,b) - A —,c
c
uma curva divergente.

Por (65) na Observacao 88, temos
b b
L@ = [lexon) Olgdi= /0 FBW)(1+1g(BM)P)de.

0
1 /b1 1
- 3L pe <Ig(ﬁ @y 190 “”') .

AFIRMAGAO: [} 1 (7@(51@)» +19(8 (t))\) dt = +00.

Iremos dividir a prova em dois casos.

CASO 1: b = +00.

Como

e SIS

T =2 € g\z)| =

2] T c |9 (2)]

para, todozeA(%,C),entéo

1 1 1
eI EE
E (IQ(Z)I ¢

e, portanto,

* 1 1 1 [
+lg(B(t dt>2/ dt = +oo.
e (s +oone) = |
Antes de analisarmos o CASO 2, seja Sk (0) := {z € C;||z|| = k} ,k € R4, e considere
as seguintes defini¢oes.

Dizemos que uma curva [ atravessa um conjunto K, se existe um intervalo I, =

(AnsAn) C 10,0), tal que

B (In) € Int (Kn) ) B (An) S San (0) € B (An) € Sbn (0)
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Dizemos que uma curva [ atravessa um conjunto Y, se existe um intervalo I =

(A, AL) C [0,0), tal que

B (1) € Int (), B(\,) € S (0) e B(A) € Si (0).

n

CASO 2: b < +o0.
Suponhamos por absurdo que £ () < +00, e analisemos os seguintes subcasos.
(i) B diverge para OD..

Como L () < +o0, entao
(a) Existe ng € N*, tal que [ atravessa Ka,, para todo n > ng ou
(b) Existe ng € N*, tal que 3 atravessa Ka,_1, para todo n > ny.
Caso contrario, para todo ng € N*, existiria um ng > ng, tal que 3 nao atravessa Ko e
um ng’ > ng, tal que B nio atravessa Koper 1. Mas nesse caso, terfamos uma subdivisao do
disco unitdrio na qual o comprimento da curva § vai aumentando infinitamente, mas assim
[ teria comprimento infinito, o que é uma contradicao.

Sem perda de generalidade, iremos supor que 3 satisfaz o caso (a).

Entao
An
/ lg (B (1)) dt > = Z / t))|dt
n>n
Lema (93)
Z / ne¥rdt = ane / 1dt
n>n0 n>n An
1 -1
=1 D D (ﬁ|[An,An]) - ) D % D e,
n>n0 n>no nzng
D
n>ng n>ng
donde

/oblﬁtt>|<lg(ﬁl(t)>|+|9( )dt> /Ig )| dt > +o0

o que é uma contradi¢ao. Portanto, £ (5) = +oc.
(ii) B diverge para 0D:.
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Primeiro fagamos rapidamente um majoracao inferior para [ <B ‘[A’ A ]).

Temos
(5’ ) 1 I bp—an ™
aonl) = An bn B anbn B anbn.
Como
l<a, <c e 1<b, <c
entao
1 1 1 1
a, ¢ b, ¢
donde
r
z( v ) > I 88
Blnan) > 2 (88)

Voltemos ao estudo do subcaso (ii). Como L (8) < +00, entao
(a)’ Existe ng € N*, tal que 8 atravessa Ya,, para todo n > ng ou
(b)’ Existe ng € N*, tal que 3 atravessa Y3,_1, para todo n > ng.
Caso contrario, para todo ng € N*, existiria um ng > ng, tal que S nao atravessa Yon; e
um g’ > ng, tal que B ndo atravessa Yons41- Mas nesse caso, terfamos uma subdivisao do
disco unitdrio na qual o comprimento da curva § vai aumentando infinitamente, mas assim
[ teria comprimento infinito, o que é uma contradicao.

Sem perda de generalidade, iremos supor que 3 satisfaz o caso (a).

Entao
L 'y
| vtz / dt
¢Jo ’9( € no
Lema (93) AL
Z / noeXendt = Z nye? / 1dt
n>n0 n>no :
_N2 2¢n (88) M2 21 log™n tr Up’ -1
By et (Bl ay) > 2Dt = BNy,
n>n0 n>n0 n>ng
_ N2 _
= G2 1=+
n>ng
donde

b 1 1 b 1
| pw <|g<5<t>>r *’Q(M”)') wz | [y e

o que é uma contradi¢ao. Portanto, £ (5) = +oc.
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Portanto, em qualquer um dos casos, X é completa. O

Por curiosidade, enunciamos a seguir o Teorema de Nadirashvili, que garante a existéncia

de uma superficie minima cuja imagem estd contida numa bola.

Teorema 95 (Nadirashvili). Existe uma superficie minima X : D — R3 conforme, com-

pleta com curvatura gaussiana estritamente negativa, cuja tmagem estd contida numa bola.
Para uma demonstragao do Teorema acima, vide [19].

4.3 Teorema do Semi-espaco

A seguir, apresentamos a no¢ao de tangéncia entre duas superficies, que serd importante

para o Teorema do Semi-espaco.

Definigao 96 Dizemos que duas superficies imersas (S, X), (S',X') sio tangentes em

q € R? com a mesma orientacdo normal se existem p € S e p' € ', tais que
X(p)=X"()=qg T,S5=Ty8 e N(p)=N1(p)

Lembremos que toda superficie imersa pode ser parametrizada numa vizinhanca de cada

ponto como gréfico de uma fung¢do. Usando esse fato, temos a seguinte definicao.

Definicao 97 Sejam Si, So superficies imersas tangentes em q € R® com a mesma orien-
tagdo normal. Dizemos que Sy > S1 em q quando expressamos S1 e Sy em q como grificos

de fungoes f1 e fa e obtemos fo > f1. (vide figura 10)
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Figura 10: Sy > S; em p. Fonte: [17]. Adaptado.

A seguir, apresentamos uma versao do Principio de Tangéncia (vide FONTENELE
NETO, F. X. e SILVA, S. L [69].), resultado que nos fornece uma conclusao global a partir

de uma informacao local.

Teorema 98 (Principio de Tangéncia) Sejam Sy, Sy superficies imersas tangentes em

g€ R3. Se Sy > S1 em q, entdo S ~ So.

A seguir, estabelecemos uma notagao que serd utilizada no Teorema do Semi-espaco.
Dados p > 0, denote por C), . o catendide de eixo OZ = {(0,0, 2) ER3z € R}, centro

(0,0, p) e circulo central de raio c. Defina

Cp_,c = {(.’E,y, Z) € Cp,cQZ < p}

Ry = Raio de C), . N XY (vide figura 11)
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Figura 11: C, : metade do catendide Cp.

7c.

Por simplicidade, iremos dizer que p ¢ o centro de C,, . ao invés de (0,0,p). Quando nao
houver risco de confusao, denotaremos C, . e R, . simplesmente por C; e R, respectiva-
mente.

Fixados p > 0 e ¢ € (0, ¢gl, considere a fungao

Va2 + 2+ a2+ - 3
Cc

Fpe: (z,y) € RA\B.(0,0) — p —cln ( > cR  (89)

onde B, (0,0) := {p € R?;||p|| < ¢}. Usando a férmula da catendria (vista no Exemplo 4),
pode-se mostrar que C,, . é o gréfico da fungao Fj . acima.

Além disso, é continua a fungao
E,: (¢,z,y) € (0,1) x R*\ By (0,0) — F, . (z,y) € R. (90)

A seguir, apresentamos uma propriedade do catenéide que sera utilizada na demon-

stracao do Teorema do Semi-espago.

Lema 99 Dados h > 0, existem p € (0,h) e c¢g € (0,1), tais que Ry, =1 e a funcio dada
por

c€ (0,c0] — Rp. € Ry

é estritamente decrescente.

Além disso, para todo € > 0 e para todo ponto q¢ = (x,y,z) € R® verificando

vaz+y?>1 e 2 € (0,p),

existe ¢ € (0,¢cp), tal que

2 < Fpz(z,y) <z+e.
Finalmente, estamos prontos para apresentar o Teorema do Semi-espago como segue.
Teorema 100 (Semi-espago) Os planos sio as unicas superficies minimas completas,

conexas, propriamente imersas, contidas em um Semi-espaco.
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Demonstragao: Seja S uma superficie minima nas condigoes do enunciado. A menos

de um movimento rigido, podemos supor que:
1. S estd contida no semi-espaco I := {(J;, y,2) € R3; 2 > O};
2. inf{z € R;(x,y,2) € S} =0;

3. SNOZ # @, onde OZ := {(0,0,2) € R% 2 € R}.
Analisemos dois casos para a superficie S e o plano

II:= {(z,y,2) 6R3;z:()}.

Primeiro suponha que existe um ponto de contato w entre S e II, isto é,
T,S =T,I1

Ajustemos o vetor normal de Il se necessario, e expressemos S e II localmente como

gréfico de fungoes f1, fa2, respectivamente, em w. Pelo item (1), obtemos

f1 > fa.

Logo S > II em w e pelo Principio do Méximo para Superficies Minimas (Teorema 98),
temos S = II.
Suponha agora que nao existe ponto de contato entre S e II, isto é, SNIl = @.
Considere o cilindro sélido
[:=DB1(0,0) xR
onde By (0,0) := {p € R%;[]p|| < 1}.
Do item (3), segue que

NS +#o.

Defina

h:=d('NS, Bi(0,0) x {0}) =inf {d(a,b);a €T NS ebe B;(0,0) x {0}}.
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Note que I' N S e B1(0,0) x {0} sdo disjuntos. Além disso, como I' N S ¢ fechado e
B1(0,0) x {0} é compacto, entdo
h > 0.

Pelo Lema (99), existem p € (0,h) e co € (0,1), tais que R, ., =1 e
c€ (0,c0] — Ry € Ry

¢ estritamente decrescente. (vide figura 12)

B100)  11Fec e

Figura 12: O cilindro I' e o raio R, .
Para cada ¢ € (0, ¢g], considere o conjunto
K.:={(z,y) €R? ewistem (z,y,2) € C; e (z,y,2) € S com z < 7}

(vide figura 13) e defina
K :={ce(0,c0); K. # &} .
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"

C

Figura 13: Os conjuntos K..

Vejamos agora que K é nao vazio.
Pelo item (2), existe (z,y, z) € S com z € (0,d). Entao, pelo Lema (99), existe ¢ € (0, cp)
suficientemente pequeno, tal que

F:(z,y) > gs.
Portanto, Kz # @, e existe ¢ := sup K.
AFIRMACAQO: K; # @.
Seja (ry), uma sequéncia estritamente crescente em K, tal que
HETOO Ty = C. (91)

Como K, # @, para todo n € N* tome

($n7 yn) € K”'n

para cada n € N*.

Por definicao de K, existem (2, Yn, Zn) € C,. € (Tn,Yn, 2n) € S, tais que

0<2, <%, <p (92)
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ou seja, zp, zn € [0,p], donde

lim 2z, = 2 e lim z, =72 (93)
n—-+o0o n—-+o00

(a menos de passarmos a uma subsequéncia).

Consequentemente,
20 < Zo
Além disso,
(n,Yn) € Bg,, C Bpg,,, Vne€ N*
logo
im (2n,yn) = (%o, Y0) (94)
n—-+o0o

(a menos de passarmos a uma subsequéncia).
Note que (€, Yn, 2n) € S. Além disso, como S é fechada e as trés coordenadas convergem
(por (93) e (94)), entao

(0,90, 20) € S.

Usando agora que lirf (CnsTn,Yn) = (¢, z0,Y0) € o fato de F), ser continua (90), obte-
n—-roo

mos

lim Frn (:L"ruyn) = F5<x07y0)

n—-+o0o
(onde Fy, (Tn,Yn) = Zn).
Por unicidade do limite, temos
Z = Fz (w0, o)
ou seja,
(IIZ’O, Yo, g) € C’g_

Portanto, Kz # & e isso demonstra a afirmacao.
Entao existe (zo,y0) € Kz, tal que (zo,y0,2) € C. e (x0,y0,2) € S com z < Z.

Observemos agora que numa vizinhanca V' de w = (zo, 30, 2), devemos ter

z<z VY(z,y,2) €C. e V(z,y,2) €S (95)
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caso contrario, usando a continuidade de F' em c¢ (vide (90)), podemos encontrar ¢ > 0

suficientemente pequeno satisfazendo

KE—&-& 7é a,

0 que €& uma contradic¢do, pois ¢ é o sup de K.
Logo, z = % e, portanto, w = (29, %0,2) € C; NS é um ponto de contato entre C e S,
isto é,

T,Cc =TS,

em particular, um ponto de contato entre Cz e S (vide figura 14)

2

Figura 14: O conjunto K.

Ajustando o vetor normal de Cs se necessério, expressando S e Cz localmente como

gréfico de funcgoes f1, fa2, respectivamente, em w, e usando (95), obtemos

f1 > fa.

Portanto, S > Cs em w, e pelo Principio do Méximo para Superficies Minimas (Teorema
98), teomos S = Cz. Logo
C;cC:=5cnt
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o que é uma contradigao, pois C nao estd contido em II*. E a contradigdo veio do fato de
supormos que nao existe ponto de contato entre S e II.
Portanto, a unica possibilidade é existir um ponto de contato entre S e II, donde S é

um plano. O

Observagao 101 Obeservamos que no Teorema de Jorge-Xavier (Teorema 91), a superficie
parametrizada ndo é propriamente imersa, caso contrdrio este resultado seria falso pelo

Teorema do Semi-espago (Teorema 100).
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Capitulo V

CURVATURA TOTAL E CURVATURA TOTAL FINITA

Neste Capitulo expressamos a curvatura total em fungao das fungdes f e g dadas pelo
Teorema da R.E.W, e extendemos tais fungoes a uma superficie de Riemann compacta.

Para finalizar, classificamos as superficies minimas de curvatura total finita igual a —4r.

5.1 Curvatura Total e a R.E.W

A seguir apresentamos o conceito de curvatura total.

Definicao 102 A curvatura total de uma superficie parametrizada X : Q C R? — R3 ¢

://QKdA

onde dA = VEG — F2dudv ¢é o elemento de drea cdlculado em Q2 e K a curvatura gaussiana

definida por

de X.

Seja X : Q C R? — R3 uma superficie parametrizada. No caso em que X é minima

conforme, a curvavtura total de X é dada por

16 7P (1 +10P)’
//KdA //K)\2d dp @£V // il . dudv
1P ( !

(1+19P)

2

4 9
// g'f ——ILdudv = // |g| dudv.
1+Ig|

1 + Igl
Lembremos a seguinte deﬁnl(;ao da teoria de graus. O grau de uma funcao holomorfa

F : X — Y nao constante entre superficies compactas de Riemann ¢é definido por

deg (F Z mult (F' (96)

peEF~1(y)

110



para qualquer y € Y, onde mult (F')_ ¢ a multiplicidade de F' em p. Para mais detalhes da

p
teoria vide [27].
Dito isto, usando o Teorema de Mudanca de Varidvel na aplicacdo normal de Gauss

N :Q C R? = S2, podemos dar uma outra definicio equivalente para curvatura total de X

usando a drea da imagem de N (que ¢ < Area (82) = 47), como segue
C(X)= —4ndeg(N) (97)
onde deg (N) é o grau da aplicacao N.

Exemplo 103 (Catendide e a Superficie de Enneper) Pelos Exemplos 58 e 59, a
fun¢io g da R.E.W do catendide e da Superficie de Enneper sao iguais é dada por g (z) = z.
Como N = Y og (Teorema 61) e deg(g) = 1, entio as curvaturas totais do catendide e

da Superficie de Enneper sao iguais a —4.

Exemplo 104 (Helicoide)
Pode ser mostrado que a fun¢do g da R.E.W do helicdide é dada por g (z) = e*. Como
g tem uma singularidade essencial em oo, entao o helicdide tem curvatura total igual a —oo.

O

5.2 FExtensoes de f e g da R.E.W e Aplicagoes

Usaremos aqui um resultado que diz: Se X : Q ¢ C — R? ¢ uma superficie minima
conforme, completa de curvatura total finita, entao existe superficie de Riemann compacta
M e um nimero finito de pontos {p1,...,pr} C M , tal que Q é conformemente equivalente
a M\ {p1,....,px} =: (M, X). Para uma demonstragao desse Teorema, vide [22].

Apresentamos agora o resultado que extende a f e a g.

Teorema 105 Considere X : Q C C — R? uma imersio minima conforme, completa de
curvatura total finita e (X, f, g) a tripla de R.E.W. Entio f : QCC—-Ceg:QCC—C

se extendem meromorficamente a (M, X).
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Demonstragao:
Extensao da g.

Sabemos que €2 é conformemente equivalente a (M, X), i.e, existe uma funcdo biholo-
morfa

p: (M, X)— Q.

Mostremos que a funcao

gi=gop:(M,X)—C

se extende a cada um dos pontos removidos p;, ¢ = 1, ..., k.
Suponha por absurdo que ao menos um dos pontos p; seja uma singularidade essencial

de g. Seja ¢ : B, (0) C C — V uma carta de M com ¢ (0) = p; e tome
n:=govy:B.(0)CcC—C.

Entao 0 é uma singularidade essensial de n. Pelo Grande Teorema de Picard (Teorema
169), n assume todos os valores de S? uma infinidade de vezes com, no méximo, duas
excegoes. Mas isto implica que a drea esférica de g é infinita, ou equivalentemente (Teorema
61) que a drea da imagem da aplicacio normal de Gauss N = 710 g de X ¢ infinita, o que

¢ uma contradicao.
Extensao da f.

Aqui usaremos o Lema 106, que deixamos apds o Teorema.

Seja V' uma vizinhanca de um dos pontos removidos p;, ¢ = 1,..., k e suponha que V'
nao contém nenhum outro ponto removido p;, j # ¢. Vamos estender f meromorficamente
a p;. Suponha que f nao é identicamente nula em V', caso contrario, estenda f tomando
f(pi) =0.

Pelo caso anterior, ja sabemos que g é meromorfa em M. Como g = w o N (Teorema
61), entdo a menos de uma movimento rigido do R3, podemos supor que g (V) é limitado.

Portanto, pela p.z.p f nao tem zeros em V.
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Pode ser mostrado que existe um difeomorfismo entre Ve A = {0 <r < |z| < 400},
para algum r € R* | tal que p; é levado no co. Entao g é limitada em A, i.e, existe L € R,
tal que |g (2)| < L, para todo z € A. Estudemos agora o comportamento de f em A quando
|z| — 400.

Seja 8 um caminho divergente em A. Como X é completa entao

31) 1 1+ L?
roo= (3@ 5 [ (1o 19f)ax < (255 [ 111
B B B

Ou seja,

/B|f|dz:+oo

para qualquer caminho S divergente em A.
Como f nao tem zeros em A, podemos aplicar o Lema 106, donde f tem, no méximo,
um polo. Portanto, f se extende meromorficamente a A, e portanto, a V.

Repetindo o argumento para todos os pontos p; obtemos a extensao meromorfa de f a

M. 0
O Lema a seguir é usado no Teorema anterior para a extensao da f.

Lema 106 Considere v > 0 e f : C\B, (0) — C uma fung¢do holomorfa sem zeros. Se para

qualquer curva divergente (3 : [0,b) — C\B, (0) tivermos
/\f(z)|dz=+oo
B
entdo f tem mo mdxrimo um pdlo.
Demonstracao: Como f (z) # 0, para todo z € C\B, (0), entao a fungao
log|f| =Re(log f): z€ C\B, (0) - Re(log f(2)) € R

é harmonica.
Pode ser mostrado que a expansao de Laurent de log | f| numa vizinhanga C\Bpg (0) do
infinito é dada por

log|f (2)| = alog|z| + h(2) + H (2)
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onde h : C\Bpg (0) — R é harmonica e limitada (h (2) < m) e H : C\Br (0) — R ¢é funcao
harménica, para algum R > r.

Considere @ € R e N € N*, tal que N > «. Entao, para z € C\Bg (0), temos

‘f (Z)| _ ‘Z|aeh(z)eH(z) <M |Z|N eH(z) - M ’ZNeG(z)

onde M = e™ e G : C — C é fungao inteira, tal que ReG = H (G existe, pois C &
simplesmente conexo).

Defina a fungao holomorfa
F:z€C|—>/ wVeCWdw e C
0

e observemos que pelo Teorema Fundamental do Célculo,

para todo z # 0. Seja ¢ um ramo da (N + 1)-ésima raiz de F' numa vizinhanga V de z =0

dada por

que verifica
¢0)=0 e (0)#0. (98)

O ramo ( existe pois, como € : z € C — e9(*) € C ¢ funco inteira que nio possue

zeros, pelo Teorema Fundamental do Célculo obtemos

[e.e]
F'(z) =2V <a0 + Zanz”>
n=1
com ag # 0.

Portanto,

F' (2)
li = .
lim — ag # 0

Logo, F' tem um zero de ordem (N + 1) em z = 0, donde podemos escolher um ramo ¢
verificando (98).
Como ¢’ (0) # 0, temos um ramo da inversa z (¢) numa vizinhanga de ¢ = 0, done

existem duas possibilidades para z ({): z({) se estende holomorficamente a todo o plano-¢
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ou existe uma bola méxima Bpg (0) no plano-¢ onde ela pode ser estendida. Vejamos que o
segundo caso nao ocorre.
Suponha por absurdo que exista By, (0) bola maxima e (, com |(,| = 7o na qual a

inversa z (¢) nao pode ser estendida. Considere a curva
a:tef0,1)—t(,eC

ligando a origem a (. A sua imagem inversa no plano-z serd uma curva [ := z («).
Se B é divergente, a partir de um certo ponto ela estaria na regiao |z| > R. Denotemos

por B o pedago divergente da curva 3 que estd sempre na regiao |z| > R, ou seja,

B = {2 (t¢o) ;12 (t¢) > R, Vte (1,1)}.

Logo

IA

L+M/~‘zNeG(Z) dz:L+M/~\F’(z)|dz
E E

[ @l
B
1
_ L+M/~\dF\dz:L+M/~ (N + 1)V [N I¢ol dt
B t

1
— L+MRN+‘/ (N+1)tNdt < L+ MRN* < +0

i
onde L ¢ o valor da integral até t. Mas isto contradiz a hipétese de que 3 é divergente.
Portanto, 5 nao pode ser divergente, ou seja, existe sequéncia (¢,),, C [0, 1) estritamente

crescente, com lim ¢, = 1, tal que
n—-+o0o

lim t,=2€V CcC

n—-+4o0o

onde z, := z(t,(y) € V ( V é a vizinhanca onde ¢ estd definida). Como F’(z9) # 0,
tomando um ramo compativel com a defini¢do de (, podemos estender ¢ holomorficamente

a uma vizinhanca de zp, donde obtemos

|F (20)] = |¢o| ¥ # 0.

Logo

¢’ (20) = —— [F (20)] ¥ F (29) # 0.

115



Pelo Teorema da Funcao Inversa 162, podemos estender a inversa z () holomorficamente
ao ponto (. Mas ent@o a bola By, (0) ndo era maxima, o que é uma contradigao.
Entao, a inversa z (¢) é funcao inteira, ou seja, holomorfa em todo o plano-.

Note que se
z(¢1) = z(Cy)
entao
F(2(¢1)) = F(2(¢2)) =
Logo, cada valor z é assumido, no maximo, (N + 1) vezes.

Pelo Corolério 170, z (¢) é um polindmio. Além disso, segue também que z (¢) = 0,

donde ¢ = 0. Como ¢ = 0 é o unico zero do polinémio z, temos

2(¢) = A¢*
onde k € N*, A e C.
Como
1
2 (¢) = Ak¢FT e 2 (0) = #0
© )=
segue que k=1, A # 0.
Logo
Z2\ N+1
re=(3)
=5
e assim, (G deve ser constante, donde H também o é.
Portanto
| (2)] < My [2)Y
perto do infinito, donde f tem no méximo um pélo no infinito. (|

Caminharemos agora na dire¢ao de classificar as superficies minimas de curvatura total

finita igual a —4.
Teorema 107 Se X : Q C C — R? ¢ uma imersdo minima completa, entio
C(X)=—o0 ou C(X)=—4mm (99)

onde m € N*,
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Demonstragao: Mostraremos o resultado no caso em que X é conforme. Como K < 0,

entao temos duas possibilidades para a integral

WM:A/KM:A/KM:

C(X)=—-0 ou C(X) é finita.

No caso em que C (X) é finita, pelo Teorema 105, g se extende meromorficamente a M.
Como M ¢é uma superficie Riemann compacta, entao pelo Teorema 171 g é constante (e

neste caso K =0 ) ou g cobre a esfera S? m = deg (g) vezes. Logo por (97)
C(X)=—4mm.

O

Lembremos agora a defini¢ao de fim de uma superficie. Sejam {p1,...,pr} C Q C C,
X : O\ {p1,...,px} C C — R3 imersdo minima completa e V' C € uma vizinhanca de p; que
nao contém nenhum dos outros pontos p;. Dizemos que a imagem X (V\ {p;}) é um fim
de X (Q\{p1,...,pr}), denotado por F;. Se X|V\{pi} ¢ mergulho, dizemos que F; é um fim
mergulhado.

Um resultado que relaciona a curvatura total e a topologia de uma superficie é a Férmula

de Jorge-Meeks, que diz: Se X : Q C C — R? é uma imersdo minima completa, entdo

C(X) = // KdA < 27 (x () — k) (100)
Q
onde
X(Q) =2-2G — k. (101)

é a caracteristica de Euler de 2, G' é o género e k é o nimero de fins da superficie (ou seja,
o nidmero de pontos excluidos de M). Além disso, vale a igualdade, se e somente se, todo
fim é mergulhado. Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em vide [23].

A seguir, classificamos as superficies minimas completas de curvatura total igual a —4r.

Teorema 108 Se X : Q C C — R3 ¢é uma superficie minima completa com C (X) = —4,

entio X é um catendide ou a superficie de Enneper.
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Demonstragao: Mostraremos o resultado no caso em que X é conforme. Pelo Teorema
107,
—4n?deg (g) = C (X) = —4x

donde deg (g) = 1.
Como g se extende a superficie de Riemann compacta M (Teorema 105) e deg(g) = 1,
entdo g é um biholomorfismo entre M e S? (Teorema 181). Além disso, como S? tem género

G =0, entdao M também tem género G = 0, donde por (101)
x(Q)=2—-k.
Entao por (100) temos
—47r://QKdA<27T(2—k:—k):477—4k7r kE<2.

Observemos que se k = 0, entdo 2 ~ M. Como M é compacta, segue que 2 também
é compacta, o que é uma contradicao pelo Teorema 182, pois X é minima. Vamos analisar

separadamente os casos k=1¢e k = 2.
CASO 1: k=1.

Neste caso, 2 =~ C e, como g ¢é bijetora, entao pelo Coroldrio 165 podemos tomar
g (z) = z. Como g (z) = z ndo tem poélos, entao a fungao f nado tem zeros. Ja que f tem no
méximo, um pdlo, segue pelo Coroldrio 170 que f é um polindémio. Sendo f um polinémio
que nao possui zeros, entdo f é constante.

Portanto,

Pelos Exemplo 59, visto no Capitulo 3, temo que X é a Superficie de Enneper.
CASO 2: k=2.
Podemos tomar §2 ~ C = CU{co}. Como g ¢ injetora, entdo pelo Coroldrio 165 podemos

tomar g (z) = —z. Como o tnico pélo de g em C é z = oo, entdo pela p.z.p, o tnico zero
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de f em C ¢ z = 00, e este possui ordem 2, pois g s6 tem um pélo de ordem 1. Assim, o

unico poélo (possivel) de f é

Denote por mg a ordem deste pdlo.
Considere o produto 2™ f (z) que é fungao holomorfa de C em C. Portanto, (2 f (z)) !
¢ funcdo holomorfa de C e C. Como C é superficie de Riemann compacta, entdo pelo

Principio do Méximo (Teorema 172), (2™ f (z))™! ¢ funcao constante, donde

1

cz™o

f(z) =

para ¢ € C constante. Mas como z = oo é um pdélo de ordem 2 de f, devemos ter mgy = 2.

Portanto,
— 1
M ~C, = — = —z.
fE=— e g =—
Pelo Exemplo 58 do Capitulo 3, segue que superficie é um catendide. O

Classificamos agora as superficies minimas completas cuja aplicagao normal de Gauss é
injetora, e finalizamos mostrando que o unico anel mergulhado de curvatural total finita é

o cantendide.

Teorema 109 Seja X : Q € C — R3 uma superficie minima completa. Se a aplicacdo

normal de Gauss N ¢é injetora, entao X é um catendide ou a superficie de Enneper.

Demonstracgao: Mostraremos o resultado no caso em que X ¢é conforme. Usando que

a curvatura total de X é o negativo da drea de N e que IV é injetora, temos
(99)
—4r<C(X) <0
Pelo Teorema (107) devemos ter

C(X)=—4n

donde o resultado segue do Teorema 108. (|
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Teorema 110 O dnico anel S minimo, completo, mergulhado com curvatura total finita é

o catendide.

Demonstragao: A caracteristica de Euler x (S) =2 — 2G — k de um anel S verifica

donde

Como os fins estao mergulhados, vale a igualdade em (100), i.e,

C(S) =21 (x (S) — k) = 27 (0 — 2) = —4r.

Pelo Teorema 108, S é o catendide ou a Superficie de Enneper. Como a Superficie de

Enneper possui apenas um fim (k = 1), entao S deve ser o catendide. O
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Capitulo VI

SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE

Neste Capitulo, apresentamos o Teorema de Delaunay, as superficies helicoidais, e

finalizamos com o conceito de estabilidade e o Teorema de Estabilidade da Esfera.

6.1 Teorema de Heinz

Em cada ponto de uma superficie existem duas dire¢oes nas quais a superficie se curva
mais e se curva menos. Estas direcoes sao as direcoes principais, e as curvaturas nessas
direcoes sdo denominadas curvaturas principais. A curvatura média é a média aritmética
dessas curvaturas e pode ser vista como a superficie se curva quando vemos a superficie de
fora dela.

A curvatura média H de uma esfera de raio r é constante e igual % Se o valor
de H cresce, entdo r vai diminuindo, e portanto, a esfera fica menor. Analogamente para
superficies gerais, se a curvatura média cresce, entdo a superficie fica menor num certo

sentido, como mostra o préximo resultado.

Teorema 111 (Heinz) Seja f : B (0) C R? — R funcdo de classe-C™. Se a curatura

média do grifico de f satisafaz a desiguadade
|H (p)| > >0

para todo p € Br (0) . entdo

R <

Q|m

Demonstragao: Pode ser mostrado que a curvatura média do gréfico de f é dada por
1 /0 (fu 0 ([ fv
=2 [(lv iy A 102
2(8u <W>+0v (W)) (102)
onde W = +/1+ f2+ f2.

Seja R, € R, tal que 0 < R; < R.
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Aplicando o Teorema de Green (Teorema 176) em (102), obtemos

// 2H dudv = j{ (—fvdu + fudv) )
§R1 (U) W W

u2+v2=R3?
Invertendo o normal se necessario, podemos assumir que H > « > 0. O lado esquerdo

da expressao acima, fica

// 2Hdudv > // 2adudy = 204// dudv = 2o R?
Br, (0) Br,(0) Br,(0)

e o lado direito fica

7§ <—£jdu+£;du> :/02W<<_£;oa(t),5;oa(t)),o/(t)>dt
WP R
CSS/O% <_g;oa(t),£;oa(t)>‘ Ha’(t)”dt:/o% <_§;oa(t),€;oa(t)>”mdt

27 2 2 27 2 2
w7 () (Beaw) amrm [\ 2R

2
<R1/ 1=27nR;
0

onde « (t) = (R cost, Rysint), t € [0, 27].
Portanto,

2amR? < 2w Ry Ry < —
(0

donde obtemos o resultado fazendo R; — R. O
A seguir, temos um resultado mais geral que o Teorema de Bernstein (Teorema 64)

Coroldrio 112 Se o grifico de uma funcdo diferencidvel f : R?> — R tem curvatura média

constante, entdo o grifico de f é um plano.

Demonstracao: Fazendo R — +00 no Teorema de Heinz, obtemos

H

Il
o

Pelo Teorema de Bernstein (Teorema 64), temos que o grafico de f ¢ um plano. O

122



Observagao 113 Como o grifico da fungio f : (u.v) € Bg (0) C R? — V/R2 — u2 — ¢?2

1

R possue curvatura média H = 3, seque que a estimativa obtida no Teorema de Heinz nao

pode ser melhorada.

6.2 Superficies de Revolugao

Podemos construir exemplos de superficies de curvatura média constante cujas curvat-
uras principais mudam mas sua soma ¢é constante, essas superficies sdo as superficies de
revolugao. Em 1841, C. Delaunay determinou essas superficies de revolugao, e exibiu um

método para contrui-las geometricamente.

Teorema 114 Dada uma geratiz, i.e, uma curva reqular plana o : I — (0,5 (t), 2 (t)) € R?,

entdo a curvatura média da superficie de geratriz o é dada por

B 1y/+y//zz/_y/zz//
2 z

H

Reciprocamente, dada uma funcao continua H : I — R, entdo a geratriz da superficie

de revolucdo de curvatura média H, é dada por

at)= | [EOLDEOFO- DGOy 1 0 \fir () - ) + G0+ o)
0 D) - al (G0 + o)

onde c1,co,c3 ER e F,G : I x R — R sdo funcoes reais.

Demonstracao: A ida do Teorema segue direto da definigdo de curvatura média

_leG+gE-2Ff

H:
2 EG — F?

Reciprocamente, seja H : I — R func¢ao continua. Considere o sistema de equacoes

diferenciais
2Hz — oy —y"22' +9/22" =0
(103)
y/2 + Z/2 =1

Se introduzimos a funcao complexa

Z:selvr—z(s)2 (s)+iz(s)y (s) e C
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entdo (103) implica que a fungao Z satisfaz a seguinte equagao diferencial de primeira ordem
Z'—2iHZ —1=0. (104)

Se definimos as duas fungoes

F:sEI»—>/sen<2/ H(t)dt)du

0 0

G:SEI»—>/COS<2/ H(t)dt)du
0 0

a solugao geral de (104) é dada por
Z(s) ={(F(s) —c1) +i(G(s)+c2)} (F'(s) —iG' (s))

onde ¢ = i(c; —icg) ¢ uma constante complexa arbitrdria. A fungado Z estar definida em
termos de y e z, e suas derivadas. Reciprocamente, podemos obter y e z de Z. De fato,

como |Z (s)]* = y (s)?, temos

z:\/(F(s)—cl)2+(G(s)+cz)2, sel

e como Z (s) — Z (s) = 2izy' (s), temos
1 (G(s) +e2) F'(s) = (F(s) —e1) G'(5)
VE©) —e)? + (G (s) +e2)?

Observagao 115 Fazendo uma transformacgao paralela do eixo-x, podemos assumir que
c3 =0. O Teorema 114 assequra que todas as superficies de revolu¢do com a mesma fungdo
curvatura média H sao caracterizadas por dois nimeros reais c1 e ca. Além disso, note que

essas superficies nao sio isométricas em geral.

Agora, cacminharemos na direcao de determinar todas as superficies de revolugao de
curvatura média constante.

Ja sabemos pela Proposicao 20 que uma superficie de revolucdo minima é um pedaco
de plano ou um pedago de catendide. A seguir, apresentamos uma outra prov usando o

Teorema 114.
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CASO 1: H =0.

Como FF=0e G(s) =s, temos

X (s;0,c¢1,c9,c3) dt—l—c;:,, 7 (s—i—cz)2

/ \/c + t+c2

pelo Teorema 114.
(i) Quando ¢; = 0, X (s;0.0.c9, c3) é parte da reta x3 = c3.

(ii) Analisaremos o caso em que ¢; # 0 com mais detalhes na Proposigao abaixo.

Proposigao 116 Suponhamos ci # 0. Entdao, a menos de uma reparametrizacio por com-
primento de arco e uma homotetia nas coordenadas (z,y), a curva X (s;0,c1,c2,¢3), (s € R)

é uma catendria, e portanto, a superficie de revolucao correspondente é o catendide.

Demonstragao: Por uma transformacao paralela do comprimento de arco, s = s+co, €
uma mudanga de varidvel na integragao, t = ¢t + ca, X (s;0, c1, ¢2, ¢3) pode ser transformada

em

/ dt—i—c;z,,\/cl—i-s
\/cl+t

Por uma transformagao paralela no eixo—z, tome
c2
C1 _
/ B
-2
0 /A& +1
0
C1 —
- / 9 g
/ -2
©2 c% +t
Consequentemente, a curva acima se torna

(/05 c2+tdt\/m> (s € R)

c3 = (no caso onde ¢y > 0)

(no caso onde ¢z < 0).

onde podemos assumir que ¢ > 0.

Calculando a integral da expressao acima, obtemos

s /2 2
x:/ % dt=ch <W> (s >0).
0

2 4+ t2 c
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Como y = V/c2 + s2, eliminando s das suas expressoes obtemos

Vo2 (efved)
0—26+e .

Fazendo uma homotetia com raio % no sistema de coordenas-(x,y), a expressao acima
se torna y = cosh z, para um novo sistema de coordenadas, que é a catendria. Portanto,

uma superficie de revolucao que nao é plana é essencialmente o catendide, a superficie de

revolucao da catendria. O

CASO 2: H =constante# 0.

Seja H =constante# 0. Por uma transformagao paralela do eixo-r e uma mudanga do

comprimento de arco, podemos escrever

s 1+ Bsen2H 1
X (s,H,B) = </ T Dsen2Al g
o V1+ B2+2Bsen2Ht 2|H]|

pelo Teorema 114, onde B é um niimero real arbitrario.

V/1+ B2 + 2Bsen 2Hs) (105)

Como

X (s;—H,B) =X (s;H,—B)

X(s;H,—B)=X (s - %;H, B) + vetor constante

X (s: \H, B) — %X(AS;H,B), A>0 (s€R)
podemos assumir que B > 0e H > 0.

Reciprocamente, para nimeros reais B e H, quando denotamos uma curva plana definida
em (105) por X (s, H, B) e consideramos a superficie de revolugdo S = S (H, B) cuja ger-
atriz ¢ X (s; H, B), podemos mostrar que a curvatura média de S é constante e igua a
H. Portanto, a familia a um parametro S (H, B) (B > 0) de superficies de revolugao de
curvatura média constante com a mesma curvatura H é obtida.

A curva geratriz X (s; H, B) ¢ uma curva plana interessante. De fato,

(i) no caso onde B = 0, como X (s; H,0) é a reta passando no eixo—z, a superficie de
revolucgao correspondente é um cilindro;

(ii) no caso onde B = 1, podemos mostrar que X (s, H,1) é uma sequéncia de semi-

circulos de mesmo raio com centros no eixo-z.
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Proposicao 117 Suponhamoe B = 1. Entao, a curva X (s; H,1) (s € R) é uma sequéncia
de semi-circulos de mesmo raio com centros no eizo-x, donde a superficie de revoluc¢do

correspondente S (H,1) é uma sequéncia de esferas com o mesmo raio.

Demonstragao: Tome B =1 em (105) e calculemos as integrais aqui. Pela igualdade

cos Ht +sen Ht = V1 +sen2Ht

obtemos
v(s) = — / T+ sen 2Hidt = —— (sen Hs — cos Hs + 1)
V2 Jo V2H )
1 T 3T
y(s) = NeT (sen Hs + cos Hs) , (s € <_4H’4H> ).

Como a curva (z (s),y (s)) verifica

(00~ ) +v6r = e (-7 o))

podemos ver que, no intervalo aberto (—&, f—};), X (s; H,1) & a parte superior do circulo

com centro sobre o eixo-z e raio . Além disso, existe os limites de x (s) e y (s) em ambos

extremos —& e 3—}; do intervalo.

Para um s, tal que s € R, pode-se mostrar que X (s; H, 1) é uma transformagao paralela

de um semi-circulo. O

No caso onde 0 < B < 1 e B > 1, a superficie X (s; H, B) tem uma forma interessante.
(iii) No caso onde 0 < B < 1, x (s) é mondtona crescente quando s — +o0o. A curva
X (s; H, B) e chamada ondulatdria e é obtida como o locus do foco de um elipsoide rolando

sobre o eixo-z sem deslizar. ~ ]
(iv) No caso onde B > 1, z ndo ¢ monétona. Além disso, z (s) — oo (s — o0). De fato

A superficie de revolugao correspondente a essa curva é ghamada unduloide (figura 15).
s

T 1
X(s+E,H,B) =X (s;H,B) + <2H/0 g(t)dt,()),

onde
B 1 — Bsent + 1+ Bsent
V1+ B2 —2Bsent 1+ B2+ 2Bsent

g(t) (t €[0,7]).

Entao pode se mostrar que

2
/ g(t)dt >0
0

127



Figura 15: Unduloide. Fonte [74].

onde B > 0.

A curva X (s; H, B) nesse caso ¢ chamada noddria e é obtida como o locus de um foco
da hipérbole rolando no eixo-z sem deslizar.

A superficie de revolugdo correspondente a essa curva é chamada nodoide (figura 16).

Combinando os cdlculos acima de (i) a (iv), o seguinte resultado é obtido.

Teorema 118 (Delaunay) Uma superficie de revolu¢ao com curvatura média constante é
localmente congruente a um plano, a um cilindro circular, a uma esfera, a um catendide, a

um undoloide ou a um nodoide.

Em adigao, fixando H e variando o parametro B (> 0), temos uma deformacao continua
de superficies S (H, B) do cilindro circular ao nodoide passando ao undoloide e uma série
de esferas (B = 1) preservando a curvatura média. Além disso, elas ndo sao isométricas.

No caso geral de superficies de revolugao, pelo Teorema 114 podemos obter superficies

de revolucao cuja curvatura média é uma dada fungdo continua arbitraria.
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Figura 16: Nodoide. Fonte [75].

Quando tomamos qualquer curva fechada que nao intersecta o eixo-z e giramos ela em
torno do eixo—z, obtemos uma superficie de revolugao fechada, e sua curvatura média é,

claramente, uma funcao periédica.

6.3 Superficies Helicoidais

Nesta se¢ao, faremos uma breve exposicao do conceito e resultados de superficies heli-
coidais de curvatura média constante nao nula, sem preocupagoes com a técnicalidade dos
resultados. Primeiro, definimos movimento helicoidal e descrevemos a expressao geral de
uma superficie helicoidal. Depois veremos que as superficies helicoidais de curvatura média
constante sao determinadas essencialmente por dois nimeros.

Fixado um nimero positivo h, considere aplicagao
gt (z,y,2) = (xcost —ysent,xsent + ycost, z + ht)

do R? para qualquer niimero real . O conjunto dessas aplicacdes {gs; —o0 < t < oo} do R?
forma um subgrupo a um parametro de transformagées isométricas. Um elemento desse
grupo é chamado movimento helicoidal de passo h e eixo OZ.

Uma superficie ¢ denominada helicoidal quando ela é invariante por todos os movimentos
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helicoidais.

Uma superficie helicoidal de passo hg pode ser expressada localmente como
X :(r,0) €I x[0,27) — (rcos@,rsend, X (r) + hof)) € R>. (106)

Note que quando hy = 0, a superficie helicoidal é de revolugao.

No Lema,a a seguir, investigaremos as métricas Riemannianas das superficies helicoidais.

Lema 119 FExiste uma familia a dois pardmetros de superficies helicoidais isométrica a

uma superficie helicoidal dada por (106).

Seja U (s)? = r(s)® + h e m € R*, tal que \/% = 1. Quando m = 1e h = hy,
a superficie é a superficie helicoidal original e, quando m = 1 e h = 0, a superficie é uma
superficie de revolucdo isométrica a uma superficie helicoidal. Portanto, se variarmos a

constante h de h = 0 para h = hg, obtemos uma deformagao isométrica de superficies de

uma superficie de revolucao para a dada superficie helicoidal.

Lema 120 Uma superficie helicoidal [U,m,h| é de curvatura média constante h, se e so-

mente se, U satisfaz a equacao diferencial

d2b db 2 dl/ 2
2 i 2 [ “Y I 2 2 o2 Y 12
m-U (s) 2 +m < S> 1=-2H,|m2U (s) (1 m < S) ) h*. (107)

Com esses dois Lemas, pode ser demonstrado o Teorema abaixo, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [1], Capitulo 4.

Teorema 121 (Dajczer e Do Carmo) Superficies helicoidais de curvatura média con-

stante H da forma (106) forma uma famdlia de superficies a dois parametros.

6.4 FEstabilidade

Apresentamos a seguir a nocdo de variacdo de uma imersao. Seja  C R? um conjunto
relativamente compacto com 052 diferencidvel e X : Q C R? — R? uma imersdo. A drea de

Q (quando munido da métrica induzida por X) ¢ dada por

A:/dA
Q

onde dA = VEG — F2dudv.
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Definigdo 122 (Variacdo e Campo Variacional) Sejam Q C R? relativamente com-
pacto com 0 diferencidvel e X : 0 C R? — R3 uma imersio. Uma variacao de X ¢ uma
familia a um pardmetro {Xt}te(—e,e) onde cada x; : Q C R? — R3 é uma imersdo, xo = X
e a aplicagio x : (p,t) € Q x (—¢,€) — X, (p) € R é diferencidvel.

A aplicagdo € : Q C R?2 — R3 dada por

Ix (p,
£(p) = Xéft) - dX(p,0) (0,1)
t=

é chamada campo variacional de X.
Dizemos que variacao {Xt}te(— ce) & normal quando
§=fN

para alguma funcdao f : Q@ C R? — R diferencidvel, onde N denota o vetor normal de

Xo = X. Dizemos que {Xt}te(fe,e) fiza o bordo quando

para todo p € 002 e t € (—¢,€) . Em particular, £ = 0 em 0.

Definigao 123 Sejam X : Q C R? — R3 uma imersio e x; : 2 C R? — R3 uma variagdo
de X. O funcional érea A : (—¢,¢) — R e o funcional volume V : (—¢,e) — R de X

sao definidos, respectivamente, por

A= [aa e V=3 [ N

onde dA; é o elemento de drea de ;.

Dizemos que uma variagao x, preserva o volume quando

para todo t € (—¢,¢).

A proxima Proposi¢cdo nos dé a derivada de primeira ordem do funcional drea.
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Proposigao 124 (Primeira Variacdo da Area) Seja X : Q C R? — R? uma imersdo.
Se x : Q x (—€,¢) — R3 ¢ uma variagio de X que fiza o bordo, entdo o funcional drea

A:(—€,6) = R é diferencidvel em t =0 e

A’ (0) = —2/QH<N,£> dA—/m (v, &) dA (108)

onde H é a curvatura média de X e v é um vetor conormal de Q) ao longo de 0S2.

Demonstragao: Provaremos a Proposicao no caso em que a variagao é da forma

X (p,t) = X (p) +tf (p) N (p)

para todo (p,t) € Q x (—¢,¢€), onde f : Q C R? — R ¢ uma funcio diferencidvel e N é o
campo normal de xo = X em p.
O caso mais geral pode ser encontrado em [2].

Neste caso, o dltimo termo de (108) vale

[ wgaa= [ wrvia= [ jenyaa=o
o0 o0 o0

pois v é um campo conormal de §2 ao longo de 0f2.

Temos
d(x¢), (v) = v+ Lf(p)dNp(v) + tdfp(v)N (p),

para todo v € T}X;, onde estamos usando a identificagao usual v ~ dX,v, i.e, Tx; = R2.
Pela compacidade de Q, podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno, tal que x, é
uma imersao t € (—e¢,€).

Denotando por e;, i = 1,2 as direcoes principais de X em p € €, temos

d(xe),(€)) = e +tf(p)dNp(e;) + tdfy(ei)N(p)
= ¢ —tf(p)rie; + tdfy(e;)N(p)

= (1 —tf(p)ri)ei + tdfp(e;)N(p)

onde k;, ¢t = 1,2 sao as curaturas principais de X.

O jacobiano de x, é dado por
Jac(x;)(p) = [(dxy)p(e1) x (dxy)p(e2)|
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(1 = tf(p)r1) ex + tafp(er) N (p)] x [(1 = tf(p)r2) €2 + tdfp(e2) N ()|
| (1= tf(p)ra) (1 — tf(p)ra) ex X ez + (1 — Lf(p)ra) tdfp(ez)er x N(p)
+tdfy(er) (1 = tf(p)r2) N(p) x e + tdfy(ex)tdfy(e2) N (p) x N(p)|
= [ =tf(p)r1) (1 = tf(p)r2) N (p) — (1 — tf(p)r1) tdfp(e2)er

—tdfp(e1) (1 —tf(p)rz) e1 + 0

| (1= tf(p)ra — tf(p)r1 + 2 f (p)*k1k2) N (p)—(1 — tf (p)r1) tdfy(ea)ea—tdfy(er) (1 — tf(p)r2) €1
[(1-2s0)

— | (1= 24 () H (p) + 2F (p)2K (1)) N (p)— (1 — tf (p)r) tdfy(e2)ea—tdf,(e1) (1 — £ (p)ra) ex

(K1 + K2)
2

+ﬁMNmm>N@Fﬂ—U@MﬁMM@krMMQNL4ﬂMMMH

donde

7| Jachx)(p) = —2H (p) f (p) (109)

t=0

Portanto, usando a equagao (109) e o Teorema de Mudanca de Varidveis, obtemos

A’(O):/th

Jac(x,)(p)dA = —Z/QHfdA = —2/QH<§,N> dA.

t=0

Apresentamos a segunda derivada do funcional drea, como segue.

Proposigao 125 (Segunda Variacido da Area)Seja Q C R? um dominio relativamente
compacto e X : Q C R? — R uma imersdo com curvatura média constante H. Se x, : 2 C

R? — R3 ¢ uma variacdo de X que fira o bordo e preserva o volume, com f = (N,€), entdo
A (0) = —/ f(Af+ (k] +53) f)dA (110)
Q
onde K1 e Ko sdo as curvaturas principais de X .

Para uma prova da Proposi¢ao acima, vide [2].

A seguir, temos mais uma definicdo para superficies minimas.

Teorema 126 Sejam Q C R? relativavmente compacto e X : Q C R? — R3 uma imersao.

Entdo X é minima, se e somente se, A’ (0) = 0, para toda variagcao de X que fixa o bordo.
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Demonstragao: Pela Primeira Variacao da Area, temos

A'(0) = —2/ H (N,&)dA.
Q
Como H = 0 é imediato
A'(0)=0
para toda variacao de X que fixa o bordo.

Reciprocamente, seja f : 2 C R? — R uma funcio diferencigvel, tal que

o >0 e flogg=0.
Para € > 0 suficientemente pequeno, defina a variagao {Xt}te(f c,e) Por
Xe:p€QCR— X (p)+1tf (p) H(p) N (p) € R®
que fixa o bordoe £ = fHN.
Entao por hipétese
0=A(0)= —2/QH<§,N) dA = —2/QfH2dA.

Como fl},.q >0, entdo H = 0. O

Proposicdo 127 (Primeira Varia¢do do Volume) Seja X : Q C R? — R3 uma imer-
sdo. Se x : Q x (—e,€) — R3 é uma variacio de X que fiva o bordo, entio o funcional

volume V : (—e¢,€) — R ¢é diferencidvel emt =0 e

V' (0) = —/Q<§,N) dA.

Para uma deomonstrac¢do da Proposigao acima, vide [2].
Iremos agora caracterizar as superficies de curvatura média constante, mas para isso

precisamos do seguinte Lema técnico.

Lema 128 Considere Q@ C R? relativamente compacto com 0 diferencidvel, X : Q C
R? — R3 uma imersio e n : Q C R? — R3 funcdo diferencidvel satisfazendo JondA = 0.

Entao existe uma variagao x, de X que preserva o volume, tal que

& =nN.

Além disso, se 1|yq =0, entdo x; pode ser tomada como uma variagao fiza o bordo.
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Demonstracgao: Usando resultados de funcdes bump’s, seja g : € ¢ R? — R uma

funcao diferencidvel, tal que

9loq =0 e /diA#O.

Seja € > 0 e defina a aplicacdo ¥ : Q x I x I — R3 por

X (p,t,s) =X (p) + (tn(p) + 39 (p)) N (p)

para todo (p,t,s) € Q x I x I.
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, a aplicacao X pode ser vista como uma variagao de

X, fixado t ou s com
X (p,0,0) = X (p).

Seja V (t, 5) o volume da superficie X (-, %, s) : © C R? — R3. Pela Proposicio 127, temos

V' (0,0) = /diA;éO.

O Teorema da Funcao Implicita garante a existéncia de um difeomorfismo ¢ : I — Iy,

onde I, Is C R sao intervalos abertos centrados em 0, tais que ¢ (0) =0 e

Vte)=c

para todo t € I3.
Isso nos permite considerar a variacio x : Q x I; — R? de X que preserva volume dada
por
Xt () =X (p, 1,0 (1))
Resta mostrarmos que £ = nV.

Derivando V (¢, s) em ¢ = 0, obtemos

d v
0=V +90'(0)d=/(n+<p’(0)g)dA=s0’(0)/gdA
(0,5) 5 Ja Q

logo

¢’ (0) =0.
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Portanto

N %X " @+ O g@)N ) =nE) N ).

¢(p)
No caso particular em que 7 = 0 em 052, como g|, = 0, temos
Xt =X

ao longo de 012, e portanto, a variagao x, fixa o bordo. O

Considere X : Q € R? — R? uma imersdo, x, : @ C R? — R? uma variacio de X que

fixa o bordo (que nao preserva o volume necessariamente), A € R e defina o funcional
Jy:te(—ee)— A(t) —2\V (t) e R

onde A,V : (—¢,€) — R sao o funcional drea e funcional volume de X, respectivamente.

Pela Primeira Variagdo da Area e Primeira Variagdo do Volume, temos

JL0) = A'(0)—2AV'(0) = —2 / H (N, €) dA + 2 / (€, N dA
Q Q
_ _2/ (H — ) (N, €) dA.
Q

Mais ainda, no caso em que A = H a segunda derivada do funcional Jy em ¢t = 0 coincide
com (110), i.e,
Jir (0)_—/ F(Af+ (kT +53) f)dA (111)
Q
para toda variacao que fixa o bordo, onde k1 e k3 sdo as curvaturas principais de X. Aqui

a funcdo diferencidgvel f : © C R? — R verifica apenas a condigdo f| oq = 0, ao invés de

f = (N,€) na Segunda Variacio da Area.

Teorema 129 (Sup. Curvatura Média Constante) Sejam Q C R? relativamente com-

pacto com 0N diferencidvel e X : Q C R?2 — R3 uma imersio. Sio equivalentes:

1. A curvatura média H de X ¢é constante e H = Hy := % fQ HdA..
2. A’(0) = 0, para toda variagio x, de X que preserva o volume e fixa o bordo.

3. Eziste X € R, tal que J§ (0) =0, para toda variagio x, de X que fiza o bordo.
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Demonstracao: (1)=(3)

Temos
Jamy (1) = A(t) — 2HV (1)
donde
oy (0) = A’ (0) —2HoV" (0)
= —2/QH<N,§>dA—|—2Ho/Q<§,N>dA
=0
(3)=(2)

Seja uma variagao x, de X que preserva o volume e fixa o bordo

Como a variagao preserva o volume, entao
!
Vit)=0

para todo t € 1.
Por outro lado, como a variacao fixa o bordo, existe A € R, tal que J3 (0) = 0.
Mas
0=J,(0)=A"(0)+ AV’ (0) = A" (0)

e isso prova a implicacao.
(2)=(1)

Considere a fungao
f:peQCR?— (H—Hp)(p) €R
e suponhamos por absurdo que existe um ponto p € €, tal que

f(p) #0.

Note que

/ fdA = / H — HodA = / HdA — / HodA
Q
= / HdA — HyA = / HdA — ( / HdA)A
A Ja
= / HdA — / HdA = 0.
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Portanto
(p) € / f 9

donde f deve assumir um valor oposto ao de f (p) em €.

Assim, os conjuntos
Q+:{p+€Q;f(p+)>0} e Q*:{p*EQ;f(p*)<0}

Sa0 nao vazios.

Fixe pt € QT ep € Q™.

Usando resultados das func¢des bump’s, podemos construir funcdes ¢+, 0~ : @ C R? - R
diferencidveis, tais que

T =1 em um vizinhanca U+ de p* ¢~ =1 em um vizinhanca U~ de p~
Supppt C QT Suppy~ C Q™

Como flg+ >0e foT|g+ > 0 entdo

at = fotdA >0
ot

Analogamente

a” = / fe dA <O.
Q

Seja A € R4, tal que

at 4+ X" =0

e definamos a fungao

p:peQCR*— (pT+Xp7) (p) €R

Agora,
/fgodA = /f(go++Ago)dA
Q Q

= /wadAH/Qf(p—dA

- fotdA+ A / fo~dA
Q+ Q-

= at 4+l =0.
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Portanto, a funcao

n:=fp:QCR?—>R

é diferencigvel (pois produto de diferencidveis é diferencidvel), e

Nlog =0 e / ndA = 0.
Q

Pelo Lema 128, existe uma variacao {x;}, de X que preserva o volume e fixa o bordo,

tal que
& =nN.

Por hipétese
0=A"(0)= —2/ H (¢, N)dA
Q

donde
Oz/H(f,N}dAz/H(nN,N>dA
Q Q
= /HndA:/HndA—Hg/ndA
Q Q Q
— [ (1~ Hoynaa = [ fraa
Q Q
logo
fPe=fn=o0.
Mas

0 que é uma contradicao.
Portanto,

f=H—-Hy=0,

ou seja, a curvatura média de X é H = Hy = % fQ HdA. O

A seguir, introduzimos a noc¢ao de estabilidade.
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Definicao 130 Sejam S uma superficie abstrata e X : S — R? uma imersao com curvatura
média constante H. Dizemos que X é estdvel quando A7, (0) > 0, para toda variagio que
fixa bordo e que preserva volume e para todo D C S dominio relativamente compacto.

(Quando o bordo de D é vazio, nao hd suposi¢cao sobre a variagao "fizar bordo".)

Considere o seguinte conjunto
fg:{f:S—>Rdecla55€C°°;f|8S:O e /fdA:O}.
S

Teorema 131 Uma imersio X : S — R3 é estdvel, se e somente se, — Jo f (Af + (H% + H%) f) dA >

0, para toda funcao f € Fq, onde k1 € kg sao as curvaturas principais de X.

Demonstragao: Seja f € Fq arbitrdaria. Pelo Lema 128 existe uma variacdo normal

x; : 2 C R?2 — R3 de X que preserva o volume, donde V" (0) = 0. Entao
Jg (0) = A" (0) — 2HV" (0) = A” (0) > 0.

Reciprocamente, considere y, : Q C R? — R3 uma variacio de X que fixa o bordo e
preserva o volume, e fNN a componente normal (§ = (fN )J‘ + fN) do campo variacional de
X.

Entao, f|yq =0.

Como a variac¢do x,; preserva o volume, entdao V' (0) = 0. Pela Primeira Variacao do

Volume (Proposicao 127), temos

0:V’(0):—/Q<.§,N>dA:—/Q<(fN)L+fN,N>dA:—/QfdA

/QfdAZO.

Portanto, f € Fq, donde J7; (0) > 0. Como x; preserva o volume,entao

donde

A" (0) = A" (0) —2HV" (0) = JF (0) > 0.
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A partir de agora, faremos um estudo breve sobre o espectro do Laplaciano para apre-
sentar uma estimativa do primeiro autovalor do operador Laplaciano da esfera.

Seja S C R3 uma superficie regular compacta e considere
A:feC®(S)— AfeC>®(5)

seu operador Laplaciano. Pode ser mostrado através do Teorema da Divergéncia que o

operado A é autoadjunto com respeito ao produto interno

(f.9) = /S £ () g (p) dp.

Definigao 132 (Autovalor) Dizemos A € R é um autovalor do operador Laplaciano

A:feC®(S)— Af € C>®(9), quando existe uma fungao f € C* (S) nao nula, tal que
Af+Af =0. (112)

Pela linearidade de A, temos que o conjunto V) das solucoes da equagao (112) (incluindo
a fungdo nula f = 0) é um subespago vetorial de C*° (S). Neste caso, dizemos que f é uma
autofuncao associada ao autovalor A quando f € V).

Note que A = 0 é sempre um autovalor do Laplaciano de qualquer superficie regular
compacta S, e que toda funcao constante é uma autofungao de A = 0. O préximo resultado

nos diz que as fungoes constantes sdo as unicas autofungoes associadas ao autovalor A = 0.

Proposigao 133 (E. Hopf) Sejam S C R3 uma superficie reqular compacta, e f €
C>(5). Se

Af(p) =0
para todo p € S, entdao f é constante.

Demonstragao: Como Af (p) > 0, para todo p € S, entdo pelo Corolario 175 do

Teorema da Divergéncia, temos
[ arwap=o
S
donde
Af=0.
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Mas pelas propriedades da divergéncia,
div(fVf)=Vf(f)+ fdivVf
= VLV + AL = |VFIP + fAf = [VS?
donde pelo Corolédrio 175
0= [ div(rvs o= [ |VSIPdp
S S
Portanto ||V f||* = 0, e consequentemente, f é constante. O

Note que se A é um autovalor nao nulo, entao ele deve ser necessariamente positivo.
De fato, se f é uma fungao associada a A # 0, entao pela Proposicao de E. Hopf, f é nao

constante. Pelas propriedades do Laplaciano e da definicao de autovalor de A, temos

A= C(Af 4 FAF+2(VE V)

= fAF+|VFIP.

Integrando essa igualdade sobre S C R3, temos

0z/s;Adepz/SfAfder/SIIVfIIde:—A/Sf2dp+/SIIVfHde

\_ Js IV dp
fs f2dp

onde na primeira igualdade usamos o Coroldrio 175, e na desigualdade usamos que f é nao

>0

constante.

Nesse sentido, pode-se mostrar que uma das propriedades bdsicas do operador Lapla-
ciano A é que o conjunto dos seus autovalores forma uma sequéncia mondtona crescente,
ie.,

D= < M <..< A<
com

k—-+o0
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Além disso, o primeiro autovalor A; admite a seguinte caracterizacao

2
_ JsIViIPaa

AL < [q f2dA

(113)

para toda funcao f € C* (S) que verifica a condi¢ao

/sf(p)dAZO-

Enuciaremos agora um resultado que nos diz que o primeiro autovalor \; da esfera S? é

igual a 2.
Teorema 134 O primeiro autovalor \ da esfera S? ¢ igual a 2.
Para uma demonstragao do Teorema acima, vide [26].

Exemplo 135 Sei:S%2— R? ¢ a inclusio, entio i é estdvel.
Considere Q C S? um dominio relativamente compacto qualquer em S? e n € Fq arbi-

traria, i.e., uma funcio n:Q — R de classe C™, tal que

Noq =0 e / ndA =0
Q
Usando resultados de fungoes bump’s, podemos extender n a uma func¢ao diferencidvel
por partes 7 : S* — R, tal que
Mg2\q = 0.

Note que

/ndA = / ndA:/ ndA+/77dA
S2 (S2\Q)UQ S2\Q Q

= / 0dA+/77dA:0.
s2\Q Q

/ V0|2 - 22dA = / V|2 - 22dA = / |Vl - 27PdA. (114)
Q Q S2
Como [ MdA =0, seque de (113)

Joz 197]|* dA

2=X\ (S?) <
1( )— fg2ﬁ2dA

/Sz [V7)? dA > 2/S2 T2dA. (115)
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Pelas propriedades do divergente temos
div (7Vn) = Vi () + ndiv Vi = (Vn, Vi) + nAn = || Vn|* + nAny
IVnl[* = div (V) = —nAn. (116)
Pelo Teorema da Divergéncia
/ div (nVn)dA = / (nVn,v)dt = 0. (117)
Q o0
Usando que (k3 + m%) = 2, temos
—/ n(An+ 2n)dA = —/ nAn + 2n*dA
Q Q
(116) .
= /Q V)1 = div (nVn) — 2n*dA
(117)
2 [ 9nl? - 2P0

114 _ __
= Il 27

2
— [, Ivnaa-2 [ mia
S2 S2
(115)
> 2/ n2dA—2/ n?dA
S2 S2

:2/n2dA—2/n2dA:0
Q Q

ou seja,

—/n(An+2n)dA20
Q

para todo Q C S? relativamente compacto e para todan € Fq, donde i é estdvel pelo Teorema

A seguir considere os seguintes Lemas para a demonstracdo do Teorema de Estabilidade

da Esfera.

Lema 136 Considere S uma superficie abstrata compacta, orientdvel, sem bordo e X : Q C

R2— R3 wma imersdao. Entio
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1. Se a curvatura média de X for constante, entdo Np = —2H — (k% + k3) ¢, onde

¢ = (X, N), chamada fung¢ao suporte de X.

2. [ pHdA = — [, dA.

Para uma demonstracao do Lema acima, vide [1].

Finalmente apresentamos o Teorema de Estabilidade da Esfera.

Teorema 137 (Estabilidade da Esfera) Considere S uma superficie abstrata compacta,
orientdvel, sem bordo e uma imersio X : S — R3? de curvatura média constante H > 0.

Entdo X ¢é estdvel se e somente se X (S) é uma esfera do R3.

Demonstracgao: Faremos a demonstracio da volta no caso em que S = Q C R? é um
dominio e X ¢é injetora. Suponha que ¥ = X (ﬁ) C S? (. K2+ K2 =2) e tome n € Fq.

Como X ¢é injetora, existe uma tinica aplicacio diferencidavel ® : S — R tal que

B, =0 e DoX=p o /cbdA:/cpdA:/ndA:o, (118)
S2 b Q

Como [, ® dA = 0, segue de (113)

Vo|?dA
2 =)\ (S? <f52’||— / vq>2dA>2/ c1>2dA—2/ 2dA. (119
1( )— fSQqﬂdA 2 ” H - s2 977 ( )

Pelas propriedades do divergente temos
div (nVn) = Vi () + ndiv Vi = (Vn, Vi) + nAn = || Vn|* + nAny

|Vn||* = div (nVn) = —nAn. (120)

Pelo Teorema da Divergéncia

/ div (nVn)dA = / (nVn,v)dt = 0. (121)
Q o0

Usando que (m% + n%) = 2, temos

/n(An+2n)dA:/nAn+2n2dA
Q Q

120 .

120) /Q V02— div (1V) — 272dA
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2 [ vnl? - 2paa
Q

— [l aa-2 [ paa
Q Q
“;8)/ \|V<I>H2dA—2/n2dA
S2? Q
:/ |V<I>||2dA—2/172dA
S2 Q

(119)
> 2/772dA—2/772dA:()
Q Q

:2/n2dA—2/n2dA:0
Q Q

—/W(An+2n)dz420
Q

ou seja,

para todo © C S? relativamente compacto e para toda n € Fq, donde X é estdvel pelo
Teorema 131.

Reciprocamente, defina ¢ = (X, N) e n = ¢H + 1. Pelo Lema 136.2, temos

/ndA:/goHdA—/dA:O.
S S S

Considere a variacao normal dada pelo Lema 128 para 7.

Segue do Lema 136.1 que
—n(An+ (k3 +K3)n) = —n (A (eH + 1) + (k3 + K3) 1)
= —nHAp — (K2 + K3) n?
= —nH (—2H — (k3 + K3) ¢) — (k? + K3) n* (Lema 136.1) 122)
= 2H?n + neH (k3 + k3) — (k} + K3) n?
=2H*n+n (w3 + K3) (Hp —n)
=2H?n+n (k] + K3)

Sendo X estdvel e [¢7dA = 0 temos

0 < [non s (e sgynda ) oty (4 i) naa
S S
- /2H277dA—/ (K} + K3) ndA:o-/ (W% + K3) ndA
S S S

= —/(K%—FFL%)Q{JHdA—/(FL%-FR%)dA
S S
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donde

—/S (KZ% + /@%) dA > /S (KJ% + n%) wHdA. (123)
Note que
2 2 2 2 2 2 2
K1+ K2 K{ + K5 +2K1ke K]+ K5+ K]+ K
2H2—2< 5 ) = -1 22 <t 22 L ™2 — k2 + k3. (124)
Aplicando o Teorema de Stokes no Lema 136.1 temos
/ 2H?dA = — / (K3 + K3) pHdA (125)
S S

2 5 4 (125) 2., .2 (123) 2., .2 (124) 2
2H?dA =" — | (k] +K3) pHdA > (k1 +k3)dA > 2H"dA
s S s s
donde
/ (K} + Kk3) — 2H?dA = 0. (126)
s

Portanto, obtemos ((124) e (126))
kY4 K2 —2H? >0 e /(H%+/€%)—2H2dx4:0
S

KT+ ke —2H? =0
Mas isto significa que

K2 + K2 + 2K1K9

m%+ﬁ%:2H2: 5

2/—;% + 2/{% = /{% + /{% + 2K1K2
2
(Iil — Kg) = H% + Ii% —2Kk1k2 =0 K1 = K2

ou seja, X ¢ umbilica. Usando a Proposicao 35 e o fato de que H > 0, segue que X (5) estd
contido em uma esfera. Como S é compacta e sem bordo, entdo X (S) é uma esfera do R3.

O
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Capitulo VII

SUPERFICIES DE WEINGARTEN

Uma superficie no espago Euclidiano é chamada Superficie de Weingarten (ou W-
superficie) quando existe uma relagao entre suas curvaturas principais k1 e kg ou entre suas

curvaturas média e Gaussiana, isto é, quando elas verificam uma das relagdes do tipo
W (k1,k2) =0 ou W (H,K)=0. (127)

Note que a definicao acima inclui as superficies de curvatura Gaussiana constante e as
de curvatura média constante.

As superficies de Weingarten foram introduzidas por J. Weingarten em 1861 (vide [30]
e [31]) no contexto de resolver o problema de encontrar todas as superficies isométricas a
uma dada superficie de revolucao.

Nas décadas de 40 e 50, as superficies de Weigarten despertaram o interesse de varios
geometras, como S. S. Chern ([32]), P. Hartman e W. Winter ([33]) e H. Hopf ([34]).
Recetemente, matemdticos como Bueno, A. e Lépez, R. ([41]), J. A. Gélvez ([36]), W.
Kiihnel and M. Steller ([37]), H. Rosenberg and R. Sa Earp ([38]), Barreto, A. P. Fontenele,
F. e Hartmann, L ([42]), tem trabalhado com tais superficie e feito progressos na drea.

Por exemplo, podemos citar um resultado de Hopf ([9] Capitulo 5) de 1955 que diz

Teorema 138 Seja S uma superficie reqular compacta e conexa com curvatura Gaussiana
positiva. Se existe uma relagao ko = f (k1) em S, onde f é uma funcao decrescente de k1,

K1 > Ko, entdo S é uma esfera.

Uma classe muito estudada das superficies de Weingarten sao as superficies de Wein-

garten Lineares (LW-superficies), i.e., sdo superficies que verificam uma das relagoes

ary + bre = ¢ ou aH + bK = c. (128)
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As superficies de Weingarten que nao verificam nenhumas das equagoes em (128), s@o
chamadas superficies de Weingarten nao lineares (NLW-superficies).

Problemas de classificagdo das superficies de Weigarten ainda continuam em aberto e
longe de serem resolvidos, mesmo na classe das lineares.

A maior parte dos trabalhos foram feitos para familias especificas de superficies como:
Superficies de Revolugao, Superficies Ciclicas, Superficies de Translagdo e as Superficies
Homotéticas, apotando o que se tem feito sobre cada uma.

Vamos apresentar nesse Capitulo um estudo introdutério sobre essas familias.

7.1 Superficies de Revolucao

No Capitulo 2, definimos superficies de revolucao, e mostramos que a tnica superficie
minima de revolucdo é o catenéide (Proposigao 20), resultado devido a Euler provado no
século XVIII. No Capitulo 6, classificamos todas as superficies de revolucao de curvatura
meédia constante (Teorema 118), provado por Delaunay em 1841. A classificagao de super-
ficies de revolugao de curvatura Gaussiana constante pode ser encontrada em livros bésicos
de geometrial diferencial, como [9] e [43].

O problema das LW-superficies ainda se encontra em aberto e da literatura sabemos
que Hopf ([34]) em 1951 classificou todas as superficies de revoluc¢ao fechadas e convexas
verificando a relacao

K1 = cko + d.

H. Rosenberg and R. Sa Earp ([38]) em 1994 estudaram as LW-superficies de revolugao
verificando a relacao

aH+ K =c¢

com a,c > 0. Nesse mesmo trabalho, eles estudaram também as NLW-superficies de rev-

olugao verificando relagoes do tipo
H=f(H*-K)

onde f é uma funcao eliptica.

149



Kiihnel and M. Steller ([37]) em 2005 se preocuparam com NLW-superficies de revolucao

fechadas verificando
/ilzc()\g—u)2—|—>\2—a e K1 = CKS.
Lépez ([44]) em 2008, estudou as LW-superficies de revolugao que verifica
aH +bK =c¢

com a,c > 0 e satisfazendo A = a? — bc < 0 (condigdo hiperbdlica), e obteve uma familia
de LW-superficies de revolucdo hiperbélicas em R? que consiste de superficies com auto-
intersegOes cujas geratrizes sao curvas periédicas.

Barreto, A. P. Fontenele, F. e Hartmann, L ([42]) em 2018 estudaram as NLW-superficies
de revolugao e mostrou que existem duas familias F; e Fo de superficies de revolugao
completas nio mergulhadas em R3 com |A| = 1. A familia F; é a um parametro e seus
membros sdo superficies C! periédicas, enquento os membros de Fy sdo superficies C3.
Além disso, qualquer superficies de revolucio C? com |A| = 1 é uma esfera de raio v/2,
um cilindro circular de raio 1 ou, a menos de um movimento rigido do R3, um membro de
uma das duas familias. Como coroldrio, as tunicas NLW-superficies de revolugao, completa,

mergulhada de classe C? em R3, verificando
/{% + /{% =c
com c¢ constante, € uma esfera ou um cilindro.
7.2 Superficies Ciclicas
Dizemos que uma superficie S em R? é ciclica quando admite uma parametrizacio na forma
X :(t,s) € (a,b) x R — a(t) + A (t).[e1 (t) coss + ey (t) sen s] € R3

onde a ¢ uma curva ppca, A : (a,b) — R uma fungao diferencidvel estritamente positiva e
e1 e eg campos diferencidveis ortonormais ao longo de a.

Diremos que a superficie ciclica S é folhada, quando os circulos

C;=X;(R)={X(t,s);s € R}, t € (a,b)

150



sao todos disjuntos. Observemos que, para cada t € (a,b), temos

Cy C Iy = {a(t) + per (t) +n.ex(t); u,m € R}

Dizemos que uma superficie ciclica S é de Riemann, quando os planos II; forem todos
paralelos.

Exemplos naturais de superficies ciclicas sao as superficies de revolucao, que sao su-
perficies, folheadas de Riemann cujos centros dos circulos da folheacao sao colineares. Os
cilindros elipticos, sao exemplos de superficies ciclicas que nao sao de revolugao, folheadas
e de Riemann.

Em 1868, Riemann ([45]) encontrou uma familia de superficies minimas mergulhadas
folheadas por circulos em planos paralelos, hoje denominadas ezemplos de Riemann. Con-
comitantemente, Enneper ([46] e [47]) demonstrou que em uma superficie ciclica minimal,
os planos das folheagbes devem ser todos paralelos. Juntando os resultado de Euler (j&

mencionado, Proposi¢ao 20) de Riemann e Enneper, temos

Teorema 139 As unicas superficies ciclicas minimas sio o catendide (revolu¢do) e os ex-

emplos de Riemann (ndo de revolu¢do).

Um século depois, em 1989, Nitsche ([48]) estudou as superficies ciclicas de curvatura

média constante, e demonstrou o seguinte

Teorema 140 As unicas superficies ciclicas de revolucao de curvatura média constante sao

as encontradas por Delaunay (Teorema 118).

A seguir, mostramos os resultados obtidos por Lépez, R. ([29]) em 2001, no caso que
as superficies cilcicas possuem curvatura Gaussiana constante. Ele provou que, exceto o
caso quando a curvatura Gaussiana ¢é identicamente nula, as tinicas superficies ciclicas de
revolugdo com curvatura Gaussiana constante sao as de revolucao. Quando a curvatura
Gaussiana é identicamente nula, a superficie nao é necessariamente de revolugao, porém

sabemos quem sao.
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Teorema 141 Seja M uma superficie completa em R® com curvatura Gaussiana constante
e folheada. Entao M é uma esfera ou os planos contendo os circulos das folheagoes sdo

paralelos. Além disso
1. Se K #0, entao M é uma superficie de revolugao.

2. Se K =0, entdo M pode ser parametrizada, a menos de um movimento rigido do R3,
por

X (u,v) = (a1u + ag, byu + bg, w) + (r1u + 79) (cos v, sen v, 0)

onde ag,ay,bg, b1, 19,71 € R.

Como coroldrio temos que em particular, todas as superficies ciclicas em R? com cur-
vatura Gaussiana constante nao nula sao as superficies de revolugao.
Lembremos que uma superficie ciclica S é chamada cone generalizado quando admite

uma parametrizacao na forma
X :(t,5) € (a,b) x R—(p,q,0) +t(m,n,1) + (It + k). (e1 (t) coss + ey (t)sen s) € R3

onde p, g, m,n,l, k sdo constantes reais.
Dito isto, Loépez, R. ([50],[51] e [52]) obteve o seguinte resultado para as LW-superficies

ciclicas em 2008 .
Teorema 142 Seja S uma superficie ciclica.

1. Se S é uma LW-superficie na forma (128), entao S é uma superficie de revolu¢ao ou

os exemplos de Riemann;

2. Se S é uma LW-superficie na forma aH + bK = ¢, entdo S é uma superficie de

revolugao, um dos exemplos de Riemann ou um cone generalizado.

7.3 Superficies de Translacao e Homotéticas

Uma superficie no R? é chamada de superficies de transla¢io quando pode ser localmente

parametrizada por

X:(t,s)elIxJr— (t,s,f(t)+g(s) €R3 (129)
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onde f,g: 1 CR — R sao funcoes diferencidveis.
Se as curvas

tel— (0, f(t) € R3
seJr—(0,5,g(s)) € R

forem planares e estiverem contidas em planos ortogonais diremos que a superficies de
translacao é ortogonal.

Segundo Munteanu, M. I. e Nistor ([54]), essas superficies sdo importantes por dois
motivos: interessantes por si sé e por fornecerem contra-exemplos para alguns problemas
envolvendo a segunda curvatura Gaussiana (para mais detalhes, vide [55]). Uma superficie
de Weingarten de translagdo ¢ chamada polinomial (WPT-superficie) quando f e g sao
polinémios.

Em 1835, Scherk ([56]) mostrou o seguinte resultado (mais geral que o visto na Proposigao

25) para as superficies minimas de translagao.

Teorema 143 Seja S uma superficie minima de transla¢io no R3. Entdo S é um aberto

>6R3

do R? ou é congruente a uma parametrizacio da forma

1

X, :(z,y) eR?— <:1c,y,ln M
a

cos (ay)

onde a € R*.
Lui, H. ([57]) em 1999, mostrou

Teorema 144 Se S ¢é uma superficie de translacdo no R® com curvatura Gaussiana K

constante, entao S é uma superficie cilindrica.

Teorema 145 Se S é uma superficie de translacio no R3 com curvatura média constante

H #£0, entao S admite a sequinte parametrizacao

‘/1 2
X, (z,y) € R? — (m,y,;_Ha\/l — 4H?22 —i—ay)
onde a € R.

Munteanu, M. I. e Nistor ([54]) em 2008 mostraram que:
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Teorema 146 Seja S uma WPT-superficie no R3. Entdo

1. S é um cilindro, e neste caso K = 0;

2. S ¢é um paraboldide de revolugcao, e neste caso a curvtura média H e a curvatura

Gaussiana sao positivas e verificam
2
8aH? = VK (2a + \/@

onde a é uma constante positiva.
Lépez, R. e Moruz, M ([58]) em 2015 provaram:

Teorema 147 As tnicas superficies de transla¢ao com curvatura Gaussiana identicamente

nula sdo as superficies cilindricas.

Teorema 148 Seja S é uma superficie de transla¢ao dada pelas fungoes f e g em (129).

Se S possui curvatura Gaussiana constante nao nula, entao as curvas
tel—(t,0,f(t) eR®
s€Jr— (0,5,g(s)) € R?

nao sao planares.

Juntando os resultados obtidos por Dillen, F. ([59]) em 2008 com os de Bueno, A. e

Lopez ([60]) em 2014, temos o seguinte.

Teorema 149 As dnicas W-superficies de translacao ortogonais sao os planos, os cilindros

generalizados, as superficies de Scherk e os paraboldides elipticos.

Coroldrio 150 As tnicas superficies de transla¢do ortogonais de Weingarten Lineares sao
os planos, os cilindros generalizados e as superficies de Scherk. Em particular, ndo existem
LW-superficies de translagdo ortogonais além das de curvatura média constante ou curvatura

Gaussiana constante.
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Dizemos que uma superficie S no R3 é homotética, quando admite localmente uma

parametrizacao da forma
X:(t,s) eI xJr— (t,s,f(t).g(s)) € R3

onde f: I —Reg:J— R sao fungoes diferencidveis.
Sobre estas superficies R.Lopez e M.Moruz ([28]) demonstraram os seguintes resultados

em 2015.

Teorema 151 Planos e helicdides sao as unicas superficies homotéticas minimas no espaco

FEuclidiano.

Teorema 152 As inicas superficies homotéticas com curvatura Gaussiana constante sao

0s planos, as superficies cilindricas e as superficies que admitem parametrizacoes das formas
(z,y) € R? — <x,y, aeaﬂm”) eR3
br m cy 1-m
(z,y) € R? — x,y,(—i—d) <—|—e> eR3
m m—1
onde a,a,3 >0 eb,c,d;e e R comb,c#0em#0,1.

Coroldrio 153 Se S C R? é uma superficie homotética com curvatura Gaussiana K con-

stante, entao K = 0.
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Apéndice A

ANALISE REAL E COMPLEXA

Sejam f : 2 € C — C uma funcdo de classe C!, z € Q e escreva 2 = u + v e Z = u — iv.
Entao

(z+7%) e v:—i(z—f).

u =

l\DM—l

Lembremos os seguintes operadores complexo

of of .of of of  .of
9z = (&J‘&) ¢ 5T (w*’m)‘ (130)

Proposicao 154 Seja f : 2 € Q C C +— (a(2),8(2)) € C uma funcdo de classe C* e

denotemos por f a fungio conjugada de f, ou seja, f (2) = (a(2),—B(2)). Entdo

of _of
5 = (131)

Além disso, f é holomorfa, se e somente se,

of _g
8z_0_8z em £
Demonstragao:
of _1(0f | Of\ _L[0a, 05 (0 05
0z 2 <8u+ (%) 2 [6u+ 8u+z<8v+18v>] (132)
donde
of 1|0a 08 (0B Oa
oz Jm‘w*%m‘mﬂ- (133)
Por outro lado,
0f _ 1 (9] _0F\ _1[oa 08 (0o 08 )
0z 2\ 0u 81} 2 | 0u Ou ! ov Zav
logo,
8?_1 da 08 . [0B8 O«



Usando (133) e (135), obetemos o resultado.

Se f ¢ holomorfa, entao pelas Equagbes de Cauchy-Riemann, (133) e (135) temos

of _of _
0z 0z

Reciprocamente, se 8f =0= gf , entao por (133) ou (135) vale as Equagdes de Cauchy-

Riemann, donde f é holomorfa. O

Note que as derivadas parciais de a e 8 com respeito a u e v podem ser escritas em

funcao de z e z. De fato,

o om0
ou ~ Ou ¢ 8U7Z781)7
donde
of _of of of af of
u 02 "oz ¢ o (82 02) ' (136)

Proposicao 155 Sejam f:2€ Q CC — (a(z) ,B (2)) € C uma fungdo de classe C? e A

o Laplaciano complexo, i.e., Af = Aa+iAS = 6u2 + &g, entao

of
ar=ag- (51).

Demonstragao: Diferenciando a primeira equagao de (136) com respeito a u, obtemos

0% f <8f+6f>+<8f+6f>_82f 0% f 0% f
0z

0z Oz

o2 9:\0: " 9z) oz =522 T2 T ez

e diferenciando a segunda equagao de (136) com relacdo a v, obtemos

O%f 0 (0f Of\_.0 (0f 0f\_ 0% &f  &F
~ig: (150~ 58) 15 (5 58) =

0z 82

0z 82

902 52 932 " ozen

Somando as duas ultimas equagoes, obtemos o resultado. ]
Proposigao 156 Sejam Q@ C C dominio e f : Q C C — C funcao meromorfa nao con-
stante. Entao os pdlos e zeros de f sao pontos isolados.

Teorema 157 (Liouwville) Se f : C — C é uma fung¢do inteira limitada, entao f é con-

stante.
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Lema 158 (Schwarz) Seja f : Br, (0) C C — Bg, (0) C C fung¢ao holomorfa com f (0) =

0. Entao

—, Vz € Bg, (0) e 1f(0)] < ==

Além disso, se temos a igualdade em algumas das inequagoes acima para algum z # 0,

entao

f(z) _ a2

Ry Ry

Teorema 159 (Schwarz-Pick) Seja f : B, (0) C C — Bp, (0) C C fung¢do holomorfa.
Entao, para todo z,w € Bpg, (0) temos

f(z) = f(w)
RS — f(2)f (w)

Além disso, para todo z € Bg, (0), temos

Lf" (2)] R 1
2 3 S oo 2 2°
Rs —|f(2)] Ry Ry — ||

Ry
< —
%

Z—w
R%—Ew '

Teorema 160 Sejam f,g: U — C funcoes analiticas em U, onde U é um aberto conexo.
Se f e g coincidem num subconjunto A de U com ponto de acumulagdo em U, entdo f = g

em U.

Teorema 161 (Principio da Extensdao Analitica) Sejam f,g : U C C — C fungdes
analiticas, onde U é um aberto conexo. Entio f = g em U se e somente se existe um aberto

nao vazio V C U tal que f =g em V.
Para uma demonstracao dos dois dltimos resultados, vide [67], Capitulo 2.

Teorema 162 (Teorema da Func¢do Inversa) Seja f : U C C — C fung¢ao holomorfa.
Suponha que f'(z9) # 0, onde zy € Q. Entao erxiste uma vizinhanga aberta V de zy, com
V CU, tal que f (V) =W ¢é aberto e f|,, : V. — W possui uma inversa (fly) W =V,

a qual é holomorfa.

Teorema 163 (Aplicacao Aberta) Seja f : U C C — C wma fungao holomorfa nao
constante, onde U C C é um aberto conero. Entdo, f é aberta, ou seja, para todo aberto

W cU, f(W) é aberto.
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Para uma demonstracao dos dois dltimos resultados, vide [67], Capitulo 4.

Teorema 164 Seja f: C* — C* fungao holomorfa. Valem as sequintes propriedades:
1- Se f (C*) # C* entdo f é constante.

2- Se f nao € constante, entao f|c é uma fungao racional.

Coroldrio 165 Seja f : C — C fungdo holomorfa. As sequintes afirmacdes sao equiva-

lentes:
1. f(z) =az+b onde a # 0;
2. f é um difeomorfismo;
3. f é bijecdo.
Para uma demonstragao do resultado acima, vide [67], Capitulo 4.

Definigao 166 (Conformemente Equivalente) Dizemos que duas superficies de Rie-
mann S e S’ sio conformemente equivalentes quando existe uma funcao holomorfa

bijetora h: S — ', tal que h™ : 8" — S também seja holomorfa.

Teorema 167 (Uniformizag¢do de Riemann) Toda superficie de Riemann simplesmente

z

conexa é conformemente equivalente a esfera de Riemann ou ao plano complexo ou ao in-

terior do disco unitdrio.
Para uma demonstracao vide [67], Capitulo 6.

Teorema 168 (Pequeno Teorema de Picard) Se f é uma fungao meromorfa nao con-

stante sobre o plano complexo, entdo f omite no mdzimo trés valores de S?.
Para uma demonstracao vide [68], Capitulo 17.

Teorema 169 (Grande Teorema de Picard) Seja f : Q C C — C uma fung¢ao mero-
morfa com uma singularidade essencial p € Q). Entdo numa vizinhanc¢a de p, a fung¢do f

assume todos os valores de C um nimero infinito de vezes com, no mdxrimo, uma excecao.
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Coroldrio 170 Seja f : C — C func¢ao inteira. Se f nao é um polinémio, entdo f assume

todos os valores de C um numero infinito de vezes com, no mdaxrimo, uma excecao.

Teorema 171 Se M ¢é uma superficie de Riemann compacta e f : M — C wma funcao
meromorfa. Entao f é constante ou a aplicagio normal de Gauus N assume cada valor de

S? um mimero finito de vezes.

Teorema 172 (Principio do Maximo para Fungées Holomorfas) Se M é uma su-

perficie de Riemann compacta e f: M — C é holomorfa, entdo f é constante.

Teorema 173 (Principio do Maxzimo para Fungées Harmoénicas) Sejau : Q) C C —
R fung¢do harmonica ndo constante com 2 C C dominio limitado. Entdo u nao assume nem

mdzximo e nem minimo em €.

Teorema 174 (Divergéncia) Seja S C R® uma superficie reqular compcta orientada com

bordo, com normal unitdrio & ao longo de S. Dado um campo vetorial X em S, entdo

/didexdydz:/ (X,&)dS.
S

as

Para uma deomonstracao do Teorema acima, vide [25, 25], Capitulo 7.

Coroldrio 175 Seja S C R? wma superficie reqular compcta orientada sem bordo, com

normal unitdrio & ao longo de 3S. Dado um campo vetorial X em S, entdo
/ div Xdzdydz = 0, (137)

S
em particular

/ Afdxdydz =0

S

para toda fungao f € C* (S).
Teorema 176 (Teorema de Green) Seja K C R? compacto, com Int K # 0, tal que 0K

é imagem de uma curva fechada vy : [a,b] — R2, simples, C! por partes e orientada no

sentido anti-hordrio. Sejam P e Q de classe C* num aberto contendo K. Nestas condicdes,

ngda:—i-Qdy = //K [({(‘))g — g?fﬂ dxdy.

Y
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Para uma demonstragao do Teorema acima, vide [24], Capitulo 8.
A seguir apresentamos brevemente a noc¢ao de recobrimento entre duas variedades, para

darmos uma nocao de equivaléncia para superficies minimas.

Definigao 177 (Recobrimento) Dizemos que uma aplicagdo p : S — S entre duas var-

tedades de mesma dimensdo é um recobrimento quando

Yy € S, existe vizinhanga U de y, tal que p~* (U) = UV)\ e 110|VA : Vi — U é difeomorfismo.
AEA

Definigdo 178 (Recobrimento Universal) Dizemos que um recobrimento p : S — S ¢

recobrimento universal de S quando
Vq:Z — S recobrimento, com Z conexo, e Vxg € S, 20 € Z com p (zo0) = q(20),

existe uma unica funcio continua f : S — Z que preserva fibra (i.e., f (p_l (b)) cqt(b),

Vb e S), tal que f (yo) = 20.

O préximo resultado dé condigbes para a existéncia de um recobrimento universal, tal

que S é simplesmente conexo.

Teorema 179 Seja S uma variedade conexa. Entdo existe um recobrimento universal p :

S — S, tal que S é uma variedade conexa e simplesmente coneza.

Para uma demonstracao desse Teorema acima, vide [21], Capitulo 1.

Sejam S superficie conexa, X : § — R3 uma imersio e p : S — S recobrimento universal.
Como p é difeomorfismo local e X é uma imersao, entdo X o p é uma imersdao. Além disso,
como Im X = Im (X o p), temos que a curvatura média de X e X op sdo iguais. Assim, temos

o seguinte resultado abaixo, que nos dd mais uma equivaléncia para superficies minimas.

Teorema 180 Sejam S superficie conexa, X : S — R® uma imersio e p : S — S re-
cobrimento universal de S. FEntio X : S — R3 ¢é superficie minima, se e somente se,

Xop:S— R3¢ superficie minima.

Teorema 181 Uma funcdao holomorfa F' : X — Y entre superficies de Riemann compactas

¢ um biholomorfismo, se e somente se, deg (F') = 1.
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Teorema 182 Nio existe superficie minima fechada (compacta) em R3.
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