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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos a teoria do grau de coincidéncia para operadores de
Fredholm de indice zero — denotados por L e definidos em espacos de Banach —, o qual é
uma ferramenta importante utilizada para mostrar a existéncia de solugoes para a equacao
do tipo

Lxr = Nz

em um certo conjunto aberto e limitado €2 e sendo N uma aplicacao L—compacta. Através
dessa teoria, investigaremos a existéncia de solucoes de um problema periédico do tipo
Ambrosetti-Prodi para equacoes diferenciais ordinarias nao lineares. Para aplicarmos
o grau topoldgico em tal problema, precisamos que o conjunto de suas solucoes seja
limitado, entao a obtencao de estimativas a priori para essas possiveis solugoes sera de
grande importancia.

Palavras-chaves: Grau de Coincidéncia, problema do tipo Ambrosetti-Prodi, problema
periédico, equagao diferencial ordinaria nao linear.






ABSTRACT

In this work, we will present the coincident degree theory for Fredholm operators of
index zero — denoted by L and defined on Banach spaces —, which is an important tool
to obtain the existence of solutions for equations of the type

Lxr= Nz

in an open bounded set 2, N being a L—compact operator. Throughout this theory, we
will investigate the existence of solutions of an Ambrosetti-Prodi periodic problem for
nonlinear ordinary differential equations. In order to apply the topological degree in such
problem, obtaining a priori estimates for possible solutions will be of great importance.

Keywords: Degree of Coincidence, Ambrosetti-Prodi-type problem, periodic problem,
nonlinear ordinary differential equation.






Lista de Simbolos

| Stmbolo | Definicao
dist(a,b) | distancia do ponto a ao ponto b com a métrica dist
dist(b, A) | inf{dist(a,b);a € A}
dist(A, B) | inf{dist(a,b);a € Ae b€ B}
A\B {r e A; x & B}
Q {z € A;V,NQ # 0, para cada aberto V,, em A contendo 2}, onde Q C
A
o0 ﬁn(A_\Q),ondchA
suppf | {z € A; f(x) #0},onde f: A— B
C(A,B) | {f:A— B;f ¢écontinua}
CHA,B) | {f:A— B; f,fY € C(A,B), paratodo j <k}, com k € N
C(A) C(A,R)
Ck(A) | CF(AR)
ACla,b] | {f :]a,b] — R; f é absolutamente continua}, ver Defini¢ao B.1
ACYa,b] | {f :|a,b] — R; f, f' € ACla,b]}
flp restricao da funcao f: A — B ao subcojunto D C A
I funcao identidade I(x) = z, para todo = € A
1, se y>0
sgn fungao sinal sgn : R — {—1, 1}, dada por sgny = 0, se y=0,
-1, se y<0.
codimA | dim B — dim A, onde A é um subespaco de B
domT o subespaco de A onde o operador T' esta definido
KerT {r €edom L; Tx =0}
ImT {Tz; x € domT}
LYQ) | {f:Q— R mensurdvel; [,,|f(z)|dz <oo}, com a norma |[f[; =
1Al = JoIf ()] da
Lr(Q) | {f:Q— R mensurdvel; |f|? € L'(Q)}, com a norma ||f]|, = ||f]lzr =
UQ]f(x)]pdx]% ,com 1< p< oo
L>(Q) | {f:9Q— R mensurdvel; 3C > 0; |f(2)| < C, qtpx € Q}, com a
norma || f|leo = || fllzee = inf {C' > 0; |f(x)| < C, qtp = € Q}.
Cee () | {f e C®(Q); f(x) =0,V € Q\K, para algum compacto K}
W?2#(a,b) {U € L”(a,b); Ig1. g2 € LP(a,b); [ ug’ = — [ qipe [ ug" = [ gap,

Vo € Ci°(a,b)}, denota-se por u' =
lull2p = llullp + ([l + [[u”[],-

g1 e u" = go, com a norma
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria do Grau Topoldgico tem sido desenvolvida como método para determinar as
solugoes da equacgao do tipo

p(x) = p, (1.1)

— sob as condicoes adequadas — em um certo conjunto 2, visando obter informacoes
significativas quanto a existéncia e multiplicidade de tais solugoes. A partir destes trés
elementos, isto é, a aplicacao ¢, o conjunto €2 e o ponto p no contradominio de ¢, podemos
definir o grau topolégico como uma fungao que associa cada terna (¢, €2, p) a um nimero
inteiro, em geral, denotada por deg. Em espacos de dimensao finita, temos o chamado
grau de Brouwer definido para aplicacao continua. Em espacos de Banach de dimensao
infinita, recorrendo ao grau de Brouwer, temos o chamado grau de Leray-Schauder definido
para pertubacao compacta da identidade. Tal teoria tem grande uso no estudo de certas
classes de Equacoes Diferenciais Ordinarias, Equacgoes Diferenciais Parciais, Equacoes
Diferenciais Funcionais e Equagoes Diferenciais Impulsivas.

Inspirando no problema (1.1), no presente trabalho, visamos obter algumas
informagoes quanto a existéncia de solugoes da equagao do tipo

Lz = Nz, (1.2)

onde L é um operador de Fredholm de indice zero e N um aplicagao L—compacta, ambos
definidos em subconjuntos de espacos de Banach. Para tal feito, recorremos a teoria do
grau de Leray-Schauder e apresentaremos a construcao do Grau de Coincidéncia para
operadores de Fredholm de indice zero, o qual sera uma ferramenta importante utilizada
para estudar a existéncia de solugoes para a equacao (1.2).

Vamos apresentar uma série de propriedades do grau de coincidéncia, entre elas a
propriedade de existéncia de solucao, a qual nos diz que se o grau em um aberto e limitado
Q) for diferente de zero, entdao a equagao (1.2) possui solucao em 2, e a propriedade de
invariancia homotopica, que nos permite, através de uma deformacao continua, transferir
informagoes de aplicagoes cujo grau é conhecido para aplicacoes cujo grau é desconhecido.

Neste trabalho, trateremos especialmente o caso em que a equagao (1.2) é um problema
periddico do tipo Ambrosetti-Prodi dado por

u'(z) + f(x,u(z),u(z)) = sp(x), para todo x € (a,b),

u(a) = u(b), (1.3)
u'(a) = ' (b),



onde s € R, ¢ : [a,0] — R uma func¢do continua nao nula e ndo negativa e
f :[a,b] x R* — R uma fungio continua satisfazendo as condigoes adequadas. Com o
auxilio da teoria do grau de coincidéncia e usando o método de supersolucao e subsolucao
encontraremos algum parametro real s; tal que o problema (1.3) nao tenha solugao, tenha
pelos menos uma ou pelo menos duas solugoes de acordo com s < s1, s = s; ou s > s1. No
decorrer do texto abordaremos hipdteses necessarias para desenvolvimento do resultado.

No trabalho [3], intitulado “A multiplicity result for a class of elliptic boundary value
problems”, de Amamm e Hess, apresenta essa andlise para o problema

Au = f(x,u;s) em €2,
Bu=0 sobre €2,
— onde A denota um operador diferencial eliptico linear de segunda ordem, B denota
operador Dirichlet ou Neumann e () um aberto limitado em R™ — sobre a hipétese de
cruzamento dos autovalores, isto é, para s € R fixo,
fz,y;s)

lim supM <A < lim inf ————=
y——00 Y y—+oo Yy

uniformemente em e \; é o primeiro autovalor do operador A. O matemético
estadunidense Hofer seguiu essa ideia em seu trabalho [13], intitulado “Eristence and
multiplicity result for a class of second order elliptic equations”, onde estendeu o resultado
acima para o problema

Au = f(z,u, Vu) + sp em (2,
Bu=0 sobre 0f2,

agora sobre a hipdtese que existe uma funcdo continua g : © x R — R tal que
f(z,y,2) > g(z,y), para todo (z,y,2) € QxR xR", e g satisfaz a condicdo de cruzamento
dos autovalores.

Durante o desenvolvimento do trabalho [19], intitulado “Ambrosetti- Prodi type results
i nonlinear boundary value problems”, de Mawhin, apresenta-se um estudo para o
problema periédico do tipo Ambrosetti-Prodi

u'(z) + f(z,u(x)) = s, para todo z € (a,b),

u(a) = u(b),
u/(a) _u(b)>

quando a funcao continua f continua satisfazendo

lim f(z,y) = o0,

ly|—o0

uniformemente em [a, b].

Motivado pelos problemas acima, faremos um resultado novo para o caso do problema
periédico nao linear (1.3), envolvendo a derivada, sobre a hipétese de que existe uma
funcdo continua g : @ x R — R tal que f(z,y,2) > g(z,y), para todo (z,y,2) €
Q x R x R", e satisfazendo

lim g(x, ) = +o0,

ly|—o0



uniformemente em . Um trabalho similar ao [25], intitulado “4 Neumann problem of
Ambrosetti-Prodi type”, de Paiva e Presoto, onde é apresentado para o problema de
Neumann

—Au = f(x,u,Vu) +sp  em €,
{ % =0 sobre 0f2
No Capitulo 1, apresentaremos iniciaremos a construcao do grau topolégico em espacos
de dimensao finita, também chamado de grau de Brouwer, e em seguinda estenderemos
essa teoria para os espacos de infinita, também chamado de grau de Leray-Schauder.

No Capitulo 2, faremos a construcao do grau de coincidéncia para operador de
Fredholm de indice zero e apresentaremos algumas propriedades. Ainda, neste capitulo,
faremos uma aplicagao de tal teoria no problema periédico (1.3).

No Capitulo 3, apresentaremos detalhamente o problema peridédico tipo Ambrosetti-
Prodi feito no trabalho [19]. Sob as hipdteses acima, juntamente com alguns resultados
de supersolugao e subsolucao do problema periddico em questao e a teoria do grau de
coincidéncia, encontraremos um resultado do tipo Ambroseti-Prodi para o problema
periddico (1.3), para o caso particular ¢ = 1. Para aplicarmos o grau topolégico em
tal problema, precisamos que o conjunto de suas solugoes seja limitado, entao a obtencao
de estimativas a priori para essas possiveis solugoes sera de grande importancia.

No Capitulo 4, seguindo a mesma analogia e adicionando hipdteses sobre a fungao
f, conseguimos uma limitagdo a priori para as possiveis solugoes do problema (1.3).
Veremos que sempre obtemos uma subsoluc¢ao que problema (1.3), no entanto, nem sempre
conseguimos uma supersolucao, para contornamos tal fato modificaremos a equagao
diferencial ordinaria para aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder,
obtendo um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para o problema periédico (1.3).






Capitulo 2

Grau Topolégico

No presente capitulo faremos uma breve apresentagao da definicao e algumas
propriedades do grau, visando abordar somente os conceitos e resultados preliminares
da dissertacao, com o objetivo de auxilar na construcao do grau de coincidéncia para
perturbacoes de operadores de Fredholm, que sera apresentado no capitulo seguinte.
Mostraremos também a prova de alguns resultados que ajudara posteriormente no estudo
de um certo problema periédico.

Iniciaremos o capitulo apresentando o grau de Brouwer, que é vélido para os espagos de
dimensao finita, e, em seguida, o grau de Leray-Schauder, que se estende para os espagos
de Banach.

Este capitulo teve como referéncia principal o Capitulo 3 do livro [1], intitulado
“Nonlinear Analysis and Semilinear Elliptic Problems”, de Ambrosetti e Malchiodi. O
trabalho [1] também auxiliou na elabora¢ao do mesmo. Como faremos apenas um sintese
da Teoria do Grau, indicamos ao leitor ver todos os detalhes nas referéncias acima.

2.1 Grau de Brouwer

O grau de Brouwer é vélido para espacos de dimensao finita. Por esse motivo,
consideraremos, nesta se¢ao, o espaco R"” munido da norma euclidiana || - ||. Porém, cabe
lembrar que todas as normas em R" sao equivalentes.

Sejam © C R™ um conjunto aberto e limitado, f : @ — R™ uma funcio continua
e p € R"\f(09). O grau de f em () relativo a p é um nimero inteiro denotado por
deg(f,Q,p), que satisfaz as propriedades:

(P1) Normalizagao: Se I : R" — R™ é a identidade entao

1, se p e,
deg(LQ,p)Z{ 0 sepdQ

(P2) Propriedade de solugao: Se deg(f,€,p) # 0 entao existe x € 2 tal que f(z) = p.

(P3) Translagao: deg(f,Q,p) = deg(f — p,,0).

(P4) Decomposicao: Se Q2 = UQy, com Q1N =0, ep e f(O2) U f(0Q2) entao
deg(f, €2, p) = deg(f, M, p) + deg(f, Q2,p).

>



Para a enunciarmos a proxima, precisamos da definicao:

Definigao 2.1 Uma homotopia admissivel em Q relativo a p, é uma aplicagao
continua H : Q x [0,1] — R™ tal que H(x,t) # p, para todo x € I e todo t € [0, 1].

(P5) Invaridncia Homotépica: Se H :  x [0,1] — R™ é uma homotopia admissivel

em {2 relativo a p, entao
deg(H(u t)? Q7p)

é constante em relagio a t € [0,1]. Em particular, se f(z) = H(z,0) e g(z) =
H(x,1), para todo x € €2, entdo

deg(f, €, p) = deg(g,2,p).

Uma consequéncia imediata de (P5) é o teorema

Teorema 2.1 Sejam f,g: Q — R" continuas tais que f(x) = g(z), para todo x € 0.
Sep & f(002) = g(0R) entdo

deg(f, €, p) = deg(g, 2, p).

Demonstragao: Basta considerar a homotopia dada por H(z,t) = (1 —t)f(x) + tg(z),
parat € [0,1] e z € Q. |

Vamos listar abaixo outras propriedades adicionais do grau.

(P6) Excisao: Se €y é um aberto contido em (2 tal que f(z) # p, para todo = € Q\Qy,

entao
deg(f? va) - deg(fa QOLP)‘

(P7) Continuidade: Se f,, — f uniformemente em ), entao
deg(fn, %, p) — deg(f, €2, p).

Além disso, deg(f, €2, p) é continua com respeito a p.

Agora, apresentaremos uma construcao do grau para fungoes no espago C*(£2; R™) N
C(Q;R") e estenderemos para funcoes em C(£;R"). Como o objetivo dessa secio é
somente introduzir a teoria do grau de Brouwer para aplicar durante o desenvolvemento
da dissertacao, optamos em omitir os detalhes.

Seja f € CHQ;R™) N C(Q;R™). Como p € £(0N), tome a > 0 tal que
a< inf |[f(z) —pl.
Considere ¢ € C([0,00); R) tal que
(i) supp ¢ C (0,a),

(i) fon o(llz])de = 1.

Podemos definir o grau de f por



Definigao 2.2 Seja f € CHQ;R™) N C(Q;R™), defina o grau de f em 2 relativo a p por

deg(f, Q. p) = / (1 () = pll) 5 (),

onde J¢(x) denota o jacobiano de f no ponto x € ).

O grau da f em (2 relativo a p estd bem definido, pois pode-se verificar que a definicao
acima independe das escolhas de a e da fungao . O leitor pode encontrar todos os detalhes
nas paginas 32 e 33 de [1].

Seja Jy(x) # 0, para todo z € f7'(p) = {y € Q; f(y) = p} . Observe que

e c U B,
z€f~1(p)

onde B, (r) denota-se a bola aberta {y € R™; |ly — z| < r,} tal que f[p, (») é um
difeomorfismo, esse r, > 0 existe pelo Teorema da Aplicagao Aberta. Como f é continua
e {p} C R™ é fechado, segue que f~'(p) é um fechado contido no compacto , entdao f~*(p)
também é compacto. Pelo Teorema de Borel-Lebesgue podemos extrair uma subcobertura
finita { B, (z;) ;?:1. Lembrando que as f| By, (x;) S0 bijegoes, mostrarmos que f~'(p) é um
conjunto finito. Assim, apresentamos o seguinte resultado.

Corolario 2.2 Sejam f € CH(;R?) NC(QR™) e p € R\ f(09Q) um valor reqular de f,
isto €, J;(x) # 0 para todo x € f~'(p), entdo

deg(f,.p) = Y sgu[Js(x)].

zef~1(p)

A seguir definiremos o grau topolégico quando a funcao f é continua. Antes disso,
precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.1 Sejam fi, fo € C*(;R™) N C(;R™) tais que
1fi(z) = pll > o,
para i = 1,2 e para todo x € 0. See < % ¢ | fi(z) — fo(x)|| < &, para todo x € Q, entdo

deg(f1,€2, p) = deg(f2, 2 p).

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em [/, Lema 3.14]. [
Com esse Lema e pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, podemos definir:
Definicao 2.3 Seja f € C(Q;R"). O grau topolégico de f em () relativo a p ¢

definido por
deg(f, <2, p) = lim deg(fn, <, p),

sendo (fn)neny wma sequéncia de fungées em C?(;R™) N C(Q;R")  convergindo
uniformemente a f.

Agora, apresentaremos um resultado que sera utilizado mais a frente. Para isso,
precisamos das definigoes:



Definigao 2.4 Dizemos que um ponto x, € ) € solugao isolada de f(x) = p, se existe
r >0 tal que f(x) # p, para todo x € B,(x¢)\{zo}.

Definigao 2.5 Seja xy um solugao isolada de f(x) = p, definirmos o indice de f relativo
a xo por

Z(fa xO) = }}_{% deg(f7 Br(mo)ap)'

Lema 2.2 Seja f € CY(;R™) N O RY) e seja xg € Q tal que f(x0) = p € um valor
reqular de f. Entao
i(f,20) = (=1)",

onde B é a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de f'(x).

Demonstragao: Como p é um valor regular de f, pelo Teorema da Aplicacdao Inversa,
existe 7 > 0 tal que xy é solucdo isolada de f(xy) = p em B,(z¢). Sabemos que
i(f, o) = deg(f, By(z0),p) = sgn[Js(xo)]. Pela Forma Canonica de Jordan, segue que

Jf(l’o) = )\1)\2 s )\7“

onde os \; sdo os autovalores de f’(xy), repetindo de acordo com as suas multiplicidades
algébricas. Observe que

(i) A\; #0, para cada j =1,--- ,n, pois p é valor regular de f,

(i) se algum autovalor é complexo, isto é, da forma a + bi, entao o seu conjudado a — bi
também ¢ autovalor de f’(xy) e, portanto, o produto de ambos é a? + b > 0.

Assim, o sinal do jacobiano de f no ponto zy depende da quantidade de autovalores
negativos de f’(xq) e das suas respectivas multiplicidades algébricas. Portanto,

i(f, w0) = sgn[Jy(x0)] = (=1)°,

onde [ é a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores negativos de f'(zg). [ ]

2.2 Grau de Leray-Schauder

Nesta secao, apresentaremos a teoria do grau para perturbacoes compactas da
identidade, o chamado grau de Leray-Schauder, para os espacos de Banach através da
teoria do grau de Brouwer.

Denotaremos X um espago de Banach munido de uma norma ||- || e  um subconjunto
aberto e limitado de X.

Definicao 2.6 Dizemos que uma aplicagio T : @ — X € compacta, se T ¢ continua

e T(QY) € relativamente compacto em X, ou seja, T(§2) € um compacto em X.
Definicao 2.7 Sejam [ : X — X o operador identidade e T : Q — X uma aplicacdo
compacta, dizemos que a aplicagcao S := [ =T : Q) — X ¢ uma perturbagao compacta

da identidade.

Recorrendo a definicao de grau de Brouwer, definirmos:



Definicao 2.8 Seja T : Q — X uma aplicagio compacta tal que T(Q) C E, onde E ¢
um subespaco de X com dimensao finita, e sejap & (I —T)(0N), entdo definirmos o grau
de S=1-T em ) relativo a p por

deg(sa Qap) = deg(S|QﬂE‘7 an Evp)

Para estendermos esta definicdo para qualquer aplicacdo compacta, precisamos do
préximo resultado, que pode ser encontrado detalhadamente nas paginas 53 e 54 de [1].

Lema 2.3 Se S=1-T:Q — X ¢ uma perturbacio compacta da identidade, p ¢ S(0X2)

er = dist(p, S(0N)) > 0, entao eziste uma aplica¢ao compacta T, : Q@ — X tal que T,.(2)
estd contido em um subespago de dimensao finita de X, p & (I —T,)(00) e

,
1T =T @ < 5

onde ||| ¢ = sup{llo(z)]; = € Q}.

Definigao 2.9 Seja T : Q — X uma aplicacdo compacta e seja p ¢ (I — T)(99),
definirmos o grau de S =1 —T em ) com relagao a p por

deg(I —T,Q,p) :=deg(I —T,,9,p),
onde T, é dado pelo Lema 2.3.

Na secao 3.4 do livro [1] e na se¢ao 1.2 do trabalho [I] o leitor encontrard a prova
detalhada de que as Definicoes 2.8 e 2.9 sao consistentes, isto é, independe da escolha do
espaco F e da aplicacao T,., respectivamente.

Segue da definicao do grau de Leray-Schauder através da teoria do grau de Brouwer
que as propriedades (P1) - (P7) sao satisfeitas. Além dessas, destacaremos

Lema 2.4 O grau de Leray-Schauder é constante nas componentes conezas de X \ S(0€2).

Proposigao 2.1 Sejam S :_ﬁ — X e F : Q — X perturbacées compactas da
identidade tal que S(Q)) C Q. Seja b € X\(FS)(99Q). Se Ki,i € N, sdo componentes
conezas limitadas de 1 \ S(0R), entdo

deg(FS,,b) = Z deg(S, €2, b;) deg(F, K;,b),
ieN

onde b; € K;, para todo 1 € N.

Teorema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder) Seja Q@ um conjunto
aberto, convezo e limitado do espaco de Banach X tal que 0 € Q e seja T : Q@ — X uma
aplicacio compacta tal que T(Q) C Q. Entdo T tem um ponto fizo em €, isto é, existe
x € Q tal que T(x) = .

Para prosseguir, precisamos da seguinte definicao:
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Definicao 2.10 Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que o operador linear
T:X — Y écompacto se T é um operador continuo tal que T(M) CY for compacto,
para todo M C X limitado.

Definicao 2.11 Seja T : X — X wm operador linear compacto. Dizemos que p € R é
um valor caracteristico de T' se Ker(I—uT') # 0, onde definamos a sua multiplicidade
geométrica por
dim [Ker(I — uT)]
e a sua multiplicidade algébrica por
dim

G Ker(I — pT)"

n=1

Observe que o valor caracteristico é o inverso do autovalor nao nulo do operador
linear. Nas segoes 8.3 e 8.4 do livro [17], intitulado “Introductory Functional Analysis
with Applications”, de Kreyszig, onde prova o Teorema A.4, o leitor encontrard a prova
da definicao é consistente.

Proposicao 2.2 Seja T : X — X um operador linear compacto tal que 1 nao € valor
caracteristico de T. Entao, para r > 0,

deg(I - Ta BT<O)7 O) = (_1)67
onde B € a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de T' em (0,1).

Demonstragao: Sejam fiq, fio, - - , pt 0s valores caracteristicos distintos de 7" em (0,1) —
E uma quantidade finita pelo Teorema A.6—. Para cada valor caracteristico u;, 1 <17 < k,
defina

N; = | JKer(1 = T)".
n=1
Seja N = N; @ -+- @ Ng, temos T(N) C N e dim N = dim Ny + - - - + dim N}, = 5. Como
N tem dimensao finita, existe um subespaco fechado W em X tal que X = N @& W. Sejam
P: X — Xe(@:X — X as projecoes continuas de X em N e W, respectivamente.
Defina a homotopia H : X x [0,1] — X por

H(z,t) =2 — TPz —tTQux.

Observe que cada aplicacao H(-,t) : X — X é uma perturbagao compacta da identidade,
uma vez que TP e T(Q sao operadores compactos, por Proposi¢ao A.2. Suponha que
existem ¢t € [0,1] e z € X, com ||z|| = r, tais que

x—TPx —tTQx =0, (2.1)

temos Px — T Px = tTQx — Qz. Lembrando que T(N) C N, segue que Px — TPz € N.
Se TQxr € N, aplicando @ na equacao (2.1), obtemos Qz = 0 e, consequentemente,
x = Pz. Substituindo na equagao (2.1), vemos que x — Tx = 0, porém 1 nao é valor
caracteristico de T, donde segue que x = 0, contradi¢do com ||z|| = r. Caso contrério,
se TQr € W, segue que tTQx — Qz € W, como N N W = {0}, segue Pxr — TPz =0e
Qr —tTQx = 0. Novamente, como 1 nao é valor caracteristico de T', segue que Pz = 0 e,
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assim, x = Qx € W. Portanto, x — tTx = 0, isto é, © € Ker(I — tT'), ou seja, t coincide
que algum valor caracteristico p; de 7" em (0, 1). Entdo € N. Assim, z € N NW, porém
NNW = {0}, logo = = 0, contradi¢ao com ||z| = r. Logo 0 € H (0B,(0),t), para todo
t € [0, 1]. Pela invariancia do grau por uma homotopia admissivel, temos

deg(I — T, B,(0),0) = deg(I — TP, B,(0),0).

Agora, pela definicdo do grau topolédgico, considerando o operador I — T restrito ao
espaco de dimensao finita N, temos que A € R é um autovalor desse operador quando
Ker[(I —T) — M # {0}, ou seja, quando A = 1 — /%’ onde u é algum valor caracteristico
de T'. Observe que A é negativo quando p € (0,1), pelo Lema 2.2 e da igualdade acima,
concluimos que

deg(] - T: Br(0)7 0) = (_1)67

onde ( é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de T" em (0, 1).
|

Observacao 1: O Teorema acima vale para qualquer conjunto aberto e limitado em X

que contém o elemento 0.

11



12



Capitulo 3

(Grau de coincidéncia

O objetivo fundamental do presente capitulo é definir o grau de coincidéncia para
perturbagoes de operadores de Fredholm de indice zero e apresentar as suas propriedades,
que auxilaram na obtencao de solugoes para um problema periédico do tipo Ambrosetti-
Prodi com equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem.

A principal referéncia utilizada para a construcao do grau de coincidéncia foi o livro
[11], intitulado “Coincidence Degree and Nonlinear Differential Equations”, de Gaines e

Mawhin. O trabalho [29] também auxiliou na elaboragdo do mesmo. Ja os trabalhos [20],
intitulado “An existence theorem of the Leray-Schauder type for four-point boundary value
problems”, e [27], intitulado “Upper and lower solutions and topological degree”, ambos

de Rachunkové, foram utilizados para o exemplo do grau de coindidéncia para o operador
diferencial de segunda ordem.

3.1 Operadores de Fredholm

Nesta secao, apresentaremos conceitos e resultados introdutorios para a definicao do
grau de coincidéncia para perturbagoes de operadores de Fredholm.

Definicao 3.1 Sejam X e Z espacos vetoriais normados sobre R. Dizemos que um
operador linear L : dom L. C X — Z, onde dom L é um subespaco de X, é um operador
de Fredholm se as sequintes condigoes forem satisfeitas

(1) Ker L possui dimensdo finita,
(13) Im L € fechado em Z e possui codimesao finita.
O indice de L € dado por

ind L = dim Ker L — codim Im L.
Seja Coker L = Z/Im L, o espago quociente de Z por Im L pela relagao de equivaléncia
2z~ 7 se, e somente se, z— 2 € ImlL.
No espago Coker L = {z +Im L; z € Z} , pode-se considerar a norma

HZ”CokerL = yei{lrgL ”Z + y"Za
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onde || - ||z denota a norma em Z. Como codim Im L = dim Coker L, é equivalente dizer
que o operador linear L : dom L — Z é um operador de Fredholm, se Im L for fechado e
os subespacos Ker L e Coker L possuirem dimensoes finitas.

No que segue, consideraremos X e Z espagos de Banach com as normas || - ||x e || - ||z,
respectivamente.

Se L : domL C X — Z é uma operador linear continuo tal que Im L possui
codimensao finita entdo Im L é fechado em Z [0, Exercicio 2.27]. Portanto, para um
o operador linear continuo L ser um operador de Fredholm é suficiente que os subespagos
Ker L e Coker L possuirem dimensoes finitas.

O resultado a seguir mostra que, dado um operador de Fredholm, é possivel obter
projecoes continuas P: X — X e () : Z — Z tais que

Ker L=ImP e ImL = KerQ.

Proposicao 3.1 Se as condigoes (i) e (ii) forem satisfeitas, entdo existem projecoes
continuas P: X — X e Q : Z — Z tais que Ker L =Im P e Im L = Ker Q.

Demonstragao: Seja {v,--- ,v,} uma base para Ker L. Considere os funcionais lineares
¢; : Ker L — R tais que ¢;(v;) = d;5, parai,j = 1,--- ,n. Pelo Teorema de Hahn-Banach
(ver Corolario A.3), existe um funcional linear continuo ®; : X — R que estende ¢;,
para cada i =1,--- ,n. Defina P : X — X, por

Pz = i D, (x)v;.
i=1

Segue que o operador P é uma projecao continua e Im P C Ker L. Resta mostrar que
Ker L C Im P. De fato, seja x € Ker L, existem aq, -+ ,a, € R tais que = = 2?21 ;.
Para cadat=1,--- ,n, temos

Q;(x) = P, (Z ajv]) = ZOéj(I)Z'(Uj) = .

Portanto, z = > | ®;(x)v; € Im P.

Agora, mostraremos que existe o operador () tal que Ker Q = Im L. Como dim Coker L
é finita, pelo Lema A.1, existe W um subespaco vetorial Z com dimensao finita tal que
Z =ImL®W. Seja {wy, - ,w,} uma base de W e defina os funcionais ¢; : W — R

tais que ¢;(w;) = d;;, para i,j = 1,--- ,m. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um
funcional linear continuo ¥; : Z — R que estende ;, para cada i = 1,--- ,m. Defina
Q:Z — Z por

Qz = i": U, (2)w;.
i=1

Por argumento andlago ao anterior, obtemos que () é uma projecao continua tal que
Im@ = W. Para completarmos a prova, resta mostrar que Ker) = Im L. Como
Z=ImL®W eIm@ = W, segue que Im L C Ker (. Por outro lado, se x € Ker @,
existem a € ImL e b € W tais que x = a + b, entdo 0 = Qz = Q(a +b) = Qa + b. Por
Im L C Ker @, temos b = 0 e, consequentemente, x = a € Im L. Portanto, Ker ) = Im L.

|

Com a projegao continua P definirmos o operador Lp como a restricao do operador
L ao conjunto dom L N Ker P. A seguir mostraremos que esse operador é um isomorfismo
sobre Im L.
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Proposicao 3.2 Se as condigoes (i) e (it) forem satisfeitas, entdo o operador linear
Lp:dom L NKerP — ImL € um isomorfismo.

Demonstracao: Seja x € dom L N Ker P tal que Lx = 0, temos x € Ker L = Im P,
entdo z € Ker PN Im P = {0}, consequentemente, x = 0, onde segue que Lp é injetor.
Resta mostrar que Lp é sobrejetor. Seja y € Im L, existe x € dom L tal que Lz = y.
Como z € domL C X = Ker P ® Im P, existem a € Ker P e b € Im P = Ker L tais que
x=a+b Logoy =Lr = La, mas a =z —b € dom L. Entao a € dom L NKer P e
Lpa = La = y. Portanto, Lp é isomorfismo. [

Entao, podemos definir o operador Kp : Im L — dom L N Ker P por
Kp=L3"
Proposigao 3.3 Se (i) e (it) forem satisfeitas, entao
(a) PKp =0,
(b) LKp =1,
(¢) KpL=1-P.

Demonstragao: (a) Basta observar que Im Kp = dom L N Ker P C Ker P.
(b) Como PKp =0e (I — P)x € Ker P, para todo = € X, obtemos

LKp=L(I—-P)Kp=Lp(Il—P)Kp=LpKp=1.
(¢) Por ImP =Ker L e (I — P)x € Ker P, para todo x € X, temos
KpL =KpL(I — P)=KpLp(I—P)=I1II—-P)=1—-P.
]
Proposicao 3.4 Se P': X — X outra projecao continua tal que Im P' = Ker L entao
Kp = (I — P)Kp.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.3, temos

L(Kp—Kp)=LKp—LKp =1—-1=0,
ou seja, Im (Kp — Kpr) C Ker L = Im P'. Entao

Kp—Kp =P (Kp— Kp)=P'Kp— P Kp = P Kp.

Portanto,
Kp = (I — P")Kp.
|
Considerando a topologia quociente em Coker L, definirmos a aplicacao continua e

sobrejetora 7 : Z — Coker L por 7z = z + Im L. A norma de 7 é dada por

H’]T” = sup H7TZHCokerL
40 |lzlz
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Proposicao 3.5 Se (i) e (i1) forem satisfeitas, entdo
() Qz=0<=z€ImL <<= 12=0,

(b) m=mQ,

(¢) 7o = T|mq : ImQ — Coker L € um isomorfismo.

Demonstracao: (a) Segue da construgao Im L = Ker Q).

(b) Como (I — Q)z € Ker @, segue do item (a) que 7(I — Q)z = 0, logo 7z = 7Qz, para
todo z € Z.

(c) Basta observar que Ker Q = Im L e 7 é sobrejetora. [ ]

Definicao 3.2 Dado Q um subconjunto aberto e limitado em X. Dizemos que uma
aplicacao N : Q) — Z ¢ L—compacta em (2 se as sequintes condigoes sao satisfeitas

(iii) 7N : Q — Coker L é uma aplicacdo continua e mN(Q) € limitado,

(iv) KpoN : Q — X ¢ uma aplica¢do compacta, onde Kpg := Kp(I — Q).

Vejamos que a definicao acima é consistente, isto é, verificaremos que ela independe
da escolha das projecoes P e ().

Proposicao 3.6 Se as condigoes (i) — (iv) forem satisfeitas para a tripla (L, N, ), entdo
Kp o' N € uma aplicagao compacta para qualquer par de projecoes continuas (P, Q') tais
que Im P’ = Ker L e Im L = Ker ().

Demonstracao: Considere os isomorfismos g : Im¢) — Coker L e 7 : Im Q' —
Coker L, como Im(/ — Q) C Ker@Q = ImL e Im(/ — Q') C Ker@Q" = ImL, temos
Q= 7rc_217rQ = 7rc_217rQ + 7rc_217r([ -Q) = 7TC_21’/T e Q = 7TC_2,17T.

Afirmamos que Kp estd definida em Im(Q — Q'), isto é, Im(Q — Q') C Im L. De fato, dado
z € Z, temos

QQR-Q)z=0Qz-QQz=Q( -Q)z=0,

pois (I —Q')z € Ker Q' = Ker Q). Logo (Q —Q')z € Ker @ = Im L, provando a afirmagao.
Pela Proposicao 3.4, temos

KpogN = Kp(l-Q)N=Kp(l-Q)N+Kp(Q—-Q)N
= ([ =P)Kp(I-Q)N+(I-P)Kp(Q—-Q)N
(I — PYKpoN + (I — P")K(ny' —m,/ )N,

onde K = Kp|img-¢y. Como dim Coker L é finita e mg e mg sao isomorfismos, segue
que dim Im(Q — Q') também é finita. Assim, K é continuo e, consequentemente, Kps or N
é continuo. Resta mostrar que Kpr o N(€) é relativamente compacto. De fato, como
©N(Q) é limitado e K, I — P, Wc_gl e 7ré,1 sao operadores lineares continuos, o conjunto
(1 — P’)K(ﬂél - Wé})ﬂN(ﬁ) também sera limitado. Observe que (I — P')|kerp = I |Ker P,
uma vez que Ker P = Ker P'. Pelo Teorema A.1, dimIm K < dimIm(Q — @'), entédo
(I - P")K(rg' — 75 )mN(Q) esta contindo em num espago de dimensdo finita, concluindo
a prova. [ |
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3.2 Grau de coincidéncia

No presente trabalho, estamos interessados em obter solucoes para a equagao do tipo
Lz = Nz, (3.1)

num certo conjunto €2 aberto e limitado do espaco de Banach X, sendo L : dom L — Z
um operador de Fredholm de indice zero, isto é,

(v) dim Ker L = dim Coker L,

e N : Q — Z uma aplicacao L—compacta. Para isso, nesta secao introduziremos o
conceito de grau de coincidéncia de L e N em ) para auxiliar nesse estudo. Vejamos que:

Proposicao 3.7 Sob as condi¢oes acima, x € solucio de (3.1) se, e somente se,
(I = P)x = (Am+ Kpg)Nz, onde A : Coker L — Ker L € um isomorfismo.

Demonstracao: Seja z € dom LNQ tal que Nz = Lz, entdo 1Nz = 0 e QNz = 0, uma
vez que Ker Q = Im L. Como A é um operador linear, Ar Nz = 0. Das Proposicoes 3.2 e
3.3, obtemos que Kp é isomorfismo e KpL = I — P. Entao o resultado segue da cadeia
de equivaléncias

Lr =Nz <= Lr=(I—-Q)Nx<= KpLzx=Kp(I —Q)Nzx
< ([ —P)r=KpgNzx+AnNz

Defina a aplicacdo M : Q — X dada por
M = P+ (A7T+ KP7Q)N,

onde A : Coker L — Ker L é um isomorfismo, uma vez que (v) é satisfeita. Observe que
Im M C dom L e com a Proposicao 3.7, segue que o conjunto de solugoes de (3.1) é igual
ao conjunto de pontos fixos da aplicacao M.

Proposicao 3.8 Se as condicoes (i) — (v) forem satisfeitas para a tripla (L, N,SY), entdo

M € uma aplicacao compacta em €.

Demonstragao: Se N ¢ uma aplicagao L—compacta em Q, temos que 7N () é limitado,
donde segue que (P + AnN) () é um conjunto limitado, uma vez que Q também ¢é
limitado e P e A sdo operadores lineares continuos. Observe que Im(P + A7rN) C Ker L

e lembrando que Ker L possui dimensao finita, segue que (P 4+ A7) (€2) é um conjunto
limitado em um espaco de dimensdo finita, logo (P 4+ A7N) (Q) é relativamente compacto.
Novamente, por N ser L—compacta, P+ A7rN é uma aplicacao continua, logo compacta.
Além disso, KpoN também é uma aplicagdo compacta. Portanto, M = P+ (Anr+Kpg)N

é uma aplicacao compacta em (2. [

Sob as condigoes acima, se
(vi) 0 ¢ (L — N)(dom L N 0N)

entao o grau de Leray-Schauder deg(/ — M, €2, 0) estd bem definido. A seguir mostraremos

que o numero inteiro deg(l — M,(2,0) independe das projecoes P e @) tomadas e que

| deg(I — M, $2,0)| também independe do isomorfismo A : Coker L — Ker L em questao.
Denotaremos por Z; o conjunto dos isomorfismos de Coker L sobre Ker L.
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Definigao 3.3 Sejam A e A dois isomorfismos de Ij. Dizemos que A e N sdo
homotépicos em Z; se existe uma aplicagio continua T : Coker L x [0,1] — Ker L
tal que T'(-,0) = A, T'(-,1) = A e I'(-,t) € Z;, para qualquer t € [0, 1].

Proposigao 3.9 Os isomorfismos A e N sao homotdpicos em ZI; se, e somente se,
det[A/A~1] > 0.

Demonstragao: Suponha que os isomorfismos A e A’ sdo homotdpicos, entdao existe
uma aplicacao continua I' : Coker L x [0,1] — Ker L tal que I'(-,0) = A, T'(-,1) = A’

e I'(-,t) € Z; para qualquer t € [0,1]. Sejam {vy,---,v,} e {wy, -+ ,w,} bases dos
subespacos Coker L e Ker L, respectivamente. Representaremos as formas matriciais
dos isomorfismos A e A’ nas bases {vq, -+ ,v,} e {wy, -+ ,w,} pelos mesmos simbolos.

Considere a aplicagdo continua A : [0,1] — R definida por A(t) = det(I'(-,t)). Como
['(-,t) é um isomorfismo, segue que A(t) # 0, para todo t € [0, 1]. Logo, pela continuidade
de A, temos A possui 0 mesmo sinal em [0, 1]. Assim,

L detA A1)

IA—17 —1
det[A'/A™" ] =det Adet A7 = Ttk A0)

> 0.

Reciprocamente, se det A e det A’ possui o mesmo sinal, entdao A e A’ estdao na mesma
componente conexa em GL(n,R). Como cada componente conexa é conexa por caminho,
existe uma aplicacao continua A : [0,1] — GL(n,R) tal que A(0) = A e A(1) = A"
Logo, defina I' : Coker L x [0,1] — Ker L por I'(z,t) = A(t)x, segue que A e A’ séo
homotépicos em Z;,. [ ]

Segue da proposi¢ao acima,

Corolario 3.1 O conjunto Iy, € particionado em duas classes de homotopia, a saber, as
que possui determinante positivo e negativo.

Antes de prosseguimos, vejamos os seguintes resultados auxiliares

Proposigcao 3.10 Se Y € um espaco vetorial e S,S’ :' Y — Y sao duas projecoes tais
que Im S = Im S" # {0}, entao S” := aS + bS’, com a,b € R, € uma projecao tal que
ImS” =Im S se, e somente se, a+b=1.

Demonstragao: Se S” = aS +bS" e Im S = Im 5’, temos

(8" = (aS+bS")(aS +bS")
= a*S% +abSS' +baS'S + b*(S')?
= a*S +abS" + abS + b*S’
= (a+0)S".

Suponha que S” é uma projecao tal que Im S” = Im S, para z € ImS” e z # 0, temos
z2=8"2=(9")2=(a+b)S"2 = (a+0)z,

entao a+b = 1. Reciprocamente, se a +b = 1, temos (S”)* = (a+b)S"” = 5”. Além disso,
para z € ImS = Im S’, temos

S"z=(aS+bS")z=aSz+bS"z=(a+b)z =z,
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logo Im S C Im S”. Para z € Y, temos
SS"z = S(aSz+bS'2) = aS*2 + bS5’z = aSz +bS'z = 5"z,

assim, Im S” C Im S. Portanto, Im S” = Im S. [ ]

Para o préximo resultado, admitiremos L um operador de Fredholm.

Lema 3.1 Sejam P, P’ : X — X projecoes continuas tais que Im P = Im P' # {0} e
P" =aP +bP', coma+0b=1, entao

Kp// :aKp+pr/.

Demonstracgao: Pela Proposicao 3.3 e Proposicao 3.4, segue que

Kpr = (I—P"Kp=(—aP—bP)Kp=Kp—aPKp—bP Kp
= KP—bP,Kp:(a+b)KP—bP,KP:CLKp+b(I—P,)Kp
= aKp+pr/.

Proposicao 3.11 Sejam Y ¢é um espago vetorial e Q,Q" 1Y — Y duas projecoes
continuas tais que Ker @ = Ker Q' # {0}, entao Q" := aQ + bQ’, com a,b € R, € uma
projecao tal que Ker Q" = Ker QQ se, e somente se, a +b = 1.

Demonstracao: Da continuidade das projecoes @ e Q' segue que QQ” também é continua.
Como Ker @ = Ker @', temos Q'(z) — z € Ker@ e Qz — z € Ker @', para todo z € Y.
Consequentemente, QQ’' = Q e Q'Q = Q'. Dai,

Q") = (aQ +bQ")(aQ +bQ")
= a’Q* + abQQ' + baQ'Q + b*(Q')?
= a’Q + abQ' + abQ + b*Q’
(a + b)Q// — Q//'
Analogamente a prova da proposicao anterior, se (" é uma projecao tal que Ker Q" =
Ker @, segue que a + b = 1. Reciprocamente, se a + b = 1 entao Q" é uma projecao
continua. Resta verificar que Ker Q" = Ker (). Note que Ker Q C Ker ", uma vez que

Ker Q" = Ker Q. Por outro lado, se z € Ker@”, temos z € Y = Ker@ @ Im @), assim,
existem = € Ker @) e y € Im () tais que z = x + y. Entao

0=0Q"2=Q"r+Q"y =0+ (aQ + bQ")y = aQy + bQ'y = ay + bQ'y.

Aplicando )’ na expressao acima,

0=aQ'y+bQy = (a+b)Qy=Q'y,

donde segue que y € Ker @'. Como Ker @ = Ker ', segue que y € Ker@ NIm @ = {0},
entao z = x € Ker Q. Portanto, Ker Q = Ker Q”. [

Proposicao 3.12 Se as condigoes (i) — (vi) forem satisfeitas para a tripla (L, N,$) entdo
deg(I — M,,0) depende apenas de L, N,Q e da classe de homotopia A em Zy.
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Demonstragao: Sejam P, P': X — X e Q,Q’ : Z — Z projecoes continuas tais que
ImP=KerL=ImP e KerQ=ImnL=ZKerQ'"

Sabemos que
dim Im P = dim Ker L = dim Coker L = dim Im Q).

Se ImP = {0} entao Im P’ = Im@Q = ImQ’ = {0} e KerP = X = Ker P'". Desta
forma, M = P+ (ATF + KP’Q)N = KPN e Lp = L, entao M = KPN = LilN.
Assim, deg(I — M, 2,0) nao depende de P e Q. Quando Im P # {0}, temos Im @ # {0}.
Sejam A, A’ € Z; na mesma classe de homotopia, entao existe uma aplicacdo continua
[': Coker L x [0,1] — Ker L tal que I'(-,0) = A, I'(+,1) = A" e ['(-, t) € Z}, para qualquer
t € [0,1]. Para cada t € [0, 1], defina

o P,=(1-t)P+tPF,

« Q=(1-1Q+1Q,

o My=P +T(rN(-),t)+ Kp,q,N.

Pela Proposicao 3.10 e Proposicao 3.11, segue que P, e Q; sao pojecoes continas tais que
Im P, = Ker L e Ker Q; = Im L.

Pelo Lema 3.1,
Kpt = (1 — t)Kp —|-th/,

para t € [0,1]. Se 0 € (N — L)(dom L N 05?), pela Proposigao 3.7,
Mt(z) 7é 2,

para todo z € dom L N 9N e para qualquer ¢t € [0,1]. Além disso, temos M = M, e
M':= M, = P'+ (N7 + Kp o) N. Mostremos que a aplicagao H : Q x [0,1] — X, dada
por H(x,t) = M;(x), é compacta. Observe que a aplicacdo H é continua, resta verificar
que H(€,t) é relativamente compacto em X para cada t € [0,1]. Do Lema 3.1 e pela
Proposicao 3.3 e Proposicao 3.4, segue que

Kpo, N = Kp(I—Q)N=[1—-t)Kp+tKp|[l —(1—1)Q—tQ|N
= [0=t)Kp—(1—-t)°KpQ —t(1 = t)(I = P)Kp Q'+
+tKp —t(1—t)(I — P)KpQ — *KpQ'| N
= [(1=t)Kp(I — Q) +tKp(I—Q"|N
(1 —t)KpgN +tKpr N,

onde segue que K p, g, N é compacta. Como os conjuntos P;(Q) e (N (Q), 1) sdo limitados
contidos no espago de dimensao finita Ker L, concluimos que H(£2,t) é relativamente
compacto para cada t € [0, 1]. Da invariancia do grau de Leray-Schauder por homotopia

compacta, temos

deg(I — M,Q,0) = deg(I — My,Q,0) = deg(I — My,Q,0) = deg(I — M',Q,0).
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Deste resultado concluimos que o nimero deg( — M, 2, 0) nao depende das projecoes
P e () escolhidas. Veremos adiante que o mdédulo desse independera também da classe de
homotopia do isomorfismo A adotada em Z;. Para os préximos resultados, admitiremos
que as condigoes (i) — (vi) acima sao satisfeitas para a tripla (L, N, Q).

Lema 3.2 Seja G : Ker L — Ker L um isomorfismo e seja M' = P + (GAm + Kpg)N
entao
[—M =(I—P+GP)(I— M)

Demonstracao: Lembrando que M = P + (A7 + Kpg)N, temos
(I—-P+GP)I—-M) = [—P—ArN — KpoN + PATN +
+PKP,QN - GPATN - GPKRQN.

Sendo A um isomorfismo de Coker L sobre Ker L e Ker L = Im P, donde segue que
PAmN = AnN. Do item (a) da Proposicao 3.3, segue que PKpoN =0e GPKpgN = 0.
Entao obtemos o resultado

(I—-P+GP)I—~M)y=1-—M.

Proposigao 3.13 Sejam A, N € I, e seja M' = P+ (AN'm+ Kpg)N entao
deg(I — M',Q,0) = sgn(det A'A™") deg(I — M, Q,0).
Demonstragao: Considerando G = A’/A~! no Lema 3.2, temos
I—M=(I-P+NAN'P)(I-M).
Da Proposicao 2.1,
deg(I — M',Q,0) = deg(I — P+ AN'A™'P, B(0),0) deg(I — M, ,0).

Como P — ANA"'P : X — KerL ¢ continua e Ker L tem dimensao finita, entao
I — (P—NA"'P) é uma pertubagao compacta da identidade com a imagem contida
em um subespaco de dimensao finita. Pela definicao do grau de Leray-Schauder, segue

deg(I — P+ NA'P,B;(0),0) = deg((I — P+ ANA Y |p,0)ker ., B1(0) N Ker L, 0)
deg(A'A™", B1(0) N Ker L, 0)
= sgn(det A1),
Portanto, concluimos o desejado. ]

O proéximo resulta segue imediatamente da Proposigao 3.13.

Coroldrio 3.2 Se as condicoes (i) — (vi) forem satisfeitas para a tripla (L, N,Q) entdo
| deg(I — M,Q,0)| dependerd apenas de L, N e Q.

Podemos agora introduzir o conceito de grau coincidente de L e N em ().

Definicao 3.4 Sejam 1 um subconjunto aberto e limitado em X, L um operador de
Fredholm de indice zero e N € uma aplicagio L—compacta em Q. Se 0 ¢ (L —
N)(dom LNo), o grau de coincidéncia de L e N em 2 é o nidmero inteiro
deg((L, N),Q) dado por

deg((L, N), Q) = deg(I — M, ©,0),
onde M : Q — X € a aplicagio definida por M = P + (Am + Kpg)N, com
A : Coker L — Ker L € um isomorfismo que preserva a orientacao.
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3.3 Propriedades

Aqui veremos as principais propriedades do grau de coincidéncia de L e N em 2, que
sao consequéncias das propriedades do grau de Larey-Schauder. Nesta secao, admitiremos
que as condigoes (i) — (vi) acima sao satisfeitas para a tripla (L, N, ).

Propriedade 3.1 (Existéncia) Se deg((L,N),Q) # 0, entdo 0 € (L — N)(dom L N §2).

Propriedade 3.2 (Excisdao) Se Qg C Q € um conjunto aberto tal que (L—N)~(0) C Qy,
entao deg((L, N), ) = deg((L, N), Q).

Propriedade 3.3 (Aditividade) Se 2 = Q; U Qy, onde Q1 e Qy sao abertos disjuntos
tais que 0 ¢ (L — N)(dom L N 0£2y) U (L — N)(dom L N 9%s), entao deg((L,N),Q) =
deg((L,N), Q) + deg((L, N), Q).

Definigao 3.5 Sejam L : X — Z um operador de Fredholm de indice zero e €2 um
subconjunto aberto e limitado em X. Dizemos que N :Q x[0,1] — Z ¢ uma aplicagio
L—compacta em Q x [0, 1] se a aplicacdo N, = N( t) for L—compacta em €, para cada
te[0,1].

Teorema 3.3 (Invariancia do grau por homotopia) Se L ¢ wum operador de
Fredholm de indice zero, N : Q x [0,1] — Z é uma aplicagio L—compacta em Q x [0, 1]
e

0¢ (L—N(-,t)(dom LN oN),

para cada t € [0,1], entdo deg((L, N(-,t)),Q) independe de t € [0,1].

Corolario 3.4 O nidmero deg((L, N),Q)) depende somente de L, Q2 e da restri¢io de N
em Of).

Demonstragao: Sejam N e N " aplicacoes L—compactas em Q tais que No = N'x, para
todo = € 9. Defina N : Q x [0,1] — Z por

N(z,t) = (1 —t)Nz +tN'z.
Se z € dom L N 9K, temos N(z,t) = Nz = N'z, para todo t € [0,1]. Onde segue que
0¢ (L — N(-t))(dom LN dN),
para todo t € [0, 1]. Pelo Teorema 3.3,
deg((L, N),Q) = deg((L, No), ) = deg((L, V1), ) = deg((L, N'), Q).

Portanto, segue o resultado. ]

Para provamos o proximo teorema, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.3 Se as condigoes (i) — (vi) forem satisfeitas para a tripla (L, N,Q) e Kpg for
continuo, entao existe pu > 0 tal que

inf Lx— N > 0.
zEdolrgLOBQ” & xHZ_uI
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Demonstracao: Suponha que o resultado nao seja verdadeiro. FEntao, existe uma
sequéncia (x,)neny em dom L N 0N tal que

1
|Lz, — Na,|lz < —.
n

Como Ker@ = Im L = Kerm, temos QL = 0 e 7L = 0. Pela Proposicao 3.3, temos
KpL =1 — P. Assim,

(At + Kpg)(L—N) = AxL—AnN + KpoL — KpoN
= —ATN + Kp(I — Q)L — KpoN
— KpL— (Ar+ Kpg)N
= [—P—(Am+Kpo)N=1-M.

Tomado k = ||Am + Kpgl|x, uma vez que At + Kpg é continuo, obtemos
k
| Ixn, — Mz,||x < |[A7 + Kpgllx||Lan — Na,||z < — (3.2)

Como €2 é limitado, a sequéncia (2, )nen também serd. Lembrando que M é um operador
compacto, pelo Lema A.2 segue que (Mz,),eny admite uma subsequéncia (M, )ren
convergente em X. Seja y esse limite, segue da equacao (3.2) que y também é limite da
(@n, Jken. Consequentemente, y € 052, pois 092 é fechado. Novamente por (3.2) obtemos
y — My = 0. Logo, y é ponto fixo de M. Pela Proposicao 3.7, Ly = Ny, contradi¢cao com
a hipétese (vi). Portanto, o resultado é vélido. n

Teorema 3.5 (Teorema de Rouché) Suponha que as condigoes (i) — (vi) estejam
satisfeitas para a tripla (L,N,Q). Se o operador Kpg € continuo, para cada aplicagio
L—compacta N’ em Q tal que

sup [Nz — N'z||z < u,
€N

onde p é dado pelo Lema 3.3, temos deg((L, N),Q2) = deg((L, N'), Q).
Demonstragao: Considere a homotopia L—compacta N : € X [0,1] — Z dada por
N(z,t) = (1 —t)Nx +tN'z.

Pelo Lema 3.3, temos

|Lz — N(z,t)||z > ||Lx — Nz||z — t| Nz — N'z||z > (1 — t)u > 0,
para z € dom LNOQ e t € [0,1]. Logo, 0 & (L — N(-,t))(dom LNIN), para todo t € [0,1].
Portanto, o resultado segue do Teorema 3.3. [
3.4 Aplicagao

Nesta secao, faremos uma aplicacao do Grau de Coincidéncia no problema periddico
u'(x) = f(x,u(x),d/'(z)). Para a elaboracao desta, foi-se motivado pelo trabalho [21],
intitulado “Points fizes, points critiques et problemes aux limites”, de Mawhin, mas como
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este era inacessivel, utilizarmos como referéncias os trabalhos [20] e [27], citados no inicio
do capitulo. A seguir consideraremos os espagos de Banach X = C''[a, b], com a norma

[uller = max |u(z)| + max [u'(z)],
z€[a,b] z€la,b]

e Z = L'[a,b], com a norma
b
fulli = [ futa)] do.

Esta secao sera apresentada em duas subsecoes, onde na primeira mostraremos que
o grau de coincidéncia é consistente para operador diferencial de segunda ordem e na
segunda calcularemos o grau deste.

3.4.1 “Boa”Definicao

No presente trabalho, estamos interessados em estudar o problema periédico com f
uma aplicagao continua, mas como os resultados desta subsecao sao validos para o caso
mais geral, desenvolveremos-o considerando f uma aplicacao Carathéodory. Considere o
problema periddico

—u"(z) = f(z,u(z),v'(2)), atp x € (a,b),
(3.3)

£
—~
S
~—
I
.S
—~
=
~—~

onde f : [a,b] x R? — R satisfaz a condigao de localmente Carathéodory, isto é,
1) f(-,y,2): [a,b] — R é Lebesgue mensurdvel em |[a, b], para cada y, z € R,
2) f(z,-,-) : R? — R ¢ continua em R? qtp z € [a,b], e

3) sup{|f(z,y,2)|: [yl +[2| < p} € L*(a,b), para cada p € (0, +00).

Seja dom L := {u € AC'[a,b]; u(a) = u(b) e v/(a) = v/(b)} um subespago de C[a, 1],
defina o operador L : dom L — L'[a, b] por
"

Lu=u".

Observe que, pelo Teorema Fundamental do Calculo (Teorema B.5), AC'[a,b] =
W2l a,b] = {u € L'a,b]; v/, u" € L'[a,b]}.

Lema 3.4 L:dom L C C'a,b] — L'[a,b] é um operador de Fredholm de indice zero.

Demonstracao: Das propriedades de derivagao, vemos que L é um operador linear. Seja
u € dom L tal que Lu = 0, assim,

u'(z) =0, qtp z € [a,b),

u(a) = u(b),
u'(a) = u'(b).
Pelo Teorema Fundamental do Calculo, segue que u(x) = Az + B. Das condigoes

periédicas, obtemos que u(z) = B, para todo = € [a,b]. Entao Ker L é composto pelas
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funcoes constantes, entao esse subespaco é gerado pela funcao constante v = 1. Logo,
dim Ker L = 1. Seja v € Im L, entao existe u € dom L tal que

u'(z) = v(z), qtp € [a, 0],
u(a) = u(b),
u'(a) = u'(b).

Novamente pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

u(z) = A+B:v+// t)dtds,

para z € [a, b]. Da condi¢ao u(a) = u(b), obtemos

= b—a// t)dtds.
/abv(s)dSZO.
Im L = {veLl[a,b];/abv(s)ds:O}.

Da relacao de equivaléncia definida em Coker L, segue que

E da condicao u/(a) = u/(b),

Logo,

V~Uy <1 — Uy €lmL < (v —v9)(s)ds =0

a

= / s)ds = /bv2(s)ds.

Assim, o subespaco Coker L ¢é gerado pela classe que equivaléncia 1 =
{w € L' a,b); ﬁ fabw(s)ds = 1} , entao dim Coker L = 1. Mostremos que Im L é fechado
em L'[a,b]. Sejam (v,)neny uma sequéncia em Im L e v € L'[a, b] tais que v, — v em
L'[a, b], isto é,

lim ||v, — o] =0. (3.4)

n—-+00

Como cada v,, € Im L, temos
b b
(v —vy,)(s)ds + / vn(8)ds

/abv(s)ds
< /ab|<vn—v><s>|ds=||vn—v||1.

Da desigualdade acima e pela equacao (3.4), segue que v € Im L. Logo, Im L é um
subespaco fechado em L![a,b]. Portanto, L é um operador de Fredholm de indice zero. m

/ab(vn —v)(s)ds

Para determinamos o grau de coincidéncia do operador L precisamos de projecoes
continuas P : C'a,b] — Cla,b] e Q : L'[a,b] — L'[a,b] tais que ImP = Ker L e
Ker @ = Im L. Lembrando que ja mostramos que essas projecoes sempre existem para um
operador de Fredholm e que o grau independe dessa escolha. Considere P e () dadas por

Pu:dJu € QU:¢U7

onde 1, (z) = u(a) e ¢y(x) = 7= fabv(s)ds sao fungoes constantes em |[a, b].
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Lema 3.5 P: C'a,b] — C'a,b] e Q : L'a,b] — L'[a,b] sdo projegies continuas tais
que Im P =Ker L e KerQ =Im L.

Demonstracao: Nas defini¢oes acima, vemos que P e () sao operadores lineares tais que
ImP = KerL e KerQ = Im L. Além disso, por composicao de funcoes obtemos P? = P
e Q% = Q. Mostremos que P e @Q sdo continuas. Para u € C'[a, b], temos

[Puller = [[¢uller = max [¢h,(2)] + max [¢(z)| = |u(a)] < max [u(z)| < [lufcr.
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

Para v € L'[a, b], temos

b bl q b
@l = loulh = [ lolde = [ |2 [ vts)ds o
1 b b
- a/ / lu(s)|ds dz = |jv||;.
Portanto, P e () sao projegoes continuas tais que Im P = Ker L e Ker () = Im L. [

Vejamos a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.6 Seja f : [a,b] x R* — R uma funcao localmente Carathéodory. Dizemos
que a, B € dom L sdo subsolugao e supersolugao do problema (3.3), respectivamente,
se satisfazerem

[z, a(z),d (z)), (3.5)
f(x, B(x), B'(x)),

qpt © € [a,b]. Se as inequacoes (3.5) sdo estritas entao dizemos que o € subsolugao
estrita e J ¢ supersolugao estrita do problema (3.3).

<
>

Suponha « uma subsolucao estrita e § uma supersolugao estrita do problema (3.3)
com a < f em [a,b], isto é, a(z) < B(z), para todo = € [a,b]. Adiante, considere
Q= {u e Ca,b|; a(z) <u(z) < B(z) e |u(x)] < C,Vz € [a,b]}, um conjunto aberto e
limitado em C'[a, b], e defina a aplicacdo N : Q — L'[a, b] por

Lema 3.6 N : Q — L'[a,b] € uma aplicacio continua.
Demonstragao: Seja (u,),en Uma sequéncia em € que converge para g € ), isto &,

lim ||u, — ug|lcr = 0.

n—+oo
Entdao w,(r) — wug(z) uniformemente em [a,b]. Como f(z,-,-) : R* — R ¢
continua em qtp = € [a,b], segue que f(x,u,(z),u,(z)) — f(x,uo(z),up(x)) em

qtp z € [a,b]. Como f é localmente Carathéodory em E = [a,b] x R? tomando
p = max {|a(z)|,|B(x)|; = € [a,b]} + C, defina h : [a,b] — R por

h(x) = sup{|f(z,y, 2)]; [yl + |2 < p} € L[a,b]. (3.6)
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Logo
|/ (2, un(2), up, (2))] < h(2), qtp @ € [a,0].
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema B.4),

b
lira / (@ un(@), s (2)) — f (s o), ()| d = 0,

n—-+00 a

entao
lim || N(u,) — N(up)||1 = 0.

n—-4o00

Portanto, N é continua. [ ]

Agora, resta mostrar que a aplicacaio N é uma aplicacao L—compacta em (2.
Precisamos verificar que as seguintes condicoes sao satisfeitas

i) 7N : Q — Coker L é uma aplicacdo continua e 7N () é limitado em Coker L,
i) mN : Q Coker L 1 N(Q)él d Coker L
(ii) KpoN : Q@ — C'[a,b] é uma aplicacio compacta.

Para isso, primeiramente devemos determinar o operador Kpgy = Kp(I — Q). O
operador () estda definido acima, reduzindo este problema em encontrar o operador
Kp = Lp', lembrando que Lp : dom L N Ker P — Im L é o isomorfismo dado por
Lp = Llqom Lrker p- Entao dado v € Im L, existe v € dom L N Ker P tal que Lpu = v em
qtp [a,b]. Observe que Ker P = {u € C'[a, b]; u(a) = 0}, temos

u’(z) = v(
u(b) = u(a
u'(b) = v'(

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

u(z) :A—l—Bx—i-/:/:v(t)dtds.

Da condi¢ao u(b) = u(a) = 0, segue que

b—a// t)dtds e = b—a// t)dtds.

—“_x// dtds+// t) dt ds.
b—a
Kpu(z a_x// dtds+// t) dt ds.

Lema 3.7 Kp:Im L — dom L N Ker L € um operador linear continuo.

), tp x € [a,bl,

) =
@).

Logo,

Portanto,
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Demonstracao: Pela lei de formagao vemos que Kp é um operador linear, resta mostrar
a continuidade. Para v € Im L, temos

Kpo(z)| < |5

tﬂﬂd&+/‘/‘WUHﬁds§2@—aWMh

Kmmwﬂzllha//‘ ﬁ%+/xmﬁ
< //|v |dtds+/ lu(t)|dt
b_a/a [ laas + [ ool =20,

[Kpvlen = max Ko@) + ma |(Kpo) (@) <20 a+ 1ol

Portanto, Kp é um operador linear continuo. [ ]

<

para todo x € [a, b]. Entao

Lema 3.8 N : Q — L'[a,b] é uma aplicagio L—compacta em 2.

Demonstracgao: Pelo Lema 3.6, N é uma aplicacao continua. Como o operador linear 7
é continuo, pois

Imvlicorerr = mf Jlv =yl < o= 0ll = flofl, (3.7)

segue que a composta 7N também é uma aplicacdo continua. Seja u € Q, pela equacio
(3.7),

[N () | coker . < IV (w) 2 =/ |f (2, u(z), o' (z))|dz < / h(x) dz < oo,

sendo h dada pela equacio (3.6). Logo o conjunto imagem 7N(Q) é limitado em
Coker L. Mostramos acima que as aplicagoes (Q, N e Kp sao continuas, entao a composta
KpoN = Kp(I — Q)N : Q@ — dom L N Ker P também é uma aplicacdo continua.
Mostremos que o conjunto imagem KpoN(f2) é relativamente compacto em C'la,b].
Seja u € Q, pela continuidade dos operadores Kp e ), juntamente com a desigualdade
triangular, obtemos

[KpoN(u)ller = [[Kp(I = Q)N(u)ller <2(b—a+1)|[N(u) — QN (u)
20 —a+ 1) (IN(u)lls + [|@N (u)[1)

4b = a+ 1IN (u)]

4(b—a+ 1)||h]1 < 0.

IA N IA

Consequentemente, KpoN(Q) é equilimitado em C*[a, b]. Sabendo que

r—a

KraNww) = 72 [ [ (1u.0@) - fuw) at as -

_/: /: (f(t,u(t),u/(t)) — fu(t)) dt ds,
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onde f, denota a funcdo constante em [a,b] dada por f,(t) = T f: fy,u(y), v (y)) dy,

b
para x,y € [a,b], com x <y, obtemos

KnaN(@)(y) - KroN()(@) S'b—a/b/ . ut) o (0)) — £u(0)) it | +

Ftu(t), o' (1) — fult )) dt ds

y—x

IN

fwwmmwﬁwﬁw

Flt (). w' (1) = fult)| dt ds

'mw+[mwﬂ

"(O)ldt < 42 (y — =),

A IA
| |
& B 3
\.—|
=T
= =
Q \'&h
=g

HKP,QN(U)], (y) — [KpoN(uw)) (x)} =

yQWM’m—mwﬂ
< /|ftu ))|dt+—Hh||( z)
[ btay e+ sty - o)

xT

IN

Dado ¢ > 0, como h € L'(a,b), existe §; > 0 tal que

/:h(t) dt‘ < £

Tome 6 = min{51, - db—a} Se x,y € [a,b] tais que |x — y| < 4, entdo

x,y € la,b] e |z —y| <d =

AT 2T
[KpoN(u)(y) — KpN(u)(x)] <& e [EpoN (@) (y) — [KpeN(w) ()] <e,

para todo u € Q. Consequentemente, K poN () é equicontinuo em C'[a, b]. Pelo Teorema
de Arzela-Ascoli (Teorema B.1), concluimos que KpgoN(€2) é relativamente compacto em
C'[a,b]. Terminando a prova. ]

A prova do préximo resultado é similar a demonstracao acima com as devidas
alteragoes para o espago C''[a,b] x [0, 1] com a norma ||(u,t)|| = ||ullcr + |¢|-

Lema 3.9 Seja f* : [a,b] x R? x [0,1] — R tal que f*(-,- ):[a,b]xR2—>Ré

localmente Carathéodory em [a,b] x R?, para cada t € [0, ] ro. Entao a aplicacdo
N Qx[0,1] — L'a,b) dada por N(u,t) = —f*(u(-),u(),t) ¢ L—compacto em
Q x [0,1].

Observacao 2: Como comentado no inicio da subsecao, todos os resultados acima
sao validos para f uma funcao continua com as devidas alteracoes, nesta caso, teremos

dom L = {u € C?*a,b]; u(a) =u(b) e u'(a) =u'(b)} e Z = C|a,b]. A prova é similare.

Observagao 3: Os resultados desta subsecao também valem para qualquer conjunto {2
aberto e limitado em C'[a, b].
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3.4.2 Calculo do Grau

Relembrando o problema periédico

—u"(z) = f(x,u(x),u(x)), para z € (a,b),
u(a) = u(b),
u'(a) = u(b),

onde f : [a,b] x R? — R é uma fungao continua ou satisfaz a condi¢ao de localmente
Carathéodory. O nosso interesse é garantir a existéncia de solugao para tal problema,
mas como esta existéncia de solugao depende da f, por exemplo, se f(z,y,z) = e* este
problema periédico nao tem solucao. Com isso, nesta subsecao faremos o calculo do
grau de coincidéncia crescentando a hipdtese que f é uma funcao limitada, ou seja, nesta
subsecao consideraremos que existe D > 0 tal que

(2,9, 2)] < D, ¥(z,y,2) € [a,b] x R*.
Pela Propriedade 3.1, se o grau de coincidéncia desse operador diferencial de segunda

ordem for diferente de zero segue o resultado. O proximo resultado auxiliara nesse calculo.

Lema 3.10 Suponha que exista r € (0,+00) tal que f(x,—r,0) >0 e f(x,r,0) <0, para
todo x € [a,b]. Entdo
‘ deg((La N)a Ql)‘ = 17

onde Q; = {u € C'a,b]; |u(z)| <7 el|u(x)| < ¢,V € [a,b]}, sendo ¢ qualquer constante
tal que ¢ > (D +1)(b— a).

Demonstracao: Defina N : Q; x [0,1] — C[a, b] dada por
N(u,t) = —tf (- u(-),a/' () + (1 = t)u(-).

Pelo Lema 3.9, N é uma aplicacdo L—compacta em €] X [0,1].  Verificaremos que
0¢ (L—N(-,t))(dom LNOSY), para todo ¢ € [0, 1]. Suponha por contradigao que existem
t1 € [0,1] e algum u; € dom L N 9%y, tais que

uy(x) = =t f(, un (2), v (2) + (1 = t1)ua ().

Como [a,b] é compacto e u; € Ca, b], existe z; € [a, b] tal que ui(z1) = max{u(z); z €
[a,b]}. Se z1 € (a,b) entao u)(z;) = 0. Caso contrério, se x; = a e lembrando que
uy(a) = uy(b), segue que uj(a) <0 e uj(a) =uj(b) > 0, entdo uj(a) = 0. E similarmente,
se 1 = b entao u}(b) = 0. Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

i (2) = /If(s,ul(s),u'l(s)) ds+(1—t1)/$u1(s) ds,

1

entao
b b
@) <t [ 1) ()] s+ (0=t [ ) ds
< (D4+r)(b—a)<c, (3.8)
para todo x € [a,b]. Além disso, se ui(x1) = maz {ui(x); x € [a,b]} = r, obtemos
UII/(ZL’l) = —tlf(flfl,l“(l’l), u’l(xl)) + (]. — t1>U1<I1) = —tlf(l'l,’f’, O) + (1 — tl)r > 0.
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Se z1 € (a,b) entao uf(z1) < 0, contradigdo. Caso contrario, se x; = a entao uf(a) > 0.
Pela Férmula de Taylor,

! u/1,<a’) 2
ur(a+x) =u(a) + uj(a)x + —5 ¢ +7r(x),
r(z) . .
onde lim —* = 0. Considerando x > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

x—0+ Q32
w(a) (a) + ( ) > 0, obtemos

wla) 1)

ul(a+:c)—ul(a)=$2[ 5 2

contradigdo com x; = a ser ponto de méximo em [a, b]. Similarmente, mostrar-se o caso
quando u(x1) = min {u(x); x € [a,b]} . Pelo Teorema 3.3,

deg((L, N), Ql) = deg((L, N(a 1))7 Ql) = deg((L, N(? 0))7 Ql) = deg((L, I)a Q)
Assim, basta calcular deg((L, I),2). Seja u € dom L tal que (L — I)u = 0, temos

W(z) = u(z),
u(a) = u(b),
u'(a) = u'(b).

Resolvendo a edo acima, obtemos que u(x) = ¢;e* + cpe™*, para todo x € [a,b]. Das
condigoes periddicas, determinamos as constantes ¢; = ¢ = 0, logo u(x) = 0, para todo
x € [a,b]. Portanto, Ker(L — I) = {0}. Da Proposigao 3.7, segue que Ker(I — M) = {0},
onde M = P+ (Am+ Kpg)I, entdo, pela Proposicao 2.2,

| deg((L, N, Q)| = |deg((L,T), )| = | deg(I — M,;,0)| = 1.
|

Teorema 3.6 Sejam o uma subsolugdo estrita e 5 uma supersolugao estrita do problema
(3.3) com a(x) < B(x), para todo x € [a,b]. Entao

|deg((Lv N)79)| =1,

onde Q = {u € C'a,b]; a(z) < u(x) < f(z) e |u'(z)] < ¢,V € [a,b]}, sendo ¢ qualquer
constante tal que ¢ > (2D +r+1)(b—a) er = |la|lc + ||5]|c-

Demonstragao: Para cada (z,y,2) € [a,b] x R?, definamos

f(z, B(x), z), se y> p(x),
h(z,y, z flz,y ,z se a(r) <y < B(x),
f(z, o

ya(x), z), se y < ax),

e
hz,y,z) — D, se y>r+1,
hMz,y,z)+(r—y)D, se r<y<r+1,
f*<$,y72): h(ﬂf,y,Z), s€ _TS?/ST’
hMz,y,z) — (r+y)D, se —r—1<y<—r,
h(z,y,z)+ D, se y<—r—1.



Definamos Q0 = {u € C'[a,b]; |u(x)| <r+1e |/ (z)] < (2D +r+1)(b—a),Vr € [a,b]}.
Aplicando o Lema 3.10 com 2D e r 4+ 1 no aberto {2}, temos

| deg((L, N*), Q)| = 1,

onde N* : C'la,b] — Cl[a,b] é dado por N*(u) = —f*(-,u(-),u/(+)). Vamos mostrar
que se u € f é uma solugdo de (L — N*)u = 0, entdo u € €. Suponha por
contradigdo que existe u € € é uma solugao de Lu = N*u tal que u(zx) > S(z) ou
u(z) < afx), para algum z € [a,b]. Se u(z) > S(z), defina vy (z) = u(z) — S(z), para

€ [a,b]. Como [a,b] é compacto e v; é uma fungao continua, existe xy € [a, b] tal que
v1(zo) = max {vy(z); x € [a,b]} > 0. Se zy € (a,b) entdo vi(zy) = 0. Caso contrario, se
zo = a e lembrando que v(a) = v1(b), segue que vi(a) < 0 e vi(a) = vi(b) > 0, entdo
vi(a) = 0. E similarmente, se o = b entao v}(b) = 0. Logo u'(z¢) = f'(x¢). Como [ é
supersolucao estrita, temos

—vf(x0) = B"(w0) —u"(x0) = B"(20) + [ (20, u(w0), u' (o))
B" (o) + h(xo, u(xo), v (x0)) = ”(5130) + f(wo, Bzo), ' (20))
= B"(z0) + f(0, B(z0), B'(20)) <

Se z¢ € (a,b) entao v{(xy) < 0, contradigao. Caso contrario, se xy = a entao v{(a) > 0.
Pela Férmula de Taylor,

IA

vile)

2
5 +r(x),

vi(a+ ) = vi(a) + vi(a)z +

r(x)

onde IIIOH —~ = 0. Considerando @ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
z—=0+ T
U (a) + T(‘T > (, temos

vi(a+z) —vi(a) = 2 {%@ + %1 >0,

contradigdo com xy = a ser ponto de maximo de v; em [a,b]. Se va(x) = a(x) — u(zx) é
similar tomando xy € [a,b] tal que ve(zg) = min{ve(z); z € [a,b]}. Note que se u € 2

entdao N*(u) = —f*(-,u(-), v (+)) = =h(-,u(:),u'(-)) = = f(-,u(-),4()). Pela Propriedade

da Excisao, concluimos a prova
|deg((L, N), Q)] = 1.

Quando a func¢do f do problema (3.3) é uma aplicacdo continua que independe da
terceira varidvel, isto é, podemos reescrever f(z,y,z) = f(z,y), para todo = € [a,b] e
y, 2 € R, temos um caso mais simples onde nao precisamos de limitar da terceira variavel.
Assim, vale todos os resultados acima com apenas a limitacao em Cfa,b]. Vejamos este
caso, considere o problema

z,u(x)), para todo z € [a, ],

<
—~
IS
~—
Il
<
—~~
=
=

(3.9)
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onde f : [a,b] x R — R é continua. Sejam « uma subsolugdo estrita e § uma
supersolugao estrita desse problema, com «a(x) < ((z), para todo = € [a,b]. Tomando
A =min{a(x); z € [a,b]} e B=max{f(x); z € [a,b]}, defina ¢ : [a,b] x R — R por

f(x7B)’ s€ y>B7

glw,y) = flz,y), se A<y<B,
f(z, A), se y<A.

Observe que existe Dy = sup{|g(z,y)|; € [a,b] e y € R}, pois f é continua. Defina
o conjunto 2y = {u € Cla,b; a(zr) < u(x) < B(z),Yx € |a,b]} e a aplicacdo
Ny : Qy — Cla, b] dada por

No(u) = —g(-,ul-))-

Seguindo similiarmente as demonstragoes do Lema 3.10 e do Teorema 3.6, exceto na
nescessidade de limitar a derivada, obtemos

| deg((L, N2),€2)| = 1.
Como f(-,u(:)) = g(-,u(-)), para todo u € s, segue o resultado
Corolario 3.7 Sejam o uma subsolugao estrita e B uma supersolugao estrita do problema
(3.9), com a(x) < B(x), para todo = € [a,b]. Entdo

| deg((La N)a QQ)| = 17
sendo Qy = {u € Cla,b]; a(r) < u(x) < B(z),Vz € [a,b]} e N : Q3 — Cla, b] a aplicagdo
dada por N(u) = —f(-,u(-)).

Sob as hipdteses desse corolario acima, como o grau de coincidéncia é diferente de
zero, pela Propriedade 3.1, o problema (3.9) tem uma solugiao u € C?[a, b] tal que

a(z) <u(r) < Bx),

para todo x € [a,b]. Assim, apresentamos uma prova do Teorema do Tipo Bolzano que
sera enunciado no proximo capitulo. Neste caso em particular, a hipotese da fungao f ser
limitada pode ser substituida por apenas f continua. Em geral, precisaremos de hipdteses
adicionais para contornamos isso, estas serao apresentadas durante o desenvolvimento dos
proximos capitulos.
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Capitulo 4

Um resultado do tipo
Ambrosetti-Prodi

No presente capitulo, usaremos a teoria de grau de coincidéncia para operadores de
Fredholm de indice zero — neste caso serd o operador diferencial de segunda ordem
apresentado anteriormente na Secao 2.4 — no estudo de resultados do tipo Ambrosetti-
Prodi para o problema periédico com uma equacgao diferencial ordindria nao linear de
segunda ordem. E veremos que no caso do problema periédico com uma equag¢ao
diferencial ordinaria nao linear de primeira ordem, nao precisamos recorrer a essa teoria
do grau. Neste capitulo, quando referimos aos resultados demonstrados na Subsecao 2.4.1,
ja estaremos considerando para o caso que a funcao f é continua.

A principal referéncia utilizada para a elabora¢do do capitulo foi o trabalho [19],
intitulado  “Ambrosetti-Prodi type results in nonlinear boundary value problems”, de
Mawhin, e motivado pelo trabalho [25].

Facilmente conseguimos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para a simples
equacao

fly) =s, (4.1)

com f:R — R é uma fungao continua tal que

lim f(y) = +o0. (4.2)

ly|—+o0

Pois, dado M > 0, existe A > 0 tal que f(y) > M, para todo |y| > A. E pelo Teorema de
Weierstrass, f atinge o minimo no intervalo compacto [—A, A], entdo f atingi o minimo
em R. Portanto, se s; = inf {f(y); x € R}, existe yo € R tal que f(yo) = s1. Note que
(4.1) nao tem solucdo se s < s; e tem pelo menos um solugdo se s = s1. Se s > s1, da
condigao (4.2) obtemos y1,y2 € R, com y; < yo < yo, tais que f(y1) = s e f(y2) = s,
entdao (4.1) tem pelo menos duas solugoes.

Assim, desenvolveremos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para um problema
periddico com a fungao f satisfazendo a mesma condi¢ao de crescimento. Diferente do
caso abordado nos trabalhos [3] e [13], onde a fungao f satisfaz a condig¢ao de cruzamento
do primeiro autovalor. Comegaremos esse capitulo com uma equagao diferencial ordinaria
de primeira ordem e depois de segunda ordem.
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4.1 EDO de primeira ordem

Consideraremos o problema periédico envolvendo um equacao diferencial ordinaria
nao linear de primeira ordem,

u'(x) + f(x,u(x)) = s, para todo x € [a, b, (4.3)
u(a) = u(b), '
onde s € Re f:]a,b] x R — R é uma fungao continua tal que
lim f(x,y) = +oo, (4.4)

ly|—+o0

uniformente em [a, b].

Definigao 4.1 Dizemos u € C'[a,b] é uma solugao do problema (4.3) se satisfaz
' (z) + f(x,u(x)) = s, para todo x € [a,b], e u(a) = u(b).

Encontraremos algum parametro real s; tal que o problema (4.3) nao tenha solugao,
tenha pelos menos uma ou pelo menos duas solugoes de acordo com s < s1, s = 51 ou
S > S1.

No caso autonomo, temos

{ W(z) + f(ulx)) = s, para todo x € [a,b], (4.5)

onde s € Re f: R — R é uma fungao continua tal que f(y) — 400, quando |y| — +oo.
Se u ¢ uma solugao deste problema, temos u'(x)+ f(u(x)) = s, multiplicando ambos lado
da equagao por u/(z), segue que |u'(z)* + f(u(z))u/(z) = su/(z), para todo z € [a,b).
Assim,

b b b
/ W/ (z)* dx +/ (F(u(z))) dx = / su'(z) = s (u(b) — u(a)) =0,

onde F(y) = / f(t) dt. Como u(a) = u(b), obtemos / (F(u(x)))" dt = 0, onde segue

que |||z = 0. Logo, u/(x) = 0, para todo = € |[a,b], entdo u é contante. Assim, como
anteriormente, basta tomar s; = inf {f(y); z € R}.

A seguir apresentaremos algumas definicoes e resultados que auxilaram no caso nao
autonomo.

Definigao 4.2 Seja f : [a,b] X R — R uma funcgdo continua. Dizemos que as fungoes
a, 3 € C'a,b] sao subsolugao e supersolugao do problema (4.3), respectivamente, se
satisfazem

{0+ fmoo) 2 {5101+t <
ala) = a(b) B(a) = B(b)

para todo x € [a,b]. No caso que as desigualdades forem estritas, dizemos que o é
subsolugao estrita e § ¢ uma supersolugao estrita do problema (4.3).
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Teorema 4.1 (Teorema Tipo Bolzano) Sejam o, € C'a,b] tais que a uma
subsolugao (resp. supersolug¢do) e 5 uma supersolu¢ao (resp. subsolug¢do) do problema
(4.3), com a(x) < B(x), para todo x € [a,b]. Entdo o problema (4.3) tem uma solugao u
tal que

a(r) < u(z) < B(z),
para todo x € [a,b]. Além disso, se a e [ sao estritas, com a(x) < [(z), para todo
x € [a,b], entdo

a(z) <u(r) < Bx),

para todo x € [a, b|.

Demonstracao: A prova desse resultado é uma aplicacao do Grau Topoldgico, que o
leitor poderd encontrar no trabalho [22, Corolario 2.3]. u

Teorema 4.2 Seja [ : [a,b] x R — R uma func¢do continua satisfaz (4.4), entdo existe
s1 € R tal que o problema (4.3) nao tem solugdo se s < sy, tem pelo menos um solugdo
se s = s1 e tem pelo menos duas solugoes se s > sy.

Demonstracao: Defina S; = {s € R; (4.3) tem pelos menos j solugbes}, com j > 1.

(a) Sl 7& @

Tome s* > max{f(z,0); x € [a,b]}. Pela condi¢ao (4.4), escolhemos r* < 0 tal que
f(z,r*) > s*, para todo x € [a,b]. Logo, a(z) = r* é uma subsolucao estrita e f(xz) =0 é
uma supersolucao estrita do problema (4.3), quando s = s*. Pelo Teorema 4.1, segue que
s* e 51.

(b) Ses€ Sy et>35entdot € Ssy.

Seja @ uma solugdo do problema (4.3), quando s = §, e seja t > 3§, entdo @ é uma
supersolugao estrita do problema (4.3), quando s = t. Pela condigao (4.4), escolhendo as
constantes r_ < min {a(z); z € [a,b]} e r1 > max {a(z); x € [a,b]} tais que

f(ZE,’I“_) >1 € f(xar-i-) >t7

para todo x € [a, b], temos u(x) = r_ e u(x) = r sdo subsolugoes de estritas do problema
(4.3), quando s = t. Pelo Teorema 4.1, existe u,v € C'[a,b] duas solugoes do problema
(4.3), quando s = t, tais que

ro <u(r) < a(r) <wv(r) <ry,
para todo x € [a, b]. Logo, t € 5.
(c) s1 =inf Sy ¢ finito e (s1,+00) C Ss.

Como f : [a,b] x R — R é uma fungao continua que satisfaz a condigao (4.4), tome
A = inf{f(z,y); (x,y) € [a,b] x R}. Se u € C'[a,b] é uma solugao do problema (4.3),
temos

b b
(b—a)A < / f(z,u(z)) doe = / flz,u(x)) de+ (u(b) — u(a))
= / (f(x,u(x))+u'($))dx—/ s dr = s(b—a),

a a

donde segue que A < s. Entao o problema (4.3) ndo tem solugao quando s < A. Portanto,
s; = inf S; é finito e, pelo item (b), (s1,+00) C Ss.
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(d) Para cada sy > sp, as possiveis solugdes do problema (4.3), quando s < sy, s@o
limitado a priori em C|a, b].
Seja u € C'[a, b] uma possivel solu¢ao do problema (4.3), para algum s < so, entdo existe
um xg € [a, b] tal que u(xy) = max {u(x); = € [a,b]}. Pela condigao (4.4), escolha ry > 0
tal que f(x,y) > sq, para todo = € [a,b] e todo |y| > r3. Se xy € (a,b), temos
0= u'(z9) = s — f(x0,u(w0)) < 59— f(20,u(0)),
dai, f(zo,u(z0)) < sq. Pela escolha de ry, obtemos u(zg) < |u(zg)| < 2. Se xy = a, como
u(a) = u(b), temos u'(a) < 0 e u'(b) > 0, assim,
0 <u'(b) =s—f(b (b)) < 52— f(bu(d)),
assim, f(b,u(b)) < so. Entao u(a) = u(b) < |u(b)| < re. Para xy = b o caso é andlogo. E
similarmente, concluimos para min {u(z); x € [a,b]} > —ry. Portanto, —ry < u(z) < 79,
para todo x € [a, b]. Consequentemente, ||ul|c < ro.

(e) s1 €5

Consideremos uma sequéncia decrescente (t,)neny em (s1,+00) tal que t, — s;. Para
cada n € N; seja u,, uma solugao do problema (4.3), quando s = t,,. Pelo item (d), segue
que |lun|lc < 7o, para todo n € N. Para cada n € N, temos

in(y) — tn (1)) = / " (1) dt] - / "t — f(tun(t)) dt| < (R+ D)y 1],

para todo z,y € [a,b], onde D = max{|f(z,y)|; (x,y) € [a,b] X [=ra, 2]} e R é tal que
|tn] < R, para todo n € N, uma vez que a sequéncia (t,),en converge. Pelo Teorema de
Arzela-Ascoli, (uy,)nen admite uma subsequéncia (uy, )ren que convergente uniformemente
para algum u € C'[a,b]. Lembrando que

{ uy, () + f(2,Un, (v)) = t,, para z € (a,b),
Un,, (@) = Un, (D),
e f é uma funcao continua, passando o limite segue que
ul(x) + f(l’,U(l’)) =51, para x € (avb)7
u(a) = u(b).

Portanto, s; € S;. n

Se substituimos a condigao (4.4) do problema (4.3) por

lim f(z,y) = —oo,
ly|—+o0

uniformemente em |[a, b], também existe s; € R tal que o problema (4.3) ndo tem solugao
se s > s1, tenha pelo menos um solugao se s = s; e pelo menos duas solugoes se s < s7.
A prova é analoga ao Teorema 4.2.

Observe também que o problema (4.3) pode admitir infinitas solugoes, por exemplo,

{ u'(z) = f(z,u(x)), parax € (—1,1),
u(=1) = u(1),

onde f:[—1,1] x R — R é dada por

—1—-y, se y<—1,

flz,y) =14 0, se Jyl <1,
y—1, se y>1.

Temos u(x) = cte, para |z| < 1, é uma solugao.
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4.2 EDO de segunda ordem

Nesta secao, veremos o problema periédico para uma equagao diferencial de segunda
ordem, onde comecaremos com o caso mais simples, quando a equagcao diferencial ordinaria
independe da primeira derivada, e depois veremos o mais geral, com o envolvimento da
primeira derivada. Considere o problema

u'(x) + f(x,u(x)) = s, para todo x € (a,b),
u(a) = u(b), (4.6)
u'(a) = u'(b),

onde s € Re f:]a,b] x R — R é continua tal que

lim f(z,y) = 400, (4.7)

ly|—+o0

uniformente em |a, b].

Definigao 4.3 Dizemos u € C?[a,b] é uma solugao do problema (4.6) se satisfaz
u'(x) + f(x,u(x)) = s, para todo x € (a,b), com u(a) = u(b) e u'(a) = u'(b).

Vejamos que, se o problema (4.6) admite uma solug¢ao entao esta é limitada a priori
em C'[a, b].

Lema 4.1 Seja 7 € R qualquer, o conjunto de todas as possiveis solug¢oes do problema
(4.6), quando s < T, € limitado a priori em C'[a, b).

Demonstragao: Seja u uma possivel solu¢ao do problema (4.6), para algum s < 7. Como
' (b) = u/(a), temos

ﬁ/abf(x,u(x))dx _ bia {(u'(b)_u’(a)w/abf(x,u(x))dx]

_ bia/a (W' (@) + f(2, u(x))) d

1 b
= b_a/sdx:sgr (4.8)

Como f : [a,b] x R — R é uma fungao continua que satisfaz a condi¢ao (4.7), tome
A=1inf{f(x,y); (z,y) € [a,b] x R}, entdao A < 7. Defina v a func@o constante dada pela
média da solucao u, isto é,

o) =5 [ o)

para todo y € [a,b]. Considerando w := v — u, entdo

/abw@;) dz = 0.
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Assim, usando integracao por parte, obtemos
[ @) & = @) - @) - [ un(s) ds
a b b a
= —/ u(:v)sdx+/ u(z) f(z,u(x)) dx
_ —s/ u(z )dx+/ o(@)f(, ula ))dx+/ w(@) (@, ule)) de

:/abu() [—s—l——/fxu dx} / (@) f(z, u(z)) de

= [w@ieatya= [(wwie, <>>dx—A/bw<x>dx

a

Y () dr < mas fuw(@)| [ (7 u(x) ~ A) d
/ [

z€[a,b)

= (b—a) max |w(z)|(s — A) < (b — a) max |w(x)| (T — A).

z€[a,b] z€[a,b]

Pela Desigualdade de Holder,

jw()] = u(z) —v(z)] =

o) = 7 [ ut)
| [ o) -] = 2

b pzx
'(t)dtd
b—a a /a /y w(t) y‘
< 7 [ [ woraa <
= b_a )y Y > L2,

para todo z € [a,b]. Logo, ||v/[|z2 < (b—a)(T — A) := 1. Além disso, da condigao (4.7),
escolha 7o > 0 tal que f(x,y) > 7, para todo = € [a,b] e todo |y| > re. Da desigualdade
(4.8), existe xy € [a,b] tal que |u(zg)| < re. Portanto, usando a Desigualdade de Holder,
temos

u(zo) + /aj u(t) dt‘ <|u(zo)| + [ |u/(t)]dt

u(z)] =
zo
< ro+ ||u|2vVb—a < ry+1r1Vb—a:= R(T).

Pelo Teorema de Weierstrass e das condigoes periddicas, existe z; € [a,b] tal que
u'(x1) = 0. Assim, como u é solugao do problema (4.6), temos

W)= [ (o= fu®)dr< [ )

T 1

Entao, pela equacao (4.8),

W@l < [ - fa@)ldo= [ 0= A+ A foul)] do
(

IN

—A)(b—a)+/ (f(x,u(x)) — A)dz
< 2(r—=A)(b—a).
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Portanto,
|lullcr < R(T) +2(7 — A)(b — a).

Estamos interessados em encontramos algum parametro real s; tal que o problema
(4.6) nao tenha solugao, tenha pelos menos uma ou pelo menos duas solugoes de acordo
com s < S, S =8, 0U S > S7.

Vejamos a seguinte definicao.

Definigao 4.4 Seja f : [a,b] X R — R uma func¢do continua. Dizemos que as fungoes
a, 3 € C?[a,b] sio subsolugao e supersolugao do problema (4.6), respectivamente, se
satisfazem

o'(z) + f(z,a(x)) = p'(x) + [z, B(x)) < s
afa) = a(b), e Bla) = B(b),
o/(a) = o'(b), f'(a) = B'(b),

para todo x € (a,b). No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que o é
subsolugao estrita e 8 ¢ uma supersolugao estrita do problema (4.6).

Vejamos o Teorema do Tipo Bolzano para o problema (4.6).

Teorema 4.3 (Teorema Tipo Bolzano) Sejam «,3 € C?[a,b] tais que o é uma
subsolugdao e B € uma supersolugcdo do problema (4.6), com a(x) < B(z), para todo
x € [a,b]. Entdo o problema (4.6) tem uma solugdo u tal que

a(z) <ufz) < f(z),

para todo x € [a,b]. Além disso, o e B sao estritas, com a(x) < (z), para todo x € |a, bl
entao

a(z) <u(r) < Bx),

para todo x € [a, b].

Demonstragao: O leitor poderd encontra a prova desse resultado em [22, Cololério 3.1].
|
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Lembrando que no final do Capitulo 2 também apresentamos uma prova desse
resultado. O leitor também poderd encontrar a demonstracao de tal resultado em [7,
Teorema 2.1], neste livro se encontrar vérios resultado e exemplo para problema periédico
utilizado o método de supersolucao e subsolugao. Podemos observar que este teorema
é diferente do Teorema 4.1, onde aqui temos a hipdétese de ordenadacao da subsolucao
ser menor que a supersolucao, pois caso contrario nao podemos garantir a existéncia de
solugao do problema (4.6) nessa ordenagao.

Teorema 4.4 Seja [ : [a,b] x R — R uma fung¢ao continua satisfaz (4.7), entdo existe
s1 € R tal que o problema (4.6) ndo tem solugao se s < s1, tem pelo menos um solugdo
se s = s, e tem pelo menos duas solucoes se s > si.

Demonstracao: Defina S; = {s € R; (4.6) tem pelos menos j solugdes}, com j > 1.
(a) Sy # 0.
(b) Ses€ S et>3entaot e S.
(c) s; =inf Sy é finito e (s1,+00) C 5.
)

(d) Para cada sy > s1, o conjunto de todos as possiveis solugoes de (4.6), com s < sy é
limitado a priori em Ca, b].

A prova dos itens (a) — (c) sao similares a demonstracao do Teorema 4.2, exceto em
uma parte do item (b), onde aplicaremos o Teorema 4.3 e garantimos a existéncia de
apenas uma solucao entre a subsolugao estrita e supersolugao estrita do problema (4.6),
quando s = t. O item (d) segue do Lema 4.1, com 7 = s5.

(e) Para cada s < sy e cada R > R(s2) temos deg((L, Ny), B(R)) = 0, onde R(s2) foi
definido na demonstracao do Lema 4.1.

Considere dom L = {u € C?[a,b] : u(a) = u(b) e v/(a) = v'(b)} € C'[a,b] e o operador
diferencial de segunda ordem L : dom L — Cfa,b] dada por Lu = u”. Denotamos
B(R) := {u € Cla,b]; ||ul]lc < R}. Para cada s € R, defina Ny : B(R) — C|[a,b] por
Ns(u) = s — f(-,u(-)). Se sp < s1, pela Propriedade 3.1 e pelo item (c), segue que
deg((L, N,,), B(R)) = 0. Seja s3 € (s1,52), pelo Lema 3.9, N : B(R) x |0, 1] — Cla, b
dado por N (u,t) = tss+(1—t)so— f (-, u(-)) é uma aplicacio L—compacta em B(R)x[0,1].
Pelo Lema 4.1, 0 ¢ (L — N(-,t))(dom L N dB(R)), para todo t € [0,1], entdo segue do
Teorema 3.3
deg((L7 Ns3)a B(R)) = deg((L7 Nso)a B(R)) = 0.

Portanto,
deg((L, Ns), B(R)) = 0,

para todo s < ss.
(f) (51, —|—OO) C SQ

Seja t € (s1,+00). Sejam sy € (s1,1) e up uma solugdo do problema (4.6), quando s = s,.
Entao uy é uma supersolugao estrita do problema (4.6), quando s = ¢. Pela condigao (4.7),
escolhendo r < min {us(x); = € [a,b]} tal que f(z,r) > t, para todo = € [a, b], segue que
v(z) = r é uma subsolucdo estrita do problema (4.6), quando s = t. Pelo Teorema 4.3,
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existe uma u € C?a, b] solugao o problema (4.6), quando s = t, tal que r < u(z) < us(z),
para todo = € [a, b]. Consideramos Q = {u € C'[a,b]; r < u(x) < us(z),Vz € [a,b]}, pelo
Coroléario 3.7,

| deg((La Nt)v Q)| =1

Tomando R > max {|r|, R(t), ||uz||c} . Pela Propriedade 3.3,

|deg ((La Nt)a B(R)\ﬁ)‘ = |deg ((L7 Nt)a B(R)) - deg ((La Nt)7§)|
= |deg ((L, \y), Q)| = 1.

Pela Propriedade 3.1, o problema (4.6), quando s = t, tem uma segunda solugdo em

B(R)\Q. Portanto, t € S,.

(g) s1€5

Considere uma sequéncia decrescente (t,)neny em (s1,+00) tal que ¢, — s;. Para cada
n € N, seja u, € C?[a,b] uma solugao do problema (4.6), quando s = t,. Pelo Lema 4.1,
segue que ||uyllcr < R(t1) + 2(t; — A)(b — a). Observe que

v
/ ul, () dt‘ <

)
/ 0 dt‘ _

onde R’ é tal que |t,,| < R/, para todo n € N, uma vez que a sequéncia (t,)nen converge e
D denota max {|f(z,y)|;z € [a,b] e y € [-R(t1), R(t1)]}. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli,
(tn)nen admite uma subsequéncia (u,, )reny que convergente para algum ug em C'[a, b].
Lembrando que

ORERCIE [ o] <20 - 00 - e -,

[ (y) — i (2)] =

[t s @ < @+ Dlla -

Pela Proposicao 3.7,
u’l’bk = M(tnk; unk)’

onde M : Q — C?[a,b] é a aplicagio definida por M = P + (Am + Kpg)N,, com
A : Coker L — Ker L é qualquer isomorfismo que preserva a orientacao e as demais
aplicacoes foram apresentadas na Secao 2.4. Fazendo & — oo, como M é uma aplicacao
continua e da unicidade do limite, segue que uy = M (sy, ug). Novamente pela Proposigao
3.7, temos

Ug(l') + f(I,U()(I)) = 51,
up(a) = uo(b),
wh(a) = up(b).
Portanto, s; € 5;. ]

43



Se a condigao (4.7) do problema (4.6) for substituida por

lim f(z,y) = —o0,
ly|—>+o00
uniformemente em [a,b]. Analogamente a demonstragdo do Teorema 4.4, encontramos
s1 € R tal que o novo problema (4.6) nao tem solugdo se s > sy, tem pelo menos um
solucao se s = s e tem pelo menos duas solugoes se s < s1.

Agora, veremos que no caso mais geral, quando a equacao diferencial ordinéaria do
problema também envolver a primeira derivada, precisaremos de hipoteses adicionais
para encontramos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi para este problema periédico.
Considere o seguinte problema

u'(z) + f(z,u(z), v (z)) = s, para z € (a,b),
u(a) = u(b), (4.9)
u'(a) = u'(b),

onde s € Re f: [a,b] x R? — R uma fungao continua e diferencidvel com respeito
as segunda e terceira coordenadas. Suponha também que exista uma funcao crescente
¢:[0,00) — [0, 00) tal que

[f(@y,2) < e(yl) (1+]27), (4.10)

para todo = € [a,b] e para todo y,z € R. Além disso, suponha que exista uma fungao
continua g : [a,b] x R — R satisfazendo

flz,y,2) > g(z,y), (4.11)

para todo x € [a,b] e para todo y,z € R, e

lim g(z,y) = +o0, (4.12)
|y]—o0
uniformemente em [a, b].

Esta tultima hipotese é uma condicao mais fraca do problema classico do tipo
Ambrosetti-Prodi, feito nos trabalhos [3] e [13] para os problemas de Dirichlet e Neumann,
quando existe o cruzamento dos autovalores, isto é,

9(z,y)

lim supM <A < lim inf ———=,
y——00 Yy y—+oo Yy

onde \; é o primeiro autovalor do operador diferencial de segunda ordem L : dom L C

Cla,b] — Cla, b] dada por
Lu=1u".

Definigao 4.5 Dizemos u € C?[a,b] é uma solugao do problema (4.9) se satisfaz
u'(z) + f(x,u(z), v (z)) = s, para todo x € (a,b), com u(a) = u(b) e u'(a) = u'(b).

Vejamos que, se o problema (4.9) admite uma solucao, entao esta é limitada a priori
em C'[a, b].

Lema 4.2 Seja 7 € R qualquer, todas as possiveis solugoes do problema (4.9), quando
s <7, € limitado a priori em C*[a,b).
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Demonstragao: Seja u uma possivel solugdo do problema (4.9), para algum s < 7.
Similar a prova do Lema 4.1, encontramos

1
b—a

/ flz,u(z),v(x))de =s < T (4.13)

Como ¢ : [a,b] x R — R é uma funcao continua que satisfaz a condigao (4.12), tome
A =inf{g(x,y); (z,y) € [a,b] x R}, e juntamente com a condi¢ao (4.11), temos A < 7.
Similiarmente a prova do Lema 4.1, também obtemos

W2 < (b—a)(r — A) :=ry.

Além disso, da condicao (4.12), escolhendo ry > 0 tal que g(x,y) > 7, para todo = € [a, ]
e todo |y| > ry. Da condigao (4.11), segue que f(x,y,z) > 7, para todo = € [a,b], z € R e
ly| > r2. Da desigualdade (4.13), existe zo € [a, b] tal que |u(xg)| < . Portanto, usando
a Desigualdade de Holder, temos

u(xo)+/xu’(t) dt‘ < u(zo) +/ab]u/(t)]dt

u(z)| =

< r2+|]u’\|Lz\/b—a§7"2—|—7“1vb—a,

para todo x € [a,b]. E similarmente a demonstragao do Lema 4.1, temos
W' (@) < 2(7 — A)(b - a),
para todo x € [a, b]. Portanto,
luller < 7o 4+ r1vVb —a+2(1 — A)(b—a) := R(7).

]
Como feito anteriormente, estamos interessados em encontramos algum parametro real
s tal que o problema (4.9) néo tenha solucdo, tenha pelos menos uma ou pelo menos
duas solugoes de acordo com s < s1, s = s ou § > §7.
Relembrando a seguinte definicao.

Definigao 4.6 Seja f : [a,b] x R? — R uma funcgdo continua. Dizemos que as fungoes
a, 3 € C*a,b] sio subsolugao e supersolugao do problema (4.9), respectivamente, se
satisfazem

o'(x) + [z, a(x), /() = s B'(x) + f(z, B(z), B'(x)) < s
a(a) = a(b), e B(a) = B(b),
o/(a) = o'(b), B'(a) = B'(b),

para todo x € (a,b). No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que o é
subsolugao estrita e § ¢ uma supersolugao estrita do problema (4.9).

O problema (4.9) também tem um resultado igual ao Teorema Tipo Bolzano, porém
neste caso precisaremos das condigoes de diferenciabilidade da funcao f e de satisfazer
(4.10).
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Teorema 4.5 Seja f : [a,b] x R? — R uma fungdo continua e diferencidvel com
respeito a sequnda e terceira coordenadas. Suponha que exista uma fun¢ao crescente
¢:1]0,00) — [0,00) tal que

(g, 2)] < ellyl) (1+12),

para todo x € [a,b] e para todo y, 2 € R. Sejam «, B € C?[a, b] tais que o é uma subsolugdo
e B é uma supersolugao do problema (4.9), com a(zx) < B(x), para todo x € [a,b]. Entdo
o problema (4.9) admite uma solugdo u tal que

a(r) < u(r) < Bx),

para todo x € [a,b]. Além disso, o e B sao estritas, com a(x) < (x), para todo x € |a, bl
entao

a(z) <u(r) < Blx),

para todo x € [a, b].

Demonstragao: O leitor poderd encontrar esse resultado em [16, Lema 4]. |

O mesmo resultado acima é valido para os problemas de Dirichlet e Neumann, que se
encontra em [2, Teorema 4].

Teorema 4.6 Seja f : [a,b] x R? — R uma funcao continua, diferencidvel com respeito
as sequnda e terceira coordenadas e satisfaz as condigoes (4.10) — (4.12) acima, entdo
existe s1 € R tal que o problema (4.9) ndo tem solug¢do se s < sy, tem pelo menos um
solugao se s = s1 e pelo menos duas solugoes se s > sq.

Demonstracao: Defina S; = {s € R; (4.9) tem pelos menos j solugdes}, com j > 1.

(a) S; # 0.

Tome s* > max {f(z,0,0); x € [a,b]}. Temos que 5(z) = 0 é uma supersolugao estrita do
problema (4.9), quando s = s*. Pela condicao (4.12), escolhendo r* < 0 tal que g(x,r*) >
s*, para todo x € [a, b]. Assim, pela condigao (4.11), segue que f(x,r7*,0) > g(z,7*) > s*,
para todo x € [a,b]. Logo, a(x) = r* é uma subsolucao estrita do problema (4.9), quando
s = s*. Pelo Teorema 4.5, segue que s* € Sy.

(b) Ses€ S et>3entaot € S;.

Seja @ uma solu¢do do problema (4.9), quando s = 3, e seja t > §, entdo u é uma
supersolugao estrita do problema (4.9), quando s = ¢. Pela condigao (4.12), escolhendo a
constante r_ < min {u(z); = € [a, b} tal que

gz, r-) >t
para todo = € [a,b]. Assim, pela condicao (4.11), segue que f(z,r_,0) > g(x,r_) > t,
para todo x € [a,b]. Entdo a(xz) = r_ é subsolugdo estrita do problema (4.9), quando

s = t. Pelo Teorema 4.5, segue que t € 5.

(c) sy =inf S é finito e (s1,+00) C 5.
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Como mostrado anteriormente, sabemos que f(z,y,z) > A, para todo z € [a,b] e para
todo z,y € R, lembrando que A = inf {g(z,v); (z,y) € [a, ] x R}. Se u € C?[a,b] ¢ uma
solugdo do problema (4.9), temos

b
O-ad < [ flau)@) = o),

donde segue que A < s. Entao o problema (4.9) ndo tem solugao quando s < A. Portanto,
s; = inf S; é finito e, pelo item (b), (s1,+00) C Si.

(d) Para cada sy > s1, o conjunto de todos as possiveis solugoes de (4.9), com s < sy é
limitado a priori em C'[a, b].

(e) S1 € Sl.

(f) Para cada s < sy e cada R > R(s2) temos deg((L,Ns), B(R)) = 0, onde R(s2)
foi definido na demonstragio do Lema 4.2, B(R) := {u € C'[a,b); ||U||Cl <R} e
N, : B(R) — Cla,b] é a aplicagao dado por Ns(u) = s — f(-,u(-),u'(+)).

O item (d) segue diretamente do Lema 4.2, tomado 7 = s5. A prova dos itens (e) e (f) é
analoga ao do Teorema 4.4.

(g) (s1,+00) C Ss.

Seja t € (s1,+00). Sejam sy € (s1,1) e up uma solugdo do problema (4.9), quando s = s,.
Entao uy é uma supersolucao estrita do problema (4.9), quando s = t. Pela condigao
(4.12), escolhendo r < min{us(x); x € [a,b]} tal que g(z,r) > t, pela condigao (4.11),
temos f(x,r,0) > t, para todo = € [a,b]. Entdo a(z) = r é uma subsolucao estrita do
problema (4.9), quando s = t. Pelo Teorema 4.5, existe v € C*[a, b] solugao do problema
(4.9), quando s =t, tal que r < v(z) < uy(x), para todo z € [a, b]. Consideramos

Q= {ue C'a,b); r<ulr) <uy(z) e [u(x)] < Cy,Va € [a,b]},
onde Cy = 2(t — A)(b — a). Para cada (,y, 2) € [a,b] x R? definamos
flx,us(x),2), se y > us(x),

h(I,y,Z) = ('CE Y,z )7 se ’I"SZ/SUQ(Z‘),
flz,r,2), se y<rm,

h(z,y,Cy), se z> Cy,
[ (xy,2) = h(z,y,2), se [z] <,
h(z,y,—Cy), se z< —C;.

Observe que a funcao f* : [a,b] x R? — R é uma aplicacio limitada, assim, tomado
D = max{|f*(z,y, 2)|; © € [a,b] e y,z € R}, pelo Teorema 3.6,

| deg((L, N;), )| = 1,

onde O = {u € C'Ya,bl;r < u(z) < ug(z)e|u(z)] < ¢,Vr € [a,b]}, com ¢ é
qualquer constante tal que ¢ > (2D + 2[t| + |r| + [Juz|lc + 1) (b — a), e a aplicacao
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Ny : Q* — Cla,b] é dada por Nj(u) = t — f*(-,u(-),u/(-)). Dai, juntamente com o
Lema 4.2 e a Propriedade 3.2, segue que

| deg((L, Ny), Q)| = 1.
Tomando R > max {|r| + Cy, R(t), ||uz|lc + C:} . Pela Propriedade 3.3,

|deg ((L, Ny), BIR)\Q)| = |[deg ((L, N;), B(R)) — deg ((L, N;), Q)]
= |deg ((L,N}),Q)| = 1.

Pela Propriedade 3.1, existe u € B(R)\Q solugdo do problema (4.9), quando s = t.
Portanto, t € Ss. [ ]
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Capitulo 5

Problema periédico com ¢ > 0

No presente capitulo, motivado pelo trabalho [25], intitulado “A Neumann problem of
Ambrosetti-Prodi type”, De Paiva e Presoto, analisaremos o problema periédico no caso
mais geral, envolvendo qualquer funcao continua nao negativa e nao nula ¢ multiplicando
o parametro s. Considere o seguinte problema

u'(x) + f(x,u(x),u'(x)) = sp(x), para todo z € [a,b],
u(a) = u(b), (5.1)
u'(a) = u'(b),

onde s € R, p € Cla,b]\{0} tal que p(x) > 0, para todo z € [a,b], e f: [a,b] x R? — R
uma fungao continua e continuamente diferencidvel com respeito as varidveis y e z.
Suponha que exista uma funcao crescente ¢ : [0,00) — [0, 00) satisfazendo

|f(z,y,2)| <c(ly]) (1 + 22) Vo € [a,b], Vy,z € R, (5.2)

|f(z,y,2)] < c(ly]) (14 2°),Va € [a,b], Vy, 2 € R, (5.3)
onde f, denota derivada da funcao f com respeito a y, e

(2, y,2)] <cly™) (1 + |y +|z2]),Vz € I, Vy, 2 € R, (5.4)
onde I° denota o conjunto {x € [a,b]; p(x) =0} e y* =y, se y > 0, e y© = 0, caso

contrario. Além disso, suponha que exista uma funcao continua g : [a,b] x R — R
satisfazendo

flz,y,2) > g(z,y), Yz € [a,D], Vy,z € R (5.5)
e
lim g(z,y) = +oo0, (5.6)
ly|—o0

uniformemente em [a, b].

Definigao 5.1 Dizemos u € C?*[a,b] é uma solugao do problema (5.1) se satisfaz
u'(z) + f(z,u(z), v (z)) = sp(x), para todo = € [a,b], com u(a) = u(b) e u'(a) = u'(D).

49



Como g : [a,b] x R — R ¢é uma fungao continua satisfazendo a condi¢ao (5.6), tome
A =inf{g(z,y); = € [a,b], y € R} . Juntamente com a condi¢ao (5.5), segue que

flx,y,2) > A, (5.7)

para todo x € [a,b] e todo z,y € R.
Vejamos que, se o problema (5.1) admite uma solugao, entao esta tem uma limitagao
a priori em C'[a, b].

Lema 5.1 Seja 7 € R qualquer, o conjunto de todas as possiveis solug¢oes do problema
(5.1), quando s < T, € limitado a priori em C'{a,b].

Demonstragao: Seja u uma solugdo do problema (5.1), para algum s < 7. Entao

/fxu )ﬁm—gfw@szﬂﬂhéﬂwh (5.8)

Pela equagao (5.7), segue que A(b — a) < s|¢lli < 7]|¢ll1- Das condigdes periddicas,
sabemos que existe zg € [a, b] tal que u/(zo) = 0. Entao

W(w) = [ 1St ale) ol 0) + se0)] de.
W@ < [ 1=r. @) + o)
_ /P%J@mewﬂwﬂﬂ—mﬁ

< [ Uttao.w®) - aydr+ [ lspt) - Al

b
— sl - AG-a)+ [

selt) - A“‘>@ﬁ+A“‘”ﬁﬁ‘Adt

b
< sllelh — A= a)+ [ sl - A6 ”ﬁf“*
”“/m( HH11>ﬁ
— 2 (sl — AG - a) + Al — a)
< <ﬂwh+wﬂ—>w—@w=mvx

para todo z € [a,b]. Logo, max{|u/(x)|; z € [a,b]} < Ry(7). Além disso, da condigao
(5.6), escolhendo 15 > 0 tal que g(z,y) > 7||¢l|1, para todo = € [a,b] e todo |y| > ry. Da
condigao (5.5), segue que f(x,y,z) > 7||¢|1, para todo x € [a,b], z € R e |y| > 7. Da
desigualdade (5.8), existe z1 € [a, b] tal que |u(xy)| < r2. Logo,

x b
lu(z)| = u(a:l)+/ u’(t)dt‘ﬁ]u(:vl)|+ |/ (t)] dt

< 1o+ Ri(7)(b—a)| := Ra(7),
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para todo x € [a, b]. Portanto

[uller < Bo(7) + Ba(7) := R(7).

Relembremos a seguinte definigao.

Definigao 5.2 Seja f : [a,b] x R?> — R uma funcdo continua. Dizemos que as fungoes
a, 3 € C*a,b] sao subsolugao e supersolugao do problema (5.1), respectivamente, se
satisfazem

o’(z) + f(z,a(z), o (2) > sp(x) B (@) + [z, B(x), B'(x)) < sp(x)
ala) = a(b), e B(a) = B(b),
o (a) = o/ (b), B'(a) = B'(b),

para todo x € [a,b]. No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que o é
subsolugao estrita e 8 ¢ uma supersolugao estrita do problema (5.1).

Novamente, estamos interessados em encontrar um parametro real s; tal que o
problema (5.1) nao tenha solucdo, tenha pelos menos uma ou pelo menos duas solugoes
de acordo com s < $1, s = 51 ou s > s;. Mas, diferente do problema (4.9), nem sempre
conseguiremos encontrar uma supersolugao para o problema (5.1). Contudo, sé Teorema
Tipo Bolzano nao seria suficiente para este problema, os resultados a seguir ajudarao a
contornar tal fato.

O préximo resultado é o Principio do Maximo em C?[a, b] para o problema periédico
apresentado no trabalho [7].

Lema 5.2 Sejam q1,q2 € Cla,b], com q:(x) > 0, para todo x € [a,b]. Se u € C?[a,b]
satisfazendo

—u"(x) + q1(x)u/ () + g2()u(z) > 0, para todo x € [a,b],
u(a) = u(b), (5.9)
u'(a) = u'(b),

entio u > 0. Se u # 0 entdo u(x) > 0, para todo x € [a,b].

Demonstragao: Seja u € C?[a,b] satisfazendo (5.10). Suponha por contradi¢io que
existe 2’ € [a,b] tal que u(z’) < 0. Seja xy € [a, b] tal que u(zg) = min {u(z); x € [a,b]} <
0. Se zy € (a,b), segue que u'(zg) = 0 e u”(xy) > 0. Por outro lado, segue da equacao
(5.10) que u”(xo) < ga(xo)u(zo) < 0, contradi¢do. Caso ¢ = a e como u(a) = u(b), temos
uw'(a) > 0eu(b) <0, pela condi¢ao u'(a) = u/'(b), segue que v'(a) = 0. Como u satisfaz
(5.10), obtemos u”(a) < go(a)u(a) < 0. Pela Férmula de Taylor,

,u///(a>

uw(a+z) = u(a) + u'(a)z + T$2 +r(x),

r(x
onde h%l (—2) = 0. Considerando z > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
z—=0+ T

u”Z(a) + % < 0, obtemos




contradigdo com zy = a ser ponto de minimo em [a,b]. Similiarmente, mostrar-se para
Ty = b. |

No trabalho [30] apresenta este principio em W?P(a,b) quando as fungoes ¢; = 0 e
q2 € LP(a,b), com ga(xz) > 0 qtp = € (a,b). O caso mais geral segue do Principio do
Méximo de Bony em W?P(a,b) apresentado no trabalho [5, Teorema 2].

Lema 5.3 Sejam q1,q2 € L>(a,b), com go(x) > C >0, qtp x € (a,b). Se u € W*P(a,b),
com p > 1, satisfazendo

—u"(2) + q(z)u'(z) + g2(z)u(z) > 0, gtp x € (a,b),
u(a) = u(b), (5.10)
u'(a) = u'(b),

entdo u > 0. Se u # 0 entdo u(x) > 0, para todo = € [a,b].

Agora, analisaremos rapidamente um problema periédico que serd abordado durante
a demonstracao dos préximos resultados

—u"(x) + qu(x) = h(x), atp = € (a,b)
u(a) = u(b), (5.11)
u'(a) = u'(b),

onde h € LP(a,b) é uma fungao fixada.

Definigao 5.3 Dizemos u € W?P(a,b) é uma solugao do problema (5.11) se satisfaz
—u"(x) + qu(x) = h(z), qtp x € (a,b), u(a) = u(b) e u'(a) = u'(b).

Como o espaco de Sobolev W?P(a,b) estd imenso compactamente no espaco C'[a, b],
conclufmos que se u é uma solugao do problema (5.11), entao u € C*[a,b]. Quando p = 2,
segue que W2%(a,b) é um espaco de Hilbert. Aplicando o Teorema de Lax-Milgram na
forma bilinear B(u,v) = ff o (2)v' (z) dz + ff u(x)v(x)dx o livro [0, pdgina 227] mostra
que o problema (5.11) admite solugao.

Definicao 5.4 Seja h € LP(a,b) uma fungdo continua. Dizemos que as fungoes a, f €
W?2P(a,b) sio subsolugao e supersolugao do problema (5.11), respectivamente, se
satisfazem

—a(z) + ga(z) < h(z) (@) + gB(x) > h(z)
a(a) = a(b), : Bla) = B(b),
o/(a) = /(D). B'(a) = 3 (b),

qgtp © € (a,b). No caso que as desigualdades acima forem estritas, dizemos que « é
subsolugao estrita e 8 ¢ uma supersolugao estrita do problema (5.11).

Temos também o Teorema do Tipo Bolzano para o espago W*P(a,b), dado em [7,
Teorema 2.2].
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Teorema 5.1 Seja h € LP(a,b). Se o, 3 € W?P(a,b) tais que o é uma subsolugio e (3
¢ uma supersolu¢ao do problema (5.11), com a(x) < p(x), para todo x € [a,b]. Entdo o
problema (5.11) tem uma solu¢ao u tal que

a(r) <u(r) < B(x),
para todo x € [a,b]. Além disso, o e B sao estritas, com a(x) < (x), para todo x € [a, bl

entao
a(z) <u(z) < B(z),

para todo = € [a,b].

Se h € L*>(a,b), existe M > 0 tal que ||h||c < M. Entao u(x) = —M é uma subsolucao
estrita e u(x) = M é uma supersolucao estrita do problema (5.11). Logo o problema
(5.11) admite solugao. Considerando L*(a,b) com a topologia induzida pela topologia
em LP(a,b), mostraremos que o operador solucao K : L*°(a,b) — W?P(a,b) do problema
(5.11) é continuo.

Lema 5.4 Seja h € LP(a,b). Se w € W?P(a,b) é uma solugiao do problema (5.11), entdo
existe uma constante C' > 0 tal que

[wllap < C (2]l + lwllp) -
Demonstragao: Seja ¢; = max{1, ¢}, temos diretamente do problema
[wllp < hllp + gllwlly < e (1Bl + [lwllp) - (5.12)
Como W?P(a,b) estd imenso em C'[a,b] e w satisfaz w(a) = w(b) e w'(a) = w'(b), existe

zo € [a,b] tal que w'(zp) = 0. Assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo e em seguida
a desigualdade de Holder, obtemos

W' (@) < /|w” ]dt</|w” \dt</|h |dt+q/ o (t)) dt

1 1
< (0—a)” (|nll, + qllwlly) < er(d—a)? ([[All, + [[wl]l,),
onde % + [% = 1. Entao

b
'Y

[w'(@)]” < cf(b—a) ([[hll, + [[w]]p)” -
Dai,

1

Wiy = | [ e !”dfﬂ} < kb= )P (Ihlly + ol
= (b a) (14l + llwl,) (5.13)

Tomando C' = max{1, ¢y, c;(b— a)}, segue das equagoes (5.12) e (5.13) o resultado

[wllzp < C(ally + llwllp) -
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Proposigao 5.1 Seja h € LP(a,b). Se w € W?P(a,b) é uma solugdo do problema (5.11),
entao existe uma constante C' > 0 tal que

[wllap < Cfl = w” + qull, = C|[A]l,.

Em outras palavras, o operador solu¢io do problema (5.11), quando existe, € continuo.

Demonstragao: Suponha por contradigdo que existe uma sequéncia (uy,),en de solugoes
em W??(a,b) do problema (5.11) tal que

[unllzp > nll — uy + quall,-
Pelo Lema 5.4, existe ¢ > 0 tal que
¢ (Il = up + quallp + lunllp) = lJunllzp > nll = up + qually,

assim, para n > c,

"
= < _
el s <
Considerando a sequéncia (wy,)nen, onde w,, = H;LTHH;D’ vemos que
[wnllp =1 e | = wy, + quy|l, — 0.

Como W?%P(a,b) estd imenso compactamente em C'[a,b] e, pelo Lema 5.4, (w,)nen ¢
limitado em W?2?(a,b), existe uma subsequéncia (w,, ey tal que w,, — w em C'[a,b].
Entao w(a) = w(b) e w'(a) = w'(b). Além disso, ||w| = 1. Agora, para toda & € C§°(a,b),
pela desigualdade de Holder

IN

/ (—wgk (z) + qun, (x)) O () dx

/I— )+ g, (0)] 190)] d

| = why + qun, o] Pl

IN

Fazendo k — 400, encontramos

b
/ (—w"(x) + qu(x)) p(x) dx, V& € C°(a,b).

Entao, temos o seguinte problema

—w"(z) + qw(z) =0, qtp = € (a,b),
w(a) = w(b),
w'(a) = w'(b).
Onde sabemos que w = 0 é a unica solucdo, contradi¢ao com ||w||, = 1. |

O préximo resultado é apresentado em [2, Lema 4] para os problemas de Dirichlet e
Neumann. Mas similiarmente obtemos o mesmo para o problema periddico.
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Lema 5.5 Seja ¢ > 0, para cada d € L*(a,b), existe exatamente uma solu¢io u €
W2P(a,b) do problema

—u"(z) + qu(x) = d(z) (1 + |[v/(z)]?), qtp x € (a,b),
u(a) = u(b), (5.14)
u'(a) = u'(b).
Além disso, existe uma fun¢ao crescente £ : [0,00) — [0, 00) tal que
[ull2p < € ([|d]l) ,
a funcao & depende somente de q, a, b e p.
Demonstragao: Sejam oy, 05 € [0,1] e uy, uy € W?P(a,b) tais que
—uj () + qui(z) = d(z) (0; + [uj(2)[*), atp x € (a,b),
(), (5.15)

lo1—02|lldll o
q

<
I

Defina w = u; —uq €
(5.14), obtemos

. Tomando £ = M — w e substituindo no problema

—¢"(x) + q§(x) — d(z) (uy(2) + uy(x)) §'(x) = |or — oallld]|oc — (01 — 02) d(z) = 0,

para todo = € (a,b). Pelo Teorema B.6, sabemos que W2p(a, b) < C'a,b], para todo
1 < p < oo, e pelo Lema 5.3, {(x) < 0, ou seja, w(z) < M, para todo = € la,b].
Similiarmente, mostrar-se que w(z) > —M. Entao

|01 — 72 [|d]|

; (5.16)

[wlloo = l[ur = uafloe <

Assim, se 07 = 09 entdo u; = uy. Logo, a solugdo do problema (5.15) é unica. Observe
que

—w'(z) + qu(z) = —ui(z)+uy(x) + qui(x) — qua(z)
= (—u{(z) + qui(2)) + (uz(x) — un( )
= d(z) (o1 + [uy(2)?) + d(@) (—o2 — |uy(2) )

= ) —en) )
= d()

01— 02) +d() (|U'1

Gl !uz )I%)
(

) = Jw'(2) — uy()*) -

Como |w'(z) — uj(x)] < |w'(x)| + |uj(x)], obtemos

[w'(2) =i (@) < (o' (@)] + [ (2)])°
= |w'(@)]* + 2w (2)]|u; ()] + Juj ()]
< 2w/ (@) + 2fuy ().

Por isso, e lembrando que 01,05 € [0, 1], segue que
| ="+ qully < dlloo(b = a)? + lldlloe (2 @[], + 3]|)?]], ) (5.17)
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Pela interpolagao da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [0, pagina 233], existe uma
constante y; > 0 tal que

9 1 1 192
@[], = lw'lls, < (72 lwllZllwli3,]| = mllwlsllwl]lz. (5.18)

Considerando o L*(a, b) com a topologia induzida pela norma || - ||,, sabemos o operador
solugao K : L>=(a,b) — W?P(a,b) do problema

—w"(z) + quw(z) = h(z), qtp z € (a,b)
w(a) = w(b),
w'(a) = w'(b).

¢ continuo, existe v, > 0 tal que

[wllap < A2llhll, = Y2l = w” + qull,.

Dai, juntando as desigualdades (5.17) e (5.18), segue que

1
lollsy < Aall = w" + qully < slldlloe |6 = a)r + 2 (w?]], + 3 )],
1
< nlldlle | (b= a)r + 27 l|lwl|s [[wll2p + 3%Hu1!|oo|!ull|2,p}
Da equacao (5.16), segue que

g1 — O
plozoly,

1
lur — usl|2p, < Y2lld||oo(b — a)? + 27172 ||d| — Usl2p +

|01|
+37172||d||307||u1||2,p.

Escolha n € N tal que 47172||d||%, < ng. Tomando o5 € [0, 1] e oy = 0, pela unicidade da
solugao do problema (5.15), obtemos u; = 0 e, consequentemente,

1
[uzll2p < 272[|d][oc (b — a)
Agora, tomando oy € [%, %] e = %, temos
11 3
lur = wzllap < Y2lldlloc(b = @) + Sllur = uzllap + 7 llurlzy.

Assim,
13
|ur — uzll2p < 272[|d||oo (b —a)» + §|\U1Hz,p'

Como ||u1||2p < 2792]|d]| s (b — a)%, segue que
lur = wzllayy < 572l (b — a)5.
Entao
luallop < llur = allay + [tz < Tralldlloo(b — a).
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Sucessivamente, encontramos uma funcao crescente ¢ : [0,00) — [0, 00) tal que

[ullp2 < € (lldllo)

onde u € W??(a,b) é solugao do problema (5.14). Todas as estimativas acima sao vélidas
para o problema

—u"(x) + qu(z) = Md(z) (5 + [«/(z)*) , atp = € (a,b),
u(a) = u(b),
u'(a) = u'(b),

para todo A € [0,1]. Defina 7" : [0,1] x C'[a,b] — W?P(a,b) o operador solucio do
problema

—u"(z) + qu(z) = Md(z) (1 + |9 (2)]?), qtp z € (a,b),

u(a) = u(b),
u'(a) = u/'(b).

Pelo Teorema B.6, obtemos que o operador solugao T : [0,1] x C'[a,b] — Cl[a,d] é
compacto e continuo. Além disso, as solugdes ® = T'(\, ®) sao limitada pela estimativa

acima. Entao 7' é uma homotopia admissivel. Observe que T'(0,®) = 0, para todo
¢ € C'a,b], entao deg(I — T(0,-)) # 0, pela Propriedade 3.1. Portanto, pelo Teorema
3.3 e pela Proposicao 3.1, segue que T'(1,-) tem um ponto fixo e segue o resultado. [ ]

Definigao 5.5 Dizemos que uma aplicacao T : X — Y ¢ fortemente crescente se
dado x1,x9 € X, com x1 < x9 entdo T(xy) < T(x3), caso v1 < xy entdo T'(x1) — T(x2) €
int{yeY;y>0}.

A seguir, denotaremos o conjunto {u € C'[a,b]; u(a) = u(b) e u'(a) = u'(b)} por
Chla,b].

Proposigao 5.2 Seja v : C'a,b] — L°(a,b) uma aplicagdo continua que satisfaz
7(0) = 0. Suponha que exista uma fungao crescente ¢ : [0,00) — [0, 00) satisfazendo

(w)(@)] < e (fu(@)]) (1+ /(@)

para todo u € C'a,b]. Além disso, dado u,v € C'a,b], suponha que existe d; =
dy(u,v,u',v"), dy = do(u,v,u',v") € L*®(a,b), com dy > 0, tais que

Y(u) —y(v) = dy(u — ") + do(u — v). (5.19)
Entao
(a) Para cada h € L*(a,b), o problema nao linear

—u"(x) + qu(x) + y(u)(z) = h(x), qtp x € (a,b),
u(a) = u(b), (5.20)
u'(a) = u'(b),
tem uma tnica solugdo u € C*a,b]. Além disso, o operador solugao H : L®(a,b) —
Chla,b] € fortemente crescente e compacto. Se S é um conjunto limitado de L>(a,b),

com a topologia induzida de LP(a,b), entio Hg := H|s : S — Ch[a,b] € continuo.
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(b) Seja p € Cla,b]\{0} tal que @(x) > 0, para todo x € la,b], e defina I =
{z € a,b]; p(x) =0}. Se para cada v € Cla,b], existe uma constante M(v) > 0
tal que

(v +w)(@) = y(v)(z)] < M(v) (jw(z)| + [w'(2)]),
para todo © € I° e todo w < 0, entdo, dado uma fungio v € Cla,b] e ¢ € Chla,b],
existe t* = t* (v, ¢, @) satisfazendo

H(p +tp) < ¢,

para todo t < t*.

Demonstracao: Como h € L*(a,b) e Im~y C L*(a,b), existem M, My > 0 tais que
u(x) = —M; é uma subsolugao estrita e u(x) = M, é uma supersolugao estrita do problema
(5.20). Denotaremos V o intervalo ordenado [u,u] em C'[a,b]. Sejam u,v € W?P(a,b)
satisfazendo

{ —u"(z) + qu(x) + y(u)(z) > —v"(z) + qu(z) + v(v)(z), qtp x € (a,b),
u(b) —u(a) =v(b) —v(a) =0 e v/ (b) —u'(a) =v'(b) —v'(a) = 0.
Entao

—(u = v)"(z) + q(u —v)(2) + y(u)(z) = y(v)(x) > 0,
qtp x € (a,b). Pela condigao (5.19),

—(u—v)"(x) + q(u — v)(z) + di(2) (v — V') (x) + do(2)(u — v)(x) > 0.

Para cada h € L*(a,b) dado, se u é uma solugdo do problema (5.20), pelo Lema 5.3,
segue que u é Unica e que o operador solucao, se existir, é fortemente crescente. Além
disso, da unicidade de solugao, segue que u pertence ao interior de V. Como u é solucao
do problema (5.20) entao ele satisfaz

—(2) + quiz) = d(z) (1+ [/ (2)[2), atp = € (a,b),
u(a) = u(b).
o' (a) = o/(b),

onde d(z) = (—y(u)(z) + h(x)) (1 + [/ (z)]*) " . Note que

@ k@] @) k@)
Mol = T w@E S 1rw@E T WP
< c(lu@)]) + b)) < D) + R

onde D = max {—M;, My} . Pelo Teorema B.6 e Lema 5.5, segue que
llu|lcr < €(]|d]|s) = constante.

Tomando R > £(]|d||«), por argumentos similares aos anteriores e pelo Teorema 3.6, segue
que

|deg ((L, N), B(R))| = 1,

onde B(R) = {u € C'|a,b]; ||lul|cx < R} e N : B(R) — Cla, b] é o operador L—compacto
dado por N(u) = qu + y(u) — h. Logo, pela Propriedade 3.1, segue que o problema (5.20)
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admite uma solucao, ou seja, o operador solucao existe. Sabemos que o operador solucao
Hy : L*™(a,b) — Wf;p (a,b) é fortemente crescente e, pelo Teorema B.6, segue que o
operador solugao H : L*(a,b) — Chla,b] é fortemente crescente e compacto, onde
H(z) = Hy(z), para todo z € L*>®(a,b). Seja S um conjunto limitado de L*°(a,b), com a
topologia induzida de LP(a, b). Suponha que Hg nao seja continuo, entao existem 6 > 0 e
uma sequéncia (hy,)neny em S que converge para h € S em LP(a,b) tal que

|H(hy,) — H(h)|| > 6> 0.

Como (hy)nen é limitada em L*(a,b), uma vez que S é limitado em L>(a,b), pelo Lema
A2, existe uma subsequéncia (hy, )ren de (hy)nen tal que w,, := H(h,, ) converge para u
em C'[a, b]. Temos

], (&) + qutn, (2) + (1, ) () = (), para z € (a,b),
unk (b) = u”k (a)7
U, (b) = up,, (@),

segue que

/abu;k (2)v'(x) do + /ab qu,, (7)v(z) dz + /abv(unk)(x)v(x) dr = /ab B, (2)0(2) da,

para todo v € W~ (a,b) com v(a) = v(b). Fazendo n — +o00, obtemos

/ o' ()0 (z) de +/ qu(x)v(z) dx —I—/ y(u)(z)v(z) de = / h(z)v(z) dx,
para todo v € W~ (a,b) com v(a) = v(b). Assim,

—u"(x) + qu(z) + y(u)(z) = h(z), qtp = € (a,b),
u(b) = u(a),
u'(b) = u'(a),

Da unicidade da solugao, concluimos que H(h) = u, contradigao.
Agora, provaremos o item (b). Seja ¢ € Cla,b] e denote H(1)) por v, temos que
v € Cpla,b). Tomando u = H(¢ + tp) e w = u — v, temos

—w"(2) + qu(x) +y(w +v)(x) —y()(z) = (—u"(z)+ qu(r) +v(u)(z))
— (=" () + qu(z) +y(v)(x))
= (Y+tp) =Y =tp.

Sejam 7 : C'la,b] — L*(a,b), dada por F(w) = y(w + v) — v(v), e x : [a,b)] — R a
funcao caracteristica

() = 0, se v € l°
X\E) = 1, caso contrdrio.

Defina v* : C'[a, b] — L*°(a, b) por
7 (w)(x) = x(z)7(w)(x) + M(v)w(r) — M(v)|w'(z)].
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Observe que 7v*(0) =0 e

X (v(w +v) = y(u+v)) + M(v)(w = u) = M(v) (Ju'| = |u'])

X (dr(w' = ') + do(w — u)) + M(v)(w — u) = M(v)p(w',u') (v — )
(xdr = M(v)p(w', u)) (w' — ') + (xdo + M (v)) (w — w),

7 (w) =" (u)

onde
-l
ply,z)=q y—z"' ’
0, se Y=z

Note que |p(y, z)| < 1. Além disso,

r(w)()] < [y(w+v)(z)] + |[v(0)(@)] + M(v)|w(z)] + M(v)|w'(z)]
< c(jw(@) +o(@)]) (1+ [w' (@) +0'(@)P) + e (jo(@)]) (1+ (@) ) +
+M (v)|w(@)| + M (v)|w'(z)|
< cfjw@)] + [[vlle) (142 (Ju'(2) |2+ [v'[15)) + e (lvllee) (14 [10']I%) +
+M () |w(z)| (1 + ' (z)]*) + M(v) (1 + ' (z)]?)
= (Jw(@)]) (1 +[w'(2)]?)

onde &(t) = [2(1+ [[v]|Z)e(t + [lvlloo) + M(v)t + (c([Jv]loc) (1 + [['[|3) + M(v))], para
t > 0. Logo, ~v* satisfaz as hipdteses do item (a). Para w < 0, temos

(V(w) = 7" (w)) () = (1 = x()) F(w)(z) = M (v)w(z) + M(v)|w'(z)].

Se x € I°, obtemos

(F(w) =7 (w)) (z) = F(w)(x) = M(v)w(x) + M(v)[w'(z)]
> M) (lw(@)] + |[w'(@)]) = F(w)(z)]
= M(v) (jw(@)[ + [w'(@)]) = [y(w + v)(x) = 7(v)(2)]
> M(v) (Jw(@)] + [w'(@)]) = M(v) (jw(@)] + [w'(z)]) = 0

Caso contrario

(Y(w) =7 (w)) (v) = =M (v)w(z) + M(v)|w'(x)| = M(v) (jw(z) + |w'(z)]) > 0.

Logo, ¥(w) > ~*(w), para todo w € C'a,b] com w < 0. Denote por H* o operador
solugao do problema

w”(z) + qu(z) + 7" (w)(x) = h(z), atp = € (a,b),
w(a) = w(b), (5.21)
w'(a) = w'(b),

existe pelo item (a). Se h = 0, entdo w = 0 é uma solucao deste problema, pela unicidade
dada pelo item (a), segue H*(0) = 0. Por H* ser um operador fortemente crescente,
obtemos wy = H*(—p) < 0 (isto ¢, v < v se v — u pertence ao interior do conjunto
{u € Ckla,b]; u> 0} em C'a,b]). Como ¢,v € C'a,b], existe ty < 0 tal que

v— ¢ <L tywy.
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Assim,

—(—towo)"(x) + q(—towo(x)) +v*(—towo)(x) = —to(~w

Logo, H*(top +e) = —towy < ¢ — v, onde e(x) = x(z) (te7(wo)(x) + F(—towo)(x)) . Para
t S th
top+e>to+e>2tp— (to—e)t.

O conjunto ((ty — €)™),,, limitado em L*(a,b), pois

I(te =€) loe < [tlllplloc + llello < [Ellloe + ol [T(wo)lle + I7(—towo) |
< [tlllelloe + 2[to[ M (v)[lwoller < oo,

e converge para zero em LP(a,b), pois para [t| suficientemente grande temos tp — e < 0,
entao (tp —e)t = 0. Como H* é continuo, existe § > 0 tal que, para todo p € L*(a,b),
com [[pllec < leflos € [[pllp < 0, temos

H*(to+ e+ p) < ¢ —v em Cpla,b].
Para ¢ < t, suficientemente pequeno de tal modo que [|(t¢ — €)*||, < d, obtemos
d—v > H(top+e+(top—e)t) > H (2tp— (tp—e)" + (tp —e)") = H*(2typ).

Tomando T" = 2t e denotando H*(T'y) por w*. Segue que w* < 0, uma vez que t < t5 < 0,
w > 0e H* é fortemente crescente, e

Te = —(w)'(z)+qu'(x) +7"(w)(z) < —(w")"(z) + qu"(x) +7(w")(x)

—(w* +v)"(x) + q(w’ +v)(fr) (=v"(2) + qu(@)) + 7 (w" +v)(x) = 7(v)(x)
[—(w" +0)"(z) + q(w” +v)(z) + y(w* +v)(2)] = [-0"(2) + qu(z) + 7(v)(2)]
[—(w” +v)"(2) + g(w” +v)(z) + (W +v)(z)] = .

Logo,
—(w" +0)"(2) + q(w” +v) () + (" + ) (@) = ¥+ T = —u"(x) + qu(z) + y(u)(2).

Portanto
Hy+Ty) <w +v < (p—v)+v=0.

Completando a prova. [ ]

Defina a fungao 7 : [a, ] x R? — R por

V(@ y,2) = /Oy [sen (fy (2, u, 2) = [fy(z,u, 2)]) fy (2,0, 2)] du +y.

Observe que as fungoes y — (x,y,2) e y — F(z,y,2) + f(x,y, z) sdo estritamente
crescente para cada = € [a,b] e z € R fixado, basta olhar que a derivada de ambas as
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fungoes sdo estritamente positivas. Para 0 < ¢ < 1 fixo e dado v € C|a, b], considere o
seguinte problema periédico (onde omitimos alguns x para simplicar a notagao)

—u" + qu+F(z,u,u’) = f(z,v,u) +F(x,v,u) + qu + sp em (a,b),
u(a) = u(b), (5.22)
' (a) = u/(b).

Se encontrarmos v tal que u = v é solucao deste problema, podemos ver que u também
serd solugao do problema (5.1). Em vista disso, vamos analisar o problema (5.22).
Defina 7, : [a,b] x R* — R por

%}(xayv Z) = ’?(xu%z) - f(I,U(ZE), Z) - &(x,v(m), Z) —qy+ f(:L‘,’U(:L‘),O) +’?<£L’,U($),O).

Como

[yl [yl
5(z,y,2)] < / (@, 2)| du+ Jy] < / () (1+ |21) du + Jy] + lyl2
0 0

= ally) (1+2%),

onde ¢; : [0,00) — [0,00) é uma funcao crescente dada por ¢ (t) = f(f c(u) du + t, entao

YT,y 2)] < @,y 2)[ + 1 f(z,0(2), 2)| + [F(2,0(2), 2)| + qly| +
+|f (2, v(2), 0)] + [F(z, v(x),0)]
< a(lyl) (1 +22) +c(fo(@)]) (1+22) + (o)) (1+2%) +
+alyl (14 2%) + c(fo(@)]) + cr(Jo(z)])
< (erllyh) + alyl + 2¢([|v]lso) + 2e1([lv]lo)) (1 + 27)
= a(y) (1+2%),

onde ¢,(t) = ¢1(t) + gt + 2¢(||v]|oo) + 2¢1(||v]|o0), para t > 0.
Observe que 7, ¢ lipschitziana em compactos de R? com relacio y e z e uniformemente
em [a, b]. Além disso, para cada y1,ys, 21, 22 € R, temos

;;/U(x7y27'z2) - &U(l’aybzl) = ;)//U(:an%ZZ) - :)/U(xay%zl) + S/v(xay%zl) - :)/v(xayla Zl)
= di(2)(22 — 21) + do(z)(y2 — 1),

onde
Vol®, o, 22) = %’('T’yﬁzl), se 2y # 21,
dl(l’) = d1<$,y27 21, 22) — 29 — 21
07 se Z2 = Zl)
(§]
~v L, Y2, 21) — ~’U T, Y1, <z
Yo, Y2 1)_7( Y1 1)7 s 1Ly,
dO(x) = do(x7y17y2721) - Y2 Y1

Pela condigado de Lipschitz mostrada acima, segue que dy,d; € L*(a,b). Como a
fungdo y — J(x,y,z) — qy é estritamente crescente, uma vez que ¢ < 1, segue que
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Yy — Yy(z, 7y, 2) também é estritamente crescente, entao do(z) > 0. Note que, para x € I°
ey < 7, para algum 7 > 0, temos

Fol@,y.2) < ely™) (L4 [yl +[2]) + (L= @)yl + e((v(@)") (1 + |v(@)] + |2]) +
+e((v(@)) (L +[o(@)] + |2]) + [v(@)] + c((v(2)) ") (1 + o(@)]) +
c((v(@)") (1 + [o(2)]) + o)l

ca(7) (1 + [yl + [2]),

onde c3(7) = (1) + (1 = q) +4(1 + ||v]|oo)c(||V]| o) + 2||¥||0o- Dai, dado w € C*[a, b], existe
uma constante M (w) > 0 tal que

<

~—

T,y + w(z), 2 + w'(2) = Folz, w(z), w'(x)] < M(w) (ly| + |2]),

para todo (z,y,z) € I° x (—o0,0] x R. Pois no caso que |y| < 1e |y| <1 a desigualdade
acima segue da condi¢ao de lipschitziana de #,. Vejamos o caso que |z| > 1, entdo
ly| + |z| > 1. Sabemos que 7, (z,y + w(z), z + w'(x)) — Fp(x, w(z),w' (x)) é igual a

Y@y +w(x), z + w'(z) — (2, wz),w' (@) = fz,0(), 2 + w'(z)) + fz,0(x), w'(z)) -
(@, 0(z), 2 + w'(z)) = (z, v(z),w'(z)) — qy.
Se y+w(z) <0, temos ¢ ((y + w(x))™) = ¢(0). Se y+w(x) > 0, obtemos 0 < —y < w(z),
uma vez que y < 0. Como ¢ é uma funcdo crescente, segue que c¢((y+ w(z))") =
c(y+w) <c(lyl +wx)) < c2w(r)) < ¢(2]|w]|w). Assim, juntamente com a condi¢ao
(5.4), segue o resultado desejado. No caso y < —1 é andlogo.
Defina a aplicagio v, : C'[a, b] — L*>(a,b) dada por 7, (u) = 7, (-, u(-),2/(-)), obtemos
o seguinte problema equivalente ao problema (5.22)

—u"(x) + qu(x) + v (u)(x) = f(z,v(x),0) +F(z,v(z),0) + sp(z), para todo = € (a,b),
u(a) = u(b),
uw'(a) = u/(b).

Como 7, satisfaz as hipétes da Proposicao 5.2, temos o operador solugao deste problema

T:R x Cla,b] — Chla,b]
(s,v) —> u(s,v)
com T fortemente crescente e compacto. Como comentado anteriormente, a solucao
do problema (5.1) sao os pontos fixos do operador T, : C[a,b] — Cbla,b], dado por
Ts(v) = T(s,v) = u(s,v).

Vejamos o seguinte resultado

Teorema 5.2 Seja f : [a,b] x R? — R satisfazendo (5.2) — (5.6). Entao existe s; € R tal
que o problema (5.1) nao tem solu¢ao se s < sy e tem pelo menos uma solugdo se s > .

Demonstracao: Defina S = {s € R; (5.1) tem uma solucao } . Inicialmente, observe que
o problema (5.1) sempre tem subsolugao para todo s € R. De fato, da condigao (5.6), existe
uma constante r > 0 tal que

g(a, =) > |slll#lloo,

para todo x € [a,b]. Assim, u(x) = —r é um subsolugao estrita do problema (5.1), pois
u'(2) + fz,u(z), v (2) = f(z,—r,0) = g(z, =) > [s|lello = sp(2),
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para todo x € (a,b), e satisfaz as condigdes periddicas. Considerando v = 0, temos

—u"(x) + qu(x) + v (u)(x) = f(x,0,0) + sp(z), para todo x € (a,b),
u(a) = u(b),
u'(a) = u'(b).

Para ¢ = 0, pela Proposicao 5.2, existe t; < 0 tal que u(t1,0) = T3, (0) < 0. Sejau(x) = —r
uma subsolugao estrita do problema (5.1), quando s = t;, segue que

—u"(2) + qu(r) + y(u)(r) < flz,u(),0) +Ju(z, u(z),0) + tip(z)
= —(u(tr,w)"(x) + qults, u)(z) + yu(ulty, u)(v),

para todo = € (a,b). Pelo Lema 5.3, u(ty,u)(z) > u(x) = —r, para todo x € [a,b]. Como
T;, é fortemente crescente, temos T, ([—7‘, O]o[a,b}) C [—=7,0]¢a,- Pelo Teorema 2.3, existe
v € [—1,0]cy tal que Ty (v) = v, entdo v é uma solucdo do problema (5.1), quando
s = t1, ou seja, t; € S. Logo S # ). Agora, seja u uma solu¢ao para o problema (5.1),
entao

u'(x) + f(z, u(z), v/ (x) = se(x),

integrando ambos lados e pelas condigoes periddicas, obtemos

/abf(x,u(x),ul(x)) dr = s/ab<p(:c) dz = s||¢||s.

Pela equagao (5.7), obtemos
Ab—a)

el

lembrando que A = inf {g(z,y); (z,y) € [a,b] x R}. Assim, S ¢é limitado inferiormente.
Tomando

S,

s; = inf S,

vamos mostrar que se § € S et > §entao t € S. De fato, seja @ solugao do problema (5.1),
quando s = §, entdo @ é uma supersolucao estrita do problema (5.1), quando s = ¢. Por
outro lado, sabemos acima que o problema (5.1), quando s = ¢, tem subsolugdo estrita
u, com u(z) < u(z), para todo = € [a,b]. Analogamente, usando que T; é fortemente
crescente e compacto e pelo Teorema 2.3, segue que t € S. Terminamos a prova. [

Com o Lema 5.1 e procedendo similiarmente a demonstragao dos itens (d) — (g) do
Teorema 4.6, apresentamos o proximo resultado com a prova resumida

Teorema 5.3 Seja f : [a,b] x R?> — R uma fungdo continua satisfazendo (5.2) — (5.6)
acima. Entao existe s; € R tal que o problema (5.1) nao tem solugdo se s < s1, tenha
pelo menos uma solugcdo se s = s1 e pelo menos duas solugoes se s > sq.

Demonstragao: Pelo Teorema 5.2, existe s; € R tal que o problema (5.1) nao tem
solucao se s < s; e tenha pelo menos uma solucao se s > s;. Do Lema 5.1 segue que, para
cada sy > s1, o conjunto de todos as possiveis solugdes de (5.1), com s < sy é limitado
a priori em C'(a,b]. Seja (un)neny uma sequéncia de solugao do problema (5.1), quando
s = t,, onde t,, é uma sequéncia decrescente tal que t, — s;. Pelo Teorema de Arzela-
Ascoli, existe uma subsequéncia tal que wu,, — ug em C'[a, b], segue da continuidade do
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operador solugdo que ugy serd uma solu¢ao do problema (5.1), quando s = s;. Para cada
s < sy e cada R > R(sq) temos

deg((L, Ns), B(R)) = 0,

onde R(s,) foi definido na demonstracao do Lema 5.1, B(R) := {u € C'[a,b]; ||ul|cx < R}
e Ny : B(R) — C|a, b] é a aplicagao dado por N(u) = se(-)— f(-,u(-),u'(+)). Além disso,
pelo Teorema 3.6,
| deg((L, Ns), Q)| = 1,

onde s > s; e Q= {u € C'a,b]; —r < u(x) < uz(z) e |[u/(x)| < Ryi(s),Vx € [a,b]}, sendo
R, dado pelo Lema 5.1, —r é uma subsolucao estrita e us uma supersolucao estrita do
problema (5.1). Tomando R > max {|r| + Ri(s), R(s), ||uz]|c + Ri(s)}. Pela Propriedade
3.3,

|deg ((L, N,), B(R)\Q)| = |deg((L,N;), B(R)) — deg ((L, N;),Q)]
= |deg ((L,N;), Q)| =1.

Pela Propriedade 3.1, existe u € B(R)\Q solu¢io do problema (5.1), quando s > s;.
Completando a prova. [
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Apeéendice A

Alguns conceitos e resultados de
Algebra Linear e Analise Funcional

Neste apéndice, faremos uma revisao concisa de certos tépicos de Algebra Linear e
Analise Funcional que envolvem espagos vetoriais normados e espagos de Banach. Visando
abordar somente conceitos e resultados preliminares a dissertacao, limitaremos nossa
exposicao aos espacos vetoriais sobre o corpo R dos ntimeros reais.

Definicao A.1 Seja X um espaco vetorial sobre R. Uma norma em X € uma fun¢ao
|- : X — [0,00) tal que

1) |lz]| =0 se, e somente se, x = 0.
2) [[Ax|| = |M||z]|, para quaisquer A € R e x € X;
3) llz+yll < llzll + llyll, para quaisquer x,y € X;

Um espago vetorial X munido de uma norma ||-|| € dominado espago vetorial normado.

Ao considerar a fungao d : X x X — R dada por d(z,y) = ||z — y||, para quaisquer
x,y € X, é possivel mostrar que todo espaco vetorial normado é um espago métrico.

Daqui em diante, ao mencionarmos os espacos X e Y, consideraremos espacos vetoriais
normados sobre R, com suas respectivas normas, as quais denotaremos com o mesmo
simbolo, || - ||, apenas por simplicidade de notagao.

Definicao A.2 Seja X um espacgo vetorial normado. Dizemos que X € um espago de
Banach se X for completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy em X converge.

Lema A.1 Sejam Y um espacgo vetorial, M subespaco de Y e Y/M o espago quociente
de 'Y sob a relagcao de equivaléncia

y~1y se, esomentese, y—y € M.

Se dimY /M ¢€ finita, entao existe um subespago vetorial N C'Y de dimensao finita tal
que Y = M & N.
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Demonstracao: Suponha dimY/M = n. Seja {vy,---,v,} vetores de Y tais que
{[v1], -+ ,[vn]} é uma base de Y/M. Definamos N o subespago gerado pelo conjunto
{v1,-+ ,v,}. Como N é um subespago de dimensao finita, entdo N é fechado. Resta
mostrar que M @ N. Seja y € M N N, entao [y| = [0] e existem aq,--- ,a, € R tais que

Yy = Z a;vj, logo

j=1
n

0] = [y] = Zaj[vj].

7=1
Como {[v1],- -, [vn]} é uma base de Y/M, segue que ay,--- ,a, = 0 e, entdo, y = 0. Dado
y €Y, temos [y] € Y/M e, portanto, existe by, - ,b, € R tais que

[yl = Z b;lvj].

Dai, y = (y — Z ijj> + Z bjv; € M + N. Portanto, concluimos a prova. ]

J=1 J=1

Definicao A.3 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre R. Uma aplicacao T : X — Y
¢ um operador linear ou uma transformacgao linear se, para quaisquer v,z € X e
a € R, tem-se

Tx+z)=T(x)+T(z) e T(ax)=aT(z).

Denotaremos T(x) por Tz, para x € X, a menos que seja necessdrio fazer alguma
distinc¢ao.
No caso Y =R, dizemos que T : X — R ¢ um funcional linear.

Teorema A.1 Sejam X eY espacos vetoriais sobre R e sejal : X — Y um operador
linear. Se dimdomT =n < oo entdo dAimIm 7T < n.

Demonstragao: Vamos mostrar que um conjunto arbitrario {vy, -+ ,v,41} de ImT é
linearmente dependente e, assim, concluimos o resultado.

Como, para cada j = 1,--- ,n+ 1, v; € ImT, existe x; € dom L tal que T'z; = v,.
Encontramos um conjunto {x1,---,2,+1} C dom L linearmente dependente, umas vez
que dimdom L < n. Entao, se a1x1 + -+ - + apy1Tp11 = 0, com algum ag # 0. Assim,

0= T(alzl + -+ (In+1l'n+1) =a1v1 + -+ Apy1Unt1-

Portanto {vy,- -+ ,v,41} é linearmente dependente. [ |

Definicao A.4 Seja X um espaco vetorial sobre R e seja T : X — X um operador
linear. Dizemos que T é uma projecao se T? :=T oT =T.

Definicao A.5 Seja T': X — Y um operador linear. Dizemos que T é continuo se
existir ¢ > 0 tal que
|Tz|| < cllz||, para todo x € X.

Proposicao A.1 Seja X um espaco vetorial normado de dimensdo finita. Todo operador
linear T : X — Y € continuo.
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Os proximos teoremas sao resultados cldssicos e bastante conhecidos da Anélise
Funcional. = Nao apresentaremos suas demonstracoes aqui, porém elas podem ser
encontradas na segao 1.1 da referéncia [6], por exemplo.

Teorema A.2 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam X um espaco vetorial sobre R e
seja p: X — R uma fungao tal que, para x,y € X e A > 0, tem-se
p(Az) =Ap(z) e ple+y) <plx)+py)
Seja G um subespaco vetorial de X e seja g : G — R um funcional linear tal que
9(z) < pla), Vo € G,
Entao eziste um funcional linear f : X — R que estende g, isto €, f(x) = g(x), para
todo x € G, e f(x) < p(z), para todo x € X.

Corolario A.3 Seja X um subespaco vetorial normado e seja G um subespaco vetorial
de X. Se g : G — R € um funcional linear continuo, entao existe f : X — R tal que
estende g.

As defini¢oes e resultados sobre operadores compactos utilizados nessa dissertacao
serao descritas abaixo. O leitor poderd encontrar todos os detalhes nos livros [0] e [17].

Definicao A.6 Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que o operador linear
T:X — Y écompacto se T ¢é continuo e T(M) CY for compacto, para todo M C X
limitado.

Lema A.2 Um operador linear T : X — Y € um operador compacto se, e somente
se, para qualquer sequéncia limitada (z,)nen em X, a sequéncia (T'T,)nen possui uma
subsequéncia convergente em Y.

Proposicao A.2 Sejam X,Y,Z e W espacos vetoriais normados. Sejam T : X — Y
um operador linear continuo e S : Z — W wum operador linear compacto. Se W = X
entdo T o S € um operador compacto. Se'Y = Z entdao S oT € um operador compacto.

Como dito antes, o leitor encontrarar a demonstracao do préoximo resultado com os
detalhes nas se¢oes 8.2 e 8.3 do livro [L7].

Teorema A.4 Sejam T : X — X um operador linear compacto e X\ # 0 um autovalor
de T, isto €, Ker(T — A\I) # {0}, entdo

dim (Ker[(T'— \I)"]) < oo,
para n € N, e existe r € N tal que
Ker[(T — M\)"] = Ker[(T — AXI)"™] = Ker[(T — M) "] = - -

Teorema A.5 (Alternativa de Fredholm) Seja T : X — X wum operador linear
compacto, entao

(a) Ker(I —T) tem dimensao finita,
(b) Im(I —T) € fechado,
(¢) Ker(I —T) = {0} <= Im(I - T) = X

Teorema A.6 Sejam T : X — X um operador linear compacto e dim X = oo, entdo so
ocorre um dos casos: o numero de autovalores € finito ou € uma sequéncia de autovalores
de autovalores convergindo para 0.
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Apeéendice B
Alguns resultados classicos

Neste apéndice, enunciaremos, sem prova, os resultados que utilizamos durante a
elaboracao da dissertacao.
Os préximos resultado pode ser consultado no livro [18].

Teorema B.1 (Arzela-Ascoli) Seja f, : [a,b] — R"™ wma sequéncia de fungoes
equicontinua e equilimitada entdo (fn)nen admite uma subsequéncia uniformemente
convergente.

Teorema B.2 (Teorema da Aplicagao Inversa) Seja f : U — R™ de classe C*,
com k > 1, no abero U C R™. Se a € U € tal que J¢(a) # 0 entao existe uma bola aberta
B :={zeR" ||z —al <0} C U tal que a restricao f|g ¢ um difeomorfismo sobre um
aberto V(a) contendo f(a), isto é, f|g € uma bije¢io diferencidvel cuja inversa também
¢ diferenciavel.

Teorema B.3 (Teorema de Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta K C UA, de um
conjunto compacto K C R" admite uma subcobertura finita K C Ay, U---U A, .

O leitor poderd encontra os préximos resultados em [9].

Teorema B.4 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja Q2 um aberto limitado
de R™. Seja (fy)nen uma sequéncias de fungoes em L'(Q) satisfazendo

(a) fo(x) — f(x), qtp x € Q,

(b) existe uma fungdo g € L*(Q) tal que |fn(z)| < g(z), gtp x € Q, para todo n € N.

n—oo

Entio f € LY(Q) e / f=lim [ f,.
0 Q

Definicao B.1 Uma fung¢do F : [a,b] — C ¢ absolutamente continua em [a,b], se
para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que sempre que uma sequéncia finita de subintervalos
disjuntos pareados (zy,yx) de |a,b], com xy, yx € |a,b], satisfaz

Z(@/k — 1) <6 = Z!F(yk) — F(xp)| <e.

k

Denotaremos a colegao de todas as fungoes absolutamente continuas [a,b] por AC|a,b].
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Teorema B.5 (Teorema Fundamental do Célculo) Seja F' : [a,b] — C, onde
—00 < a < b < +00, as sequintes afirmagoes sio equivalentes

(a) F € absolutamente continua em [a,b].

(b) F(x) — F(a) = /JC f(t)dt, para alguma f € L'[a,b].
(c) F € diferencidvel gtp em [a,b], F' € L'[a,b], e F(z) — F(a) = /96 F'(t) dt

O préximo resultado é uma propriedade importante do espaco de Sobolev W?2P(a, b),
conhecidas como imensoes de Sobolev, que pode ser encontradas detalhadamente em [0,
Teorema 8.8|.

Teorema B.6 A imensdo
W?2P(a,b) < L>(a,b)

¢ continua, para todo 1 < p < oo. Além disso, a imensdo
W?2P(a,b) < C'[a, b]

¢ compacta, para todo 1 < p < oo.

O resultado a seguir é um teorema que se encontra no livro [3, pagina 295].

Teorema B.7 Sejau € W'P(a,b), para 1 < p < oo. Entao u € diferencidvel qtp em [a, b]
e a derivada cldssica coincide com a derivada fraca em qtp |a, b].
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