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RESUMO

BENITES, Y. R. A distribuicao normal-valor extremo generalizado para a modelagem
de dados limitados no intervalo unitario (0,1). 2019. 97 p. Dissertacdo (Mestrado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacao em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

Neste trabalho € introduzido um novo modelo estatistico para modelar dados limitados no
intervalo continuo (0, 1). O modelo proposto é construido sob uma transformagao de varidveis,
onde a varidvel transformada € resultado da combinacio de uma varidvel com distribui¢do normal
padrdo e a funcao de distribuicdo acumulada da distribui¢cdo valor extremo generalizado. Para
o novo modelo sao estudadas suas propriedades estruturais. A nova familia € estendida para
modelos de regressdao, onde o modelo € reparametrizado na mediana da varidvel resposta e este
conjuntamente com o parametro de dispersao sdo relacionados com covaridveis através de uma
fun¢do de ligacdo. Procedimentos inferenciais sdo desenvolvidos desde uma perspectiva cldssica
e bayesiana. A inferéncia cldssica baseia-se na teoria de maxima verossimilhanca e a inferéncia
bayesiana no método de Monte Carlo via cadeias de Markov. Além disso estudos de simulagdo
sao realizados para avaliar o desempenho das estimativas cldssicas e bayesianas dos parametros
do modelo, em que, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo
satisfazem as propriedades assintdticas. Finalmente um conjunto de dados de cancer colorretal
€ considerado para mostrar a aplicabilidade do modelo, em que, em comparacdo com outros

modelos, o modelo proposto é o que melhor ajusta este conjunto de dados.

Palavras-chave: Distribui¢cdo valor extremo generalizado, Estimador de maxima verossimi-

lhanga, Inferéncia bayesiana, Método MCMC.






ABSTRACT

BENITES, Y. R. The normal-generalized extreme value distribution for the modeling of
data restricted in the unit interval (0,1). 2019. 97 p. Dissertagdo (Mestrado em Es-
tatistica — Programa Interinstitucional de Pés-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

In this research a new statistical model is introduced to model data restricted in the continuous
interval (0, 1). The proposed model is constructed under a transformation of variables, in which
the transformed variable is the result of the combination of a variable with standard normal
distribution and the cumulative distribution function of the generalized extreme value distribution.
For the new model its structural properties are studied. The new family is extended to regression
models, in which the model is reparametrized in the median of the response variable and together
with the dispersion parameter are related to covariables through a link function. Inferential
procedures are developed from a classical and Bayesian perspective. The classical inference
is based on the theory of maximum likelihood, and the Bayesian inference is based on the
Markov chain Monte Carlo method. In addition, simulation studies were performed to evaluate
the performance of the classical and Bayesian estimates of the model parameters, in which
the maximum likelihood estimators of the model parameters satisfy the asymptotic properties.
Finally a set of colorectal cancer data is considered to show the applicability of the model, in

which, compared to other models, the proposed model best fits this dataset.

Keywords: Generalized extreme value distribution, Maximum likelihood estimator, Bayesian
inference, MCMC Method.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em diversas aplicagdes das dreas do conhecimento humano, tem-se o interesse de modelar
caracteristicas que assumem valores no intervalo unitdrio (0, 1), como propor¢des, taxas ou
fracdes. Por exemplo, a porcentagem da renda gasta em alimentagdo, a propor¢do de eleitores
que votaram em branco por municipios em uma elei¢do, a taxa de analfabetismo, a porcentagem
de itens defeituosos, etc. Um dos modelos mais utilizados para modelar essas caracteristicas
¢ o modelo beta (KRYSICKI, 1999). Ferrari e Cribari-Neto (2004) estenderam a familia de
distribui¢cdo beta para um modelo de regressao, assumindo distribuicdo beta para a varidvel
resposta. Varias extensdoes do modelo de regressdao beta podem ser encontrados na literatura
como em Simas, Barreto-Souza e Rocha (2010), Ospina e Ferrari (2010), Ospina e Ferrari (2012),
Figueroa-Zuiiga, Arellano-Valle e Ferrari (2013) e Carrasco, Ferrari e Arellano-Valle (2014).
Por outro lado, surgiram alguns modelos de regressdo alternativo ao modelo de regressdo beta.
Qiu, Song e Tan (2008) propdem um modelo de regressao baseado na distribuicdo simplex
introduzida por Barndorff-Nielsen e Jgrgensen (1991), e recentemente Lemonte e Bazan (2016)
propuseram um modelo de regressdao baseado em uma classe mais geral que a distribuicdo
Sp de Johnson. Bayes, Bazan e Castro (2017) introduziram o modelo de regressdao quantilica
paramétrica baseado na distribui¢io Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980), e Smithson e
Shou (2017) desenvolveram uma familia de distribui¢des para modelar dados no intervalo (0, 1)
aplicando a funcao de distribui¢do acumulada de uma distribuicdo sobre a fun¢do quantil de

outra distribui¢do.

A proposta deste trabalho € introduzir um novo modelo estatistico para modelar dados
no intervalo continuo (0, 1), baseado em uma transformag@o de varidveis o qual é formulado da

seguinte maneira:

Seja X uma varidvel aleatéria com fung¢fo distribuicdo acumulada (f.d.a.) Fx(x) para

x € IR. Desde que uma f.d.a. qualquer toma valores no intervalo (0,1), considere a seguinte
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transformacao:

o (X—y
Y_H( - ) (L.1)

emque Y€ IR, 0 >0eH(.)¢éaf.d.a. na forma padrdo de uma varidvel aleatria com o mesmo
suporte da varidvel aleatéria X. Nas mesmas condicdes acima a varidvel aleatéria X tem a

seguinte representacdo estocastica
X=7+680(Y),ye(0,1),

em que Q(Y) = H~!(.) é a fungdo quantil da f.d.a. H(.). Assim, a fungdo densidade de probabi-
lidade de Y € dada por:

Fr057,8) = 8 (745 00)) \"—y ye(o.1), (1.2)

sendo fx(x) = dFx(x)/dx, af.d.p. de X.

Como caso particular desta familia de distribui¢des tem-se quando em (1.1) considera-se
a variavel aleatéria X ~ N(0,1) com f.d.a ®(x), e H(.) sendo a f.d.a. da distribui¢do logistica
padrdo ou seja H(y) = 1/(1+e77), com essas especificacdes de (1.2) obtém-se a distribuicdo
Sp de Johnson (JOHNSON, 1949), cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por:

_80(y+00(y)

fY )’2%5 - AS 071 ) (13)
(v:7,6) y1—y) (0,1)
em que ¢(.) é a f.d.p. da distribui¢do normal padrio, e

€ a funcao quantil da distribui¢do logistica padrao.

Lemonte e Bazan (2016) introduziram uma ampla classe de distribui¢des com suporte
limitado no intervalo unitdrio (0, 1), na qual consideraram a transformac@o em (1.4), e a familia
de distribuicao eliptica (ANDERSON, 1990) com parametro de locacao igual a zero e escala
igual a um ao invés da normal padrdo. A proposta desses autores inclui como caso particular a

distribuicdo Sp de Johnson.

Neste trabalho, € proposto uma nova familia de distribui¢des para modelar dados no
intervalo (0, 1) considerando a transformacdo em (1.1), e a composi¢ao da distribui¢do normal
padrdo, e a f.d.a. da distribui¢do valor extremo generalizado (VEG) com parametro de locacao
igual a zero e parametro de escala igual a um. A escolha dessa transformagao tem como objetivo
obter uma distribuicdo mais flexivel para modelar eventos raros ou extremos ou assimétricos
no intervalo (0,1). Portanto na pr6xima Secdo é apresentada a distribui¢do valor extremo

generalizado.
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1.1 Distribuicdao Valor Extremo Generalizado (VEG)

A distribui¢do valor extremo generalizado, introduzida por Jenkinson (1955), € uma
familia de distribui¢@o continua que foi construida sob a teoria do valor extremo, que é baseada
no estudo da distribuic¢do limite das estatisticas do méximo (ou minimo) normalizado. Essa
distribuicdo tem a capacidade de modelar eventos extremos ou eventos raros, € por isso ela
tem sido muito aplicada na modelagem de eventos climéticos extremos, hidrologia, fendmenos

meteoroldgicos, eventos pouco comuns no mercado financeiro, etc.

Definicao 1. Uma varidvel aleatéria W tem distribui¢do valor extremo generalizado com para-
metro de locac@o zero, pardmetro de escala um e pardmetro de forma A € IR se sua f.d.p. é dada

por:

(_L)fl . _1
h(w;l):{ (I+Aw)\" 7 exp{ (I+Aw) /1}, A#0 (1.5)
exp(—w)exp|—exp(—w)], A=0.
A f.d.a. de W é dada por:
B “1/A
H(w;l):{ exp{ (I+Aw) }7 A#0 (16)
exp [—exp(—w)], A =0,

emquew € [—1/A,+o0) quando A >0, w € (—oo, —1/A] quando A <0 e w € (—oo, +o0) quando
A =0.

De (1.6), temos que a funcao quantil de W € dada por:

[_IOg(P)]il_l A0
O(p;A) = { Ao #

(1.7)
—log[—log(p)], A =0,

em que p € (0,1). Como casos particulares da familia de distribui¢do valor extremo generalizado
tem-se, a distribuicdo Gumbel quando A = 0, a distribui¢ao Weibull quando A < 0 e a distribui¢ao
Frechet quando A > 0.

A Figura 1 mostra o comportamento da f.d.p. da distribuicio VEG para alguns valores
de A. Assim quando A > 0 a distribui¢do é assimétrica a direita, quando A = 0 a distribui¢do se
torna simétrica, e quando A < 0 a distribuicdo é assimétrica a esquerda. A Figura 2 mostra o
comportamento da f.d.a. da distribuicdo VEG com o0s mesmos valores dos parametros que da
f.d.p. da distribuicdo VEG. Note que as probabilidades de um evento tende mais rapidamente
para zero do que para um, enfatizando que tende muito mais rapido quando A > 0 do que quando
A =0o0u A <0, ou seja probabilidades de eventos menores que 0 se torna zero rapidamente
para esses valores dos parimetros, e ainda com maior rapidez quando A toma valores positivos.
E na Figura 3 é mostrada a f.d.a. da distribui¢do VEG conjuntamente com a f.d.a. da distribui¢do

logistica padrdo, note que a distribui¢do logistica é simétrica e a distribui¢do VEG € assimétrica.
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Figura 2 — Funcdo de distribui¢do acumulada da distribuicio VEG

1.0

0.6
|

Fungdo acumulada
0.4
!

0.2

logistica

0.0
|

T T T T I
-4 -2 0 2 4

Figura 3 — Func@o de distribui¢do acumulada da distribuicio VEG e da distribuicao logistica padrao
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1.2 Objetivos

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

e Propor uma nova familia de distribui¢des para modelar dados no intervalo unitério (0, 1);
e Estudar as propriedades estruturais da nova familia;

e Desenvolver procedimentos inferenciais sob a perspectiva cldssica e Bayesiana para o

novo modelo;

e Estender o modelo proposto para modelos de regressao e desenvolver procedimentos

inferenciais na perspectiva cldssica e Bayesiana;

e Fazer um estudo de simulacdo para estudar as propriedades frequentistas dos estimadores.

1.3 Organizacao do trabalho

O trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 € proposto o novo modelo
e sdo estudadas suas propriedades. Para o modelo proposto € desenvolvido procedimentos
inferenciais baseados no método de méxima verossimilhanca. Além disso € conduzido um
estudo de simulagdo para avaliar as propriedades assintdticas dos estimadores dos parametros do
modelo. Finalmente é desenvolvido uma aplicacdo a dados reais do modelo. No Capitulo 3 o
novo modelo € estendido para um modelo de regressdo, onde € estruturado o modelo de regressdo
e desenvolvidos os procedimentos inferenciais pelo método de maxima verossimilhanca. Depois
¢ conduzido um estudo de simulacdo para avaliar o desempenho dos estimadores de méaxima
verossimilhanga dos parametros do modelo de regressdo homoceddstico e heterocedéstico. E por
ultimo € apresentado uma aplicagdo a um conjunto de dados de cincer colorretal. No Capitulo
4 € desenvolvido o modelo de regressao sob o enfoque bayesiano. Inferéncias do modelo sdao
feitas sob este enfoque. Sdo considerados critérios bayesianos para a selecao de modelos, assim
como também sao estudados métodos para o diagnostico de influencia do modelo. Também é
considerado um estudo de simulagdo para avaliar as propriedades dos estimadores bayesianos
dos parametros do modelo de regressdo, e uma aplicacao com os dados de cancer colorretal é
considerada. Finalmente no Capitulo 5 s@o discutidas as consideragdes deste trabalho, assim

como propostas de trabalhos futuros a serem desenvolvidos.
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CAPITULO

MODELO NORMAL-VEG

Neste Capitulo € introduzido um novo modelo estatistico para modelar dados no intervalo
(0,1). O modelo proposto é uma composi¢do da distribui¢do normal padrdo, e o quantil da
distribuicdo VEG padrdo. Sao estudadas algumas propriedades do modelo e sdo desenvolvidos

procedimentos inferéncias baseadas no método de maxima verossimilhanca.

2.1 Modelo Normal-VEG

A nova familia de distribuicdes € obtida ao considerar em (1.1) a varidvel X com distribui-
¢do normal padrio, cuja fungdo densidade de probabilidade é dada por ¢ (x) = (2m) =1/ 2o=2/2
para x € IR, e H(.) a funcéo distribui¢do acumulada da distribuicio VEG com pardmetro de
locagdo igual a zero, parametro de escala igual a um e parametro de forma A € IR. sob essas

condicdes a varidvel aleatéria X em (1.1) tem a seguinte representacdo estocdstica:

X=y4+80(Y;1), y€ (0,1),

com
[~log(y)]™* 1 P
Q(y;M:{ T A7 .
—log[—log(y)], A =0,
em que Q(y;A) é a fung¢@o quantil da distribuicdo VEG para 0 <y < 1.
De (1.2) tem-se que a f.d.p. da nova familia de distribui¢des € dada por:
o +6 0(y;A
fr(y:7,6,4) = Pl (;m )), y€(0,1), (2.2)
y[—log(y)]

comA, Y€IR, 6 >0e Q(y;A) é dado como em (2.1). Assim neste estudo denominaremos a
essa familia de distribuicdes com f.d.p. em (2.2) de familia de distribui¢cdes Normal-VEG, e o

denotaremos por Y ~ Normal-VEG(7y,5,1).
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Figura 4 — Gréfico da fun¢io densidade de probabilidade da distribuicdo Normal-VEG com A variando.
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Figura 5 — Gréfico da fungéo densidade de probabilidade da distribuicdo Normal-VEG com 6 variando.

As Figuras 4, 5 e 6 mostram o comportamento da f.d.p. do modelo Normal-VEG para

diferentes valores dos pardmetros, mostrando a flexibilidade da distribuicao.

A f.d.a. da familia Normal-VEG ¢é dada por:

Fy(y) =®(y+6 Q(y:4)): y € (0,1), (2.3)

em que d(.) é a f.d.a. da distribui¢do normal padrdo, y € IR, § > 0e Q(y;A) é dado em (2.1).

De (2.3), pode-se mostrar que o g-ésimo quantil da distribuicio Normal-VEG ¢é dado
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Figura 6 — Gréfico da funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo Normal-VEG, com 7 variando.

por:

1
exp{~[1+40x,—NI T}, 440
Yg = X—y (2.4)
exp | —exp [—( s )} } ,  A=0,
em que x, € o quantil da distribui¢do normal padrioe 0 < g < 1.
De (2.4), pode-se obter a mediana da distribuicdo Normal-VEG a qual tem a forma:
_1
ex —[I—I-& — } l}, A#0
o] 144w / o5
exp {—exp <%y> } , A=0.
O r-ésimo momento da familia de distribuicdes Normal-VEG, € dado por:
, L,8¢(r+80(nA
B = [y 22000,
o y[-log(y)]
parar =1,2,..., para o modelo ndo se tem forma fechada dos momentos, mas pode-se garantir

a existéncia dele devido ao fato do suporte da distribui¢go ser limitado no intervalo (0, 1).

Na Tabela 1 sdo apresentados a média e variancias da distribuicio Normal-VEG para
diferentes combinagdes de seus parametros, essas medidas foram obtidas numericamente usando
a funcgdo integrate do software R (R Core Team, 2015); observa-se que a primeira coluna de
pardmetros € variado o parAmetro A e mantidos os demais pardmetros constantes, e os valores
respectivos das médias e varidncias ndo variam muito. Agora na segunda coluna de parametros é
variado o parametro ¥ mantendo os demais parametros constantes, esta variacao do parametro
Y influencia na variacdo da média consideravelmente. E na terceira coluna de parametros é
variado o pardmetro d e mantidas os demais pardmetros constantes, observa-se que a variacao

do pardmetro 6, influencia principalmente na valor da varidncia. Desta forma, pode-se dizer que
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Tabela 1 — Média e variancia da Distribui¢do Normal-VEG obtidas numericamente para diferentes valores
dos parametros.

Parametro Média Varidncia Parametro Média Varidncia Pardmetro Média  Varidncia

2=0,5 2=0,1 2=0,5

y=0,2 03212 00279 y=2 0,0921 00100 y=0,2 03047 0,0622
§=2 §=2 5=1

2=0,1 2=0,1 2=0,5

y=0, 03341 00266 y=1 02105 00213 y=0,2 03212 0,0279
§=2 §=2 5=2

2=0 2 =0.1 2=0,5

y=0,2 03373 00265 y=0,5 02856 00254 y=002 03359 0,0144
§=2 §=2 5=3

2=-0,2 2=0,1 2=0,5

y=0,2 03437 00267 y=0,2 03341 00266 y=0,2 03532 0,0038
§=2 §=2 5=6

2=-0,5 2=0,1 2=0,5

y=0,2 03538 00281 =0 03666 00269 y=0,2 03573 0,0021
§=2 §=2 5=8

o pardmetro Y é o parAmetro que esta relacionado com a locagdo do modelo, e o pardmetro O

estd relacionado com a dispersdao do modelo.

De (2.4) podemos obter uma medida da assimetria do modelo usando o coeficiente
quartilico de assimetria ou formula de Bowley (KENNEY; KEEPING, 1954), que € definido

como
Y075 tY025 —2 Y05

Y0,75 = Y0,25
O coeficiente quartilico (C) esta sempre compreendido no intervalo [—1,+1]. Quando C =0

C

a distribuicdo € simétrica, quando 0 < C < 1 a distribuicao € assimétrica a direita, e quando

—1 < C < 0 adistribuicdo € assimétrica a esquerda.

A Figura 7 mostra o comportamento do coeficiente quartilico de assimetria para o modelo
Normal-VEG para alguns pardmetros. Pode-se observar que para valores de A < 0 o modelo é
assimétrico a direita, para valores de A > 0 0 modelo é assimétrico a esquerda, mas também
podemos notar que quando o pardmetro A — 0 e ¥ — 0 0 modelo se torna simétrico. Portanto

os parametros A e Y controlam a assimetria da distribui¢do conjuntamente.

2.2 Inferéncia

Nesta secdo sdo apresentados os procedimentos inferenciais para os parametros do

modelo Normal-VEG pelo método de méxima verossimilhanga.

Seja uma amostra aleatéria Yy, ..., Y, em que ¥; ~ Normal — VEG(y, 8,4 ) parai=1,...,n,
e com fungdo densidade de probabilidade dada em (2.2). Seja ® = (¥,8,4)T o vetor de pardme-

tros desconhecidos da distribui¢do, a fung¢do log-verossimilhanca de ¥ é dada por

(¥) = Zn: {logd +log{¢(y+ 6 Q(yi:A)) } —log(vi) — (A + 1)log[—log(y;)]} (2.6)

i=1
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Figura 7 — Coeficiente de assimetria da distribuicdo Normal-VEG com pardmetros: (a) 8 =2, y=0,5,
(b)6=2,v=0,2,(c) 0 =4,y=0,(d) 6=2,y=-0,2

em que Q(y;; A) é a fungdo quantil da distribuicio VEG dada em (2.1) para A # 0.

As primeiras derivadas da funcdo log-verossimilhanga /(1) em rela¢do a cada um dos

parametros sao dadas por:

al(9) log ] —1
wB) _n_ ¢ [—1og<y,~>H—1 v [losi) -1
)5 ~ 5 Tk A 2 P @
e
20(9)

QJ
>~

|
.M:

—8[y+60(yisA)] {—/112 {[—log(yi)}‘l - 1} - %bg[—log(yi)} [—log(yi)]‘l} (2.9)

1

- ilog[—log(yi)]-
i=1

As estimativas de maxima verossimilhanca (EMVs) de ¥ so os valores que maximizam
a funcdo log-verossimilhanca dada em (2.6), o que é equivalente a resolver o sistema de equacdes
nao lineares

(Y
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Assim, resolvendo a equagio —5 ) |5_ = 0, obtém-se uma expressio para 6 dada por
A 2y L
i 2 n | [_IOg(yAi)}il_]
3 - ) [(Slog(yi)] ™ 1 . A
0= |n = — (2.10)
eSS :
Da mesma forma resolvendo 2 | s— = 0, tem-se que
. 5 —log( i —1
=) Z g0 : 2.11)
em que 0 € dado em (2.10). Note que quando A — 0 tem-se que
5 n
7= Z —log[—log ()], (2.12)
e também
~1
A i n—log[—log(y)]}*
6=y|n {Z (-~ log[ - log(y,)}y? - Eim—loel=logbl) } S en
i=1 n
Por dltimo substituindo (2.10) e (2.11) em (2.9) e resolvendo a equagao a /1 | S—b = =0
Z log[—log(yi)]-
i=1
(2.14)

A obtém-se
{1080 * = 1} = S toel el [-og0] | =

n
-3 817+ o0 {

i=1

Como nio é possivel encontrar analiticamente uma expressao fechada para A pode-se utilizar
algum método numérico para resolver a equacdo acima. Um dos métodos mais usados € o
método de Newton-Raphson. Esse método aparece como subrotina em alguns softwares como

no aplicativo R.

Inferéncia sobre os pardmetros sdo feitas usualmente por médio da normalidade assint6-
tica dos EMV (HINKLEY; COX, 1979). Assim para amostras suficientemente grandes e sob
(2.15)

certas condi¢des de regularidade, pode-se mostrar que

D ~N; (8,1(8)7")

em que a matriz de informagao de Fisher I(4), é dada por
2%0(0) }

I(¥)=E |-

i { 999"

A expressdo I(1¥) para o modelo Normal-VEG ndo tem forma fechada. Mas, ela pode ser
2 A

— 910 valiada em ® = B. Assim

EErYLN

aproximada pela matriz de informacéo observada J(1¥) =
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LR W) (D)

R oy 82}/85 o 82}/81
_ 20(8) (D)
116,

T oA A

em que os elementos da matriz de informagdo estdo apresentados no Anexo A.

Considerando a normalidade assintética dos EMV de 9, o intervalo assintético de

100(1 — @)% de confianca para esses parametros € dado por:
(8~ 21-a/2 EP(3):0 +21-ap EP(9))).J = 1,2.3,

em que zj_q» € 0 quantil 1 — ¢¢/2 da distribuigdo normal padréo e EP(19 ) é o erro padrdo do
EMYV de 9, obtida pela raiz quadrada do j-€simo elemento da diagonal da inversa da matriz de

informacao observada.

2.3 Estudo de simulacao

Um estudo de simulagdo foi realizado para avaliar as propriedades assintéticas dos
estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) dos pardmetros do modelo Normal-VEG. Para
isto foram geradas amostras de tamanhos n = 50, 100, 200, 400 e 800 do modelo, com as
seguintes configuragdes de parimetros:

e y=2ed=10comA =-0,2;0¢e0,2;

e y=0,1ed6=2comA=-0,1;0e0,1;

e y=-02ed=6comA=-0,50e0,5;¢
e y=—-0,1ed=1comA =-0,2; 0e0,2.

As amostras foram geradas mediante a seguinte expressao:

exp{~[1+4(—7) 4}, 2#£0
exp § —exp [—()"5;7)}}, A=0,

em que x; foi gerada da distribuicdo N(0,1), parai = 1,...,n. Para cada configuracio de para-

Yi=

metros e tamanho de amostra foram simulados 1000 amostras, e para cada amostra foi obtida
a estimativa de maxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo, o erro padrdo (EP) e o
intervalo de 95% de confianga respectivo. Das EM Vs foram obtidos as médias do erro padrao
(MEP), os desvios padrdes (DP), os viés, a raiz quadrada do erro quadrético médio (REQM) e a
probabilidade de cobertura (PC) para cada um dos parametros do modelo. Essas quantidades
foram calculadas da seguinte forma:

1000 1 1000

Média = —— ) MEP=—— EP(')
édia = 7500 Z 3, 1000 &
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o 1 1000 () ) 1 1000 () 2
Vies(3)) = jo5 X (9"~ 9;) ¢ REQM(D;) = 1000 & (8- v))
em que EP; € o erro padrdo correspondente a estimativa do pardmetro j, que € obtida calculando
a raiz quadrada do j-ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz de informacao observada,
para j =1,2,3 ¢ @;i) ¢ a estimativa de ¥; na i-ésima amostra para ¥; € ¥ = (2,7,8)T. Os
resultados sdo apresentados nas tabelas seguintes:

e Na Tabela 2 sdo apresentados os resultados da simulac¢do para o modelo Normal-VEG com
parAmetros y=2, 0 = 10,e A = —0,2; 0; 0,2. Observa-se para os trés casos que a medida
que o tamanho da amostra aumenta, as EMVs s@o proximas aos valores verdadeiros dos
parametros em média. Tem-se também o viés e a raiz do erro quadratico médio tendem
para zero. Além disso, a média dos erros padrdes e os desvios padrdes para cada estimativa
sdo aproximadamente iguais a medida que o tamanho da amostra aumenta, e o valor
da probabilidade de cobertura se aproxima do valor de 95% como era esperado. Esses
resultados indicam que as propriedades assintéticas dos EMV dos parametros do modelo

estao satisfeitas.

e Na Tabela 3 sao apresentados os resultados da simulagdo do modelo Normal-VEG com
pardmetros Yy =0,1, 6 =2,e A = —0,1; 0; 0, 1. Os resultados em termos gerais sao 0s
mesmos do item anterior, mas pode-se notar aqui que j& com uma amostra de tamanho
50 o viés fica pequeno e com o aumento da amostra se torna zero para os trés casos do
pardmetro A, fornecendo com isso boas estimativas para os pardmetros do modelo para

estes valores dos parametros.

e Na Tabela 4 sdo apresentados os resultados da simulacdo do modelo Normal-VEG com
pardmetros Y = —0,2, 6 = 6,e A = —0,5; 0; 0,5. Para esta combinagio de parimetros
também tem-se resultados similares ao primeiro item, ou seja os EMV dos parametros

possuem boas propriedades assintéticas.

e Na Tabela 5 sdao apresentados os resultados da simulacao do modelo Normal-VEG com
pardmetros Y= —0,1,6 = 1,e A = —0,2; 0; 0,2. Neste caso consideramos 0s mesmos
valores para A como no primeiro item, mas diminuindo os valores para os parimetros ¥ e
0; pode-se notar que para essa combinagdo de valores dos parAmetros tem-se melhores
resultados ja a partir de uma amostra de tamanho 50 conforme mostra a primeira tabela de

resultados. Isto pode-se notar melhor quando A = 0.

Em conclusao, € mostrado que os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros do
modelo proposto possuem boas propriedades assintéticas. Notando também que para os quatro

casos, para um tamanho de amostra 200 obtém-se PC de 95%, que € o esperado.
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2.3. Estudo de simulacdo
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2.4 Aplicacao

Nesta secao o objetivo € mostrar a aplicabilidade da distribui¢io em modelar dados
limitados no intervalo (0, 1). Para isso foi considerado o conjunto de dados introduzidos por
Siegel, DeSantis e Jemal (2014), que trata de dados de cancer colorretal nos Estados Unidos
Americanos (EUA) entre os anos 2006 e 2010. Dos dados considerou-se a taxa de incidéncia de
cancer colorretal como a varidvel de interesse (Y), onde essa taxa de incidéncia foi calculada

pelos autores por 100.000 habitantes, isto é

ndmero de casos de incidéncia de cincer colorretal
100.000 habitantes

Taxa de incidéncia =

Na Tabela 6 sdao apresentados as medidas descritivas da taxa de incidéncia de cancer
colorretal nos EUA, e pode-se ver que a taxa de incidéncia tem uma distribui¢cao ndo simétrica

com certa assimetria a direita, isto também € conferido pelo histograma na Figura 8.

Tabela 6 — Medidas descritivas da taxa de incidéncia de Cancer Colorretal nos EUA

Min. 1 Qu. Mediana Média 3 Qu. Maix.
0,240 0,385 0,460 0,469 0,540 0,766

Como os dados pertencem ao intervalo (0, 1), é assumido que ¥ ~ Normal-VEG(y,5,1).

Os parametros foram estimados pelo método de maxima verossimilhanga.

De (2.10)-(2.14), obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanga para os parametros
do modelo, o qual é mostrado na Tabela 7, conjuntamente com o erro padrdo. E com a finalidade
de comparar modelos, os dados também foram ajustados com o modelo Sg de Johnson, o modelo
GJS-t-Student com 4 graus de liberdade, esse introduzido por Lemonte e Bazin (2016), e com o
modelo Beta.

Tabela 7 — Estimativas de maxima verossimilhanca e erro padrao dos paradmetros dos modelos Normal-
VEG, Sp de Johnson, GJS-t-student(4) e Beta para a taxa de incidéncia de cancer colorretal.

Modelo
Parametro Normal-VEG S de Johnson GJS-t-Student Beta
Y -0,898 0,269 0,411 8,95
EMV 0 3,977 2,125 2,603 10,09
A -0,826
Y 0,080 0,069 0,069 0,841
EP o 0,281 0,101 0,101 0,952
A 0,177

Pelos critérios de comparagdo de modelos Informacgao de Akaike (AIC) (BOZDOGAN,
1987), e o Critério Bayesiano de Schwarz (BIC) (SCHWARZ et al., 1978) apresentados na
Tabela 8, indicam que o modelo Normal-VEG € o que melhor ajustou esses dados, e isto pode

ser observado também na Figura 8.
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Tabela 8 — Critérios de comparacdo de modelos AIC e BIC para os modelos Normal-VEG, Sg de Johnson,
GJS-t-Student(4) e Beta para a taxa de incidéncia de cancer colorretal.

Critério

Modelo AIC BIC

Normal-VEG -345,247 -335,067

Sp Johnson -338,787 -332,000

GJS-t-Student(4) -331,614 -324,827

Beta -338.004 -331.216
7 —— Normal-VE
] ----  SBJhonsor
o ———  GJS_t-stud

Densidade

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Taxa de incidéncia de cancer colorretal

Figura 8 — Ajuste do Modelo Normal-VEG, do Modelo Sz Johnson, do Modelo GJS-t-Student, e do
Modelo Beta aos dados

2.5 Conclusao

Neste capitulo foi proposto um novo modelo para modelar dados no intervalo (0, 1), que
foi denominado de modelo Normal-VEG. Esse modelo foi baseado em uma transformacao de
varidveis como na distribuicdo Sz de Johnson, mas considerando como transformacio o quantil
da distribuic¢ao valor extremo generalizado ao invés do quantil da distribuicao logistica com o
objetivo de obter maior flexibilidade dentre os modelos que modelam este tipo de dados. Para o
modelo proposto foram estudadas as suas propriedades, mostrando que os pardmetros A € ¥ sdo 0s
que modelam a assimetria do modelo. A estimagdo dos pardmetros do modelo foi pelo método de
madxima verossimilhanca. Foi realizado um estudo de simulacao do modelo, na qual foi verificado
que os estimadores dos parametros do modelo possuem boas propriedades assintoticamente, e
também indicando que para amostras de tamanho maior que 200 as propriedades estdo satisfeitas.
E, por dltimo, um conjunto de dados reais de cancer colorretal foi ajustado com vérios modelos

notando que o modelo proposto € o que melhor ajusta esse conjunto de dados.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO NORMAL-VEG

Neste capitulo o modelo normal-VEG € estendido para um modelo de regressdo. Sao
desenvolvidos procedimentos inferenciais baseados na teoria de mdxima verossimilhancga e
também sdo avaliadas as propriedades dos estimadores de mdxima verossimilhanga por meio de
um estudo de simulacdo. Além disso, uma aplicacdo do modelo de regressao com dados reais é

considerado.

3.1 O modelo Normal-VEG parametrizado na mediana

Geralmente os modelos de regressio sdo construidos para modelar a média da varidvel
resposta ou uma fung¢do dela em funcao de covaridveis (ou varidveis preditoras) e parametros
desconhecidos. Neste caso, para a distribuicio Normal-VEG nao temos uma expressao explicita
para a média da varidvel resposta, mas a mediana (V) € explicita, e é dada em (2.5), razdo pela
qual € construido um modelo de regressido para modelar a mediana da varidvel resposta. Para

isso, a funcdo densidade de probabilidade em (2.2) € reparametrizada na mediana.

De (2.5), pode-se obter que

Y= -6 Q(V;)L)a

com Q(v;A) dada em (2.1), e com essa reparametrizagio tem-se que a f.d.p. em (2.2) pode ser
expressada da seguinte forma
8 9(8[0(y;A) —O(v;A)])

fY(y) - y[—log(y)]l“ y Y€ (07 1)? (3.1

emque0<v<1,0>0eldeclR.

Por outro lado, pode-se provar que 6 € o pardmetro de dispersdao do modelo em (3.1), e

no modelo de regressdo €é assumido que ele varia de uma observagdo para outra.
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3.1.1 Parametro de dispersao

Um conceito utilizado para comparar distribui¢des de probabilidade quanto a sua disper-
sdo € a de ordenacdo dispersiva (dispersive ordering). Recentemente Townsend e Colonius (2005)
desenvolveram um conceito equivalente chamado de ordem de dispersdao quantilica (Quantil
Spread Order). Assim, para demostrar que o pardmetro 6 € realmente o pardmetro de dispersao,

¢é utilizado este conceito.

Definiciio 2. Seja Z uma varidvel aleatéria com funcdo distribuigéio F e fungio quantil F~!, a

ordem de dispersdo quantilica de Z € dado por
0Sz(u) =F '(1—u)—F'(u), 0<u<0,5, (3.2)
Por outro lado, seja Z; e Z, varidveis aleatérias, com fun¢des quantil F]_1 e Fz_] respec-
tivamente; Z; € menor que Z; em ordem dispersiva quantilica se
0Sz, (u) <08z, (u), 0 <u<0.5, (3.3)

e € denotado por Z; <gpg Z», em que <gpg implica comparagio em variabilidade.

E como em Lemonte e Bazan (2016), tem-se a seguinte proposi¢do, onde é mostrado que
0 é o pardmetro de dispersio.
Proposicao 1. Seja Y; ~ Normal-VEG(v, 8,4 ) e ¥, ~ Normal-VEG(v, d,,1), entdo ¥} é me-

nor que ¥, em ordem de dispersdo quantilica (Y] <psY>), se e s6 se 6, < &;.

Demonstragcdo. SeY ~ Normal-VEG(v,8,4) com fungio quantil dada em (2.4), entdo a ordem

de dispersao quantilica de Y é dado por

OSy (u) :exp{— {1 +%[x1_u+5Q(v;x)]}_i} _exp{— {1 +%[xu+5Q(v;/1)]}_i},

para 0 < u < 0.5, em que Q(.) é dado em (2.1), x,, é 0 u-ésimo quantil de X ~ N(0,1).
Entdo, Y| € menor que ¥> em ordem de dispersdo quantilica ou ¥} <gpg Y, se

OSy, (1) < OSy, (1), 0 <u<0.5,

ou seja tem-se que demostrar que OSy, (u) — OSy, (1) <0, se e s6 se & < Jj, entdo tem-se que

}

08y, (1) — OSy (u) = exp{— [1+;[x1u+5lg<v;m]l}—exp{— [1+§1[xu+alg<v;x>@l}

~—
-

—exp { - [1 + %[xl_u + &Q(v;l)]} 7

= exp{ [1 + ),);‘11,” Jr/'LQ(V;?L)] N } exp{ [1 + )gu JrlQ(V;l)] l}

—exp{— [1 IR +AQ(v;A>y}+exp{— [1 + 2 +AQ<v;A>}

}+exp{— [1 +§2[xu+62Q(V;l)]:| :

}

e
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Desde de que X ~ N(0, 1), tem-se que x, < 0 para0 < u < 0.5, e x;_, > 0, em que x, = —x|_,
entao

OSy, (u) — OSy,(u) = exp { {1 + l)g;u +7LQ(V;A)} _l} exp{ {1 - bg;u +/’1,Q(V;;L):| _l}

logo tem-se que

01

expq — {1 M +lQ(v;)L)] E <exp{ — {1 LI +3~Q(V;7L)} o
& 0

se e s6 se & < 0;. Portanto, OSy, (u) < OSy, (u) para 0 < u < 0.5, isto é Y| <ps Y2, se e s6 se
0 < 6. O

exp{— {1 MEIEY +AQ(V;A)}

Tendo demostrado que o pardmetro 6 é o pardmetro de dispersdo do modelo de regres-
sao Normal-VEG, e assumindo que ela varia entre as observagdes, entao ele € relacionado a

covaridveis assim como a mediana, e por isso sao modelados conjuntamente.

3.2 Modelo de Regressao Normal-VEG

Seja’ Y = (y1,y2,...,yn) um vetor que contém n realiza¢des independentes da varidvel
resposta Y, em que cada ¥; ~ Normal — VEG(V;, §;, 4) com fun¢@o densidade de probabilidade

8 9(8i[Q(yisA) —O(viz4)])
yi[~log(yi) !
em que V; e §; estdo relacionadas com parametros desconhecidos e covariaveis mediante uma

da forma

fY(yi>: ) yi€<071>7 (34)

estrutura semelhante a empregada em modelos lineares generalizados, isto é
T
gi(vi)=mi=x; B

-
82(8) =mi=s; 7,

em que B = (B1,....B,)T e T=(71,...,7,) " sdo os vetores dos pardmetros desconhecidos da

regressdo, em que B € IR? e T € IRY, com p+¢q < n, 1M1; € 1Mp; sdo os preditores lineares

e x; = (xi1,..,Xip) €8] = (si1,...,5iy) s30 as observagdes de p e g covaridveis conhecidas.

Além disso, é assumido que as matrizes X = (Xl,...,Xn)T e S = (s, ...,sn)T sdo de posto p
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e ¢, respectivamente. As funcgdes de ligacdo para a mediana e o pardmetro de dispersao siao
g1:(0,1) — R e gy : (0,00) —> R, respectivamente, em que elas t&ém que ser estritamente
monoétonas e duplamente diferencidveis. Na Tabela 9 sdo a presentadas algumas das fungdes de

ligacdo para a mediana e para a dispersdo.

Tabela 9 — Fung¢des de ligacdo para a mediana e para o pardmetro de dispersdo

Ligacao para a mediana Ligacao para a dispersao
Logito g1(v) =log (%) Logaritmica  g2(8) =log(9d)
Probito gi(v)=@ 1(v) Raiz quadrada  g5(8) = /8
Complemento log-log g1 (v) =log[—log(1 — V)] | Identidade 82(8)=26
Log-log g1(v) = —log[~log(v)]
Cauchy g1(v) =tan[n(v —0.5)]

3.3 Inferéncia

Nesta secao é apresentado os procedimentos inferenciais para os parametros do modelo

de regressao Normal-VEG, baseado no método de maxima verossimilhancga.

Dado uma amostra observada de (yi,X;1,...,Xip,Si1, ..., Sig) para i = 1,...,n e seja ¢ =

(B,7,1) o vetor de pardmetros desconhecidos, a funcéo log-verossimilhanga de @ é dado por

Up) = ilogm(yi)] - imp),

(@) = log(8)+1og{9(&[Q(yis 1) — Q(vis A)])} —log(vi) — log[~log(yi)* ',
em que V; = g]_1 (n1;) é fungdo de B e & = gz_1 (12;) é fungdo de . Os estimadores de maxima

verossimilhanca de ¢ sdo obtidas ao maximizar a fun¢do log-verossimilhanca.

3.3.1 Funcao Escore

A funcdo escore € obtida ao calcular a primeira derivada da funcao log-verossimilhanca
em relacdo a cada pardmetro do modelo (ver Anexo B). Neste caso, tem-se p + g + 1 parametros

a estimar. O vetor escore ¢ dado por:

U(B.7.2) = (Up(B.7.0) Ue(B.2.0) .U (B 0))

em que os componentes do vetor Ug(B,7,2) tém a forma

8€(¢) _ Z 5,'W,‘ Xir 1

B Evilogv i a(vy) T P
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Matricialmente € dada por
Ug(B.7,A)=XTAWG,V,

em que X ¢ a matriz modelo em relacdo a B, A = diag{5;}, W = diag{w;}, G| = diag { p (lv, },
V = (Vl,..,Vn)T,sendOVi W,paraz 1 N
Da mesma forma os componentes de Uz(B, T, 1) sdo dados por

(@) N1 wi\ s _
5 _;(E—g k=1,..,q.

Matricialmente pode-se expressar como

U:(B,7,1)=8"G,T,

2
em que S matriz modelo emrelagdo a T, G, = diag{ﬁ}, T =(Ti,....,T;) T, sendo T; = g — %

Por dltimo, tem-se que

2(B,T,A) i

* {-togtyo* {  +1ogl-t0g)] | - (tog(vi]* { 1 +10gl-tog(v] |}
- ;log[*log(yi)]'

Os estimadores de maxima verossimilhanca 3, %, A sdo obtidos resolvendo os sistemas de
equagdes

Up(B.2.2)=0,, Uc(B.2.2)=0, e Uz(B.%.4)=
No entanto, as equagdes ndo t€m solugdes explicitas, mas podem ser resolvidas usando o

algoritmo de Newton Raphson e, assim, podem-se obter os EMV dos parametros do modelo
Normal-VEG.

Por outro lado, para n grande e sob certas condi¢des de regularidade, tem-se que @ segue

uma distribui¢do assintética normal, isto é

¢ ~ Np+q+1 (‘PJ(q’)il) )

em que I(@) é a matriz de informagdo de Fisher. O cdlculo dessa matriz ndo € trivial, porém
pelas propriedades assintéticas ela pode ser aproximada pela matriz de informacao observada
J.(B,T,A), avaliada em B.%, 2. A matriz hessiana de ordem (p+q+1) é dada por

T Jpe Jpn
Jn(ﬁa'nz’) - JE»: JTT J’El )
JT T
Tgp Jen Jaa
cujos componentes sdo apresentados no Anexo C. Da normalidade assintética dos EMYV, é
possivel construir intervalos e regides de confianga assintéticos de 100(1 — a)% de confianga

para os parametros do modelo de regressao Normal-VEG

(B — Z1_q)2 EP(B): B+ Z1_q)2 EP(B,)),
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(% —Z1—q2 EP(%); Tk +21_qp2 EP())e

)

parar=1,....p e k = 1,...,q respectivamente, em que EP(.) é o erro padrdo assintético, a

o>

(A - Zi—q/2 EP(L); A +21 g2 EP(

qual € obtida pela raiz quadrada da diagonal da matriz —J,, (3 T, ﬁ)*l correspondente a cada

parimetro, 0 < x < 1/2ez;_g /2 €oquantil 1 — o /2 da distribui¢do normal padrio.

3.3.2 Teste da razao de verossimilhanca

Seja uma amostra aleatéria (yy,..,y,) com fun¢do densidade de probabilidade em 3.4.
O interesse € testar Hy : ¢ = 0, contra H; : ¢ # 0, entdo a estatistica do teste da razdo de

verossimilhanca para testar estas hipdteses € dada por:

RV =2[((¢)—£(@)],

em que /() é alogaritmo da fungdo verossimilhanga aplicada no EMV de @ sob Hy, e /(@) é
o logaritmo da funcdo verossimilhanca aplicada no EMV de @ sob Hy. Sob Hy a estatistica de
razdo de verossimilhancas (RV), tem distribui¢do assintética qui-quadrado com p + g+ 1 graus
de liberdade ( %1% +q +1)- Rejeitamos a hipétese Hy para valores da estatistica superior a %1% St

em que a € o nivel de significancia.

No caso em que tenha-se ¢ = (@, @, ), e queira-se testar Hy : @, =0, contra H; : ¢, # 0,

entdo a estatistica da razdo de verossimilhanca definida como acima

RV =2[(¢) —4(@)],

sob Hy tem distribuida assintdtica )(3, em que g € a dimensdo de @,. Rejeitamos Hy para valores

da estatistica superior a y; .

3.4 Estudo de simulacao para o modelo de regressao

Normal-VEG homocedastico

Um estudo de simulacdo € realizado com o objetivo de avaliar as propriedades assintéticas
dos estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) dos parametros do modelo de regressao
Normal-VEG homocedastico. Para o qual foram gerados amostras do par (y,x), a covariavel (x;)
foi gerada de uma U (0, 1), e a varidvel resposta (y;) foi gerada de y; ~ Normal-VEG(v;,,1),
onde

yi:H<%—|—Q(v,-,7L)>, i=1,...,n,

em que H(.) e Q(.) sdo dados em (1.6) e (2.1) respectivamente, z; foi gerado de uma N(0, 1),

e a fungdo de ligagdo que foi usada para relacionar a mediana da varidvel resposta (v;) com a
Bo+B1i
e

covaridvel e os pardmetros foi a logistica isto é: v; = TP iBie
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Assim, foram geradas amostras de tamanhos n = 50, 100, 200, 400 e 800 do modelo

Normal-VEG homocedéstico, com diferentes combinacdes de valores para os parametros como:

e fp=1,B=-2,6=2eA=0,2;
[ J ﬁ():—l,B1=6,5=2el=—0,2;
e fo=—1,4=0,2,=10e A =-0,4;¢

[ [30:1,[31:—0,2,5:4612—0,6.

Para cada combinacdo de tamanho de amostra e configuracdo dos parametros, foram simulados
1.000 amostras, e com as estimativas de maxima verossimilhanga foram calculadas a média, a
média do erro padrao (MEP), o desvio padrao (DP), o viés, a raiz quadrada do erro quadrético
médio (REQM) e a probabilidade de cobertura (PC) que foram obtidas como no Capitulo 2. Os

resultados sdo apresentados e discutidos como segue:

e Na Tabela 10 sdo apresentados os resultados da simulagdo do modelo Normal-VEG
homocedastico, considerando By =1, B; = —2, 8 =2 e A = 0,2. Pode-se observar que
as EMVs se aproximam dos verdadeiros valores dos parametros, e assim tornando um
viés muito pequeno a medida que o tamanho da amostra aumenta. O erro padrdo o desvio
padrdo e a raiz do erro quadratico médio das estimativas se aproximam de zero quando o
tamanho da amostra aumenta. E a probabilidade de cobertura captura melhor a propor¢ao

das amostras que contém o verdadeiro valor do parametro isto € ao redor de 95%.

e Na Tabela 11 sdo apresentados os resultados da simulag@o considerando By = —1, B; =6,
0 =2e A = —0,2. Para esta combinagio de pardmetros os resultados sdo similares ao

item anterior notando que apresenta melhores resultados para amostras de tamanho a partir

de 200.
e Na Tabela 12 sdo apresentados os resultados da simulagéo considerando Sy = —1, B =0, 2,
0 =10,e A = —0,4. Para esta combinagao de pardmetros os resultados sdo os esperados,

obtendo boas estimativas assintoticamente com vié€s pequeno. Mas pode-se notar que
para o valor do pardmetro 6 = 10 o viés é maior que o viés das outras estimativas, mas
ainda assim pode-se observar que ele tem uma probabilidade de cobertura de 95% que € o

esperado, com tudo ndo deixando de ter uma boa estimativa para esse parametro.

e Na Tabela 13 sdo apresentados os resultados da simulagéo considerando By =1, f; = —0, 2,
0 =4 e A =—0,6. Para esta combinacdo de parAmetros, observa-se que para 0 = 4, as
estimativas mostram um viés e a REQM um pouco alto, mas com uma probabilidade de

cobertura ao redor de 95% para amostras maiores de 800.
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Tabela 10 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressdo Normal-VEG homocedds-
tico com pardmetros fp =1, f; = —2,0 =2e A =0,2.

n  Pardmetro Média MEP DP Viégs REQM PC
Bo 0,999 0,152 0,161 -0,001 0,161 0,927

50 Bi -1,998 0,322 0,342 0,002 0,341 0,934

0 2,095 0,260 0,279 0,095 0,295 0,953

A 0,202 0,188 0,188 0,002 0,188 0,948

Bo 1,001 0,108 0,110 0,001 0,110 0,934

100 Bi -2,004 0,228 0,230 -0,004 0,230 0,938
0 2,040 0,174 0,171 0,040 0,176 0,962

A 0,203 0,127 0,125 0,003 0,125 0,964

Bo 0,997 0,076 0,077 -0,003 0,077 0,947

200 Bi -1,994 0,162 0,163 0,006 0,163 0,949
0 2,019 0,121 0,120 0,019 0,122 0,955

A 0,201 0,088 0,086 0,001 0,086 0,952

Bo 0,998 0,054 0,055 -0,002 0,055 0,944

400 Bi -1,999 0,114 0,115 0,001 0,115 0,942
0 2,015 0,085 0,087 0,015 0,089 0,939

A 0,197 0,061 0,063 -0,003 0,063 0,944

Bo 0,999 0,038 0,038 -0,001 0,038 0,955

800 Bi -2,000 0,081 0,082 0,000 0,082 0,951
0 2,006 0,060 0,059 0,006 0,060 0,946

A 0,200 0,043 0,045 0,000 0,044 0,939
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Tabela 11 — Resultados baseados em 1000 simulagdes do modelo de regressdo Normal-VEG homocedds-
tico com parametros fp = —1, f; =6,0 =2e A = —0,2.

n  Parametro Média MEP DP Viégs REQM PC

Bo -0,989 0,235 0,255 0,011 0,255 0918
50 Bi 5984 0,495 0,526 -0,016 0,526 0,933
0 2,090 0,353 0,364 0,090 0,375 0,964
A -0,221 0,061 0,052 -0,021 0,057 0,968
Bo -0,994 0,165 0,169 0,006 0,169 0,940
100 Bi 5986 0,345 0,344 -0,014 0,344 0,945
0 2,057 0,238 0,249 0,057 0,255 0,948
A -0,218 0,041 0,036 -0,018 0,041 0,959
Bo -1,002 0,117 0,118 -0,002 0,118 0,948
200 Bi 6,001 0,242 0,241 0,001 0,241 0,956
0 2,017 0,163 0,163 0,017 0,164 0,948
A -0,211 0,028 0,025 -0,011 0,027 0,959
Bo -0,996 0,082 0,083 0,004 0,083 0,945
400 Bi 5993 0,170 0,167 -0,007 0,167 0,946
0 2,006 0,114 0,116 0,006 0,116 0,950
A -0,208 0,020 0,018 -0,008 0,019 0,954
Bo -1,000 0,058 0,058 0,000 0,058 0,948
800 Bi 6,001 0,119 0,122 0,001 0,122 0,949
0 2,002 0,080 0,077 0,002 0,077 0,960

A -0,206 0,014 0,012 -0,006 0,013 0,956
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Tabela 12 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressao Normal-VEG homocedds-
tico com parametros fp = —1, f; = 0,2, 6 = 10e A = —0,4.

n  Pardmetro Média MEP DP Viégs REQM PC

Bo -0,998 0,045 0,047 0,002 0,047 0,931
50 Bi 0,197 0,077 0,081 -0,003 0,081 0,931
0 10,889 3,228 3,438 0,889 3,549 0,969
A -0,388 1,291 1,274 0,012 1,274 0,960
Bo -0,998 0,032 0,033 0,002 0,033 0,947
100 Bi 0,197 0,055 0,055 -0,003 0,056 0,932
0 10,360 2,073 2,152 0,360 2,181 0,952
A -0,411 0,869 0,857 -0,011 0,856 0,961
Bo -1,000 0,023 0,023 0,000 0,023 0,938
200 Bi 0,200 0,039 0,039 0,000 0,039 0,949
0 10,190 1,401 1,419 0,190 1431 0951
A -0,392 0,596 0,580 0,008 0,579 0,962
Bo -1,000 0,016 0,017 0,000 0,017 0,942
400 Bi 0,200 0,028 0,028 0,000 0,028 0,947
0 10,139 0,972 0,969 0,139 0,978 0,948
A -0,381 0,416 0,407 0,019 0,407 0,944
Bo -1,000 0,012 0,011 0,000 0,011 0,962
800 B 0,200 0,020 0,019 0,000 0,019 0,951
0 10,061 0,678 0,678 0,061 0,681 0,950

A -0,393 0,292 0,288 0,007 0,288 0,950
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Tabela 13 — Resultados baseados em 1000 simulagdes do modelo de regressdo Normal-VEG homocedds-
tico com parametros By =1, f; = —0,2, 0 =4e A = —0,6.

n  Parametro Média MEP DP Viégs REQM PC

Bo 1,015 0,163 0,168 0,015 0,169 0,934
50 Bi -0,207 0,273 0,287 -0,007 0,287 0,933
0 4,071 1,215 1,221 0,071 1,222 0,940
A -0,544 0,243 0,235 0,056 0,241 0,961
Bo 1,010 0,116 0,118 0,010 0,118 0,953
100 Bi -0,210 0,194 0,197 -0,010 0,197 0,935
0 3,984 0,801 0,750 -0,016 0,750 0,956
A -0,564 0,163 0,154 0,036 0,158 0,963
Bo 1,001 0,083 0,084 0,001 0,084 0,936
200 Bi -0,195 0,138 0,139 0,005 0,139 0,948
0 3,956 0,543 0,504 -0,044 0,506 0,957
A -0,576 0,111 0,102 0,024 0,105 0,967
Bo 1,002 0,058 0,060 0,002 0,060 0,937
400 Bi -0,199 0,097 0,097 0,001 0,097 0,950
0 3,955 0,378 0,361 -0,045 0,364 0,944
A -0,581 0,077 0,073 0,019 0,076 0,953
Bo 1,000 0,041 0,042 0,000 0,042 0,953
800 Bi -0,199 0,069 0,070 0,001 0,070 0,950
0 3,947 0,264 0,247 -0,053 0,253 0,950

A -0,586 0,054 0,052 0,014 0,053 0,949
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3.5 Estudo de simulacao para o modelo de regressao

Normal-VEG heterocedasticos

Nesta Secdo um estudo de simulagdo foi realizado com o objetivo de avaliar as pro-
priedades assint6ticas dos estimadores de médxima verossimilhanga dos parametros do modelo
de regressao Normal-VEG heterocedastico apresentada no Capitulo 3. Assim como no caso
homocedadstico foi gerado amostras do par (y,x), mas desta vez amostras da varidvel resposta (y;)
foram geradas levando em conta dispersdo ndo constante, isto é, y; ~ Normal-VEG(v;, §;,4),

onde

yi:H(§+Q(v,-,z)), i=1,...n

em que H(.) e Q(.) sdo dados em (1.6) e (2.1) respectivamente, z; foi gerado de uma N (0, 1).
A varidvel explicativa (x;) foi gerada de uma U (0, 1). As funcdes de ligacdo utilizadas foram
logistica para a mediana e logaritmica para a dispersdo, isto é: v; = ePotPixi /(1+ eﬁ0+ﬁle) e

0; = exp{To+ Tix;}.
Neste estudo foram geradas amostras de tamanho n = 50, 100, 200, 400 e 800 do modelo

de regressao Normal-VEG heterocedastico com diferentes configuracdes de parametros como:

e fo=1B1=-2,19=2,11=1e XA =-0,2;

e fo=1,B=-2,19=2,11=1eA=-0,7;

o fo=—4B=-2,10=2,11=1eA=0,7,

e fo=-3.B1=-2,5p=1,11=1eA=0,4;

e Bp=—-6,1=8,17%=02,11=1eA=-0,2;

e fo=—1,B81=2,19=1,71=0,4e A =0,5;¢e

e fo=-5Bi=—-1L,np=1,11=2eA=0,1.
Para cada combinag¢do de tamanho de amostra e configuracao dos pardmetros foram simulados
1.000 amostras, e por meio das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do
modelo foram calculadas a média, a média do erro padrao (MEP), o desvio padrdo (DP), o viés,

a raiz quadrada do erro quadritico médio (REQM) e a probabilidade de cobertura (PC). Os

resultados sao discutidos como segue:

e Na Tabela 14 sdo apresentados os resultados da simulac@o para By =1, B = =2, 10 = 2,
T = 1 e A = —0,2. Pode-se ver que as estimativas dos parAmetros se aproximam dos
verdadeiros valores dos parametros em média a medida que o tamanho da amostra aumenta.
O viés vai tornando-se mais pequeno, a média do erro padrao, o desvio padrdo e a raiz

do erro quadratico médio pequenos, a medida que o tamanho da amostra aumenta. Mas
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notando que para os parimetros Ty, T € A = —0,2 ndo tdo rapidamente como para 0s

outros parametros com essa combinacao de parametros.

e Na Tabela 15 sdo apresentados os resultados da simulacdo para By =1, B} = -2, 1o = 2,
71 = 1 e A = —0,7 na qual pode-se observar que as estimativas para By = 1 e f; = —2,
o viés € pequeno para pequenas amostras tornando-se zero para grandes amostras, o que
ndo acontece tdo rapidamente para os pardmetros 7o =2, 7; = 1 e A = —0,7, para essa

combinacdo de parametros.

e Na Tabela 16 sdo apresentados os resultados da simulagio para By = —4, B = -2, 79 = 2,
71 =1e A =0,7. Notamos que o viés diminui para todos os pardmetros 2 medida que o
tamanho da amostra aumenta. Podemos observar que para um tamanho de amostra 400 as

estimativas possuem boas propriedades para este conjunto de valores dos parametros.

e Na Tabela 17 sdo apresentados os resultados da simulagio para By = —3, B = -2, 7o =1,
71 = 1 e A = 0,4, para o qual temos resultados parecidos ao item anterior, mostrando com

1sso a convergéncia assintotica das EMVs dos parametros para o verdadeiro valor.

e Na Tabela 18 sdo apresentados os resultados da simulacéo para By = —6, B; =8, 1 = 0,2,
71 =1 e A = —0,2, em que para este conjunto de parimetros as estimativas vao-se tornando
melhores para tamanhos de amostra maiores que 200, com medidas de precisdo muito

pequenas e com probabilidade de cobertura ao redor de 95%.

e Na Tabela 19 sdo apresentados os resultados da simulagéo para By = —1, B =2, 19 =1,
71 =0,4e A =0,5. Aqui vemos de novo o bom desempenho das estimativas de maxima
verossimilhanca que mostram viés pequeno perto de zero e erro padrdo, desvio padrio e
raiz do erro quadratico médio se aproximando de zero, o qual nota-se melhor a partir de

um tamanho de amostra 400.

e Na Tabela 20 sdo apresentados os resultados da simulagdo para fp = —5, 1 = —1, 1o =1,
71 =2 e A =0,1. Aqui também para essa combinagdo de pardmetros as EMVs dos
parametros se aproximam do verdadeiro valor dos parametros, com um viés cada vez mais
pequeno a medida que o tamanho da amostra aumenta. Notando que para A =0, 1, o viés
dele se torna zero para o tamanho de amostra n = 200, o mesmo acontece com 0 parametro

71 = 2 quando n = 800, e tornando-se muito perto de zero para os demais parametros.

Com tudo, provando com esse estudo de simulagdo que as EMVs dos parametros do

modelo de regressdo homoceddstico e heterocedastico possuem boas propriedades assintoticas.
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Tabela 14 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressao Normal-VEG heterocedds-
tico com pardmetros fp =1, 1 = -2, 70=2, 11 =1e A = —0,2.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo 1,003 0,044 0,046 0,003 0,046 0,927

Bi -2,004 0,063 0,067 -0,004 0,067 0,926

50 T0 1,963 1,468 1,410 -0,037 1,410 0,973

T1 1,107 1915 1,835 0,107 1,838 0,972

A -0,119 1,304 1,246 0,081 1,248 0,972

Bo 1,002 0,031 0,032 0,002 0,032 0,951

Bi -2,003 0,045 0,045 -0,003 0,045 0,951

100 70 1,998 0,962 0,928 -0,002 0,928 0,959
T 1,026 1,255 1,220 0,026 1,219 0,962

A -0,170 0,854 0,826 0,030 0,826 0,963

Bo 1,000 0,022 0,023 0,000 0,023 0,939

Bi -2,000 0,032 0,032 0,000 0,032 0,939

200 70 1,984 0,650 0,629 -0,016 0,629 0,962
T1 1,032 0,848 0,822 0,032 0,823 0,962

A -0,173 0,577 0,561 0,027 0,561 0,961

Bo 1,000 0,016 0,016 0,000 0,016 0,950

Bi -2,000 0,023 0,022 0,000 0,022 0,948

400 T0 1,976 0,449 0,441 -0,024 0,441 0,950
T1 1,042 0,586 0,574 0,042 0,575 0,956

A -0,176 0,399 0,395 0,024 0,396 0,949

Bo 1,000 0,011 0,011 0,000 0,011 0,962

Bi -2,000 0,016 0,016 0,000 0,016 0,952

800 70 1,990 0,313 0,306 -0,010 0,306 0,957
7] 1,017 0,409 0,400 0,017 0,400 0,957

A -0,188 0,278 0,273 0,012 0,273 0,958
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Tabela 15 — Resultados baseados em 1000 simulagdes do modelo de regressao Normal-VEG heterocedds-
tico com pardmetros fp =1, 1 = -2, 70=2,11=1e A = —0,7.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo 1,006 0,060 0,063 0,006 0,063 0,930

Bi -2,007 0,079 0,083 -0,007 0,083 0,935

50 T0 1,911 1,065 1,014 -0,089 1,018 0,976

T1 1,177 1,400 1,331 0,177 1,342 0,978

A -0,576 0,925 0,878 0,124 0,886 0,975

Bo 1,004 0,043 0,043 0,004 0,043 0,960

Bi -2,005 0,056 0,056 -0,005 0,057 0,958

100 70 1,958 0,688 0,655 -0,042 0,656 0,965
T 1,078 0,905 0,870 0,078 0,873 0,961

A -0,635 0,596 0,569 0,065 0,572 0,965

Bo 1,001 0,031 0,031 0,001 0,031 0,946

Bi -2,001 0,040 0,040 -0,001 0,040 0,945

200 T0 1,966 0,460 0,443 -0,034 0,444 0,962
T 1,055 0,607 0,585 0,055 0,587 0,957

A -0,657 0,398 0,387 0,043 0,389 0,966

Bo 1,000 0,022 0,022 0,000 0,022 0,950

Bi -2,000 0,028 0,028 0,000 0,028 0,960

400 T0 1,968 0,316 0,304 -0,032 0,306 0,957
T 1,053 0416 0401 0,053 0,404 0,957

A -0,669 0,272 0,267 0,031 0,269 0,958

Bo 1,000 0,015 0,015 0,000 0,015 0,967

Bi -2,000 0,020 0,019 0,000 0,019 0,955

800 70 1,985 0,219 0,211 -0,015 0,212 0,961
7| 1,023 0,289 0,280 0,023 0,281 0,959

A -0,684 0,188 0,183 0,016 0,183 0,965
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Tabela 16 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressao Normal-VEG heterocedds-
tico com parametros fp = —4, 1 = -2, 10=2,11=1e A =0,7.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo -4,017 0,395 0411 -0,017 0411 0,923

Bi -1,998 0,620 0,654 0,002 0,653 0,930

50 T0 1,966 0,740 0,701 -0,034 0,701 0,961

T1 0,961 0,423 0,422 -0,039 0,424 0,958

A 0,637 0,492 0,469 -0,063 0,473 0,969

Bo -4,005 0,280 0,286 -0,005 0,286 0,949

B1 -2,012 0,437 0,444 -0,012 0,444 0,941

100 70 1,981 0,488 0,479 -0,019 0,479 0,965
T 0,968 0,282 0,287 -0,032 0,288 0,953

A 0,664 0,323 0,314 -0,036 0,315 0,963

Bo -4,010 0,200 0,203 -0,010 0,203 0,938

Bi -1,990 0,311 0,316 0,010 0,316 0,943

200 70 1,991 0,332 0,323 -0,009 0,323 0,957
T 0,987 0,194 0,191 -0,013 0,191 0,945

A 0,684 0,218 0,210 -0,016 0,211 0,957

Bo -4,007 0,142 0,144 -0,007 0,144 0,942

Bi -1,994 0,219 0,219 0,006 0,219 0,949

400 T0 1,992 0,230 0,229 -0,008 0,229 0,947
T1 1,004 0,135 0,135 0,004 0,135 0,949

A 0,693 0,151 0,148 -0,007 0,148 0,953

Bo -4,005 0,100 0,098 -0,005 0,098 0,957

Bi -1,996 0,155 0,153 0,004 0,153 0,954

800 70 1,996 0,160 0,161 -0,004 0,161 0,948
7] 0,998 0,095 0,095 -0,002 0,095 0,947

A 0,695 0,105 0,105 -0,005 0,105 0,953
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Tabela 17 — Resultados baseados em 1000 simulagdes do modelo de regressao Normal-VEG heterocedds-
tico com pardmetros fp = -3, 1 = -2, =1, 11=1e A =0,4.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo -3,023 0,495 0,514 -0,023 0,514 0,928

Bi -1,997 0,774 0,813 0,003 0,813 0,931

50 T0 1,014 0,435 0416 0,014 0416 0,959

7] 0,968 0,408 0,407 -0,032 0,408 0,958

A 0,364 0,320 0,306 -0,036 0,308 0,968

Bo -3,007 0,351 0,359 -0,007 0,359 0,946

B1 -2,014 0,545 0,554 -0,014 0,554 0,941

100 70 1,008 0,289 0,288 0,008 0,288 0,959
T 0,971 0,272 0,277 -0,029 0,279 0,949

A 0,380 0,210 0,204 -0,020 0,205 0,962

Bo -3,013 0,250 0,254 -0,013 0,255 0,941

Bi -1,988 0,388 0,393 0,012 0,393 0,944

200 T0 1,003 0,198 0,195 0,003 0,195 0,949
T 0,989 0,188 0,185 -0,011 0,185 0,950

A 0,391 0,142 0,137 -0,009 0,138 0,957

Bo -3,008 0,178 0,180 -0,008 0,180 0,947

B1 -1,994 0,274 0,273 0,006 0,273 0,949

400 T0 0,998 0,138 0,139 -0,002 0,138 0,951
T1 1,004 0,131 0,131 0,004 0,131 0,946

A 0,396 0,098 0,097 -0,004 0,097 0,954

Bo -3,007 0,126 0,123 -0,007 0,123 0,957

B1 -1,993 0,194 0,191 0,007 0,192 0,953

800 T0 1,000 0,096 0,097 0,000 0,097 0,944
T 0,998 0,092 0,092 -0,002 0,092 0,951

A 0,398 0,069 0,069 -0,002 0,069 0,953
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Tabela 18 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressao Normal-VEG heterocedds-
tico com parametros By = —6, f; =8, 79 =0,2, 71 =1e A = —0,2.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo -5,967 0,457 0,480 0,033 0,481 0,928
Bi 7,963 0,581 0,619 -0,037 0,620 0,927
50 T0 0,315 0,579 0,574 0,115 0,585 0,958
T 0,900 0,950 0,937 -0,100 0,942 0,959
A -0,163 0,239 0,237 0,037 0,239 0,951
Bo -5,979 0,326 0,327 0,021 0,327 0,951
Bi 7972 0413 0415 -0,028 0,416 0,951
100 70 0,251 0,383 0,380 0,051 0,384 0,950
T 0,954 0,629 0,614 -0,046 0,616 0,957
A -0,187 0,157 0,154 0,013 0,155 0,959
Bo -5,995 0,232 0,231 0,005 0,231 0,946
Bi 7,995 0,294 0,294 -0,005 0,294 0,947
200 70 0,229 0,262 0,256 0,029 0,257 0,957
T 0,970 0,430 0,421 -0,030 0,422 0,957
A -0,191 0,106 0,103 0,009 0,103 0,955
Bo -6,001 0,164 0,166 -0,001 0,165 0,949
Bi 8,002 0,208 0,207 0,002 0,207 0,953
400 T0 0,213 0,182 0,188 0,013 0,188 0,955
T 0,991 0,299 0,310 -0,009 0,310 0,956
A -0,195 0,074 0,075 0,005 0,075 0,953
Bo -6,003 0,116 0,112 -0,003 0,112 0,958
Bi 8,005 0,147 0,143 0,005 0,143 0,955
800 70 0,208 0,127 0,128 0,008 0,129 0,951
7] 0,991 0,209 0,211 -0,009 0,211 0,945

A -0,197 0,052 0,051 0,003 0,051 0,955
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Tabela 19 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressao heteroceddstico com
parametros Bp = —1, 51 =2, 79=1,71=0,4e A =0,5.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo -1,000 0,137 0,142 0,000 0,142 0,940

Bi 1,998 0,178 0,186 -0,002 0,186 0,934

50 T0 1,033 0,276 0,270 0,033 0,271 0,953

7] 0,461 0,803 0,766 0,061 0,768 0,959

A 0,461 0,484 0,460 -0,039 0,461 0,970

Bo -0,999 0,098 0,099 0,001 0,098 0,957

Bi 1,996 0,126 0,127 -0,004 0,127 0,959

100 70 1,020 0,185 0,188 0,020 0,189 0,952
T 0,423 0,530 0,516 0,023 0,516 0,961

A 0,476 0,317 0,306 -0,024 0,307 0,965

Bo -1,001 0,070 0,070 -0,001 0,070 0,943

Bi 2,001 0,090 0,091 0,001 0,091 0,940

200 T0 1,000 0,128 0,127 0,009 0,127 0,954
T 0,410 0,361 0,354 0,010 0,354 0,953

A 0,490 0,214 0,206 -0,010 0,206 0,956

Bo -1,002 0,049 0,050 -0,002 0,050 0,946

Bi 2,002 0,064 0,063 0,002 0,063 0,956

400 T0 1,002 0,089 0,091 0,002 0,091 0,955
T1 0,412 0,251 0,254 0,012 0,254 0,950

A 0,498 0,147 0,145 -0,002 0,145 0,955

Bo -1,001 0,035 0,034 -0,001 0,034 0,966

Bi 2,002 0,045 0,044 0,002 0,044 0,958

800 T0 1,002 0,063 0,063 0,002 0,063 0,943
7| 0,403 0,175 0,176 0,003 0,176 0,945

A 0,498 0,103 0,102 -0,002 0,102 0,954
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Tabela 20 — Resultados baseados em 1000 simula¢des do modelo de regressao Normal-VEG heterocedds-
tico com parametros fp = -5, 1 =—1,70=1,71=2e A =0, 1.

n  Pardmetro Média MEP DP Viés REQM PC

Bo -4,992 0,360 0,374 0,008 0,374 0,933

Bi -1,012 0,457 0478 -0,012 0478 0,937

50 T0 1,028 1,073 1,014 0,028 1,014 0,973

T 1,997 0,399 0,396 -0,003 0,396 0,961

A 0,087 0,651 0,617 -0,013 0,617 0,974

Bo -4,992 0,257 0,258 0,008 0,258 0,958

B1 -1,014 0,325 0,326 -0,014 0,326 0,960

100 70 1,017 0,696 0,670 0,017 0,670 0,964
T 1,983 0,266 0,271 -0,017 0,271 0,958

A 0,091 0,421 0,403 -0,009 0,403 0,966

Bo -5,001 0,183 0,184 -0,001 0,184 0,944

Bi -0,999 0,231 0,233 0,001 0,233 0,944

200 70 1,013 0,468 0,457 0,013 0,457 0,958
T1 1,994 0,184 0,181 -0,006 0,181 0,950

A 0,100 0,282 0,273 0,000 0,273 0,955

Bo -5,002 0,130 0,131 -0,002 0,131 0,949

Bi -0,997 0,163 0,162 0,003 0,162 0,951

400 T0 1,011 0,322 0,320 0,011 0,320 0,956
T 2,009 0,128 0,129 0,009 0,129 0,942

A 0,105 0,194 0,190 0,005 0,190 0,954

Bo -5,003 0,092 0,089 -0,003 0,089 0,966

Bi -0,996 0,116 0,111 0,004 0,111 0,959

800 70 1,006 0,224 0,222 0,006 0,222 0,958
7] 2,000 0,090 0,091 0,000 0,091 0,945

A 0,102 0,135 0,134 0,002 0,133 0,962
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3.6 Aplicacao

Nesta Secao, para mostrar a utilidade do modelo de regressao Normal-VEG proposto,
foi ajustado o modelo de regressao a um conjunto de dados de cancer colorretal introduzidos
por Siegel, DeSantis e Jemal (2014). O cancer colorretal € o terceiro cancer mais comum € a
terceira principal causa de morte por cancer em homens e mulheres nos Estados Unidos. As
estimativas do Instituto Nacional do Cancer (NCI) para 2017 sao de 135 mil novos casos nos
EUA, 8% do total de novos casos de cancer para aquele ano. O NCI também informou que a
estimativa de mortes para 2017 é de cerca de 50 mil, 8,4% de todas as mortes por cancer. A
melhoria na tecnologia para detectar o cancer, o avango nas técnicas de tratamento e a diminui¢do
da exposicao a fatores de risco (como tabagismo e consumo de carne), todos contribuiram para a
redu¢do da mortalidade por cancer colorretal de sete décadas atrds, quando foi a primeira causa

de morte por cancer nos EUA.

O conjunto de dados provém de 50 estados dos EUA entre os anos 2006 e 2010, da
qual considerou-se a taxa de sobrevivéncia como a varidvel resposta. Apds excluir estados com
dados incompletos, foi obtido um subconjunto de n = 220 observagdes. O objetivo € avaliar se
existem diferencgas significativas na taxa de sobrevivéncia entre homens e mulheres, assim como
também entre pacientes de diferentes racas. Para este propdsito, as seguintes varidveis foram

consideradas:

e y;: taxa de sobrevivéncia, para i = 1,..,220;
e xp;: sexo (homem=0, mulher=1);
e Xxp;: raca (ndo hispanico branco, ndo hispanico negro, hispanico).

Onde a taxa de sobrevivéncia foi definido como o complemento da taxa de mortalidade, em que

a taxa de mortalidade é calculada pelos autores como:

T d ctalidade — namero de casos de mortalidade de cancer colorretal
axa de mortatidade = 100.000 habitantes )

entdo, a taxa de sobrevivéncia = 1 — taxa de mortalidade. Todos os cdlculos foram obtidos
usando o sofware R Core Team (2015). Na Tabela 21 sdo apresentadas as medidas descriti-

vas da taxa de sobrevivéncia de cancer colorretal.

Tabela 21 — Medidas descritivas da taxa de sobrevivéncia das pessoas com cancer colorretal nos EUA

Min. 1 Qu. | Mediana | Média | 3 Qu. | Max.
0.6280 | 0.7880 | 0.8230 0.8185 | 0.8670 | 0.9530

A Figura 9 mostra o boxplot da taxa de sobrevivéncia por sexo e por raga, onde pode-se
notar que a taxa de sobrevivéncia do cancer € diferente para homens e para mulheres, da mesma

forma ocorre com as ragas. Por exemplo note que a taxa de sobrevivéncia de pacientes de origem
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hispanico € maior que os outros dois de origem ndo-hispanico. Para avaliar essa diferenca, foi

ajustado o modelo de regressdo descrito na Se¢do 3.2 aos dados.
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Figura 9 — Boxplot da taxa de sobrevivéncia de pacientes com cancer colorretal por sexo (lado esquerdo)
e por raga (lado direito)

Assim sendo, ¢ modelada a mediana da taxa de sobrevivéncia do paciente com cancer
colorretal (V) e o parametro de dispersdo (6) com todas as covaridveis. Consideramos as seguintes
funcgdes de ligacao: logistica, probit, cauchy, complemento log-log, e log-log para a mediana e
logaritmica para o pardmetro de dispersao, isto é:

g1 (Vi) = Bo+ Bixt; + B2, x2,i + B, X2, €

3.5
g2(5i) = 10g(5,-) = T+ TiX1; + T2, X2, + T2, X2, i=1,...,220.

Em que, dado que tem-se duas varidveis categdricas de dois e trés niveis respectivamente,

tem-se que:
1, se mulher;
X1i = ;
0, se homem
1, se ndo-hispanico branco; 1, se ndo-hispanico negro;
X2, = € X2, =
0, outro caso 0, outro caso.

Os dados foram ajustados com o modelo de regressdao Normal-VEG com todas as ligacoes
mencionadas, e foi feita uma selecdo de modelos usando os critérios AIC (BOZDOGAN, 1987)
e BIC (WATANABE, 2013). Os valores dos critérios sdo apresentados na Tabela 22, da qual, de
acordo com os critérios, o0 modelo que melhor ajusta esses dados é 0 modelo Normal-VEG com

a ligacdo log-log o qual € denominado de modelo Normal-VEG-LL.

Com a finalidade de comparar modelos, os dados também foram ajustados com o modelo
de regressdo Sp de Johnson (com func¢do de ligacio log-log). Na Tabela 23 sdo apresentados

as estimativas de maxima verossimilhanga e seu respectivo erro padrao dos parametros dos
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Tabela 22 — Critérios de comparacdo de modelos AIC e BIC do modelo Normal-VEG com diferentes
funcdes de ligacdes para os dados de cancer colorretal

Critério
Funcdo de ligacao AIC BIC
Logito -995,894  -965,351
Probito -993,991 -963,448
Cauchy -993,779 -963,237
Com-log-log -990,552  -960,010
Log-log -997,219 -966,677

modelos ajustados. Da qual pode-se ver que todos os parametros sairam significativos para
ambos modelos. O qual significa que o efeito do sexo e da raga dos pacientes com cancer
colorretal sdo significativos na taxa de sobrevivéncia mediana. Isto quer dizer que a mediana
da taxa de sobrevivéncia difere entre homens e mulheres, assim como também difere entre
pacientes de origem ndo-hispanico branco, ndo-hispinico negro e hispanico. Similarmente
o efeito das covaridveis sexo e raca do paciente com cancer colorretal sdo significativos na
dispersao do modelo. Isto quer dizer que existem diferencas significativas na dispersao entre
os pacientes homens e mulheres, e entre os pacientes de origem hispanico e os outros dois de

origem nao-hispanico.

Tabela 23 — Estimativas de Maxima Verossimilhanca dos pardmetros dos modelos de regressdo Normal-
VEG e S de Johnson.

Normal-VEG Sp de Johnson

Parametro EMYV EP P-valor EMV EP P-valor
Bo 1,864 0,039 0,00.107°° 1,905 0,040 0,00.10%%°
Bi 0,397 0,020 0,00.107% 0,391 0,020 0,00.10+%
B, -0,329 0,038 0,00.107%° 0,360 0,040 0,00.107%
B2, -0,780 0,041 0,00.107% -0,800 0,044 0,00.107%
T 3474 0616 1,71.107% 1,077 0,116 0,00.107%
T 0,751 0,154 1,11.107% 0,342 0,098 4,84.107%
T, 0424 0,163 9,21.107% 0,824 0,126 546.107!!
T, 0,608 0,291 3,66.10°°2 0,308 0,132 1,96.107%2
A -1,190 0319 1,87.10~%

Os dados também foram ajustados com o modelo de regressao GJS-t-Student com 4
graus de liberdade (LEMONTE; BAZAN, 2016). E segundo os critérios de comparacio de
modelos apresentados na Tabela 24, observa-se que o modelo que ajusta melhor os dados € o

modelo Normal-VEG-LL por apresentar menores valores dos critérios dentre os trés modelos.

Depois, para testarmos a heterocedasticidade do modelo de regressdo Normal-VEG-LL considerou-
se o teste da razdo de verossimilhanga, onde testamos Hy : 7; =0 contra H; : 7; # 0, parai =1,2,3.

A estatistica do teste de razdo de verossimilhanca resultou em 62,426 com 3 graus de liberdade e
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Tabela 24 — Critério AIC e BIC para os modelos ajustados.

Critério
Modelo AIC BIC
Normal-VEG-LL -997,219 -966,677
Sp de Johnson -986,620 -959.471
GJS-t-Student(4) -984,890 -957,741

com um p-valor = 1,781.107 13, que nos leva a rejeitar a hipétese nula e considerar o modelo

heteroceddastico para o ajuste de esses dados.

Por outro lado, para ver a adequabilidade do modelo, com as estimativas de maxima
verossimilhanga foi obtido o residuo quantil aleatorizado (DUNN; SMYTH, 1996) para os
modelos de regressdo Normal-VEG-LL e modelo de regressao Sg de Johnson. A Figura 10
mostra o grafico QQ-plot do residuo quantil aleatorizado para ambos modelos, onde observa-
se que esses residuos se distribuem aproximadamente com a distribuicao normal para ambos
modelos indicando a adequabilidade dos modelos. Porém, da Figura 10, pode-se notar que o
modelo normal-VEG se ajusta melhor a os dados. A normalidade dos residuos é confirmado
também pelo teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov (DANIEL et al., 1978). A estatistica
de teste nesse caso resultou em 0,051 com um p-valor de 0,623 para o modelo Normal-VEG-LL,
e em 0,055 com p-valor de 0,484 para o modelo Sp de Johnson indicando a normalidade dos

residuos para ambos modelos.
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Figura 10 — QQ-plot de residuos quantilicos aleatorizados para os modelos Normal-VEG e Sp Johnson

Desses resultados conclui-se que o modelo Normal-VEG-LL é adequado para modelar
estes dados. Portanto, pode-se estimar a taxa de sobrevivéncia mediana e o respectivo intervalo
de 95% de confianca dos pacientes com cancer colorretal para seis casos hipotéticos de pacientes

A, B,C, D, E e F com caracteristicas (covaridveis) dadas na Tabela 25.

Da Tabela 25 pode-se dizer, por exemplo, que para o caso B ou seja pacientes de sexo

feminino e de origem hispanico tem uma taxa de sobrevivéncia da doenca de 0,901, enquanto
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Tabela 25 — Estimativa da mediana da taxa de sobrevivéncia e o intervalo de 95% de confianga para os
seis pacientes hipotéticos com cancer colorretal.

Taxa de sobrevivéncia
Paciente | Sexo Raca EMV  95% Intervalo de confianca
A Homem Hispanico 0,856 (0,852 ;0,861)
B Mulher Hispénico 0,901 (0,898 ;0,904 )
C Homem | nao-Hispanico branco | 0,806 (0,804 ;0,809)
D Mulher | nao-Hispanico branco | 0,865 (0,864 ;0,867 )
E Homem | nao-Hispanico negro | 0,713 (0,708 ;0,718)
F Mulher | nao-Hispanico negro | 0,797 (0,793 ; 0,800)

que para o caso E pacientes de sexo masculino e de origem nao-hispanico negro t€ém uma taxa
de sobrevivéncia de 0,713. Portanto pode-se dizer que as mulheres de origem hispanico que
moram nos EUA tem a maior taxa de sobrevivéncia de cincer colorretal enquanto que os homens
de origem nao-hispanicos negro que moram nos EUA tem a menor taxa de sobrevivéncia de
cancer colorretal. Concluindo com isso que as varidveis sexo e raca influenciam na taxa de

sobrevivéncia do paciente com céancer colorretal nos EUA.

3.7 Conclusao

Neste Capitulo, foi desenvolvido o modelo de regressao respectivo para o modelo Normal-
VEG fazendo uma reparametrizacdo do modelo na mediana da varidvel resposta. O modelo
de regressao foi construido como os modelos lineares generalizados, na qual a mediana e o
parametro de dispersdo estdo relacionados a covaridveis conhecidas e parametros desconhecidos
da regressao através de uma funcao de ligacdo. Inferéncias do modelo de regressdo foram feitas
pelo método de maxima verossimilhanga. Também foram feitos estudos de simulacdo do modelo
de regressao Normal-VEG homocedastico e heteroceddstico para avaliar as propriedades dos
EMYV, onde verificou-se que eles possuem boas propriedades assintéticas. Um conjunto de
dados de pacientes com céancer colorretal dos EUA foi ajustado com o modelo de regressao
Normal-VEG e com o modelo de regressao Sp de Johnson. Observou-se que ambos modelos
ajustam bem os dados, mas o melhor modelo dentre os dois conferido pela andlise do residuo
quantil aleatorizado e os critérios de selecdo de modelos € o modelo Normal-VEG. Portanto, o
modelo proposto € adequado para fazer inferéncias da taxa de sobrevivéncia dos pacientes com

cancer colorretal.
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CAPITULO

MODELO DE REGRESSAO NORMAL-VEG:
ENFOQUE BAYESIANO

No Capitulo 3, foi desenvolvido procedimentos inferéncias do modelo de regressao
Normal-VEG sob uma perspectiva cldssica, onde foi obtida os estimadores de maxima verossi-
milhanca dos parametros do modelo. Entretanto, as inferéncias sobre os parametros € restrita a
normalidade assintética dos estimadores, € como muitas vezes ndo se t€ém um ntimero grande de
amostras a inferéncia dos parametros € limitada. Por outro lado, existe a abordagem Bayesiana
que lida com este problema, e hoje em dia € utilizada por muitos pesquisadores. Por isso, neste

capitulo serd desenvolvido uma andlise Bayesiana para o modelo de regressdao Normal-VEG.

4.1 Modelo de regressao Normal-VEG

Como definido no Capitulo 3, considera-se novamente Y = (yy,y2,...,y,) n realizacoes
independentes da varidvel resposta Y, em que Y; ~ Normal — VEG(V;, §;,A) parai=1,..,n com

funcdo densidade de probabilidade da forma

_ 0 9 (&[0(yis A) — Q(vis A)])

fr (i) vil—logy)A 1 ;

yi €(0,1), 4.1)

em que V; e §; com a seguinte relacéo funcional

em que B = (B1,....Bp) " e T=(11,...,7,) " sdo os vetores dos parimetros desconhecidos da re-

gressdo e x| = (Xi1,...,Xip) €S} = (si1,...,5iq) s80 as observagdes de p e g covaridveis conhecidas.

Sejam g1 : (0,1) — Re g : (0,00) — R func¢des de ligagdo para v e § respectivamente.



70 Capitulo 4. Modelo De Regressdo Normal-VEG: Enfoque Bayesiano

Com esta relagdo, e dado uma amostra observada 2 = (y, X, S) pode-se escrever a fungdo

de verossimilhanga de A, B e T como

~1 ~1
L(A,B.7]2) H5¢ i[Q(yisA) — O(visA)]) [Hyi] [H[—log(yi)]“ll 4.2)

i=1
4.2 Inferéncia Bayesiana

No contexto Bayesiano do modelo de regressdo Normal-VEG, os parametros sao con-
siderados varidveis aleatdrias e ndo mais constantes desconhecidas. Esta abordagem permite
incorporar algum conhecimento a priori sobre os paradmetros, esse conhecimento pode ser mode-
lado por uma fun¢ao densidade de probabilidade a priori m(¢), e com a informagao dos dados
contida na func@o de verossimilhanca L(@|Z), pode-se obter através do teorema de Bayes a
funcdo densidade de probabilidade a posteriori m(¢@|2) dos pardmetros, a qual pode-se expressar

como:

n(@|7) < L(9|7)n(9),

em que @ = (A, B,7) é o vetor de pardmetros da regressdo e Z é o vetor dos dados.

Neste trabalho € assumido que as distribui¢des a priori de A, B e T sdo independentes,
isto é
n(A,B,7) = n(A)n(B)x(7),
com A ~N(0,07), B~ N,(0,Zg),e T~ Ny(0,Z¢), em que N,(0,Z0) denota a distribuigdo nor-

mal r-variada com vetor de médias 0 e matriz de covariancias Xy. Aqui todos os hiper-pardmetros
sdo especificados para expressar prioris ndo-informativas. Assim com estas especificagdes das
fun¢des de densidade a priori e conjuntamente com a fung@o de verossimilhanca L(@|2) dada

como em (4.2), pode-se obter a func¢do densidade a posteriori dos parametros como:

n n -1 12
n(«p@)o«H«S,-¢<6i[Q<yi;x>—Q<v,-;x>1>{H[—logm)]“l} w3 (5 +B'B oz ) |
i=1

i=1

(4.3)

Inferéncias dos parametros do modelo podem ser feitos calculando a fun¢ao densidade
de probabilidade a posteriori. Porém a densidade conjunta a posteriori de A, B e T acima é
analiticamente intratdvel. Por isso as inferéncias serdo baseadas no método de simulacdo Monte
Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Neste caso, € usado o algoritmo Metropolis Hasting.
Para a implementacao do algoritmo € seguido os seguintes passos:

(1) Especifique um valor inicial de ), para o contador inicial j =0,
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(2) gere um novo valor @' de r(@’, @ j) =Npig+1 ((p I fl) ,em que £ é a matriz de covariancias

de @ e ¢ a mesma em qualquer etapa,

(3) atualize @; e faga @ ;. ;) = @' com probabilidade p; = min{l,7(@'|2)/7(@;|Z)},

ou mantenha @ ;) com probabilidade 1 — p;,

(4) repita o passo (2) e (3) incrementando o contador, até que o processo atinja a distribuicdo

estacionaria.

4.3 Critério de comparacao de modelos

Na abordagem Bayesiana existem muitos métodos de comparagdo de modelos que
selecionam aquele que melhor ajuste os dados. Um dos critérios mais utilizados € o deviance
information criterion (DIC) proposto por Spiegelhalter et al. (2002), esse critério é baseado na
média a posteriori do desvio d(@) que pode ser aproximada por

d=

M=

d(@,)/T,

r=1

em que, ¢ indica a ¢-ésima realizacao de um total de 7" realizacdes com

d(e)= —Zilog [fr i),
i=1

na qual fy(.;) é af.d.p. do modelo dada como em (4.1). Usando amostras MCMC, o DIC também
pode ser estimado por DIC = d + py = 2d — d, em que pg = E{d(¢@)} —d{E(@)} é o niimero
de pardmetros efetivos, em que d{E (@)} é o desvio avaliado na média da posteriori e é estimado
por
Ded (l iw’l Zﬁm,l Zf@) ,
T t=1 T t=1 T t=1
O modelo que ajuste melhor os dados observados dentro de um conjunto de modelos serd aquele

que tem menor valor do DIC.

Outros critérios que também serdo considerados neste trabalho sdo: o Expected Akaike
Information Criterion (EAIC) (BROOKS et al., 2002), e o Expected Bayesian Information
Criterion (EBIC) (CARLIN; LOUIS, 2010), os quais sdo também baseados na media a posteriori
do desvio, que pode ser aproximado por: EAIC =d + 2n(@), e EBIC =d+ n(p)log(n), em que
n(@) é o nimero de parimetros do modelo de regressdo Normal-VEG. Similarmente ao critério

DIC, valores menores de ambos critérios indicam melhor modelo.

Outro critério de comparagdo mais utilizado, considerado também neste trabalho € o
critério da ordenada preditiva condicional (CPO) apresentadas por Gelfand, Dey e Chang (1992)
e Geisser e Eddy (1979). Da qual denota-se & sendo o conjunto de dados completos, e 2=
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sendo os dados sem o i-ésimo elemento observado. A distribuicdo a posteriori de ¢ dado ¥ (=9)

é denotado por (@|2™)), i=1,...,n. Pode-se obter o CPO; para a i-ésima observagio como:
~1
n(9|7)
CPO, = / fryne)n(e| 2 N)de = { dq)} : 4.4)
#9)m(ol fr(vi: @)

Para o modelo proposto, ndo é possivel encontrar uma expressao fechada de CPO;. Porém uma
estimativa Monte Carlo de CPO; pode ser obtido usando amostras MCMC da distribui¢do a
posteriori T(@|2). Para um tamanho de amostra 7' obtida de (¢@|2), uma aproximag¢do Monte
Carlo de CPO; é dada por

1L 1 -
CPO; = Tl T (-
l‘ 1 fY (yh ‘P )
Para comparar modelos € utilizada a estatistica log pseudo marginal likelihood (LPML) (CAN-

CHO; ORTEGA; PAULA, 2010) definido por LPML =Y log(@i). Valores maiores de LPML
i=1

selecionam o melhor modelo.

4.4 Analise de diagnostico bayesiano

Em andlise de regressao apos o ajuste do modelo € importante verificar as suposi¢oes
do modelo com o propdsito de obter um modelo mais robusto, encontrando pontos que possam
influenciar nos resultados finais da andlise. Cook (1986) diz que o melhor modelo € aquele
que sob pequenas mudancas ele fica relativamente estavel. Um dos esquemas de perturbagao
mais conhecidos € o de eliminacdo de casos (COOK; WEISBERG, 1982) na qual os efeitos sdo
estudados removendo completamente os casos da analise. Essa ideia € essencial para construir
nossa metodologia global de influéncia bayesiana com a finalidade de identificar a observacao

que faz uma grande influéncia na andlise do modelo.

Seja Dy (P, P(_i)) a y-divergéncia entre P e F_;), em que P € a distribui¢do a posteriori
de ¢ para dados completos e F_;) € a distribui¢do a posteriori de @ sem o i-€simo caso,

(=)
Dy(RR )= [ v (M) x(912)do.

especificamente,

(9|7

em que ¥ é uma fungdo convexa com y(1) = 0, diferentes escolhas de y sdo dadas em Dey
e Birmiwal (1994) e Pardo (2006). Por exemplo se y(z) = —log(z) obtem-se a divergéncia
Kullback-Leibler (divergéncia K-L ), se y(z) = (z—1)log(z) tem-se a J-distancia (ou versao
simétrica da divergéncia K-L), se y(z) = 0.5|z — 1| tem-se a distancia variacional ou a norma

Li; e, se yw(z) = z(1/z—1)? tem-se a divergéncia qui-quadrado (divergéncia y?)

A relacdo entre o CPO e a y-divergéncia € dado por:

CPO;
pyir) = |v (75 ey )
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em que o valor esperado é tomado com respeito a distribui¢do conjunta a posteriori ©(@|2).

Como caso particular tem-se que a divergéncia K-L pode ser expressada como

Dx-L(P,P_;)) = —E¢|5 {log(CPO;)} + Eg| 5 {log [fr (vi @)]}
= —10g(CPO;) + Eg|5 {log[fy (vi: @)]} -

De (4.5) pode-se calcular Dy (P, P(,,-)) por amostragem da distribuicdo a posteriori de @ por
médio do método MCMC.

Seja @1, ... @T) amostras de tamanho T de 7(@|2). Entdo a estimativa de Monte

Carlo de Dy (P, P_;)) € dada por
T
Z CPO; we)
=1 fr ()’1, )

Como caso particular tem-se a estimativa Monte Carlo para a divergéncia K-L Dg.p.(P, P(,l-)),

D

S I

que € dada por
Ber(PP_y) = —l0g(CPO) + L Y1 2o
K—L( ) (71))_ Og(C 01)+TZ 0g fY(yl’q) ) :
=1

Dy (P, P_;)) mede o efeito de eliminar o i-ésimo caso dos dados completos na distribuigao
conjunta a posteriori de @. Peng e Dey (1995) e Weiss (1996) afirmam que pode ser dificil obter
o ponto de corte da medida de divergéncia, de modo que se possa determinar se um pequeno
conjunto de observacdes dos dados completos € influente ou ndo. E por isso nesse contexto é
usado a proposta de calibragdo dada por Peng e Dey (1995) e Weiss (1996). Assim considere
uma moeda viesada com probabilidade de sucesso p. Assim, a medida y-divergéncia entre a

moeda viesada e ndo viesada é

DW(anfl):/W(j:Og;>fl( )dx

em que fo(x) = p*(1—p)! ™ e fi(x) =0.5,x=0; 1. E se Dy(fo, f1) = dy(p), pode-se verificar
facilmente que dy, satisfaz a seguinte equagao:

Nio é complicado notar que dy, aumenta a2 medida que p se afasta de 0,5. Além disso, dy(p) é
simétrica em torno de p = 0,5 e também dy, atinge seu valor minimo quando p = 0,5. Neste
ponto dy(0,5) =0 e fy = fi. Além disso se se considera p > 0,80 (ou p < 0,20) como uma
moeda de forte viés, entdo dy, (0,80) = 0,30. Esta equagdo implica que o i-ésimo caso pode ser
considerado como influente quando d;, > 0,30. Assim também se € usado a divergéncia K-L,
pode-se considerar uma observacao influente quando dg_7 > 0,223. Similarmente se € usada a
J-distancia, uma observacgdo € considerada influente se d; > 0,416. E se € usada a divergéncia

%2, uma observacio ¢é influente quando dy» > 0,562.
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4.5 Estudo de simulacao

Nesta secao € apresentado um estudo de simula¢do com o objetivo de avaliar o compor-
tamento das estimativas bayesianas dos parametros do modelo de regressao Normal-VEG sob a

perda quadratica e perda absoluta.

Foram geradas amostras de tamanhos n = 50, 100, 200 e 400 do modelo de regressao
Normal-VEG(A, v;, 6;) da mesma forma que na Secdo 3.5, com pardmetros fixados em By = —3,
Bi = -2, 1 =1, 11 = 1, mas para o pardmetro A foram considerados os valores -0,4, 0,4. 0,1
e -0,1. Para executar o algoritmo Metropolis-Hasting, foram consideradas as seguintes prioris
independentes: A ~ N(0,1); B ~ N>(0,Z¢) e T ~ N»(0,X¢) com Xy = diag{100}.

A finalidade deste estudo de simulacdo € mostrar o comportamento das estimativas
bayesianas com base nas estatisticas frequentistas como sdo: a média, o desvio padrao (DP), o

viés, a raiz quadrada do erro quadratico médio (REQM) e a probabilidade de cobertura (PC).

Portanto para cada conjunto de dados simulados, foram obtidos as estatisticas de resumo
e os intervalos HPD de 95% de credibilidade dos parametros do modelo. Considerou-se 25000
amostras MCMC da posteriori, geradas para cada pardmetro, das quais as primeiras 5000
iteracOes foram desconsideradas para eliminar o efeito dos valores iniciais € assim obter uma
amostra de tamanho 20000. A autocorrelagdo destes valores amostrados € reduzida tomando um
espacamento de tamanho 10, resultando em uma amostra final de tamanho 2000. A convergéncia
das cadeias foi monitorada usando os métodos de Cowles e Carlin (1996). Para cada configuracio
foram feitas 1000 replicas, e das estimativas de cada parametro foram obtidas a média, o desvio
padrdo (DP), a raiz do erro quadratico médio (REQM) e a probabilidade de cobertura (PC). Os

resultados obtidos sdo apresentados nas Tabelas 26, 27, 28 e 29, das quais temos que:

e Na Tabela 26 observa-se os resultados para o modelo de regressao Normal-VEG com para-
metro A = —0,4, Bp = =3, B1 = —2, 19 = 1, 11 = 1. Note que as estimativas bayesianas
dos parametros do modelo se aproximam em média do verdadeiro valor dos parametros. A
raiz do erro quadritico médio diminui, o valor da probabilidade de cobertura tornando-se
ao redor do nivel nominal de 95% como esperado. Tudo isto a medida que o tamanho
da amostra aumenta para ambos casos de perdas, mas note que com a perda quadrética

obtém-se uma melhor estimativa para A.

e Na Tabela 27 observa-se resultados desta vez quando A = 0,4, e os outros parimetros
mantendo-se fixos como no caso anterior. Pode-se notar que os resultados sdo parecidos ao
caso anterior, isto € as estimativas dos parametros perto dos verdadeiros valores em media.
O viés, a raiz do erro quadritico médio diminuindo e tendendo para zero, a probabilidade
de cobertura ao redor do nivel nominal de 95%. Tudo isto a medida que o tamanho da
amostra aumenta, para ambos casos, mas cabe notar que os valores do viés com a perda

absoluta é menor do que com a perda quadrética, entdo obtém-se melhores estimativas
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para os parametros usando a perda absoluta.

Na Tabela 28 tem-se os resultados da simulagdo do modelo desta vez com pardmetro

A = —0, 1, mantendo os demais pardmetros fixos, e observa-se que em termos gerais os

resultados sdo 0s mesmos que o caso anterior, mas obtendo-se melhores resultados para

um tamanho de amostra 400 e com perda absoluta.

Na Tabela 29 tem-se os resultados da simula¢do do modelo com o pardmetro A =0, 1,

resultados similares em termos gerais que os outros casos, e pode-se observar que a REQM

vai diminuindo a medida que o tamanho da amostra aumenta, e € menor com a perda

absoluta.

Concluindo que as estimativas Bayesianas dos parametros do modelo de regressao

Normal-VEG reproduzem os verdadeiros valores dos parametros quando o tamanho da amostra

aumenta.

Tabela 26 — Estimativas bayesianas sob perda quadrética e perda absoluta dos pardmetros do modelo de
regressdo Normal-VEG, desvio padrao (DP), viés, a raiz do erro quadratico médio (REQM) e
a probabilidade de cobertura (PC), baseados em 1000 simula¢gdes do modelo com pardmetros

A=—-04,B=-3pf=-2,n0=1L1=1

Perda Quadratica Perda Absoluta

n  ParAmetro Média DP Viés REQM | Média DP Viés REQM PC
Bo -3,008 0,190 -0,008 0,190 | -3,007 0,190 -0,007 0,190 0,935

B -1,990 0,272 0,010 0,272 | -1,991 0,272 0,009 0,272 0,945

50 T0 1,032 0,953 0,032 0953 | 1,060 0,930 0,060 0931 0,980
T] 1,030 0,558 0,030 0,558 | 1,024 0,552 0,024 0,553 0,965

A -0,368 0,820 0,032 0,821 | -0,358 0,798 0,042 0,799 0,983

Bo -2,996 0,131 0,004 0,131 | -2,995 0,132 0,005 0,132 0,940

B -2,005 0,194 -0,005 0,194 | -2,005 0,194 -0,005 0,194 0,936

100 70 1,050 0,672 0,050 0,673 | 1,065 0,664 0,065 0,667 0,953
T 1,015 0,391 0,015 0,391 | 1,012 0,388 0,012 0,388 0,955

A -0,360 0,575 0,040 0,576 | -0,355 0,567 0,045 0,569 0,969

Bo -3,002 0,090 -0,002 0,090 | -3,002 0,090 -0,002 0,090 0,944

Bi -1,996 0,131 0,004 0,131 | -1,997 0,131 0,003 0,131 0,941

200 T 1,047 0,450 0,047 0,452 | 1,054 0,448 0,054 0,451 0,966
T 1,022 0,263 0,022 0,264 | 1,020 0,263 0,020 0,263 0,960

A -0,355 0,388 0,045 0,390 | -0,353 0,386 0,047 0,389 0,963

Bo -3,004 0,067 -0,004 0,067 | -3,003 0,067 -0,003 0,067 0,930

Bo -1,995 0,095 0,005 0,095 | -1,995 0,095 0,005 0,095 0,943

400 T 1,008 0,337 0,008 0,337 | 1,011 0,336 0,011 0,336 0,938
T 1,000 0,189 0,000 0,189 | 0,999 0,189 -0,001 0,189 0,945

A -0,394 0,289 0,006 0,289 | -0,393 0,288 0,007 0,288 0,939
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Tabela 27 — Estimativas bayesianas sob perda quadratica e perda absoluta dos pardmetros do modelo de
regressdo Normal-VEG, DP, viés, REQM e PC, baseados em 1000 simula¢des do modelo
com pardmetros A = 0,4, fo=-3, 81 =-2,0=1,11 = 1.

Perda Quadrética Perda Absoluta

n  Pardmetro Média DP Viés REQM | Média DP Viés REQM PC
Bo -3,140 0,545 -0,140 0,562 | -3,107 0,542 -0,107 0,552 0,938

Bi -1,899 0,826 0,101 0,832 | -1915 0,822 0,085 0,826 0,947

50 T0 0,942 0417 -0,058 0421 | 0,953 0,414 -0,047 0416 0,959
T 0,966 0,408 -0,034 0409 | 0,964 0,407 -0,036 0,409 0,952

A 0,345 0,292 -0,055 0,297 | 0,341 0,289 -0,059 0,295 0,961

Bo -3,057 0,366 -0,057 0,370 | -3,040 0,365 -0,040 0,367 0,943

Bi -1,969 0,583 0,031 0,583 | -1,977 0,582 0,023 0,582 0,939

100 T0 0,969 0,292 -0,031 0,294 | 0974 0,291 -0,026 0,292 0,945
T 0,981 0,283 -0,019 0,283 | 0,981 0,282 -0,019 0,283 0,932

A 0,370 0,206 -0,030 0,208 | 0,368 0,205 -0,032 0,207 0,954

Bo -3,031 0,255 -0,031 0,256 | -3,023 0,255 -0,023 0,255 0,944

B -1,986 0,390 0,014 0,390 | -1,990 0,390 0,010 0,390 0,949

200 T0 0,980 0,187 -0,020 0,188 | 0,983 0,187 -0,017 0,187 0,965
T 0,987 0,192 -0,013 0,192 | 0,987 0,191 -0,013 0,192 0,950

A 0,383 0,133 -0,017 0,134 | 0,382 0,133 -0,018 0,134 0,953

Bo -3,022 0,177 -0,022 0,178 | -3,018 0,177 -0,018 0,178 0,949

B1 -1,983 0,271 0,017 0,271 | -1,985 0,271 0,015 0,271 0,955

400 T 0,981 0,142 -0,019 0,143 | 0983 0,142 -0,017 0,143 0,939
T 1,003 0,129 0,003 0,129 | 1,003 0,129 0,003 0,129 0,952

A 0,388 0,101 -0,012 0,101 | 0,388 0,101 -0,012 0,101 0,941

Tabela 28 — Estimativas bayesianas sob perda quadratica e perda absoluta dos pardmetros do modelo de
regressdo Normal-VEG, DP, viés, REQM e PC, baseados em 1000 simula¢cdes do modelo
com pardmetros A = —0,1, Bp=-3, B =-2,p=1,171 = 1.

Perda Quadratica Perda Absoluta

n  ParAmetro Média DP Viés REQM | Média DP Viés REQM PC
Bo -3,027 0,278 -0,027 0,279 | -3,021 0,279 -0,021 0,279 0,941

Bi -1,974 0,408 0,026 0,408 | -1,977 0,408 0,023 0,408 0,949

50 T0 0,981 0,670 -0,019 0,670 | 1,000 0,658 0,000 0,658 0,976
T 1,007 0,470 0,007 0,470 | 1,002 0,468 0,002 0467 0,961

A -0,112 0,558 -0,012 0,558 | -0,110 0,547 -0,010 0,547 0,977

Bo -3,003 0,192 -0,003 0,192 | -3,000 0,192 0,000 0,192 0,940

B -2,001 0,291 -0,001 0,291 | -2,002 0,291 -0,002 0,291 0,933

100 T0 1,009 0,480 0,009 0,480 | 1,019 0477 0,019 0477 0,951
T 0,996 0,330 -0,004 0,330 | 0,994 0,329 -0,006 0,329 0,955

A -0,096 0,397 0,004 0,397 | -0,095 0,394 0,005 0,394 0,957

Bo -3,008 0,132 -0,008 0,132 | -3,007 0,133 -0,007 0,133 0,948

Bi -1,991 0,198 0,009 0,198 | -1,991 0,198 0,009 0,198 0,946

200 T0 1,015 0,320 0,015 0,320 | 1,019 0,319 0,019 0,319 0,965
T 1,008 0,223 0,008 0,223 | 1,006 0,223 0,006 0,223 0,950

A -0,084 0,268 0,016 0,268 | -0,084 0,267 0,016 0,267 0,961

Bo -3,008 0,097 -0,008 0,098 | -3,007 0,097 -0,007 0,098 0,933

Bi -1,990 0,142 0,010 0,142 | -1,991 0,142 0,009 0,142 0,940

400 T 0,997 0,239 -0,003 0,239 | 0,999 0,239 -0,001 0,239 0,937
T 0,995 0,158 -0,005 0,158 | 0,995 0,158 -0,005 0,158 0,943

A -0,104 0,199 -0,004 0,199 | -0,103 0,199 -0,003 0,198 0,944
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Tabela 29 — Estimativas bayesianas sob perda quadrética e perda absoluta dos parametros do modelo de
regressdo Normal-VEG, DP, viés, REQM e PC, baseados em 1000 simula¢des do modelo
com pardmetros A = 0,1, Bp=-3, 1 =-2, =1, 11 = 1.

Perda Quadrética Perda Absoluta

n  Pardmetro Média DP Viés REQM | Média DP Viés REQM PC
Bo -3,055 0,361 -0,055 0,365 | -3,043 0,362 -0,043 0,364 0,939

Bi -1,954 0,538 0,046 0,540 | -1,959 0,538 0,041 0,539 0,953

50 T 0,953 0,541 -0,047 0,543 | 0,968 0,535 -0,032 0,535 0,972
T 0,995 0,437 -0,0056 0436 | 0991 0,436 -0,009 0436 0,958

A 0,063 0,434 -0,037 0,436 | 0,062 0,428 -0,038 0,429 0,979

Bo -3,014 0,248 -0,014 0,248 | -3,008 0,248 -0,008 0,248 0,942

Bi -1,994 0,383 0,006 0,383 | -1,997 0,383 0,003 0,383 0,936

100 T0 0,989 0,390 -0,011 0,390 | 0,997 0,388 -0,003 0,388 0,946
T 0,988 0,306 -0,012 0,306 | 0,986 0,306 -0,014 0,306 0,946

A 0,086 0,310 -0,014 0,310 | 0,086 0,308 -0,014 0,308 0,961

Bo -3,017 0,170 -0,017 0,171 | -3,014 0,170 -0,014 0,171 0,946

Bi -1,983 0,260 0,017 0,260 | -1,985 0,260 0,015 0,260 0,945

200 70 1,000 0,259 0,000 0,258 | 1,004 0,258 0,004 0,258 0,964
T] 1,002 0,206 0,002 0,206 | 1,001 0,206 0,001 0,206 0,948

A 0,104 0,208 0,004 0,208 | 0,104 0,208 0,004 0,208 0,964

Bo -3,013 0,125 -0,013 0,126 | -3,011 0,126 -0,011 0,126 0,934

Bi -1,985 0,186 0,015 0,187 | -1,986 0,187 0,014 0,187 0,943

400 70 0,992 0,193 -0,008 0,193 | 0,994 0,192 -0,006 0,192 0,934
T 0,993 0,145 -0,007 0,145 | 0993 0,145 -0,007 0,145 0,941

A 0,092 0,154 -0,008 0,154 | 0,092 0,154 -0,008 0,154 0,941

4.6 Aplicacao

Nesta secao € apresentado uma aplicag@o a dados reais do modelo de regressdo Normal-

VEG sob o enfoque bayesiano, para o qual considerou-se o mesmo conjunto de dados descrito

na aplicacdo do Capitulo 3, onde tinha-se dados de pacientes com cancer colorretal dos anos

2006 a 2010 nos EUA, da qual € considerada como varidvel resposta a taxa de sobrevivéncia

dos pacientes. O objetivo segue sendo avaliar se existem diferengas significativas na taxa de

sobrevivéncia de cancer colorretal entre homens e mulheres, assim como também entre pacientes

de diferentes racas. Assim tem-se novamente que:

e y;: taxa de sobrevivéncia, para i = 1,..,220;

e x1;: sexo (homem=0, mulher=1);

e xp;: raca (ndo hispanico branco, ndo hispanico negro, hispanico).

Os dados foram ajustados com o modelo de regressao descritos nas Secdes 4.1 € 4.2, ou seja é

modelado a mediana (V) é o parAmetro de dispersdo (8) com todas as covaridveis. Como no caso

classico considerou-se as seguintes funcoes de ligacdo: logistica, probit, cauchy, complemento
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log-log e log-log para a mediana e a funcdo de ligac@o logaritmica para o parimetro de dispersao,

isto é:
g1(Vi) = Bo+ Bix1i+ B2, x2,i + Bo,x2,i, € @
g2(5i) = 10g(5,-) = Tp+ T1X1; + T, X2,i + T, X2,i, = 1,...,220,
em que
1, se mulher;
X1i = )
0, se homem
I, se nao-hispanico branco; I, se ndo-hispanico negro;
x21i - c X22i =
0, outro caso 0, outro caso.

Considerou-se prioris pouco informativas para os pardmetros, isto é: A ~ N(0, 1), B ~N,(0,Zg),
e T~ Ny (0,X7) com , Xy = diagonal{100}. Para obter a distribui¢éio a posteriori dos parametros
foi utilizado o método MCMC, na qual os algoritmos MCMC foram implementados na linguagem
R (R Core Team, 2015). Foram usadas 25.000 iteracbes MCMC em todos os cdlculos das quais
foram excluidas 5.000 iteragdes para eliminar o efeito dos valores iniciais, e para reduzir a
autocorrelacdo entre os valores amostrados foi tomado um espagamento de tamanho 5, e assim
resultados a posteriori sdo baseados em 4.000 iteracdes da cadeia de Markov. A convergéncia

das cadeias foi monitorada usando os métodos de Cowles e Carlin (1996).

Com as amostras a posteriori, foi obtida as estimativas Monte Carlo dos critérios DIC,
EAIC, EBIC e LPML mencionados na Secao 4.3 cujos valores para cada modelo estao dados
na Tabela 30, da qual de acordo com todos os critérios o modelo que melhor ajusta os dados,
como no enfoque cldssico, ¢ 0 modelo Normal-VEG com a fun¢do de ligacdo log-log o qual é

denominado de modelo de regressao Normal-VEG-LL.

Tabela 30 — Critérios de comparagdo de modelos DIC, EAIC, EBIC, e LPML do modelo de regressdo
Normal-VEG com diferentes funcdes de ligagdes para os dados de cancer colorretal

Critério
Funcao de ligacao DIC EAIC EBIC LPML
Logistico -995,771 -986,688 -956,145 495,769
Probit -994,348 -984,993 -954,450 496,388
Cauchy -993,009 -984,211 -953,669 495,222
Com-log-log -990,889 -981,592 -951,049 494,635
Log-log -996,574 -987,735 -957,192 497,308

Os gréficos de traco para os parametros do modelo de regressdo Normal-VEG-LL sdo

mostrados na Figura 11, o qual indica a convergéncia das cadeias.

Na Tabela 31, sdo apresentadas as estimativas bayesianas sob a perda quadritica e perda
absoluta dos parametros do modelo de regressao Normal-VEG-LL e do modelo de regressao

Sp de Johnson, assim como também o intervalo HPD (highest posterior density) de 95% de
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Figura 11 — Gréfico de trago para os parametros do modelo Normal-VEG-LL para os dados de cancer
colorretal

credibilidade. O efeito das covariaveis na taxa de sobrevivéncia mediana sdo estatisticamente
significativas com um nivel de significancia de 5% para ambos modelos. Além disso, para
comparar modelos, os dados também foram ajustados com o modelo de regressao GJS-t-Student
introduzida por Lemonte e Bazan (2016) fixado com 4 graus de liberdade e funcao de ligacao
log-log. Para comparar os modelos foi usada as estimativas Monte Carlo dos critérios DIC, EAIC,
EBIC e LPML dos modelos Normal-VEG, Sp de Johnson e GJS-t-Student(4) todos com fungdo
de ligacao log-log. Os valores dos critérios sdo apresentados na Tabela 32, a qual de acordo a
todos os critérios o modelo GJS-t-Student(4) é melhor que o modelo Sp de Johnson, mas néo é

melhor que o modelo Normal-VEG-LL.

A Figura 12 (lado esquerdo), mostra o grafico da densidade marginal a posteriori para o
parimetro A do modelo de regressdo Normal-VEG-LL, da qual pode-se dizer que a distribui¢do
a posteriori de A é simétrica. Também da Tabela 31 tem-se que a media a posteriori de A é -1,061
com um intervalo HPD de (-1,617 ; -0,467) de 95% de credibilidade.
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Tabela 31 — Estimativas e intervalo HPD (95%) dos parametros do modelo de regressdo Normal-VEG e
Sp de Johnson com fungao de ligacdo log-log para os dados de cancer colorretal

Normal-VEG Sp de Johnson

Pardmetro Média Mediana Intervalo HPD (95%) | Média Mediana Intervalo HPD (95%)
Bo 1,869 1,868 (1,792 ; 1,952) 1,902 1,902 (1,823 ; 1,981)
Bi 0,396 0,396 (0,361 0,437) 0,392 0,392 (0,353;0,431)
B, -0,332 -0,330 (-0,414 ; -0,260) -0,358 -0,358 (-0,437 ;-0,281)
B, -0,783 -0,782 (-0,870 ; -0,703) -0,798 -0,797 (-0,882 ;-0,712)
T 3,202 3,209 (1,994 ; 4,228) 1,053 1,054 (0,811 1,279)
T 0,703 0,703 (0,426 ; 0,991) 0,341 0,344 (0,155 ; 0,534)
o, 0,476 0,472 (0,135;0,778) 0,831 0,826 (0,593 ; 1,086)
o, -0,490 -0,497 (-1,030 ; 0,026) 0,312 0,313 (0,047 ; 0,586)
A -1,061 -1,066 (-1,617 ; -0,467)

Tabela 32 — Critério DIC, EAIC, EBIC e LPML para os modelos de regressdo Normal-VEG, Sp de
Johnson, e GJS-t-Student(4) com funcio de ligacdo log-log para os dados de cincer colorretal

Critério
Modelo DIC EAIC EBIC LPML
Normal-VEG-LL -996,574 -987,735 -957,192 497,308
Sg de Johnson -987,162 -978,800 -951,651 492,121
GJS-t-Student(4) -990,811 -983,005 -955,966 495,770

Por outro lado para avaliar a adequacio do modelo de regressdo Normal-VEG-LL, foram
obtidos os residuos quantilicos aleatorizados normalizados a posteriori (DUNN; SMYTH, 1996).
O grafico QQ-plot dos residuos pode-se observar na Figura 12 (lado direito), o qual indica que o
modelo Normal-VEG-LL produz um ajuste razoavel para os dados de cancer colorretal. Estes
residuos também foram obtidos para o modelo de regressao Sp de Johnson, onde o QQ-plot
pode-se observar na Figura 12 (lado central), da qual pode-se notar que nao faz melhor ajuste

que o modelo Normal-VEG.

Também, com o objetivo de identificar possiveis observacdes influentes que possam
afetar a andlise da regressdo, foi calculado as estimativas Monte Carlo das medidas de y-
divergéncia para o modelo de regressdao Normal-VEG-LL. A Figura 13 mostra os graficos das
medidas de divergéncia K-L, J, L, e x2, das quais observa-se que as observacdes 39, 54 e
122 podem ser possiveis observagdes influentes na distribuicdo a posteriori. As medidas de
y-divergéncia detectaram as observacoes 39, 54 e 122 como casos potencialmente influentes,
para o qual com a finalidade de revelar o impacto dessas observagdes na distribui¢do a posteriori
dos parametros do modelo de regressdao Normal-VEG-LL, foi reajustado o modelo para os
seguintes casos: primeiro, foi eliminado individualmente cada um desses trés casos do conjunto
de dados originais, depois foram eliminados dois a dois, e por dltimo os trés juntos. A Tabela 35
apresenta as mudancas relativas (MRs) nas estimativas apds retirar as observagdes influentes
individualmente, dois a dois e por dltimo as trés de uma s6 vez, também sdo apresentados os
intervalos HPD de 95% de credibilidade para as novas estimativas dos parametros obtidas ao

retirar as observacdes. As mudancas relativas para cada parametro estimados € definido por
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Figura 12 — Densidade marginal a posteriori do pardmetro A do modelo de regressao Normal-VEG-LL
(lado esquerdo), o QQ-plot dos residuos quantilicos aleatorizados normalizados a posteriori
do modelo Normal-VEG-LL (lado direito) e do modelo de regressdo Sg de Johnson com
ligacdo log-log (lado central)

MRy, = (@;— @)/ @j x 100%, em que @ ;) denota a média a posteriori de @, para j=1,...,9,
depois que o conjunto / de observacdes foi removido. da Tabela 35 pode-se notar que ha poucas
mudangas relativas na média a posteriori dos parametros, mas em geral a significancia das
estimativas dos parametros nao muda depois de remover o conjunto / de observacdes com o nivel
de significancia de 5%. Portanto, ndo tem-se mudancas inferenciais apds remover as observacoes

que nos apresentou os graficos das medidas de divergéncia.

Para o modelo Normal-VEG-LL foi estimada a mediana da taxa de sobrevivéncia para
seis pacientes hipotéticos A, B, C, D, E e F com caracteristicas (covaridveis) dadas na Tabela
33, na qual também sdo apresentadas as estimativas bayesianas sob perda quadratica e perda
absoluta conjuntamente com os intervalos HPD(95%). Da tabela 33 tem-se por exemplo, que
para o caso B ou seja os pacientes de sexo feminino e raca hispanica estima-se que tem uma taxa
de sobrevivéncia de 0,901, enquanto que para o caso E isto € os pacientes de sexo masculino e
raca nao-hispanico negro estima-se que tem uma taxa de sobrevivéncia da doenca de 0,713, esta

diferenca também pode-se ver na Figura 14, assim como também a distribui¢do a posteriori da
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Figura 13 — Gréficos de indices das medidas y-divergéncia para os dados de cancer colorretal

mediana da taxa de sobrevivéncia dos demais pacientes. Da Tabela 33 e da Figura 14, observa-se

que hé diferencas significativas na taxa de sobrevivéncia mediana de pacientes de sexo feminino

e masculino, assim como também entre pacientes hispanicos e ndo-hispanicos.

Tabela 33 — Estimativas da taxa de sobrevivéncia mediana e o intervalo HPD de 95% de credibilidade
para os seis pacientes hipotéticos com céncer colorretal.

Taxa de sobrevivéncia

Paciente Sexo Raca Média Mediana Intervalo HPD (95%)
A Homem Hispanico 0,857 0,857 (0,847 ;0,868 )
B Mulher Hispanico 0,901 0,901 (0,895;0,909)
C Homem | ndo-Hispanico branco | 0,807 0,806 (0,800;0,812)
D Mulher | nao-Hispanico branco | 0,865 0,865 (0,862 ;0,869)
E Homem | ndo-Hispanico negro | 0,713 0,713 (0,701 ;0,726)
F Mulher | nao-Hispanico negro | 0,797 0,797 (0,789 ; 0,805)

Tabela 34 — Medidas de y-divergéncia do ajuste do modelo de regressdo Normal-VEG-LL para os dados
de céncer colorretal

Casos  Taxa de sobrevivéncia Sexo Raca Estado K—-L J Ly 217
39 0.890 Homem  Nao-Hispanico branco  Dist. Columbia 0,888 1,792 0,489 3,298
54 0.953 Mulher Hispénico Georgia 0,299 0,767 0,340 0,731
122 0.71 Mulher  Nao-Hispanico negro Nebraska 0,985 2,000 0,517 3,565
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Figura 14 — Gréfico das densidades a posteriori da mediana da taxa de sobrevivéncia para seis pacientes
hipotéticos

Tabela 35 — MRs(%) e seu correspondente intervalo HPD de 95% de credibilidade (LI:limite inferior,
LS:limite superior) ajustando o modelo de regressdo Normal-VEG aos dados de cancer
colorretal sem as observacdes influentes

sem
observagao A Po B ﬁzl ﬁzz To Tl T, T,
Média -1,061 1,869 0,396 -0,332 -0,783 3,202 0,703 0,476 -0,490
LI -1,617 1,792 0,361 -0,414 -0,870 1,994 0,426 0,135 -1,030
LS -0,467 1,952 0437 -0,260 -0,703 4,228 0,991 0,778 0,026
MR 25,520 -0,388 -1,237 -3,662 -0,888 15,355 23,425 -35,002 46,923
{39} LI -1,377 1,791 0,365 -0,423 -0,871 1,542 0,234 0,303 -0,814
LS -0,133 1,953 0,437 -0,264 -0,701 3,947 0,833 0,992 0,339
MR 7982 0462 0,309 2,687 1,775 3,797 0,332 5,282 0,490
{54} LI -1,533 1,789 0,358 -0,397 -0,855 2,000 0,422 0,129 -1,003
LS -0,364 1,935 0,434 -0,248 -0,688 4,207 0,997 0,716 0,023
MR -19,361 0,515 -1,673 0,775 1,899 -11,254 -19,873 15,746 -17,087
{122} LI -1,909 1,788 0,361 -0,401 -0,850 2,462 0,518 0,090 -1,096
LS -0,704 1,938 0,438 -0,258 -0,691 4,756 1,148 0,740 -0,041
MR 39,249 0,176 -0,237 0,382 1,207 22,413 26,980 -32,498 54,222
{39,54} LI -1,274 1,791 0,360 -0,410 -0,856 1,148 0,194 0,259 -0,842
LS 0,057 1,936 0,432 -0,258 -0,692 3,698 0,841 0,948 0,321
MR 3,671 0,147 -2,583 -2,303 1,106 2,306 2,327 -15,079 21,673
{39,122} LI -1,661 1,782 0,370 -0,421 -0,862 1,886 0,338 0,178 -0,933
LS -0,354 1,940 0,445 -0,263 -0,692 4,379 1,003 0,878 0,223
MR -14,434 1,110 -1,305 4,638 3,545 9,486 -19,772 21,658 -19,.417
{54,122} LI -1,894 1,781 0,362 -0,387 -0,831 2,254 0,531 0,057 -1,108
LS -0,584 1,932 0,439 -0,248 -0,678 4,708 1,186 0,691 -0,022
MR 18,133 0,621 -1,660 1,259 2,650 9,767 7,705 -14,224 32,620
{39,54,122} LI -1,557 1,791 0,365 -0,398 -0,840 1,583 0,310 0,204 -0,910
LS -0,203 1,934 0,440 -0,261 -0,684 4,150 0,977 0,872 0,218
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4.7 Conclusao

Neste Capitulo, foi construido o modelo de regressao Normal-VEG sob o enfoque
bayesiano na qual a estimagdo dos pardmetros do modelo foi utilizando os métodos de simulagdo
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), especificamente o algoritmo de Metropolis
Hasting. Além disso, foram estudadas andlises de diagndstico bayesiano sob varias medidas de
divergéncia para encontrar possiveis pontos influentes na distribui¢do a posteriori. Também foi
conduzido um estudo de simulacio para avaliar o comportamento das estimativas bayesianas dos
parametros do modelo de regressao Normal-VEG. O qual mostrou que as estimativas reproduzem
o verdadeiro valor dos parametros do modelo a medida que o tamanho da amostra aumenta.
Finalmente o modelo foi ajustado aos dados de cancer colorretal, mas desta vez usando a

metodologia bayesiana, e obteve-se resultados similares a metodologia cldssica usada.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E PROPOSTAS
FUTURAS

Neste trabalho foi introduzido um novo modelo para a modelagem de dados no inter-
valo (0,1) como uma alternativa aos modelos ja existentes, o qual foi denominado de Modelo
Normal-VEG. Para o modelo proposto foram estudadas algumas de suas propriedades, assim
como também foram desenvolvidos os procedimentos inferenciais baseadas na teoria de maxima
verossimilhanca e mediante um estudo de simulacao foram verificadas que os EMV dos parame-
tros do modelo satisfazem as propriedades assintéticas. Logo o modelo proposto foi estendido
para o modelo de regressdo, em que as varidveis regressoras estdo relacionados com a mediana
da varidvel resposta por meio de uma adequada func¢do de ligacdo. Para o modelo de regressao
foram desenvolvidos procedimentos inferéncias baseados na teoria de mdxima verossimilhanca
e verificados as propriedades assintéticas dos EMV dos pardmetros do modelo de regressao
Normal-VEG homocedastico e heterocedastico mediante um estudo de simulagdo. O modelo
de regressao Normal-VEG também foi desenvolvido no enfoque bayesiano. Foi utilizado o
método de simulagdo Monte Carlo Via Cadeias de Markov para obter a distribuicdo a posteriori
dos parametros. Métodos de diagnéstico de influencia foram desenvolvidas neste enfoque para
avaliar a robustez do modelo. A utilidade do modelo proposto foi avaliada mediante aplicacdes a
dados reais, onde se mostraram que o modelo proposto ¢ um modelo alternativo para modelagem
de dados no intervalo unitério (0, 1).

Como propostas futuras que poderiam ser desenvolvidos:

e Estender o modelo proposto para o caso multivariado;

e Propor uma classe de modelos sob outras transformacdes diferentes da funciao quantil da
distribuicdo VEG;

e Desenvolver a metodologia de andlise de diagndstico nas linhas de (COOK, 1986), para

avaliar a robustez do modelo desde uma perspectiva classica.
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ANEXO

FUNCAO ESCORE NORMAL-VEG

9((8) _ . o . .
77 | 3_p = 0, obte-se uma expressdo para § da seguinte maneira

Resolvendo a equagdo

o & [log(y)] 4 — 1
i = sy [logt)
i=1 A
na qual tem-se que
o8 [Hosly)) * 1
i3 A
Tem-se também que 82(/;9 ) = —n, que € menor que zero o que garante a unicidade do estimador.

Logo a fun¢do escore em relagdo a 6 é dada por

Ol I
T

>

]
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Assim, € obtido

2

2 N-A—
Também tem-se % = —% -y, {H’g(ﬁ¢ , que € negativo.
E em relacdo a A tem-se que a fungdo escore é dada por
al(9) &
a(x = Z{ —log(y;)] ™ — % Y [log[—log(y:)][log(y:)] *} 13 Z{ —log(y))] * — 1}

i=1
252 n s

-7 Z{{ —log(y;)]~* — 1]log[—log(y:)] [log(y;)] *} — log[log(y:)] ~*.
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ANEXO

FUNCAO ESCORE PARA O MODELO DE
REGRESSAOQ

Seja
U(B.7.2) = (Up(B.5.2) Us(B, 5. 1) Uy (B.7.0))

os componentes do vetor U g(B,7,1) sdo obtidas da seguinte forma

iaf dV,’ 8nl,~ 1
aﬁ, & v, dmop, T T

dli(@) ¢{5[0(yi:A) — O(vis A)]} [-6:90(vi: A)]
Vi ¢{5[0(yisA) — O(vi; A)]} Vi

= —&’{&[Q()’BM—Q(Vﬂk)])} [ 10;(& )])L+l
_ &{8[o0iA) - o(vis M)}
vi[—log(v;)]*+!
B ow;
— vi[—log(vi))Atl

em que w; = &[0 (y;) — Q(v;)]. Além disso, % = dn'“ = g](]v,-)’ emque g(x) =~ € 8[3; = Xjr.
d\/i

Logo, os componentes de Ug (B, 7,2 ) tem a forma

& oW Xir
8l3r S vil—log(vi))A 1 g1 (vi)

M

Matricialmente pode ser expressado por

Ug(B,7.2) =XTAWG,V,
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ANEXO B. Funcgdo Escore para o Modelo de Regressdo

,emqueV; = W,paraz—l

em que X é a matriz modelo em relagéio a B, A = diag{6~} W = diag{w;}, G| = dlag{ @ }
V=W,.,V)T
Também pode-se obter os componentes de U (B, T, 1) da seguinte forma

i 86 d5,' 87]2,'
aTk 85

2 dny; 91, =1,....q
c
oli(e) _ 1+¢{5[ (yisA) = Q(vi; )]}
d6; 6  ¢{Gi[Q0visA) —Q(vis A)]}
1
= 31—3[Q(y1, )= Q(vi; M)][Q(yis A) — Q(vis )]
1 &o0ir) - oAl
a 5,' 6i
B 1 w%
RS
emque(ﬁil:?:ﬁ,e%—

= 5. Logo temos que a expressdo para cada componente do
U:(B,7,1) é dado por

k=1,....q.

o) (1 w_Z) S
aTk i=1 61' 61' g2(5i),

Matricialmente pode-se expressar como
U:(B,7,1)=8"G,T,

em que S matriz modelo em relacdo a 7, G, = diag { } = (T,..

2
1 Wi
= ) eli= FIR
Por dltimo a fungdo escore para A € obtida derwando € (@) em relagdo a A, e serd dada pela
seguinte expressao

Ul(ﬁ7tﬂl) = i

* {-togton* { 5 +1ogl-tog)] | - (tog(v] * { 1 +1ogl-tog(v] |}
— Zlog[—log(yi)]-

i=1
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ou seja

em que

Ly =

e g(x) =

C

MATRIZ DE INFORMACAO OBSERVADA

O cilculo dos elementos da matriz Jgg € da seguinte maneira

%l (@ i (@) dv; \ dv; dny;
aBraBS i=1 avl avl drlli dnli aBs ir
82g ii{ 5Wl 1 } 8\/1' 8171,-)6.
aﬁraﬁs =0 [—log(vi)]A+1 g1(vi) | dmui 9Bs "

0 ow; 1
8v,( vi[—log(vi)|* 1 g1(v. ))

Finalmente, tem-se que

%@
8Br8ﬁs

9 {6(6[Q<y, A) - 0(vi zm} ! +5i(5[Q(yz )= 0(sA)) 3 1
IV vi[—log(v;)]**! g1(vi) vi[—log(v;)]+1 Vi §1(Vi)
8?2 — {{[log(vi)**! — (A + 1)[—log(vi)|*}87[Q(yi: ) — Q(vis 4)]}
{vil—log(vi)F11241 (v)
+5i(5i[Q(yi;7L)—Q(Vi;l)]) —&1(vi)
vil—log(vp)]* 1 (g1(vi))?
—82— {[log(vi)* ! = (A+ D[—log(v) [} [8wil} i (v)
(vil—log(v)- )21 (v) vil-log (V)1 (41(v))?
dg(x)
)
Z( — [~log(v)|*[~log(v)] — A — Udw; __ Swigi(v) ) .
(vil—log(vi) 1)1 (v) vil—log(vi) (g1 (vi))? ) a1 (v)™"

Matricialmente € expressado da forma

Jpg =X"W,G X,
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em que G = dlag{ } W, =diag{W;}, e

W, — 9 =[log( v,] [[ log Vil—A—1]6wi Siwig1(vi)
i (vil-log(v)F )21 (vi) vil—log (V)1 (g1 (v)?”
Também, pode-se obter J ¢ da seguinte maneira
PRIAC i 9 (dli(@) d&; \ d§; anz,
8Tk8rl =00 a8 dmp;i ) dny d7
ou seja
9’((9) :ii L (&[o0uA)—0(vsM)])*] 1 d§; I g
8Tk8q =1 851 5, 51 (5) dT[z, 81:,
em que
L9 (1 (Gler) Q(vi;xmz] 1 )
, = -
£2(6;)

Ry . +%( 57 (5 - dtewar) - ot )
)

d
1 L 1= i ) (=&(6
_ (_ﬁ—(Q(y,-;/l)—Qw,,M)2 NON o0 5,) — (<gf<2<§i)>)2)
- —(1+82[Q(is A) — O(vis )*)$2(6;) — 6:(1 — 82[Q(yis A) — O(vis A)]H)2(8)
5,'2<g2<6i))2
2

Finalmente, tem-se que

%0(@ L 1—|—w)_ (1 — 1)2( 5) I o
81’,491'1 Z( 8242(5;) 82(82(68:))? )gz(Si)S'lS’k'

Matricialmente pode-se escrever como

i=1

Jer =S"W,G,8,

: —(14w?) & 5
em que W, = diag{W»;}, sendo W; = sgg;r(v;;)) — 532 (ng ();’)2)(2 ).

Além disso, também pode-se calcular a expressdo para Jg, com elementos que sdo calculados

da forma
826 i ) d6,- 87]2,- dv;
aﬁrafk l:ZI , ( &v, ) dT[zl' 8rk dT[]ixm
em que
J (9&((1))) J (55[Q(yi;l)—Q(Vi;7t)]) _ 26800 A) —Q(visA)] 2wi
26 \ dv; 26; vi[—log(v;)]A ! vi[—log(v;)]A+1 — vi[—log(v)A 1

Assim, cada elemento da matriz J g, terd a seguinte expressao

0M(p) ¢ 2w; 1 1
IBIT Z{ vi[—log(v )]“1} PCIRAC Vi)
" 1
3 <

XirSif-

,:1{ log(.)]“l} 82(8) & (1)
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Matricialmente pode-se expressar como

JBT :XTW3G1G2S7
em que W3 = diag{Wj;}, sendo W3; = W

Também, tem-se que os elementos para Jg, ¢ dado por

[—log(yi)] ™ (3 +log[-log(y)]) | x
g1(vi)

92(@) n 8 [ [-log(vi)]™* (3 +log[—log(vi)]) —
aﬁrax ,;I vi[—log(v;)]*+!

—_

& w4 D) —log(WIF x,
L o B

Os elementos de J;; € dado por

82€ u ZWi 1 _ 1 Si
e = X tonts0l ™ { 7+ topl-tox) [-tog(v) {7 -+ogl-log(vi) } |
2u(p) o . .
8%2 ; —O(vis )" +[0(yisA) — O(vis M)][O(yis A) — O(vis )]
em que O(.) = dQ(.)/dA, e O(.) = d*Q(.)/dA>. Assim, temos que
—l10 i (- —lo i A (-
003i2) - 0(vi) = BN I ogl-tog(y) f - LS {2 ogt-togw) |
€
.. —1 i —A
0ii) - 0vih) = B LS Siogl-tog()] + (ogl-1ogr))
_ N—A
ol 2 {2 Jhogl-tog(v)] + {logl-log(vi))? |



