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Resumo

Neste texto estudamos alguns resultados obtidos por Nguyen Cong Phuc e Monica Torres no
artigo “Characterizations of the Existence and Removable Singularities of Divergence-measure
Vector Fields” [PT] a respeito da caracterizagao de solugoes e de singularidades removiveis da
equacao

div F' = p,

no qual g é uma medida e F' é um campo vetorial continuo ou de classe LP. Para realizar
tal estudo, sao apresentadas defini¢oes e propriedades sobre os campos vetoriais de medida-

divergéncia, medidas de Hausdorff, capacidade de Sobolev e fungoes de variagao limitada.

Palavras-chave: Campos vetoriais de medida-divergéncia. Resolubilidade. Singularidades

removiveis. Andlise Harmonica. Teoria Geométrica da Medida.






Abstract

In this text we study some results obtained by Nguyen Cong Phuc and Monica Torres in the
paper “Characterizations of the Ezistence and Removable Singularities of Divergence-measure
Vector Fields” [PT] regarding the characterisation of solutions and removable singularities of

the equation
div F' = p,

where p is a measure and F' is a continuous or LP vector field. To perform this study, the text
presents definitions and properties on divergence-measure vector fields, Hausdorff measures,

Sobolev capacity and functions of bounded variation.

Keywords: Divergence-measure vector fields. Solvability. Removable singularities. Har-

monic Analysis. Geometric Measure Theory.
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Introducao

O presente projeto de mestrado tem como objetivo a leitura do artigo “Characterizations
of the Existence and Removable Singularities of Divergence-measure Vector Fields”, de Nguyen
Cong Phuc e Monica Torres [PT], e o estudo de resultados nele obtidos a respeito da caracte-

rizacao de solugoes e de singularidades removiveis da equacao
div F' = p, (1)

no qual x é uma medida e F' é um campo vetorial continuo ou de classe LP, para 1 < p < oc.
Campos vetoriais de medida-divergéncia aparecem em algumas areas de equacgoes diferenci-
ais parciais, como as leis de conservacao nao-lineares. E sabido que solugoes de entropia u(t, x)
para o sistema
up + div, f(u) =0,

comz € R, noqual u: Ry x R* 5 R™e f = (f1,..., fm) com f; : R™ - R4 j=1,...,m,
pertencem a algum espaco LP (R‘fl), com 1 < p < 00, ou podem até mesmo ser medidas. Mais

ainda, u satisfaz a desigualdade entrépica
n(u); + divyq(u) <0

no sentido das distribuigoes, para qualquer par (n,q) de fluxo entropia-entropia convexo (veja
[Da]). A desigualdade entrépica e o Teorema de Representacao de Riesz levam a conclusao de

que existe uma medida j,, em R4 tal que

divy.(n(u), g(w)) = ping

e, portanto, F, = (n(u),q(u)) é um campo de medida-divergéncia.

Como referéncias para estudos sobre os campos vetoriais de medida-divergéncia apontamos
os artigos [CF1,CF2,CT,CTZ1,ACM,Si|. Para detalhes sobre a conexao e aplicagoes de campos
de medida-divergéncia a leis de conservagao, referimos ao artigo [CTZ2].

No Capitulo [1] ¢ fixada a notacao utilizada ao longo do texto, sao apresentadas defini¢oes
basicas e sao enunciados alguns resultados de Teoria da Medida, Distribuigoes, Anélise Funci-

onal e Andlise Harmonica.
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No Capitulo [2| sao apresentados campos vetoriais de medida-divergéncia, esclarecendo o
significado da equagao div F' = p.

O Capitulo 3]é dedicado as medidas de Hausdorff. Na Secao|[3.1], sao apresentadas defini¢oes
e propriedades classicas de tais medidas. A Secao apresenta uma demonstracao detalhada
do Lema de Frostman.

O Capitulo |4/ apresenta o conceito de capacidade de Sobolev e suas propriedades, bem como
certas relagoes da capacidade de Sobolev com medidas de Hausdorff e campos vetoriais de
medida-divergéncia.

O Capitulo|5|trata das fungoes de variacao limitada e dos conjuntos com perimetro finito. A
Se¢ao[5.2/traz uma demonstracao da férmula de co-drea para fungoes de variagao limitada. Jé na
Secao sao demonstradas duas desigualdades denominadas isoperimétricas e a desigualdade
boxing.

No Capitulo @ sao demonstrados os teoremas principais do artigo [PT]. A Segao apre-
senta resultados a serem utilizados nas demonstragoes. Na Secao sao demonstrados os
teoremas que caracterizam a existéncia de solugbes para (1) em LP, divididos em trés faixas
diferentes de valores de p, enquanto o resultado sobre a resolubilidade continua de é de-
monstrado na Secao [6.3]

Finalmente, no Capitulo |7/ é apresentada, como uma aplicacao para os teoremas de resolu-
bilidade do Capitulo @, uma caracterizagao para singularidades removiveis da equagao . O
resultado para campos L? é demonstrado na Secao 7.1, enquanto que para campos continuos a
demonstragao é feita na Secao [7.2]

Um apéndice ao final do texto apresenta algumas defini¢oes da Teoria Geométrica da Medida
que generalizam o conceito de fronteira para conjuntos com perimetro finito, bem como algumas

propriedades dessas fronteiras generalizadas.

Resultados principais

Os principais resultados de resolubilidade que serao demonstrados nesta dissertagao sao:

Teorema 0.1. Suponhan >2en/(n—1) <p < oo. Se F € LP(R",R") é solugdo de divF = p,

para alguma medida de Radon positiva i, entdo p possui energia-(1,p) finita, ou seja,

[ @ ds < .

no qual I; € o potencial de Riesz de ordem 1 definido por

L) = / ).

o |z =yl
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Reciprocamente, se p € uma medida de Radon positiva com energia-(1,p) finita, entdo existe

um campo vetorial ' € LP(R™,R™) tal que divF = p.
Teorema 0.2. Se u ¢ uma medida de Radon positiva tal que
w(B(z,r)) < Cr"~t,  para todo r > 0,z € R", (2)

para alguma constante C' > 0, que independe de x e r, entao existe um campo vetorial
F € L*(R",R") que satisfaz divF = p. Reciprocamente, se F' € L>(R", R") € tal que divF =
para alguma medida de Radon positiva p, entao p satisfaz a propriedade .

Teorema 0.3. Seja pp uma medida de Radon positiva em um conjunto aberto nao-vazio U C R™.

Entao, as propriedades abaixo sao equivalentes:
(i) A equagdao div F' = p possui uma solug¢do continua F : U — R™.

(ii) Dados € > 0 e um conjunto compacto K CC U, eziste 0 > 0 tal que

/ s@du‘ SE/ IVsoldx+9/ o] da
n Rn n

(iii) Para qualquer conjunto compacto K CC U,

{M(B(JUOJ"))

rnfl

para toda ¢ € CF(K).

lim sup sup
§—0t IOGK

:0<r<5}:0.

(iv) Para qualquer conjunto compacto K CC U,

lim sup sup{ / udu‘ cu € CX(B(xo,9)),||Vulls < 1} =0.

§—0t CEOEK

Utilizando os resultados de resolubilidade, mostraremos os seguintes teoremas que caracte-

rizam a existéncia de singularidades removiveis para :

Teorema 0.4. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que £ C U C R",
p uma medida de Radon com sinal em U tal que p(E) =0 en/(n—1) < p < oo (ou seja,
1 <p <n). Secapyy(E,U) =0, entio toda solugio F de

divF=p emU\E, FelL! (UR") (3)

loc

¢ uma solucao de

divF=p emU, Fell (UR"). (4)

loc

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F solucdo de 1} e suponha

que toda solucao de (3) € também solugdo de . Entao, necessariamente, cap; (E,U) = 0.
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Teorema 0.5. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que £ C U C R",
e 1 uma medida de Radon com sinal em U tal que p(E) = 0. Se H"Y(E) = 0, entdo toda
solucao F' de

divE=u emU\E, FeCUR") (5)
¢ uma solucao de
divEF=up emU, FeCUR". (6)

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F solucdo de @ e suponha

que toda solugao de (D)) € também solugao de @ Entao,
HTE(E) =0

para qualquer € > 0. Ou seja, a dimensao de Hausdorff de E nao pode ser maior que n — 1.




Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, fixamos a notagao utilizada ao longo do texto, e apresentamos defini¢oes
e resultados de Teoria da Medida, Distribuicoes, Analise Funcional e Anélise Harmonica que

serao tteis para a compreensao completa do contetido aqui apresentado.

1.1 Notacoes

Denotaremos por x = (x1,- -+, x,) a varidvel espacial em R", n > 1. A fronteira e o fecho de
um conjunto X C R” serdo denotados por X e X, respectivamente. Indicaremos por B(z, )
a bola aberta de centro z e raio r > 0. A bola fechada serd indicada por Blz,r|. A notacao
V CcC U significard que V estd compactamente contido em U, ou seja, V é compacto e V C U.

A notagao C¥(U) indicara o conjunto das fungoes k vezes diferencidveis em U e C*°(U) o
conjunto das fungoes infinitamente diferencidveis em U.

O produto interno e a norma usuais em R"™ serao denotados, respectivamente, por

e
2] = (& )%,
-1 s 0
Denotamos por 8" " = {x € R" : |z| = 1} a esfera unitdria em R". Escrevemos 0; = 3. ¢
Ly
V=(0,...,0,). Se F: R" — R™ é um campo vetorial, denotamos
Uma n-upla o = (a1, ..., o) € Z7 é chamado um multi-indice. Definimos

n
la| = E aj, al=alas!. ..l
J=1

5



Capitulo 1. Preliminares

e para r = (x1,...,2,) € R,

o a1 Q0
¢ =a'xy? .

Qn
n

Denotamos 0% = 07" ... 05".

Sen € N e F é um espaco vetorial normado, real ou complexo, denotamos E" = Ex -+ X F|
n vezes o produto cartesiano de E. Denotamos por E* o espaco dual de E, ou seja, o conjunto
dos funcionais lineares continuos f : £ — R se E é um espaco real, ou f : £ — C se £ é um
espaco complexo.

A medida de Lebesgue em R™ serd denotada por L£". Usaremos dx para indicar integragao

com respeito a medida de Lebesgue. Denotamos por Xg a fungao caracteristica de F, ou seja,

1, sex el
0, sex ¢ E.

Claramente, L"(F) = / Xg(x)dz. A notacdo ][ f du serd usada para indicar a média de f
n E

em £ com respeito a uma medida p, ou seja,

]ifduzﬁ/Jﬂfdu-

Quando uma propriedade for valida no complementar de um conjunto de medida nula,
diremos que tal propriedade é verdadeira em quase toda parte ou em quase todo ponto, o que

serd abreviado como ¢.t.p. (ou p-gq.t.p., quando desejarmos explicitar a medida para evitar

ambiguidade).

Para 1 < p < oo, denotamos por LP(X) (ou LP(u), LP(X, 1), quando quisermos ser mais
explicitos) o espaco de Banach das fungdes p-mensuraveis de X em C, com norma || - ||, dada
por

I£1l, = (/X |f|”du>p < .

Para evitar ambiguidades sobre X ou p, denotaremos em alguns momentos

-l =11 llercey = 1 e

Denotamos L>(X) o espago de Banach das fungoes essencialmente limitadas de X em C, ou
seja, f € L®(X) se existe C' > 0 tal que u({x € X : |f(x)] > C}) = 0. Uma norma em L*(X),

denotada || - ||o0, é dada por
1flloe = esssup(|f]) = mf{C" > 0: p({z € X+ |f(z)] > C}) = 0}

Por L} (X) denotamos o espago das fungoes f de X em C tais que, para cada aberto U CC X,
tem-se f € LP(U).

6



1.2. Topicos de Andlise Funcional

Dentro do contexto dos espagos LP, para 1 < p < oo, denotamos por p’ 0 expoente conjugado
de p, ou seja, p’ = % Observe que p’ satisfaz — + — = 1. Em particular, se p = 1, entao
definimos p’ = 0o. Analogamente, se p = 0o, definimos p’ = 1.

Seja U C R™ aberto e f € L}, (U). Dizemos que g; € L},.(U) é a derivada parcial fraca de

f com respeito a x; em U, 1 < j <mn, se

[ ropin=— [ g0
U U

0
/ = g; e, quando todas as derivadas fracas

para toda ¢ € C}(U). Denotaremos 9;f = Er
Lj

existirem, Vf = (01 f,...,0nf).
Seja 1 < p < oo, Q C R™ aberto e ¢ € C*(2). Defina

1/p 1/p
usoul,p:(/ lepdﬂf) +(/ |V90|”d1‘) |
Q Q

O espago de Sobolev W1P(Q) ¢ definido como o completamento de

{p e () : [lollp < oo}

com respeito a norma || - [j1,. Ou seja, uma fungao u estd em WHP(Q) se, e somente se,
existe uma sequéncia {¢;} C C®(Q2), com ||¢;||1, < 00, tal que ¢; — u em LP(2) e o limite
lim; 00 Vip; em LP(Q) existe. O limite lim; o, Vip; é chamado de gradiente de u em W'P(Q),
¢ denotado por Vu, e estd unicamente definido em LP(Q2). Como consequéncia, se u € WHP(§),
entdo u € LP(QQ) e Vu € LP(Q).

Definimos a funcao Gama para x > 0 por

F(w):/ t" et dt.
0

Para simplificar a escrita em véarios pontos do texto, denotaremos f(x) < g(x), Va € A,
quando existir uma constante C' > 0 tal que f(z) < Cg(x), Vz € A.

Por fim, um par de nomenclaturas de Topologia. Um conjunto X é um espaco topolégico
de Hausdorff se, dados p,q € X, com p # ¢, existem abertos U,V em X taisquep e U, g €V,
e UNV = @. Um espaco topologico X ¢é dito localmente compacto se todo ponto de X possui

uma vizinhanca cujo fecho é compacto.

1.2 Topicos de Analise Funcional

Nesta secao, apresentamos definicoes e resultados de Anélise Funcional que serao utilizados

ao longo do texto. Os livros [B] e [O] podem ser consultados para maior aprofundamento.




Capitulo 1. Preliminares

Definigao 1.2.1. Sejam X um espago vetorial normado e A : X — C um funcional linear.
Definimos a norma de A por [|[A]| = sup{|Az| : z € X,|z| < 1}, e dizemos que A é um

funcional linear limitado se | A|| < oc.

T

A
Observacao 1.2.2. Dado qualquer z € X \ {0}, temos H = ‘A <H
x T

Az < [[Aflljz]l, Vo € X

)’ < ||A]]. Entao,

Teorema 1.2.3 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espago vetorial sobre o corpo I, que

aqui pode ser R ou C, e g : X — [0,00) tal que

gz +y) <g(x)+9(y), VryeX,
glax) = |a|g(z), Vzre X,VaecF.

Se f:Y — F é um funcional linear definido num subespago vetorial Y C X, sobre F, com

lf(y)| < g(y), Yy €Y, entao existe uma extensao linear F: X — F de [ que satisfaz
|F(z)] < g(x), VeelX
Uma demonstragao para o Teorema acima pode ser vista em [O)].

Corolario 1.2.4 (Hahn-Banach). Sejam X um espaco vetorial normado e Y C X um su-
bespaco, ambos sobre o mesmo corpo F. Entao todo funcional linear limitado f:Y — F possui

uma extensdo linear limitada F : X — F com ||F| = || f]].

Demonstracao. Basta tomar g : X — [0,00) dada por g(z) = || f|||lz]|, a qual satisfaz as
hipéteses do Teorema [1.2.3] Assim, existe uma extensao linear F' : X — F de f com
|F'(z)] < |If|llz]]. Logo, F é limitado e ||F|| < ||f|]. Como F ¢é uma extensdao de f, temos
que [[fl < [IF]. Segue que [[F] = [If]] O

O lema a seguir serd bastante 1til em teoremas que apresentaremos no Capitulo [6|

Lema 1.2.5. Sejam X eY dois espacos vetoriais normados e T : X — Y uma isometria linear,
ou seja, | T(x)|ly = ||z]x, para todo x € X. Entdo, sua aplicagio adjunta T : Y* — X*,
definida por T*(g)(x) = g(T(x)), € sobrejetora.

Demonstracao. Seja f € X*. Como T é uma isometria, entao T é injetora. Desse modo, fica

bem definido o funcional linear gy : T'(X) — F dado por

Note que, para todo x € X,

190(T'(@))| = |f (@) < WA=l = IANT )]y -




1.2. Topicos de Andlise Funcional

Entdo, pelo Teorema [1.2.3] existe g € Y™ tal que g(T'(z)) = go(T(x)) para todo z € X, de
modo que

T"(g)(x) = g(T'(x)) = 9o(T'(x)) = f(x)
para todo x € X. Portanto, f = T*(g), provando que T™* é sobrejetora. O

Observagao 1.2.6. Sobre o lema acima, encontrado em [MRT], é interessante apontar algumas
informacoes a respeito. Primeiro, nao foi necessaria nenhuma hipétese relacionada a completude
X ou Y. Segundo, nao podemos trocar a hipétese de T ser uma isometria por 1" ser injetora,
como exemplificado a seguir. Considere X =Y = (* (= L?(N, 1), no qual p é a medida de

contagem), e denote x € £% por = (T, )nen- Seja T : 1> — (% dada por

Tiw) = (‘%) neN

Nao ¢ dificil verificar que 1" é um operador linear limitado injetor, mas nao é uma isometria.

Além disso, temos que T* = T, que nao é sobrejetor.

Definicao 1.2.7. Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto. Dizemos que uma
funcao f : X — C se anula no infinito se, para todo € > 0, existe um conjunto compacto
K C X tal que |f(z)| < e, Vo ¢ K. Denotamos a classe das fungoes continuas em X que se

anulam no infinito por Cy(X).
Definicao 1.2.8. Seja X um espaco topoldgico.

(i) Denotamos por C(X) a classe das fungoes em C.(X) com valores reais nao-negativos, ou
seja, CH(X) ={f € C.(X) : f(X) C[0,00)}.

(i) Um funcional linear A : C.(X) — C é dito positivo se Af € [0,00) para toda f € CH(X).

Teorema 1.2.9. Se X é um espago de Hausdorff localmente compacto, entio Co(X) € o comple-

tamento de C.(X) com respeito a métrica definida pela norma do supremo: || f|le = sup |f(x)].
zeX

Demonstragao. Devemos provar que C.(X) é denso em Cy(X) e que Cy(X) é um espago métrico
completo. De fato, dados f € Co(X) e € > 0, por definigao, existe um compacto K tal que
|f(z)| < e fora de K. Pelo Lema de Urysohn (ver [R2, p. 39]), existe uma fungao g € C.(X) tal
que 0<g<leg=1lem K. Tome h = fg. Entao, h € C.(X), pois supp(h) C supp(g). Além
disso, temos |f(x) — h(x)| = 0 quando = € K, e |f(z) — h(z)| = |f(x)||1 — g(x)| < & quando
z ¢ K. Logo, ||f — h||s < €, provando que C.(X) é denso em Cy(X).

Agora, seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em Cy(X). Logo, (f,) converge uniformemente
para uma funcao continua f, pois o espago das fungoes continuas é completo com respeito a
métrica do supremo. Dado € > 0, existem n € N tal que || f,, — f]loc < €/2 e um compacto K tal
que | f(z)| < /2 fora de K. Logo, para x ¢ K, |f(x)] < ||f — fullo + |fu(z)| < €. Portanto,
f € Co(X), ou seja, Co(X) é completo. O
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1.3 Tépicos de Teoria da Medida

Nesta secao, apresentamos definicoes e resultados de Teoria da Medida que serao utilizados
ao longo do texto. Exceto quando apontado o contrario, as demonstragoes omitidas nesta secao
podem ser encontradas em [F2] ou [R2].

Seja P(X) o conjuntos das partes de X.

Defini¢ao 1.3.1. Seja X um conjunto. Uma aplicagdo p : P(X) — [0,00] é uma medida

exterior em X se

(i) (U5 ) < 3202, n(Ej).

Definigao 1.3.2. Seja p uma medida exterior em X. Um conjunto A C X é u-mensurdvel se,
para cada B C X,
u(B) = p(BNA)+pu(B\A).

Definigao 1.3.3. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma dlgebra em X é uma colegao nao-vazia

A de subconjuntos de X tal que
(i) se By, By, ..., By, € A, entao UL E; € A;
(i) se F € A, entao X \ F € A.
Uma o-dlgebra em X é uma dlgebra tal que, se {£; : j € N} C A, entdo UX, F; € A.

Observe que as definigbes acima implicam que algebras (respectivamente, o-dlgebras) sao
também fechadas sob intersegoes finitas (respectivamente, enumerdveis). Mais ainda, se A é

uma dlgebra em X, entdio g € Ae X € A.

Definicao 1.3.4. Uma medida, ou medida real positiva, em um conjunto X é uma funcao

p: M — [0, 00], no qual M é uma o-adlgebra em X, tal que

(ii) se () é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em 9, entdo p(U, Ey) = > 22 p(Ey).

Se 1 é uma medida exterior em X, emtao a colecao 9t dos conjuntos p-mensuraveis é uma
o-dlgebra. A restri¢ao de p a 9, denotada por pfoyn, é uma medida.

Ao longo do texto, 9 denotara sempre uma o-algebra. Um espaco de medida é uma tripla
(X, 9, 1), no qual X é um conjunto, M é uma o-dlgebra em X e p é uma medida definida em

M. As propriedades bésicas de uma medida positiva sao as seguintes:

10
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Teorema 1.3.5. Seja (X, M, ) um espago de medida.
(i) Se E,F € M e ECF, entiao p(E) < p(F);
(i1) se E; € M, j € Ly, entdo p(Us2, E;) < 3777, u(Ej);
(iii) se B; €M, j € Zy, e By C By C ..., entdo p(U2, Ej) = ]1L1£10M(Ej);

(w) se E; € M, j € Zy, By D Ey DO ..., e p(E,) < oo para algum n, entdo
(M52 Ey) = lim u(E;).
Definigao 1.3.6. Uma medida com sinal em X é uma fungao v : 9t — [—o0, 0o] tal que

(i) »(2) = 0;

(ii) v assume, no maximo, um dos valores +o0;
o0

(iii) se (E;) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em 9, entdo v(Uj2, E;) = > 7, v(Ej),

no qual a soma converge absolutamente se (U2, Ej) < oo.

Toda medida é uma medida com sinal. Quando a énfase parecer necessaria, chamaremos
uma medida de medida positiva.

As propriedades (iii) e (iv) do Teorema [1.3.5 permanecem vélidas para medidas com sinal.
Definicao 1.3.7. Uma medida complera em X é uma funcao v : 9 — C tal que
(i) v(2) =0;

(ii) se (£;) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entdo v(UX, E;) = > 7=, v(E}),

no qual a soma converge absolutamente.

Em particular, valores infinitos nao sao permitidos. Uma medida positiva é complexa se, e

somente se, for finita.
Definicao 1.3.8. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto.

(i) Uma medida p é dita ser uma medida de Borel em X se estiver definida na o-algebra de
Borel em X.

(i) Uma medida positiva p em X ¢é chamada o-finita se X ¢é uma unido enumeravel de

conjuntos E; com p(E;) < oo.

(iii) Uma medida positiva g definida em uma o-dlgebra 9t é completa se, para todo E € 9
com u(E)=0e F C E, tem-se F' € M.

11
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(iv) Se p é Borel positiva em X, um subconjunto boreliano £ C X é reqular exterior se

p(E) =inf{u(V): E CV, V aberto}.

(v) Se u é Borel positiva em X, um subconjunto boreliano E C X é regular interior se
pu(E) =sup{u(K): K C E, K compacto}.

(vi) Se todo subconjunto boreliano de X é, simultaneamente, regular exterior e interior, entao

w1 € dita uma medida regular.

Definicao 1.3.9. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto e ;# uma medida em X.
Dizemos que p é uma medida de Radon se p é uma medida de Borel em X tal que pu(K) < oo
para todo K C X compacto, regular exterior para todos os borelianos de X, e regular interior

para todos os abertos de X.
Exemplo 1.3.10. A medida de Lebesgue £" em R" é uma medida de Radon.

Exemplo 1.3.11. A medida de contagem em (X, 91) é definida por

#E, se E ¢ finito,
c¢(E) =

0, se F ¢ infinito,

no qual #E denota a cardinalidade de F.
Se (X,9M) = (R*,P(R")), a medida de contagem nao é uma medida de Radon pois, por
exemplo, ¢(B0,1]) = oc.

Definicao 1.3.12. A restricio de uma medida p# em X a um conjunto mensuravel A C X é
definida por
(kL A)(B) = w(AN B),

para B C X mensuravel.

Teorema 1.3.13 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (X, 0, 1) um espago de medida.

Se (fx) € uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis nao-negativas tais que f; < fi11 para todo j,
e f= lim fg, entdo/f: lim /fk

k—o0 k—o0
Lema 1.3.14 (Lema de Fatou). Se (fx) € uma sequéncia qualquer de fung¢oes mensurdveis

/(11/?—1>l£f fk> < h,fﬂigf/fk'

Teorema 1.3.15 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (fi) uma sequéncia em L' tal

nao-negativas, entao

que

12
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(i) fx = f atp;
(ii) existe uma fungdo nao-negativa g € L' tal que |fy| < g q.t.p. para todo k.

Entao, f € L* e/f:klim/fk.
—00

Para o préximo resultado, a respeito da integracao de fungoes em X XY, considere a seguinte

notacao: f,(y) = f(z,y) para cada x € X, e f¥(z) = f(x,y) para cada y € Y.

Teorema 1.3.16 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam (X, 9, 1) e (Y, N, v) espagos de medida

o-finitos.

(i) (Tonelli) Se f é uma fung¢do mensurdvel ndo-negativa em X X Y, entdo as fungoes

g(x) = [y fadv e h(y) = [ fYdu sao fungdes mensurdveis nao-negativas e
d = d d
raxn = [ | stena] auw

- [ |[ e ant)| v (11)

(ii) (Fubini) Se f € L'(u x v), entao f, € L'(v) para q.t.p. x € X, f¥ € L'(n) para q.t.p.
y €Y, as fungées definidas q.t.p. g(x) = [, fodv e h(y) = [, fYdu estio em L' () e
LY(v), respectivamente, e vale (1.1)).

XxY

Teorema 1.3.17 (Lebesgue). Toda funcao real mondtona possui derivada em L'-g.t.p. x € R.

Uma demonstragao elementar para o teorema acima pode ser encontrada em [RS, pp. 5-9].

Nesta referéncia, o teorema ¢é utilizado como ponto de partida para a Teoria de Lebesgue.

Definicao 1.3.18. Seja p uma medida positiva numa o-algebra 91, e seja A uma medida

arbitraria em 99, que pode ser positiva ou complexa.

(i) Dizemos que A é absolutamente continua com respeito a p, e denotamos A\ < pu, se

W(E) =0 = \E) = 0.

(ii) Dizemos que A é concentrada em A se existe A € M tal que A(E) = A(E N A), para todo
E € M, ou equivalentemente, tal que A(E) = 0 sempre que EN A = &.

(iii) Dizemos que duas medidas Ay e Ay em 9 sdo mutuamente singulares, e denotamos
A1 L Ao, se existem conjuntos disjuntos A e B tais que \; é concentrada em A e Ay é

concentrada em B.

A seguir, apresentamos um exemplo no qual as medidas nao sao absolutamente continuas.

13
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Exemplo 1.3.19. Seja {r1,79, ...} uma enumeracao do conjunto Q e defina
1
wA) =) o
TjEA

1
Sabemos que £'(Q) = 0, mas p(Q) = > rseQ 2= 1. Logo, p nao é absolutamente continua

com respeito a L.

Teorema 1.3.20 (Teorema da Decomposigao de Hahn). Se v € uma medida com sinal em X,
entdo existem conjuntos mensurdveis P e N tais que v(E) > 0, para todo E C P mensurdvel,
v(F) <0, para todo FF C N mensurdvel, PUN = X e PNN = @. Se P' e N' € outro par
com tal propriedade, entao v(P A P') = v(N A N') =0, no qual AN B denota a diferenca

simétrica entre os conjuntos A e B, ou seja,
ANB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

Teorema 1.3.21 (Teorema da Decomposicao de Jordan). Se v é uma medida com sinal em

X, entao existem medidas positivas vt e v, inicas, tais que v =vt — v~ evt L v,

As medidas vt e v~ sdo chamadas de parte positiva e negativa de v, respectivamente. v e

v~ sao concentradas, respectivamente, nos conjuntos P e N do Teorema
Definicao 1.3.22. Se v é uma medida com sinal, definimos sua variacdo total por
lv|=vt +v.
Claramente, |v| define uma medida.

Teorema 1.3.23 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Seja p uma medida positiva o-finita numa o-

algebra DN em um conjunto X, e seja A uma medida complera em IN.

(i) Existe um tunico par de medidas complexas A\, € Ay em M tal que A = A\, + Ag, Ay K €

As L . Se X € positiva e finita, entao A\, e As também sdo.

(ii) Emiste uma tinica h € L*(n) tal que \(E) = / hdup para todo E € .
B

Observacao 1.3.24. O item (ii) do Teorema [1.3.23| é conhecido como Teorema de Radon-

Nikodym. Sua esséncia é justamente garantir que sempre que A < p entao
ME) = / hdp
E

para alguma h € L'(u). A fungdo h é chamada de derivada de Radon-Nikodym de A com

respeito a p, e denotamos a igualdade anterior por d\ = hdpu.

14
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Definicao 1.3.25. Seja f : X — C uma fungao. O suporte de f é o conjunto

supp(f) = {x € X : f(x) # 0}. Denotamos por C.(X) o conjunto de todas as fun¢oes continuas

em X cujo suporte é compacto.

Teorema 1.3.26 (Teorema de Representacao de Riesz). Sejam X um espago de Hausdorff
localmente compacto e A um funcional linear positivo em C.(X). Entdo existe uma o-dlgebra
M em X contendo todos os conjuntos borelianos de X e existe uma unica medida positiva p

em M, dada por
p(V) =sup{Af: f € C(X), 0 < f <1, supp(f) C V},

para V C X aberto, e
w(E) =inf{u(V): E CV,V aberto},

para 2 € M, com as sequintes propriedades:
(i) Af = [ fdp para toda f € C.(X);
(i1) pu(K) < oo para todo conjunto compacto K C X;

(iii) para todo aberto E C X e para todo E € M com p(E) < oo, temos
pu(E) =sup{u(K): K C E, K compacto};

(iv) Se E € M com u(E) =0 e A C E, entio A € M.
Como consequéncia, temos que i € uma medida positiva de Radon completa.

Teorema 1.3.27. Sejam X wum espaco de Hausdorff localmente compacto e p uma medida
em uma o-dlgebra M de X com as propriedades enunciadas no Teorema|1.3.26. Entdo, para
1 <p<oo, CX) € denso em LP(p).

Definicao 1.3.28. Sejam p, ji1, ft2, . .. medidas de Radon em um espaco métrico X. Dizemos

que a sequéncia () converge fracamente para i, denotado fi; w, L, Se

i [ du = [
X

Jj—00 X
para toda ¢ € C.(X).
Os dois teoremas a seguir podem ser encontrados em [Mat, pp. 18-19].
Teorema 1.3.29. Se pq, g, ... sao medidas de Radon em R"™ satisfazendo

sup p;(K) < oo
J

para todo conjunto compacto K C R", entao existe uma subsequéncia de (u;) fracamente con-

vergente.

15
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Teorema 1.3.30. Sejam i1, o, ... medidas de Radon em um espago métrico localmente com-

pacto. Se [i; v, W entao, para todo K C X compacto e U C X aberto, temos

(1) p(K) > limsup p;(K);

j—o0
(ii) p(U) < liminf i;(U).
j—00

Definicao 1.3.31. A wariagao total de uma medida complexa v definida na o-algebra 9 é a

medida positiva |v| definida como
VI(E) =sup ) |v(E))l,
j=1

para £ € 9, no qual o supremo é tomado sobre todas as parti¢des {E;} de E.

Observe que, se v é uma medida com sinal, entao a definicdo acima é equivalente aquela
dada na Definigao [1.3.22, De fato, se £ € M, entao os conjuntos P e N dados no Teorema
1.3.20| formam uma particao de E. Desse modo,

vI(E) + v (E) = [v(P)| + [v(N)] < sup el

J 7j=1

Por outro lado, se {E;} é uma partigao de E, temos que

=2 (B + v (E;) = v (E) + v (E),
de modo que
f}ElP}Z v(E;)| < v (E) + v (E)

Da definigao acima, temos que |v(E)| < |v|(F), para todo E € 9. Mais ainda, se A é uma
medida positiva tal que |[v(E)| < A(F), para todo E € M, entdo |v|(E) < A(E).

Teorema 1.3.32. Seja v € uma medida complexa em X, entao:
(1) [v[(X) < oo;

(ii) existe uma fungdo mensurdvel h tal que |h(x)| =1 para todo v € X e dv = hdv|;

16
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(1ii) se p € uma medida positiva e g € L*(u) € tal que dv = gdu, entao d|v| = |g| du.

Definicao 1.3.33. Uma medida de Borel complexa v em X serd chamada regular se |v| for

uma medida regular.
Lema 1.3.34. Se vy e vy sao medidas complexas requlares, entao vy + vy € reqular.

Demonstracao. Primeiro, mostramos a regularidade exterior. Seja E um conjunto boreliano.

Dado € > 0, existem abertos Vi, V5 D E tais que

() < ml(E) + 5

|v2|(V2) < [1a](E) + g

Note que, para A mensuravel,
(1 + 12)(A)] < [ (A)] + ra(A)] < [1](A) + [12](A),
de modo que
1+ 12|(A) < [n|(A) + || (A).
Defina V =V, N V5. Entao V O E é aberto e
‘Ul + I/2|(V) — |V1 + VQ‘(E) = |V1 + VQ‘(V \ E)
< (VA E) 4 [ (V\ E)
< |nl(Vi\ E) + [1a|(Va \ E)

= [1|(V1) = [ [(E) + [v2|(V2) — [12](E)

<E.

Portanto,

vy + | (E) = inf{|v; + »»|(V) : E CV, V aberto}.

A regularidade interior é analoga. Existem compactos K7, Ky C FE tais que

l(B) = 5 < I (K0)

1al(E) = 5 < [l (Ko).

17
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Definindo K = K; U Ky, temos que K C E é compacto e

1+ wl(E) — | + »|(K) = | + | (E\ K)
< [nl(EN\ K) + || (E\ K)
< (BN Ky) + 12| (E\ K2)
= [ |(E) = [mn[(Ky) + |ve|(E) — |12 (K2)

<E.

Portanto,

|1 + | (E) = sup{|v1 + »|(K) : K C E, K compacto}.
[

Com as hipdteses do Lema acima também podemos concluir que v; — vy é regular, visto
que, como | — v5| = |1s|, a medida —vy é regular.

Se v é uma medida de Borel complexa numa o-algebra 9 em X, o Teorema afirma
que existe uma fungdo mensuravel h com |h| = 1 tal que dv = hd|v|. Desse modo, é natural

definir a integracao com respeito a uma medida complexa v pela formula

/dez/:/xfhd|u|.

Observacao 1.3.35. Da definicao acima, temos que, para E € 9,

V(E):/hd\y\:/XEhd]y|:/XEdz/.
E X X

/XXE d(r1 + 1) = (11 + 1) (E) = (E) + (k) = /

X

Assim,

XEdV1 —|—/ XE dl/2
X

sempre que v e vy sao medidas complexas em M e E € M. Disso, obtemos a formula de adicao

/de(y1+y2)=/deyl+/dey2,

que ¢ valida, por exemplo, para toda f mensuravel limitada.
A seguir, apresentamos alguns resultados sobre os espacos L.

Teorema 1.3.36 (Desigualdade de Hoélder). Suponha 1 < p < oo e p’ seu expoente conjugado.

Se f e g sao fungoes mensurdveis em X, entdo

1Fglly < [[fllpllgll-

Em particular, se f € LP(X) e g € L (X), entdo fg € L'(X). Nesse caso, vale a igualdade na
relagdo acima se, e somente se, existem constantes «, 3, com aff # 0, tais que a|f|P = B|9|p,

em quase toda parte.

18



1.3. Topicos de Teoria da Medida

Teorema 1.3.37. Seja (f,) uma sequéncia em LP, 1 < p < oo, e seja f € LP tal que || f, —

fll, = 0. Entao, existe uma subsequéncia (f,,) e uma fung¢io h € L tal que
(1) fro(®) = f(2) gtp.;
(1) | fr,(x)] < h(x) para todo k, em quase todo ponto.
O teorema acima estd demonstrado em [B, p. 94].

Teorema 1.3.38 (Teorema de Representacao de Riesz em LP). Suponha que 1 < p < 00, i
uma medida positiva o-finita em X e ® € um funcional linear limitado em LP(X,p). Entao

ezriste uma unica g € Lp/(X, W), P o expoente conjugado de p, tal que

o(f) = /ngdu,

para toda f € LP(X,pu). Mais ainda, se ® e g estdo relacionados como acima, entao |P| =

Iglly- Ou seja, LY (X, p) € isometricamente isomorfo ao espaco dual de LP(X, ).
A demonstracao do teorema abaixo pode ser vista em [EG, pp. 138-140].

Teorema 1.3.39 (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Suponha 1 < p < n. Eziste

1 1

p*da:)p < (/ |Vf|pd$>p,
Rn

uma constante ¢, > 0, que depende apenas de p e n, tal que, para toda f € WHP(R"),
np

([ s

O proximo teorema é uma versao local da desigualdade acima. Sua demonstragao estd
em [EG| pp. 141-142].

no qual p* =

Teorema 1.3.40 (Desigualdade de Poincaré). Para cada 1 < p < n existe uma constante

¢y > 0, que depende apenas de p e n, tal que, para toda Blz,r] CR™ e f € WY (B(z,r)),

(f |f—(f)z,rp*dy) s(f IVf|”dy>,
Blz,r] Blz,r]

€ (f)x,r = fB[m,r} fdy

np
n—p

O proximo resultado é uma generalizacao do classico Teorema de Recobrimento de Besico-

no qual p* =

vitch. Para uma demonstragao, veja |G| ou [Di].

Teorema 1.3.41 (Teorema de Recobrimento de Besicovitch). Seja S C R"™. A cada ponto
r € S associamos uma bola B(xz,r.), v, > 0, e denotamos a cole¢ao de tais bolas por 2.

Assumimos que
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(1) os raios das bolas em A sao totalmente limitados, ou seja, dado qualquer € > 0 existe
uma quantidade finita de intervalos de comprimento menor que € cuja unidao contém todos

08 Ty,
(II) a sequéncia dos raios de qualquer sequéncia disjunta de bolas em 9B tende a zero.
Entao, podemos escolher uma sequéncia de bolas (B;) em A tal que:
(1) S cU; Bj;

(ii) Existe um nimero M, que depende apenas de n, tal que qualquer ponto de R™ pertence

a, no mdximo, M bolas em (Bj);
(i1i) As bolas (1/3)B; sao disjuntas;

() Upes B < U;4B;.

1.4 Topicos de Distribuicoes

Apresentamos aqui algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados ao longo do texto.

Um maior aprofundamento no tema pode ser obtido na referéncia [H].

Definigao 1.4.1. Denotamos por C¥*(X), k € N ou k = oo, o conjunto de todas as fungoes de
classe C* em X cujo suporte é compacto. O espaco C°(X) é também chamado de espaco das

fungoes-teste.

Exemplo 1.4.2. Um exemplo de funcao-teste bastante ttil em R"™ é

Cl2

o) =T (m——) o selrl<a

0, se |z| > a.

Multiplicando ¢ por uma constante positiva adequada, obtemos uma nova funcao-teste ¢

tal que / ¢dr = 1. E util notar que supp(¢) = B0, a).
R

Definigao 1.4.3. Uma sequéncia (¢;) em C°(X) converge para zero em C°(X) se

(i) existe um compacto K C X tal que supp(¢;) C K para todo j € N;

(ii) para todo m € N, as derivadas de ordem m das fungdes ¢, convergem uniformemente a

zero quando j — 00.

Com isso, dizemos que uma sequéncia (¢;) C C2°(X) converge para ¢ € C2°(X) se (¢; — ¢)

converge para zero em C°(X).
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Definicao 1.4.4. Sejam f e g funcoes continuas em R”, uma delas com suporte compacto.

Definimos a convolugao de f e g como
frg@)= | flz—y)gy)dy= | fy)glz—y)dy.
R~ Rn
A segunda igualdade acima é facilmente verificada com uma simples mudanca de variavel.

Se f € L} (R") e ¢ € CF¥(R"), entdo f * ¢ estd bem definida e o seguinte resultado é vélido:

loc

Teorema 1.4.5. Se f € L} (R") e ¢ € C*(R"), entdo f*¢ € de classe C*(R") e, para qualquer

loc

multi-indice v tal que |a| < k, temos que 0“(f x ¢) = f * 0%¢.

Definicao 1.4.6. Seja ¢ uma fungao integravel em R™ tal que [ ¢ dx = 1. Parae > 0, definimos

¢e(1) = " P(x/e).
A familia {¢. : € > 0} é chamada de aprozimag¢dao da identidade.

Teorema 1.4.7. Seja ¢ € L'(R™) com ¢ > 0 como acima. Se f € LP(R") com 1 < p < oo,
entao f* ¢. — f em norma LP(R™) quando ¢ — 0.

Teorema 1.4.8. Seja ¢ € C°(R") tal que ¢ > 0 e [pdy =1. Se f € L, .(R"), defina, para
>0,

fe(@) =[x ¢ ().

Entao,
(Z) fs S COO(RH);

(ii) se f(x) = 0 para q.t.p. x fora de um conjunto fechado A, tem-se que supp(f:) C A+
supp(oe);

(iii) se f € C.(R™), tem-se que f. — f uniformemente quando ¢ — 0.

Observagao 1.4.9. No Teorema acima, se tomarmos ¢ como no Exemplo [1.4.2] temos em (ii)

que supp(f.) C A+ BJ0, ag].

Observagao 1.4.10. Existe ¢ € C2°(B(0,1)) talque 0 < p <1,e ¢ =1 em B[0,1/2].

De fato, basta escolher ¢ € C2°(B(0,1/4)) com [¢dx =1 e tomar ¢ = ¢ * Xp(o,3/2). Note
ainda que existe C' > 0 tal que |Vy| < C, pois cada derivada parcial de ¢ é uma fungao-teste
suportada em B0, 1].

Além do mais, dado r > 0, podemos exibir ¢, € CX(B(0,2r)) tal que 0 < ¢, <1, ¢, =1

C
em B[0,7] e |[V,| < —, para uma constante C' > 0, basta definirmos ¢, () = ¢ (;)
r r
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Definicao 1.4.11. Seja X C R"™ aberto. Uma distribuicao em X é um funcional linear continuo
u:CX®(X) — C. A continuidade aqui é com respeito a convergéncia em C2°(X) tal como dada
na Definigdo [1.4.3] O espago das distribui¢oes em X é denotado D'(X).

Enunciamos agora a definicao e algumas propriedades da Transformada de Fourier. Uma
maior abordagem do assunto, bem como as demonstragoes dos resultados a seguir, pode ser

encontrada em [Dul].

Definigao 1.4.12. A transformada de Fourier de uma fungao f € L'(R") é definida por

FrE) = f(©) = / e~ £ (1) d.

n

Proposicao 1.4.13. Valem as sequintes propriedades para a transformada de Fourier:
(i) (af +bg)" = af +bg.
(it) || fllse < |Iflli € f € continua.

(iii) lim f(€) = 0.

|§|—o00

(iv) (f*g)"(€) = (&) (&)
(v) Se g(x) = A\""f(A\"'w), entio §(§) = F(AE).

(vi) (9°F) (&) = (2mi&)* [(£).
(vii) [(=2miz)* f](€) = (0°f)(&).

Nao é sempre verdade que se f € L! entdo f € L'. Por exemplo, a funcio
f=Xc11 € L'(R), mas f(f) = % nao é integravel. No entanto, existe um subconjunto
de L' que é invariante pela transformada de Fourier.

Defini¢ao 1.4.14. O espago de Schwartz, S(R™), é o subespaco de C*(R") das fungoes de

decrescimento rapido, ou seja,
S(R") = {f e CMR") || fllap = suﬂgﬂxo‘aﬁf(xﬂ} < o0, Va, B € Nn} :
xeR™
Proposicao 1.4.15. C°*(R") € S(R™) € LP(R"), para 1 < p < co.

Demonstrag¢do. A primeira parte segue da observacao que 9°f(x) = 0, Vo ¢ supp(f), quando
f € C*(R"™). Para a segunda parte, quando p = oo, basta tomar v = f = 0 e o resultado
segue. Quando 1 < p < oo, fixado R > 0, temos

[wera= [ p@ras [ g

llzl|>R
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1.4. Topicos de Distribuicoes

Para a primeira parcela, temos
[ s < e ) < oo
lzll<R

n
no qual M = sup |f(x)|. Para a segunda, note que, tomando f =0 e |a| > —, existe C' > 0
Hz||<R p

tal que |f(z)] < ——= e desse modo, obtemos

/ \f(x)\degcp/ | ||a\p do = CP|S" 11/ “lalptnt g < o,
lzI>R |z|>R I

no qual [S"7!| denota a “drea da superficie S"~1”.

Os subconjuntos sdo préprios pois f(z) = e e SR \ C®R") e
g(x) = Xp,)(z) € LP(R") \ S(R™). De fato, f nao possui suporte compacto e suas deriva-
das sdo da forma 9°f(x) = Ps(z)f(z), no qual P; é um polindomio, de onde conclui-se que
| flla.sg < o0, para quaisquer «, 8 multi-indices. No outro caso, note que g ¢ C*(R") mas ¢é

claramente p-integravel. O

A colegao {|| - |la,s} ¢ uma familia enumeravel de seminormas em S e pode ser usada para
definir uma topologia em S (veja [SW, Cap. 1, Secao 3]). Uma sequéncia (¢y) em S converge

para 0 se, e somente se, para todo multi-indice «, 3,
lim =0.
lim (g s

Definigao 1.4.16. O espago dos funcionais lineares continuos em S(R™), com respeito a to-
pologia descrita acima, ¢ chamado de espaco das distribuicoes temperadas, e é denotado por

S'(R™).

Teorema 1.4.17. A transformada de Fourier é uma aplica¢ao continua de S(R™) em S(R™),

/Rnféz Rnfg

Fw) = [ emepe s

Definigao 1.4.18. A transformada de Fourier de 7' € S'(R™) é a distribuigdo temperada T

1nwvertivel, tal que

dada por
T(f)=T(f), feSR.
Se f € LP, 1 <p<oo,entao f pode ser identificada com uma distribuigao temperada, 7%,

definida como

()= [ fo. vamges.

A boa defini¢ao de T} segue da desigualdade de Holder. Para f € L?, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.4.19 (Plancherel). A transformada de Fourier é uma isometria em L*, ou seja,

fer?el|flla=|fll2. Além disso,

~

f&) = Jim [ fl)e e

R—o0 |1"<R

f(z) = lim F&)e*m=< dg,

no qual os limites sao dados em L?.

1.5 Tépicos de Analise Harmonica

Nesta se¢ao, trazemos defini¢oes e resultados de Anédlise Harmonica que serao utilizados
durante do texto. Para maior aprofundamento no assunto, citamos as referéncias [Du] e [St].
Sejam (X, 1) e (Y, v) espagos de medida, e seja T' uma transformagao de LP(X') no conjunto

das funcoes mensuraveis de ¥ em C.
Definigao 1.5.1. Dizemos que

(i) T é fraco (p,q), ¢ < oo, se

ey sirio) > < (CUk)
para toda f € LP(X) e todo A > 0, no qual C' > 0 depende apenas de p e q.
(ii) T é fraco (p,00) se T' é uma transformagao limitada de LP(X) em L>®(Y).
(iii) T é forte (p,q) se T é uma transformacao limitada de LP(X) em L(Y).
Proposicao 1.5.2. Se T € forte (p,q), entao € fraco (p,q).

Demonstragao. O caso ¢ = 0o é 6bvio. Para ¢ < 0o, tome Ey = {y € Y : |Tf(y)| > A\}. Entao,

v(E)) = /EA dv < /EA
<),
(M

A A

Enunciamos aqui o classico Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, cuja demonstragao

Tf( )|
3 dv

]

pode ser vista em [St, Apéndice B].
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Teorema 1.5.3 (Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz). Suponha que po, p1,qo,q1 € Ry
sao tais que 1 < p; < q; < 00, po < p1, € o # 1. Sejam p uma medida de Borel positiva
em R"™ e T um operador linear definido em C*(R™), cujos valores sio fungoes p-mensurdveis.
Suponha que T seja dos tipos fraco (po,qo) € fraco (p1,q1), ou seja, existem constantes Cy, Cy
tais que
Cill fllp, ™
o sl >0 < (D)
para quaisquer f € C(R") e A >0, 7=0,1. Se0<f<1e
1 1-6 4 1 1-6 40

+ —, + —,
p Po P1 q qo q1

entdo, para qualquer f € C°(R™), temos
IT flzagey <k Co~"CYII f Iy,

e assim, T pode ser estendido para LP(R™) como um operador continuo LP — L(u). Aqui,

k = k(po,p1,q0,q1,0) > 0 € uma constante independente de p, T, e f.

Defini¢ao 1.5.4. Dada f € S(R"), 1 < p < oo, definimos, para cada j = 1,...,n, a j-ésima

transformada de Riesz de f como

Rif(z) =lime, [ flaz—y) |yf,f+1 dy,

e—0 |y|>8

1
no qual ¢, =T (n; ) g (4172

Em [Du] encontramos uma demonstragao para o seguinte resultado:

Proposigao 1.5.5. (R, f)" (&) = —iéf(f), para toda f € S(R™).

€l

O resultado a seguir nos permitira extrair propriedades tteis da transformada de Riesz. Sua

demonstragao pode ser encontrada em [Du, p. 91].

Teorema 1.5.6 (Teorema de Calderén-Zygmund). Seja K € S'(R"™) que coincide com uma

fungdo localmente integravel em R™ \ {0} tal que
(i) |K(€)] < A;
(i1) / |K(x —y) — K(z)|dz < B, para y € R™.
|z|>2]y]

Entao, para 1 < p < oo,
1K % fllp < Cpll fllps

(e e B K« f(@)] > M) < Sl
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O item (i7) do Teorema acima é chamado de condi¢ao de Hormander, e pode ser deduzido

de outra condi¢ao mais forte, chamada condicao do gradiente:

Proposicao 1.5.7. A condicio de Hormander € satisfeita quando, para todo x # 0,

C
V@) < o
Note que, se K;(z) = cn||—j+1, entdao R;f = K; = f. O Teorema 4.5 de [SW, p. 164],
" ’
mostra que K(€) = —i%, de modo que K satisfaz (7). Além disso, K satisfaz a condi¢ao do
gradiente, pois
Cmﬂ_ﬁy sel #£j
€T n
84Kj(x) = 2

Cn, «Tj
|.T|n+1 + Ct|l»|n+37

se = 7.
Concluimos, entao, que:

Proposigao 1.5.8. A transformada de Riesz R; € do tipo forte (p,p), paral < p < oo, e € do
tipo fraco (1,1).

Desse modo, a transformada de Riesz R; pode ser estendida para os espagos LP(R™).
Ser Ttil introduzir aqui o espaco de Lorentz L>(X, i), das fungoes mensurdveis f de X

em C que satisfazem || f||p1.~ < 00, no qual
[fllzree = sup Au({z € X« [f(z)] > A}).
A>0
E direto que um operador T’ ¢ fraco (1,1) se, e somente se, ||Tf||r1 < ||f|1, para toda
f e LY(X).
Definigao 1.5.9. Para 0 < a < n, o potencial de Riesz de f € S(R™), denotado I, f, é definido

por ( )
_Lf f)
Iaf<l') - Ve /]Rln |I . y|n_a dy7

2o L (5)
no qual v, = WE_QTQQ.
I(52)

No sentido de distribuicoes, vale a igualdade

(If) () = €17 £ (&)

O préximo Teorema caracteriza a continuidade LP — L9 do potencial de Riesz I, quando

l<p<g<ooeap<n.
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1.5. Topicos de Andlise Harmonica

Teorema 1.5.10. Sejam p uma medida de Borel positiva em R*, o > 0, 1 < p < q < 00, €

ap <n. Entao, o potencial de Riesz

L) = — /R )

Yo JR2 |CE - y|n—a

¢ continuo de LP em Li(u) se, e somente se, a fun¢do

M(z) = supr—*u(B(z,r)),

r>0
no qual s = q(% — a), ¢ uniformemente limitada, ou seja, u(B(z,7)) Sr*, Vo € R" er > 0.
Demonstracao. Primeiro, suponha que M é limitada. Mostraremos que

o pg(n—a)
Ya(n —ap)(q — p)

tu(L)MT < v,/? [sup M (2)]Y]| ]|, (1.2)

no qual

p n
plzﬁ, Un:£ (B(O,l)), ‘,%:{y[alf’(y) >t}, t>0.
Defina p; = pL %,. Entao

) =t [ dw< [ L1\ due
= [ ([ o= v ) as

Yo JR2

A integral interior (com respeito a y) pode ser escrita como

/R o=yl dp(y) = / ) ( /0 Nyt (7) dT) dps(y)
= /OOO (/R X (0 Ja—yle=m) (7) dut(y)) dr

= / pe({y |z —y|*™" > 7}) dr,
0
e fazendo a mudancga de variavel 7 = p®~™ obtemos
/ w{y |z —y[*" > 7} dr = (n— a)/ 1(B(z, p))p* " dp.
0 0

Desse modo,

—

wi < "= [7 ([ 1r@(Bipde) oty

R 00

n—ox n—uo

= / (--)p* " Hdp + / (--)p* " hdp = Ay + Ay,
Ve 0 Ve R

«

no qual R > 0 sera determinado mais adiante.
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Note que

w(B(x, p)) = (B, o))" (B, p) P p~/7 p*/?
< (B, p)' P M ()P p*lP.
Obtemos entao,

n—uo

Ve

A< "= up i@ [ ([ o) i) gy

0
n—uo

y R 1/p' it
< "M@ sl [ ([ B o) .

«

Agora,

[t nas= [ ([ Xowpdus) do
:i/n</;meﬁm>dm

LY (B(x,p)) diu

Rn
= p"v, / dpe = p v (R™) = p"v,pu( 1),
de modo que

n—uo

A <

R
ap M (@) 7|l 7 ()7 [ gl

Ve 0

Observe que

Entao

e, desse modo,

pin —« , o
A < (ap (_ . 2” [sup M(x)]l/prHp Urlz/p Mz)up Ro—(n=3)/p

De modo anélogo, como

(B, p)) = pe(B(x, p)) 7 (B, p))P < (B, p) /" u(L)V?,
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1.5. Topicos de Andlise Harmonica

temos
n—o > / e
a2y [T ([ @B o) as) gty
1/p
<"yl [ ([ wiBapds) ety
1/p ( )/ pa n—1+n/p’ dp
R
Veja que
n n
a—-n+—-=a——<0.
p p
Entao
p( ) 1/p a—n/
A §— f P RMP,
o e [ TILTED)
Logo,

w2 < M ISl oo = ) (up M@ by A o,
Y= Yo ap—n-+s n—ap

e, dividindo ambos os lados por u(-Z;)"7,

1/p' 1 1
(L) P < | flvn"" p(n — ) <[sup M(x)] /pRaf(nis)/p . 1(Z) /pRan/p) |
Va ap —n + s n—ap

Escolha R > 0 tal que
u(Z)

r— ML)
sup M (x)’

de modo que a desigualdade acima se torna

’ n—uo
() < oy — P i b ()] ) o ) 900,

Ya(n — ap)(q — p)
obtendo (1.2):

g < o, 1/p pg(n — @) su 7)1/
()" < ol PR —fsup M(@)) )

Como

)
= et M)

depende apenas de p,q,n e a, e
{v:Lf(y)| >t} C 4,
entao (1.2) implica que

w{y  Vaf )] > 1)) < u(2) < (m)

t
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ou seja, I, é do tipo fraco (p,q).
Fixados 1 < p < ¢ < 00, ap < n, escolha py, p; tais que 1 < py < p < p; < min{?2, ¢}. Fixe
0 <6 <1 tal que

p Po D1
Escolha p; < qp < q e tome ¢ < ¢; < oo tal que
1 1—-60 6
= +

q o @

1 1-6 6

Entao 1, é dos tipos fraco (pg, qo) e fraco (p1,q1). Logo, aplicando o Teorema de Interpolacao
de Marcinkiewicz (Teorema|[1.5.3)), temos que o operador I, : LP — L9(u) é continuo e

o fll oy < clsup M (2)]H9]| £l

Reciprocamente, se
HafllLog < Cllflp,

para toda f € LP, tome f = Xp(, . Entao,

[T f()7dp < Lol oy < CUNFIIR
B(w,p) !

a

= (1 (/ dy) = qu%vg/p.
B(w,p)
Além disso, para z € B(z, p),

1 1
Loaf(2) = — / P
Yo B(z,p) < yl

1 —n
> [ @y
Yo J B(x,p)

(20) "L (Blr.p) _ 02"

Ve Yo

Disso decorre que

1/q
M(B(a?,p))”q:(/ du)
B(z,p)
5 q 1/q
(o) rcral
[(2/)) / LS

5 1/q
R O LS (= |qdu)
,Un2a7npa (/B;(z,p) )

1/p n 1 1
< 1aCon "0 AaCoil” o 3aCui”
— vn2afnpa vn2a7n Uﬂ?afn :
Portanto, pu(B(x, p)) < p®, concluindo a demonstragao. O
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Definigao 1.5.11. Seja 1 < p < co. Uma medida de Radon positiva p tem energia-(1, p) finita

se

[ mu@pds <,

no qual I; é o potencial de Riesz de ordem 1 definido por

o) = [ dul)

71‘x __y‘nfl

Observacao 1.5.12. No caso em que 1 < p <n/(n—1), amedida g = 0 é a unica medida de
Radon positiva com energia-(1, p) finita. No caso p = 1, temos que se ||[ p]| 1~ < 00, entdo

p = 0. De fato, para qualquer R > 0, note que, como |z —y| < |z| + R para y € B(0, R), entao

1 1 _ WB(0,R))
Lip(z) = /B(O,R) Wdu(y) > /B(QR) Wdﬂ@ ~ e[+ BT

Sel<p<n/(n—1),eu tem energia-(1,p) finita, entao

L[] o<

No entanto,

. [W] e = p(BORY [y

Tn—l

= u(B(0, R))Pc(n) /000 o R dr
~ B Ryew [T

no qual a tdltima integral tende ao infinito, poisn —1—(n—1)p+1>n—-1—-n+1=0.
Concluimos entao que u(B(0, R)) = 0, VR > 0, ou seja, u = 0.
Se temos que |[[ip||pre =sup A L ({z: |Lip(z)] > A}) < 00, entdo
A>0

sup A L" <{:13 : (M(B(ﬂ >/\}) < 00,

A>0 |z| + R)"1

pois {x : W > )\} C {x: |lu(x)| > A}. Note, porém, que

1

BO1) 5 s 2| < (—”(B(E’R))>M—R — zeB (0, (—“(B(E’R)))nll —R).

(] + R)"=1
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Entao,

— AL G) - B (O,M(B(O, R))"T — AﬁR)

—= Al_nzl

0D

n [B (o,#(B(o,R))ﬁ - AﬁR)}

1 1

_ (%) - Yod [B <0,M(B(0, R))=T — AHR)] :

que vai para infinito para A pequeno e algum R > 0 se u # 0. Entao temos novamente que

uw=0.
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Capitulo 2

Campos vetoriais de

medida-divergeéncia

Neste capitulo, apresentamos a boa definigao de objetos centrais deste texto, campos veto-

riais F': Q C R® — R" cujo divergente é uma medida de Radon.

2.1 Um teorema de representacao

Provaremos inicialmente o seguinte teorema de representacgao:

Teorema 2.1.1. Se X € um espaco de Hausdorff localmente compacto, entao todo funcional
linear limitado ® em Co(X) € representado por uma tunica medida de Radon complexa i, no

sentido de
®(1) = [ Fdu NP ECX) (2.1)
Mais ainda, a norma de ® € a variacao total de ju:
1]} = |l (X). (2.2)

Demonstracao. Mostramos primeiro a unicidade.

Seja 1 uma medida de Borel regular complexa em X tal que
/ fdu=0, Vfely(X).
X

Pelo Teoremall.3.32] existe uma fungao p-mensuravel h com |h| = 1 tal que dp = hd|p|. Dada
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qualquer sequéncia (f,) C Co(X), temos que

() = [ il = [ WPt~ [ g
Z/Xﬁhd\ul—/xfnhdlul

=[;B—nwmm| (2.3)
sLm—mmwm

Z/W—hM%
X

no qual A denota o conjugado complexo de h.

Pelo Teorema|1.3.27, C.(X) é denso em L'(|u|). Além disso, h € L'(|u|) pois, pelo Teorema

1.3.32,
/%MM:/ﬂMﬂMM<m-
X X

Podemos tomar, entdo, (f,) C C.(X) de modo que f, — h em L'(|u|), ou seja, que o lado
direito de converge para zero, concluindo que |u|(X) = 0. Mas como p < |p|, temos que
w=0.

Se u1 e ps sao duas medidas que satisfazem , entao i = p; — po € como a medida
tratada acima pois, pelo Lema , ¢ uma medida regular e, pela Observagao

/fdu /fdul /fduz—O

para toda f € Cy(X). Logo, u =0, ou seja, pu; =
Provemos agora que tal u existe. Seja ® um func10nal linear limitado em Cy(X). Assuma,

a priori, que ||®|| = 1. Construiremos um funcional linear positivo A em C.(X) tal que

[P < ALSD < fllee VS € Ce(X). (2.4)

Lembremos que um funcional linear A em C.(X) é positivo se Af € [0,00) para toda
feCHX)={f€CX): f(X)C[0,00)}. Para f € CS(X), defina

A(f) = sup{[®(h)] - h € Co(X), [n] < [} (2.5)

E claro que A(f) > 0, o que significa que A é positivo. Como para f € C.(X) temos |f| € CJ(X),

obtemos que
1(f)] < sup{|®(h)| : h € C(X), |h] < |fI} = A(If]),

pois f estd no conjunto onde o supremo é tomado. Também, se h € C.(X), e |h| < |f|, temos

que
[@(R)| < 1P} - [2] = [A] < |fT < ([ f]loo,
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2.1. Um teorema de representacao

ou seja, A(|f]) < ||f]loo- Logo, (2.4) é satisfeito.
Se f € CF(X) e ¢ > 0 é uma constante, entao cf € CF(X) e Alcf) = cA(f), pois

{lo(h)] - h € C(X), || < cf} = {c|®(g)] : g € Cc(X), |9l < [},

visto que |h| < cf <= |[L1n| < fec|® (2h)|=|P(h)], j4 que ® é linear.
Se 0 < f1 < fo, entdao A(f1) < A(f2), pois

{1o(h)] : h € C(X), [h] < fry @A)+ h € Ce(X), [h] < fo}.
Usaremos isso para mostrar que
A(f+g) =Af) +Alg) Vfgel(X). (2.6)
Fixados f,g € CT(X), se € > 0, existem hy, hy € C.(X) com |hy| < f e |ho| < g tais que
A =5 <le()| e Alg) =5 < [@(h)]
Existem «a; € C, com |o| = 1 tais que a;®(h;) = |®(h;)| para j = 1,2. De fato, basta tomar

(hy)
®(h;)]

J

i

a; = 1 se @(h]) :0, ou &; =

se ®(h;) # 0. Entao,

A(f) + Alg) < [®(M)] + |@(ha)| + €
=a1P(hy) + P (he) + ¢
= ®(arhy + aghy) + ¢
< A(larhy + ashs]) + €
<A(f+9) +e,

pois |a1hy + ashs| < |hy| + |ha] < f 4+ g. Como & > 0 é arbitrario, temos que
A(f+9) = A(f) + Alg).

Por outro lado, tome h € C.(X) tal que |h| < f + g e considere V = {z: f(z) + g(z) > 0}.
Defina

 f@ht) L _awhx)
= ey ¢ T T e
sex €V, ehy(x)=hy(x) =0sex ¢ V. Note que
@ [y
(o)l = | 1ol < o

para todo x € V, e |hi(z)] = 0 < |h(x)|, V& ¢ V. Entao |hi| < |h| e, de modo andlogo,
|he| < |h|. Mostremos que h; e hy sdo continuas em X. Claramente, hy e hy s@o continuas em
V. Jase xg ¢ V, entao

0 < |h(zo)| < f(xo) + g(z0) < 0.
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Logo, h(xg) = 0. Entao, da continuidade de h, temos que
|hj (@) — hj(zo)| = |h;(2)| < [h(x)| = [h(zo)| =0

quando z — xo. Logo, h; é continua em zy, para j = 1,2. Além disso, se hj(x) > 0, entdo
z € V. Logo f(z) > 0 ou g(x) > 0, de modo que z € supp(f) U supp(g), de onde concluimos
que supp(h;) é compacto. Logo, hy, hy € Co(X). E facil ver que hy+hy = h, |hy| < f e |hy| < g.
Com tudo isso temos, da definicao dada em , que

[@(h)] = |®(h1 + ho)| < [®(h1)] + [B(h2)] < A(f) + Alg)-

E, portanto, A(f + g) < A(f) + A(g), provando (2.6).
Agora, estendemos A para todo o C.(X). Se f € C.(X) assume apenas valores reais, entao

f pode ser escrita como f = fT — f~, no qual

:—|f|2+feCj(X) e fz'flgfecj(X).

Definimos entdo, para f € C.(X) com valores reais, A(f) = A(fT) — A(f7). Nesse caso, se

c > 0, entao

f+

Alef) = A([ef]7) = A[ef]7) = AefT) = Aef™) = c(A(f7) = A(f7)) = cA(f),
e se ¢ < 0, entdo
Alef) = Aef]7) = M[ef]7) = A=cf7) = M=cfT) = —c(A(f7) = A(f7)) = cA(f).
Além disso, se f, g € C.(X) tém valores reais, entdo
(f+9)" =(f+9) =f+g=f"—f+9" -9,

de onde obtemos
(f+9) +f +g =(f+g) +f +g"
Aplicando A a ambos os lados, e usando (2.6), temos que

A(f+9) )+ AT+ M) =AM +9)7) + AT+ Algh),
de onde concluimos que
Af+9)=A(f+9)") —AM(f+9)7)=AT) —A(f7) +AgT) — Alg™) = A(f) + Alg).

Logo, A é linear nas fungoes C.(X) com valores reais.
Se f € C.(X) assume valores complexos, entao f = u + iv, no qual u,v € C.(X) assumem

valores reais. Definimos entao, A(f) = A(u) + iA(v), para toda f € C.(X).
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Se f=u+iveC.(X)ec=a+ibe C, entao

Alef) = Alau — bv + i(av + bu))
= Aau — bv) + iA(av + bu)
= al(u) — bA(v) +i(aA(v) + DA(u))
= a(A(u) +iA(v)) + ib(A(u) +iA(v))
= c¢(A(u) +iA(v))
— eA(f).

Por fim, se f = uy + vy € C.(X) e g = u, + v, € C.(X), entdo

A(f +9) = Mug + ug +i(vf + vg))
= A(uy + uy) +iA(vy + vy)
= AMug) +iM(vy) + Aug) + iA(vy)
= A(f) + Alg).

Assim, A ¢, de fato, um funcional linear positivo em C.(X) que satisfaz (2.4).

Podemos, entao , associar a A uma medida de Borel positiva A em X tal que A(f) = [ fd,

X
Vf € C.(X), como dada pelo Teorema [1.3.26
A(V) =sup{A(f) : f € Cc(X),0 < f <1, supp(f) C V},

para V C X aberto, e
AME) =inf{\(V): E C V,V aberto},

para £ C X mensuravel.
Se mostrarmos que A(X) < oo, entao, pela propriedade (iii) do Teorema |1.3.26]

AE) =sup{\(K) : K C E, K compacto}

para todo £ C X A-mensurdvel. Como, pelo mesmo teorema, temos que A\(K) < oo para todo
K C X compacto, concluiremos que A é uma medida de Radon. De fato, se f € C.(X) com
0 < f <1, entao, por (2.4),

ACS) =MD < [ flle < 1.

Logo, como A(X) = sup{A(f) : f € C.(X),0 < f < 1}, temos que A(X) < 1. Ainda de (2.4),
para f € C.(X), temos

B(f)| < Adlf]) = /X A= (17,
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no qual || - ||; é a norma de L*(X,\) em C.(X). Entao, ® é um funcional linear em C.(X) cuja

norma, com respeito a norma de L'(X, \) em C.(X), satisfaz

@] = sup{[®(f)[ : f € C(X), | fllL <1} < 1.

Como C.(X) é denso em L'(X,\), pelo Teorema de Hahn-Banach (especificamente, o Co-
rolario , existe uma extensao de ®, que preserva norma, a um funcional linear em L'(X, ).
Assim, podemos usar o Teorema para o caso p = 1 e concluir que existe g € L>®(X, \),
com |g| <1, tal que

B(f) = /X fgdh Vf € C(X). (2.7)

Cada lado da igualdade (2.7) é um funcional linear continuo em Co(X). De fato, o lado esquerdo
o é por hipdtese, e se (f,) é uma sequéncia e f uma funcao em Cy(X) tais que || f, — fllo — 0,

entao

/fngdA—/fgdA's/ = F11gl A < ACONSn = Flloe < L — Fllo = 0.
X X X

Logo, como C.(X) é denso em Cy(X), entao (2.7) vale para toda f € Co(X). Tomando
dpp = gdX, temos que p é uma medida de Radon satisfazendo (2.1)).

Como estamos supondo ||| = 1, entdo, se f € Co(X) com || f|lc < 1, temos que

/ngdA\s/Xm slar< [ lglax

L= [|®] = sup{|®(f)] : | € Co(X),[[fllo <1}

g/ gl dX
X

< /X A\ = \(X)

<1,

[®(f)] =

Logo,

ou seja, / lg|dX = M(X) = 1. Entao |g| = 1 A-q.t.p.. Logo, d|u| = |g|d\ = dX e, portanto,
X
Hl(X) = A(X) = 1 = @], provando (22).

De modo geral, se ® é qualquer funcional linear limitado em Cy(X), a demonstrac¢ao acima

)
vale para W = m, ou seja, existe uma medida de Borel regular v satisfazendo 1) e 1}

para . Entao,
CI’(f)=IICI’II‘If(f)ZIICI’II/deVZ/Xf||<1>||dV~
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2.2. Campos vetoriais de medida-divergéncia

Tomando dyu = ||®|| dv, obtemos ®(f) = / fdue
b

|1l (X) = [[ @[ |/[(X) = [[@[[[¥]] = [|]]

2.2 Campos vetoriais de medida-divergéncia

Seja Q C R™ aberto e F' € L>®°(Q2,R") um campo vetorial. Entdo, divF' define uma distri-

buicao como

divF(cp)—/F-Vgpdx , Ve lCxr(Q).
Q

De fato, como definido acima, divF' é claramente linear. Agora, se supp(¢) C K, para um

K C ) compacto, entao
|divF(¢)] < /KZ IFllsc 1056 lloo dz = L (K[| Flloc Y 1106]|oc-
j=1 j=1

Assim, se () C C°(Q2) é uma sequéncia convergindo para a funcdo identicamente nula em
C°(£2), entao existe um compacto K C Q tal que supp(pr) C K para todo k € N, e 0%p — 0

uniformemente para todo multi-indice a.. Entao,
(divE(pr)| < LK) Flloo D 10508]l0c = 0.
j=1

Logo, divF, como definido acima, é continuo em C°(£2) e, portanto, é uma distribuigao.

Definicao 2.2.1. Sejam ) e F' como acima. Se U C ) é aberto, definimos a wvaria¢dao-

divergéncia (total) de F' em U por
[div || () = sup {divF(¢) : ¢ € CZ(U), o] < 1}

Definicao 2.2.2. Dizemos que F é um campo vetorial de medida-divergéncia sobre ) se
F e L*(Q,R") e ||divF]||(£2) < oo. Denotamos o espago dos campos de medida-divergéncia
sobre €2 por DM (Q).

Nosso objetivo é concluir que, dado F' € DM (R"), existe uma medida de Radon com sinal

u satisfazendo
/ F-Vodr = / edu, Yo eCrRY)

e, mais ainda, ||divF||(R™) = |u|(R™).
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O Teorema nao nos serve para tal, pois embora seja possivel estender divE de C°(R")
para Co(R™) por densidade, ndo podemos garantir que tal extensao seja limitada. Por isso,
apresentamos o seguinte teorema de representacao, que nao exige a continuidade do funcional

linear:

Teorema 2.2.3 (Teorema de Representacao de Riesz). Seja L : C.(R™",R™) — R um funcional

linear tal que
sup{L(f) : f € C.(R",R™),|f] < 1,supp(f) C K} < o0 (2.8)

para cada compacto K C R". Entao existe uma medida exterior i em R"™, definida em cada

aberto V-C R™ por

p(V) = sup{L(f) : f € C.(R",R™), [f| <1, supp(f) C V},
e em A C R™ arbitrario por
w(A) =inf{u(V) : A CV aberto},
e uma fung¢ao p-mensurdvel o : R™ — R™ tal que
(i) lo(z)| =1 para p-q.t.p. x;
(i) L(f) = f-odu para toda f € C.(R", R™).

Rn

Além disso, restrita a o-dlgebra dos conjuntos p-mensurdveis, p € uma medida de Radon.

Demonstra¢ao. Defina p como enunciado acima. Primeiro, mostremos que g é uma me-
dida exterior. Sejam V' e {V;}52, subconjuntos abertos de R”, com V' C UX,V;. Escolha
g € C.(R",R™) tal que |g| < 1 e supp(g) C V. Como supp(g) é compacto, existe um indice k
tal que supp(g) C Uj_,V;. Seja {fj};’:l uma sequéncia finita de fungoes suaves nao-negativas
tais que supp(§;) C Vyparal < j<ke Z?Zl & =1 em supp(g). Entao, g = Z§:1 g&;, e desse

modo
k

> L(g;)

=1

[L(g)| =

< Z [ L(98)] < ZM(V}) < ZM(V}).

Entao, tomando o supremo sobre g, obtemos

n(V) < Zu(Vj)‘
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Agora, sejam {A};’O 1 subconjuntos arbitrarios de R™. Fixe ¢ > 0 e escolha conjuntos abertos

Vi tais que A; C Ve u(V;) < u(A;) + %. Entao

J 1V Z,u
SiﬂA
j=1

Como € > 0 é tomado arbitrariamente, concluimos que

21 4) < ZN(AJ)

Provemos agora que p é Borel. Sejam U; e Us conjuntos abertos com dist(Uy, Uy) > 0. Se
f e C.(R"R™), |f| <1, supp(f) C Uy UU,, entdo f = f; + fo, no qual f; € C.(R",R™),
|fil <1, supp(f;) C Uj, para j = 1,2. Dal,

n(U5Z145) < p

L(f) = L(fi) + L(f2) < p(Ur) + p(Uz),
de onde concluimos que
u(Ur U Uz) < p(Us) + p(Us).
Dado ¢ > 0, tome, para j = 1,2, f; € C.(R",R™), |f;| < 1, supp(f;) C Uj, tais que
<1

L(f;) > u(U;) — €/2. Entao, fi + fo € C.(R",R™), |f1 + fa , supp(fi + fo) C Uy U U,

pw(Ur) + p(Us) — e < L(f1) + L(f2) = L(fi + f2) < w(Uy U Uy).

Portanto, temos que p(U; U Us) = u(Uy) + u(Us). Agora, se Ay, Ay C R™ e dist(A;, A2) > 0,
entdo, dado ¢ > 0, existem conjuntos abertos U;, j = 1,2, tais que A; C U;, dist(Uy, Uz) > 0,
e w(U;) < u(A;) +¢/2. Entao

(A1 U As) < p(Ur UUs) = p(Un) + pu(Uz) < p(Ar) + p(A2) +€

Por outro lado, seja U D A; U Ay aberto. Tome, para j = 1,2, Uj =UnNU;. Entao A; C U~j e
diSt(Ul, UQ) > 0. Dai,

1(AL) + p(Ag) < w(Uh) + u(Us) = (U, U T,) < u(U),

de onde concluimos que

p(Ar) 4+ p(Az) < (AU Ag).

Portanto, temos que p(A; U As) = p(A;r) + u(Asz). De acordo com o critério de Carathéodory
(veja [EG, pp. 9-11]), p é Borel.
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A seguir, mostremos que p € finita em compactos. Dado K C R™ compacto, existe r > 0
tal que K C B(0,r) C B[0,r]. Entao

p(K) < u(B(0, 7)) < sup{L(f) : f € C(R",R™), | f| < 1, supp(f) C B[0,r]} < oo,

por (2.8).

Seja A C R"™. Para cada k € N, tome Vj, D A aberto tal que u(Vy) < u(A) + 1/k. Entédo

k

u(A) < p (ﬂ Vj) < (Vi) < pu(A) +1/k.

j=1

Fazendo k — oo, obtemos que
p(A) = p (ﬂ Vj) :
j=1

Por [EG, Teorema 4, p. 8], concluimos que p satisfaz as mesmas condigbes satisfeitas por uma
medida de Radon.
Para f € CH(R™) = {f € C.(R") : f > 0}, defina

A(f) =sup{|L(g)| : g € C.(R",R™), |g| < f}.

De modo andlogo ao feito na demonstragao do Teorema [2.1.1, temos que se f1, f» € CF(R") e
¢ >0, entdao f; < fo implica que A(f1) < A(f2) e, além disso, A(cf1) = c¢A(f1). Isso prova, tal
como feito em (2.6), que A(f1 + f2) = A(f1) + A(f2), para toda f1, f» € CH(R™).

A seguir, mostraremos que, para toda f € C/(R"),

Af)= [ fdp.

R"

Seja f € CH(R™). Tome € > 0 e escolha 0 =ty < t; < -+ < ty tais que ty = 2 f]co,
0<t;—tjio1 <eep(f({t;})) =0, para j =1,...,N. Tais ¢; podem ser escolhidos desse
modo pois P = {t € Ry : u(f~*({t})) > 0} é enumersvel.

De fato, se t € P\ {0}, entdo X; := f~1({t}) C supp(f) e, desse modo,

U Xt C SUpp(f),

te P\{0}

no qual a uniao acima é, obviamente, disjunta. Suponha que P seja nao-enumeravel. Mostra-

remos que

pl | )| =,

teP\{0}
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gerando uma contradi¢ao, pois u(supp( f )) < 00, ja que f tem suporte compacto. Mostremos
que, de modo geral, se {X, : @ € O}, © ndo-enumeravel, ¢ uma colegdo de conjuntos dois a

dois disjuntos tais que u(X,) > 0, entao

(Y)-=

Denote X = UyeoXa. Seja VY, = U{X, : a € O,u(X,) > 1/n}, n € N. Como O é nao-
enumeravel, existe ny € N tal que Y,,, contém uma quantidade infinita de conjuntos X,. Logo,

existe uma quantidade infinita enumeravel de X,; com p (Xaj) > 1/ng tais que

U Xe, €Y
j=1
Temos, entao, que
oo o 1
X)) > 1(Yg) 2D (Xay) > Zn—o = 00.
j=1 j=1

Portanto, pu(X) = oo e, com isso, obtemos uma contradi¢ao, concluindo que P é enumeravel.

Defina U; = f~((t;_1,t;)). Temos que os U; sao abertos e p(U;) < co. Da regularidade de
1, existem compactos K tais que K; C Uj e p(U;\K;) < e/N,paraj=1,2,...,N. Além disso,
existem funcoes g; € C.(R",R™), com |g;| < 1 e supp(g;) C Uj;, tais que |L(g;)| > n(U;) —¢/N.
Pelo Lema de Urysohn (ver [R2, p. 39]), existem funcoes h; € C(R") tais que supp(h;) C Uj,
0<h;<1,ehj=1em K; Usupp(g;). Entao,

A(hy) = [L(g;)| > w(U;) — /N

A(hj) = sup{|L(g)| : g € C.(R",R™), |g| < R}
< sup{|L(g)| : g € C.(R",R™), |g| < 1, supp(g) C U;}
= nw(Uj),

de modo que p(U;) —e/N < A(h;) < u(U;).
Defina

A= {xER":f(a:) (1—%%(%)) >O}.

J=1
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Note que A é aberto. Veja que

(f fzh>—sup{ 9)l:g€C(RR™),|g| < [~ fzh}

7=1
< sup{[L(g)| : g € C(R", R™), |g| < [| fllocXa}
= [Iflleo sup{L(g) : g € Cc(R", R™), [g] < Xa}
= [[fllscni(A)

= [[flloc 1 <U(Uj \ {h; = 1})>

j=1
N

< flloe > (U \ K5)
j=1

< &l flloo-

:A<f—f§;hj> A <f]z:hj>

N
<ellflloe+ Y A(fRy)

j=1

Dali,

N
<ellflloo + th/\(hj) (pois f(z) < t; em U; O supp(hy))

<€HfHoo+Ztm (2.9)

ZA<thj>: A(fhy)

>3 i) > Yt () - )

> ; <tj71H(U]) - tN%)

_ Z (tj-1(U;)) — et =10
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Além disso,

Zt] 1w(U Z/ _1dp
SZ/Ujfdusznfdu (2.11)

Rnfduzjzl/[]jfdu

N N
< Z/ tidp =Y tu(U;). (2.12)
j=17Uj i=1
Entao temos que, por e
Zt—tﬂ Uj) —etn <A(f)— | fdp,

J=1 R
e, por (29) e (211),
N
A(f) - s Z (U5) + &l[ fllse
de modo que, como ty = 2Hf||oo,
N
A = [ ] £ 30— o) + el ot
n =1
N
<ey ) +3ellf oo
j=1

< 5u(supp(f)) + e[| fl oo-

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, obtemos

A(f) = / fdp.
Agora, encontraremos uma funcao pu-mensuravel o : R" — R™ tal que
L(f)= | [f-odu
Rn

para toda f € C.(R",R™). Fixe e € R™, com |e| = 1, e defina A.(h) = L(he) para h € C.(R").
Entao A, é linear e
[Ac(h)] = [L(he)|
< sup{|L(g)| : g € C.(R",R™), [g| < |h[}

= A([n]) = [ |hldp,

Rn
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de modo que, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema [1.2.3), podemos estender A, a um

funcional linear limitado em L*(R", u). Logo, pelo Teorema de Representacao de Riesz em LP
(Teorema (1.3.38)), existe o, € L>®°(R™, ) tal que

Ao(h) = / ho, du

para f € C.(R™). Seja ey, ..., ey, a base candnica para R™ e defina

m
o= E Oe;€;-
Jj=1

Entao, se f € C.(R™,R™), temos

Por fim, resta mostrar que |o| = 1 em p-quase toda parte. Seja U C R™ aberto, com

pu(U) < oo. Pela definigao,

w(U) :sup{ frodu: feC(R"R™),|f| <1,supp(f) C U}.

R
Tome fi, € C.(R",R™) tais que |fx| < 1, supp(fx) C U e fr -0 — |o| em p-quase toda parte.
A existéncia de tais fungdes é garantida pelo Corolario 1 em [EG, p. 16]. Entao, pelo Teorema

da Convergéncia Dominada,
/ loldp = lim [ fi-odu<puU).
U k—oo Rn
Por outro lado, se f € C.(R",R™) com |f] <1 e supp(f) C U, entao
frodu < / o] dp,
Rn U

o que implica em

uU) < /U o] d.

Logo, u(U) = / |o| du para todo U C R™ aberto. Logo, |o| = 1 em p-quase toda parte. Com
U

isso, a demonstracao esta concluida. O
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Note que, no resultado anterior, podemos considerar p restrita a colecao dos conjuntos u-
mensuraveis, ou seja, considerar p como uma medida, que, pelo que foi demonstrado acima, é
uma medida de Radon.

Vejamos entdao que, se F' € DM(R"), podemos estender divF : C*(R™) — R para um
funcional linear L : C.(R") — R tal que

sup{L(p) : p € C.(R™), |p| <1, supp(p) C K} < 0

para cada compacto K C R™.
Seja divE : C°(R™) — R dado por

divF(p) :/ F-Vod.
Como F' € DM(R™), temos que
[divE[[(V) = sup{divF(¢) : ¢ € CZ(V), o] <1} < o0

para todo subconjunto aberto V' C R™. Assim,
1

|divF (p)] =
el

divF (ﬁ)‘ < ||divF || (V), (2.13)

para toda ¢ € C2°(V) com ||¢l|e # 0.
Fixando um conjunto compacto K C R", escolhemos um aberto V' tal que K C V C R™

Dada ¢ € C.(R™) com supp(¢) C K, pelo Teorema podemos escolher uma sequéncia
(pr) C CX(V) tal que ¢ — ¢ uniformemente. Como, dado € > 0, existe m € N tal que

ok — pelloo < €/||dIVE||(V) quando k, ¢ > m, entdo, por (2.13),
|divE (px) = divE (o) = |[divE(or — o) < [diVE[[(V)l[er = @elloo <&

Logo, (divF (gok)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R e, portanto, klim divF(py) existe. Além
— 00

disso, tal limite ndo depende da sequéncia () escolhida, visto que se (¢y) é outra sequéncia

em C°(V') que converge uniformemente para ¢, entao

lim |divF (o) — divF(6)] = lim |divF (o, — 6| < [dvF (V) Tim s — ol

k—o00
< [divF (V) lim (lx — el + o — el
=0.

Segue que
lim divF (¢g) — lim divF(¢y) = lim [divF (¢x) — divE(¢x)] = 0.
k—o0 k—o0 k— o0
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Desse modo, divF pode ser estendido unicamente a um funcional linear L : C.(R") — R
dado por L(yp) = klgglo divF(¢g), no qual ¢, — ¢ uniformemente. Note que, se K C R" é
compacto, ¢ € C.(R™) com supp(p) C K e |p| <1, entao L(p) < ||divF||(V), pois podemos
escolher |px| < 1. Logo,

sup{L(p) : ¢ € C(R"), supp(p) C K, [p] <1} < o0

para cada K C U compacto.
Pelo Teorema 2.2.3, existe uma medida de Radon A em R™ e uma fungado A-mensurdvel

g : R" = R tais que [g(x)] = 1 para A\-q.t.p. x e L(p) = / ¢ gd\, para toda ¢ € C.(R"). Em
R”L
particular, se ¢ € C°(R"), temos

/ F-Vodr =divF(p) = L(p) :/ © gdA.
Denotando du = gdA, temos que
divF(¢) = / @ dp
para toda ¢ € C2°(R"). Além disso, se ¢ € C.(R"), |¢| < 1, por argumento feito anteriormente,
L(p) < ||divF[|(R™).
Como, pelo Teorema [2.2.3]
AR") = sup{L(p) : ¢ € C(R"), |o] <1},
entao
AR™) < [|divE|(R™)
= sup{divF(¢) : ¢ € CZ(R"), || < 1}
= sup{L(p) : ¢ € CZ(R"), [] <1}

< sup{L(p) : ¢ € C(R"), o] < 1}
= A(R").

Mas como d|u| = |g| dX\ = d\, temos que
[divF[[(R™) = || (R™).
Com isso, acabamos de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4. Seja F € DM(R"). Entao existe uma medida de Radon com sinal p tal que

divF(gp):/ F-Vgodm:/ wdu,

para toda @ € CX(R™) e, além disso, |divF||(R™) = |u|(R™). Nesse caso, denotamos divF = p.
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Capitulo 3

Medida de Hausdorft

Neste capitulo, apresentamos uma familia de medidas em R"™ que sao capazes de medir
subconjuntos “pequenos” do R", chamadas medidas de Hausdorff. Tais medidas sao de grande
importancia para o estudo de propriedades geométricas de conjuntos. Os livros [Mat] e [EG]

apresentam uma maior abordagem sobre esse topico.

3.1 Definicoes e propriedades

Definicao 3.1.1. Seja A CR", 0 < s < 00, 0 < d < co. Defina

1nf{z )(diam C;)* ACUCJ, diam C; <5},

=1 7j=1

no qual

71.5/2

a(s) = W

Definimos ainda

1nf{z )(diam C;) ACUC}

que por vezes é chamado de conteido de Hausdorff de dimensao s.

A medida de Hausdorff de dimensdo s em R™ é definida como

HP(A) = lim H5(A) = sup H3(A).
As demonstragoes dos resultados abaixo podem ser vistas em [EG].

Teorema 3.1.2. Propriedades elementares da medida de Hausdorff:

(i) H® é uma medida reqular, para 0 < s < co.
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Capitulo 3. Medida de Hausdorff

(i) H® é a medida de contagem.

(111) H" = L™ em R".

(iv) H* =0 em R" para todo s > n.

(v) H(AA) = N*H*(A) para todo X > 0, A C R"™.

(vi) H*(L(A)) = H*(A) para toda isometria afim L : R™ — R™, A C R".
Lema 3.1.3. Seja ACR" e0 <s<t< 0.

(1) Se H*(A) < oo, entao H!(A) = 0.

(i) Se H'(A) > 0, entdo H*(A) = oo.

Demonstragao. Seja H*(A) < oo e 6 > 0. Entao existe uma colegdo de conjuntos {C}};en tal

quediaijS(S,ACUC’je

=1

Za (diam Cj)* < H5(A) +1 < H'(A) + 1.
7j=1

Entao,
5(A) <> a(t)(diam C;)!
j=1
_ a(t) - . Nt—
= a(s) ]Zloz )(diam C})*(diam C})
<at)5t8§:oz (diam C;)*
Sa)’ &
Oé(t) t—s s
< .
=< a(s)é (H°(A) +1)
Fazendo § — 0, obtemos H!(A) = 0. O item (ii) é apenas a contrapositiva de (i). O

Note que H® nao é uma medida de Radon em R" se 0 < s < n, ja que, por exemplo,
H*(B0,1]) = oo, pelo Teorema [3.1.2| (iii) e pelo Lema [3.1.3) (ii).

Definigao 3.1.4. A dimensao de Hausdorff de um conjunto A C R™ é definida como

Haim(A) =1inf{0 < s <oo: H*(A) =0} =inf{0 < s < oo:H(A) < oo}
=sup{0 < s <oo:H(A) =00} =sup{0 < s <oo:H(A) > 0}.
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Observagao 3.1.5. Note que Hyim(A) < n. Seja s = Hayim(A). Entdo H'(A) = 0 para todo
t>seH'(A) = oo paratodo t < s, enquanto 0 < H5(A) < co. Se, para um conjunto A, existir
t tal que 0 < H'(A) < oo, entdo t = Hyim(A). Além disso, Haim(A) ndo é, necessariamente,
um ndmero inteiro. Exemplos de conjuntos de Cantor com dimensao de Hausdorff nao-inteira
podem ser vistos em [Mat]. Mesmo se Hyim(A) = k for um ntimero inteiro e 0 < H*(A) < oo,
A pode nao ser algum tipo de “superficie de dimensao k7. No entanto, se A é uma superficie
de dimensdo k suficientemente regular em R", entao H¥(A) é igual & “drea da superficie de

dimensao k”.

Exemplo 3.1.6. Em [EG, Capitulo 3] é demonstrada a chamada Férmula de Area, que pode
ser usada, por exemplo, para mostrar que, se f : R — R™ é Lipschitz e injetora, e C' = f([a, b]),

para —oo < a < b < 0o, entao
b
H(CO) = / |f'|dt = “comprimento” da curva C.

Ou ainda, se g : R"™* — R ¢ Lipschitz e, para U C R"! aberto, G = {(z,¢9(z)) : x € U} CR"

é o grafico de g em U, entao

HHG) = / V14 |Vg|2dx = “4rea da superficie” G.
U

Também em [EG, Capitulo 3] é demonstrada a chamada Fdrmula de Co-drea. Uma de suas

aplicagoes € a seguinte proposicao:

Proposigao 3.1.7. Seja g € L'(R"). Entao

/ gdr = / (/ gd?—["_l) dr.
n 0 aB(0,r)

Em particular, temos que

para L'-q.t.p. v > 0.

Por vezes, é mais pratico trabalhar com o conteido de Hausdorft, H?_, do que com a medida

de Hausdorff, H*. A Proposicao a seguir apresenta uma relacao entre as duas quantidades.
Proposicao 3.1.8. H:_(E) =0 se, e somente se, H*(E) = 0.

Demonstragao. Da definicao, temos que 0 < H5 (E) < H*(E). Logo, se H*(E) = 0, entao
H:(E) = 0.
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Capitulo 3. Medida de Hausdorff

Suponha que H*(E) > 0 e tome 0 < ¢ < H*(E). Escolha § > 0 pequeno o suficiente
para que ¢ < H3(E). Dada uma cobertura {C;};en de E, exatamente um dos seguintes casos
acontece: (i) diam C; < 6, para todo j € N, ou (it) existe ao menos um j, € N tal que

diam C}, > 0. Caso (i) acontega, temos
c< Za(s)(diam Cj)*.
=1

Na ocorréncia de (ii), entao
0 < a(s)d® < a(s)(diam C}))* < Za(s)(diam Cy)°.

Jj=1

Portanto, dada qualquer cobertura {C;};en de E, temos

min{c, a(s)d’} < Za(s)(diam C;)’,

J=1

concluindo entao que

0 < min{c, a(s)0*} < HI (E).

O

O préximo lema, demonstrado em [Maz, p. 33], serd utilizado na demonstragao do teorema

de recobrimento a seguir.
Lema 3.1.9. Seja G C R™ aberto, com fronteira C*(R™) (veja a Defini¢aol5.1.1), e seja
2L"(B(0,r)NG) = L™"(B(0,r)).

Entao
H"(B(0,7)NOG) > er™ 1,

no qual ¢ = c¢(n).

Teorema 3.1.10. Seja G C R™ um aberto limitado com fronteira C*°(R"™). Entdo existe um

recobrimento de G por uma sequéncia de bolas com raitos rj, j =1,2,..., tais que

> ot < el 0G),
J

no qual ¢ = c(n).
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Demonstrag¢ao. Afirmamos que cada ponto x € G é centro de uma bola B(z,r,) tal que

L B(z,r,)NG) 1

L(B(x,r,)) 2

De fato, fixado z € G, a funcao

. L(B(z,r)NG)
") = B,

é continua, pois a medida de Lebesgue da bola é continua com respeito ao raio. Além disso,
h(r) = 1 para valores pequenos de 7, pois G é aberto, e Tli_>nolo h(r) = 0, pois G é limitado. Entao,
pelo Teorema do Valor Intermediario, existe r, > 0 tal que h(r,) = 1/2.

Tome a cole¢ao {B(z,3r,) : « € G}. Pelo Teorema de Recobrimento de Besicovitch (Teo-
rema , existe uma sequéncia de bolas disjuntas B(x;,7,;) tal que

G C UB(xj,Brxj).
j=1
Do Lema|3.1.9]
H" N (B(zj,rs,) NOG) > crgj_l.

Portanto,
Hn_l(aG) > Hn_l([UjB($j> Tﬂﬁj)] n aG)
=Y "H" N (B(zj,7,) N G)
j=1
>c TZJ__I = 31_”02(3%])”_1
j=1 j=1
Logo, {B(w;,3r,,)} é o recobrimento desejado. O

O préximo teorema apresenta uma relacao entre a medida de Hausdorff H"~! e os campos

vetoriais de medida-divergéncia.

Teorema 3.1.11. Seja F' € L>®(U), com divF = p para alguma medida de Radon com sinal
w. Entdo, |u| < H™ ' em U.

Demonstragdo. Seja A C U tal que H" *(A) = 0. Como u pode ser decomposta nas partes
positiva, put, e negativa, p~, concentradas em conjuntos disjuntos U, e U_, respectivamente,

tais que U, UU_ = U, podemos supor que A C U, de modo que

Hl(A) = 1*(A) = p(A).
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Além disso, como p é uma medida de Radon e H" ! é uma medida regular, basta provar a
afirmagao para um conjunto A compacto.

Dado ¢ > 0, temos que HZ '(A) = 0 e, entdo, existe uma colegao de bolas { B(x;,7;)} (que,
por compacidade, pode ser tomada finita), com 2r; < ¢, tal que

J

AcC U B(xj,r;) e Za(n —1)(2r)" ! <.

j=1 j=1

Agora, aplicamos a férmula de Gauss-Green dada em [CF1, Teorema 2.2, férmula (2.9)] com
J

N=Q, = U B(z;,7;) e qualquer ¢ € CL(R") tal que p = 1 em Q.. Entdo,

j=1
/ divF
Qe

|M(Qe)| =

= |4ivFla. ()

:/ goF-l/dH”_l—/ F-w’

0Qe Qe

:/ OF -vdH" !
00

< / |F|dH"
O,

< [FllocH" (09)

J

< || Fllo Y H"H(0B(x),1;))
j=1
J

S Flloe > aln —1)(2r)"
j=1

< €| F|co-

Temos que Xq. — X4 pontualmente em U quando ¢ — 0. Com efeito, se z € A, entao
Xq.(x) =1,Ve > 0. Sex ¢ A, entdo Xq_(x) = 0, para 0 < € < dist(x, A) = inf{||z—y|| : y € A}.
Portanto,

ul(A) = p(A4) = 0.

3.2 Lema de Frostman

Para provar o proximo resultado, introduziremos a nocao de cubos diadicos. Em R”, defini-
mos o cubo unitério aberto na direita como o conjunto [0, 1)", e denotamos por Dy a cole¢ao dos

cubos em R"™ que sao congruentes a [0, 1)" cujos vértices estao no reticulado Z". Se dilatarmos
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essa familia de cubos por um fator de 27, obtemos a colecao Dy, k € Z, dos cubos abertos na
direita cujos vértices sao pontos adjacentes do reticulado (27*Z)". Os cubos em Upez D}, sdo
chamados cubos diddicos. Sao imediatas da construcgao acima as seguintes propriedades:

(i) dado x € R™, existe um tnico cubo em cada familia Dy, que contém z;

(i) quaisquer dois cubos diddicos sao, ou disjuntos, ou um completamente contido no outro;

(iii) um cubo diadico em Dy, estd contido em um tnico cubo de cada familia D;, j < k, e
contém 2" cubos diddicos de Dy, 1.

O resultado abaixo, conhecido como Lema de Frostman, serd usado para demonstrar os

teoremas de caracterizacao de singularidades removiveis.

Teorema 3.2.1 (Lema de Frostman). Seja B C R"™ um conjunto compacto. Entao H*(B) > 0
se, e somente se, existe uma medida de Radon u, concentrada em B, com 0 < u(B) < oo, tal
que p(B(z,r)) S r° para todo x € R™ e r > 0. Mais ainda, podemos encontrar p de modo que

u(B) > cHE (B), no qual ¢ > 0 depende apenas de s.

Demonstracao. Se tal p existe, tome uma colecao {B(x;,7;)}en tal que B C U B(zj,1;).
j=1

Entao,

Dessa forma,

e, pela Proposi¢ao[3.1.8]
H*(B) > 0.

Para a reciproca, a menos de uma translacao, podemos assumir que B esta contido em
algum cubo diddico. Fixamos )¢ € D¢ o menor cubo diddico que contém B.
Como H*(B) > 0, pela Proposigao [3.1.8, H: (B) > 0. Logo, existe ¢ > 0, dependendo
apenas de s, tal que, para b = ¢H3_(B),
Z(diam Q,)° > b, (3.1)

j
sempre que os cubos {Q;} formarem uma cobertura de B.
Param =1,2,..., defina a medida ;' em R™ de modo que, para cada ) € D,,,
27ms L (Q)H LML @), se BNQ # o
0, se BNQ =2.

fim L Q =
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A seguir, modificando a medida u", definimos a medida p ; de modo que, para cada

Q € Dm—la
fim L @, se pum(Q) < 27tm=bs
2OV (Q L Q) se Q) > 27

Continuando a construcao, pu_, , ¢ obtida a partir de p_, fazendo, para cada
Q S Dm—k—l:

P LQ =

fim—g—1 L Q@ = MNQ) (Hm_i L Q),
no qual
A(Q) = min{1,270"FDs i (Q)~'}.
Paramos a construcao na etapa em que B C Q¢ € D,,_g, (ou seja, m — ko = () e definimos

W= g, - Mostremos que p™ satisfaz
™ (Q) < 27m=Rs - para Q € Dy, k€ 7y (3.2)
Se Q € Dy, e k < ko, entao existe um tnico Qg € D,,,—k, tal que Q C Qp. Assim,
1™(Q) = (Hm—p, L Q0)(Q)
= MQo) (Hm—(ky—1) L Q0)(Q)

< (Hm—(ko—1) L Q0)(Q)
= uﬁ_wo_l)(Q). (3.3)
Se k < kg — 1, argumento similar conclui que
Hon—(ko—1) (@) < fan— (5o —2) (@)
Repetimos tal procedimento ko — k vezes até obter u™(Q) < p_,(Q). Como Q) € D,,_y, entao
p™(Q) < i1 (Q) = (i L Q)(Q)
= MQ) (tm—e—1) L Q)(Q)

T (o) e (TR ) (0)
_ 2—(m—k)s‘ (34)

No caso k = kg, o argumento usado em (3.4) mostra que, se Q) € D,,,_y,,
Mm(@) < 27(m7k0)s.

Mais do que isso, podemos mostrar que, se @) # ()¢ ¢ um cubo da mesma familia D,,_j,, entao
p™(Q) = 0. De fato, tal como em (3.3)),

1"(Q) < (1) (Q)-
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2’ﬂ
Mas Q) = U Qio_l, no qual Q{CO_l € Dyy—(ky—1), de modo que
j=1

271
o) (@) = ) i o1y (Qhy 1)

j=1

e repetindo esse processo, obtemos
2nk0
HQ) < D (@),
j=1

onkqg

no qual @ € D,, sao tais que Q = U Q’. Mas como QNQ¢ = P e B C Q, entao BNQ = 2,
j=1

de maneira que p(@Q’) = 0 e, portanto, u(Q) = 0.

on(k—kg)

Vamos agora considerar o caso em que k > ky. Se () € D,,_, entao ) = U @)’ no qual
j=1
Q' € Dyy_1y- Se BNQ = @, entao u™(Q) = 0. Caso contrario,

H(Q) = ™ (Qg) < 2Tt < g im T, (3.5)

Dessa forma, mostramos (3.2).
Mostremos agora que, para cada x € B, existe k € Z, e Q € D,,_, tal que x € Q) e

" (Q) = 2-m=Rs — =5/2(diam Q)°. (3.6)

Note que, por (3.5)), tal k deve ser menor ou igual a ky. Fixado @ € B, para cada k existe um
unico Q) € D, tal que x € Q.
Comecemos por k = kg e tomemos Q¢ € Dy, tal que x € Q. Se u™(Qc) = 2~ (m=ko)s,

encontramos o que desejavamos. Por outro lado, se ™ (Q¢) < 2~ (m=ko)s "entao

MQ¢) = Mm(QO(sz(koq)(Qc))*l < 27(m7k°)s(ﬂﬁf(kof1)(Qc))flv (3.7)

de modo que A(Q¢) =1 e, por isso,

1™ (Qc) = i (ko—1)(Qc)-

Passamos entao para k = kg — 1 e tomamos Qr,—1 € Dp—ky—1) tal que € Qpy—1. Se

kofl))s’

™ Qpe—1) = 27 m=ko=1)s " temos o que querfamos. J& se p™(Qp,—1) < 27 (M entao,
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como Qry—1 C Qc,

M%—(ko—n(Qko—l) = A(QC)Mnml—(ko—l)(Qko—l)
= MQc) (i —(o—1) L Q) (Qro—1)
= (m—ko L Q¢)(Qro-1)
= " (Qro-1)

< 9~ (m=(ko—1))s
Por logica semelhante & usada em (3.7), concluimos que A(Qg,—1) =1 e

P (Qro—1) = /sz(kofl)(le*l) = Nmf(kon)“gkO*l)'

O processo pode se repetir, sem resultado, até no maximo o caso k = 0, quando, tomando

Qo € D,, tal que x € )y, temos, pelo mesmo processo feito acima,

p"(Qo) = pi(Qo) =27,

pois BN Qo # &. Assim, (3.6) estd demonstrado.
Escolhendo, para cada x € B, o maior () com tal propriedade, obtemos cubos disjuntos
¢
Q1,...,Qy tais que B C UQ] e
j=1

¢ ¢
Mm(Rn) _ Z,U/m(Q]) _ nfs/2 Z(dlam Qj)s > nfs/Zb7
j=1 j=1
por (3.1)).
Defina v™ = p™(R™)~'y™. Entao v™(R") =1e

Vm(Q) < b—lns/22—(m—k)s7 (38)

para Q € Dy, x, k € Z.

Pelo Teorema , a sequéncia (¥™) possui uma subsequéncia fracamente convergente
yms Wy v, no qual v é uma medida de Radon positiva. Dado £ C R" tal que EN B = &, existe
m grande o suficiente para que E seja coberto por cubos diddicos () € D,, tais que QN B = &,
de modo que u"(E) = 0 e, portanto, ™ (E) = 0 = v™(FE). Disso decorre que v é concentrada
em Bev(B)=1.

Para cada 2 € R" e 0 < r < oo, a bola B(z,r) esta contida no interior U de uma uniao
271
U Q; de 2" cubos Q; € D, com diam Q; = n'/227? < 4n'/?r. De fato, considere a bola B(0,r)
j=1
e escolha p tal que 2-®+1) < 2r < 277 de modo que 277 < 4r. Assim, B(0,r) estd contida
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no interior da uniao dos 2" cubos de D, que possuem um vértice na origem, e a quantidade
de cubos necessarios para cobrir a bola nao aumenta com translacoes, visto que o diametro da
bola é menor que o comprimento dos lados dos cubos.
Entdo, para m > p, podemos utilizar (3.8), obtendo
on
Vm(U) < Z V™(Q;) < 9~ Lps/297Ps < g2yl s/2s

j=1
e, pelo Teorema |1.3.30)

v(B(z,7)) < v(U) < liminf o™ (U) < 271255~ 1n3/2p%,

j—o0
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Capitulo 4
Capacidade de Sobolev

Neste capitulo introduzimos o conceito de capacidade, fundamental para o estudo do com-
portamento local de fungées em espagos de Sobolev. Os livros [AH], [HKM], [K] e [T] trazem
um maior aprofundamento no assunto.

Primeiro relembramos que, para 1 < p < oo e 2 C R™ aberto, o espago de Sobolev WP(2)

¢ definido como o completamento de

V={pel™Q): ¢y <o}

1/p 1/p
Hsoul,pz(/ lepd:v> +(/ |Vs0|pdx) .
Q Q

Definimos o espaco W, 7(Q) como o fecho de C°(Q) em WP(Q). Em [HKM, Teorema 1.27]

encontramos demonstrado o seguinte resultado:

com respeito a norma

Teorema 4.1. W'?(R") = W, "(R").
Utilizaremos adiante o seguinte teorema, encontrado em [HKM, Teorema 1.32]:

Teorema 4.2. Sejam 1 < p < 00 e (p;) uma sequéncia limitada em WHP(R™). Se ¢; — ¢
q.t.p., entao o € WHP(R™).

Defini¢ao 4.3. Para 1 < p < oo, a (1,p)-capacidade de Sobolev de um conjunto £ C R™ é
definida por

— P P
Capy () = inf | (ol + [9l")do

no qual
d,(E) = {p € WP(R"):0< ¢ <1, ¢ =1 numa vizinhanga aberta de E}.
Se @,(E) = &, definimos Cap, ,(E) = co. Note que Cap, ,(E) > 0 para todo E C R™.
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Capitulo 4. Capacidade de Sobolev

Para conjuntos compactos, temos o seguinte resultado:

Lema 4.4. Se K C R™ € compacto, entao

C K)= inf P+ |Vpl|P)d
wiy(K) = _inf | (o + (Vel) d.

no qual <) (K) = ,(K) NCZ(R™).

Demonstracao. A desigualdade “<” ¢é imediata, pois szpr(K) C o,(K). Para a outra desigual-
dade, considere ¢ € 7,(K). Como, pelo Teorema Wh?(R") = Wy (R"), podemos escolher
uma sequéncia de fungoes (¢;) em C(R™), 0 < ¢; < 1, que converge para ¢ em W1P(R™).
Seja U CC R™ uma vizinhanga aberta de K tal que ¢ = 1 em U. Sejay € C*(R"), 0 < <1,
tal que ¢ =1 em R"\ U e ¢ = 0 num aberto V' tal que K C V C U. Defina¢; = 1—(1—¢,)9.
Mostremos que 1; € ,prO(K ) e que, passando a uma subsequeéncia, ¥; — ¢ em W1P(R™).

E claro que Y; € C*(R™). Em R™\ U, temos 1; = ¢;. Assim,

supp(;) = [supp(;) NT| U [supp(p;) N (R™\ U)]

= [supp(yp;) N U] U [supp(¢;) N (R™\ U)]

é compacto, pois U e supp(¢;) sdo compactos. Portanto, ¥; € C®(R"). Além disso, em V/,

Como ¢; — p em WHP(R™), entdao ¢; — ¢ e Vé; — Ve em LP(R™). Entao, passando a

uma subsequéncia, ¢; = ¢ e Vo; = Vp q.t.p. (Teorema [1.3.37). Logo,

[V; — o|P dx = / [V; — | dx +/ [V; — | dx
R7 U RO\U

=/|¢j—1|”dx+/ ¢ — ¢’ da
U RO\U

= [1a-oppars [ 1o, epas
U R\U

no qual a segunda parcela converge a zero pois ¢; — ¢ em LP(R"), e a primeira converge a
zero pelo Teorema da Convergéncia Dominada, ji que ¢; — 1 q.t.p. em U, e U é compacto.

Analogamente,
/ Vi, — Vol de = / IV, — Vel de + / Vi, — Vol de
R U R7\U
_ / VP d + / Ve, — Vl? de
U RO\U

- / OV, — (1 — ¢)ViblP do + /
U

Rn

\U
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no qual a segunda parcela converge a zero pois V¢; — Vo em LP(R™), e a primeira converge
a zero pelo Teorema da Convergéncia Dominada, ja que ¢; — 1 e Vg; — 0 q.t.p. em U, e U é

compacto. Entao, dado € > 0, existe 7 € N tal que

nf [ (oP+Vor)de< [ (ub1Vl)de< [ (P + Vep) do+e

pedd(

Tomando o infimo sobre ¢ € o7,(K), obtemos

in / (19l +196P) dr < Capy ,(K) + <.

pe)(K) Jr
Fazendo ¢ — 0, temos o resultado. O

Apresentamos a seguir uma outra maneira de definir a capacidade. Provaremos mais adiante,

no Teorema [4.9] que, quando 1 < p < n, ambas as defini¢oes sdo, de certo modo, comparaveis.

Definigao 4.5. Sejam 2 C R" aberto e K C €2 compacto, e
B(K,Q)={pelCr(N):0<p<1,p=1em K}.

Definimos

cap; ,(K, Q) inf / |Vl? de.

@E%‘ (K,Q)

Seja U C () aberto. Definimos
cap, ,(U, Q) = sup{cap, ,(K,Q) : K C U, K compacto}.
Finalmente, para um conjunto E C () arbitrario, definimos
cap, ,(F,Q) = inf{cap, ,(U,Q) : E CU C Q, U aberto}.
Quando @ = R", denotaremos cap; ,(-, R™) = capy ().
Teorema 4.6. Se 1 < p < oo, entao Cap;, satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Capy,(@) = 0;
(i1) se By C Es, entdo Capy,(Er) < Capyp(Es);
(iii) Capy (U, Ej) < Z;; Capi ,(E;) sempre que E; C R™, j € N.
(iv) se (K;) € uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos com K = N;K;, entdo

Cap, ,(K) = }H?o Cap, ,(K;);
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Capitulo 4. Capacidade de Sobolev

(v) se (E;) € uma sequéncia crescente de conjuntos com E = U,E;, entdo

Capy,(£) = lim Cap, ,(E;);

(vi) para todo conjunto boreliano E,

Cap, ,(E) = sup{Cap, ,(K) : K C E, K compacto}.

Demonstragao. Se ¢ =0, entao ¢ € o7,(&). Logo,

Cap, ,(9) < / (Jo? +|VelP) dz = 0.
Rn

Sejam E), C E,. E claro que 7, (E,) C ,(Ey) e, portanto, Cap;,(E;) < Capy,(E,). Para
(71), podemos assumir que >, Cap; ,(E;) < 0o pois, caso contrdrio, nada temos a provar.

Seja € > 0. Para cada j € N, escolha ¢; € o7,(E;) tal que

[ e+ 196, da < Capy () + <27,
Mostremos que ¢ = sup; ; € 2,(U2, E;). Primeiro, mostraremos que ¢ € W*?(R"). Seja
(S max ¢,

para cada k € N. Entdo (¢;) é uma sequéncia crescente tal que 1, — 1 pontualmente quando

k — oo. Mais ainda,

el = | max 5] < [sups] =[]

< | < .
Vb | < lrg%}ﬂv@ﬂ = sgp |Vg0]|

Além disso, (¢;) é uma sequéncia limitada em W'?(R™), pois

/ ([el? + [V l?) d < / (sup "+ sup [Vigs ) do

nog
(Z eil” + Z |V¢J|p)

/ (lojl” + [Vp;lP) dz  (pelo T. Convergéncia Monétona)

Il
NE IIM8

IN

(Capy ,(E;) +227)

<.
I
—_

Cap, ,(Ej) +¢& < oo.

[
WE

.
Il
—
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Como ¥, — ¥ q.t.p., pelo Teorema concluimos que ¢ € WH(R"). Como ¢; € o,(E;),

existe um aberto O; D Ej tal que ¢; = 1 em O;. Logo, ¥ = 1 em U320y, que ¢ uma vizinhanga
de U2, E;, provando que ¢ € o7,(U2, Ej).

Com isso, concluimos que

Capy (U / (1617 + [VoPP) da

Z (sl + 1Vip5l") d

oo
E aplp 85

e o resultado desejado é obtido fazendo € — 0.
Os itens (iv) e (v) serdo omitidos aqui, mas seguem a mesma demonstra¢ao dada em [HKM,

Teorema 2.2]|. Ja o item (vi) segue do Teorema 2.5 da mesma referéncia. O

Observacao 4.7. Cap,, é regular exterior, ou seja,
Cap, ,(F) = inf{Cap, ,(O) : E C O, O aberto}.
De fato, pela monotonicidade,
Cap, ,(F) < inf{Cap, ,(O) : E C O, O aberto}.

Por outro lado, sejam ¢ > 0 e ¢ € o7,(F) tal que

/n (\90|p + ]Vgo\p) dr < Cap, ,(E) +¢.
Como ¢ € o7,(E), entao existe aberto O D E tal que ¢ = 1 em O, de modo que
Capr(O) < /n (Je? + |[Ve|?) dv < Cap, ,(E) + ¢,
no qual O é um aberto tal que £ € O C O. Logo,
inf{Cap, ,(0) : E C O, O aberto} < Cap, ,(E) +¢,

e a desigualdade desejada ¢é obtida fazendo ¢ — 0.

As mesmas propriedades sao validas para cap; ,(-,2), como demonstrado em [HKM, Teo-

remas 2.2 e 2.5]:

Teorema 4.8. Se 1 < p < o0, e Q C R” € aberto, entdo capy,(-,2) satisfaz as sequintes

propriedades:
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Capitulo 4. Capacidade de Sobolev

(i) se By C Ey C (1, entao capsp(Er, Q) < capy,(Es, 2);

(11) se (K;) € uma sequéncia decrescente de subconjuntos compactos de @ com K = N;K;,

entao

cap; (K, Q) = jlim capy ,(K;, Q);

— 00

(i1i) se (E;) € uma sequéncia crescente de subconjuntos tal que E = U;E; C Q, entdo

Capl,p(Ev Q) = lim Ca‘pl,p(Ej7 Q)a

Jj—o0
(iv) se U, Ej C Q, entdo capy (U2, E;, Q) < 377 capy (B, Q);
(v) para todo subconjunto boreliano E C €2,

cap, ,(E,§2) = sup{cap, ,(K,Q) : K C E, K compacto}.

Teorema 4.9. Seja 1 < p <n. Se E C B(xg,r), entao existe uma constante ¢ = c(p,n) > 0

tal que

(14 cr?)~t Cap, ,(F) < cap, ,(E, B(xo,2r)) < 4°(1+1r77) Cap, ,(E).

Demonstrag¢ao. Mostremos o teorema para um conjunto K compacto. O resultado segue dos
Teoremas [4.6] ¢ [4.8. Seja n € C°(B(xp,2r)) uma fungao corte tal que 0 < n < 1,7 =1 em
Blzg, 7], e |[Vn| < 2/r. Entdo, se ¢ € & (K), temos que 1y € B(K, B(x,2r)). Desse modo,

capy (K, B, 2r)) < / V()P da

B(xo,2r)

= / loVn + 0Vl dx
B(zo,2r)

2 P
</ (—m ' rw) da
B(zo,2r) r

<w(4r7) [ (o +IVeP) da,
RTL

Tome agora ¢ € C2°(B(xg,2r)) tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga aberta de K. Sejam

. np D
Pt = e 7=—.
n—p p
1 1 1 . )
Note que, como — = — — —, temos que p* > p e, portanto, v > 1. Veja também que
p p n
1 1
1, 1_»p
v Toon

66



Entao, pelas desigualdades de Holder (Teorema|1.3.36) e de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (Te-
orema 1.3.39)), temos

1

obar= [ epas <oy ([ jran)
R B(zo,2r) B(zo,2r)
p

= ey ([ joan)”
B(zo,2r)
< L"(B(xo, 2r))p/”clp/ |Vl? dz

B(zo,2r)

= crp/ |Vo|P dz,
B(zo,2r)

no qual ¢ = ¢(p,n). Logo,

[ Gapeveryde= [ (ol 9el) do
n B(zo,2r)
<1+ crp)/ |VplP dx.
B(xo,2r)
Combinando as duas desigualdades obtidas, concluimos que
(1+ crp)_1 Capr(K) < caplyp(K, B(xo,2r)) <4P(1+1r7P) Capl,p(K).
[

Corolario 4.10. Seja K C R™ compacto. Entio Cap,(K) = 0 se, e somente se,
capy (K, 0) =0 para todo aberto O O K.

Demonstragao. Suponha que cap; ,(K,O) = 0 para todo aberto O D K. Como K ¢ compacto,
existe 7 > 0 tal que K C B(0,r) C B(0,2r). Pela hipétese, cap; (K, B(0,2r)) = 0 e, pelo
teorema anterior, Cap; ,(K) = 0.

Suponha agora que Cap; ,(K) = 0 e tome O D K aberto. Para cada x € K, existe r, > 0
tal que B(z,2r,) C O. Observe que a colegdo {B(x,r,) : x € K} é uma cobertura de K. Logo,

existe uma subcolegao finita { B; = B(z;,r;)},_, tal que

¢
K c|JB;
j=1
Pelo teorema anterior,

cap, ,(K N B;,2B;) < 4°(1 + r;p) Cap, ,(K N B;) <4°(1 + rj_p) Cap, ,(K) = 0.
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Capitulo 4. Capacidade de Sobolev

Como 2B; C O, temos pela definicao de cap;, que
cap, ,(K N B;,0) < cap, ,(K N B;,2B;) = 0.

Logo,

l
cap ,(K,0) < " cap; (K N B;,0) = 0.

J=1

Lema 4.11. L"(E) < Capy,(E), para todo conjunto L"-mensurdvel E C R".

Demonstragao. Se Capy,(E) = oo, nada temos a provar. Se Cap,(E) < oo, tome ¢ > 0 e

© € d,(F) tal que

Capy ,(E) < / (ol + [Vl?) de < Capy (E) + .

n

Seja O D E aberto tal que ¢ =1 em O. Desse modo,

LM(E) < LM0) = / dz

_ / pl? du
O

< [ |elPdz
Rn

< [ (ol + 196) do

< Cap, ,(E) +¢.
Como € > 0 é tomado arbitrariamente, o resultado segue. O]

Podemos relacionar a capacidade cap;; com a medida de Hausdorff H"~! da seguinte ma-

neira:

Proposigao 4.12. Sejam K C U C R™, com K compacto e U aberto. Entao cap; (K,U) =0

se, e somente se, H" 1(K) = 0.

Demonstragdo. Suponha que H"'(K) > 0. Pelo Lema de Frostman (Teorema , existe
uma medida de Radon positiva y concentrada em K tal que p(B(z,r)) < ™! para toda bola
aberta, e H N (K) < u(K).

Sejap e BK,U)={peC U):0<p<1 p=1em K}.
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Entao, pelo Teorema [6.1.3],

H () < pu(K) = /K dy

ol dp

Rn

5/ |V¢|dx=/ (V| dx
n U

Tomando o infimo sobre ¢ € B(K,U), temos que
HLH(K) S capy (K, U).

Pela Proposicao HYK) > 0. Logo, capi1(K,U) > 0. Provamos assim que
cap; (K,U) =0 = H"" 1( ) =0.

Por outro lado, suponha H" '(K) = 0. Equivalentemente, H" '(K) = 0. Dado
e > 0, existe uma cobertura de K (que pode ser tomada finita, pela compacidade) por bo-
las B; = B(xj,rj), j=1,...,s, tais que 2B; C U e

s

Za(n —1)(2r)" ! <e.

j=1
Podemos entao encontrar funcées ¢; € C*(U), j = 1,...,s, com suporte em 2B;, tais que
0<p; <1,]0%| < rj_‘al para todo multi-indice o, e o = > 7| ¢; = 1 em U;_; B; (ver [HP, p.
43]). Entao, ¢ € B(K,U) e, desse modo,

cap (K0 < [ [Velar <Y [ Valde=3" [ V)i
" j=1JR? j=1 j
S Z/ 7’]»_1 dr = ZTJ_IE"(QBJ)
]*1 2B; 7j=1
_ Z 12n 2r])n
2n+1 S .
aln = 1 Z a(n—1)(2r;)"
]:1
<e
Como ¢ > 0 é arbitrario, temos que capy (K, U) = 0. ]

O préximo teorema relaciona capacidade com campos vetoriais de medida-divergéncia.
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Capitulo 4. Capacidade de Sobolev

Teorema 4.13. Seja F € LP(U), 1 < p < o0, com divF = p para alguma medida de Radon
com sinal . Entao, se K C U € compacto e Cap, ,(K) =0, temos |u|(K) = 0.

Demonstragao. Seja K C U compacto tal que Cap; ,(K) = 0. Tal como na demonstragao

do Teorema [3.1.11] podemos supor que |u|(K) = pu(K). Pelo Coroldrio [4.10, temos que
capyy(K,0) = 0 para qualquer aberto O C U que contém K. Seja {O;} uma sequéncia
de conjuntos abertos que contém K tais que U D Oy D Oy D ..., e N;0O; = K. Como
capy (K, O;) = 0 para cada j, podemos encontrar ¢; € C:°(0;), 0 < p; <1, ¢; =1 em uma
vizinhanca de K tais que

Vel = 0 quando j — oo.

Visto que divF = u, temos, pela desigualdade de Holder,

u(K)+/ @jduz/%dwr/ p;j dp
U\K K U\K
_/%dﬂ
U

:/F-Vgojd:v
U

< |Flle @ IVo;ll 1o 1y
= ||F||LP(U)||V90J'||LP/(RTL)

ou seja,

HE) S WPl Pl = [ osn = 1Pl Vsl = [ esdn

O;\K
Entao,
O < 1Pl IVl + | [ s
0;\K
< WPl Vel + [ losldo
0,\K
< [ Flee@n Vel 1o @y + 1(0; \ K)
<N E e IVl o gy + 11/(O5 \ K) — 0
fazendo j — oo, completando a demonstracao. O
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Capitulo 5
Funcoes de variacao limitada

Neste capitulo apresentamos fungoes em R™ de variacao limitada, que nada mais sdo que
funcoes cujas derivadas parciais fracas de primeira ordem sao medidas de Radon. Apresenta-
mos também os conjuntos com perimetro finito, ou seja, conjuntos cuja funcao caracteristica
associada possui variagao limitada.

Para maiores mais detalhes e maior aprofundamento no tépico, o leitor pode consultar as

referéncias [EG| e [Z].

5.1 Definicoes e propriedades
No decorrer desta secao, U C R™ é sempre um conjunto aberto.

Definigao 5.1.1. Seja U C R" aberto e limitado. Dizemos que dU ¢é de classe C¥(R"), k € N,
se para cada o € OU existe r > 0 e uma funcio v : R*~! — R de classe C*(R"™ 1) tal que, apés

renomear e reorientar as coordenadas se necessario, temos
un B[x()?T] = {ﬁlf S B[$0,T] Ty > 7($1a s 7$n—1)}‘

De modo andlogo, dizemos que OU ¢ de classe C*(R") se U for C*(R™) para todo k € N.

Dizemos que QU é analitica se a aplicacao « for analitica.

Observagao 5.1.2. Se U C R" limitado tem fronteira C'(R"), entao o campo vetorial unitdrio

normal exterior v = (v1,...,v,) esta bem definido em OU.

A seguir, apresentamos duas versoes do famoso Teorema de Gauss-Green, também conhe-
cido como Teorema da Divergéncia. Primeiro, enunciamos sua versao classica, e em seguida,

trazemos uma versao para campos vetoriais localmente integraveis.
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

Teorema 5.1.3 (Teorema de Gauss-Green classico). Sejam U C R™ aberto e limitado, com
fronteira CY(R™), e p € CY(U). Entdo

0
/ (pdx—/ pv;dH"" | paraj=1,...,n,
Oz,

no qual vj sio as coordenadas do vetor unitdrio normal exterior. Logo, se F' € C'(U,R™),

/didex:/ F-vdH"
U ou

no qual v = (v1,...,0,).

Teorema 5.1.4 (Gauss-Green para campos vetoriais L}, ). Seja F' € L, .(U,R™) um campo
vetorial tal que divF = p para alguma medida de Radon com sinal p. Entao, para cada x € R™

e para quase todo r > 0,
w(B(z, 1)) = / divF dy = / F-vdH" !,
B(z,r) 0B(z,r)

no qual v € o vetor unitdrio normal exterior.

O Teorema ¢ uma consequéncia do Teorema de Stokes, cuja demonstracao pode ser
vista em [R1, pp. 272-275]. Para uma demonstracao do Teorema [5.1.4] veja [DMM, Teorema
5.4]. Note que o Teorema acima é valido para campos vetoriais essencialmente limitados,
pois L>*(U,R") C L;,.(U,R™).

loc

Lema 5.1.5. Sejam U C R" aberto e p € C}(U,R"™). Entdo

/ divep dr = 0.
U

Demonstra¢ao. Como supp(p) C U é compacto, existe 7 > 0 tal que supp(¢) C B(0,r). Entao,
pelo Teorema de Gauss-Green (Teorema [5.1.3),

/ divp dr = / divp dx = / o-vdH" ! =
U B(0,r) dB(0,r)

pois ¢ =0 em 0B(0,r). O
Definigao 5.1.6. Uma funcao f € L'(U) tem variacao limitada em U se
sup {/ fdivedr : ¢ € CHU,R"), || < 1} < 00.
U

Denotamos por BV(U) o espago das fungoes de variagao limitada em U.

Definicao 5.1.7. Um conjunto ¥ C R"™ Lebesgue mensuravel tem perimetro finito em U se
Xg € BY(U).
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5.1. Definicoes e propriedades

As defini¢bes acima possuem versoes locais.

Defini¢ao 5.1.8. Uma fungao f € L} (U) tem wvariagao localmente limitada em U se, para

cada aberto V CC U,

sup{/ fdivpdr : p € CHV,R™), |o] < 1} < 0.
v

Denotamos por BV,,.(U) o espago das fungdes de varia¢do localmente limitada em U.

Definicao 5.1.9. Um conjunto £ C R™ Lebesgue mensuravel tem perimetro localmente finito

em U se Xg € BV (U).

O teorema a seguir mostra que fungoes em BV, sao funcoes cujas derivadas parciais fracas

de 12 ordem sao medidas de Radon.

Teorema 5.1.10 (Teorema Estrutural para fun¢oes BVo.). Seja f € BV,,.(U). Entao eziste

uma medida de Radon p em U e uma fungao p-mensurdvel g : U — R™ tais que
(1) lg(x)] =1, p-q.t.p.;
(i1) / fdivpdr = —/ ¢ - gdp, para toda ¢ € CH{U,R").
U U

Demonstragdo. Seja T : C1(U,R") — R o funcional linear dado por

T(p) = —/deivgo dzx.

Como f € BV,,.(U), temos que C(V) = sup{T(p) : ¢ € CH(V,R"),|p| < 1} < oo para todo
subconjunto aberto V CC U. Assim,

oerel=|r ()| < om, 6.1)

11l oo 1]l

para ¢ € CH(V,R™) com |[|¢]|s # 0.

Fixando um conjunto compacto K C U, escolhemos um aberto V' tal que K C V CcC U.
Dada ¢ € C.(U,R"), pelo Teorema podemos escolher uma sequeéncia (¢) C CLH(V,R")
tal que ¢ — ¢ uniformemente em V. Como, dado ¢ > 0, existe m € N tal que

llok — welloo < €/C(V') quando k, ¢ > m, entao, por (5.1),

T (er) = Tpo)| = [T(or = wo)| < C(V)lor — pellos <&

Logo, (T'(¢x)) é uma sequéncia de Cauchy em R e, portanto, klim T(px) existe. Além disso,
—00

tal limite nao depende da sequéncia (py) escolhida, visto que se (¢) é outra sequéncia em
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CH(V,R™) que converge uniformemente para ¢ em V, entao

klggo T (¢r) —T(de)| = l}g{.lo T (pr — Pr)| < C(V) khjélo ok — Dkl oo
< C(V) lim (o= o + 9 — el

= 0.

Segue que
lim T(px) — lim T(ox) = lim [T (o) — T(x)] = 0.

k—o0
Desse modo, T' pode ser estendido unicamente a um funcional linear T : C.(U,R") — R dado
por T(p) = klim T(pk). Note que, se K C U é compacto e ¢ € C.(U,R"™) com supp(¢) C K e
—00
|| <1, entdo T(p) < C(V), pois podemos escolher |¢x| < 1. Logo,

sup{T(p) : ¢ € C.(U,R"), supp(p) C K, || < 1} < 00

para cada K C U compacto.
Pelo Teorema de Representagao de Riesz (Teorema [2.2.3), existe uma medida de Radon
pem U e uma fungdo p-mensurdvel g : U — R™ tais que |g(z)] = 1 para p-q.t.p. = e

T(p) = / ¢ - gdp, para toda ¢ € C.(U,R™). Em particular, se ¢ € C}(U,R"), temos
U
/ fdivpdr = —/ Y- gdpu.
U U

Definigao 5.1.11 (Medida variacao e medida perimetro).

(i) Se f € BViy(U), a medida p obtida no Teorema 5.1.10/ é chamada de medida variagdo

de f, e denotada por ||[Df||. Assim, a afirmagao (ii) do Teorema acima se reescreve como

/fdiwdfcz —/wgdHDfH,
U U

para toda ¢ € C}(U,R"), no qual g : U — R" é uma fungao || D f||-mensuravel tal que
lg(x)| =1 para [|[Df]|-q.t.p. z € U.

(ii) Se f = Xg, e E tem perimetro localmente finito em U, a medida p é chamada de medida

perimetro de E, e denotada por ||0F||. Escrevendo vg = —g, temos

/divgodx:/go-l/EdH@EH,
E U

para toda ¢ € C}(U,R"), e |vg(z)| = 1 para ||0F||-q.t.p. * € U. Dizemos que ||0F|(U)

é o perimetro de ' em U.
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Exemplo 5.1.12. Seja [ € VVliCI(U) Entao, para cada V CC U e ¢ € C}(V,R") com |¢| < 1,

temos
/fdivgodx:—/Vf-godatS/\Vf|dx<oo.
U U 1%

Logo, f € BVio(U).

Portanto, W, (U) C BVi,.(U). De modo andlogo mostra-se que W''(U) ¢ BV(U). Em
particular, W,5?(U) C BVj,(U) para 1 < p < co. Temos, no entanto, exemplos de fungoes de
variagao limitada que nao sao funcoes de Sobolev. Considere f : R* — R dada por f = Xp(o,1).

A fungao f € BV(R?) pois, dada ¢ € C}(R?) com |p| < 1, temos, pelo Teorema de Gauss-Green

(Teoremal5.1.3),
/ fdivgodx:/ divgodx:/ ¢ -vdH' <HY(S) < .
R2 B(0,1) st

Em [K, Teorema 1.41], é provado que se u € I/Vllo’f(U), 1<p< oo, eV CCU, entao existe
@ :U — [—o0,00] tal que @ = u q.t.p. em U, @ ¢é absolutamente continua em £"!-quase todo
segmento de reta em V' paralelo aos eixos coordenados e as derivadas parciais cléssicas de u
coincidem com as derivadas parciais fracas de u q.t.p. em U. Mostremos que isso nao ocorre
com f.

Uma fungao u : [a,b] — R é absolutamente continua se, para todo € > 0, existe § > 0 tal
que,se a =x1 <y < Ty < Yo < -+ < Xy < Y, = b é uma partigao de [a, b] com

m

Yy —z) <5,

=1
entao

Z [u(y;) — ulz;)] <e.

Seja f = f q.t.p. em R2 Existe um intervalo (a,b) C (—=1,1) no qual, para q.t.p.
zo € (a,b) tem-se f(zo,y) = (o, y) para q.t.p. y € R. Fixe xy com tal propriedade, um ponto
p = (70,50) € S* (podemos escolher yy > 0 sem perda de generalidade) e tome V = B(p,r).
Fixado e = 1/2 e dado § > 0, existem y; € (yo — %,yo) eys € (yo,y0 + %) tais que f(zo,y1) = 1
e f(wo,yz) = 0.

Considere a partigao de [yo — 7, yo + 7] dada por

{al =%Yo — T, blaa2 = y17b2 = Y2, as, b3 = Yo + T};

na qual by € (a1,a1 + %) e az € (b3 — 2,b3). Entdo,
3
> (b —a;) <4,
j=1
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

mas
3

Z |f(z0.b;) — f(wo,a;)| > | f(zo,b2) — f(wo,a2)] =1 > e.

j=1
Logo, f nao é absolutamente continua no segmento x = o em V para q.t.p. zo € (a,b).
Entdo, f ¢ WP(R?) e, portanto, f ¢ WHP(R?), 1 < p < co.

Exemplo 5.1.13. Se E C R" é um aberto limitado com fronteira C*(R"), entdao E tem
perimetro finito.

De fato, se ¢ € C}(U,R") com |p| < 1, entao, pelo Teorema de Gauss-Green (5.1.3)),

/divgpdx:/ gp-yd?-[”_lz/ - vdH"
E OF UNOE

< / ol ] !
UNOE

< / dH" ' = H" YU NOE) < H" '(OF).
UNOE

Note que existe uma quantidade finita de bolas B(zj,r;), com z; € OF, tais que 0E C
Us_, B(zj,75), e cada E N B(x;,7;) é, a menos de uma reorientacao das coordenadas, o gréfico
de uma fun¢ao C?, ou seja, ¢ uma variedade de dimensao n—1. Desse modo, H" " (OENB(x;,1;))
corresponde ao volume (n—1)-dimensional de 0ENB(x;,7;) (veja a Observagao e o Exem-

plo[3.1.6). Portanto,

k
M"Y OE) <> MY OE N B(xy, 1)) < oo.

=1

Basta, entao, tomar o supremo em ¢ para concluir que
sup {/Edivgodx c € CHU,R™), |p| < 1} <H" Y UNJE) < <.
Mais ainda, é possivel mostrar a desigualdade inversa e provar que
sup {/Edivgpdx c € CHU,R™), |p| < 1} =H" Y (UNOE)
(veja [Z, p. 229)).
Observacao 5.1.14.

(i) Do Teorema de Representagao de Riesz (Teorema [2.2.3) e do Teorema Estrutural (Teo-
rema |5.1.10)), temos que, para cada V CC U,

IDFIV) = Sup{/ fdivpdz : ¢ € CHV,RY), |p| < 1}, e
\%4

oE1w) =su{ [ ot e v R ol <1}
E
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(ii) Se f € BVo(U) N LY(U), entao f € BY(U) <= ||Df||(U) < co. Nesse caso, definimos
[f sy = [[f1l + [[DFIID).
De fato, se g é a funcao determinada pelo Teorema [5.1.10, e ¢ € C}(U,R") com |p| < 1,

entao
[ iivpar=— [ o gainyi < ]/go-gdquu\
U U U
< / ol - lgl dI DS
U
< / d|Df| = | DFIO).
Logo,

sup{/Uf divpdr : p € CH(U,R"), |p| < 1} < ||[DfIU).

Entao, se ||Df]|(U) < oo, temos f € BV(U). Por outro lado, se f € BV(U), entao fixado
K C U compacto, tome V aberto tal que K C V CC U. Pelo item (i) acima,

DA < 1DA1W) =sup{ [ Faivpdo: o e CLvr.Iol <1
< sup{/deivgodx L € CHU,RM), |p| < 1} < 0.
Como, pelo Teorema [5.1.10} [|Df]| é uma medida de Radon, temos que
IDfIU) = sup{[[Df|[(K) : K C U compacto}.

Logo, do anterior, concluimos que ||Df]|(U) < co.

Teorema 5.1.15 (Semicontinuidade inferior da medida variagao). Suponha (fi) uma sequéncia
de fungoes em BV(U) tal que fry — f em L} (U). Entdo,

loc

IDAIU) < limint | DFIO).
Demonstragdo. Seja ¢ € C2(U,R™) com || < 1. Entao,
/fdivgpdx = lim / frdivpdr = lim / —@-opd|Dfx] = liminf/ — - ord||Dfxl,
U k—oo Ju k—oo [ k—oo  Jir
no qual |oy(x)| = 1 para || D fg||-q.t.p. z. Como

/ —@-ord|[Dfi]| < / o] - o] d[Dfi]| < / dl|D fel = [[Dfill(U),
U U U

temos que

/ fdivpde <liminf ||Df||(U).
U k—ro0
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Disto segue que

|DfI[(U) = sup {/ fdivpdx : p € Ccl(U;R"), lp] < 1} < liininf | D fi|l(U).
U — 00
Il

Teorema 5.1.16 (Aproximacao local por fungoes suaves). Seja f € BV(U). Entdo eziste uma
sequéncia (fr) C BV(U) N C>®(U) tal que fr, — f em LY(U) e |Dfel|(U) = || DfI(U) quando
k — oo.

Demonstragao. Fixado € > 0 e dado m € N, defina os conjuntos abertos

Uy = {SE e U : dist(z,0U) >
m +

1
’ } N B0,k +m)
para k € Z,. Escolha m grande o suficiente de modo que

IDfIUN\Th) <e. (5.2)

oo

Observe que Uy C Ugyq e U = U Uk. Defina Uy = @ e Vi, = Ugyq \ Ug_1, para k € Z,.
k=1

Podemos entao tomar uma particao da unidade {(x}72, tal que

Qk ECSO(Vk), k‘GN;

\ k=1

Considere a fungao teste ¢ suportada em B[0, 1], como definida no Exemplo m para construir

uma aproximagao da identidade. Para cada k, escolha €, > 0 pequeno o suficiente de modo

e
supp(de, * fC) C Vi
[ Vo 6= sl o < 53
Z] 90, % VG = FVG| da < .

Defina

fs = Z¢sk *fgk
k=1

Pela maneira como os conjuntos V}, foram construidos, temos que, numa vizinhanca de cada

x € U, existe apenas uma quantidade finita de termos nao nulos na soma acima. Por isso,

78



5.1. Definicoes e propriedades

fe € C>(U). Como f = Zf(k, temos por (5.3) que
k=1

[e.e]

\fe = fllorwy = /U Z (e * G — k)

k=1
< |bey, * [ — fCk| dx

< E.

dx

Desse modo, f. — f em L'(U), quando € — 0. Pelo Teorema [5.1.15,
IDFIU) < liminf [[Df|[(U). (5.4)

Para ¢ € CL(U), |¢| < 1, temos
/U 1. divip dz = g /U (6o % [C0) divep d
- %j | 76 (6 div) o
- %j | 16 div(o, + o) da OO
- % | 7 i, + 9 do - %j [ 96 6w )
=3 [ F vt = 32 [ o6 n VG i

- ;/Uf div(Cr(@e, * ) dr — ;/USO (e * [V — fV() da

=17 + I3,

pois ZVCk =0em U.
k=1
Para cada k, temos que [(x(¢c, * ©)| < [, ¢, = 1. Além disso, cada ponto em U pertence

a, no maximo, dois conjuntos V;. De fato, dado = € U, tome ky = min{k : x € Uy}. Se ko = 1,
entao x € Vj apenas. Se ky > 1, entao z € Vi, e, possivelmente, Vj,. Realmente, se ky =1
entao

xelU Cc U=V,

e para k > 1,
x & Vi = U1 \ Up—s
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

pois Uy C Uy_1. Agora, se kg > 1 entao
x € Ugy \ Ugg—1 C Uiy \ Ugg—2 = V-1,

pois Ugy—o C Ugy—1. Para k < kg — 1, temos que = ¢ Vj, = U1 \ Uk—1, pois Ugs1 C Ug,—1, €
para k > ko, © ¢ Vi, = U1 \ Ug—1, dado que Uy, C Uy_;.

Entao,

11| =

/U Fav(Gon <)o+ 3 /U £ div(Celdn, * ) do

< IDSIU) + D IDFI(Vi)
k=2

< [IDAIU) +2[DFIIU \ Uh)
< | DfIU) + 2, por (5.2).

Por outro lado, de (5.3)), temos que |I5| < e. Logo,
[ £ divpds < [DF|0) + 32
U

e, portanto,
IDf-||(U) < | DII(U) + 3e.

Isso, e (5.4)), nos permite concluir que ||Df.||(U) — || Df||(U) quando € — 0. O

Observagao 5.1.17. Note que o Teorema nao garante que ||D(fr — f)||(U) — 0.

5.2 Férmula de co-area para funcoes BY

Comecamos apresentando dois lemas em preparacao para a demonstragao do principal re-

sultado da se¢ao, a férmula de co-area para fungoes BV .

Lema 5.2.1. Seja U C R" aberto. Se f € LY(U), entdo

() 1l = sup{ / fode: g e L*(U),|¢| < 1},-

(i6) 1o = Sup{/Ufsodx e CU).|¢] < 1}.

Demonstragao. Para mostrar o item (i), tome ¢ € L®(U) com |p| < 1. Entao

dor < dr < dr = 1
/Uf<ﬁ x_/U|f||so| a:_/U|f| v = Iy,
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5.2. Formula de co-drea para funcoes BY

de modo que
sup{/ fedr:p e L*(U), gl < 1} < [Ifllzr@)-
U

Por outro lado, considere a fungao ¢* : U — R dada por

E se x
o (z) = sgnf(z) = { [f(@)] f(x) #0
0, se f(z) =0.

Observe que p* € L>®(U) com |¢*| < 1, e que fo*(x) = |f(x)|. Assim,

1wy = / fo* dx < sup {/ fodz: o e L), |g| < 1} .
U U

Provemos agora o item (7). Seja ¢ € C}(U) com || < 1. Entao

de < d dxr = 117,
/Ufso x_/Umm xs/Um e = Il

sup{ [ fotrieeciuld < 1} < flmw.
U

Para mostrar a desigualdade contraria, fixe # > 0. Pelo item (i), existe g € L>(U) com |g| < 1

Logo,

tal que

/U fgdr > |l — 6. (5.5)

Para cada k € N, defina U, = {z € U : dist(z,R" \ U) > 27%} N B[0,k]. Como (Uy) é uma

sequéncia crescente de subconjuntos de U tal que U,Uy, = U, temos que klim foXu, () = fg(x)
—00

para todo z € U. Além disso, |fgXy,| < |f| € L'(U). Entao podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada para obter

/fgdx: lim / foXy, dx.
U k—oo Jir
Fixe k € N tal que

/ foXu, dx > / fgdx — 0.
U U
Por (5.5), temos que

/ FoXu, de > ||l o) — 26, (5.6)
U

Seja p € C*(B[0,1]) com p > 0 e [pdx = 1 e considere a aproximagao da identidade
pe(z) = e "p(x/e), para € > 0, como dada na Defini¢ao [1.4.61 Como |gXy,| < Xy, € LY(U),
temos pelo Teorema que

pe * (9Xu,) — 9Xu,
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em L'(U), quando £ \, 0. Pelo Teorema [1.3.37, existe uma sequéncia £; \, 0 tal que

Pj = Pe; * (gXUk> - gXUk

em quase todo ponto, quando j — oo. Como |fo;| < |f| [ |pe,|dz = |f] € L'(U), o Teorema

da Convergeéncia Dominada pode ser usado para concluir que

/ngdem: 1im/fg0jdx.
U Iz Ju

/fgojde/ngdex—Q.
U U

Fixe 5 € N tal que

Por (5.6), temos que
/ fojdr > fllow) — 30.
U

Note que, para j suficientemente grande, ¢; € C>°(Uy + B0,g,]) € CLU). Além disso,
lo;] < [|pe,|dz = 1. Entao

1 lose — 360 < / fo,de < sup{/ Jode: o eClU),|¢| < 1}.
U U

Como 0 > 0 foi fixado arbitrariamente, concluimos que

Il <sup{ [ foar: o ecionlel <1},
completando a demonstragao. ]
Para f: U - Ret €R, defina By ={z € U : f(z) > t}.
Lema 5.2.2. Se f € BV(U), a aplicacio t — ||OE||(U) é L'-mensurdvel.

Demonstragdo. A aplicagao (z,t) — Xg,(z) é (L™ x L1)-mensurdvel. De fato, basta mostrar
que, para todo a € R, o conjunto A, = {(z,t) : Xg, () > a} é Lebesgue mensuravel. Se o > 1,
entao A, = . Quando a < 0, temos A, = R” x R. Em ambos os casos, A, é obviamente

Lebesgue mensuravel. Resta, portanto, 0 < a < 1. Nesse caso,
Ay = {(ﬁ,t) : XEt(‘T) = 1}
={(z,t) :x € B} ={(z,t) : f(z) —t > 0}.

As aplicagoes (x,t) — f(x) e (x,t) — t s@o Lebesgue mensurdveis, pois a fun¢ao identidade
obviamente o é, e f € BY(U) C L*(U). Portanto, a aplicagao (x,t) — f(x) —t é mensurdvel,

concluindo que A, é um conjunto mensurdvel. Logo, para cada ¢ € C}(U,R"™), a fungao

t— divpdr = / Xg, divp dz
By U
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é L'-mensuravel.

Seja D C C}(U,R™) um subconjunto denso e enumerdvel. Entao, por densidade,
t — ||0FE:||(U) = sup {/ divpdr : ¢ € CL(U,R"), || < 1}
o

:sup{/ divpdx : ¢ € D, |y| Sl},
o

e tal aplicacao é L£'-mensurdvel, pois é o supremo de uma quantidade enumeravel de funcoes

L'-mensurdveis. O
Finalmente, demonstramos a férmula de co-area para fungoes de variacao limitada.
Teorema 5.2.3 (Férmula de co-area para fungoes BY). Seja f € BV(U).

(i) E; tem perimetro finito para L'-q.t.p. t € R;
(i) 1D110) = [ 10BNW) ar

Por outro lado, se f € L*(U) e |Df|(U) = / |OE||(U) dt < oo, entdao f € BV(U).
R

Demonstragdo. Seja ¢ € C2(U,R"™) com |p| < 1.

/fdivcpdm :/ </ divcpdx> dt.
U R Eq

Suponha, a priori, que f > 0. Entao

f(x) = /Of(x) dt = /OOOXEt(:v) dt

para q.t.p. z € U. Entao, pelo Teorema de Fubini-Tonelli,

‘Lfdw¢m:ié(%ﬁx&@gﬁ>mw4@dx
:Aw<ﬁx&@mwwm¢adt
_ /OOO (/E dive(z) d:c) dt.

ﬂ@_—é;ﬁ_/iam@—mﬁ.

Mostremos primeiro que

Se f <0, entao
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Logo,

/U Fdive dr — /U ( /_ (;(XEt(x)—l)dt> divip(z) dx

(Xg, () — 1) dive(x) dx) dt

0(
_ / ) ( /U e dx) dt
(

/U ~divg(e) dr /E —div(z) dx) dt

pelo Lema [5.1.5]
Tomando f em geral, e escrevendo f = f™ — f~, obtemos

/deiwpdx:/Uf*divgodx—i-/U(—f)divgpdm

_ /OOO (/E divip(z) dx) dt + /_: (/E divep(z) da:) dt
= /R ( /E t divip(z) dx) dt. (5.7)

Como [, divp(x) dv < |OE||(U), pela igualdade 1} temos que

/ Fdiveds < / OB (U) dt.
U R
Agora, tomando o supremo em ¢, obtemos
IDsIw) < [ 0B w) i (58)

Seja f € BV(U) NC>®(U). Mostraremos que, nesse caso, vale a igualdade em (5.8). Defina

m : R — R por
m(t):/ |Vf|dm:/ |V f|dx.
U\E; {zeU:f(z)<t}

A fungdo m é nao-decrescente, pois se s < t, entdo {x € U : f(x) < s} C{z € U : f(z) < t}.
Logo, pelo Teorema [1.3.17, m/(t) existe para £!-q.t.p. t € R. Afirmamos, primeiramente, que
para a < b,

/b m/(t) dt < m(b) —m(a).
Para mostrar isso, considere ’
m(a), parat < a
m(t) = ¢ m(t), paraa <t <b

m(b), parat>b
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e note que

De fato, para h > 0 pequeno,

%/abm(tm)—m(t)dt:%_/m dt—/ }
SISy G
:% :m(b) a+hmdt:|
S
= - [m(®) - b~ m(a) - Bl = m(b) — m(a)

Logo, pelo Lema de Fatou, temos que

l%ﬂmﬁ:l%mm@+2_m@ﬁ

h—0

h—0

. [Pt + ) —m(t)
< lim mf/a h dt < m(b) —m(a).

Entao
/_ :; ! () dt < m(T) — m(—T)

- / IV f|de - / IV f|da
{z€U:f(x)<T} {z€U:f(z)<-T}

-/ Vfda
{zeU:—T<f(x)<T}
< [ 1v1lds
U
Fazendo T" — oo, obtemos
/m/(t) dt < / IV f|de. (5.9)
R U
Fixadost € R e r > 0, definan: R — R por
0, se s <t
s—1
n(s) = , set<s<t+r
r
1, se s >t+r.
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Entao

0, ses<tous>t+r

1/r, set<s<t+r.

Logo, para toda ¢ € CH(U,R"), |p| < 1, temos

- [ s divpta) s = [ V(@) - o@)da
_ /Un’(f(:v))Vf(I) - p(x) do

-/ 1V (@) o) da
{zeU:t<f(z)

<t+r} T
1

- _/E\E Vi(z)-o(x)de. (5.10)

r

Agora,

m(t+r)—m() 1 B
! =2 (/U\EW IV f| da /U\Et |Vf|dx)

o AL
r E\FE 1

>~ / Vf-pde
" JEN\Eiyr

= —/Un(f(:v))divgo(x) dz, por (5.10).

Para valores de ¢ tais que m/(t) existe, fazemos r — 0 e obtemos, para L£!-q.t.p. t,

r—0

m/(t) > lim [—/ n(f(z))dive(x) dx] = —/ divpdr = —/ divp dz.
U {zeU:f(z)>t} Ey

O limite acima é consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada, pois n(s) = X(¢.00)(5)
quando 7 — 0 e |n(f(z)) divp(z)| < |dive(x)| € LY(R™).
Tomando o supremo em ¢, temos m/(t) > ||0E:||(U). De (5.9),

[1oEqwa < [wias [ 9510

Afirmamos que

/U 1V fldx = | DSV,

De fato, para ¢ € C}(U,R"),

/Uf divapdm—k/UVf-godx:/Udiv(fgo)dx:(),
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pelo Lema [5.1.5] Segue que

/fdivgpdx:—/Vf-godm,
U U

e, tomando o supremo sobre ¢ € C}(U,R") com |¢| < 1, obtemos, pelo Lema [5.2.1]
IDA) =19l = [ 1961

Entédo, de (5.8),
/R |0E,|(U) dt < | Df||(U / 10E|(U

Portanto,
IDf(U /||8Et|| t, para feBVYU)NC*U). (5.11)

Por fim, fixada f € BVY(U), pelo Teorema [5.1.16, existe uma sequéncia
(fr) CBVU)NC>=(U) tal que fr — f em LY(U) e ||Dfe||[(U) — [|Df](U) quando k — oo.
Definindo Ef = {z € U : fy(x) > t}, note que [Xgr(v) — Xg, ()| = Xgragp, (x), no qual
EfAE, ={zcU: f(z) <t < filz)} U{z € U: fi(z) <t < f(a)}
={z e U : min{fy(z), f(z)} <t <max{fi(z), f(x)}}.

Entao,
/ X (2) — X ()] dt = / dt
R {teR: z€EF AE,}
max{fy(z),f(z)}
_ / dt
min{fx(z),f ()}
= |fu(z) — f(z)].
Logo,

[ 150) = slde= [ ([ Peyto) = oo ae)

pelo Teorema de Fubini-Tonelli. Denote
rlt) = [ Pgyle) = X (o)
U

Como fi, — f em L'(U), temos que [|gi|[s — 0. Pelo Teorema [1.3.37, existe uma subsequéncia
tal que, a menos de uma mudanca de indices k, satisfaz gy(t) — 0 para L£'-q.t.p. t, ou seja,
Xpr — Xg, em L'(U) para L'-q.t.p. L.

Além disso, pelo que foi feito anteriormente, X Br € BV(U). Podemos, entao, aplicar o

Teorema |5.1.15 e concluir que
|0E||(U) < lim inf |OEF|(U).
—00
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

Entao, pelo Lema de Fatou e por (5.11),

/||8Et||(U) dtg/nmmfnaEfn(U) dt
R R k—o0
ghminf/ |OEF||(U) dt
k—oo R
= liminf | D fi || (U)
= [DfI(U).

Isso, junto com (5.8), conclui que

\DFI() = / |OE||(U) dt.
]

Em certo ponto no inicio da demonstracao acima, construimos uma funcao m : R — R

nao-decrescente tal que m/(t) existe para L'-q.t.p. t € R, e provamos que, para a < b, temos

/ () dt < m(b) — m(a).

Embora seja grande a tentagao de afirmar que a igualdade é valida em geral, o seguinte exemplo,

sugerido pelo Prof. L. Moonens, mostra que isso nao é verdade.

Exemplo 5.2.4. Considere o conjunto
M ={ueC(0,1]): 0 <u<1,u(0) =0,u(l) =1},
e defina uma distancia d em M pela férmula

d(u,v) = sup |u(t) — v(t)|.
te€(0,1]

O espago métrico (M, d) é completo. De fato, M C C([0,1]) e a distancia d é a restri¢ao ao

conjunto M da distancia d em C([0, 1]) induzida pela norma do supremo:

d(u,v) = sup |u(t) —v(t)| = lu— v
tel0,1]

Como (C([0,1]),d) é um espago de Banach, entdo se (u;) C M é uma sequéncia de Cauchy,
existe u € C([0, 1]) tal que

d(u;,u) = 0, quando j — oo.

Como a convergéncia uniforme implica na convergéncia pontual, obtemos

w(0) = lim 4;(0) =0 e wu(l)= lim u;(1) = 1.

j—o0 J—0
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Além disso, para t € [0, 1],
u(t) = lim u;(t) € [0,1],

Jj—00
pois 0 < u; <1 para todo j € N. Entao u € M, provando que (M, d) é completo.

Podemos definir a aplicacao
S M—= M, uw d(u),

no qual ®(u) ¢ definida em [0, 1] por

Tu(3t), set € [0,1]
S(u)(t) = § 3, se t € (3.5
T+ 3uBt—2), sete(3,1].

A aplicagao ® é uma contragao, com constante de Lipschitz igual a % Com efeito, sejam

u,v € M. Para t € [0,1],
P(u)(t) — @(v)(t) = 0, set e (

Logo, para cada t € [0, 1], temos
1
[2(u)(t) = 2(v)(&)] < 5d(u,v),

de onde obtemos que
1
O Teorema do Ponto Fixo de Banach garante a existéncia de uma tunica u* € M tal que
®(u*) = u*. Garante ainda que, para qualquer uy € M, a sequéncia (u;) definida por
uj = (1),
para j € N, converge em M para u*.

A funcao u* é chamada fun¢do de Cantor. Construindo u* a partir de ug(t) = t, observamos

que u* é nao-decrescente e
() (t) =0 paratel0,1]\C,

no qual C' C [0, 1] ¢ o conjunto de Cantor. Como £'(C) = 0, temos que
(u*)'(t) =0 para L'-q.t.p. t € [0,1].

Desse modo,

/Ol(u*)'@) dt =0 < 1 =u*(1) — u*(0).
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

5.3 Desigualdades isoperimétricas e Desigualdade bo-
Ting

Nesta secao mostraremos trés desigualdades que serao 1teis em demonstracoes posteriores:
as chamadas Desigualdades isoperimétricas e a Desigualdade bozing.

Antes, no entanto, enunciamos a versao para funcoes B) das desigualdades de Sobolev e

de Poincaré, que sao obtidas a partir dos Teoremas [1.3.39e[1.3.40l A demonstrac¢do pode ser

vista em [EG, pp. 189-190].

Teorema 5.3.1.

(i) Eziste uma constante ¢; > 0 tal que
[ fllgn/e-n < el DFI(R™)
para toda f € BY(R").
(ii) Eziste uma constante co > 0 tal que
1f = (F)arll prro-n s < c2ll DBz, 7))
para toda f € BY,.(R") e Blz,r] CR™, no qual (f), = fB[W} fdy.

Teorema 5.3.2. Seja E C R" limitado e com perimetro finito. Entao existem constantes

c1,co > 0 tais que
(i) (Desigualdade isoperimétrica)  L"(E)" % < c|0E|(R™).

(7i) (Desigualdade isoperimétrica relativa)  Para cada bola Blx,r] C R",

n—1

min{L"(B[z,r] N E), L"(Blz,r]\ E)} = < 2| 0FE||(B(z,r)).

As constantes ¢; e cp sao as mesmas dos Teoremas [1.3.39) (Desigualdade de Sobolev-
Gagliardo-Nirenberg) e[1.3.40| (Desigualdade de Poincaré).

Demonstragao. Para (i), aplicamos o item (i) do Teorema para [ = Xg, de modo que

n—1

LME) = ( A X[ Y dﬂﬁ) < o[ DXg[[(R™) = a1 9E[|(R™).

Provemos (7). Seja f = Xp[ne. Nesse caso,

B 1 _ LM(Blz,r]NE)
Der = FaBlm) /B[I,T]HE W= B
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5.3. Desigualdades 1soperimétricas e Desigualdade boxing

Entao,
n/(n—1)
() D gy — 1_ ( [z,7] N E) p
/;[x,r] |f (f> ’ | Y /;[$,7"}0E ( [ ]) Y
L(Blz,r] N E) [V
d
" Jopne| LBl ) /

"(B [96 T]\E)
L(Blz,r])
( Blz,r]NE) )"/("_1)

n/(n—1)
) LY Blz,r]NE)

-(°

Se L™(Blz,r|NE) < L"(B[z,r] \ E), entao,
1 1 L%Blz,r]\ E) + L"(Bz,r] N E)

L"(Blz,r|\ E). (5.12)

2 2 Lr(Blz,r])
< 1 2L"(Blz,r]\ E)
-2 L(Blz,r])
_ L'(Blx,r] \ F)
L(Blz,r])
De (512)
R L"(Blz,r|\ FE n/(n=1) N
Jy 1= etz (SZEEAE ) el

de modo que

1F = Dlecsioten 2 (i) € (Blarln B

> %min{ﬁ"(B[x,r] N E), L"(Blz,r] \ E)}**

e, portanto, aplicando o item (ii) do Teorema para f,

min{£"(Blz,r] N E), L"(Blz, 7]\ E)}** < 2/l — (ol pnsin-0 ()
< 26||Df[[(B(z,7))
= 2¢5||0( B[z, r] N E)||(B(x,r)).

Mas

10(Ble, 7] 1 E)||(B(x, 7)) = sup { [ divpdy:p el R Il < 1}
Blz,rINE
- p{/ divpdy— [ divpdy: € CHBLr). R, o] < 1}
E E\Blz,r]

divpdy : ¢ € CH(B(z,7),R™), |¢| < 1}
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

Logo,

n—

min{L"(Bz,r] N E), L"(Blz, 1] \E)}Tl < 2¢2||0(E)||(B(z,1)).

No caso em que L™(B[z, 7]\ E) < L"(B[z,r])NE), argumento similar leva & mesma conclusao,

completando a demonstracao. O]

Enunciamos o lema a seguir para o utilizarmos na demonstracao da Desigualdade bozing
(ver [EG, p. 27)):

Lema 5.3.3 (Lema de Recobrimento de Vitali). Seja G uma colegdo de bolas tal que
sup{diam B : B € G} < .

Entao, existe uma subcole¢iao enumerdvel {B;} C G de elementos dois a dois disjuntos tal que

U BclJsB;

Beg J

Lema 5.3.4 (Desigualdade bozing). Seja U C R™ um conjunto aberto com perimetro finito,
L™-mensurdvel com L"(U) < oo. FEntao, existe uma cole¢do de bolas disjuntas B(xj, R;),
j=1,2 ..., tais que .
U c | JB(x;,5R)),
j=1
1 - LU N B(z;, Rj))
2n Lr(B(x;, k)

1
35, para j =1,2,...

Y Ry <CloU|(R™),

j=1
no qual C > 0 depende apenas de n.

Demonstracao. Seja x € U. Como U é aberto,

LU N B(x,r))

(B

para r > 0 pequeno. Logo, para cada x € U, existe r, > 0 tal que

LU N B(x,ry))

B -

Além disso,
. L"(UNB(x,7r))
|
e L(B(.1))
pois L"(U) < oo. Da continuidade da funcao
_ LYUNB(xz,r))
0= "B

=0,
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5.3. Desigualdades 1soperimétricas e Desigualdade boxing

existe k = k(z) € N tal que
LU N B(z,2™r,))

. ~0,1,2,... k-1 (5.13)
L (B(z,271) 5 bparam=0,12..., , .
e
LU N B(x,2%r,)) 1
< = .14
(B, %)) =2 (5.14)

Como L"(B(x,2kr,)) = 2"L"(B(z,2% 1r,)) e B(x,281r,) C B(z,2%r,) para k € N, temos, de

(6.13). que

LU N B(x,2%r,)) _ LU N B(x, 2" 'r,)) 1
> > .
L(B(x,2Fr,)) — 2"nL(B(z,2'r,)) 2n+1
Denote R, = 2Fr,. Como U ¢é mensuravel, 1) implica que
L"(B(x,R,)\U) = L"(B(z,R;)) — L"(UN B(z, R,))
> LU N B(z, Ry)),

de onde concluimos que
"(B
min{L"(U N B(z, R,)), L"(B(z,R,)\U)} = L"(UN Bz, R;)) > w

Pela desigualdade anterior, e pela Desigualdade isoperimétrica relativa (Teorema |5.3.2)),

—zn(zgai,le)) < L"(U N B(z, Ry))Y™ £"(U N B(x, R,))"~1/m
< LU N B(z, Ry))Y™ 2¢, ||0U|(B(z, R,))
< L"(B(z, Ry))"" 2¢ |0U|(B(x, R,))

= R, ¢ ||0U][(B(x, R.)),
ou seja,
L"(B(z, Ry))
R,
Aplicando o Lema de Recobrimento de Vitali (Lema [5.3.3) & colecio {B(z,R,)}, © € U,

obtemos uma familia enumerdvel de bolas disjuntas B(z;, R;), j = 1,2, ..., tais que

< ¢ |oU||(B(z, Ry,)).

Uc|JB@ R, C G B(z;,5R;).

zeU j=1

Finalmente,

BR; , 5R;

7=1 7j=1

= L"(B(x;,5R; = 5"L"(B(z;, R;
Z (B( ) (B(z;, B;))
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Capitulo 5. Funcoes de variacao limitada

Logo, como

= SR; = SR;
— g1 S CR;"
=
= 5"15i R"H
j=1
temos que o
Y R < COU|(RY).
j=1
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Capitulo 6
Resolubilidade da equacao div F' = u

Neste capitulo estudaremos resultados apresentados em [PT] que caracterizam a existéncia
de solugoes para a equacao divF = p quando g é uma medida de Radon positiva em R”.
Primeiro, veremos o caso em que F' € LP(R" R"), para 1 < p < co. Em seguida, trataremos do
caso em que F é continuo. Antes, porém, apresentamos alguns teoremas que serao utilizados

nas demonstragoes.

6.1 Resultados preliminares

Teorema 6.1.1. Sejam p uma medida de Borel positiva em R", 1 < p < g < 00 e p < n.
Entao, para toda u € CX(R™), existe C > 0 tal que

lull Loy < Cl[Vullp,
no qual

C*<c sup pPu(B(x, p)).
z€R™;p>0

Demonstragao. Mostremos que, para u € S(R™), temos |u(x)| < I;|Vul|(x). De fato, temos que

(Z |5r2> Z Gk
) (€) (070)'(6) = S (K # 0u)(©)

=1 7j=1

[ Kj*au]A ,
7j=1

’x—‘j. (Em [SW| Teorema 4.1, p. 160] é mostrado que (K;)"(§) =
€T n

3

.

no qual K;(z) = ¢ CQé_Té.
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Entao,

n

ux) =) (K * dju)(x)

Jj=1

)| < Z(lKJ’\ * |0;ul)(x)
<Z( — |a-u|)< )
=3 [ s
B n ]x— ]" 1
o[ T,
R |7 =yl

= I|Vu|(x).

Disso decorre que, para u € C°(R"),
HUHLq (n) ~ S H11|V“|HLq
Desse modo, pelo Teorema [1.5.10,
o S 119l < 190l = 1Vl
[

Passamos agora a um resultado que nos permite obter uma estimativa semelhante no caso

em que p=1<gq.

Teorema 6.1.2. Se

1/q
sup 1(G)

———— < 00, 6.1
(G} 7—[”—1(6(}) ( )

no qual p € uma medida de Borel positiva em R"™, ¢ > 1 e {G} € uma cole¢ao de subconjuntos de

um conjunto aberto 2, G CC 2, limitados por variedades C*°. Entao, para qualquer u € C°(S),
[ull Loy < ClIVullie),

no qual
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Demonstragao. Seja

L ={x € Q:|u(z)| >t}

/Q‘Mx)'qdu(x)) - </Q (/000 X (0uz)|)(T) dT) du(x)>i
/000 </ﬂ Xopemn(T) du(w)) dr);
J

p({x € Q: |u(z)|? > 7}) dT)

Entao

Q=

1 1

= ([ wam)’

o €9 fu(o)| > thy o)

Como u(%) < u(%Zs) quando s < ¢, temos que

W) d(t7) = / ) de)

/Oooq[tu(a%)“q]q‘lu(e%)”q dt

/Oooq Mtu(o%)l/q ds} q_lﬂ(gt)l/q dt

-1

< /Oooq {/Otu(a%)”qur p( L) dt

o0 d t 1/ q
:/ T [ w(Zs) qu} ) dt
0 0

Logo,
|2l Lo, S/ NMEARE
0

)
_/0 AL L

W(G)s /w .
<sup-— [y 0.8) dt,
S are) J, 04

pois, pelo corolario em [Maz, p. 37], os conjuntos .Z; pertencem & classe {G}.

Por fim, pela férmula de co-drea (Teoremal5.2.3), obtemos
fullioony <C [ H0.L5) d
0

== CHVUHU(Q)-
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Capitulo 6. Resolubilidade da equagao div F' = p

O Teorema anterior possui uma versao especial quando {2 = R", na qual a condicao (6.1)) é

substituida por outra equivalente, que toma o supremo apenas sobre bolas:

Teorema 6.1.3. Se
pw(B(z,7))

b g

zER™;r>0

< 00,
no qual € uma medida de Borel positiva em R"™ e ¢ > 1, entao, para qualquer u € C°(R™),
[l oy < ClIVully,

no qual

com ¢ = c¢(n) > 0.

Demonstragao. Dado G € {G} como no teorema anterior, tome o recobrimento {B(z;,r;)}

dado pelo Teorema 3.1.10.

Note que, se a; > 0 e ¢ > 1, temos

a}/q 4 a;/q a}/q a%/q ay as
= - > + =1,
(a1 -+ az)l/q (a1 -+ ag)l/q (a1 + ag)l/q ap + as a) + as

ou seja,
(a1 4 az)¥1 < a}/q + aé/q.

Entao,
1/q
(Za) <y
J
de onde obtemos

I
VoS
-]

il
T
S
=
=
©
—
5]
o,
3
N—
et
p
=
_Q
=
L
N———
<

q

M(B(JZ,T)) n—1

< S \ 2
’ J

Do Teorema 3.1.10} concluimos que

u(G) < et sup M (H*1(0G))".

zER™; r>0 r(n=1)
Logo,
1/q
uG)Ye p(Bz,r))
sSup —————~ < ¢ sup —————= < 00.
{GE) HH0G) zeRn;I?~>0 r(n=L)a
Aplicando o Teorema anterior, obtemos a conclusao desejada. O
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6.2 O caso L?

Dividiremos o estudo em trés faixas diferentes para valores de p. O caso em que
1 <p<n/(n—1) se mostra pouco interessante pois, aqui, a equagao apenas admite solugao

quando p é a medida nula.

Teorema 6.2.1. Sejamn >1 el <p<n/(n—1). Sep é uma medida de Radon positiva em
R"™, e F' € LP(R",R") € solu¢ao de divF = pu, entao p = 0.

Demonstragcao. Observe primeiramente que, para n > 1,

Assim, temos que

o) = [ty = 1) [ (7 ) dut

Se A, ={s € R:s > |z —yl|}, entdo, pelo Teorema de Fubini,

Lip(z) = (n—1) / (/OOO XAT—,L(T) dr) du(y)
:(n—l)/ooo (/RXA;‘—,@du(yO dr
o ([, tan)

Y

70”

=(n—1) lim b —M(B(x,r)) dr.

e—0t /. rn

Como LP C L., Vp € [1,00], podemos usar o Teorema para obter

locy

o) = (-1 i [T (] y ) ) do

e=0t J. "

e .
=(n-1) Ell>1(1)1Jr o </B(I7r) divF'(y) dy) dr
<1
=m-1)1lm [ — (/ Fy) - v(y) d’H"‘l(y)) dr.
OB(z,r)

e—=0t J. rn

Note que, para y € dB(z, ), o vetor unitario normal exterior é dado por v(y) = <=
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Assim, temos

o) = (1= i ([ o ) ) dr

=0+ . . |z — y|nt!
. x—y
=(1—n) lim Fly) - ——=—dy
e—0% |z—y|>e |‘T - y|n+1
. “ Ty —Yj;
= (1 —n) lim fity) 25 | dy
e=0t Jig—y|>e ]Z:; ’ |l‘ - y|n+1

oS (1 oy T
- n>;<3i%l+/x-y>gfﬂ(y) )
=c(n) Y R;f(x),

j=1

para q.t.p. z € R", no qual F' = (f1,..., f,) e R; é a j-ésima transformada de Riesz.

Para 1 < p < oo, temos, pela Proposi¢ao [1.5.8] que R; ¢ forte (p, p), de modo que

> R;f;
j=1

Entao, p tem energia-(1, p) finita. Pela Observacao |1.5.12, temos nesse caso que pu = 0.
Para p = 1, a Proposicao afirma que R; ¢ do tipo fraco (1,1), de onde obtemos

n
E R;f;
j:1 Ll,oo

Novamente pela Observacao |[1.5.12, concluimos que u = 0. O

[ 1pellyy = e(n)

<c(n) Y IR fill, S D Ifslls S IFIlp < oo (6:2)
» j=1 j=1

[1pllpree = e(n)

n n
SO Rl D Iill SNFI < oo
j=1 j=1

A seguir, consideramos o caso em que n/(n — 1) < p < oo, ou seja, 1 < p’ < n. Nesse caso,

a existéncia de uma solugao para a equacao é caracterizada pela energia-(1,p) de p.

Teorema 6.2.2. Suponha n/(n —1) < p < oo. Se F € LP(R",R"™) € solugcio de divF = p,
para alguma medida de Radon positiva p, entdo p possui energia-(1,p) finita. Reciprocamente,

se p € uma medida de Radon positiva com energia-(1,p) finita, entao existe um campo vetorial
F e LP(R™",R") tal que divF = p.

Demonstracao. Os mesmos argumentos que levam a na demonstragao do Teorema m
provam a primeira parte.

Por outro lado, seja w!* o conjunto C°(R™) com a norma ||u||,1.» = ||Vu,. Definimos a
transformacio linear A : w'? — L (R R") como A(u) = Vu. Note que ||A(u)||y = ||ull 1.,
logo A é uma isometria linear. Entdo, sua adjunta, A* : LP(R", R") — (w"*")*  é sobrejetora,
pelo Lema[1.2.5] Temos pelo Teorema que, para toda u € C°(R™),

A (F)(w) = FlAw) = [ F-vu
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ou seja, A*(F') = divF como distribuigao.
Como visto no inicio da demonstragao do Teorema6.1.1] temos que |u(z)| < I;|Vu|(z) para
u € S(R™). Desse modo, para u € C°(R™),

/ udu‘ < [ nivuldy
n Rn
:/ {0/ —|Vu(y)_|1 dy} dp(x)
n R |7 — Y[

—c [ 1Vl | [t a

o |z =yl

=C | [Vu(y)| Liu(y) dy.
Rn
Como p tem energia-(1, p) finita, pela Desigualdade de Hélder, temos

/ nudu‘ <(/. |w|p’)pl' (/ num}p)’l’

1

N\ P
5(/ |Vu|p) — lullyur
Rn

para u € C°(R™). Logo, temos que p € (w™?')*. Como A* é sobrejetivo, existe F' € LP(R", R")
tal que divF = A*(F) = p. O

Por fim, temos resultado andlogo ao Teorema [6.2.2] para o caso p = .

Teorema 6.2.3. Se u é uma medida de Radon positiva tal que
w(B(x,r)) < Cr" ', para todo r > 0,z € R, (6.3)

para alguma constante C' > 0, que independe de x e r, entao existe um campo vetorial
F € L*(R",R") que satisfaz divF = p. Reciprocamente, se F' € L>®(R" R") € tal que divF =

para alguma medida de Radon positiva p, entao p satisfaz a propriedade (6.3)).

Demonstra¢ao. Por um lado, se F' € L*(R" R") satisfaz divF = p, entdo pela férmula de

Gauss-Green dada no Teorema temos que, para qualquer x € R" e para quase todo r > 0,

w(B(z,r)) :/ divF :/ F-vdH"!
B(z,r) OB(z,r)

< / A
OB (z,r)

< | F|oo c(n)r™ L. (6.4)

Denote por N C R o conjunto (de medida nula) dos valores r > 0 para os quais (6.4) nao é

satisfeito. Dados quaisquer x € R™ e r > 0, podemos escrever

Blz,r] = mB(x,rj),
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Capitulo 6. Resolubilidade da equagao div F' = p

no qual os raios r; € Ry \ N formam uma sequéncia decrescente tal que r; — r. Tal sequéncia
existe, pois Ry \ N é denso em R,. De fato, se nao fosse denso, existiria um intervalo aberto

I C N, de modo que N nao teria medida nula. Assim,

u(B(z, 1)) < p(Blz, r]) = lim u(B(z, 7;))

< lim || Flog c(n)ry ™
J

= || Flloo c(n)r"~".

Por outro lado, considere, como anteriormente, o espago w'! das fungoes C°(R"™) com a
norma |[ul[,11 = ||Vulli, e defina A : wht — L'(R",R") como A(u) = Vu. Novamente, A é
1,1)*

uma isometria linear e, portanto, sua adjunta A* : L*(R", R") — (w é sobrejetora, pelo

Lema Assim como na demonstragao anterior, A*F = div F' em distribuicao.
Como u satisfaz (6.3)), entao

p(B(z,r))

sup 1 < Q.
z€R™; r>0 r

Logo, podemos usar o Teorema com ¢ = 1, para concluir que

/ udu‘é [ vl [ vulde = s
n R” R™

para toda u € C:°(R"). Desse modo, u € (wh!)*. Portanto, pela sobrejetividade de A*, obtemos

o resultado desejado. O

6.3 O caso continuo
Comegamos esta segao enunciando o seguinte teorema, devido a De Pauw e Pfeffer em [DP1]:

Teorema 6.3.1. Seja p uma medida de Radon com sinal definida em um conjunto aberto

nao-vazio U C R™. Entao, as propriedades a sequir sao equivalentes.
(i) A equagdio div F' = p possui uma solu¢do continua F : U — R™.

(ii) Dados € > 0 e um conjunto compacto K CC U, existe 6 > 0 tal que

/cpd,u‘gs/ ]Vgp]dx—i—@/ || dx
U Rr Rr

para toda ¢ € C°(K).
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6.3. O caso continuo

Demonstragao. Apresentaremos aqui apenas a demonstragao de (i) = (i7i). A demonstragao
da reciproca envolve outras técnicas que fogem ao escopo desta dissertacao.

Seja F' € C(U,R"™) solugao de div F' = p, ou seja,

/(pd,u:/F~Vg0dx,
U U

para toda ¢ € C(U). Dados ¢ > 0 e K CC U compacto, tome ¢ € CX(K). Como F é
continua no compacto K, existe, pelo Teorema de Weierstrass (veja [R1]), f € C°(U,R") tal

que supg |f — F| < €. Dessa maneira,

/(pdu’: /F~V<pd:r;—/f—Vgodx+/f-V<pdx
U U U U
< [P f1eldo+| [ £-9ps
K U

/cpdivfdx

U

<e / V| do + / ol [divf| da
K K

Se/ V| dx +
K

< [ 19elde+ laivs e [ lolds
K K
R™ R
Definindo 6 = ||div f|| k), obtemos o resultado. O

Caminhando para o principal teorema desta segao, o Teoremal6.3.4] mostramos os resultados

seguintes.

Teorema 6.3.2. Seja U C R" aberto e seja o uma medida de Radon com sinal em U. Suponha

que, para cada conjunto compacto K CC U,

lim sup sup{ / ud,u‘ cu € CX(B(xo,9)), [|Vul|1 < 1} = 0.

6—0t ToEK

Entao, dados € > 0 e um conjunto compacto K CC U, existe 8 > 0 tal que

/ s@du‘ SE/ Volde +60 | |elde
para toda ¢ € CF(K).
Demonstragao. Seja e > 0. Definimos d(K) = dist(K,9U) e

d
Kd(K)/Q = {SL’Q elU: diSt(IO,K) < %}
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Capitulo 6. Resolubilidade da equagao div F' = p

Pela hipdtese, existe 0 < 6 = d(e) < d(K)/2 tal que

/ udu‘ cu € C°(B(xg,9)), || Vull; < 1} <eg,

/ ud,u‘ <eg,

para todo zo € Kyk)/2 € para todau € C°(B(x,0)) com ||Vulj; < 1. Aplicando a desigualdade
u

sup sup {
roEK

ou seja,

acima para , com u € C°(B(x0,9)), obtemos que

IVl

/ udu‘ <e | |Vu|dz, (6.5)
n R

para todo zg € Kyk)/2 € para toda u € C°(B(x,0)).
Sejan € C>°(B(0,1)) uma fungao corte tal que 0 <n < 1,n=1em B[0,1/2], e |Vn| < C(n)
(veja Observacao |1.4.10). Escolhemos z; € R", j =1,2,..., de modo que {z;} determina um

5
3vn

13(@) =1 ( ‘5’”) |

Note que n; € C(B(x;,6)),0<n; <1,n;, =1em Blz;,§/2] e

reticulado no qual a distancia entre pontos adjacentes é e definimos

|Vn;| < —. (6.6)

> Q

Defina
Y(x) = Zﬁj(l’),

no qual a soma é tomada sobre uma quantidade finita de indices j tal que

Kaoy2 C | Bla;, 8/2).
J
Cada ponto em Kyx)/» estd contido em, no maximo, N = N(n) bolas B(x;,d/2). Por isso,
1 <4 <N em Ky €, por a
C(n)

VoI < IVl < =~ (6.7)
J

em Kd(K)/Q.

Agora, definimos
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6.3. O caso continuo

Note que, em Ky, as §; estao bem definidas, pois ¢ > 1, e
D gla) =1
J
Dada ¢ € C°(K), temos que cada &;p € C°(B(z;,0)). Entao, de (6.5), obtemos
sodu‘ = / § | pdp
el | (£
<2
J
<Y [ Vgl
j R
<X [ glvelds =Y [ VeIl
j VR i IR

—= [ [Velduse [ 1Y Vglde
R™ R~ -
J

Utilizando (6.7), estimamos

& du'
Rn

Y(x)Vn;(x) —n;(2) V(o)
[1h(z)]?

2
Fazendo 0 = c C’(n)’ obtemos

J

/ cpd,u’ Sa/ \Volde+0 [ |o|dx.
]RTL n Rn
[

Teorema 6.3.3. Seja U C R™ um conjunto aberto e seja p uma medida positiva em U. Suponha

que, para qualquer conjunto compacto K CC U,

lim supsup{wzo<r<5}—0.

6—0t zo€K Tn_l
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Capitulo 6. Resolubilidade da equagao div F' = p

Entao, para qualquer conjunto compacto K CC U,

/ udu’ cu € C°(B(xo,9)),||Vulls < 1} = 0.

lim sup sup
0—=0F zoeK

Demonstracao. Observe que a hipdtese é equivalente a dizer que, para qualquer compacto

K cc U, dado € > 0, existe dy > 0 tal que
u(B(wo, 7)) < er™ !

paratodoxzy € K e <r <d < dy. Jaa tese, tal como argumentado na demonstracao anterior,

é equivalente a dizer que, para qualquer compacto K CC U, dado € > 0, existe dy > 0 tal que

/ udu‘ <e,

para toda u € C°(B(x,d)) com ||Vul|; < 1,20 € K e 0 < < d.
Seja K CC U um conjunto compacto. Sejam € > 0 e d(K) = dist(K,0U). Definimos

d(K
Kary2 = {xo e U : dist(z, K) < (T)} .

Pela hipdtese, aplicada para K)o e 2r, existe 0 < §; < d(K)/2 tal que
w(B(xg,2r)) < er™ (6.8)

para todo xg € Kyrye € 0 < r < 0. Sejam u € C°(B(w0,0)) com |[Vully < 1, 29 € K

T —u~ de u nas suas partes positiva

e 0 < 0 < 6;/10. Considere a decomposi¢do v = u
e negativa, que sao fungées continuas. Pelo Teorema [5.2.3, podemos aplicar a Desigualdade
bozing (Teorema [5.3.4) para o conjunto E; = {z : u™(z) > ¢}, ¢ > 0, para obter uma cole¢ao

de bolas {B(z;¢,7j+)};, com z;+ € Ey, tal que

Et - U B(ZEN, T’jﬂg)

J=1

Dot < C)|OE (R, (6.9)

no qual C'(n) > 0 nao depende de t.
Como supp(u™) C supp(u) C B(xo,0), entdao E; C B(xg,0). Além disso, da demonstracao

da Desigualdade bozing, a cobertura {B(x;,,7;¢)} pode ser tomada de modo que

Qﬁn(B(ij7t, ’r‘j’t/5) N Et) = En(B(l‘j,t, Tj,t/5))'

106



6.3. O caso continuo

Afirmamos que r;j; < 106 < d;. De fato, se r;; > 104, entao
L(B(wo,20)) < LY B(wje,75¢/5)) = 2L™(B(wje,75¢/5) N Ey) < L™(Ey) < L™(B(o,0)),

um absurdo. Além disso, x;; € Kqk)/2. De fato, como z;; € Ey C B(xg,9) e xo € K, entao

. . o 1 dK
dist(z;, K) < dist(zj, x9) < 9 < ﬁ <30 %
Logo, de (6.8), temos que
((B(xj4,2r5)) < erfy',  para todo j. (6.10)

Portanto, de , (6.10) e da férmula de co-drea para fungoes BY (Teorema|5.2.3), obtemos

ut(z)
/ ut(z) du‘ _ / / it ) du
n " O
= / (/0 X{(s,): ut(y)>s) (t,x) dt) d#‘
= /0 (/ X{(s.): u+(y)>s}(t, :L’) dlu> dt‘

= /00 n(Er) dt’

0
S Z,U(B(xj,t,2rj,t>)dt S 6/ Zrﬁ;l dt
j 0

0

< C’(n)e/ooO |OE||(R™) dt = C(n)e|| Dut||(R™) = C(n)e /Rn |Vu™|dx
< C’(n)s/w \Vu|dx < C(n)e.

De modo analogo, obtemos

Desse modo, concluimos que

/ udu’ =

completando a demonstracao. O]

/n(“+ +uo) du‘ < 20(n)e,

Finalmente, juntando os teoremas anteriores, obtemos as equivaléncias a seguir.
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Capitulo 6. Resolubilidade da equagao div F' = p

Teorema 6.3.4. Seja p uma medida de Radon positiva em um conjunto aberto nao-vazio

U C R". Entao, as propriedades abaixo sao equivalentes:
(i) A equagdao div F' = p possui uma solug¢do continua F : U — R™.

(ii) Dados € > 0 e um conjunto compacto K CC U, existe 6 > 0 tal que

/ sodu‘sa/ Veoldz+0 [ |p|da
n n Rn
para toda ¢ € CF(K).

(#i) Para qualquer conjunto compacto K CC U,

lim supsup{w:0<r<5}:0.

6—0t ToEK Tn_l
(iv) Para qualquer conjunto compacto K CC U,

lim sup sup
§—0t IOEK

/ udu‘ cu € C°(B(xo,9)),||Vully < 1} =0.

Demonstragdo. Pelo Teorema|6.3.1} temos (i) <= (ii). O Teorema nos dé (iii) = (iv),
enquanto o Teorema [6.3.2] prova que (iv) = (ii). Basta mostrar, portanto, que (ii) = (iit).
Sejam ¢ > 0 e K CC U compacto. Como antes, definimos d(K') = dist(K,9U) e

d
Karyj2 = {xo € U : dist(zg, K) < %} ‘

Pela propriedade (i7), existe § = 0(g) > 0 tal que

/ god,u‘ < 5/ \Volde+60 [ |¢|de (6.11)
n n Rn
para toda ¢ € C°(Kqk)2). Sejam zg € K e 0 < r < §, no qual
d(K
0 = min {%, %} )

Tomamos uma funcdo corte ¢ € CX(B(xo,2r)) tal que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 em B(xzg,7r), €

V| < C(n)/r (veja Observagao [1.4.10).

Temos que B(xo,2r) C Kqk)/2 pois, se x € B(x,2r), entao

2d(K d(K
dist(z, K) < dist(z, zg) < 2r < 26 < EL ) = (2 )
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6.3. O caso continuo

Logo, ¢ € C°(Kq(k)/2), € podemos usar |D para obter

ou seja,

p(B(xo,7)) =/ duz/ pdu
B(zo,r) B(zo,r)

< / pdp
B(xzo,2r)

/ wdu‘

<e [ |Volde+0 | |p|dx
R R

:&?/ V| dx+ 0 || dx
B(xo,2r) B(zo,2r)

< eC(n)

L"(B(zg,2r)) + 0L"(B(xq, 2r))

(n)
< eCy(n)r"™t +0Cy(n)r" 1o
< eCi(n)r™ ' 4+ 00y (n)r™ ! 28—9
= 503(71)7‘”71,

para todo xy € K e 0 < r < §. Tomando o supremo em r e em xg, obtemos (iii), completando

a demonstracao.

O
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Capitulo 7
Singularidades removiveis

Nesse capitulo, aplicaremos os resultados anteriores para caracterizar singularidades re-

p
loc?

moviveis para a equagao div F' = p nos casos F' € LI paran/(n—1) < p < oo, e F' continua.

Definicao 7.0.1. Seja U C R™ aberto. Um conjunto £ C U é dito remowvivel para a equagao
div F' = p (7.1)

se todo campo F' que satisfaz (7.1) em U \ E, isto é,

divF () = /

F-Vodi= [ pdu ¥oeCEU\E)
U U

também satisfaz (7.1) em U, isto ¢,

divF(p) = / F-Vodr = / wdu, Y @elxU,).
U U
O estudo de singularidades removiveis para o divergente nos permite tirar conclusoes a

respeito de singularidades removiveis para o operador Laplaciano:
Au = div(Vu).

Um conjunto compacto F C R™ é dito removivel para o Laplaciano em uma classe U de funcoes
com valores reais se toda u € U que satisfaz Au = 0 fora de E, no sentido de distribuigao,
também satisfaz Au = 0 em todo o R™.

Desse modo, se E ¢é removivel para divF = 0, para F' um campo vetorial continuo, L” ou
limitado, entdo F é removivel para o Laplaciano, para funcoes Ct, WP ou Lipschitz, respecti-
vamente, ja que o gradiente de uma funcao C' é continuo, de uma funcao W'» ¢ L?, e de uma
funcao Lipschitz é limitado. A reciproca nem sempre é véalida. Um contra-exemplo, na classe

das fungoes Lipschitz, aparece em [DM].
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Capitulo 7. Singularidades removiveis

7.1 O caso L?

Primeiro, apresentamos o caso em que F € L} (U,R"), paran/(n —1) < p < .

Teorema 7.1.1. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que E C U C R”,
p uma medida de Radon com sinal em U tal que u(E) =0 en/(n—1) < p < oo (ou seja,
1 <p' <n). Secap1y(E,U) =0, entio toda solugcio F de

divF=p emU\E, FelL! (UR") (7.2)

loc

¢ uma solucao de

divF=p emU, FelL (UR". (7.3)

loc

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F solucdo de 1’ e suponha

que toda solugdo de (7.2) € também solugao de (7.3). Entdo, necessariamente, capy (E,U) = 0.

p

Demonstragao. Suponha primeiro que capy (E,U) = 0. Seja F € L] (U, R") uma solugao de

(7.2). Entao,

/F-chdx:/gpd,u NpeCr(U\E). (7.4)
U U

Como capy (£, U) = 0, podemos construir uma sequéncia (uy) C C2(U) tal que 0 < uy <1,
up, = 1 em E e |[|[Vully — 0. Mais ainda, (ug) pode ser escolhida de modo que uy — 0
pontualmente em U, exceto talvez em um conjunto N C U com cap; ,(N,U) = 0 (ver [BP,

Lema 2.2]).

Queremos mostrar que

/UF-qudx:/de,u Ve C2(U).

Dada ¢ € C°(U), considere a sequéncia das fungoes
Ve =v(1 —uw) €CE(U N\ E). (7.5)

Temos entao
Observe que, pelo Lema , lup V| — 0 q.t.p. em U, e

lu V" < |Vl € LY,

de modo que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, quando k — oo,
1
7

vty = ([ fuver @) o
U
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7.1. O caso LP

Além disso,

19 Vgl < 19 lloell Vug/ly — 0.

Desse modo,

IVipr = V| = [| = we Vi — Vgl
< [Jux V[l + ([ Vug]ly — 0 (7.6)

quando k& — oco. De (7.4)) e (7.5) temos, para todo k € N,
/FVWMz/WW. (7.7)
U U
Usando a desigualdade de Holder, temos

LFV%M—LFVW&

LF«V%—V@@:

< / |F - (Vi — V)| dz
U
< NP IV = Vo 0

Fazendo k — oo obtemos, por (7.6), que
/FVWW%/FVM% (7.8)
U U

Mais ainda, como divF = p em U \ FE, os Teoremas e implicam que p << H" !
em U\ E quando p = 00, e it < capyy(-,U) em U \ E quando p < co. Como N C U tem
capacidade zero, entdo capy (N \ E,U) = 0. Logo, no caso p < oo, u(N \ E) = 0. Pela
Proposicao a mesma conclusao é obtida no caso p = oo. Como, por hipétese, u(E) = 0,
concluimos que u(N) = u(N\ E) = 0. Logo, uy — 0 pu~q.t.p. em U. Portanto, ¥y — ¥ p-q.t.p..

Como || < || € L', pelo Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que

[ dn [ v (7.9)
U U
quando k — oo. De , e , obtemos

LFVWM:L¢W

como queriamos. Ou seja, F' é solucao de divF = p em U.
Para a reciproca, considere primeiro o caso p = oo. Suponha que capy(F,U) > 0, ou
seja, pela Proposi¢do 4.12) H"7'(E) > 0. Pelo Lema de Frostman (Teorema|3.2.1), existe uma

medida de Radon positiva nao-trivial o concentrada em E tal que, para toda bola B(x,r),

o(B(z,r)) <t
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Capitulo 7. Singularidades removiveis

Pelo Teorema , existe F,, € L>®(R") tal que divF, = 0. Tome F = F + F,, no qual F ¢,
por hipétese, uma solugao de (7.3). Se p € C*(U \ E), entao

/ F~V<pd:c:/ ﬁ.wdwr/ F, -Vydz
U\E U\E U\E
:/ god,u+/ pdo
U\E U\E
= / e du,
U\E

pois o é concentrada em F. Logo, divF = pem U\ E, como distribuigdo. Mas, se ¢ € C*(U),

/F-Vgpdx:/god,u—l—/goda,
U U U

ou seja, divF = u+ o # p em U, como distribui¢ao. Entao, F' é uma solucao de que nao
é solugao de (7.3). Contradigao.

Para o caso p < oo, suponha novamente que capy (E,U) > 0. Pelo Teorema 2.5.3 de [AH]
(adaptado para cap; ), existe uma medida positiva nao-trivial o concentrada em E tal que o
tem energia-(1,p) finita. Pelo Teorema[6.2.2] existe F, € LP(R") tal que divF, = 0. Mais uma
vez, tome F = F + F,. Como antes, F é solucao de , mas nao de . Contradicao. [

7.2 O caso continuo

A seguir, demonstramos resultado andlogo para o caso em que F € C(U,R"™).

Teorema 7.2.1. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que E C U C R",
e 1 uma medida de Radon com sinal em U tal que p(E) = 0. Se H"Y(E) = 0, entdo toda
solugao F' de

divF=up emU\E, FeC{UR" (7.10)
¢ uma solucao de
divE=p emU, FeC(UR"). (7.11)

Reciprocamente, suponha que ezista pelo menos um campo vetorial F solugio de (7.11) e supo-
nha que toda solugio de (7.10) € também solugdao de (7.11)). Entao,

Hn—l—l—a(E) =0

para qualquer € > 0. Ou seja, a dimensao de Hausdorff de E nao pode ser maior que n — 1.
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7.2. O caso continuo

Demonstra¢ao. A primeira parte da demonstracdo é a mesma do Teorema [7.1.1] pois
Fe Lz (U), e H"Y(E) = 0 é equivalente a cap; 1(E,U) = 0. Para a reciproca, tomamos

e > 0 e supomos que H" 1T¢(E) > 0. Pelo Lema de Frostman, existe uma medida positiva

nao-trivial o concentrada em E tal que, para toda bola B(z, ),
o(B(x,r)) < ritE,

Logo,

e, pelo Teorema [6.3.4] itens (i) e (i), existe um campo F, € C(R™,R") tal que div F, = 0.
Tomamos F = F + F,, no qual F ¢, por hipdtese, uma solugao de . Logo, assim como
na demonstragao do teorema anterior, div F' = pem U\ E, mas div F' = p+ 0 # pem U,
ambos como distribuicao, ou seja, F' é uma solucao de que nao ¢ solucao de , uma

contradigao. O]
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Apeéendice A

Teoria Geométrica da Medida -

Fronteira reduzida e fronteira essencial

Neste apéndice, tratamos brevemente de algumas defini¢oes abstratas da Teoria Geométrica
da Medida relacionadas aos conjuntos com perimetro finito. O conteudo aqui tratado pode ser
visto em detalhes nas referéncias [Z] e [EG].

Com o Exemplo[5.1.13], vimos que todo conjunto limitado com fronteira suave tem perimetro
finito. Queremos agora a reciproca: que tipo de regularidade podemos esperar da fronteira dos
conjuntos com perimetro finito?

Definiremos a seguir subconjuntos especiais da fronteira topolégica OF que possuem boas
propriedades do ponto de vista da Teoria da Medida. No decorrer deste apéndice, exceto quando
for explicitamente apontado algo diferente, £ C R™ é um conjunto com perimetro localmente
finito.

O gradiente de Xg, no sentido de distribuigao, é dado por

VXE(gp):/divcpdx,
E

para ¢ € CX(R™,R"). Pelo Teorema |5.1.10, utilizando a notagao da Defini¢ao [5.1.11] temos
que

VXa(p) = / o vpd|9E]|,
R'n

para toda ¢ € C}H(R™,R"). Ou seja, VXg é uma medida vetorial de Radon, dada por

Ve(4) = [ v dlop] = ( [wstaiory. . [ uE"dHaEH),
A A A

no qual vg = (vg!,...,vg"), para A um conjunto boreliano. Note que vg é a derivada de

Radon-Nikodym de VXg com respeito a ||OF||, ou seja,

() — Tim VXg(B(x,r))
2() = OB (Ba.r)
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Apéndice A. Teoria Geométrica da Medida - Fronteira reduzida e fronteira essencial

para |[|[0F|-q.t.p. x € R".

O desenvolvimento acima motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao A.1. Seja F C R"™ um conjunto com perimetro localmente finito. A fronteira
reduzida de E, denotada por 0~ E, é o conjunto dos pontos x € R" tais que:
(i) ||OE|(B(x,r)) > 0, para todo r > 0;

_ VXg(B(z,r))
IOE(B(z, 7))

(ii) se v .(z) = , entao o limite v(x) = lir% vr(x) existe e |v(z)| = 1.
r—
O vetor v(z) = v(x, E) é chamado de vetor normal exterior generalizado a E em x.

Observagao A.2. Pelo argumento desenvolvido acima da definigao anterior, temos que
[OE[(R™\ 07 E) =0,
pois, para ||0E|-q.t.p. x € R", liH(l) ve(x) = —vg(z) e lvg(x)| = 1.
r—

Exemplo A.3. Considere Q = [—1,1] x [—1,1] C R? Sua fronteira reduzida é o conjunto

a_Q = 8@ \ {(L 1)7 (_L 1)? (_17 _1>7 (17 _1)}'

Mostremos que, por exemplo, (1,1) ¢ 0~Q. Para ¢ € C°(R? R?),

VXq(p) = /

divp dr = / ©-vdH', (A.1)
Q 0Q

no qual
((1,0), se x € {1} x (—1,1)
Jo), sexe(-11)x {1}

= (—1,0), sexe{-1}x(-1,1)

(

0,—1), sex € (—1,1) x {—1}.

\
A igualdade (A.1)) é decorrente de uma versdao do Teorema de Gauss-Green que pode ser vista
em [KM, Teorema 2.21]. Consequentemente, se a = (1,1) € 9Q e r > 0 é pequeno o suficiente,
temos

VXo(Bla,r)) = / vd(H! L 9Q)

B(a,r)

:/ (1,0) d”H,lJr/ (0,1)dH!
{1}x(1-r,1) (1—r,1)x{1}

=(r,0)+ (0,7) = (r,7)
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19QII(B(a, 7)) = (H'L9Q)(B(a,r)) = 2r.

im — VXQ<B(x’T)) - _ 1 1
i 10Q||(B(z,)) (2’ 2) '
Mas

11 2
(57 5)‘ = g, e portanto a ¢ 0~Q.

Lema A.4. Seja o € CL(R™;R™). Entdo, para cada v € R",

/ divgpdy:/ <p-VEdH(9E||+/ o -vdH"?
ENBlz,r] Blxz,r] ENOBlz,r]

para L'-q.t.p. v > 0, no qual v é o vetor unitdrio normal exterior a OB[x,r] e vg é como na

Definicao|5.1.11.

Demonstragao. Se h: R™ — R é suave, entao div(hy) = hdive + VA - . Logo,

/ ho - ve d|OE|| :/div(hgp)dy:/hdivgody+/Vh~<pdy. (A.2)
Rr B B B

Parar > 0 e e > 0, defina

1, se0<s<r
9e(s) = TJFE—_S ser<s<r+e
0, ses>r—+e.
Note que
g;(s) —g, ser <s<r+e¢
0, se0<s<rous>r-+e.
Fixado x € R", defina
1, se y € Blz,r]
hey) = .y —ol) = { I oy e B 2\ Bl
0, sey € R"\ B(z,r+¢).
Assim,
Vhiy) = —%ﬁ, sey € B(z,r+¢)\ B[z, 7]
0, sey € B(z,r)ouy € R"\ Blz,r + €.
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Podemos aproximar h. uniformemente por fungoes-teste, como no Teorema [1.4.8 e concluir

que (A.2) vale para h.. Portanto

1 _
/ h.p - vg d|OE| = / he divep dy — —/ @ - i dy. (A.3)
n E € J En{y: r<|y—z|<r+e} |y - (L‘|

Observe que

1 Yy—x 1 Yy—T Yy—
. - dy = — - dy — - dy| ,
€ Jy:r<|y—z|<r+e} |y - $| € B(z,r+¢) |y - ZE| B(z,r) |y - :EI

logo, pela Proposicao [3.1.7]

1 y—x d y—x
lim — o ——dy = — - ———dy
0 € {y:r<ly—z|<r+e} ‘y - [L" dr B(z,r) ’y - .’17’

y—r n—
= / g T dH" " (y)
OB(z,r) ly — x|

para L'-q.t.p. r > 0.
Entao, fazendo ¢ — 0 em (A.3), concluimos que

/ - ved|oE| :/ divcpdy—/ o -vdH"?
Blz,r] ENBlz,r] ENdB|z,r]

para L'-q.t.p. r > 0. O
O lema a seguir esta demonstrado em [EG, pp. 196-198].

Lema A.5. Existem constantes positivas Ay, ..., As, que dependem apenas de n, tais que para
cada v € 0" F,

L B(z,r)NE)

(i) 1imi(§1f > A >0,
>

L"(B(z,r) \ E)

(ii) Tim inf ~ > Ay >0,
(iii) Tim inf ”aE”f(lx’r)) > Ay >0,
) tmap I2EUEE)

) s IAENBEIED

Definicao A.6. Para cada x € 0~ F, defina o hiperplano

H(z) ={y e R" :v(x, E) - (y — ) = 0}

120



e 08 semiespagos
H (z)={yeR":v(z,E) - (y —z) > 0}

H (z)={yeR":v(z,E) - (y —z) < 0}.

Fixados z € 0" E e r > 0, denote E, = {y € R" : r(y — ) + € E}. O préximo teorema
pode ser visto em [EG, pp. 199-203] ou em |Z, pp. 238-240].

Teorema A.7. Seja x € 0~ E. Entio Xg, — Xpg-(z) em L, (R") quando r — 0.

Ou seja, para r > 0 pequeno o suficiente, £'N Blx,r| é aproximadamente igual a H~(z) N
Blz,r].

Introduzimos a seguir outro conceito para o vetor normal exterior a um conjunto. Este
afirma, de certo modo, que um vetor unitdrio 7 € S™"! é normal a um conjunto £ em um
ponto x se E estd contido em um dos semiespacos determinados pelo hiperplano ortogonal a

n. Precisamente, a defini¢ao é a seguinte:

Definigao A.8. Seja £ C R" um conjunto £"-mensurdvel. Um vetor unitdrio 7 € S~ é

chamado o vetor normal da teoria da medida a E em x se
LM(B(z,r)NEN{y: (y—z) i >0})

iy ” -
) oy £(Bz )\ E) Oy : (y —2) -7 < 0}) —0.

r—0 rm

Denotamos 77 = 7i(x, E') e definimos
OE ={x € R" : ii(x, E) existe}.

O teorema seguinte, demonstrado em [Z, p. 241], prova que, se F tem perimetro localmente
finito, entdo 0~ F C 0*E e, se © € 0~ E, entao v(x, F) = ni(z, E).

Teorema A.9. Tome x € 0" E. Entao
L (B(z,r)NENH(z))

(V) }gr(l) re =0
(i) timy L((B(z,r) 7\WE) NH () _,

Daqui em diante, utilizaremos as notagoes H(z) e H~ (x) para os semiespagos determinados

pelo vetor 7i(x, E), ou seja,

H (z) ={y e R":ii(x,E) - (y — ) > 0}

H (z)={yeR":7(z,E) - (y —x) <0}.
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Lema A.10. Seja E C R™ um conjunto com perimetro localmente finito. Fxiste uma constante

C' = C(n) > 0 tal que, para todo x € O*E,

1OEN(B(x, 7))

-1

lim inf > C.
r—0 rn

Demonstracao. Fixado x € 0*F, temos que

,C”(B(x,r)ﬂEﬂH+(x)) E”((B(:L‘,T)\E)OH_(JJ)) B

71"1—I>I(1) rn - 71~1—I>I(1) rn =0
Como
1_ L (B(z,r) N H*(z)) _ Lr((B(z,r)\ E)NH*(z)) N L (B(z,r)NENH*(z))
2 L(B(z,1)) L(B(z,1)) L(B(z,1)) ’
obtemos
. L((B(z,r)\ E) N H*(2)) 1
r—0 ,Cn(B((E,T)) 2
Logo,
. E"(B(x,r) \ E) o ,C”((B(x, r)\ E)N H*(m)) _ 1
T BE ) YT oBey) 9

Argumento anédlogo, com H~(x), mostra que

Como FE tem perimetro localmente finito, entao £ é mensuravel. Desse modo,

L (B(z,r)\ E) L L (B(z,r)NE)
Lr(B(x,r)) Lr(B(z,r))

de onde tiramos que

. L (B(z,r)\ E) . L"(B(z,r)NE) 1
=1— < Z
WS =By R T B 2
e ( ) ( )
_ L'(B(z,m)NE . LY(B(x,r)\ E 1
1 — 1 — liminf <=
P e (B, ) T T LB ) 2
Juntando tudo, temos
1 oL (B(x, r) N E) _ E”(B(x, r) N E) 1
- < <1 <=
2= N T LBlar) reol L(Blrr) 2
) ( ) ( )
1 . . LYB(z,r)\ E _ LM(B(z,r)\ E 1
= < liminf <1 < -
2 = N T L (B(r,r)  © et LB(zr) 2
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Logo,
. L"(B(z,r)NE)  L'(B(z,r)\E) 1
lim = lim B
r—0  L"(B(x,r)) r—0  L"(B(x,r)) 2
Pela desigualdade isoperimétrica relativa (Teorema [5.3.2), existe ¢ = ¢(n) > 0 tal que

IOENB(.7) min{ﬁn(B(xyT) NE) L"(B(z,r)\ E) }nnl
> £r(B(z,r)) ~ LYB(x,7)) ,

Tn—l

de onde concluimos que

r—0 Tn_ C

lim inf ||8E||(B§x,7’)) > ! (%) L

[]

Lema A.11. Sejam p uma medida de Radon positiva, A C R™ um conjunto p-mensurdvel, e

as constantes 0 < A < oo e 0 < s <n. Se, para todo x € A, vale
B
lim sup BE: )

r—0 re

> )\,
entao existe C' = C(n,s) > 0 tal que
w(A) > CXH(A).

Demonstrag¢ao. Podemos supor p(A) < oo pois, caso contrario, o resultado é imediato. Como
p é de Radon, existe U C R™ aberto, com A C U, tal que u(U) < oo. Fixe € > 0 e tome, para

cada x € A, um nimero r, > 0 de modo a obter uma cole¢ao

B
V= {B(m,rx):B(x,rx) cU, 0<r, <e, w >/\}.

T

Aplicando o Lema de Recobrimento de Vitali [5.3.3 para V obtemos uma subcolecao
Vi ={B(zj,r)}; CV
enumeravel, de elementos dois a dois disjuntos, tal que

AcC UB(&:,rm) C UB(xj,B'r’j).

Entao,

T0:(A) < a(s) Z(dlam B(xj,57;))* = a(s)10° Z'/’]

J
(s) 105
S ZPJ .73],7“]

5)10°
= ))\ (UB T, T >

a(s)10°
S (v),

| /\
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Como u é de Radon, ao tomarmos o infimo sobre os abertos U D A, obtemos

A

WHTOE(A) < u(A)

e, fazendo € — 0, concluimos que

]

Com o lema acima, podemos mostrar que as duas fronteiras generalizadas que definimos,

0~ F e 0*F, diferem uma da outra por um conjunto de medida H" ! nula.

Corolario A.12. Seja E C R™ um conjunto com perimetro localmente finito. Entao
H Y O*E\O E)=0.

Demonstragao. Sabemos, da Observagao [A.2] que
|OEI|(R"\ " E) = 0.

Como O*E \ 0~ FE C R™\ 0~ F, temos que
|OE||(0*E \ 0" F) = 0.

Pelo Lema[A.10] para todo z € 9*E\ 0™ E,

g 12Z1(B(z.7)

r—0 rn—

>C > 0.

Pelo Lema [A.11]
0=|0E|(0*E\ 0 E) > CH" Y d*"E\ 0" F),

de onde segue o resultado. O]

Lema A.13. Para H" '-q.t.p. v € R\ O*E, vale
|0E||(B(x, 7))

=0,

lim sup
r—0

Demonstragao. Fixado A > 0, defina

A, = {x € R"\ 0*F : limsup ||8E||(£i(x,7")) > /\} .

r—0 rr 1

Pelo Lema e pela Observacao [A.2]

CAXH"(Ay) < 9E[I(Ay) < 9E||(R™\ 0" E) < [|0E||(R" \ 07 E) = 0.
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Logo,
H"(A)) =0

para todo A > 0. Entao,

H ! ({x € R"\ 0"E : limsup H@EH(BiSJ:,r)) > O}) =H"! (U AQ_k) =0.
r—0 rr

keN

]

Definicao A.14. Seja E C R™ mensuravel e x € R". Definimos a densidade superior de E em

x por
— s L"(E N B(z,r))
DB, o) = limsw =t )

e a densidade inferior de E em x por

= limin BN Bw,7))
D(E,x) =1 r—>0f Lr(B(x,r))

Se os valores acima sao iguais, denotamos ambos por D(FE, x) e dizemos que esta é a densidade

de F em z.

Observagao A.15. Se D(E,z) = 1, entdo, como 1 = D(E,r) < D(E,r) < 1, temos que
D(E,z) = 1. De modo anélogo, se D(E,z) = 0, entdo D(E, x) = 0. Note ainda que

D(E,z)=1—-DR"\ E,z).
Definicao A.16. Seja £ C R™ mensuravel.

(i) Definimos o interior essencial de E por

int. £/ = {z € R": D(E,z) = 1}.
(ii) Definimos o fecho essencial de E por
adh,E = R"\ int,(R" \ E).
(iii) Definimos a fronteira essencial de E por

8.E = adh E \ int E.

Proposicao A.17. Seja E C R™ mensurdvel.

0.E={xeR":D(E,z) >0} N{r € R": D(R"\ E,x) > 0}.
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Demonstracao. Basta observar que

v € adhF <= z ¢ int.(R"\ E) <= DR"\ E,2) <1 < D(E,x) >0

x¢int.E < D(E,x) <1 <= DR"\ E,z) > 0.

Proposicao A.18. Seja E C R™ um conjunto com perimetro localmente finito. Entao
(i) O*FE C 0.E;
(ii) H"Y(0.E\ 0*F) =0

Demonstragao. Na demonstragao do Lema [A.10] mostramos que, para x € 0*F,
L(EnB(x,r) . L'(B(z,r)\E) 1

lim = lim =

P L(Bler) e LoBwr) 2

Logo, 0*E C 0.F.
Pelo Lema [A.13] existe N C R" com H" '(N) = 0 tal que, para todo z € (R* \ 9*E) \ N,

vale

|OEI(B(x, 7))

=0,

lim sup
r—0

Mostraremos que 0.F \ 8*E C N. Seja z € 9.E \ 0*E. Entao existe 0 < § < 3 tal que
D(E,z)>6§ e DR"\E,z)>9.

Defina, para r > 0,

1) = L (EnB(x,r)) - L"(B(z,r)\ E)

Lr(B(x,r) L(B(z,r))
Temos que
limsup f(r) = D(E,x) > §
r—0
e

limiélff(r) =1-DR"\E,r) <1-4.
r—

Dado n > 0, existe 7’ < n tal que f(r') > J. Se, além disso, f(r') < 1 — 9, entdo tome 7, = 1.
Se nao, sabemos que existe 7’ < 7 tal que f(r”) < 1 —4. Da continuidade de f, existe 7,
entre 1’ e 1" tal que § < f(r,) <1—46. Seja (r;) | 0 uma sequéncia composta de tais r,. Pela
desigualdade isoperimétrica relativa (Teoremal5.3.2), existe ¢ = ¢(n) > 0 tal que

NOEBG.1,)) _H{E"(EHB(x,Tj)) E"(B(x,rj)\E)}n"l

,r.jn—l ,Cn(B(CL',TJ)) ’ ,Cn(B(ZL’,’I“]»
o §=D/n.
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Dai, concluimos que

e, portanto, x € N. Entao
H Y 0.E\ 0*E) <H"Y(N) =0.
O]

Definicao A.19. Seja f uma funcao Lebesgue mensuravel definida em R"™. Definimos o limite

aproximado superior de f no ponto x por

aplimsup f =inf{t > 0: D({y: f(y) > t},x) =0},
e o limite aproximado inferior de f no ponto x por

aplimxinff =sup{s >0: D({y: f(y) < s}, z)=0}.

E provado em [Z, Secio 5.9] que, se u € BV(U), entdo

ap liminf, v + ap limsup, u
2

u(z) =

para H" L-q.t.p. x € U.

Por fim, mostraremos um resultado que, de certo modo, generaliza o Teorema [6.1.3]

Teorema A.20. Seja i uma medida de Radon positiva em R"™ tal que

para todo x € R™ e r > 0. Entao,

[ v S 10ulce)
para toda u € BY(R™).

Demonstragao. Observe primeiramente que a hipdtese implica diretamente que p < H" 1.

Seja u € BV(R") nao-negativa. Pela férmula de co-drea (Teorema [5.2.3)), o conjunto
Ay ={x € R": u(x) >t} tem perimetro finito para L'-q.t.p. t € R. Para esses valores de
t, defina

Bt = {SE € At . D(At713) Z 1/2}
Para H" '-q.t.p. x € A,

. ap liminf, v + ap limsup, u
aplimsupu > 5
x

= u(z) > t,

127



Apéndice A. Teoria Geométrica da Medida - Fronteira reduzida e fronteira essencial

o que implica em
inf{s >0: D{y:u(y) > s},z) =0} =inf{s > 0: D(As,x) =0} >,
de onde temos que, para todo z € A; \ N, no qual H"1(N) = 0,
D(A;, ) > 0.
Tome x € (A; \ By) \ N. Entao
D(A;,z) >0 e D(A,r) < D(A, 1) <1/2<1,

0 que, como visto na demonstracdo da Proposicao implica que = € 0.A;. Além disso,

co1mo

E(At, x) = hr?jélp Lngjz;(f (f)a)r))

da demonstra¢ao do Lema temos que x ¢ 9*A;. Portanto,

< 1/2,

(A;\ By) \ N C 0.A; \ 0" A;.

Pela Proposicao [A.18],

H" A\ By) = H" (A \ By) \ N)
< H (0.4, \ 07 Ay) = 0,

Aplicando o Lema 5.3.4|em By, existem {z,;} C B; e {r;} C R tais que B; C U B(zj,r;) e
j=1

Y S 19BI(R”).

j=1

Note ainda que H"(A;\ By) = 0 implica que H"(A;\ B;) = L"(A;\ B;) = 0, ou seja, X4, = X5,
em L"-q.t.p. x € R". Entao para qualquer ¢ € C}(R", R") temos

/ divp dz :/ divp dz.
At Bt

Tomando o supremo sobre ¢ € CL(R",R") com |¢| < 1, obtemos
[0B,[[(R") = [[0A ]| (R™).

Além disso, como pu < H" !, temos p(A; \ By) = 0. Logo, u(Ay) = p(By).
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Como u(z) = /0 dt = /0 X{(s,y)u(y)>s} (t, T) dt, temos

/ udp = / ( / X{(s)uly)>s} dt) dys
Rn n 0
= /0 (/n X{(s,y):u(y)>s} d:u) dt

— [ wta
= /OO p(By) dt

0
< [ w(B(xy,ry)dt
0o ‘=

SJ/ Zry_ldt

(R

S [ losiler)d
0

- / JOAI(R™) dt
0

= [[Dul|(R™),

pela féormula de co-area.

Se u € BY(R") é qualquer, entao

/ udx

< [ luldz < | Dul®).
R
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