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Resolubilidade cont́ınua e singularidades

remov́ıveis para a equação divergente

Victor Sandrin Biliatto

São Carlos-SP

Agosto de 2019





Universidade Federal De São Carlos

Centro de Ciências Exatas e de Tecnologia

Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Ao professor Laurent, que, seja no Brasil ou no exterior, dedicou parte do seu tempo dando
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Agradeço aos meus queridos amigos, Danjo, Manolo, Exemplo, Clight, Kadmo e Pônei, por

serem os vacilões que fizeram meus anos de graduação muito melhores.

Também agradeço aos amigos do mestrado, Raphael, Junio e Felipe, pelos exerćıcios resol-
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Resumo

Neste texto estudamos alguns resultados obtidos por Nguyen Cong Phuc e Monica Torres no

artigo “Characterizations of the Existence and Removable Singularities of Divergence-measure

Vector Fields” [PT] a respeito da caracterização de soluções e de singularidades remov́ıveis da

equação

div F = µ,

no qual µ é uma medida e F é um campo vetorial cont́ınuo ou de classe Lp. Para realizar

tal estudo, são apresentadas definições e propriedades sobre os campos vetoriais de medida-

divergência, medidas de Hausdorff, capacidade de Sobolev e funções de variação limitada.

Palavras-chave: Campos vetoriais de medida-divergência. Resolubilidade. Singularidades

remov́ıveis. Análise Harmônica. Teoria Geométrica da Medida.





Abstract

In this text we study some results obtained by Nguyen Cong Phuc and Monica Torres in the

paper “Characterizations of the Existence and Removable Singularities of Divergence-measure

Vector Fields” [PT] regarding the characterisation of solutions and removable singularities of

the equation

div F = µ,

where µ is a measure and F is a continuous or Lp vector field. To perform this study, the text

presents definitions and properties on divergence-measure vector fields, Hausdorff measures,

Sobolev capacity and functions of bounded variation.

Keywords: Divergence-measure vector fields. Solvability. Removable singularities. Har-

monic Analysis. Geometric Measure Theory.
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Introdução

O presente projeto de mestrado tem como objetivo a leitura do artigo “Characterizations

of the Existence and Removable Singularities of Divergence-measure Vector Fields”, de Nguyen

Cong Phuc e Monica Torres [PT], e o estudo de resultados nele obtidos a respeito da caracte-

rização de soluções e de singularidades remov́ıveis da equação

divF = µ, (1)

no qual µ é uma medida e F é um campo vetorial cont́ınuo ou de classe Lp, para 1 ≤ p ≤ ∞.

Campos vetoriais de medida-divergência aparecem em algumas áreas de equações diferenci-

ais parciais, como as leis de conservação não-lineares. É sabido que soluções de entropia u(t, x)

para o sistema

ut + divxf(u) = 0,

com x ∈ Rd, no qual u : R+ × Rd → Rm e f = (f1, . . . , fm) com fj : Rm → Rd, j = 1, . . . ,m,

pertencem a algum espaço Lp(Rd+1
+ ), com 1 ≤ p ≤ ∞, ou podem até mesmo ser medidas. Mais

ainda, u satisfaz a desigualdade entrópica

η(u)t + divxq(u) ≤ 0

no sentido das distribuições, para qualquer par (η, q) de fluxo entropia-entropia convexo (veja

[Da]). A desigualdade entrópica e o Teorema de Representação de Riesz levam à conclusão de

que existe uma medida µη,q em Rd+1
+ tal que

divt,x(η(u), q(u)) = µη,q

e, portanto, Fu = (η(u), q(u)) é um campo de medida-divergência.

Como referências para estudos sobre os campos vetoriais de medida-divergência apontamos

os artigos [CF1,CF2,CT,CTZ1,ACM,Si]. Para detalhes sobre a conexão e aplicações de campos

de medida-divergência a leis de conservação, referimos ao artigo [CTZ2].

No Caṕıtulo 1 é fixada a notação utilizada ao longo do texto, são apresentadas definições

básicas e são enunciados alguns resultados de Teoria da Medida, Distribuições, Análise Funci-

onal e Análise Harmônica.
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No Caṕıtulo 2 são apresentados campos vetoriais de medida-divergência, esclarecendo o

significado da equação div F = µ.

O Caṕıtulo 3 é dedicado às medidas de Hausdorff. Na Seção 3.1, são apresentadas definições

e propriedades clássicas de tais medidas. A Seção 3.2 apresenta uma demonstração detalhada

do Lema de Frostman.

O Caṕıtulo 4 apresenta o conceito de capacidade de Sobolev e suas propriedades, bem como

certas relações da capacidade de Sobolev com medidas de Hausdorff e campos vetoriais de

medida-divergência.

O Caṕıtulo 5 trata das funções de variação limitada e dos conjuntos com peŕımetro finito. A

Seção 5.2 traz uma demonstração da fórmula de co-área para funções de variação limitada. Já na

Seção 5.3 são demonstradas duas desigualdades denominadas isoperimétricas e a desigualdade

boxing.

No Caṕıtulo 6 são demonstrados os teoremas principais do artigo [PT]. A Seção 6.1 apre-

senta resultados a serem utilizados nas demonstrações. Na Seção 6.2 são demonstrados os

teoremas que caracterizam a existência de soluções para (1) em Lp, divididos em três faixas

diferentes de valores de p, enquanto o resultado sobre a resolubilidade cont́ınua de (1) é de-

monstrado na Seção 6.3.

Finalmente, no Caṕıtulo 7 é apresentada, como uma aplicação para os teoremas de resolu-

bilidade do Caṕıtulo 6, uma caracterização para singularidades remov́ıveis da equação (1). O

resultado para campos Lp é demonstrado na Seção 7.1, enquanto que para campos cont́ınuos a

demonstração é feita na Seção 7.2.

Um apêndice ao final do texto apresenta algumas definições da Teoria Geométrica da Medida

que generalizam o conceito de fronteira para conjuntos com peŕımetro finito, bem como algumas

propriedades dessas fronteiras generalizadas.

Resultados principais

Os principais resultados de resolubilidade que serão demonstrados nesta dissertação são:

Teorema 0.1. Suponha n ≥ 2 e n/(n−1) < p <∞. Se F ∈ Lp(Rn,Rn) é solução de divF = µ,

para alguma medida de Radon positiva µ, então µ possui energia-(1, p) finita, ou seja,

ˆ
Rn

[I1µ(x)]p dx <∞,

no qual I1 é o potencial de Riesz de ordem 1 definido por

I1µ(x) =

ˆ
Rn

1

|x− y|n−1
dµ(y).
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Reciprocamente, se µ é uma medida de Radon positiva com energia-(1, p) finita, então existe

um campo vetorial F ∈ Lp(Rn,Rn) tal que divF = µ.

Teorema 0.2. Se µ é uma medida de Radon positiva tal que

µ(B(x, r)) ≤ Crn−1, para todo r > 0, x ∈ Rn, (2)

para alguma constante C > 0, que independe de x e r, então existe um campo vetorial

F ∈ L∞(Rn,Rn) que satisfaz divF = µ. Reciprocamente, se F ∈ L∞(Rn,Rn) é tal que divF = µ

para alguma medida de Radon positiva µ, então µ satisfaz a propriedade (2).

Teorema 0.3. Seja µ uma medida de Radon positiva em um conjunto aberto não-vazio U ⊂ Rn.

Então, as propriedades abaixo são equivalentes:

(i) A equação divF = µ possui uma solução cont́ınua F : U → Rn.

(ii) Dados ε > 0 e um conjunto compacto K ⊂⊂ U , existe θ > 0 tal que∣∣∣∣ˆ
Rn
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx

para toda ϕ ∈ C∞c (K).

(iii) Para qualquer conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{
µ(B(x0, r))

rn−1
: 0 < r < δ

}
= 0.

(iv) Para qualquer conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ : u ∈ C∞c (B(x0, δ)), ‖∇u‖1 ≤ 1

}
= 0.

Utilizando os resultados de resolubilidade, mostraremos os seguintes teoremas que caracte-

rizam a existência de singularidades remov́ıveis para (1):

Teorema 0.4. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que E ⊂ U ⊂ Rn,

µ uma medida de Radon com sinal em U tal que µ(E) = 0 e n/(n − 1) < p ≤ ∞ (ou seja,

1 ≤ p′ < n). Se cap1,p′(E,U) = 0, então toda solução F de

divF = µ em U \ E, F ∈ Lploc(U,R
n) (3)

é uma solução de

divF = µ em U, F ∈ Lploc(U,R
n). (4)

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F̃ solução de (4) e suponha

que toda solução de (3) é também solução de (4). Então, necessariamente, cap1,p′(E,U) = 0.

3



Sumário

Teorema 0.5. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que E ⊂ U ⊂ Rn,

e µ uma medida de Radon com sinal em U tal que µ(E) = 0. Se Hn−1(E) = 0, então toda

solução F de

divF = µ em U \ E, F ∈ C(U,Rn) (5)

é uma solução de

divF = µ em U, F ∈ C(U,Rn). (6)

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F̃ solução de (6) e suponha

que toda solução de (5) é também solução de (6). Então,

Hn−1+ε(E) = 0

para qualquer ε > 0. Ou seja, a dimensão de Hausdorff de E não pode ser maior que n− 1.

4



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, fixamos a notação utilizada ao longo do texto, e apresentamos definições

e resultados de Teoria da Medida, Distribuições, Análise Funcional e Análise Harmônica que

serão úteis para a compreensão completa do conteúdo aqui apresentado.

1.1 Notações

Denotaremos por x = (x1, · · · , xn) a variável espacial em Rn, n > 1. A fronteira e o fecho de

um conjunto X ⊂ Rn serão denotados por ∂X e X, respectivamente. Indicaremos por B(x, r)

a bola aberta de centro x e raio r > 0. A bola fechada será indicada por B[x, r]. A notação

V ⊂⊂ U significará que V está compactamente contido em U , ou seja, V é compacto e V ⊂ U .

A notação Ck(U) indicará o conjunto das funções k vezes diferenciáveis em U e C∞(U) o

conjunto das funções infinitamente diferenciáveis em U .

O produto interno e a norma usuais em Rn serão denotados, respectivamente, por

x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn

e

|x| = (x · x)
1
2 .

Denotamos por Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} a esfera unitária em Rn. Escrevemos ∂j =
∂

∂xj
e

∇ = (∂1, . . . , ∂n). Se F : Rn → Rn é um campo vetorial, denotamos

divF = ∇ · F = ∂1F1 + · · · ∂nFn.

Uma n-upla α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ é chamado um multi-́ındice. Definimos

|α| =
n∑
j=1

αj, α! = a1!α2! . . . αn!,

5



Caṕıtulo 1. Preliminares

e para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn .

Denotamos ∂α = ∂α1
1 . . . ∂αnn .

Se n ∈ N e E é um espaço vetorial normado, real ou complexo, denotamos En = E×· · ·×E,

n vezes o produto cartesiano de E. Denotamos por E∗ o espaço dual de E, ou seja, o conjunto

dos funcionais lineares cont́ınuos f : E → R se E é um espaço real, ou f : E → C se E é um

espaço complexo.

A medida de Lebesgue em Rn será denotada por Ln. Usaremos dx para indicar integração

com respeito à medida de Lebesgue. Denotamos por χE a função caracteŕıstica de E, ou seja,

χ
E(x) =

1, se x ∈ E

0, se x /∈ E.

Claramente, Ln(E) =

ˆ
Rn
χ
E(x) dx. A notação

 
E

f dµ será usada para indicar a média de f

em E com respeito a uma medida µ, ou seja, 
E

f dµ =
1

µ(E)

ˆ
E

f dµ.

Quando uma propriedade for válida no complementar de um conjunto de medida nula,

diremos que tal propriedade é verdadeira em quase toda parte ou em quase todo ponto, o que

será abreviado como q.t.p. (ou µ-q.t.p., quando desejarmos explicitar a medida para evitar

ambiguidade).

Para 1 ≤ p < ∞, denotamos por Lp(X) (ou Lp(µ), Lp(X,µ), quando quisermos ser mais

expĺıcitos) o espaço de Banach das funções µ-mensuráveis de X em C, com norma ‖ · ‖p dada

por

‖f‖p =

(ˆ
X

|f |p dµ
) 1

p

<∞.

Para evitar ambiguidades sobre X ou µ, denotaremos em alguns momentos

‖ · ‖p = ‖ · ‖Lp(X) = ‖ · ‖Lp(µ).

Denotamos L∞(X) o espaço de Banach das funções essencialmente limitadas de X em C, ou

seja, f ∈ L∞(X) se existe C > 0 tal que µ({x ∈ X : |f(x)| > C}) = 0. Uma norma em L∞(X),

denotada ‖ · ‖∞, é dada por

‖f‖∞ = ess sup
X

(|f |) = inf{C > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > C}) = 0}.

Por Lploc(X) denotamos o espaço das funções f de X em C tais que, para cada aberto U ⊂⊂ X,

tem-se f ∈ Lp(U).
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1.2. Tópicos de Análise Funcional

Dentro do contexto dos espaços Lp, para 1 < p <∞, denotamos por p′ o expoente conjugado

de p, ou seja, p′ =
p

p− 1
. Observe que p′ satisfaz

1

p
+

1

p′
= 1. Em particular, se p = 1, então

definimos p′ =∞. Analogamente, se p =∞, definimos p′ = 1.

Seja U ⊂ Rn aberto e f ∈ L1
loc(U). Dizemos que gj ∈ L1

loc(U) é a derivada parcial fraca de

f com respeito a xj em U , 1 ≤ j ≤ n, se

ˆ
U

f ∂jϕdx = −
ˆ
U

gj ϕdx

para toda ϕ ∈ C1
c (U). Denotaremos ∂jf =

∂f

∂xj
= gj e, quando todas as derivadas fracas

existirem, ∇f = (∂1f, . . . , ∂nf).

Seja 1 ≤ p <∞, Ω ⊂ Rn aberto e ϕ ∈ C∞(Ω). Defina

‖ϕ‖1,p =

(ˆ
Ω

|ϕ|p dx
)1/p

+

(ˆ
Ω

|∇ϕ|p dx
)1/p

.

O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido como o completamento de

{ϕ ∈ C∞(Ω) : ‖ϕ‖1,p <∞}

com respeito à norma ‖ · ‖1,p. Ou seja, uma função u está em W 1,p(Ω) se, e somente se,

existe uma sequência {ϕj} ⊂ C∞(Ω), com ‖ϕj‖1,p < ∞, tal que ϕj → u em Lp(Ω) e o limite

limj→∞∇ϕj em Lp(Ω) existe. O limite limj→∞∇ϕj é chamado de gradiente de u em W 1,p(Ω),

é denotado por ∇u, e está unicamente definido em Lp(Ω). Como consequência, se u ∈ W 1,p(Ω),

então u ∈ Lp(Ω) e ∇u ∈ Lp(Ω).

Definimos a função Gama para x > 0 por

Γ(x) =

ˆ ∞
0

tx−1e−t dt.

Para simplificar a escrita em vários pontos do texto, denotaremos f(x) . g(x), ∀x ∈ A,

quando existir uma constante C > 0 tal que f(x) ≤ Cg(x), ∀x ∈ A.

Por fim, um par de nomenclaturas de Topologia. Um conjunto X é um espaço topológico

de Hausdorff se, dados p, q ∈ X, com p 6= q, existem abertos U, V em X tais que p ∈ U , q ∈ V ,

e U ∩ V = ∅. Um espaço topológico X é dito localmente compacto se todo ponto de X possui

uma vizinhança cujo fecho é compacto.

1.2 Tópicos de Análise Funcional

Nesta seção, apresentamos definições e resultados de Análise Funcional que serão utilizados

ao longo do texto. Os livros [B] e [O] podem ser consultados para maior aprofundamento.
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Definição 1.2.1. Sejam X um espaço vetorial normado e Λ : X → C um funcional linear.

Definimos a norma de Λ por ‖Λ‖ = sup{|Λx| : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}, e dizemos que Λ é um

funcional linear limitado se ‖Λ‖ <∞.

Observação 1.2.2. Dado qualquer x ∈ X \ {0}, temos
|Λx|
‖x‖

=

∣∣∣∣Λ( x

‖x‖

)∣∣∣∣ ≤ ‖Λ‖. Então,

|Λx| ≤ ‖Λ‖‖x‖, ∀x ∈ X.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espaço vetorial sobre o corpo F, que

aqui pode ser R ou C, e g : X → [0,∞) tal que

g(x+ y) ≤ g(x) + g(y), ∀x, y ∈ X,

g(ax) = |a|g(x), ∀x ∈ X, ∀a ∈ F.

Se f : Y → F é um funcional linear definido num subespaço vetorial Y ⊂ X, sobre F, com

|f(y)| ≤ g(y), ∀y ∈ Y , então existe uma extensão linear F : X → F de f que satisfaz

|F (x)| ≤ g(x), ∀x ∈ X.

Uma demonstração para o Teorema acima pode ser vista em [O].

Corolário 1.2.4 (Hahn-Banach). Sejam X um espaço vetorial normado e Y ⊂ X um su-

bespaço, ambos sobre o mesmo corpo F. Então todo funcional linear limitado f : Y → F possui

uma extensão linear limitada F : X → F com ‖F‖ = ‖f‖.

Demonstração. Basta tomar g : X → [0,∞) dada por g(x) = ‖f‖‖x‖, a qual satisfaz as

hipóteses do Teorema 1.2.3. Assim, existe uma extensão linear F : X → F de f com

|F (x)| ≤ ‖f‖‖x‖. Logo, F é limitado e ‖F‖ ≤ ‖f‖. Como F é uma extensão de f , temos

que ‖f‖ ≤ ‖F‖. Segue que ‖F‖ = ‖f‖.

O lema a seguir será bastante útil em teoremas que apresentaremos no Caṕıtulo 6.

Lema 1.2.5. Sejam X e Y dois espaços vetoriais normados e T : X → Y uma isometria linear,

ou seja, ‖T (x)‖Y = ‖x‖X , para todo x ∈ X. Então, sua aplicação adjunta T ∗ : Y ∗ → X∗,

definida por T ∗(g)(x) = g(T (x)), é sobrejetora.

Demonstração. Seja f ∈ X∗. Como T é uma isometria, então T é injetora. Desse modo, fica

bem definido o funcional linear g0 : T (X)→ F dado por

g0(T (x)) = f(x).

Note que, para todo x ∈ X,

|g0(T (x))| = |f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖X = ‖f‖‖T (x)‖Y .
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Então, pelo Teorema 1.2.3, existe g ∈ Y ∗ tal que g(T (x)) = g0(T (x)) para todo x ∈ X, de

modo que

T ∗(g)(x) = g(T (x)) = g0(T (x)) = f(x)

para todo x ∈ X. Portanto, f = T ∗(g), provando que T ∗ é sobrejetora.

Observação 1.2.6. Sobre o lema acima, encontrado em [MRT], é interessante apontar algumas

informações a respeito. Primeiro, não foi necessária nenhuma hipótese relacionada à completude

X ou Y . Segundo, não podemos trocar a hipótese de T ser uma isometria por T ser injetora,

como exemplificado a seguir. Considere X = Y = `2 (= L2(N, µ), no qual µ é a medida de

contagem), e denote x ∈ `2 por x = (xn)n∈N. Seja T : `2 → `2 dada por

T (x) =
(xn
n

)
n∈N

.

Não é dif́ıcil verificar que T é um operador linear limitado injetor, mas não é uma isometria.

Além disso, temos que T ∗ = T , que não é sobrejetor.

Definição 1.2.7. Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto. Dizemos que uma

função f : X → C se anula no infinito se, para todo ε > 0, existe um conjunto compacto

K ⊂ X tal que |f(x)| < ε, ∀x /∈ K. Denotamos a classe das funções cont́ınuas em X que se

anulam no infinito por C0(X).

Definição 1.2.8. Seja X um espaço topológico.

(i) Denotamos por C+
c (X) a classe das funções em Cc(X) com valores reais não-negativos, ou

seja, C+
c (X) = {f ∈ Cc(X) : f(X) ⊂ [0,∞)}.

(ii) Um funcional linear Λ : Cc(X)→ C é dito positivo se Λf ∈ [0,∞) para toda f ∈ C+
c (X).

Teorema 1.2.9. Se X é um espaço de Hausdorff localmente compacto, então C0(X) é o comple-

tamento de Cc(X) com respeito à métrica definida pela norma do supremo: ‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)|.

Demonstração. Devemos provar que Cc(X) é denso em C0(X) e que C0(X) é um espaço métrico

completo. De fato, dados f ∈ C0(X) e ε > 0, por definição, existe um compacto K tal que

|f(x)| < ε fora de K. Pelo Lema de Urysohn (ver [R2, p. 39]), existe uma função g ∈ Cc(X) tal

que 0 ≤ g ≤ 1 e g ≡ 1 em K. Tome h = fg. Então, h ∈ Cc(X), pois supp(h) ⊂ supp(g). Além

disso, temos |f(x) − h(x)| = 0 quando x ∈ K, e |f(x) − h(x)| = |f(x)||1 − g(x)| < ε quando

x /∈ K. Logo, ‖f − h‖∞ < ε, provando que Cc(X) é denso em C0(X).

Agora, seja (fn) uma sequência de Cauchy em C0(X). Logo, (fn) converge uniformemente

para uma função cont́ınua f , pois o espaço das funções cont́ınuas é completo com respeito à

métrica do supremo. Dado ε > 0, existem n ∈ N tal que ‖fn−f‖∞ < ε/2 e um compacto K tal

que |fn(x)| < ε/2 fora de K. Logo, para x /∈ K, |f(x)| ≤ ‖f − fn‖∞ + |fn(x)| < ε. Portanto,

f ∈ C0(X), ou seja, C0(X) é completo.
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1.3 Tópicos de Teoria da Medida

Nesta seção, apresentamos definições e resultados de Teoria da Medida que serão utilizados

ao longo do texto. Exceto quando apontado o contrário, as demonstrações omitidas nesta seção

podem ser encontradas em [F2] ou [R2].

Seja P(X) o conjuntos das partes de X.

Definição 1.3.1. Seja X um conjunto. Uma aplicação µ : P(X) → [0,∞] é uma medida

exterior em X se

(i) µ(∅) = 0;

(ii) µ(∪∞j=1Ej) ≤
∑∞

j=1 µ(Ej).

Definição 1.3.2. Seja µ uma medida exterior em X. Um conjunto A ⊂ X é µ-mensurável se,

para cada B ⊂ X,

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A).

Definição 1.3.3. Seja X um conjunto não-vazio. Uma álgebra em X é uma coleção não-vazia

A de subconjuntos de X tal que

(i) se E1, E2, . . . , Em ∈ A, então ∪mj=1Ej ∈ A;

(ii) se E ∈ A, então X \ E ∈ A.

Uma σ-álgebra em X é uma álgebra tal que, se {Ej : j ∈ N} ⊂ A, então ∪∞j=1Ej ∈ A.

Observe que as definições acima implicam que álgebras (respectivamente, σ-álgebras) são

também fechadas sob interseções finitas (respectivamente, enumeráveis). Mais ainda, se A é

uma álgebra em X, então ∅ ∈ A e X ∈ A.

Definição 1.3.4. Uma medida, ou medida real positiva, em um conjunto X é uma função

µ : M→ [0,∞], no qual M é uma σ-álgebra em X, tal que

(i) µ(∅) = 0;

(ii) se (Ej) é uma sequência de conjuntos disjuntos em M, então µ(∪∞j=1Ej) =
∑∞

j=1 µ(Ej).

Se µ é uma medida exterior em X, emtão a coleção M dos conjuntos µ-mensuráveis é uma

σ-álgebra. A restrição de µ a M, denotada por µ|M, é uma medida.

Ao longo do texto, M denotará sempre uma σ-álgebra. Um espaço de medida é uma tripla

(X,M, µ), no qual X é um conjunto, M é uma σ-álgebra em X e µ é uma medida definida em

M. As propriedades básicas de uma medida positiva são as seguintes:
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Teorema 1.3.5. Seja (X,M, µ) um espaço de medida.

(i) Se E,F ∈M e E ⊂ F , então µ(E) ≤ µ(F );

(ii) se Ej ∈M, j ∈ Z+, então µ(∪∞j=1Ej) ≤
∑∞

j=1 µ(Ej);

(iii) se Ej ∈M, j ∈ Z+, e E1 ⊂ E2 ⊂ . . . , então µ(∪∞j=1Ej) = lim
j→∞

µ(Ej);

(iv) se Ej ∈ M, j ∈ Z+, E1 ⊃ E2 ⊃ . . . , e µ(En) < ∞ para algum n, então

µ(∩∞j=1Ej) = lim
j→∞

µ(Ej).

Definição 1.3.6. Uma medida com sinal em X é uma função ν : M→ [−∞,∞] tal que

(i) ν(∅) = 0;

(ii) ν assume, no máximo, um dos valores ±∞;

(iii) se (Ej) é uma sequência de conjuntos disjuntos em M, então ν(∪∞j=1Ej) =
∑∞

j=1 ν(Ej),

no qual a soma converge absolutamente se ν(∪∞j=1Ej) <∞.

Toda medida é uma medida com sinal. Quando a ênfase parecer necessária, chamaremos

uma medida de medida positiva.

As propriedades (iii) e (iv) do Teorema 1.3.5 permanecem válidas para medidas com sinal.

Definição 1.3.7. Uma medida complexa em X é uma função ν : M→ C tal que

(i) ν(∅) = 0;

(ii) se (Ej) é uma sequência de conjuntos disjuntos em M, então ν(∪∞j=1Ej) =
∑∞

j=1 ν(Ej),

no qual a soma converge absolutamente.

Em particular, valores infinitos não são permitidos. Uma medida positiva é complexa se, e

somente se, for finita.

Definição 1.3.8. Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto.

(i) Uma medida µ é dita ser uma medida de Borel em X se estiver definida na σ-álgebra de

Borel em X.

(ii) Uma medida positiva µ em X é chamada σ-finita se X é uma união enumerável de

conjuntos Ej com µ(Ej) <∞.

(iii) Uma medida positiva µ definida em uma σ-álgebra M é completa se, para todo E ∈ M

com µ(E) = 0 e F ⊂ E, tem-se F ∈M.
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(iv) Se µ é Borel positiva em X, um subconjunto boreliano E ⊂ X é regular exterior se

µ(E) = inf{µ(V ) : E ⊂ V, V aberto}.

(v) Se µ é Borel positiva em X, um subconjunto boreliano E ⊂ X é regular interior se

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E, K compacto}.

(vi) Se todo subconjunto boreliano de X é, simultaneamente, regular exterior e interior, então

µ é dita uma medida regular.

Definição 1.3.9. Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto e µ uma medida em X.

Dizemos que µ é uma medida de Radon se µ é uma medida de Borel em X tal que µ(K) <∞
para todo K ⊂ X compacto, regular exterior para todos os borelianos de X, e regular interior

para todos os abertos de X.

Exemplo 1.3.10. A medida de Lebesgue Ln em Rn é uma medida de Radon.

Exemplo 1.3.11. A medida de contagem em (X,M) é definida por

c(E) =

#E, se E é finito,

∞, se E é infinito,

no qual #E denota a cardinalidade de E.

Se (X,M) = (Rn,P(Rn)), a medida de contagem não é uma medida de Radon pois, por

exemplo, c(B[0, 1]) =∞.

Definição 1.3.12. A restrição de uma medida µ em X a um conjunto mensurável A ⊂ X é

definida por

(µ
¬
A)(B) = µ(A ∩B),

para B ⊂ X mensurável.

Teorema 1.3.13 (Teorema da Convergência Monótona). Seja (X,M, µ) um espaço de medida.

Se (fk) é uma sequência de funções mensuráveis não-negativas tais que fj ≤ fj+1 para todo j,

e f = lim
k→∞

fk, então

ˆ
f = lim

k→∞

ˆ
fk.

Lema 1.3.14 (Lema de Fatou). Se (fk) é uma sequência qualquer de funções mensuráveis

não-negativas, então ˆ (
lim inf
k→∞

fk

)
≤ lim inf

k→∞

ˆ
fk.

Teorema 1.3.15 (Teorema da Convergência Dominada). Seja (fk) uma sequência em L1 tal

que

12
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(i) fk → f q.t.p.;

(ii) existe uma função não-negativa g ∈ L1 tal que |fk| ≤ g q.t.p. para todo k.

Então, f ∈ L1 e

ˆ
f = lim

k→∞

ˆ
fk.

Para o próximo resultado, a respeito da integração de funções em X×Y , considere a seguinte

notação: fx(y) = f(x, y) para cada x ∈ X, e f y(x) = f(x, y) para cada y ∈ Y .

Teorema 1.3.16 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam (X,M, µ) e (Y,N, ν) espaços de medida

σ-finitos.

(i) (Tonelli) Se f é uma função mensurável não-negativa em X × Y , então as funções

g(x) =
´
Y
fx dν e h(y) =

´
X
f y dµ são funções mensuráveis não-negativas e

ˆ
X×Y

f d(µ× ν) =

ˆ
X

[ˆ
Y

f(x, y) dν(y)

]
dµ(x)

=

ˆ
Y

[ˆ
X

f(x, y) dµ(x)

]
dν(y). (1.1)

(ii) (Fubini) Se f ∈ L1(µ × ν), então fx ∈ L1(ν) para q.t.p. x ∈ X, f y ∈ L1(µ) para q.t.p.

y ∈ Y , as funções definidas q.t.p. g(x) =
´
Y
fx dν e h(y) =

´
X
f y dµ estão em L1(µ) e

L1(ν), respectivamente, e vale (1.1).

Teorema 1.3.17 (Lebesgue). Toda função real monótona possui derivada em L1-q.t.p. x ∈ R.

Uma demonstração elementar para o teorema acima pode ser encontrada em [RS, pp. 5-9].

Nesta referência, o teorema é utilizado como ponto de partida para a Teoria de Lebesgue.

Definição 1.3.18. Seja µ uma medida positiva numa σ-álgebra M, e seja λ uma medida

arbitrária em M, que pode ser positiva ou complexa.

(i) Dizemos que λ é absolutamente cont́ınua com respeito a µ, e denotamos λ � µ, se

µ(E) = 0⇒ λ(E) = 0.

(ii) Dizemos que λ é concentrada em A se existe A ∈M tal que λ(E) = λ(E ∩A), para todo

E ∈M, ou equivalentemente, tal que λ(E) = 0 sempre que E ∩ A = ∅.

(iii) Dizemos que duas medidas λ1 e λ2 em M são mutuamente singulares, e denotamos

λ1 ⊥ λ2, se existem conjuntos disjuntos A e B tais que λ1 é concentrada em A e λ2 é

concentrada em B.

A seguir, apresentamos um exemplo no qual as medidas não são absolutamente cont́ınuas.
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Exemplo 1.3.19. Seja {r1, r2, . . . } uma enumeração do conjunto Q e defina

µ(A) =
∑
rj∈A

1

2j
.

Sabemos que L1(Q) = 0, mas µ(Q) =
∑

rj∈Q
1

2j
= 1. Logo, µ não é absolutamente cont́ınua

com respeito a L1.

Teorema 1.3.20 (Teorema da Decomposição de Hahn). Se ν é uma medida com sinal em X,

então existem conjuntos mensuráveis P e N tais que ν(E) ≥ 0, para todo E ⊂ P mensurável,

ν(F ) ≤ 0, para todo F ⊂ N mensurável, P ∪ N = X e P ∩ N = ∅. Se P ′ e N ′ é outro par

com tal propriedade, então ν(P 4 P ′) = ν(N 4 N ′) = 0, no qual A4 B denota a diferença

simétrica entre os conjuntos A e B, ou seja,

A4B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

Teorema 1.3.21 (Teorema da Decomposição de Jordan). Se ν é uma medida com sinal em

X, então existem medidas positivas ν+ e ν−, únicas, tais que ν = ν+ − ν− e ν+ ⊥ ν−.

As medidas ν+ e ν− são chamadas de parte positiva e negativa de ν, respectivamente. ν+ e

ν− são concentradas, respectivamente, nos conjuntos P e N do Teorema 1.3.20.

Definição 1.3.22. Se ν é uma medida com sinal, definimos sua variação total por

|ν| = ν+ + ν−.

Claramente, |ν| define uma medida.

Teorema 1.3.23 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Seja µ uma medida positiva σ-finita numa σ-

álgebra M em um conjunto X, e seja λ uma medida complexa em M.

(i) Existe um único par de medidas complexas λa e λs em M tal que λ = λa + λs, λa � µ e

λs ⊥ µ. Se λ é positiva e finita, então λa e λs também são.

(ii) Existe uma única h ∈ L1(µ) tal que λa(E) =

ˆ
E

h dµ para todo E ∈M.

Observação 1.3.24. O item (ii) do Teorema 1.3.23 é conhecido como Teorema de Radon-

Nikodym. Sua essência é justamente garantir que sempre que λ� µ então

λ(E) =

ˆ
E

h dµ

para alguma h ∈ L1(µ). A função h é chamada de derivada de Radon-Nikodym de λ com

respeito a µ, e denotamos a igualdade anterior por dλ = h dµ.
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Definição 1.3.25. Seja f : X → C uma função. O suporte de f é o conjunto

supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}. Denotamos por Cc(X) o conjunto de todas as funções cont́ınuas

em X cujo suporte é compacto.

Teorema 1.3.26 (Teorema de Representação de Riesz). Sejam X um espaço de Hausdorff

localmente compacto e Λ um funcional linear positivo em Cc(X). Então existe uma σ-álgebra

M em X contendo todos os conjuntos borelianos de X e existe uma única medida positiva µ

em M, dada por

µ(V ) = sup{Λf : f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ 1, supp(f) ⊂ V },

para V ⊂ X aberto, e

µ(E) = inf{µ(V ) : E ⊂ V, V aberto},

para E ∈M, com as seguintes propriedades:

(i) Λf =
´
X
f dµ para toda f ∈ Cc(X);

(ii) µ(K) <∞ para todo conjunto compacto K ⊂ X;

(iii) para todo aberto E ⊂ X e para todo E ∈ M com µ(E) < ∞, temos

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E, K compacto};

(iv) Se E ∈M com µ(E) = 0 e A ⊂ E, então A ∈M.

Como consequência, temos que µ é uma medida positiva de Radon completa.

Teorema 1.3.27. Sejam X um espaço de Hausdorff localmente compacto e µ uma medida

em uma σ-álgebra M de X com as propriedades enunciadas no Teorema 1.3.26. Então, para

1 ≤ p <∞, Cc(X) é denso em Lp(µ).

Definição 1.3.28. Sejam µ, µ1, µ2, . . . medidas de Radon em um espaço métrico X. Dizemos

que a sequência (µj) converge fracamente para µ, denotado µj
W−→ µ, se

lim
j→∞

ˆ
X

ϕdµj =

ˆ
X

ϕdµ,

para toda ϕ ∈ Cc(X).

Os dois teoremas a seguir podem ser encontrados em [Mat, pp. 18-19].

Teorema 1.3.29. Se µ1, µ2, . . . são medidas de Radon em Rn satisfazendo

sup
j
µj(K) <∞

para todo conjunto compacto K ⊂ Rn, então existe uma subsequência de (µj) fracamente con-

vergente.
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Teorema 1.3.30. Sejam µ1, µ2, . . . medidas de Radon em um espaço métrico localmente com-

pacto. Se µj
W−→ µ então, para todo K ⊂ X compacto e U ⊂ X aberto, temos

(i) µ(K) ≥ lim sup
j→∞

µj(K);

(ii) µ(U) ≤ lim inf
j→∞

µj(U).

Definição 1.3.31. A variação total de uma medida complexa ν definida na σ-álgebra M é a

medida positiva |ν| definida como

|ν|(E) = sup
∞∑
j=1

|ν(Ej)|,

para E ∈M, no qual o supremo é tomado sobre todas as partições {Ej} de E.

Observe que, se ν é uma medida com sinal, então a definição acima é equivalente àquela

dada na Definição 1.3.22. De fato, se E ∈ M, então os conjuntos P e N dados no Teorema

1.3.20 formam uma partição de E. Desse modo,

ν+(E) + ν−(E) = |ν(P )|+ |ν(N)| ≤ sup
{Ej}

∞∑
j=1

|ν(Ej)|.

Por outro lado, se {Ej} é uma partição de E, temos que

∞∑
j=1

|ν(Ej)| =
∞∑
j=1

|ν(Ej ∩ P ) + ν(Ej ∩N)|

≤
∞∑
j=1

(
|ν(Ej ∩ P )|+ |ν(Ej ∩N)|

)
=
∞∑
j=1

(
ν+(Ej) + ν−(Ej)

)
= ν+(E) + ν−(E),

de modo que

sup
{Ej}

∞∑
j=1

|ν(Ej)| ≤ ν+(E) + ν−(E).

Da definição acima, temos que |ν(E)| ≤ |ν|(E), para todo E ∈M. Mais ainda, se λ é uma

medida positiva tal que |ν(E)| ≤ λ(E), para todo E ∈M, então |ν|(E) ≤ λ(E).

Teorema 1.3.32. Seja ν é uma medida complexa em X, então:

(i) |ν|(X) <∞;

(ii) existe uma função mensurável h tal que |h(x)| = 1 para todo x ∈ X e dν = h d|ν|;
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(iii) se µ é uma medida positiva e g ∈ L1(µ) é tal que dν = g dµ, então d|ν| = |g| dµ.

Definição 1.3.33. Uma medida de Borel complexa ν em X será chamada regular se |ν| for

uma medida regular.

Lema 1.3.34. Se ν1 e ν2 são medidas complexas regulares, então ν1 + ν2 é regular.

Demonstração. Primeiro, mostramos a regularidade exterior. Seja E um conjunto boreliano.

Dado ε > 0, existem abertos V1, V2 ⊃ E tais que

|ν1|(V1) < |ν1|(E) +
ε

2

e

|ν2|(V2) < |ν2|(E) +
ε

2
.

Note que, para A mensurável,

|(ν1 + ν2)(A)| ≤ |ν1(A)|+ |ν2(A)| ≤ |ν1|(A) + |ν2|(A),

de modo que

|ν1 + ν2|(A) ≤ |ν1|(A) + |ν2|(A).

Defina V = V1 ∩ V2. Então V ⊃ E é aberto e

|ν1 + ν2|(V )− |ν1 + ν2|(E) = |ν1 + ν2|(V \ E)

≤ |ν1|(V \ E) + |ν2|(V \ E)

≤ |ν1|(V1 \ E) + |ν2|(V2 \ E)

= |ν1|(V1)− |ν1|(E) + |ν2|(V2)− |ν2|(E)

< ε.

Portanto,

|ν1 + ν2|(E) = inf{|ν1 + ν2|(V ) : E ⊂ V, V aberto}.

A regularidade interior é análoga. Existem compactos K1, K2 ⊂ E tais que

|ν1|(E)− ε

2
< |ν1|(K1)

e

|ν2|(E)− ε

2
< |ν2|(K2).
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Definindo K = K1 ∪K2, temos que K ⊂ E é compacto e

|ν1 + ν2|(E)− |ν1 + ν2|(K) = |ν1 + ν2|(E \K)

≤ |ν1|(E \K) + |ν2|(E \K)

≤ |ν1|(E \K1) + |ν2|(E \K2)

= |ν1|(E)− |ν1|(K1) + |ν2|(E)− |ν2|(K2)

< ε.

Portanto,

|ν1 + ν2|(E) = sup{|ν1 + ν2|(K) : K ⊂ E, K compacto}.

Com as hipóteses do Lema acima também podemos concluir que ν1 − ν2 é regular, visto

que, como | − ν2| = |ν2|, a medida −ν2 é regular.

Se ν é uma medida de Borel complexa numa σ-álgebra M em X, o Teorema 1.3.32 afirma

que existe uma função mensurável h com |h| = 1 tal que dν = h d|ν|. Desse modo, é natural

definir a integração com respeito a uma medida complexa ν pela fórmulaˆ
X

f dν =

ˆ
X

fh d|ν|.

Observação 1.3.35. Da definição acima, temos que, para E ∈M,

ν(E) =

ˆ
E

h d|ν| =
ˆ
X

χ
E h d|ν| =

ˆ
X

χ
E dν.

Assim, ˆ
X

χ
E d(ν1 + ν2) = (ν1 + ν2)(E) = ν1(E) + ν2(E) =

ˆ
X

χ
E dν1 +

ˆ
X

χ
E dν2

sempre que ν1 e ν2 são medidas complexas em M e E ∈M. Disso, obtemos a fórmula de adiçãoˆ
X

f d(ν1 + ν2) =

ˆ
X

f dν1 +

ˆ
X

f dν2,

que é válida, por exemplo, para toda f mensurável limitada.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre os espaços Lp.

Teorema 1.3.36 (Desigualdade de Hölder). Suponha 1 < p <∞ e p′ seu expoente conjugado.

Se f e g são funções mensuráveis em X, então

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Em particular, se f ∈ Lp(X) e g ∈ Lp′(X), então fg ∈ L1(X). Nesse caso, vale a igualdade na

relação acima se, e somente se, existem constantes α, β, com αβ 6= 0, tais que α|f |p = β|g|p′

em quase toda parte.
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Teorema 1.3.37. Seja (fn) uma sequência em Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, e seja f ∈ Lp tal que ‖fn −
f‖p → 0. Então, existe uma subsequência (fnk) e uma função h ∈ Lp tal que

(i) fnk(x)→ f(x) q.t.p.;

(ii) |fnk(x)| ≤ h(x) para todo k, em quase todo ponto.

O teorema acima está demonstrado em [B, p. 94].

Teorema 1.3.38 (Teorema de Representação de Riesz em Lp). Suponha que 1 ≤ p < ∞, µ

uma medida positiva σ-finita em X e Φ é um funcional linear limitado em Lp(X,µ). Então

existe uma única g ∈ Lp′(X,µ), p′ o expoente conjugado de p, tal que

Φ(f) =

ˆ
X

fg dµ,

para toda f ∈ Lp(X,µ). Mais ainda, se Φ e g estão relacionados como acima, então ‖Φ‖ =

‖g‖p′. Ou seja, Lp
′
(X,µ) é isometricamente isomorfo ao espaço dual de Lp(X,µ).

A demonstração do teorema abaixo pode ser vista em [EG, pp. 138-140].

Teorema 1.3.39 (Desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Suponha 1 ≤ p < n. Existe

uma constante c1 > 0, que depende apenas de p e n, tal que, para toda f ∈ W 1,p(Rn),(ˆ
Rn
|f |p∗ dx

) 1
p∗

≤ c1

(ˆ
Rn
|∇f |p dx

) 1
p

,

no qual p∗ =
np

n− p
.

O próximo teorema é uma versão local da desigualdade acima. Sua demonstração está

em [EG, pp. 141-142].

Teorema 1.3.40 (Desigualdade de Poincaré). Para cada 1 ≤ p < n existe uma constante

c2 > 0, que depende apenas de p e n, tal que, para toda B[x, r] ⊂ Rn e f ∈ W 1,p(B(x, r)),( 
B[x,r]

|f − (f)x,r|p
∗
dy

) 1
p∗

≤ c2 r

( 
B[x,r]

|∇f |p dy
) 1

p

,

no qual p∗ =
np

n− p
e (f)x,r =

ffl
B[x,r]

f dy.

O próximo resultado é uma generalização do clássico Teorema de Recobrimento de Besico-

vitch. Para uma demonstração, veja [G] ou [Di].

Teorema 1.3.41 (Teorema de Recobrimento de Besicovitch). Seja S ⊂ Rn. A cada ponto

x ∈ S associamos uma bola B(x, rx), rx > 0, e denotamos a coleção de tais bolas por B.

Assumimos que
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(I) os raios das bolas em B são totalmente limitados, ou seja, dado qualquer ε > 0 existe

uma quantidade finita de intervalos de comprimento menor que ε cuja união contém todos

os rx,

(II) a sequência dos raios de qualquer sequência disjunta de bolas em B tende a zero.

Então, podemos escolher uma sequência de bolas (Bj) em B tal que:

(i) S ⊂
⋃
j Bj;

(ii) Existe um número M , que depende apenas de n, tal que qualquer ponto de Rn pertence

a, no máximo, M bolas em (Bj);

(iii) As bolas (1/3)Bj são disjuntas;

(iv)
⋃
B∈B B ⊂

⋃
j 4Bj.

1.4 Tópicos de Distribuições

Apresentamos aqui algumas definições e resultados que serão utilizados ao longo do texto.

Um maior aprofundamento no tema pode ser obtido na referência [H].

Definição 1.4.1. Denotamos por Ckc (X), k ∈ N ou k =∞, o conjunto de todas as funções de

classe Ck em X cujo suporte é compacto. O espaço C∞c (X) é também chamado de espaço das

funções-teste.

Exemplo 1.4.2. Um exemplo de função-teste bastante útil em Rn é

φ(x) =


exp

(
a2

|x|2 − a2

)
, se |x| < a

0, se |x| ≥ a.

Multiplicando φ por uma constante positiva adequada, obtemos uma nova função-teste φ

tal que

ˆ
Rn
φ dx = 1. É útil notar que supp(φ) = B[0, a].

Definição 1.4.3. Uma sequência (φj) em C∞c (X) converge para zero em C∞c (X) se

(i) existe um compacto K ⊂ X tal que supp(φj) ⊂ K para todo j ∈ N;

(ii) para todo m ∈ N, as derivadas de ordem m das funções φj convergem uniformemente a

zero quando j →∞.

Com isso, dizemos que uma sequência (φj) ⊂ C∞c (X) converge para φ ∈ C∞c (X) se (φj − φ)

converge para zero em C∞c (X).
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Definição 1.4.4. Sejam f e g funções cont́ınuas em Rn, uma delas com suporte compacto.

Definimos a convolução de f e g como

f ∗ g(x) =

ˆ
Rn
f(x− y)g(y) dy =

ˆ
Rn
f(y)g(x− y) dy.

A segunda igualdade acima é facilmente verificada com uma simples mudança de variável.

Se f ∈ L1
loc(Rn) e φ ∈ Ckc (Rn), então f ∗φ está bem definida e o seguinte resultado é válido:

Teorema 1.4.5. Se f ∈ L1
loc(Rn) e φ ∈ Ckc (Rn), então f ∗φ é de classe Ck(Rn) e, para qualquer

multi-́ındice α tal que |α| ≤ k, temos que ∂α(f ∗ φ) = f ∗ ∂αφ.

Definição 1.4.6. Seja φ uma função integrável em Rn tal que
´
φ dx = 1. Para ε > 0, definimos

φε(x) = ε−nφ(x/ε).

A famı́lia {φε : ε > 0} é chamada de aproximação da identidade.

Teorema 1.4.7. Seja φ ∈ L1(Rn) com φ ≥ 0 como acima. Se f ∈ Lp(Rn) com 1 ≤ p < ∞,

então f ∗ φε → f em norma Lp(Rn) quando ε→ 0.

Teorema 1.4.8. Seja φ ∈ C∞c (Rn) tal que φ ≥ 0 e
´
φ dy = 1. Se f ∈ L1

loc(Rn), defina, para

ε > 0,

fε(x) = f ∗ φε(x).

Então,

(i) fε ∈ C∞(Rn);

(ii) se f(x) = 0 para q.t.p. x fora de um conjunto fechado A, tem-se que supp(fε) ⊂ A +

supp(φε);

(iii) se f ∈ Cc(Rn), tem-se que fε → f uniformemente quando ε→ 0.

Observação 1.4.9. No Teorema acima, se tomarmos φ como no Exemplo 1.4.2, temos em (ii)

que supp(fε) ⊂ A+B[0, aε].

Observação 1.4.10. Existe ϕ ∈ C∞c (B(0, 1)) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, e ϕ ≡ 1 em B[0, 1/2].

De fato, basta escolher φ ∈ C∞c (B(0, 1/4)) com
´
φ dx = 1 e tomar ϕ = φ ∗ χB(0,3/4). Note

ainda que existe C > 0 tal que |∇ϕ| ≤ C, pois cada derivada parcial de ϕ é uma função-teste

suportada em B[0, 1].

Além do mais, dado r > 0, podemos exibir ϕr ∈ C∞c (B(0, 2r)) tal que 0 ≤ ϕr ≤ 1, ϕr ≡ 1

em B[0, r] e |∇ϕr| ≤
C

r
, para uma constante C > 0, basta definirmos ϕr(x) = ϕ

( x
2r

)
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Definição 1.4.11. Seja X ⊂ Rn aberto. Uma distribuição em X é um funcional linear cont́ınuo

u : C∞c (X)→ C. A continuidade aqui é com respeito à convergência em C∞c (X) tal como dada

na Definição 1.4.3. O espaço das distribuições em X é denotado D′(X).

Enunciamos agora a definição e algumas propriedades da Transformada de Fourier. Uma

maior abordagem do assunto, bem como as demonstrações dos resultados a seguir, pode ser

encontrada em [Du].

Definição 1.4.12. A transformada de Fourier de uma função f ∈ L1(Rn) é definida por

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

ˆ
Rn
e−2πix·ξf(x) dx.

Proposição 1.4.13. Valem as seguintes propriedades para a transformada de Fourier:

(i) (af + bg)̂ = af̂ + bĝ.

(ii) ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1 e f̂ é cont́ınua.

(iii) lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0.

(iv) (f ∗ g)̂ (ξ) = f̂(ξ) ĝ(ξ).

(v) Se g(x) = λ−nf(λ−1x), então ĝ(ξ) = f̂(λξ).

(vi) (∂αf )̂ (ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ).

(vii) [(−2πix)αf ]̂ (ξ) = (∂αf̂)(ξ).

Não é sempre verdade que se f ∈ L1 então f̂ ∈ L1. Por exemplo, a função

f = χ
[−1,1] ∈ L1(R), mas f̂(ξ) = sen(2πξ)

πξ
não é integrável. No entanto, existe um subconjunto

de L1 que é invariante pela transformada de Fourier.

Definição 1.4.14. O espaço de Schwartz, S(Rn), é o subespaço de C∞(Rn) das funções de

decrescimento rápido, ou seja,

S(Rn) =

{
f ∈ C∞(Rn) : ‖f‖α,β = sup

x∈Rn
{|xα∂βf(x)|} <∞, ∀α, β ∈ Nn

}
.

Proposição 1.4.15. C∞c (Rn) ( S(Rn) ( Lp(Rn), para 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. A primeira parte segue da observação que ∂βf(x) = 0, ∀x /∈ supp(f), quando

f ∈ C∞c (Rn). Para a segunda parte, quando p = ∞, basta tomar α = β = 0 e o resultado

segue. Quando 1 ≤ p <∞, fixado R > 0, temosˆ
Rn
|f(x)|p dx =

ˆ
‖x‖≤R

|f(x)|p dx+

ˆ
‖x‖>R

|f(x)|p dx.
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Para a primeira parcela, temosˆ
‖x‖≤R

|f(x)|p dx ≤MpLn(B[0, R]) <∞,

no qual M = sup
‖x‖≤R

|f(x)|. Para a segunda, note que, tomando β = 0 e |α| > n

p
, existe C > 0

tal que |f(x)| ≤ C

|x||α|
e desse modo, obtemos

ˆ
‖x‖>R

|f(x)|p dx ≤ Cp

ˆ
‖x‖>R

1

|x||α|p
dx = Cp|Sn−1|

ˆ ∞
R

r−|α|p+n−1 dr <∞,

no qual |Sn−1| denota a “área da superf́ıcie Sn−1”.

Os subconjuntos são próprios pois f(x) = e−|x|
2 ∈ S(Rn) \ C∞c (Rn) e

g(x) = χ
B(0,1)(x) ∈ Lp(Rn) \ S(Rn). De fato, f não possui suporte compacto e suas deriva-

das são da forma ∂βf(x) = Pβ(x)f(x), no qual Pβ é um polinômio, de onde conclui-se que

‖f‖α,β < ∞, para quaisquer α, β multi-́ındices. No outro caso, note que g /∈ C∞(Rn) mas é

claramente p-integrável.

A coleção {‖ · ‖α,β} é uma famı́lia enumerável de seminormas em S e pode ser usada para

definir uma topologia em S (veja [SW, Cap. 1, Seção 3]). Uma sequência (φk) em S converge

para 0 se, e somente se, para todo multi-́ındice α, β,

lim
k→∞
‖φk‖α,β = 0.

Definição 1.4.16. O espaço dos funcionais lineares cont́ınuos em S(Rn), com respeito à to-

pologia descrita acima, é chamado de espaço das distribuições temperadas, e é denotado por

S ′(Rn).

Teorema 1.4.17. A transformada de Fourier é uma aplicação cont́ınua de S(Rn) em S(Rn),

invert́ıvel, tal que ˆ
Rn
f ĝ =

ˆ
Rn
f̂ g

e

F−1f(x) =

ˆ
Rn
e2πix·ξf(ξ) dξ.

Definição 1.4.18. A transformada de Fourier de T ∈ S ′(Rn) é a distribuição temperada T̂

dada por

T̂ (f) = T (f̂), f ∈ S(Rn).

Se f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, então f pode ser identificada com uma distribuição temperada, Tf ,

definida como

Tf (φ) =

ˆ
Rn
f φ, para φ ∈ S.

A boa definição de Tf segue da desigualdade de Hölder. Para f ∈ L2, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.4.19 (Plancherel). A transformada de Fourier é uma isometria em L2, ou seja,

f̂ ∈ L2 e ‖f̂‖2 = ‖f‖2. Além disso,

f̂(ξ) = lim
R→∞

ˆ
|x|<R

f(x)e−2πix·ξ dx

e

f(x) = lim
R→∞

ˆ
|ξ|<R

f̂(ξ)e2πix·ξ dξ,

no qual os limites são dados em L2.

1.5 Tópicos de Análise Harmônica

Nesta seção, trazemos definições e resultados de Análise Harmônica que serão utilizados

durante do texto. Para maior aprofundamento no assunto, citamos as referências [Du] e [St].

Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços de medida, e seja T uma transformação de Lp(X) no conjunto

das funções mensuráveis de Y em C.

Definição 1.5.1. Dizemos que

(i) T é fraco (p, q), q <∞, se

ν({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖p
λ

)q
,

para toda f ∈ Lp(X) e todo λ > 0, no qual C > 0 depende apenas de p e q.

(ii) T é fraco (p,∞) se T é uma transformação limitada de Lp(X) em L∞(Y ).

(iii) T é forte (p, q) se T é uma transformação limitada de Lp(X) em Lq(Y ).

Proposição 1.5.2. Se T é forte (p, q), então é fraco (p, q).

Demonstração. O caso q =∞ é óbvio. Para q <∞, tome Eλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}. Então,

ν(Eλ) =

ˆ
Eλ

dν ≤
ˆ
Eλ

∣∣∣∣Tf(y)

λ

∣∣∣∣q dν
≤
ˆ
Y

∣∣∣∣Tf(y)

λ

∣∣∣∣q dν
=

(
‖Tf‖q
λ

)q
≤
(
C‖f‖p
λ

)q
.

Enunciamos aqui o clássico Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz, cuja demonstração

pode ser vista em [St, Apêndice B].
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Teorema 1.5.3 (Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz). Suponha que p0, p1, q0, q1 ∈ R+

são tais que 1 ≤ pj ≤ qj < ∞, p0 < p1, e q0 6= q1. Sejam µ uma medida de Borel positiva

em Rn e T um operador linear definido em C∞c (Rn), cujos valores são funções µ-mensuráveis.

Suponha que T seja dos tipos fraco (p0, q0) e fraco (p1, q1), ou seja, existem constantes C0, C1

tais que

µ({y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
Cj‖f‖pj

λ

)qj
,

para quaisquer f ∈ C∞c (Rn) e λ > 0, j = 0, 1. Se 0 < θ < 1 e

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

,

então, para qualquer f ∈ C∞c (Rn), temos

‖Tf‖Lq(µ) ≤ k C1−θ
0 Cθ

1‖f‖p,

e assim, T pode ser estendido para Lp(Rn) como um operador cont́ınuo Lp → Lq(µ). Aqui,

k = k(p0, p1, q0, q1, θ) > 0 é uma constante independente de µ, T , e f .

Definição 1.5.4. Dada f ∈ S(Rn), 1 ≤ p < ∞, definimos, para cada j = 1, . . . , n, a j-ésima

transformada de Riesz de f como

Rjf(x) = lim
ε→0

cn

ˆ
|y|>ε

f(x− y)
yj
|y|n+1

dy,

no qual cn = Γ

(
n+ 1

2

)
π−(n+1)/2.

Em [Du] encontramos uma demonstração para o seguinte resultado:

Proposição 1.5.5. (Rjf )̂ (ξ) = −i ξj
|ξ|
f̂(ξ), para toda f ∈ S(Rn).

O resultado a seguir nos permitirá extrair propriedades úteis da transformada de Riesz. Sua

demonstração pode ser encontrada em [Du, p. 91].

Teorema 1.5.6 (Teorema de Calderón-Zygmund). Seja K ∈ S ′(Rn) que coincide com uma

função localmente integrável em Rn \ {0} tal que

(i) |K̂(ξ)| ≤ A;

(ii)

ˆ
|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ B, para y ∈ Rn.

Então, para 1 < p <∞,

‖K ∗ f‖p ≤ Cp‖f‖p,

e

Ln({x ∈ Rn : |K ∗ f(x)| > λ}) ≤ C

λ
‖f‖1.
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O item (ii) do Teorema acima é chamado de condição de Hörmander, e pode ser deduzido

de outra condição mais forte, chamada condição do gradiente:

Proposição 1.5.7. A condição de Hörmander é satisfeita quando, para todo x 6= 0,

|∇K(x)| ≤ C

|x|n+1
.

Note que, se Kj(x) = cn
xj
|x|n+1

, então Rjf = Kj ∗ f . O Teorema 4.5 de [SW, p. 164],

mostra que K̂j(ξ) = −i ξj
|ξ|

, de modo que Kj satisfaz (i). Além disso, Kj satisfaz a condição do

gradiente, pois

∂`Kj(x) =


C
xjxl
|x|n+3

, se ` 6= j

cn
|x|n+1

+ C
x2
j

|x|n+3
, se ` = j.

Conclúımos, então, que:

Proposição 1.5.8. A transformada de Riesz Rj é do tipo forte (p, p), para 1 < p <∞, e é do

tipo fraco (1, 1).

Desse modo, a transformada de Riesz Rj pode ser estendida para os espaços Lp(Rn).

Será útil introduzir aqui o espaço de Lorentz L1,∞(X,µ), das funções mensuráveis f de X

em C que satisfazem ‖f‖L1,∞ <∞, no qual

‖f‖L1,∞ = sup
λ>0

λµ({x ∈ X : |f(x)| > λ}).

É direto que um operador T é fraco (1, 1) se, e somente se, ‖Tf‖L1,∞ . ‖f‖1, para toda

f ∈ L1(X).

Definição 1.5.9. Para 0 < α < n, o potencial de Riesz de f ∈ S(Rn), denotado Iαf , é definido

por

Iαf(x) =
1

γα

ˆ
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy,

no qual γα = π
n
2
−α Γ

(
α
2

)
Γ
(
n−α

2

) .

No sentido de distribuições, vale a igualdade

(Iαf )̂ (ξ) = |ξ|−αf̂(ξ).

O próximo Teorema caracteriza a continuidade Lp → Lq do potencial de Riesz Iα quando

1 < p < q <∞ e αp < n.
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Teorema 1.5.10. Sejam µ uma medida de Borel positiva em Rn, α > 0, 1 < p < q < ∞, e

αp < n. Então, o potencial de Riesz

Iαf(x) =
1

γα

ˆ
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

é cont́ınuo de Lp em Lq(µ) se, e somente se, a função

M(x) = sup
r>0

r−sµ(B(x, r)),

no qual s = q
(
n
p
− α

)
, é uniformemente limitada, ou seja, µ(B(x, r)) . rs, ∀ x ∈ Rn e r > 0.

Demonstração. Primeiro, suponha que M é limitada. Mostraremos que

tµ(Lt)
1/q ≤ v1/p′

n

pq(n− α)

γα(n− αp)(q − p)
[supM(x)]1/q‖f‖p, (1.2)

no qual

p′ =
p

p− 1
, vn = Ln(B(0, 1)), Lt = {y : Iα|f |(y) > t}, t > 0.

Defina µt = µ
¬
Lt. Então

tµ(Lt) = t

ˆ
Rn
dµt ≤

ˆ
Rn
Iα|f |(y) dµt

=
1

γα

ˆ
Rn
|f(x)|

(ˆ
Rn
|x− y|α−n dµt(y)

)
dx.

A integral interior (com respeito a y) pode ser escrita como

ˆ
Rn
|x− y|α−n dµt(y) =

ˆ
Rn

(ˆ ∞
0

χ
(0,|x−y|α−n)(τ) dτ

)
dµt(y)

=

ˆ ∞
0

(ˆ
Rn
χ

(0,|x−y|α−n)(τ) dµt(y)

)
dτ

=

ˆ ∞
0

µt({y : |x− y|α−n > τ}) dτ,

e fazendo a mudança de variável τ = ρα−n obtemos
ˆ ∞

0

µt({y : |x− y|α−n > τ}) dτ = (n− α)

ˆ ∞
0

µt(B(x, ρ))ρα−n−1 dρ.

Desse modo,

tµ(Lt) ≤
n− α
γα

ˆ ∞
0

(ˆ
Rn
|f(x)|µt(B(x, ρ)) dx

)
ρα−n−1 dρ

=
n− α
γα

ˆ R

0

(· · · )ρα−n−1 dρ+
n− α
γα

ˆ ∞
R

(· · · )ρα−n−1 dρ = A1 + A2,

no qual R > 0 será determinado mais adiante.
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Note que

µt(B(x, ρ)) = µt(B(x, ρ))1/p′µt(B(x, ρ))1/pρ−s/pρs/p

≤ µt(B(x, ρ))1/p′M(x)1/pρs/p.

Obtemos então,

A1 ≤
n− α
γα

[supM(x)]1/p
ˆ R

0

(ˆ
Rn
|f(x)|µt(B(x, ρ))1/p′ dx

)
ρα−n−1+s/p dρ

≤ n− α
γα

[supM(x)]1/p‖f‖p
ˆ R

0

(ˆ
Rn
µt(B(x, ρ)) dx

)1/p′

ρα−n−1+s/p dρ.

Agora,

ˆ
Rn
µt(B(x, ρ)) dx =

ˆ
Rn

(ˆ
Rn
χ
B(x,ρ) dµt

)
dx

=

ˆ
Rn

(ˆ
Rn
χ
B(x,ρ) dx

)
dµt

=

ˆ
Rn
Ln(B(x, ρ)) dµt

= ρnvn

ˆ
Rn
dµt = ρnvnµt(Rn) = ρnvnµ(Lt),

de modo que

A1 ≤
n− α
γα

[supM(x)]1/p‖f‖p v1/p′

n µ(Lt)
1/p′

ˆ R

0

ρα−n−1+s/p+n/p′ dρ.

Observe que

α− n+
s

p
+
n

p′
= α− n

(
1− 1

p′

)
+
s

p
= α− n

p
+
s

p

e
s

p
>
s

q
=
n

p
− α.

Então

α− n+
s

p
+
n

p′
> 0

e, desse modo,

A1 ≤
p(n− α)

(αp− n+ s)γα
[supM(x)]1/p‖f‖p v1/p′

n µ(Lt)
1/p′Rα−(n−s)/p.

De modo análogo, como

µt(B(x, ρ)) = µt(B(x, ρ))1/p′µt(B(x, ρ))1/p ≤ µt(B(x, ρ))1/p′µ(Lt)
1/p,
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temos

A2 ≤
n− α
γα

µ(Lt)
1/p

ˆ ∞
R

(ˆ
Rn
|f(x)|µt(B(x, ρ))1/p′ dx

)
ρα−n−1 dρ

≤ n− α
γα

µ(Lt)
1/p‖f‖p

ˆ ∞
R

(ˆ
Rn
µt(B(x, ρ)) dx

)1/p′

ρα−n−1 dρ

=
n− α
γα
‖f‖p v1/p′

n µ(Lt)

ˆ ∞
R

ρα−n−1+n/p′ dρ.

Veja que

α− n+
n

p′
= α− n

p
< 0.

Então

A2 ≤
p(n− α)

(n− αp)γα
‖f‖p v1/p′

n µ(Lt)R
α−n/p.

Logo,

tµ(Lt) ≤
µ(Lt)

1/p′‖f‖pv1/p′
n p(n− α)

γα

(
[supM(x)]1/p

αp− n+ s
Rα−(n−s)/p +

µ(Lt)
1/p

n− αp
Rα−n/p

)
e, dividindo ambos os lados por µ(Lt)

1/p′ ,

tµ(Lt)
1/p ≤ ‖f‖pv

1/p′
n p(n− α)

γα

(
[supM(x)]1/p

αp− n+ s
Rα−(n−s)/p +

µ(Lt)
1/p

n− αp
Rα−n/p

)
.

Escolha R > 0 tal que

Rs =
µ(Lt)

supM(x)
,

de modo que a desigualdade acima se torna

tµ(Lt)
1/p ≤ v1/p′

n

pq(n− α)

γα(n− αp)(q − p)
[supM(x)]1/q‖f‖p µ(Lt)

(1/p)−(1/q),

obtendo (1.2):

tµ(Lt)
1/q ≤ v1/p′

n

pq(n− α)

γα(n− αp)(q − p)
[supM(x)]1/q‖f‖p.

Como

C = v1/p′

n

pq(n− α)

γα(n− αp)(q − p)
[supM(x)]1/q

depende apenas de p, q, n e α, e

{y : |Iαf(y)| > t} ⊂ Lt,

então (1.2) implica que

µ({y : |Iαf(y)| > t}) ≤ µ(Lt) ≤
(
C‖f‖p
t

)q
,
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ou seja, Iα é do tipo fraco (p, q).

Fixados 1 < p < q <∞, αp < n, escolha p0, p1 tais que 1 < p0 < p < p1 < min{n
α
, q}. Fixe

0 < θ < 1 tal que
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

.

Escolha p1 < q0 < q e tome q < q1 <∞ tal que

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

.

Então Iα é dos tipos fraco (p0, q0) e fraco (p1, q1). Logo, aplicando o Teorema de Interpolação

de Marcinkiewicz (Teorema 1.5.3), temos que o operador Iα : Lp → Lq(µ) é cont́ınuo e

‖Iαf‖Lq(µ) ≤ c[supM(x)]1/q‖f‖p.

Reciprocamente, se

‖Iαf‖Lq(µ) ≤ C‖f‖p,

para toda f ∈ Lp, tome f = χ
B(x,ρ). Então,

ˆ
B(x,ρ)

|Iαf(z)|q dµ ≤ ‖Iαf‖qLq(µ) ≤ Cq‖f‖qp

= Cq

(ˆ
B(x,ρ)

dy

) q
p

= Cqρ
nq
p vq/pn .

Além disso, para z ∈ B(x, ρ),

Iαf(z) =
1

γα

ˆ
B(x,ρ)

1

|z − y|n−α
dy

≥ 1

γα

ˆ
B(x,ρ)

(2ρ)α−n dy

=
(2ρ)α−nLn(B(x, ρ))

γα
=
vn2α−nρα

γα
.

Disso decorre que

µ(B(x, ρ))1/q =

(ˆ
B(x,ρ)

dµ

)1/q

≤
[(

γα
vn2α−nρα

)q ˆ
B(x,ρ)

|Iαf(z)|q dµ
]1/q

=
γα

vn2α−nρα

(ˆ
B(x,ρ)

|Iαf(z)|q dµ
)1/q

≤ γαCv
1/p
n ρn/p

vn2α−nρα
=
γαCv

1/p
n

vn2α−n
ρn/p−α =

γαCv
1/p
n

vn2α−n
ρs/q.

Portanto, µ(B(x, ρ)) . ρs, concluindo a demonstração.
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Definição 1.5.11. Seja 1 < p <∞. Uma medida de Radon positiva µ tem energia-(1, p) finita

se ˆ
Rn

[I1µ(x)]p dx <∞,

no qual I1 é o potencial de Riesz de ordem 1 definido por

I1µ(x) =

ˆ
Rn

1

|x− y|n−1
dµ(y).

Observação 1.5.12. No caso em que 1 < p ≤ n/(n− 1), a medida µ ≡ 0 é a única medida de

Radon positiva com energia-(1, p) finita. No caso p = 1, temos que se ‖I1µ‖L1,∞ < ∞, então

µ ≡ 0. De fato, para qualquer R > 0, note que, como |x− y| < |x|+R para y ∈ B(0, R), então

I1µ(x) ≥
ˆ
B(0,R)

1

|x− y|n−1
dµ(y) ≥

ˆ
B(0,R)

1

(|x|+R)n−1
dµ(y) =

µ(B(0, R))

(|x|+R)n−1
.

Se 1 < p ≤ n/(n− 1), e µ tem energia-(1, p) finita, então

ˆ
Rn

[
µ(B(0, R))

(|x|+R)n−1

]p
dx <∞.

No entanto,

ˆ
Rn

[
µ(B(0, R))

(|x|+R)n−1

]p
dx = µ(B(0, R))p

ˆ
Rn

1

(|x|+R)(n−1)p
dx

= µ(B(0, R))pc(n)

ˆ ∞
0

rn−1

(r +R)(n−1)p
dr

= µ(B(0, R))pc(n)

ˆ ∞
R

(r −R)n−1

r(n−1)p
dr,

no qual a última integral tende ao infinito, pois n − 1 − (n − 1)p + 1 ≥ n − 1 − n + 1 = 0.

Conclúımos então que µ(B(0, R)) = 0, ∀R > 0, ou seja, µ ≡ 0.

Se temos que ‖I1µ‖L1,∞ = sup
λ>0

λ Ln ({x : |I1µ(x)| > λ}) <∞, então

sup
λ>0

λ Ln
({

x :
µ(B(0, R))

(|x|+R)n−1
> λ

})
<∞,

pois
{
x : µ(B(0,R))

(|x|+R)n−1 > λ
}
⊂ {x : |I1µ(x)| > λ}. Note, porém, que

µ(B(0, R))

(|x|+R)n−1
> λ ⇐⇒ |x| <

(
µ(B(0, R))

λ

) 1
n−1

−R ⇐⇒ x ∈ B

(
0,

(
µ(B(0, R))

λ

) 1
n−1

−R

)
.
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Então,

λ Ln
({

x :
µ(B(0, R))

(|x|+R)n−1
> λ

})
= λ Ln

[
B

(
0,

(
µ(B(0, R))

λ

) 1
n−1

−R

)]

= λ Ln
[(

1

λ

) 1
n−1

B
(

0, µ(B(0, R))
1

n−1 − λ
1

n−1R
)]

= λ1− n
n−1 Ln

[
B
(

0, µ(B(0, R))
1

n−1 − λ
1

n−1R
)]

=

(
1

λ

) 1
n−1

Ln
[
B
(

0, µ(B(0, R))
1

n−1 − λ
1

n−1R
)]
,

que vai para infinito para λ pequeno e algum R > 0 se µ 6≡ 0. Então temos novamente que

µ ≡ 0.
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Caṕıtulo 2

Campos vetoriais de

medida-divergência

Neste caṕıtulo, apresentamos a boa definição de objetos centrais deste texto, campos veto-

riais F : Ω ⊂ Rn → Rn cujo divergente é uma medida de Radon.

2.1 Um teorema de representação

Provaremos inicialmente o seguinte teorema de representação:

Teorema 2.1.1. Se X é um espaço de Hausdorff localmente compacto, então todo funcional

linear limitado Φ em C0(X) é representado por uma única medida de Radon complexa µ, no

sentido de

Φ(f) =

ˆ
X

f dµ , ∀f ∈ C0(X). (2.1)

Mais ainda, a norma de Φ é a variação total de µ:

‖Φ‖ = |µ|(X). (2.2)

Demonstração. Mostramos primeiro a unicidade.

Seja µ uma medida de Borel regular complexa em X tal que

ˆ
X

f dµ = 0, ∀f ∈ C0(X).

Pelo Teorema 1.3.32, existe uma função µ-mensurável h com |h| = 1 tal que dµ = h d|µ|. Dada
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qualquer sequência (fn) ⊂ C0(X), temos que

|µ|(X) =

ˆ
X

d|µ| =
ˆ
X

|h|2 d|µ| −
ˆ
X

fn dµ

=

ˆ
X

h̄ h d|µ| −
ˆ
X

fn h d|µ|

=

ˆ
X

(h̄− fn)h d|µ| (2.3)

≤
ˆ
X

|h̄− fn| |h| d|µ|

=

ˆ
X

|h̄− fn| d|µ|,

no qual h̄ denota o conjugado complexo de h.

Pelo Teorema 1.3.27, Cc(X) é denso em L1(|µ|). Além disso, h̄ ∈ L1(|µ|) pois, pelo Teorema

1.3.32, ˆ
X

|h̄| d|µ| =
ˆ
X

d|µ| = |µ|(X) <∞.

Podemos tomar, então, (fn) ⊂ Cc(X) de modo que fn → h̄ em L1(|µ|), ou seja, que o lado

direito de (2.3) converge para zero, concluindo que |µ|(X) = 0. Mas como µ� |µ|, temos que

µ ≡ 0.

Se µ1 e µ2 são duas medidas que satisfazem (2.1), então µ = µ1 − µ2 é como a medida

tratada acima pois, pelo Lema 1.3.34, µ é uma medida regular e, pela Observação 1.3.35,ˆ
X

f dµ =

ˆ
X

f dµ1 −
ˆ
X

f dµ2 = 0,

para toda f ∈ C0(X). Logo, µ ≡ 0, ou seja, µ1 = µ2.

Provemos agora que tal µ existe. Seja Φ um funcional linear limitado em C0(X). Assuma,

a priori, que ‖Φ‖ = 1. Construiremos um funcional linear positivo Λ em Cc(X) tal que

|Φ(f)| ≤ Λ(|f |) ≤ ‖f‖∞ , ∀f ∈ Cc(X). (2.4)

Lembremos que um funcional linear Λ em Cc(X) é positivo se Λf ∈ [0,∞) para toda

f ∈ C+
c (X) = {f ∈ Cc(X) : f(X) ⊂ [0,∞)}. Para f ∈ C+

c (X), defina

Λ(f) = sup{|Φ(h)| : h ∈ Cc(X), |h| ≤ f}. (2.5)

É claro que Λ(f) ≥ 0, o que significa que Λ é positivo. Como para f ∈ Cc(X) temos |f | ∈ C+
c (X),

obtemos que

|Φ(f)| ≤ sup{|Φ(h)| : h ∈ Cc(X), |h| ≤ |f |} = Λ(|f |),

pois f está no conjunto onde o supremo é tomado. Também, se h ∈ Cc(X), e |h| ≤ |f |, temos

que

|Φ(h)| ≤ ‖Φ‖ · |h| = |h| ≤ |f | ≤ ‖f‖∞,
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ou seja, Λ(|f |) ≤ ‖f‖∞. Logo, (2.4) é satisfeito.

Se f ∈ C+
c (X) e c > 0 é uma constante, então cf ∈ C+

c (X) e Λ(cf) = cΛ(f), pois

{|Φ(h)| : h ∈ Cc(X), |h| ≤ cf} = {c|Φ(g)| : g ∈ Cc(X), |g| ≤ f},

visto que |h| ≤ cf ⇐⇒
∣∣1
c
h
∣∣ ≤ f e c

∣∣Φ (1
c
h
)∣∣ = |Φ(h)|, já que Φ é linear.

Se 0 ≤ f1 ≤ f2, então Λ(f1) ≤ Λ(f2), pois

{|Φ(h)| : h ∈ Cc(X), |h| ≤ f1} ⊂ {|Φ(h)| : h ∈ Cc(X), |h| ≤ f2}.

Usaremos isso para mostrar que

Λ(f + g) = Λ(f) + Λ(g) ,∀f, g ∈ C+
c (X). (2.6)

Fixados f, g ∈ C+
c (X), se ε > 0, existem h1, h2 ∈ Cc(X) com |h1| ≤ f e |h2| ≤ g tais que

Λ(f)− ε

2
≤ |Φ(h1)| e Λ(g)− ε

2
≤ |Φ(h2)|.

Existem αj ∈ C, com |αj| = 1 tais que αjΦ(hj) = |Φ(hj)| para j = 1, 2. De fato, basta tomar

αj = 1 se Φ(hj) = 0, ou αj =
Φ(hj)

|Φ(hj)|
se Φ(hj) 6= 0. Então,

Λ(f) + Λ(g) ≤ |Φ(h1)|+ |Φ(h2)|+ ε

= α1Φ(h1) + α2Φ(h2) + ε

= Φ(α1h1 + α2h2) + ε

≤ Λ(|α1h1 + α2h2|) + ε

≤ Λ(f + g) + ε,

pois |α1h1 + α2h2| ≤ |h1|+ |h2| ≤ f + g. Como ε > 0 é arbitrário, temos que

Λ(f + g) ≥ Λ(f) + Λ(g).

Por outro lado, tome h ∈ Cc(X) tal que |h| ≤ f + g e considere V = {x : f(x) + g(x) > 0}.
Defina

h1(x) =
f(x)h(x)

f(x) + g(x)
e h2(x) =

g(x)h(x)

f(x) + g(x)

se x ∈ V , e h1(x) = h2(x) = 0 se x /∈ V . Note que

|h1(x)| =
∣∣∣∣ f(x)

f(x) + g(x)

∣∣∣∣ |h(x)| ≤ |h(x)|,

para todo x ∈ V , e |h1(x)| = 0 ≤ |h(x)|, ∀x /∈ V . Então |h1| ≤ |h| e, de modo análogo,

|h2| ≤ |h|. Mostremos que h1 e h2 são cont́ınuas em X. Claramente, h1 e h2 são cont́ınuas em

V . Já se x0 /∈ V , então

0 ≤ |h(x0)| ≤ f(x0) + g(x0) ≤ 0.
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Logo, h(x0) = 0. Então, da continuidade de h, temos que

|hj(x)− hj(x0)| = |hj(x)| ≤ |h(x)| → |h(x0)| = 0

quando x → x0. Logo, hj é cont́ınua em x0, para j = 1, 2. Além disso, se hj(x) > 0, então

x ∈ V . Logo f(x) > 0 ou g(x) > 0, de modo que x ∈ supp(f) ∪ supp(g), de onde conclúımos

que supp(hj) é compacto. Logo, h1, h2 ∈ Cc(X). É fácil ver que h1 +h2 = h, |h1| ≤ f e |h2| ≤ g.

Com tudo isso temos, da definição dada em (2.5), que

|Φ(h)| = |Φ(h1 + h2)| ≤ |Φ(h1)|+ |Φ(h2)| ≤ Λ(f) + Λ(g).

E, portanto, Λ(f + g) ≤ Λ(f) + Λ(g), provando (2.6).

Agora, estendemos Λ para todo o Cc(X). Se f ∈ Cc(X) assume apenas valores reais, então

f pode ser escrita como f = f+ − f−, no qual

f+ =
|f |+ f

2
∈ C+

c (X) e f− =
|f | − f

2
∈ C+

c (X).

Definimos então, para f ∈ Cc(X) com valores reais, Λ(f) =̇ Λ(f+) − Λ(f−). Nesse caso, se

c ≥ 0, então

Λ(cf) = Λ([cf ]+)− Λ([cf ]−) = Λ(cf+)− Λ(cf−) = c(Λ(f+)− Λ(f−)) = cΛ(f),

e se c < 0, então

Λ(cf) = Λ([cf ]+)− Λ([cf ]−) = Λ(−cf−)− Λ(−cf+) = −c(Λ(f−)− Λ(f+)) = cΛ(f).

Além disso, se f, g ∈ Cc(X) têm valores reais, então

(f + g)+ − (f + g)− = f + g = f+ − f− + g+ − g−,

de onde obtemos

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+.

Aplicando Λ a ambos os lados, e usando (2.6), temos que

Λ((f + g)+) + Λ(f−) + Λ(g−) = Λ((f + g)−) + Λ(f+) + Λ(g+),

de onde conclúımos que

Λ(f + g) = Λ((f + g)+)− Λ((f + g)−) = Λ(f+)− Λ(f−) + Λ(g+)− Λ(g−) = Λ(f) + Λ(g).

Logo, Λ é linear nas funções Cc(X) com valores reais.

Se f ∈ Cc(X) assume valores complexos, então f = u + iv, no qual u, v ∈ Cc(X) assumem

valores reais. Definimos então, Λ(f) =̇ Λ(u) + iΛ(v), para toda f ∈ Cc(X).
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Se f = u+ iv ∈ Cc(X) e c = a+ ib ∈ C, então

Λ(cf) = Λ(au− bv + i(av + bu))

= Λ(au− bv) + iΛ(av + bu)

= aΛ(u)− bΛ(v) + i(aΛ(v) + bΛ(u))

= a(Λ(u) + iΛ(v)) + ib(Λ(u) + iΛ(v))

= c(Λ(u) + iΛ(v))

= cΛ(f).

Por fim, se f = uf + ivf ∈ Cc(X) e g = ug + ivg ∈ Cc(X), então

Λ(f + g) = Λ(uf + ug + i(vf + vg))

= Λ(uf + ug) + iΛ(vf + vg)

= Λ(uf ) + iΛ(vf ) + Λ(ug) + iΛ(vg)

= Λ(f) + Λ(g).

Assim, Λ é, de fato, um funcional linear positivo em Cc(X) que satisfaz (2.4).

Podemos, então , associar a Λ uma medida de Borel positiva λ em X tal que Λ(f) =

ˆ
X

f dλ,

∀f ∈ Cc(X), como dada pelo Teorema 1.3.26:

λ(V ) = sup{Λ(f) : f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ 1, supp(f) ⊂ V },

para V ⊂ X aberto, e

λ(E) = inf{λ(V ) : E ⊂ V, V aberto},

para E ⊂ X mensurável.

Se mostrarmos que λ(X) <∞, então, pela propriedade (iii) do Teorema 1.3.26,

λ(E) = sup{λ(K) : K ⊂ E, K compacto}

para todo E ⊂ X λ-mensurável. Como, pelo mesmo teorema, temos que λ(K) <∞ para todo

K ⊂ X compacto, concluiremos que λ é uma medida de Radon. De fato, se f ∈ Cc(X) com

0 ≤ f ≤ 1, então, por (2.4),

Λ(f) = Λ(|f |) ≤ ‖f‖∞ ≤ 1.

Logo, como λ(X) = sup{Λ(f) : f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ 1}, temos que λ(X) ≤ 1. Ainda de (2.4),

para f ∈ Cc(X), temos

|Φ(f)| ≤ Λ(|f |) =

ˆ
X

|f | dλ = ‖f‖1,
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no qual ‖ · ‖1 é a norma de L1(X,λ) em Cc(X). Então, Φ é um funcional linear em Cc(X) cuja

norma, com respeito à norma de L1(X,λ) em Cc(X), satisfaz

|||Φ||| = sup{|Φ(f)| : f ∈ Cc(X), ‖f‖1 ≤ 1} ≤ 1.

Como Cc(X) é denso em L1(X,λ), pelo Teorema de Hahn-Banach (especificamente, o Co-

rolário 1.2.4), existe uma extensão de Φ, que preserva norma, a um funcional linear em L1(X,λ).

Assim, podemos usar o Teorema 1.3.38 para o caso p = 1 e concluir que existe g ∈ L∞(X,λ),

com |g| ≤ 1, tal que

Φ(f) =

ˆ
X

f g dλ , ∀f ∈ Cc(X). (2.7)

Cada lado da igualdade (2.7) é um funcional linear cont́ınuo em C0(X). De fato, o lado esquerdo

o é por hipótese, e se (fn) é uma sequência e f uma função em C0(X) tais que ‖fn− f‖∞ → 0,

então ∣∣∣∣ˆ
X

fn g dλ−
ˆ
X

f g dλ

∣∣∣∣ ≤ ˆ
X

|fn − f | |g| dλ ≤ λ(X)‖fn − f‖∞ ≤ ‖fn − f‖∞ → 0.

Logo, como Cc(X) é denso em C0(X), então (2.7) vale para toda f ∈ C0(X). Tomando

dµ = g dλ, temos que µ é uma medida de Radon satisfazendo (2.1).

Como estamos supondo ‖Φ‖ = 1, então, se f ∈ C0(X) com ‖f‖∞ ≤ 1, temos que

|Φ(f)| =
∣∣∣∣ˆ
X

f g dλ

∣∣∣∣ ≤ ˆ
X

|f | |g| dλ ≤
ˆ
X

|g| dλ.

Logo,

1 = ‖Φ‖ = sup{|Φ(f)| : f ∈ C0(X), ‖f‖∞ ≤ 1}

≤
ˆ
X

|g| dλ

≤
ˆ
X

dλ = λ(X)

≤ 1,

ou seja,

ˆ
X

|g| dλ = λ(X) = 1. Então |g| = 1 λ-q.t.p.. Logo, d|µ| = |g| dλ = dλ e, portanto,

|µ|(X) = λ(X) = 1 = ‖Φ‖, provando (2.2).

De modo geral, se Φ é qualquer funcional linear limitado em C0(X), a demonstração acima

vale para Ψ =
Φ

‖Φ‖
, ou seja, existe uma medida de Borel regular ν satisfazendo (2.1) e (2.2)

para Ψ. Então,

Φ(f) = ‖Φ‖Ψ(f) = ‖Φ‖
ˆ
X

f dν =

ˆ
X

f ‖Φ‖ dν.
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Tomando dµ = ‖Φ‖ dν, obtemos Φ(f) =

ˆ
X

f dµ e

|µ|(X) = ‖Φ‖ |ν|(X) = ‖Φ‖‖Ψ‖ = ‖Φ‖.

2.2 Campos vetoriais de medida-divergência

Seja Ω ⊂ Rn aberto e F ∈ L∞(Ω,Rn) um campo vetorial. Então, divF define uma distri-

buição como

divF (ϕ) =

ˆ
Ω

F · ∇ϕdx , ∀ϕ ∈ C∞c (Ω).

De fato, como definido acima, divF é claramente linear. Agora, se supp(ϕ) ⊂ K, para um

K ⊂ Ω compacto, então

|divF (ϕ)| ≤
ˆ
K

n∑
j=1

‖F‖∞‖∂jϕ‖∞ dx = Ln(K)‖F‖∞
n∑
j=1

‖∂jϕ‖∞.

Assim, se (ϕk) ⊂ C∞c (Ω) é uma sequência convergindo para a função identicamente nula em

C∞c (Ω), então existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp(ϕk) ⊂ K para todo k ∈ N, e ∂αϕk → 0

uniformemente para todo multi-́ındice α. Então,

|divF (ϕk)| ≤ Ln(K)‖F‖∞
n∑
j=1

‖∂jϕk‖∞ → 0.

Logo, divF , como definido acima, é cont́ınuo em C∞c (Ω) e, portanto, é uma distribuição.

Definição 2.2.1. Sejam Ω e F como acima. Se U ⊂ Ω é aberto, definimos a variação-

divergência (total) de F em U por

‖divF‖(U) = sup {divF (ϕ) : ϕ ∈ C∞c (U), |ϕ| ≤ 1} .

Definição 2.2.2. Dizemos que F é um campo vetorial de medida-divergência sobre Ω se

F ∈ L∞(Ω,Rn) e ‖divF‖(Ω) < ∞. Denotamos o espaço dos campos de medida-divergência

sobre Ω por DM(Ω).

Nosso objetivo é concluir que, dado F ∈ DM(Rn), existe uma medida de Radon com sinal

µ satisfazendo ˆ
Rn
F · ∇ϕdx =

ˆ
Rn
ϕdµ, ∀ϕ ∈ C∞c (Rn)

e, mais ainda, ‖divF‖(Rn) = |µ|(Rn).
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O Teorema 2.1.1 não nos serve para tal, pois embora seja posśıvel estender divF de C∞c (Rn)

para C0(Rn) por densidade, não podemos garantir que tal extensão seja limitada. Por isso,

apresentamos o seguinte teorema de representação, que não exige a continuidade do funcional

linear:

Teorema 2.2.3 (Teorema de Representação de Riesz). Seja L : Cc(Rn,Rm)→ R um funcional

linear tal que

sup{L(f) : f ∈ Cc(Rn,Rm), |f | ≤ 1, supp(f) ⊂ K} <∞ (2.8)

para cada compacto K ⊂ Rn. Então existe uma medida exterior µ em Rn, definida em cada

aberto V ⊂ Rn por

µ(V ) = sup{L(f) : f ∈ Cc(Rn,Rm), |f | ≤ 1, supp(f) ⊂ V },

e em A ⊂ Rn arbitrário por

µ(A) = inf{µ(V ) : A ⊂ V aberto},

e uma função µ-mensurável σ : Rn → Rm tal que

(i) |σ(x)| = 1 para µ-q.t.p. x;

(ii) L(f) =

ˆ
Rn
f · σ dµ para toda f ∈ Cc(Rn,Rm).

Além disso, restrita à σ-álgebra dos conjuntos µ-mensuráveis, µ é uma medida de Radon.

Demonstração. Defina µ como enunciado acima. Primeiro, mostremos que µ é uma me-

dida exterior. Sejam V e {Vj}∞j=1 subconjuntos abertos de Rn, com V ⊂ ∪∞j=1Vj. Escolha

g ∈ Cc(Rn,Rm) tal que |g| ≤ 1 e supp(g) ⊂ V . Como supp(g) é compacto, existe um ı́ndice k

tal que supp(g) ⊂ ∪kj=1Vj. Seja {ξj}kj=1 uma sequência finita de funções suaves não-negativas

tais que supp(ξj) ⊂ Vj para 1 ≤ j ≤ k e
∑k

j=1 ξj = 1 em supp(g). Então, g =
∑k

j=1 gξj, e desse

modo

|L(g)| =

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

L(gξj)

∣∣∣∣∣ ≤
k∑
j=1

|L(gξj)| ≤
k∑
j=1

µ(Vj) ≤
∞∑
j=1

µ(Vj).

Então, tomando o supremo sobre g, obtemos

µ(V ) ≤
∞∑
j=1

µ(Vj).
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Agora, sejam {Aj}∞j=1 subconjuntos arbitrários de Rn. Fixe ε > 0 e escolha conjuntos abertos

Vj tais que Aj ⊂ Vj e µ(Vj) ≤ µ(Aj) +
ε

2j
. Então

µ(∪∞j=1Aj) ≤ µ
(
∪∞j=1Vj

)
≤

∞∑
j=1

µ(Vj)

≤
∞∑
j=1

µ(Aj) + ε.

Como ε > 0 é tomado arbitrariamente, conclúımos que

µ(∪∞j=1Aj) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

Provemos agora que µ é Borel. Sejam U1 e U2 conjuntos abertos com dist(U1, U2) > 0. Se

f ∈ Cc(Rn,Rm), |f | ≤ 1, supp(f) ⊂ U1 ∪ U2, então f = f1 + f2, no qual fj ∈ Cc(Rn,Rm),

|fj| ≤ 1, supp(fj) ⊂ Uj, para j = 1, 2. Dáı,

L(f) = L(f1) + L(f2) ≤ µ(U1) + µ(U2),

de onde conclúımos que

µ(U1 ∪ U2) ≤ µ(U1) + µ(U2).

Dado ε > 0, tome, para j = 1, 2, fj ∈ Cc(Rn,Rm), |fj| ≤ 1, supp(fj) ⊂ Uj, tais que

L(fj) > µ(Uj)− ε/2. Então, f1 + f2 ∈ Cc(Rn,Rm), |f1 + f2| ≤ 1, supp(f1 + f2) ⊂ U1 ∪ U2

e

µ(U1) + µ(U2)− ε < L(f1) + L(f2) = L(f1 + f2) ≤ µ(U1 ∪ U2).

Portanto, temos que µ(U1 ∪ U2) = µ(U1) + µ(U2). Agora, se A1, A2 ⊂ Rn e dist(A1, A2) > 0,

então, dado ε > 0, existem conjuntos abertos Uj, j = 1, 2, tais que Aj ⊂ Uj, dist(U1, U2) > 0,

e µ(Uj) < µ(Aj) + ε/2. Então

µ(A1 ∪ A2) ≤ µ(U1 ∪ U2) = µ(U1) + µ(U2) < µ(A1) + µ(A2) + ε.

Por outro lado, seja U ⊃ A1 ∪ A2 aberto. Tome, para j = 1, 2, Ũj = U ∩ Uj. Então Aj ⊂ Ũj e

dist(Ũ1, Ũ2) > 0. Dáı,

µ(A1) + µ(A2) ≤ µ(Ũ1) + µ(Ũ2) = µ(Ũ1 ∪ Ũ2) ≤ µ(U),

de onde conclúımos que

µ(A1) + µ(A2) ≤ µ(A1 ∪ A2).

Portanto, temos que µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2). De acordo com o critério de Carathéodory

(veja [EG, pp. 9-11]), µ é Borel.
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A seguir, mostremos que µ é finita em compactos. Dado K ⊂ Rn compacto, existe r > 0

tal que K ⊂ B(0, r) ⊂ B[0, r]. Então

µ(K) ≤ µ(B(0, r)) ≤ sup{L(f) : f ∈ Cc(Rn,Rm), |f | ≤ 1, supp(f) ⊂ B[0, r]} <∞,

por (2.8).

Seja A ⊂ Rn. Para cada k ∈ N, tome Vk ⊃ A aberto tal que µ(Vk) < µ(A) + 1/k. Então

µ(A) ≤ µ

(
k⋂
j=1

Vj

)
≤ µ(Vk) < µ(A) + 1/k.

Fazendo k →∞, obtemos que

µ(A) = µ

(
∞⋂
j=1

Vj

)
.

Por [EG, Teorema 4, p. 8], conclúımos que µ satisfaz as mesmas condições satisfeitas por uma

medida de Radon.

Para f ∈ C+
c (Rn) = {f ∈ Cc(Rn) : f ≥ 0}, defina

Λ(f) = sup{|L(g)| : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ f}.

De modo análogo ao feito na demonstração do Teorema 2.1.1, temos que se f1, f2 ∈ C+
c (Rn) e

c ≥ 0, então f1 ≤ f2 implica que Λ(f1) ≤ Λ(f2) e, além disso, Λ(cf1) = cΛ(f1). Isso prova, tal

como feito em (2.6), que Λ(f1 + f2) = Λ(f1) + Λ(f2), para toda f1, f2 ∈ C+
c (Rn).

A seguir, mostraremos que, para toda f ∈ C+
c (Rn),

Λ(f) =

ˆ
Rn
f dµ.

Seja f ∈ C+
c (Rn). Tome ε > 0 e escolha 0 = t0 < t1 < · · · < tN tais que tN = 2‖f‖∞,

0 < tj − tj−1 < ε e µ
(
f−1({tj})

)
= 0, para j = 1, . . . , N . Tais tj podem ser escolhidos desse

modo pois P = {t ∈ R+ : µ
(
f−1({t})

)
> 0} é enumerável.

De fato, se t ∈ P \ {0}, então Xt := f−1({t}) ⊂ supp(f) e, desse modo,⋃
t∈P\{0}

Xt ⊂ supp(f),

no qual a união acima é, obviamente, disjunta. Suponha que P seja não-enumerável. Mostra-

remos que

µ

 ⋃
t∈P\{0}

f−1({t})

 =∞,

42



2.2. Campos vetoriais de medida-divergência

gerando uma contradição, pois µ
(
supp(f)

)
< ∞, já que f tem suporte compacto. Mostremos

que, de modo geral, se {Xα : α ∈ Θ}, Θ não-enumerável, é uma coleção de conjuntos dois a

dois disjuntos tais que µ(Xα) > 0, então

µ

(⋃
α∈Θ

Xα

)
=∞.

Denote X = ∪α∈ΘXα. Seja Yn = ∪{Xα : α ∈ Θ, µ(Xα) > 1/n}, n ∈ N. Como Θ é não-

enumerável, existe n0 ∈ N tal que Yn0 contém uma quantidade infinita de conjuntos Xα. Logo,

existe uma quantidade infinita enumerável de Xαj com µ
(
Xαj

)
> 1/n0 tais que

∞⋃
j=1

Xαj ⊂ Yn0 .

Temos, então, que

µ(X) ≥ µ(Yn0) ≥
∞∑
j=1

µ
(
Xαj

)
>
∞∑
j=1

1

n0

=∞.

Portanto, µ(X) =∞ e, com isso, obtemos uma contradição, conclúındo que P é enumerável.

Defina Uj = f−1
(
(tj−1, tj)

)
. Temos que os Uj são abertos e µ(Uj) <∞. Da regularidade de

µ, existem compactos Kj tais que Kj ⊂ Uj e µ(Uj\Kj) < ε/N , para j = 1, 2, . . . , N . Além disso,

existem funções gj ∈ Cc(Rn,Rm), com |gj| ≤ 1 e supp(gj) ⊂ Uj, tais que |L(gj)| > µ(Uj)− ε/N .

Pelo Lema de Urysohn (ver [R2, p. 39]), existem funções hj ∈ C+
c (Rn) tais que supp(hj) ⊂ Uj,

0 ≤ hj ≤ 1, e hj = 1 em Kj ∪ supp(gj). Então,

Λ(hj) ≥ |L(gj)| > µ(Uj)− ε/N

e

Λ(hj) = sup{|L(g)| : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ hj}

≤ sup{|L(g)| : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ 1, supp(g) ⊂ Uj}

= µ(Uj),

de modo que µ(Uj)− ε/N < Λ(hj) ≤ µ(Uj).

Defina

A =

{
x ∈ Rn : f(x)

(
1−

N∑
j=1

hj(x)

)
> 0

}
.
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Note que A é aberto. Veja que

Λ

(
f − f

N∑
j=1

hj

)
= sup

{
|L(g)| : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ f − f

N∑
j=1

hj

}
≤ sup{|L(g)| : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ ‖f‖∞χA}

= ‖f‖∞ sup{L(g) : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ χ
A}

= ‖f‖∞µ(A)

= ‖f‖∞ µ

(
N⋃
j=1

(Uj \ {hj = 1})

)

≤ ‖f‖∞
N∑
j=1

µ(Uj \Kj)

≤ ε‖f‖∞.

Dáı,

Λ(f) = Λ

(
f − f

N∑
j=1

hj

)
+ Λ

(
f

N∑
j=1

hj

)

≤ ε‖f‖∞ +
N∑
j=1

Λ(fhj)

≤ ε‖f‖∞ +
N∑
j=1

tjΛ(hj)
(
pois f(x) < tj em Uj ⊃ supp(hj)

)
≤ ε‖f‖∞ +

N∑
j=1

tjµ(Uj) (2.9)

e

Λ(f) = Λ

(
f − f

N∑
j=1

hj

)
+ Λ

(
f

N∑
j=1

hj

)

≥ Λ

(
f

N∑
j=1

hj

)
=

N∑
j=1

Λ(fhj)

≥
N∑
j=1

tj−1Λ(hj) ≥
N∑
j=1

tj−1

(
µ(Uj)−

ε

N

)
≥

N∑
j=1

(
tj−1µ(Uj)− tN

ε

N

)
=

N∑
j=1

(
tj−1µ(Uj)

)
− εtN . (2.10)
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Além disso,

N∑
j=1

tj−1µ(Uj) =
N∑
j=1

ˆ
Uj

tj−1 dµ

≤
N∑
j=1

ˆ
Uj

f dµ =

ˆ
Rn
f dµ (2.11)

e ˆ
Rn
f dµ =

N∑
j=1

ˆ
Uj

f dµ

≤
N∑
j=1

ˆ
Uj

tj dµ =
N∑
j=1

tjµ(Uj). (2.12)

Então temos que, por (2.10) e (2.12),

−
N∑
j=1

(tj − tj−1)µ(Uj)− εtN ≤ Λ(f)−
ˆ
Rn
f dµ,

e, por (2.9) e (2.11),

Λ(f)−
ˆ
Rn
f dµ ≤

N∑
j=1

(tj − tj−1)µ(Uj) + ε‖f‖∞,

de modo que, como tN = 2‖f‖∞,∣∣∣∣Λ(f)−
ˆ
Rn
f dµ

∣∣∣∣ ≤ N∑
j=1

(tj − tj−1)µ(Uj) + ε‖f‖∞ + εtN

≤ ε
N∑
j=1

µ(Uj) + 3ε‖f‖∞

≤ εµ
(
supp(f)

)
+ 3ε‖f‖∞.

Como ε > 0 foi tomado arbitrariamente, obtemos

Λ(f) =

ˆ
Rn
f dµ.

Agora, encontraremos uma função µ-mensurável σ : Rn → Rm tal que

L(f) =

ˆ
Rn
f · σ dµ

para toda f ∈ Cc(Rn,Rm). Fixe e ∈ Rm, com |e| = 1, e defina Λe(h) = L(he) para h ∈ Cc(Rn).

Então Λe é linear e

|Λe(h)| = |L(he)|

≤ sup{|L(g)| : g ∈ Cc(Rn,Rm), |g| ≤ |h|}

= Λ(|h|) =

ˆ
Rn
|h| dµ,
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de modo que, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.2.3), podemos estender Λe a um

funcional linear limitado em L1(Rn, µ). Logo, pelo Teorema de Representação de Riesz em Lp

(Teorema 1.3.38), existe σe ∈ L∞(Rn, µ) tal que

Λe(h) =

ˆ
Rn
hσe dµ

para f ∈ Cc(Rn). Seja e1, . . . , em a base canônica para Rm e defina

σ =
m∑
j=1

σejej.

Então, se f ∈ Cc(Rn,Rm), temos

L(f) =
m∑
j=1

L((f · ej)ej)

=
m∑
j=1

Λej(f · ej)

=
m∑
j=1

ˆ
Rn

(f · ej)σej dµ

=

ˆ
Rn
f · σ dµ.

Por fim, resta mostrar que |σ| = 1 em µ-quase toda parte. Seja U ⊂ Rn aberto, com

µ(U) <∞. Pela definição,

µ(U) = sup

{ˆ
Rn
f · σ dµ : f ∈ Cc(Rn,Rm), |f | ≤ 1, supp(f) ⊂ U

}
.

Tome fk ∈ Cc(Rn,Rm) tais que |fk| ≤ 1, supp(fk) ⊂ U e fk · σ → |σ| em µ-quase toda parte.

A existência de tais funções é garantida pelo Corolário 1 em [EG, p. 16]. Então, pelo Teorema

da Convergência Dominada, ˆ
U

|σ| dµ = lim
k→∞

ˆ
Rn
fk · σ dµ ≤ µ(U).

Por outro lado, se f ∈ Cc(Rn,Rm) com |f | ≤ 1 e supp(f) ⊂ U , então
ˆ
Rn
f · σ dµ ≤

ˆ
U

|σ| dµ,

o que implica em

µ(U) ≤
ˆ
U

|σ| dµ.

Logo, µ(U) =

ˆ
U

|σ| dµ para todo U ⊂ Rn aberto. Logo, |σ| = 1 em µ-quase toda parte. Com

isso, a demonstração está conclúıda.
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Note que, no resultado anterior, podemos considerar µ restrita à coleção dos conjuntos µ-

mensuráveis, ou seja, considerar µ como uma medida, que, pelo que foi demonstrado acima, é

uma medida de Radon.

Vejamos então que, se F ∈ DM(Rn), podemos estender divF : C∞c (Rn) → R para um

funcional linear L : Cc(Rn)→ R tal que

sup{L(ϕ) : ϕ ∈ Cc(Rn), |ϕ| ≤ 1, supp(ϕ) ⊂ K} <∞

para cada compacto K ⊂ Rn.

Seja divF : C∞c (Rn)→ R dado por

divF (ϕ) =

ˆ
Rn
F · ∇ϕdx.

Como F ∈ DM(Rn), temos que

‖divF‖(V ) = sup{divF (ϕ) : ϕ ∈ C∞c (V ), |ϕ| ≤ 1} <∞

para todo subconjunto aberto V ⊂ Rn. Assim,

1

‖ϕ‖∞
|divF (ϕ)| =

∣∣∣∣divF

(
ϕ

‖ϕ‖∞

)∣∣∣∣ ≤ ‖divF‖(V ), (2.13)

para toda ϕ ∈ C∞c (V ) com ‖ϕ‖∞ 6= 0.

Fixando um conjunto compacto K ⊂ Rn, escolhemos um aberto V tal que K ⊂ V ⊂ Rn.

Dada ϕ ∈ Cc(Rn) com supp(ϕ) ⊂ K, pelo Teorema 1.4.8 podemos escolher uma sequência

(ϕk) ⊂ C∞c (V ) tal que ϕk → ϕ uniformemente. Como, dado ε > 0, existe m ∈ N tal que

‖ϕk − ϕ`‖∞ < ε/‖divF‖(V ) quando k, ` > m, então, por (2.13),

|divF (ϕk)− divF (ϕ`)| = |divF (ϕk − ϕ`)| ≤ ‖divF‖(V )‖ϕk − ϕ`‖∞ < ε.

Logo,
(
divF (ϕk)

)
é uma sequência de Cauchy em R e, portanto, lim

k→∞
divF (ϕk) existe. Além

disso, tal limite não depende da sequência (ϕk) escolhida, visto que se (φk) é outra sequência

em C∞c (V ) que converge uniformemente para ϕ, então

lim
k→∞
|divF (ϕk)− divF (φk)| = lim

k→∞
|divF (ϕk − φk)| ≤ ‖divF‖(V ) lim

k→∞
‖ϕk − φk‖∞

≤ ‖divF‖(V ) lim
k→∞

(‖ϕk − ϕ‖∞ + ‖ϕ− φk‖∞)

= 0.

Segue que

lim
k→∞

divF (ϕk)− lim
k→∞

divF (φk) = lim
k→∞

[divF (ϕk)− divF (φk)] = 0.
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Desse modo, divF pode ser estendido unicamente a um funcional linear L : Cc(Rn) → R
dado por L(ϕ) = lim

k→∞
divF (ϕk), no qual ϕk → ϕ uniformemente. Note que, se K ⊂ Rn é

compacto, ϕ ∈ Cc(Rn) com supp(ϕ) ⊂ K e |ϕ| ≤ 1, então L(ϕ) ≤ ‖divF‖(V ), pois podemos

escolher |ϕk| < 1. Logo,

sup{L(ϕ) : ϕ ∈ Cc(Rn), supp(ϕ) ⊂ K, |ϕ| ≤ 1} <∞

para cada K ⊂ U compacto.

Pelo Teorema 2.2.3, existe uma medida de Radon λ em Rn e uma função λ-mensurável

g : Rn → R tais que |g(x)| = 1 para λ-q.t.p. x e L(ϕ) =

ˆ
Rn
ϕ g dλ, para toda ϕ ∈ Cc(Rn). Em

particular, se ϕ ∈ C∞c (Rn), temosˆ
Rn
F · ∇ϕdx = divF (ϕ) = L(ϕ) =

ˆ
Rn
ϕ g dλ.

Denotando dµ = g dλ, temos que

divF (ϕ) =

ˆ
Rn
ϕdµ

para toda ϕ ∈ C∞c (Rn). Além disso, se ϕ ∈ Cc(Rn), |ϕ| ≤ 1, por argumento feito anteriormente,

L(ϕ) ≤ ‖divF‖(Rn).

Como, pelo Teorema 2.2.3,

λ(Rn) = sup{L(ϕ) : ϕ ∈ Cc(Rn), |ϕ| ≤ 1},

então

λ(Rn) ≤ ‖divF‖(Rn)

= sup{divF (ϕ) : ϕ ∈ C∞c (Rn), |ϕ| ≤ 1}

= sup{L(ϕ) : ϕ ∈ C∞c (Rn), |ϕ| ≤ 1}

≤ sup{L(ϕ) : ϕ ∈ Cc(Rn), |ϕ| ≤ 1}

= λ(Rn).

Mas como d|µ| = |g| dλ = dλ, temos que

‖divF‖(Rn) = |µ|(Rn).

Com isso, acabamos de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4. Seja F ∈ DM(Rn). Então existe uma medida de Radon com sinal µ tal que

divF (ϕ) =

ˆ
Rn
F · ∇ϕdx =

ˆ
Rn
ϕdµ,

para toda ϕ ∈ C∞c (Rn) e, além disso, ‖divF‖(Rn) = |µ|(Rn). Nesse caso, denotamos divF = µ.
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Medida de Hausdorff

Neste caṕıtulo, apresentamos uma famı́lia de medidas em Rn que são capazes de medir

subconjuntos “pequenos” do Rn, chamadas medidas de Hausdorff. Tais medidas são de grande

importância para o estudo de propriedades geométricas de conjuntos. Os livros [Mat] e [EG]

apresentam uma maior abordagem sobre esse tópico.

3.1 Definições e propriedades

Definição 3.1.1. Seja A ⊂ Rn, 0 ≤ s <∞, 0 < δ <∞. Defina

Hs
δ(A) = inf

{
∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s : A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}
,

no qual

α(s) =
πs/2

2s Γ
(
s
2

+ 1
) .

Definimos ainda

Hs
∞(A) = inf

{
∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s : A ⊂

∞⋃
j=1

Cj

}
,

que por vezes é chamado de conteúdo de Hausdorff de dimensão s.

A medida de Hausdorff de dimensão s em Rn é definida como

Hs(A) = lim
δ→0
Hs
δ(A) = sup

δ>0
Hs
δ(A).

As demonstrações dos resultados abaixo podem ser vistas em [EG].

Teorema 3.1.2. Propriedades elementares da medida de Hausdorff:

(i) Hs é uma medida regular, para 0 ≤ s <∞.
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(ii) H0 é a medida de contagem.

(iii) Hn = Ln em Rn.

(iv) Hs ≡ 0 em Rn para todo s > n.

(v) Hs(λA) = λsHs(A) para todo λ > 0, A ⊂ Rn.

(vi) Hs(L(A)) = Hs(A) para toda isometria afim L : Rn → Rn, A ⊂ Rn.

Lema 3.1.3. Seja A ⊂ Rn e 0 ≤ s < t <∞.

(i) Se Hs(A) <∞, então Ht(A) = 0.

(ii) Se Ht(A) > 0, então Hs(A) =∞.

Demonstração. Seja Hs(A) < ∞ e δ > 0. Então existe uma coleção de conjuntos {Cj}j∈N tal

que diam Cj ≤ δ, A ⊂
∞⋃
j=1

Cj e

∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s ≤ Hs

δ(A) + 1 ≤ Hs(A) + 1.

Então,

Ht
δ(A) ≤

∞∑
j=1

α(t)(diam Cj)
t

=
α(t)

α(s)

∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s(diam Cj)

t−s

≤ α(t)

α(s)
δt−s

∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s

≤ α(t)

α(s)
δt−s(Hs(A) + 1).

Fazendo δ → 0, obtemos Ht(A) = 0. O item (ii) é apenas a contrapositiva de (i).

Note que Hs não é uma medida de Radon em Rn se 0 ≤ s < n, já que, por exemplo,

Hs(B[0, 1]) =∞, pelo Teorema 3.1.2 (iii) e pelo Lema 3.1.3 (ii).

Definição 3.1.4. A dimensão de Hausdorff de um conjunto A ⊂ Rn é definida como

Hdim(A) = inf{0 ≤ s <∞ : Hs(A) = 0} = inf{0 ≤ s <∞ : Hs(A) <∞}

= sup{0 ≤ s <∞ : Hs(A) =∞} = sup{0 ≤ s <∞ : Hs(A) > 0}.

50



3.1. Definições e propriedades

Observação 3.1.5. Note que Hdim(A) ≤ n. Seja s = Hdim(A). Então Ht(A) = 0 para todo

t > s e Ht(A) =∞ para todo t < s, enquanto 0 ≤ Hs(A) ≤ ∞. Se, para um conjunto A, existir

t tal que 0 < Ht(A) < ∞, então t = Hdim(A). Além disso, Hdim(A) não é, necessariamente,

um número inteiro. Exemplos de conjuntos de Cantor com dimensão de Hausdorff não-inteira

podem ser vistos em [Mat]. Mesmo se Hdim(A) = k for um número inteiro e 0 < Hk(A) <∞,

A pode não ser algum tipo de “superf́ıcie de dimensão k”. No entanto, se A é uma superf́ıcie

de dimensão k suficientemente regular em Rn, então Hk(A) é igual à “área da superf́ıcie de

dimensão k”.

Exemplo 3.1.6. Em [EG, Caṕıtulo 3] é demonstrada a chamada Fórmula de Área, que pode

ser usada, por exemplo, para mostrar que, se f : R→ Rn é Lipschitz e injetora, e C = f([a, b]),

para −∞ < a < b <∞, então

H1(C) =

ˆ b

a

|f ′| dt = “comprimento” da curva C.

Ou ainda, se g : Rn−1 → R é Lipschitz e, para U ⊂ Rn−1 aberto, G = {(x, g(x)) : x ∈ U} ⊂ Rn

é o gráfico de g em U , então

Hn−1(G) =

ˆ
U

√
1 + |∇g|2 dx = “área da superf́ıcie” G.

Também em [EG, Caṕıtulo 3] é demonstrada a chamada Fórmula de Co-área. Uma de suas

aplicações é a seguinte proposição:

Proposição 3.1.7. Seja g ∈ L1(Rn). Então

ˆ
Rn
g dx =

ˆ ∞
0

(ˆ
∂B(0,r)

g dHn−1

)
dr.

Em particular, temos que

d

dr

(ˆ
B(0,r)

g dx

)
=

ˆ
∂B(0,r)

g dHn−1

para L1-q.t.p. r > 0.

Por vezes, é mais prático trabalhar com o conteúdo de Hausdorff, Hs
∞, do que com a medida

de Hausdorff, Hs. A Proposição a seguir apresenta uma relação entre as duas quantidades.

Proposição 3.1.8. Hs
∞(E) = 0 se, e somente se, Hs(E) = 0.

Demonstração. Da definição, temos que 0 ≤ Hs
∞(E) ≤ Hs(E). Logo, se Hs(E) = 0, então

Hs
∞(E) = 0.
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Suponha que Hs(E) > 0 e tome 0 < c < Hs(E). Escolha δ > 0 pequeno o suficiente

para que c < Hs
δ(E). Dada uma cobertura {Cj}j∈N de E, exatamente um dos seguintes casos

acontece: (i) diam Cj ≤ δ, para todo j ∈ N, ou (ii) existe ao menos um j0 ∈ N tal que

diam Cj0 > δ. Caso (i) aconteça, temos

c <
∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s.

Na ocorrência de (ii), então

0 < α(s)δs < α(s)(diam Cj0)
s ≤

∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s.

Portanto, dada qualquer cobertura {Cj}j∈N de E, temos

min{c, α(s)δs} <
∞∑
j=1

α(s)(diam Cj)
s,

concluindo então que

0 < min{c, α(s)δs} ≤ Hs
∞(E).

O próximo lema, demonstrado em [Maz, p. 33], será utilizado na demonstração do teorema

de recobrimento a seguir.

Lema 3.1.9. Seja G ⊂ Rn aberto, com fronteira C∞(Rn) (veja a Definição 5.1.1), e seja

2Ln(B(0, r) ∩G) = Ln(B(0, r)).

Então

Hn−1(B(0, r) ∩ ∂G) ≥ crn−1,

no qual c = c(n).

Teorema 3.1.10. Seja G ⊂ Rn um aberto limitado com fronteira C∞(Rn). Então existe um

recobrimento de G por uma sequência de bolas com raios rj, j = 1, 2, . . . , tais que∑
j

rn−1
j ≤ cHn−1(∂G),

no qual c = c(n).
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Demonstração. Afirmamos que cada ponto x ∈ G é centro de uma bola B(x, rx) tal que

Ln(B(x, rx) ∩G)

Ln(B(x, rx))
=

1

2
.

De fato, fixado x ∈ G, a função

h(r) =
Ln(B(x, r) ∩G)

Ln(B(x, r))

é cont́ınua, pois a medida de Lebesgue da bola é cont́ınua com respeito ao raio. Além disso,

h(r) = 1 para valores pequenos de r, pois G é aberto, e lim
r→∞

h(r) = 0, pois G é limitado. Então,

pelo Teorema do Valor Intermediário, existe rx > 0 tal que h(rx) = 1/2.

Tome a coleção {B(x, 3rx) : x ∈ G}. Pelo Teorema de Recobrimento de Besicovitch (Teo-

rema 1.3.41), existe uma sequência de bolas disjuntas B(xj, rxj) tal que

G ⊂
∞⋃
j=1

B(xj, 3rxj).

Do Lema 3.1.9,

Hn−1(B(xj, rxj) ∩ ∂G) ≥ crn−1
xj

.

Portanto,

Hn−1(∂G) ≥ Hn−1([∪jB(xj, rxj)] ∩ ∂G)

=
∞∑
j=1

Hn−1(B(xj, rxj) ∩ ∂G)

≥ c
∞∑
j=1

rn−1
xj

= 31−nc
∞∑
j=1

(3rxj)
n−1.

Logo, {B(xj, 3rxj)} é o recobrimento desejado.

O próximo teorema apresenta uma relação entre a medida de Hausdorff Hn−1 e os campos

vetoriais de medida-divergência.

Teorema 3.1.11. Seja F ∈ L∞(U), com divF = µ para alguma medida de Radon com sinal

µ. Então, |µ| � Hn−1 em U .

Demonstração. Seja A ⊂ U tal que Hn−1(A) = 0. Como µ pode ser decomposta nas partes

positiva, µ+, e negativa, µ−, concentradas em conjuntos disjuntos U+ e U−, respectivamente,

tais que U+ ∪ U− = U , podemos supor que A ⊂ U+ de modo que

|µ|(A) = µ+(A) = µ(A).
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Além disso, como µ é uma medida de Radon e Hn−1 é uma medida regular, basta provar a

afirmação para um conjunto A compacto.

Dado ε > 0, temos que Hn−1
ε (A) = 0 e, então, existe uma coleção de bolas {B(xj, rj)} (que,

por compacidade, pode ser tomada finita), com 2rj ≤ ε, tal que

A ⊂
J⋃
j=1

B(xj, rj) e
J∑
j=1

α(n− 1)(2rj)
n−1 < ε.

Agora, aplicamos a fórmula de Gauss-Green dada em [CF1, Teorema 2.2, fórmula (2.9)] com

Ω = Ωε =
J⋃
j=1

B(xj, rj) e qualquer ϕ ∈ C1
c (Rn) tal que ϕ ≡ 1 em Ωε. Então,

|µ(Ωε)| =
∣∣∣∣ˆ

Ωε

divF

∣∣∣∣ =
∣∣∣divF |Ωε(ϕ)

∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ
∂Ωε

ϕF · ν dHn−1 −
ˆ

Ωε

F · ∇ϕ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ˆ
∂Ωε

ϕF · ν dHn−1

∣∣∣∣
≤
ˆ
∂Ωε

|F | dHn−1

≤ ‖F‖∞Hn−1(∂Ωε)

≤ ‖F‖∞
J∑
j=1

Hn−1(∂B(xj, rj))

. ‖F‖∞
J∑
j=1

α(n− 1)(2rj)
n−1

< ε‖F‖∞.

Temos que χΩε → χ
A pontualmente em U quando ε → 0. Com efeito, se x ∈ A, então

χ
Ωε(x) = 1, ∀ε > 0. Se x /∈ A, então χΩε(x) = 0, para 0 < ε < dist(x,A) = inf{‖x−y‖ : y ∈ A}.

Portanto,

|µ|(A) = µ(A) = 0.

3.2 Lema de Frostman

Para provar o próximo resultado, introduziremos a noção de cubos diádicos. Em Rn, defini-

mos o cubo unitário aberto na direita como o conjunto [0, 1)n, e denotamos por D0 a coleção dos

cubos em Rn que são congruentes a [0, 1)n cujos vértices estão no reticulado Zn. Se dilatarmos

54



3.2. Lema de Frostman

essa famı́lia de cubos por um fator de 2−k, obtemos a coleção Dk, k ∈ Z, dos cubos abertos na

direita cujos vértices são pontos adjacentes do reticulado (2−kZ)n. Os cubos em ∪k∈ZDk são

chamados cubos diádicos. São imediatas da construção acima as seguintes propriedades:

(i) dado x ∈ Rn, existe um único cubo em cada famı́lia Dk que contém x;

(ii) quaisquer dois cubos diádicos são, ou disjuntos, ou um completamente contido no outro;

(iii) um cubo diádico em Dk está contido em um único cubo de cada famı́lia Dj, j < k, e

contém 2n cubos diádicos de Dk+1.

O resultado abaixo, conhecido como Lema de Frostman, será usado para demonstrar os

teoremas de caracterização de singularidades remov́ıveis.

Teorema 3.2.1 (Lema de Frostman). Seja B ⊂ Rn um conjunto compacto. Então Hs(B) > 0

se, e somente se, existe uma medida de Radon µ, concentrada em B, com 0 < µ(B) < ∞, tal

que µ(B(x, r)) . rs para todo x ∈ Rn e r > 0. Mais ainda, podemos encontrar µ de modo que

µ(B) ≥ cHs
∞(B), no qual c > 0 depende apenas de s.

Demonstração. Se tal µ existe, tome uma coleção {B(xj, rj)}j∈N tal que B ⊂
∞⋃
j=1

B(xj, rj).

Então,

µ(B) ≤
∞∑
j=1

µ(B(xj, rj)) .
∞∑
j=1

rsj

=
Γ
(
s
2

+ 1
)

πs/2

∞∑
j=1

α(s)(2rj)
s.

Dessa forma,

0 < µ(B) . Hs
∞(B)

e, pela Proposição 3.1.8,

Hs(B) > 0.

Para a rećıproca, a menos de uma translação, podemos assumir que B está contido em

algum cubo diádico. Fixamos Qζ ∈ Dζ o menor cubo diádico que contém B.

Como Hs(B) > 0, pela Proposição 3.1.8, Hs
∞(B) > 0. Logo, existe c > 0, dependendo

apenas de s, tal que, para b = cHs
∞(B),∑

j

(diam Qj)
s ≥ b, (3.1)

sempre que os cubos {Qj} formarem uma cobertura de B.

Para m = 1, 2, . . . , defina a medida µmm em Rn de modo que, para cada Q ∈ Dm,

µmm
¬
Q =

2−msLn(Q)−1(Ln ¬Q), se B ∩Q 6= ∅

0, se B ∩Q = ∅.
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A seguir, modificando a medida µmm, definimos a medida µmm−1 de modo que, para cada

Q ∈ Dm−1,

µmm−1

¬
Q =

µmm
¬
Q, se µmm(Q) ≤ 2−(m−1)s

2−(m−1)sµmm(Q)−1(µmm
¬
Q), se µmm(Q) > 2−(m−1)s.

Continuando a construção, µmm−k−1 é obtida a partir de µmm−k fazendo, para cada

Q ∈ Dm−k−1,

µmm−k−1

¬
Q = λ(Q)(µmm−k

¬
Q),

no qual

λ(Q) = min{1, 2−(m−k−1)sµmm−k(Q)−1}.

Paramos a construção na etapa em que B ⊂ Qζ ∈ Dm−k0 (ou seja, m− k0 = ζ) e definimos

µm = µmm−k0 . Mostremos que µm satisfaz

µm(Q) ≤ 2−(m−k)s, para Q ∈ Dm−k, k ∈ Z+. (3.2)

Se Q ∈ Dm−k e k < k0, então existe um único Q0 ∈ Dm−k0 tal que Q ⊂ Q0. Assim,

µm(Q) = (µmm−k0
¬
Q0)(Q)

= λ(Q0)(µmm−(k0−1)

¬
Q0)(Q)

≤ (µmm−(k0−1)

¬
Q0)(Q)

= µmm−(k0−1)(Q). (3.3)

Se k < k0 − 1, argumento similar conclui que

µmm−(k0−1)(Q) ≤ µmm−(k0−2)(Q).

Repetimos tal procedimento k0−k vezes até obter µm(Q) ≤ µmm−k(Q). Como Q ∈ Dm−k, então

µm(Q) ≤ µmm−k(Q) = (µmm−k
¬
Q)(Q)

= λ(Q)(µmm−(k−1)

¬
Q)(Q)

≤ 2−(m−k)sµmm−(k−1)(Q)−1(µmm−(k−1)

¬
Q)(Q)

= 2−(m−k)s. (3.4)

No caso k = k0, o argumento usado em (3.4) mostra que, se Q ∈ Dm−k0 ,

µm(Q) ≤ 2−(m−k0)s.

Mais do que isso, podemos mostrar que, se Q 6= Qζ é um cubo da mesma famı́lia Dm−k0 , então

µm(Q) = 0. De fato, tal como em (3.3),

µm(Q) ≤ µmm−(k0−1)(Q).
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Mas Q =
2n⋃
j=1

Qj
k0−1, no qual Qj

k0−1 ∈ Dm−(k0−1), de modo que

µmm−(k0−1)(Q) =
2n∑
j=1

µmm−(k0−1)(Q
j
k0−1),

e repetindo esse processo, obtemos

µm(Q) ≤
2nk0∑
j=1

µmm(Qj),

no qual Qj ∈ Dm são tais que Q =
2nk0⋃
j=1

Qj. Mas como Q∩Qζ = ∅ e B ⊂ Qζ , então B∩Qj = ∅,

de maneira que µmm(Qj) = 0 e, portanto, µm(Q) = 0.

Vamos agora considerar o caso em que k > k0. Se Q ∈ Dm−k, então Q =
2n(k−k0)⋃
j=1

Qj, no qual

Qj ∈ Dm−k0 . Se B ∩Q = ∅, então µm(Q) = 0. Caso contrário,

µm(Q) = µm(Qζ) ≤ 2−(m−k0)s < 2−(m−k)s. (3.5)

Dessa forma, mostramos (3.2).

Mostremos agora que, para cada x ∈ B, existe k ∈ Z+ e Q ∈ Dm−k tal que x ∈ Q e

µm(Q) = 2−(m−k)s = n−s/2(diam Q)s. (3.6)

Note que, por (3.5), tal k deve ser menor ou igual a k0. Fixado x ∈ B, para cada k existe um

único Q ∈ Dm−k tal que x ∈ Q.

Comecemos por k = k0 e tomemos Qζ ∈ Dm−k0 tal que x ∈ Qζ . Se µm(Qζ) = 2−(m−k0)s,

encontramos o que desejávamos. Por outro lado, se µm(Qζ) < 2−(m−k0)s, então

λ(Qζ) = µm(Qζ)(µ
m
m−(k0−1)(Qζ))

−1 < 2−(m−k0)s(µmm−(k0−1)(Qζ))
−1, (3.7)

de modo que λ(Qζ) = 1 e, por isso,

µm(Qζ) = µmm−(k0−1)(Qζ).

Passamos então para k = k0 − 1 e tomamos Qk0−1 ∈ Dm−(k0−1) tal que x ∈ Qk0−1. Se

µm(Qk0−1) = 2−(m−(k0−1))s, temos o que queŕıamos. Já se µm(Qk0−1) < 2−(m−(k0−1))s, então,
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como Qk0−1 ⊂ Qζ ,

µmm−(k0−1)(Qk0−1) = λ(Qζ)µ
m
m−(k0−1)(Qk0−1)

= λ(Qζ)(µ
m
m−(k0−1)

¬
Qζ)(Qk0−1)

= (µmm−k0
¬
Qζ)(Qk0−1)

= µm(Qk0−1)

< 2−(m−(k0−1))s.

Por lógica semelhante à usada em (3.7), conclúımos que λ(Qk0−1) = 1 e

µm(Qk0−1) = µmm−(k0−1)(Qk0−1) = µmm−(k0−2)(Qk0−1).

O processo pode se repetir, sem resultado, até no máximo o caso k = 0, quando, tomando

Q0 ∈ Dm tal que x ∈ Q0, temos, pelo mesmo processo feito acima,

µm(Q0) = µmm(Q0) = 2−ms,

pois B ∩Q0 6= ∅. Assim, (3.6) está demonstrado.

Escolhendo, para cada x ∈ B, o maior Q com tal propriedade, obtemos cubos disjuntos

Q1, . . . , Q` tais que B ⊂
⋃̀
j=1

Qj e

µm(Rn) =
∑̀
j=1

µm(Qj) = n−s/2
∑̀
j=1

(diam Qj)
s ≥ n−s/2b,

por (3.1).

Defina νm = µm(Rn)−1µm. Então νm(Rn) = 1 e

νm(Q) ≤ b−1ns/22−(m−k)s, (3.8)

para Q ∈ Dm−k, k ∈ Z+.

Pelo Teorema 1.3.29, a sequência (νm) possui uma subsequência fracamente convergente

νmj
W−→ ν, no qual ν é uma medida de Radon positiva. Dado E ⊂ Rn tal que E∩B = ∅, existe

m grande o suficiente para que E seja coberto por cubos diádicos Q ∈ Dm tais que Q∩B = ∅,

de modo que µmm(E) = 0 e, portanto, µm(E) = 0 = νm(E). Disso decorre que ν é concentrada

em B e ν(B) = 1.

Para cada x ∈ Rn e 0 < r < ∞, a bola B(x, r) está contida no interior U de uma união
2n⋃
j=1

Qj de 2n cubos Qj ∈ Dp com diam Qj = n1/22−p ≤ 4n1/2r. De fato, considere a bola B(0, r)

e escolha p tal que 2−(p+1) ≤ 2r < 2−p, de modo que 2−p ≤ 4r. Assim, B(0, r) está contida

58



3.2. Lema de Frostman

no interior da união dos 2n cubos de Dp que possuem um vértice na origem, e a quantidade

de cubos necessários para cobrir a bola não aumenta com translações, visto que o diâmetro da

bola é menor que o comprimento dos lados dos cubos.

Então, para m ≥ p, podemos utilizar (3.8), obtendo

νm(U) ≤
2n∑
j=1

νm(Qj) ≤ 2nb−1ns/22−ps ≤ 2n+2sb−1ns/2rs,

e, pelo Teorema 1.3.30,

ν(B(x, r)) ≤ ν(U) ≤ lim inf
j→∞

νmj(U) ≤ 2n+2sb−1ns/2rs.
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Caṕıtulo 4

Capacidade de Sobolev

Neste caṕıtulo introduzimos o conceito de capacidade, fundamental para o estudo do com-

portamento local de funções em espaços de Sobolev. Os livros [AH], [HKM], [K] e [T] trazem

um maior aprofundamento no assunto.

Primeiro relembramos que, para 1 ≤ p <∞ e Ω ⊂ Rn aberto, o espaço de Sobolev W 1,p(Ω)

é definido como o completamento de

V = {ϕ ∈ C∞(Ω) : ‖ϕ‖1,p <∞}

com respeito à norma

‖ϕ‖1,p =

(ˆ
Ω

|ϕ|p dx
)1/p

+

(ˆ
Ω

|∇ϕ|p dx
)1/p

.

Definimos o espaço W 1,p
0 (Ω) como o fecho de C∞c (Ω) em W 1,p(Ω). Em [HKM, Teorema 1.27]

encontramos demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 4.1. W 1,p(Rn) = W 1,p
0 (Rn).

Utilizaremos adiante o seguinte teorema, encontrado em [HKM, Teorema 1.32]:

Teorema 4.2. Sejam 1 < p < ∞ e (ϕj) uma sequência limitada em W 1,p(Rn). Se ϕj → ϕ

q.t.p., então ϕ ∈ W 1,p(Rn).

Definição 4.3. Para 1 ≤ p < ∞, a (1, p)-capacidade de Sobolev de um conjunto E ⊂ Rn é

definida por

Cap1,p(E) = inf
ϕ∈Ap(E)

ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx,

no qual

Ap(E) = {ϕ ∈ W 1,p(Rn) : 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 numa vizinhança aberta de E}.

Se Ap(E) = ∅, definimos Cap1,p(E) =∞. Note que Cap1,p(E) ≥ 0 para todo E ⊂ Rn.
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Para conjuntos compactos, temos o seguinte resultado:

Lema 4.4. Se K ⊂ Rn é compacto, então

Cap1,p(K) = inf
ϕ∈A 0

p (K)

ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx,

no qual A 0
p (K) = Ap(K) ∩ C∞c (Rn).

Demonstração. A desigualdade “≤” é imediata, pois A 0
p (K) ⊂ Ap(K). Para a outra desigual-

dade, considere ϕ ∈ Ap(K). Como, pelo Teorema 4.1, W 1,p(Rn) = W 1,p
0 (Rn), podemos escolher

uma sequência de funções (φj) em C∞c (Rn), 0 ≤ φj ≤ 1, que converge para ϕ em W 1,p(Rn).

Seja U ⊂⊂ Rn uma vizinhança aberta de K tal que ϕ = 1 em U . Seja ψ ∈ C∞(Rn), 0 ≤ ψ ≤ 1,

tal que ψ = 1 em Rn \U e ψ = 0 num aberto V tal que K ⊂ V ⊂ U . Defina ψj = 1− (1−φj)ψ.

Mostremos que ψj ∈ A 0
p (K) e que, passando a uma subsequência, ψj → ϕ em W 1,p(Rn).

É claro que ψj ∈ C∞(Rn). Em Rn \ U , temos ψj = φj. Assim,

supp(ψj) =
[
supp(ψj) ∩ U

]
∪ [supp(ψj) ∩ (Rn \ U)]

=
[
supp(ψj) ∩ U

]
∪ [supp(φj) ∩ (Rn \ U)]

é compacto, pois U e supp(φj) são compactos. Portanto, ψj ∈ C∞c (Rn). Além disso, em V ,

ψj = 1.

Como φj → ϕ em W 1,p(Rn), então φj → ϕ e ∇φj → ∇ϕ em Lp(Rn). Então, passando a

uma subsequência, φj → ϕ e ∇φj → ∇ϕ q.t.p. (Teorema 1.3.37). Logo,

ˆ
Rn
|ψj − ϕ|p dx =

ˆ
U

|ψj − ϕ|p dx+

ˆ
Rn\U

|ψj − ϕ|p dx

=

ˆ
U

|ψj − 1|p dx+

ˆ
Rn\U

|φj − ϕ|p dx

=

ˆ
U

|(1− φj)ψ|p dx+

ˆ
Rn\U

|φj − ϕ|p dx

no qual a segunda parcela converge a zero pois φj → ϕ em Lp(Rn), e a primeira converge a

zero pelo Teorema da Convergência Dominada, já que φj → 1 q.t.p. em U , e U é compacto.

Analogamente,
ˆ
Rn
|∇ψj −∇ϕ|p dx =

ˆ
U

|∇ψj −∇ϕ|p dx+

ˆ
Rn\U

|∇ψj −∇ϕ|p dx

=

ˆ
U

|∇ψj|p dx+

ˆ
Rn\U

|∇φj −∇ϕ|p dx

=

ˆ
U

|ψ∇φj − (1− φj)∇ψ|p dx+

ˆ
Rn\U

|∇φj −∇ϕ|p dx,
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no qual a segunda parcela converge a zero pois ∇φj → ∇ϕ em Lp(Rn), e a primeira converge

a zero pelo Teorema da Convergência Dominada, já que φj → 1 e ∇φj → 0 q.t.p. em U , e U é

compacto. Então, dado ε > 0, existe j ∈ N tal que

inf
φ∈A 0

p (K)

ˆ
Rn

(
|φ|p + |∇φ|p

)
dx ≤

ˆ
Rn

(
|ψj|p + |∇ψj|p

)
dx ≤

ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx+ ε.

Tomando o ı́nfimo sobre ϕ ∈ Ap(K), obtemos

inf
φ∈A 0

p (K)

ˆ
Rn

(
|φ|p + |∇φ|p

)
dx ≤ Cap1,p(K) + ε.

Fazendo ε→ 0, temos o resultado.

Apresentamos a seguir uma outra maneira de definir a capacidade. Provaremos mais adiante,

no Teorema 4.9, que, quando 1 ≤ p < n, ambas as definições são, de certo modo, comparáveis.

Definição 4.5. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e K ⊂ Ω compacto, e

B(K,Ω) = {ϕ ∈ C∞c (Ω) : 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 em K}.

Definimos

cap1,p(K,Ω) = inf
ϕ∈B(K,Ω)

ˆ
Ω

|∇ϕ|p dx.

Seja U ⊂ Ω aberto. Definimos

cap1,p(U,Ω) = sup{cap1,p(K,Ω) : K ⊂ U, K compacto}.

Finalmente, para um conjunto E ⊂ Ω arbitrário, definimos

cap1,p(E,Ω) = inf{cap1,p(U,Ω) : E ⊂ U ⊂ Ω, U aberto}.

Quando Ω = Rn, denotaremos cap1,p(·,Rn) = cap1,p(·).

Teorema 4.6. Se 1 < p <∞, então Cap1,p satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Cap1,p(∅) = 0;

(ii) se E1 ⊂ E2, então Cap1,p(E1) ≤ Cap1,p(E2);

(iii) Cap1,p(∪∞j=1Ej) ≤
∑∞

j=1 Cap1,p(Ej) sempre que Ej ⊂ Rn, j ∈ N.

(iv) se (Kj) é uma sequência decrescente de conjuntos compactos com K = ∩jKj, então

Cap1,p(K) = lim
j→∞

Cap1,p(Kj);
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(v) se (Ej) é uma sequência crescente de conjuntos com E = ∪jEj, então

Cap1,p(E) = lim
j→∞

Cap1,p(Ej);

(vi) para todo conjunto boreliano E,

Cap1,p(E) = sup{Cap1,p(K) : K ⊂ E,K compacto}.

Demonstração. Se ϕ ≡ 0, então ϕ ∈ Ap(∅). Logo,

Cap1,p(∅) ≤
ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx = 0.

Sejam E1 ⊂ E2. É claro que Ap(E2) ⊂ Ap(E1) e, portanto, Cap1,p(E1) ≤ Cap1,p(E2). Para

(iii), podemos assumir que
∑∞

j=1 Cap1,p(Ej) < ∞ pois, caso contrário, nada temos a provar.

Seja ε > 0. Para cada j ∈ N, escolha ϕj ∈ Ap(Ej) tal que
ˆ
Rn

(
|ϕj|p + |∇ϕj|p

)
dx < Cap1,p(Ej) + ε2−j.

Mostremos que ψ = supj ϕj ∈ Ap(∪∞j=1Ej). Primeiro, mostraremos que ψ ∈ W 1,p(Rn). Seja

ψk = max
1≤j≤k

ϕj,

para cada k ∈ N. Então (ψk) é uma sequência crescente tal que ψk → ψ pontualmente quando

k →∞. Mais ainda,

|ψk| =
∣∣ max

1≤j≤k
ϕj
∣∣ ≤ ∣∣ sup

j
ϕj
∣∣ = |ψ|

e

|∇ψk| ≤ max
1≤j≤k

|∇ϕj| ≤ sup
j
|∇ϕj|.

Além disso, (ψk) é uma sequência limitada em W 1,p(Rn), pois
ˆ
Rn

(
|ψk|p + |∇ψk|p

)
dx ≤

ˆ
Rn

(
sup
j
|ϕj|p + sup

j
|∇ϕj|p

)
dx

≤
ˆ
Rn

(
∞∑
j=1

|ϕj|p +
∞∑
j=1

|∇ϕj|p
)
dx

=
∞∑
j=1

ˆ
Rn

(
|ϕj|p + |∇ϕj|p

)
dx (pelo T. Convergência Monótona)

≤
∞∑
j=1

(Cap1,p(Ej) + ε2−j)

=
∞∑
j=1

Cap1,p(Ej) + ε <∞.
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Como ψk → ψ q.t.p., pelo Teorema 4.2 conclúımos que ψ ∈ W 1,p(Rn). Como ϕj ∈ Ap(Ej),

existe um aberto Oj ⊃ Ej tal que ϕj = 1 em Oj. Logo, ψ = 1 em ∪∞j=1Oj, que é uma vizinhança

de ∪∞j=1Ej, provando que ψ ∈ Ap(∪∞j=1Ej).

Com isso, conclúımos que

Cap1,p(∪∞j=1Ej) ≤
ˆ
Rn

(
|ψ|p + |∇ψ|p

)
dx

≤
∞∑
j=1

ˆ
Rn

(
|ϕj|p + |∇ϕj|p

)
dx

≤
∞∑
j=1

Cap1,p(Ej) + ε,

e o resultado desejado é obtido fazendo ε→ 0.

Os itens (iv) e (v) serão omitidos aqui, mas seguem a mesma demonstração dada em [HKM,

Teorema 2.2]. Já o item (vi) segue do Teorema 2.5 da mesma referência.

Observação 4.7. Cap1,p é regular exterior, ou seja,

Cap1,p(E) = inf{Cap1,p(O) : E ⊂ O, O aberto}.

De fato, pela monotonicidade,

Cap1,p(E) ≤ inf{Cap1,p(O) : E ⊂ O, O aberto}.

Por outro lado, sejam ε > 0 e ϕ ∈ Ap(E) tal que

ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx < Cap1,p(E) + ε.

Como ϕ ∈ Ap(E), então existe aberto O ⊃ E tal que ϕ = 1 em O, de modo que

Cap1,p(Õ) ≤
ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx < Cap1,p(E) + ε,

no qual Õ é um aberto tal que E ⊂ Õ ⊂ O. Logo,

inf{Cap1,p(O) : E ⊂ O, O aberto} < Cap1,p(E) + ε,

e a desigualdade desejada é obtida fazendo ε→ 0.

As mesmas propriedades são válidas para cap1,p(·,Ω), como demonstrado em [HKM, Teo-

remas 2.2 e 2.5]:

Teorema 4.8. Se 1 < p < ∞, e Ω ⊂ Rn é aberto, então cap1,p(·,Ω) satisfaz as seguintes

propriedades:
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(i) se E1 ⊂ E2 ⊂ Ω, então cap1,p(E1,Ω) ≤ cap1,p(E2,Ω);

(ii) se (Kj) é uma sequência decrescente de subconjuntos compactos de Ω com K = ∩jKj,

então

cap1,p(K,Ω) = lim
j→∞

cap1,p(Kj,Ω);

(iii) se (Ej) é uma sequência crescente de subconjuntos tal que E = ∪jEj ⊂ Ω, então

cap1,p(E,Ω) = lim
j→∞

cap1,p(Ej,Ω);

(iv) se ∪∞j=1Ej ⊂ Ω, então cap1,p(∪∞j=1Ej,Ω) ≤
∑∞

j=1 cap1,p(Ej,Ω);

(v) para todo subconjunto boreliano E ⊂ Ω,

cap1,p(E,Ω) = sup{cap1,p(K,Ω) : K ⊂ E,K compacto}.

Teorema 4.9. Seja 1 ≤ p < n. Se E ⊂ B(x0, r), então existe uma constante c = c(p, n) > 0

tal que

(1 + crp)−1 Cap1,p(E) ≤ cap1,p(E,B(x0, 2r)) ≤ 4p(1 + r−p) Cap1,p(E).

Demonstração. Mostremos o teorema para um conjunto K compacto. O resultado segue dos

Teoremas 4.6 e 4.8. Seja η ∈ C∞c (B(x0, 2r)) uma função corte tal que 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 em

B[x0, r], e |∇η| ≤ 2/r. Então, se ϕ ∈ A 0
p (K), temos que ηϕ ∈ B(K,B(x0, 2r)). Desse modo,

cap1,p(K,B(x0, 2r)) ≤
ˆ
B(x0,2r)

|∇(ηϕ)|p dx

=

ˆ
B(x0,2r)

|ϕ∇η + η∇ϕ|p dx

≤
ˆ
B(x0,2r)

(
2

r
|ϕ|+ |∇ϕ|

)p
dx

≤ 4p(1 + r−p)

ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx.

Tome agora ϕ ∈ C∞c (B(x0, 2r)) tal que ϕ = 1 em uma vizinhança aberta de K. Sejam

p∗ =
np

n− p
e γ =

p∗

p
.

Note que, como
1

p∗
=

1

p
− 1

n
, temos que p∗ > p e, portanto, γ > 1. Veja também que

1

γ′
= 1− 1

γ
=
p

n
.
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Então, pelas desigualdades de Hölder (Teorema 1.3.36) e de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (Te-

orema 1.3.39), temos

ˆ
Rn
|ϕ|p dx =

ˆ
B(x0,2r)

|ϕ|p dx ≤ Ln(B(x0, 2r))
1/γ′
(ˆ

B(x0,2r)

|ϕ|pγ dx
)1

γ

= Ln(B(x0, 2r))
p/n

(ˆ
B(x0,2r)

|ϕ|p∗ dx
) p

p∗

≤ Ln(B(x0, 2r))
p/nc1

p

ˆ
B(x0,2r)

|∇ϕ|p dx

= crp
ˆ
B(x0,2r)

|∇ϕ|p dx,

no qual c = c(p, n). Logo,

ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx =

ˆ
B(x0,2r)

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx

≤ (1 + crp)

ˆ
B(x0,2r)

|∇ϕ|p dx.

Combinando as duas desigualdades obtidas, conclúımos que

(1 + crp)−1 Cap1,p(K) ≤ cap1,p(K,B(x0, 2r)) ≤ 4p(1 + r−p) Cap1,p(K).

Corolário 4.10. Seja K ⊂ Rn compacto. Então Cap1,p(K) = 0 se, e somente se,

cap1,p(K,O) = 0 para todo aberto O ⊃ K.

Demonstração. Suponha que cap1,p(K,O) = 0 para todo aberto O ⊃ K. Como K é compacto,

existe r > 0 tal que K ⊂ B(0, r) ⊂ B(0, 2r). Pela hipótese, cap1,p(K,B(0, 2r)) = 0 e, pelo

teorema anterior, Cap1,p(K) = 0.

Suponha agora que Cap1,p(K) = 0 e tome O ⊃ K aberto. Para cada x ∈ K, existe rx > 0

tal que B(x, 2rx) ⊂ O. Observe que a coleção {B(x, rx) : x ∈ K} é uma cobertura de K. Logo,

existe uma subcoleção finita {Bj = B(xj, rj)}`j=1 tal que

K ⊂
⋃̀
j=1

Bj.

Pelo teorema anterior,

cap1,p(K ∩Bj, 2Bj) ≤ 4p(1 + r−pj ) Cap1,p(K ∩Bj) ≤ 4p(1 + r−pj ) Cap1,p(K) = 0.
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Como 2Bj ⊂ O, temos pela definição de cap1,p que

cap1,p(K ∩Bj, O) ≤ cap1,p(K ∩Bj, 2Bj) = 0.

Logo,

cap1,p(K,O) ≤
∑̀
j=1

cap1,p(K ∩Bj, O) = 0.

Lema 4.11. Ln(E) ≤ Cap1,p(E), para todo conjunto Ln-mensurável E ⊂ Rn.

Demonstração. Se Cap1,p(E) = ∞, nada temos a provar. Se Cap1,p(E) < ∞, tome ε > 0 e

ϕ ∈ Ap(E) tal que

Cap1,p(E) ≤
ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx < Cap1,p(E) + ε.

Seja O ⊃ E aberto tal que ϕ = 1 em O. Desse modo,

Ln(E) ≤ Ln(O) =

ˆ
O

dx

=

ˆ
O

|ϕ|p dx

≤
ˆ
Rn
|ϕ|p dx

≤
ˆ
Rn

(
|ϕ|p + |∇ϕ|p

)
dx

< Cap1,p(E) + ε.

Como ε > 0 é tomado arbitrariamente, o resultado segue.

Podemos relacionar a capacidade cap1,1 com a medida de Hausdorff Hn−1 da seguinte ma-

neira:

Proposição 4.12. Sejam K ⊂ U ⊂ Rn, com K compacto e U aberto. Então cap1,1(K,U) = 0

se, e somente se, Hn−1(K) = 0.

Demonstração. Suponha que Hn−1(K) > 0. Pelo Lema de Frostman (Teorema 3.2.1), existe

uma medida de Radon positiva µ concentrada em K tal que µ(B(x, r)) . rn−1 para toda bola

aberta, e Hn−1
∞ (K) . µ(K).

Seja ϕ ∈ B(K,U) = {ϕ ∈ C∞c (U) : 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 em K}.
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Então, pelo Teorema 6.1.3,

Hn−1
∞ (K) . µ(K) =

ˆ
K

dµ

=

ˆ
K

|ϕ| dµ

≤
ˆ
Rn
|ϕ| dµ

.
ˆ
Rn
|∇ϕ| dx =

ˆ
U

|∇ϕ| dx

Tomando o ı́nfimo sobre ϕ ∈ B(K,U), temos que

Hn−1
∞ (K) . cap1,1(K,U).

Pela Proposição 3.1.8, Hn−1
∞ (K) > 0. Logo, cap1,1(K,U) > 0. Provamos assim que

cap1,1(K,U) = 0⇒ Hn−1(K) = 0.

Por outro lado, suponha Hn−1(K) = 0. Equivalentemente, Hn−1
∞ (K) = 0. Dado

ε > 0, existe uma cobertura de K (que pode ser tomada finita, pela compacidade) por bo-

las Bj = B(xj, rj), j = 1, . . . , s, tais que 2Bj ⊂ U e

s∑
j=1

α(n− 1)(2rj)
n−1 < ε.

Podemos então encontrar funções ϕj ∈ C∞c (U), j = 1, . . . , s, com suporte em 2Bj, tais que

0 ≤ ϕj ≤ 1, |∂αϕj| . r
−|α|
j para todo multi-́ındice α, e ϕ =

∑s
j=1 ϕj = 1 em ∪sj=1Bj (ver [HP, p.

43]). Então, ϕ ∈ B(K,U) e, desse modo,

cap1,1(K,U) ≤
ˆ
Rn
|∇ϕ| dx ≤

s∑
j=1

ˆ
Rn
|∇ϕj| dx =

s∑
j=1

ˆ
2Bj

|∇ϕj| dx

.
s∑
j=1

ˆ
2Bj

r−1
j dx =

s∑
j=1

r−1
j Ln(2Bj)

=
s∑
j=1

r−1
j 2nα(n)(2rj)

n

=
2n+1α(n)

α(n− 1)

s∑
j=1

α(n− 1)(2rj)
n−1

. ε.

Como ε > 0 é arbitrário, temos que cap1,1(K,U) = 0.

O próximo teorema relaciona capacidade com campos vetoriais de medida-divergência.
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Teorema 4.13. Seja F ∈ Lp(U), 1 < p < ∞, com divF = µ para alguma medida de Radon

com sinal µ. Então, se K ⊂ U é compacto e Cap1,p′(K) = 0, temos |µ|(K) = 0.

Demonstração. Seja K ⊂ U compacto tal que Cap1,p′(K) = 0. Tal como na demonstração

do Teorema 3.1.11, podemos supor que |µ|(K) = µ(K). Pelo Corolário 4.10, temos que

cap1,p′(K,O) = 0 para qualquer aberto O ⊂ U que contém K. Seja {Oj} uma sequência

de conjuntos abertos que contêm K tais que U ⊃ O1 ⊃ O2 ⊃ . . . , e ∩jOj = K. Como

cap1,p′(K,Oj) = 0 para cada j, podemos encontrar ϕj ∈ C∞c (Oj), 0 ≤ ϕj ≤ 1, ϕj ≡ 1 em uma

vizinhança de K tais que

‖∇ϕj‖p′ → 0 quando j →∞.

Visto que divF = µ, temos, pela desigualdade de Hölder,

µ(K) +

ˆ
U\K

ϕj dµ =

ˆ
K

ϕj dµ+

ˆ
U\K

ϕj dµ

=

ˆ
U

ϕj dµ

=

ˆ
U

F · ∇ϕj dx

≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (U)

= ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn)

ou seja,

µ(K) ≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn) −
ˆ
U\K

ϕj dµ = ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn) −
ˆ
Oj\K

ϕj dµ.

Então,

|µ(K)| ≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn) +

∣∣∣∣∣
ˆ
Oj\K

ϕj dµ

∣∣∣∣∣
≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn) +

ˆ
Oj\K

|ϕj| dµ

≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn) + µ(Oj \K)

≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ϕj‖Lp′ (Rn) + |µ|(Oj \K)→ 0

fazendo j →∞, completando a demonstração.
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Caṕıtulo 5

Funções de variação limitada

Neste caṕıtulo apresentamos funções em Rn de variação limitada, que nada mais são que

funções cujas derivadas parciais fracas de primeira ordem são medidas de Radon. Apresenta-

mos também os conjuntos com peŕımetro finito, ou seja, conjuntos cuja função caracteŕıstica

associada possui variação limitada.

Para maiores mais detalhes e maior aprofundamento no tópico, o leitor pode consultar as

referências [EG] e [Z].

5.1 Definições e propriedades

No decorrer desta seção, U ⊂ Rn é sempre um conjunto aberto.

Definição 5.1.1. Seja U ⊂ Rn aberto e limitado. Dizemos que ∂U é de classe Ck(Rn), k ∈ N,

se para cada x0 ∈ ∂U existe r > 0 e uma função γ : Rn−1 → R de classe Ck(Rn−1) tal que, após

renomear e reorientar as coordenadas se necessário, temos

U ∩B[x0, r] = {x ∈ B[x0, r] : xn > γ(x1, . . . , xn−1)}.

De modo análogo, dizemos que ∂U é de classe C∞(Rn) se ∂U for Ck(Rn) para todo k ∈ N.

Dizemos que ∂U é anaĺıtica se a aplicação γ for anaĺıtica.

Observação 5.1.2. Se U ⊂ Rn limitado tem fronteira C1(Rn), então o campo vetorial unitário

normal exterior ν = (ν1, . . . , νn) está bem definido em ∂U .

A seguir, apresentamos duas versões do famoso Teorema de Gauss-Green, também conhe-

cido como Teorema da Divergência. Primeiro, enunciamos sua versão clássica, e em seguida,

trazemos uma versão para campos vetoriais localmente integráveis.
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Teorema 5.1.3 (Teorema de Gauss-Green clássico). Sejam U ⊂ Rn aberto e limitado, com

fronteira C1(Rn), e ϕ ∈ C1(U). Então
ˆ
U

∂ϕ

∂xj
dx =

ˆ
∂U

ϕνj dHn−1 , para j = 1, . . . , n,

no qual νj são as coordenadas do vetor unitário normal exterior. Logo, se F ∈ C1(U,Rn),
ˆ
U

divF dx =

ˆ
∂U

F · ν dHn−1,

no qual ν = (ν1, . . . , νn).

Teorema 5.1.4 (Gauss-Green para campos vetoriais L1
loc). Seja F ∈ L1

loc(U,Rn) um campo

vetorial tal que divF = µ para alguma medida de Radon com sinal µ. Então, para cada x ∈ Rn

e para quase todo r > 0,

µ(B(x, r)) =

ˆ
B(x,r)

divF dy =

ˆ
∂B(x,r)

F · ν dHn−1,

no qual ν é o vetor unitário normal exterior.

O Teorema 5.1.3 é uma consequência do Teorema de Stokes, cuja demonstração pode ser

vista em [R1, pp. 272-275]. Para uma demonstração do Teorema 5.1.4, veja [DMM, Teorema

5.4]. Note que o Teorema 5.1.4 acima é válido para campos vetoriais essencialmente limitados,

pois L∞(U,Rn) ⊂ L1
loc(U,Rn).

Lema 5.1.5. Sejam U ⊂ Rn aberto e ϕ ∈ C1
c (U,Rn). Então

ˆ
U

divϕdx = 0.

Demonstração. Como supp(ϕ) ⊂ U é compacto, existe r > 0 tal que supp(ϕ) ⊂ B(0, r). Então,

pelo Teorema de Gauss-Green (Teorema 5.1.3),
ˆ
U

divϕdx =

ˆ
B(0,r)

divϕdx =

ˆ
∂B(0,r)

ϕ · ν dHn−1 = 0,

pois ϕ ≡ 0 em ∂B(0, r).

Definição 5.1.6. Uma função f ∈ L1(U) tem variação limitada em U se

sup

{ˆ
U

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
<∞.

Denotamos por BV(U) o espaço das funções de variação limitada em U .

Definição 5.1.7. Um conjunto E ⊂ Rn Lebesgue mensurável tem peŕımetro finito em U se

χ
E ∈ BV(U).
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As definições acima possuem versões locais.

Definição 5.1.8. Uma função f ∈ L1
loc(U) tem variação localmente limitada em U se, para

cada aberto V ⊂⊂ U ,

sup

{ˆ
V

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (V,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
<∞.

Denotamos por BV loc(U) o espaço das funções de variação localmente limitada em U .

Definição 5.1.9. Um conjunto E ⊂ Rn Lebesgue mensurável tem peŕımetro localmente finito

em U se χE ∈ BV loc(U).

O teorema a seguir mostra que funções em BV loc são funções cujas derivadas parciais fracas

de 1ª ordem são medidas de Radon.

Teorema 5.1.10 (Teorema Estrutural para funções BV loc). Seja f ∈ BV loc(U). Então existe

uma medida de Radon µ em U e uma função µ-mensurável g : U → Rn tais que

(i) |g(x)| = 1, µ-q.t.p.;

(ii)

ˆ
U

f divϕdx = −
ˆ
U

ϕ · g dµ, para toda ϕ ∈ C1
c (U,Rn).

Demonstração. Seja T : C1
c (U,Rn)→ R o funcional linear dado por

T (ϕ) = −
ˆ
U

f divϕdx.

Como f ∈ BV loc(U), temos que C(V ) = sup{T (ϕ) : ϕ ∈ C1
c (V,Rn), |ϕ| ≤ 1} < ∞ para todo

subconjunto aberto V ⊂⊂ U . Assim,

1

‖ϕ‖∞
|T (ϕ)| =

∣∣∣∣T ( ϕ

‖ϕ‖∞

)∣∣∣∣ ≤ C(V ), (5.1)

para ϕ ∈ C1
c (V,Rn) com ‖ϕ‖∞ 6= 0.

Fixando um conjunto compacto K ⊂ U , escolhemos um aberto V tal que K ⊂ V ⊂⊂ U .

Dada ϕ ∈ Cc(U,Rn), pelo Teorema 1.4.8 podemos escolher uma sequência (ϕk) ⊂ C1
c (V,Rn)

tal que ϕk → ϕ uniformemente em V . Como, dado ε > 0, existe m ∈ N tal que

‖ϕk − ϕ`‖∞ < ε/C(V ) quando k, ` > m, então, por (5.1),

|T (ϕk)− T (ϕ`)| = |T (ϕk − ϕ`)| ≤ C(V )‖ϕk − ϕ`‖∞ < ε.

Logo, (T (ϕk)) é uma sequência de Cauchy em R e, portanto, lim
k→∞

T (ϕk) existe. Além disso,

tal limite não depende da sequência (ϕk) escolhida, visto que se (φk) é outra sequência em
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C1
c (V,Rn) que converge uniformemente para ϕ em V , então

lim
k→∞
|T (ϕk)− T (φk)| = lim

k→∞
|T (ϕk − φk)| ≤ C(V ) lim

k→∞
‖ϕk − φk‖∞

≤ C(V ) lim
k→∞

(‖ϕk − ϕ‖∞ + ‖ϕ− φk‖∞)

= 0.

Segue que

lim
k→∞

T (ϕk)− lim
k→∞

T (φk) = lim
k→∞

[T (ϕk)− T (φk)] = 0.

Desse modo, T pode ser estendido unicamente a um funcional linear T : Cc(U,Rn)→ R dado

por T (ϕ) = lim
k→∞

T (ϕk). Note que, se K ⊂ U é compacto e ϕ ∈ Cc(U,Rn) com supp(ϕ) ⊂ K e

|ϕ| ≤ 1, então T (ϕ) ≤ C(V ), pois podemos escolher |ϕk| < 1. Logo,

sup{T (ϕ) : ϕ ∈ Cc(U,Rn), supp(ϕ) ⊂ K, |ϕ| ≤ 1} <∞

para cada K ⊂ U compacto.

Pelo Teorema de Representação de Riesz (Teorema 2.2.3), existe uma medida de Radon

µ em U e uma função µ-mensurável g : U → Rn tais que |g(x)| = 1 para µ-q.t.p. x e

T (ϕ) =

ˆ
U

ϕ · g dµ, para toda ϕ ∈ Cc(U,Rn). Em particular, se ϕ ∈ C1
c (U,Rn), temos

ˆ
U

f divϕdx = −
ˆ
U

ϕ · g dµ.

Definição 5.1.11 (Medida variação e medida peŕımetro).

(i) Se f ∈ BV loc(U), a medida µ obtida no Teorema 5.1.10 é chamada de medida variação

de f , e denotada por ‖Df‖. Assim, a afirmação (ii) do Teorema acima se reescreve como
ˆ
U

f divϕdx = −
ˆ
U

ϕ · g d‖Df‖,

para toda ϕ ∈ C1
c (U,Rn), no qual g : U → Rn é uma função ‖Df‖-mensurável tal que

|g(x)| = 1 para ‖Df‖-q.t.p. x ∈ U .

(ii) Se f = χ
E, e E tem peŕımetro localmente finito em U , a medida µ é chamada de medida

peŕımetro de E, e denotada por ‖∂E‖. Escrevendo νE = −g, temos
ˆ
E

divϕdx =

ˆ
U

ϕ · νE d‖∂E‖,

para toda ϕ ∈ C1
c (U,Rn), e |νE(x)| = 1 para ‖∂E‖-q.t.p. x ∈ U . Dizemos que ‖∂E‖(U)

é o peŕımetro de E em U .
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Exemplo 5.1.12. Seja f ∈ W 1,1
loc (U). Então, para cada V ⊂⊂ U e ϕ ∈ C1

c (V,Rn) com |ϕ| ≤ 1,

temos ˆ
U

f divϕdx = −
ˆ
U

∇f · ϕdx ≤
ˆ
V

|∇f | dx <∞.

Logo, f ∈ BV loc(U).

Portanto, W 1,1
loc (U) ⊂ BV loc(U). De modo análogo mostra-se que W 1,1(U) ⊂ BV(U). Em

particular, W 1,p
loc (U) ⊂ BV loc(U) para 1 ≤ p ≤ ∞. Temos, no entanto, exemplos de funções de

variação limitada que não são funções de Sobolev. Considere f : R2 → R dada por f = χ
B(0,1).

A função f ∈ BV(R2) pois, dada ϕ ∈ C1
c (R2) com |ϕ| ≤ 1, temos, pelo Teorema de Gauss-Green

(Teorema 5.1.3),
ˆ
R2

f divϕdx =

ˆ
B(0,1)

divϕdx =

ˆ
S1

ϕ · ν dH1 ≤ H1(S1) <∞.

Em [K, Teorema 1.41], é provado que se u ∈ W 1,p
loc (U), 1 ≤ p ≤ ∞, e V ⊂⊂ U , então existe

ũ : U → [−∞,∞] tal que ũ = u q.t.p. em U , ũ é absolutamente cont́ınua em Ln−1-quase todo

segmento de reta em V paralelo aos eixos coordenados e as derivadas parciais clássicas de ũ

coincidem com as derivadas parciais fracas de u q.t.p. em U . Mostremos que isso não ocorre

com f .

Uma função u : [a, b] → R é absolutamente cont́ınua se, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal

que, se a = x1 < y1 ≤ x2 < y2 ≤ · · · ≤ xm < ym = b é uma partição de [a, b] com

m∑
j=1

(yj − xj) < δ,

então
m∑
j=1

|u(yj)− u(xj)| < ε.

Seja f̃ = f q.t.p. em R2. Existe um intervalo (a, b) ⊂ (−1, 1) no qual, para q.t.p.

x0 ∈ (a, b) tem-se f(x0, y) = f̃(x0, y) para q.t.p. y ∈ R. Fixe x0 com tal propriedade, um ponto

p = (x0, y0) ∈ S1 (podemos escolher y0 > 0 sem perda de generalidade) e tome V = B(p, r).

Fixado ε = 1/2 e dado δ > 0, existem y1 ∈
(
y0 − δ

4
, y0

)
e y2 ∈

(
y0, y0 + δ

4

)
tais que f̃(x0, y1) = 1

e f̃(x0, y2) = 0.

Considere a partição de [y0 − r, y0 + r] dada por

{a1 = y0 − r, b1, a2 = y1, b2 = y2, a3, b3 = y0 + r},

na qual b1 ∈ (a1, a1 + δ
4
) e a3 ∈ (b3 − δ

4
, b3). Então,

3∑
j=1

(bj − aj) < δ,
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mas
3∑
j=1

|f̃(x0, bj)− f̃(x0, aj)| ≥ |f̃(x0, b2)− f̃(x0, a2)| = 1 > ε.

Logo, f̃ não é absolutamente cont́ınua no segmento x = x0 em V para q.t.p. x0 ∈ (a, b).

Então, f /∈ W 1,p
loc (R2) e, portanto, f /∈ W 1,p(R2), 1 ≤ p ≤ ∞.

Exemplo 5.1.13. Se E ⊂ Rn é um aberto limitado com fronteira C2(Rn), então E tem

peŕımetro finito.

De fato, se ϕ ∈ C1
c (U,Rn) com |ϕ| ≤ 1, então, pelo Teorema de Gauss-Green (5.1.3),ˆ

E

divϕdx =

ˆ
∂E

ϕ · ν dHn−1 =

ˆ
U∩∂E

ϕ · ν dHn−1

≤
ˆ
U∩∂E

|ϕ| |ν| dHn−1

≤
ˆ
U∩∂E

dHn−1 = Hn−1(U ∩ ∂E) ≤ Hn−1(∂E).

Note que existe uma quantidade finita de bolas B(xj, rj), com xj ∈ ∂E, tais que ∂E ⊂
∪kj=1B(xj, rj), e cada ∂E ∩B(xj, rj) é, a menos de uma reorientação das coordenadas, o gráfico

de uma função C2, ou seja, é uma variedade de dimensão n−1. Desse modo,Hn−1(∂E∩B(xj, rj))

corresponde ao volume (n−1)-dimensional de ∂E∩B(xj, rj) (veja a Observação 3.1.5 e o Exem-

plo 3.1.6). Portanto,

Hn−1(∂E) ≤
k∑
j=1

Hn−1(∂E ∩B(xj, rj)) <∞.

Basta, então, tomar o supremo em ϕ para concluir que

sup

{ˆ
E

divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
≤ Hn−1(U ∩ ∂E) <∞.

Mais ainda, é posśıvel mostrar a desigualdade inversa e provar que

sup

{ˆ
E

divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
= Hn−1(U ∩ ∂E)

(veja [Z, p. 229]).

Observação 5.1.14.

(i) Do Teorema de Representação de Riesz (Teorema 2.2.3) e do Teorema Estrutural (Teo-

rema 5.1.10), temos que, para cada V ⊂⊂ U ,

‖Df‖(V ) = sup

{ˆ
V

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (V,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
, e

‖∂E‖(V ) = sup

{ˆ
E

divϕdx : ϕ ∈ C1
c (V,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
.
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(ii) Se f ∈ BV loc(U) ∩ L1(U), então f ∈ BV(U) ⇐⇒ ‖Df‖(U) <∞. Nesse caso, definimos

‖f‖BV(U) = ‖f‖1 + ‖Df‖(U).

De fato, se g é a função determinada pelo Teorema 5.1.10, e ϕ ∈ C1
c (U,Rn) com |ϕ| ≤ 1,

então
ˆ
U

f divϕdx = −
ˆ
U

ϕ · g d‖Df‖ ≤
∣∣∣∣ˆ
U

ϕ · g d‖Df‖
∣∣∣∣

≤
ˆ
U

|ϕ| · |g| d‖Df‖

≤
ˆ
U

d‖Df‖ = ‖Df‖(U).

Logo,

sup

{ˆ
U

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
≤ ‖Df‖(U).

Então, se ‖Df‖(U) <∞, temos f ∈ BV(U). Por outro lado, se f ∈ BV(U), então fixado

K ⊂ U compacto, tome V aberto tal que K ⊂ V ⊂⊂ U . Pelo item (i) acima,

‖Df‖(K) ≤ ‖Df‖(V ) = sup

{ˆ
V

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (V,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
≤ sup

{ˆ
U

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
<∞.

Como, pelo Teorema 5.1.10, ‖Df‖ é uma medida de Radon, temos que

‖Df‖(U) = sup{‖Df‖(K) : K ⊂ U compacto}.

Logo, do anterior, conclúımos que ‖Df‖(U) <∞.

Teorema 5.1.15 (Semicontinuidade inferior da medida variação). Suponha (fk) uma sequência

de funções em BV(U) tal que fk → f em L1
loc(U). Então,

‖Df‖(U) ≤ lim inf
k→∞

‖Dfk‖(U).

Demonstração. Seja ϕ ∈ C1
c (U,Rn) com |ϕ| ≤ 1. Então,

ˆ
U

f divϕdx = lim
k→∞

ˆ
U

fk divϕdx = lim
k→∞

ˆ
U

−ϕ · σk d‖Dfk‖ = lim inf
k→∞

ˆ
U

−ϕ · σk d‖Dfk‖,

no qual |σk(x)| = 1 para ‖Dfk‖-q.t.p. x. Como
ˆ
U

−ϕ · σk d‖Dfk‖ ≤
ˆ
U

|ϕ| · |σk| d‖Dfk‖ ≤
ˆ
U

d‖Dfk‖ = ‖Dfk‖(U),

temos que ˆ
U

f divϕdx ≤ lim inf
k→∞

‖Dfk‖(U).
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Disto segue que

‖Df‖(U) = sup

{ˆ
U

f divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U ;Rn), |ϕ| ≤ 1

}
≤ lim inf

k→∞
‖Dfk‖(U).

Teorema 5.1.16 (Aproximação local por funções suaves). Seja f ∈ BV(U). Então existe uma

sequência (fk) ⊂ BV(U) ∩ C∞(U) tal que fk → f em L1(U) e ‖Dfk‖(U)→ ‖Df‖(U) quando

k →∞.

Demonstração. Fixado ε > 0 e dado m ∈ N, defina os conjuntos abertos

Uk =

{
x ∈ U : dist(x, ∂U) >

1

m+ k

}
∩B(0, k +m)

para k ∈ Z+. Escolha m grande o suficiente de modo que

‖Df‖(U \ U1) < ε. (5.2)

Observe que Uk ⊂ Uk+1 e U =
∞⋃
k=1

Uk. Defina U0 = ∅ e Vk = Uk+1 \ Uk−1, para k ∈ Z+.

Podemos então tomar uma partição da unidade {ζk}∞k=1 tal que
ζk ∈ C∞c (Vk), k ∈ N;

0 ≤ ζk ≤ 1, k ∈ N;
∞∑
k=1

ζk = 1 em U.

Considere a função teste φ suportada em B[0, 1], como definida no Exemplo 1.4.2 para construir

uma aproximação da identidade. Para cada k, escolha εk > 0 pequeno o suficiente de modo

que 
supp(φεk ∗ fζk) ⊂ Vk;ˆ
U

|φεk ∗ fζk − fζk| dx <
ε

2k
;ˆ

U

|φεk ∗ f∇ζk − f∇ζk| dx <
ε

2k
.

(5.3)

Defina

fε =
∞∑
k=1

φεk ∗ fζk.

Pela maneira como os conjuntos Vk foram constrúıdos, temos que, numa vizinhança de cada

x ∈ U , existe apenas uma quantidade finita de termos não nulos na soma acima. Por isso,
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fε ∈ C∞(U). Como f =
∞∑
k=1

fζk, temos por (5.3) que

‖fε − f‖L1(U) =

ˆ
U

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
φεk ∗ fζk − fζk

)∣∣∣∣∣ dx
≤

∞∑
k=1

ˆ
U

|φεk ∗ fζk − fζk| dx

< ε.

Desse modo, fε → f em L1(U), quando ε→ 0. Pelo Teorema 5.1.15,

‖Df‖(U) ≤ lim inf
ε→0

‖Dfε‖(U). (5.4)

Para ϕ ∈ C1
c (U), |ϕ| ≤ 1, temos

ˆ
U

fε divϕdx =
∞∑
k=1

ˆ
U

(φεk ∗ fζk) divϕdx

=
∞∑
k=1

ˆ
U

fζk (φεk ∗ divϕ) dx

=
∞∑
k=1

ˆ
U

fζk div(φεk ∗ ϕ) dx

=
∞∑
k=1

ˆ
U

f div(ζk(φεk ∗ ϕ)) dx−
∞∑
k=1

ˆ
U

f∇ζk · (φεk ∗ ϕ) dx

=
∞∑
k=1

ˆ
U

f div(ζk(φεk ∗ ϕ)) dx−
∞∑
k=1

ˆ
U

ϕ · (φεk ∗ f∇ζk) dx

=
∞∑
k=1

ˆ
U

f div(ζk(φεk ∗ ϕ)) dx−
∞∑
k=1

ˆ
U

ϕ · (φεk ∗ f∇ζk − f∇ζk) dx

:= Iε1 + Iε2 ,

pois
∞∑
k=1

∇ζk = 0 em U .

Para cada k, temos que |ζk(φεk ∗ ϕ)| ≤
´
U
φεk = 1. Além disso, cada ponto em U pertence

a, no máximo, dois conjuntos Vk. De fato, dado x ∈ U , tome k0 = min{k : x ∈ Uk}. Se k0 = 1,

então x ∈ V1 apenas. Se k0 > 1, então x ∈ Vk0−1 e, possivelmente, Vk0 . Realmente, se k0 = 1

então

x ∈ U1 ⊂ U2 = V1,

e para k > 1,

x /∈ Vk = Uk+1 \ Uk−1
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pois U1 ⊂ Uk−1. Agora, se k0 > 1 então

x ∈ Uk0 \ Uk0−1 ⊂ Uk0 \ Uk0−2 = Vk0−1,

pois Uk0−2 ⊂ Uk0−1. Para k < k0 − 1, temos que x /∈ Vk = Uk+1 \ Uk−1, pois Uk+1 ⊂ Uk0−1, e

para k > k0, x /∈ Vk = Uk+1 \ Uk−1, dado que Uk0 ⊂ Uk−1.

Então,

|Iε1 | =

∣∣∣∣∣
ˆ
U

f div(ζ1(φε1 ∗ ϕ)) dx+
∞∑
k=2

ˆ
U

f div(ζk(φεk ∗ ϕ)) dx

∣∣∣∣∣
≤ ‖Df‖(U) +

∞∑
k=2

‖Df‖(Vk)

≤ ‖Df‖(U) + 2‖Df‖(U \ U1)

< ‖Df‖(U) + 2ε, por (5.2).

Por outro lado, de (5.3), temos que |Iε2 | < ε. Logo,

ˆ
U

fε divϕdx ≤ ‖Df‖(U) + 3ε

e, portanto,

‖Dfε‖(U) ≤ ‖Df‖(U) + 3ε.

Isso, e (5.4), nos permite concluir que ‖Dfε‖(U)→ ‖Df‖(U) quando ε→ 0.

Observação 5.1.17. Note que o Teorema não garante que ‖D(fk − f)‖(U)→ 0.

5.2 Fórmula de co-área para funções BV

Começamos apresentando dois lemas em preparação para a demonstração do principal re-

sultado da seção, a fórmula de co-área para funções BV .

Lema 5.2.1. Seja U ⊂ Rn aberto. Se f ∈ L1(U), então

(i) ‖f‖L1(U) = sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ L∞(U), |ϕ| ≤ 1

}
;

(ii) ‖f‖L1(U) = sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ C1
c (U), |ϕ| ≤ 1

}
.

Demonstração. Para mostrar o item (i), tome ϕ ∈ L∞(U) com |ϕ| ≤ 1. Então

ˆ
U

fϕ dx ≤
ˆ
U

|f ||ϕ| dx ≤
ˆ
U

|f | dx = ‖f‖L1(U),
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de modo que

sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ L∞(U), |ϕ| ≤ 1

}
≤ ‖f‖L1(U).

Por outro lado, considere a função ϕ∗ : U → R dada por

ϕ∗(x) = sgnf(x) =


f(x)

|f(x)|
, se f(x) 6= 0

0, se f(x) = 0.

Observe que ϕ∗ ∈ L∞(U) com |ϕ∗| ≤ 1, e que fϕ∗(x) = |f(x)|. Assim,

‖f‖L1(U) =

ˆ
U

fϕ∗ dx ≤ sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ L∞(U), |ϕ| ≤ 1

}
.

Provemos agora o item (ii). Seja ϕ ∈ C1
c (U) com |ϕ| ≤ 1. Então

ˆ
U

fϕ dx ≤
ˆ
U

|f ||ϕ| dx ≤
ˆ
U

|f | dx = ‖f‖L1(U).

Logo,

sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ C1
c (U), |ϕ| ≤ 1

}
≤ ‖f‖L1(U).

Para mostrar a desigualdade contrária, fixe θ > 0. Pelo item (i), existe g ∈ L∞(U) com |g| ≤ 1

tal que ˆ
U

fg dx ≥ ‖f‖L1(U) − θ. (5.5)

Para cada k ∈ N, defina Uk = {x ∈ U : dist(x,Rn \ U) ≥ 2−k} ∩ B[0, k]. Como (Uk) é uma

sequência crescente de subconjuntos de U tal que ∪kUk = U , temos que lim
k→∞

fgχUk(x) = fg(x)

para todo x ∈ U . Além disso, |fgχUk | ≤ |f | ∈ L1(U). Então podemos aplicar o Teorema da

Convergência Dominada para obterˆ
U

fg dx = lim
k→∞

ˆ
U

fgχUk dx.

Fixe k ∈ N tal que ˆ
U

fgχUk dx ≥
ˆ
U

fg dx− θ.

Por (5.5), temos que
ˆ
U

fgχUk dx ≥ ‖f‖L1(U) − 2θ. (5.6)

Seja ρ ∈ C∞c (B[0, 1]) com ρ ≥ 0 e
´
ρ dx = 1 e considere a aproximação da identidade

ρε(x) = ε−nρ(x/ε), para ε > 0, como dada na Definição 1.4.6. Como |gχUk | ≤ χ
Uk ∈ L1(U),

temos pelo Teorema 1.4.7 que

ρε ∗ (gχUk)→ gχUk
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em L1(U), quando ε↘ 0. Pelo Teorema 1.3.37, existe uma sequência εj ↘ 0 tal que

ϕj = ρεj ∗ (gχUk)→ gχUk

em quase todo ponto, quando j → ∞. Como |fϕj| ≤ |f |
´
|ρεj |dx = |f | ∈ L1(U), o Teorema

da Convergência Dominada pode ser usado para concluir queˆ
U

fgχUk dx = lim
j→∞

ˆ
U

fϕj dx.

Fixe j ∈ N tal que ˆ
U

fϕj dx ≥
ˆ
U

fgχUk dx− θ.

Por (5.6), temos que ˆ
U

fϕj dx ≥ ‖f‖L1(U) − 3θ.

Note que, para j suficientemente grande, ϕj ∈ C∞c (Uk + B[0, εj]) ⊂ C1
c (U). Além disso,

|ϕj| ≤
´
|ρεj |dx = 1. Então

‖f‖L1(U) − 3θ ≤
ˆ
U

fϕj dx ≤ sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ C1
c (U), |ϕ| ≤ 1

}
.

Como θ > 0 foi fixado arbitrariamente, conclúımos que

‖f‖L1(U) ≤ sup

{ˆ
U

fϕ dx : ϕ ∈ C1
c (U), |ϕ| ≤ 1

}
,

completando a demonstração.

Para f : U → R e t ∈ R, defina Et = {x ∈ U : f(x) > t}.

Lema 5.2.2. Se f ∈ BV(U), a aplicação t 7→ ‖∂Et‖(U) é L1-mensurável.

Demonstração. A aplicação (x, t) 7→ χ
Et(x) é (Ln × L1)-mensurável. De fato, basta mostrar

que, para todo α ∈ R, o conjunto Aα = {(x, t) : χEt(x) > α} é Lebesgue mensurável. Se α ≥ 1,

então Aα = ∅. Quando α < 0, temos Aα = Rn × R. Em ambos os casos, Aα é obviamente

Lebesgue mensurável. Resta, portanto, 0 ≤ α < 1. Nesse caso,

Aα = {(x, t) : χEt(x) = 1}

= {(x, t) : x ∈ Et} = {(x, t) : f(x)− t > 0}.

As aplicações (x, t) 7→ f(x) e (x, t) 7→ t são Lebesgue mensuráveis, pois a função identidade

obviamente o é, e f ∈ BV(U) ⊂ L1(U). Portanto, a aplicação (x, t) 7→ f(x) − t é mensurável,

concluindo que Aα é um conjunto mensurável. Logo, para cada ϕ ∈ C1
c (U,Rn), a função

t 7→
ˆ
Et

divϕdx =

ˆ
U

χ
Et divϕdx

82



5.2. Fórmula de co-área para funções BV

é L1-mensurável.

Seja D ⊂ C1
c (U,Rn) um subconjunto denso e enumerável. Então, por densidade,

t 7→ ‖∂Et‖(U) = sup

{ˆ
Et

divϕdx : ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1

}
= sup

{ˆ
Et

divϕdx : ϕ ∈ D, |ϕ| ≤ 1

}
,

e tal aplicação é L1-mensurável, pois é o supremo de uma quantidade enumerável de funções

L1-mensuráveis.

Finalmente, demonstramos a fórmula de co-área para funções de variação limitada.

Teorema 5.2.3 (Fórmula de co-área para funções BV). Seja f ∈ BV(U).

(i) Et tem peŕımetro finito para L1-q.t.p. t ∈ R;

(ii) ‖Df‖(U) =

ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt.

Por outro lado, se f ∈ L1(U) e ‖Df‖(U) =

ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt <∞, então f ∈ BV(U).

Demonstração. Seja ϕ ∈ C1
c (U,Rn) com |ϕ| ≤ 1.

Mostremos primeiro que

ˆ
U

f divϕdx =

ˆ
R

(ˆ
Et

divϕdx

)
dt.

Suponha, a priori, que f ≥ 0. Então

f(x) =

ˆ f(x)

0

dt =

ˆ ∞
0

χ
Et(x) dt

para q.t.p. x ∈ U . Então, pelo Teorema de Fubini-Tonelli,

ˆ
U

f divϕdx =

ˆ
U

(ˆ ∞
0

χ
Et(x) dt

)
divϕ(x) dx

=

ˆ ∞
0

(ˆ
U

χ
Et(x) divϕ(x) dx

)
dt

=

ˆ ∞
0

(ˆ
Et

divϕ(x) dx

)
dt.

Se f ≤ 0, então

f(x) = −
ˆ 0

f(x)

dt =

ˆ 0

−∞
(χEt(x)− 1) dt.
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Logo, ˆ
U

f divϕdx =

ˆ
U

(ˆ 0

−∞
(χEt(x)− 1) dt

)
divϕ(x) dx

=

ˆ 0

−∞

(ˆ
U

(χEt(x)− 1) divϕ(x) dx

)
dt

=

ˆ 0

−∞

(ˆ
U\Et
−divϕ(x) dx

)
dt

=

ˆ 0

−∞

(ˆ
U

−divϕ(x) dx−
ˆ
Et

−divϕ(x) dx

)
dt

=

ˆ 0

−∞

(ˆ
Et

divϕ(x) dx

)
dt,

pelo Lema 5.1.5.

Tomando f em geral, e escrevendo f = f+ − f−, obtemosˆ
U

f divϕdx =

ˆ
U

f+ divϕdx+

ˆ
U

(−f−) divϕdx

=

ˆ ∞
0

(ˆ
Et

divϕ(x) dx

)
dt+

ˆ 0

−∞

(ˆ
Et

divϕ(x) dx

)
dt

=

ˆ
R

(ˆ
Et

divϕ(x) dx

)
dt. (5.7)

Como
´
Et

divϕ(x) dx ≤ ‖∂Et‖(U), pela igualdade (5.7) temos queˆ
U

f divϕdx ≤
ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt.

Agora, tomando o supremo em ϕ, obtemos

‖Df‖(U) ≤
ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt. (5.8)

Seja f ∈ BV(U) ∩ C∞(U). Mostraremos que, nesse caso, vale a igualdade em (5.8). Defina

m : R→ R por

m(t) =

ˆ
U\Et
|∇f | dx =

ˆ
{x∈U :f(x)≤t}

|∇f | dx.

A função m é não-decrescente, pois se s ≤ t, então {x ∈ U : f(x) ≤ s} ⊂ {x ∈ U : f(x) ≤ t}.
Logo, pelo Teorema 1.3.17, m′(t) existe para L1-q.t.p. t ∈ R. Afirmamos, primeiramente, que

para a < b, ˆ b

a

m′(t) dt ≤ m(b)−m(a).

Para mostrar isso, considere

m̄(t) =


m(a), para t ≤ a

m(t), para a ≤ t ≤ b

m(b), para t ≥ b
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e note que ˆ b

a

m̄′(t) dt ≤ m(b)−m(a).

De fato, para h > 0 pequeno,

1

h

ˆ b

a

m̄(t+ h)− m̄(t) dt =
1

h

[ˆ b+h

a+h

m̄(t) dt−
ˆ b

a

m̄(t) dt

]
=

1

h

[ˆ b

a+h

m̄ dt+

ˆ b+h

b

m̄ dt−
ˆ a+h

a

m̄ dt−
ˆ b

a+h

m̄ dt

]
=

1

h

[
m(b) · h−

ˆ a+h

a

mdt

]
≤ 1

h

[
m(b) · h−

ˆ a+h

a

m(a) dt

]
=

1

h
[m(b) · h−m(a) · h] = m(b)−m(a).

Logo, pelo Lema de Fatou, temos que

ˆ b

a

m̄′(t) dt =

ˆ b

a

lim
h→0

m̄(t+ h)− m̄(t)

h
dt

≤ lim inf
h→0

ˆ b

a

m̄(t+ h)− m̄(t)

h
dt ≤ m(b)−m(a).

Então

ˆ T

−T
m′(t) dt ≤ m(T )−m(−T )

=

ˆ
{x∈U :f(x)≤T}

|∇f | dx−
ˆ
{x∈U :f(x)≤−T}

|∇f | dx

=

ˆ
{x∈U :−T<f(x)≤T}

|∇f | dx

≤
ˆ
U

|∇f | dx.

Fazendo T →∞, obtemos

ˆ
R
m′(t) dt ≤

ˆ
U

|∇f | dx. (5.9)

Fixados t ∈ R e r > 0, defina n : R→ R por

n(s) =


0, se s ≤ t
s− t
r

, se t ≤ s ≤ t+ r

1, se s ≥ t+ r.
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Então

n′(s) =

0, se s < t ou s > t+ r

1/r, se t < s < t+ r.

Logo, para toda ϕ ∈ C1
c (U,Rn), |ϕ| ≤ 1, temos

−
ˆ
U

n(f(x)) divϕ(x) dx =

ˆ
U

∇(n(f(x))) · ϕ(x) dx

=

ˆ
U

n′(f(x))∇f(x) · ϕ(x) dx

=

ˆ
{x∈U :t<f(x)<t+r}

1

r
∇f(x) · ϕ(x) dx

=
1

r

ˆ
Et\Et+r

∇f(x) · ϕ(x) dx. (5.10)

Agora,

m(t+ r)−m(t)

r
=

1

r

(ˆ
U\Et+r

|∇f | dx−
ˆ
U\Et
|∇f | dx

)
=

1

r

ˆ
Et\Et+r

|∇f | dx

≥ 1

r

ˆ
Et\Et+r

∇f · ϕdx

= −
ˆ
U

n(f(x)) divϕ(x) dx, por (5.10).

Para valores de t tais que m′(t) existe, fazemos r → 0 e obtemos, para L1-q.t.p. t,

m′(t) ≥ lim
r→0

[
−
ˆ
U

n(f(x)) divϕ(x) dx

]
= −

ˆ
{x∈U :f(x)>t}

divϕdx = −
ˆ
Et

divϕdx.

O limite acima é consequência do Teorema da Convergência Dominada, pois n(s) → χ
(t,∞)(s)

quando r → 0 e |n(f(x)) divϕ(x)| ≤ |divϕ(x)| ∈ L1(Rn).

Tomando o supremo em ϕ, temos m′(t) ≥ ‖∂Et‖(U). De (5.9),

ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt ≤

ˆ
R
m′(t) dt ≤

ˆ
U

|∇f | dx.

Afirmamos que ˆ
U

|∇f | dx = ‖Df‖(U).

De fato, para ϕ ∈ C1
c (U,Rn),

ˆ
U

f divϕdx+

ˆ
U

∇f · ϕdx =

ˆ
U

div(fϕ) dx = 0,
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pelo Lema 5.1.5. Segue que ˆ
U

f divϕdx = −
ˆ
U

∇f · ϕdx,

e, tomando o supremo sobre ϕ ∈ C1
c (U,Rn) com |ϕ| ≤ 1, obtemos, pelo Lema 5.2.1,

‖Df‖(U) = ‖∇f‖L1(U) =

ˆ
U

|∇f | dx.

Então, de (5.8), ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt ≤ ‖Df‖(U) ≤

ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt.

Portanto,

‖Df‖(U) =

ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt, para f ∈ BV(U) ∩ C∞(U). (5.11)

Por fim, fixada f ∈ BV(U), pelo Teorema 5.1.16, existe uma sequência

(fk) ⊂ BV(U) ∩ C∞(U) tal que fk → f em L1(U) e ‖Dfk‖(U)→ ‖Df‖(U) quando k →∞.

Definindo Ek
t = {x ∈ U : fk(x) > t}, note que |χEkt (x)− χEt(x)| = χ

Ekt4Et(x), no qual

Ek
t4Et = {x ∈ U : f(x) ≤ t < fk(x)} ∪ {x ∈ U : fk(x) ≤ t < f(x)}

= {x ∈ U : min{fk(x), f(x)} ≤ t < max{fk(x), f(x)}}.

Então, ˆ
R
|χEkt (x)− χEt(x)| dt =

ˆ
{t∈R:x∈Ekt4Et}

dt

=

ˆ max{fk(x),f(x)}

min{fk(x),f(x)}
dt

= |fk(x)− f(x)|.

Logo, ˆ
U

|fk(x)− f(x)| dx =

ˆ
R

(ˆ
U

|χEkt (x)− χEt(x)| dx
)
dt,

pelo Teorema de Fubini-Tonelli. Denote

gk(t) =

ˆ
U

|χEkt (x)− χEt(x)| dx.

Como fk → f em L1(U), temos que ‖gk‖1 → 0. Pelo Teorema 1.3.37, existe uma subsequência

tal que, a menos de uma mudança de ı́ndices k, satisfaz gk(t) → 0 para L1-q.t.p. t, ou seja,

χ
Ekt
→ χ

Et em L1(U) para L1-q.t.p. t.

Além disso, pelo que foi feito anteriormente, χEkt ∈ BV(U). Podemos, então, aplicar o

Teorema 5.1.15 e concluir que

‖∂Et‖(U) ≤ lim inf
k→∞

‖∂Ek
t ‖(U).
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Então, pelo Lema de Fatou e por (5.11),
ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt ≤

ˆ
R

lim inf
k→∞

‖∂Ek
t ‖(U) dt

≤ lim inf
k→∞

ˆ
R
‖∂Ek

t ‖(U) dt

= lim inf
k→∞

‖Dfk‖(U)

= ‖Df‖(U).

Isso, junto com (5.8), conclui que

‖Df‖(U) =

ˆ
R
‖∂Et‖(U) dt.

Em certo ponto no ińıcio da demonstração acima, constrúımos uma função m : R → R
não-decrescente tal que m′(t) existe para L1-q.t.p. t ∈ R, e provamos que, para a < b, temos

ˆ b

a

m′(t) dt ≤ m(b)−m(a).

Embora seja grande a tentação de afirmar que a igualdade é válida em geral, o seguinte exemplo,

sugerido pelo Prof. L. Moonens, mostra que isso não é verdade.

Exemplo 5.2.4. Considere o conjunto

M = {u ∈ C([0, 1]) : 0 ≤ u ≤ 1, u(0) = 0, u(1) = 1},

e defina uma distância d em M pela fórmula

d(u, v) = sup
t∈[0,1]

|u(t)− v(t)|.

O espaço métrico (M,d) é completo. De fato, M ⊂ C([0, 1]) e a distância d é a restrição ao

conjunto M da distância d̄ em C([0, 1]) induzida pela norma do supremo:

d̄(u, v) = sup
t∈[0,1]

|u(t)− v(t)| = ‖u− v‖∞.

Como (C([0, 1]), d̄) é um espaço de Banach, então se (uj) ⊂ M é uma sequência de Cauchy,

existe u ∈ C([0, 1]) tal que

d̄(uj, u)→ 0, quando j →∞.

Como a convergência uniforme implica na convergência pontual, obtemos

u(0) = lim
j→∞

uj(0) = 0 e u(1) = lim
j→∞

uj(1) = 1.
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Além disso, para t ∈ [0, 1],

u(t) = lim
j→∞

uj(t) ∈ [0, 1],

pois 0 ≤ uj ≤ 1 para todo j ∈ N. Então u ∈M , provando que (M,d) é completo.

Podemos definir a aplicação

Φ : M →M, u 7→ Φ(u),

no qual Φ(u) é definida em [0, 1] por

Φ(u)(t) =


1
2
u(3t), se t ∈

[
0, 1

3

]
1
2
, se t ∈

(
1
3
, 2

3

]
1
2

+ 1
2
u(3t− 2), se t ∈

(
2
3
, 1
]
.

A aplicação Φ é uma contração, com constante de Lipschitz igual a 1
2
. Com efeito, sejam

u, v ∈M . Para t ∈ [0, 1],

Φ(u)(t)− Φ(v)(t) =


1
2
[u(3t)− v(3t)], se t ∈

[
0, 1

3

]
0, se t ∈

(
1
3
, 2

3

]
1
2
[u(3t− 2)− v(3t− 2)], se t ∈

(
2
3
, 1
]
.

Logo, para cada t ∈ [0, 1], temos

|Φ(u)(t)− Φ(v)(t)| ≤ 1

2
d(u, v),

de onde obtemos que

d(Φ(u),Φ(v)) ≤ 1

2
d(u, v).

O Teorema do Ponto Fixo de Banach garante a existência de uma única u∗ ∈ M tal que

Φ(u∗) = u∗. Garante ainda que, para qualquer u0 ∈M , a sequência (uj) definida por

uj = Φ(uj−1),

para j ∈ N, converge em M para u∗.

A função u∗ é chamada função de Cantor. Construindo u∗ a partir de u0(t) = t, observamos

que u∗ é não-decrescente e

(u∗)′(t) = 0 para t ∈ [0, 1] \ C,

no qual C ⊂ [0, 1] é o conjunto de Cantor. Como L1(C) = 0, temos que

(u∗)′(t) = 0 para L1-q.t.p. t ∈ [0, 1].

Desse modo, ˆ 1

0

(u∗)′(t) dt = 0 < 1 = u∗(1)− u∗(0).

89
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5.3 Desigualdades isoperimétricas e Desigualdade bo-

xing

Nesta seção mostraremos três desigualdades que serão úteis em demonstrações posteriores:

as chamadas Desigualdades isoperimétricas e a Desigualdade boxing.

Antes, no entanto, enunciamos a versão para funções BV das desigualdades de Sobolev e

de Poincaré, que são obtidas a partir dos Teoremas 1.3.39 e 1.3.40. A demonstração pode ser

vista em [EG, pp. 189-190].

Teorema 5.3.1.

(i) Existe uma constante c1 > 0 tal que

‖f‖Ln/(n−1) ≤ c1‖Df‖(Rn)

para toda f ∈ BV(Rn).

(ii) Existe uma constante c2 > 0 tal que

‖f − (f)x,r‖Ln/(n−1)(B[x,r]) ≤ c2‖Df‖(B(x, r))

para toda f ∈ BV loc(Rn) e B[x, r] ⊂ Rn, no qual (f)x,r =
ffl
B[x,r]

f dy.

Teorema 5.3.2. Seja E ⊂ Rn limitado e com peŕımetro finito. Então existem constantes

c1, c2 > 0 tais que

(i) (Desigualdade isoperimétrica) Ln(E)
n−1
n ≤ c1‖∂E‖(Rn).

(ii) (Desigualdade isoperimétrica relativa) Para cada bola B[x, r] ⊂ Rn,

min{Ln(B[x, r] ∩ E),Ln(B[x, r] \ E)}
n−1
n ≤ 2c2‖∂E‖(B(x, r)).

As constantes c1 e c2 são as mesmas dos Teoremas 1.3.39 (Desigualdade de Sobolev-

Gagliardo-Nirenberg) e 1.3.40 (Desigualdade de Poincaré).

Demonstração. Para (i), aplicamos o item (i) do Teorema 5.3.1 para f = χ
E, de modo que

Ln(E)
n−1
n =

(ˆ
Rn
|χE|n/(n−1) dx

)n−1
n

≤ c1‖DχE‖(Rn) = c1‖∂E‖(Rn).

Provemos (ii). Seja f = χ
B[x,r]∩E. Nesse caso,

(f)x,r =
1

Ln(B[x, r])

ˆ
B[x,r]∩E

dy =
Ln(B[x, r] ∩ E)

Ln(B[x, r])
.
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5.3. Desigualdades isoperimétricas e Desigualdade boxing

Então,
ˆ
B[x,r]

|f − (f)x,r|n/(n−1) dy =

ˆ
B[x,r]∩E

∣∣∣∣1− Ln(B[x, r] ∩ E)

Ln(B[x, r])

∣∣∣∣n/(n−1)

dy

+

ˆ
B[x,r]\E

∣∣∣∣−Ln(B[x, r] ∩ E)

Ln(B[x, r])

∣∣∣∣n/(n−1)

dy

=

(
Ln(B[x, r] \ E)

Ln(B[x, r])

)n/(n−1)

Ln(B[x, r] ∩ E)

+

(
Ln(B[x, r] ∩ E)

Ln(B[x, r])

)n/(n−1)

Ln(B[x, r] \ E). (5.12)

Se Ln(B[x, r] ∩ E) ≤ Ln(B[x, r] \ E), então,

1

2
=

1

2
· L

n(B[x, r] \ E) + Ln(B[x, r] ∩ E)

Ln(B[x, r])

≤ 1

2
· 2Ln(B[x, r] \ E)

Ln(B[x, r])

=
Ln(B[x, r] \ E)

Ln(B[x, r])
.

De (5.12),

ˆ
B[x,r]

|f − (f)x,r|n/(n−1) dy ≥
(
Ln(B[x, r] \ E)

Ln(B[x, r])

)n/(n−1)

Ln(B[x, r] ∩ E),

de modo que

‖f − (f)x,r‖Ln/(n−1)(B[x,r]) ≥
(
Ln(B[x, r] \ E)

Ln(B[x, r])

)
Ln(B[x, r] ∩ E)

n−1
n

≥ 1

2
min{Ln(B[x, r] ∩ E),Ln(B[x, r] \ E)}

n−1
n ,

e, portanto, aplicando o item (ii) do Teorema 5.3.1 para f ,

min{Ln(B[x, r] ∩ E),Ln(B[x, r] \ E)}
n−1
n ≤ 2‖f − (f)x,r‖Ln/(n−1)(B[x,r])

≤ 2c2‖Df‖(B(x, r))

= 2c2‖∂(B[x, r] ∩ E)‖(B(x, r)).

Mas

‖∂(B[x, r] ∩ E)‖(B(x, r)) = sup

{ˆ
B[x,r]∩E

divϕdy : ϕ ∈ C1
c (B(x, r),Rn), |ϕ| ≤ 1

}
= sup

{ˆ
E

divϕdy −
ˆ
E\B[x,r]

divϕdy : ϕ ∈ C1
c (B(x, r),Rn), |ϕ| ≤ 1

}
= sup

{ˆ
E

divϕdy : ϕ ∈ C1
c (B(x, r),Rn), |ϕ| ≤ 1

}
= ‖∂(E)‖(B(x, r)).
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Logo,

min{Ln(B[x, r] ∩ E),Ln(B[x, r] \ E)}
n−1
n ≤ 2c2‖∂(E)‖(B(x, r)).

No caso em que Ln(B[x, r]\E) ≤ Ln(B[x, r]∩E), argumento similar leva à mesma conclusão,

completando a demonstração.

Enunciamos o lema a seguir para o utilizarmos na demonstração da Desigualdade boxing

(ver [EG, p. 27]):

Lema 5.3.3 (Lema de Recobrimento de Vitali). Seja G uma coleção de bolas tal que

sup{diam B : B ∈ G} <∞.

Então, existe uma subcoleção enumerável {Bj} ⊂ G de elementos dois a dois disjuntos tal que⋃
B∈G

B ⊂
⋃
j

5Bj.

Lema 5.3.4 (Desigualdade boxing). Seja U ⊂ Rn um conjunto aberto com peŕımetro finito,

Ln-mensurável com Ln(U) < ∞. Então, existe uma coleção de bolas disjuntas B(xj, Rj),

j = 1, 2, . . . , tais que

U ⊂
∞⋃
j=1

B(xj, 5Rj),

1

2n+1
<
Ln(U ∩B(xj, Rj))

Ln(B(xj, Rj))
≤ 1

2
, para j = 1, 2, . . .

e
∞∑
j=1

Rn−1
j ≤ C‖∂U‖(Rn),

no qual C > 0 depende apenas de n.

Demonstração. Seja x ∈ U . Como U é aberto,

Ln(U ∩B(x, r))

Ln(B(x, r))
= 1

para r > 0 pequeno. Logo, para cada x ∈ U , existe rx > 0 tal que

Ln(U ∩B(x, rx))

Ln(B(x, rx))
= 1.

Além disso,

lim
r→∞

Ln(U ∩B(x, r))

Ln(B(x, r))
= 0,

pois Ln(U) <∞. Da continuidade da função

f(r) =
Ln(U ∩B(x, r))

Ln(B(x, r))
,
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existe k = k(x) ∈ N tal que

Ln(U ∩B(x, 2mrx))

Ln(B(x, 2mrx))
>

1

2
para m = 0, 1, 2, . . . , k − 1, (5.13)

e

Ln(U ∩B(x, 2krx))

Ln(B(x, 2krx))
≤ 1

2
. (5.14)

Como Ln(B(x, 2krx)) = 2nLn(B(x, 2k−1rx)) e B(x, 2k−1rx) ⊂ B(x, 2krx) para k ∈ N, temos, de

(5.13), que
Ln(U ∩B(x, 2krx))

Ln(B(x, 2krx))
≥ L

n(U ∩B(x, 2k−1rx))

2nLn(B(x, 2k−1rx))
>

1

2n+1
.

Denote Rx = 2krx. Como U é mensurável, (5.14) implica que

Ln(B(x,Rx) \ U) = Ln(B(x,Rx))− Ln(U ∩B(x,Rx))

≥ Ln(U ∩B(x,Rx)),

de onde conclúımos que

min{Ln(U ∩B(x,Rx)),Ln(B(x,Rx) \ U)} = Ln(U ∩B(x,Rx)) >
Ln(B(x,Rx))

2n+1
.

Pela desigualdade anterior, e pela Desigualdade isoperimétrica relativa (Teorema 5.3.2),

Ln(B(x,Rx))

2n+1
< Ln(U ∩B(x,Rx))

1/n Ln(U ∩B(x,Rx))
(n−1)/n

≤ Ln(U ∩B(x,Rx))
1/n 2c2 ‖∂U‖(B(x,Rx))

≤ Ln(B(x,Rx))
1/n 2c2 ‖∂U‖(B(x,Rx))

= Rx c̃ ‖∂U‖(B(x,Rx)),

ou seja,
Ln(B(x,Rx))

Rx

< ˜̃c ‖∂U‖(B(x,Rx)).

Aplicando o Lema de Recobrimento de Vitali (Lema 5.3.3) à coleção {B(x,Rx)}, x ∈ U ,

obtemos uma famı́lia enumerável de bolas disjuntas B(xj, Rj), j = 1, 2, . . . , tais que

U ⊂
⋃
x∈U

B(x,Rx) ⊂
∞⋃
j=1

B(xj, 5Rj).

Finalmente,
∞∑
j=1

Ln(B(xj, 5Rj))

5Rj

=
∞∑
j=1

5nLn(B(xj, Rj))

5Rj

≤ ˜̃c 5n−1

∞∑
j=1

‖∂U‖(B(xj, Rj))

= c ‖∂U‖(∪∞j=1B(xj, Rj))

≤ c ‖∂U‖(Rn).
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Logo, como

∞∑
j=1

Ln(B(xj, 5Rj))

5Rj

=
∞∑
j=1

5nLn(B(xj, Rj))

5Rj

= 5n−1

∞∑
j=1

c̃Rj
n

Rj

= 5n−1c̃

∞∑
j=1

Rj
n−1,

temos que
∞∑
j=1

Rn−1
j ≤ C‖∂U‖(Rn).
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Caṕıtulo 6

Resolubilidade da equação div F = µ

Neste caṕıtulo estudaremos resultados apresentados em [PT] que caracterizam a existência

de soluções para a equação divF = µ quando µ é uma medida de Radon positiva em Rn.

Primeiro, veremos o caso em que F ∈ Lp(Rn,Rn), para 1 ≤ p ≤ ∞. Em seguida, trataremos do

caso em que F é cont́ınuo. Antes, porém, apresentamos alguns teoremas que serão utilizados

nas demonstrações.

6.1 Resultados preliminares

Teorema 6.1.1. Sejam µ uma medida de Borel positiva em Rn, 1 < p < q < ∞ e p < n.

Então, para toda u ∈ C∞c (Rn), existe C > 0 tal que

‖u‖Lq(µ) ≤ C‖∇u‖p,

no qual

Cq ≤ c sup
x∈Rn;ρ>0

ρ(1−n/p)qµ(B(x, ρ)).

Demonstração. Mostremos que, para u ∈ S(Rn), temos |u(x)| . I1|∇u|(x). De fato, temos que

û(ξ) =

(
n∑
j=1

ξ2
j

|ξ|2

)
û(ξ) =

n∑
j=1

ξj
|ξ|2

ξjû(ξ)

=
n∑
j=1

(Kj )̂ (ξ) (∂ju)̂ (ξ) =
n∑
j=1

(Kj ∗ ∂ju)̂ (ξ)

=

[
n∑
j=1

Kj ∗ ∂ju

]
(̂ξ),

no qual Kj(x) = c1
xj
|x|n

. (Em [SW, Teorema 4.1, p. 160] é mostrado que (Kj )̂ (ξ) = c2
ξj
|ξ|2

.)
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Caṕıtulo 6. Resolubilidade da equação div F = µ

Então,

u(x) =
n∑
j=1

(Kj ∗ ∂ju)(x)

|u(x)| ≤
n∑
j=1

(|Kj| ∗ |∂ju|)(x)

.
n∑
j=1

(
1

|x|n−1
∗ |∂ju|

)
(x)

=
n∑
j=1

ˆ
Rn

|∂ju(y)|
|x− y|n−1

dy

.
ˆ
Rn

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

= I1|∇u|(x).

Disso decorre que, para u ∈ C∞c (Rn),

‖u‖qLq(µ) .
∥∥I1|∇u|

∥∥q
Lq(µ)

.

Desse modo, pelo Teorema 1.5.10,

‖u‖Lq(µ) .
∥∥I1|∇u|

∥∥
Lq(µ)

.
∥∥|∇u|∥∥

p
= ‖∇u‖p.

Passamos agora a um resultado que nos permite obter uma estimativa semelhante no caso

em que p = 1 ≤ q.

Teorema 6.1.2. Se

sup
{G}

µ(G)1/q

Hn−1(∂G)
<∞, (6.1)

no qual µ é uma medida de Borel positiva em Rn, q ≥ 1 e {G} é uma coleção de subconjuntos de

um conjunto aberto Ω, G ⊂⊂ Ω, limitados por variedades C∞. Então, para qualquer u ∈ C∞c (Ω),

‖u‖Lq(Ω,µ) ≤ C‖∇u‖L1(Ω),

no qual

C ≤ sup
{G}

µ(G)1/q

Hn−1(∂G)
.
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Demonstração. Seja

Lt = {x ∈ Ω : |u(x)| > t}.

Então

‖u‖Lq(Ω,µ) =

(ˆ
Ω

|u(x)|q dµ(x)

) 1
q

=

(ˆ
Ω

(ˆ ∞
0

χ
(0,|u(x)|q)(τ) dτ

)
dµ(x)

) 1
q

=

(ˆ ∞
0

(ˆ
Ω

χ
(0,|u(x)|q)(τ) dµ(x)

)
dτ

) 1
q

=

(ˆ ∞
0

µ({x ∈ Ω : |u(x)|q > τ}) dτ
) 1

q

=

(ˆ ∞
0

µ({x ∈ Ω : |u(x)| > t}) d(tq)

) 1
q

=

(ˆ ∞
0

µ(Lt) d(tq)

) 1
q

.

Como µ(Lt) ≤ µ(Ls) quando s ≤ t, temos queˆ ∞
0

µ(Lt) d(tq) =

ˆ ∞
0

[µ(Lt)
1/q]q d(tq)

=

ˆ ∞
0

q[tµ(Lt)
1/q]q−1µ(Lt)

1/q dt

=

ˆ ∞
0

q

[ˆ t

0

µ(Lt)
1/q ds

]q−1

µ(Lt)
1/q dt

≤
ˆ ∞

0

q

[ˆ t

0

µ(Ls)
1/q ds

]q−1

µ(Lt)
1/q dt

=

ˆ ∞
0

d

dt

([ˆ t

0

µ(Ls)
1/q ds

]q)
dt

=

(ˆ ∞
0

µ(Lt)
1/q dt

)q
.

Logo,

‖u‖Lq(Ω,µ) ≤
ˆ ∞

0

µ(Lt)
1/q dt

=

ˆ ∞
0

µ(Lt)
1/q

Hn−1(∂Lt)
Hn−1(∂Lt) dt

≤ sup
{G}

µ(G)1/q

Hn−1(∂G)

ˆ ∞
0

Hn−1(∂Lt) dt,

pois, pelo corolário em [Maz, p. 37], os conjuntos Lt pertencem à classe {G}.
Por fim, pela fórmula de co-área (Teorema 5.2.3), obtemos

‖u‖Lq(Ω,µ) ≤ C

ˆ ∞
0

Hn−1(∂Lt) dt

= C‖∇u‖L1(Ω).

97
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O Teorema anterior possui uma versão especial quando Ω = Rn, na qual a condição (6.1) é

substitúıda por outra equivalente, que toma o supremo apenas sobre bolas:

Teorema 6.1.3. Se

sup
x∈Rn;r>0

µ(B(x, r))

r(n−1)q
<∞,

no qual µ é uma medida de Borel positiva em Rn e q ≥ 1, então, para qualquer u ∈ C∞c (Rn),

‖u‖Lq(µ) ≤ C‖∇u‖1,

no qual

Cq ≤ cq sup
x∈Rn; r>0

µ(B(x, r))

r(n−1)q
,

com c = c(n) > 0.

Demonstração. Dado G ∈ {G} como no teorema anterior, tome o recobrimento {B(xj, rj)}
dado pelo Teorema 3.1.10.

Note que, se aj > 0 e q ≥ 1, temos

a
1/q
1 + a

1/q
2

(a1 + a2)1/q
=

a
1/q
1

(a1 + a2)1/q
+

a
1/q
2

(a1 + a2)1/q
≥ a1

a1 + a2

+
a2

a1 + a2

= 1,

ou seja,

(a1 + a2)1/q ≤ a
1/q
1 + a

1/q
2 .

Então, (∑
j

aj

)1/q

≤
∑
j

a
1/q
j ,

de onde obtemos

µ(G) ≤
∑
j

µ(B(xj, rj)) ≤

(∑
j

µ(B(xj, rj))
1/q

)q

=

(∑
j

[r
(1−n)q
j µ(B(xj, rj))]

1/qrn−1
j

)q

≤ sup
x∈Rn; r>0

µ(B(x, r))

r(n−1)q

(∑
j

rn−1
j

)q

.

Do Teorema 3.1.10, conclúımos que

µ(G) ≤ cq sup
x∈Rn; r>0

µ(B(x, r))

r(n−1)q

(
Hn−1(∂G)

)q
.

Logo,

sup
{G}

µ(G)1/q

Hn−1(∂G)
≤ c

(
sup

x∈Rn; r>0

µ(B(x, r))

r(n−1)q

)1/q

<∞.

Aplicando o Teorema anterior, obtemos a conclusão desejada.
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6.2 O caso Lp

Dividiremos o estudo em três faixas diferentes para valores de p. O caso em que

1 ≤ p ≤ n/(n− 1) se mostra pouco interessante pois, aqui, a equação apenas admite solução

quando µ é a medida nula.

Teorema 6.2.1. Sejam n > 1 e 1 ≤ p ≤ n/(n− 1). Se µ é uma medida de Radon positiva em

Rn, e F ∈ Lp(Rn,Rn) é solução de divF = µ, então µ ≡ 0.

Demonstração. Observe primeiramente que, para n > 1,

ˆ ∞
|x−y|

1

rn
dr =

1

n− 1
· 1

|x− y|n−1
.

Assim, temos que

I1µ(x) =

ˆ
Rn

1

|x− y|n−1
dµ(y) = (n− 1)

ˆ
Rn

(ˆ ∞
|x−y|

1

rn
dr

)
dµ(y).

Se Ay = {s ∈ R : s > |x− y|}, então, pelo Teorema de Fubini,

I1µ(x) = (n− 1)

ˆ
Rn

(ˆ ∞
0

χ
Ay(r)

rn
dr

)
dµ(y)

= (n− 1)

ˆ ∞
0

(ˆ
Rn

χ
Ay(r)

rn
dµ(y)

)
dr

= (n− 1)

ˆ ∞
0

(ˆ
B(x,r)

1

rn
dµ(y)

)
dr

= (n− 1)

ˆ ∞
0

µ(B(x, r))

rn
dr

= (n− 1) lim
ε→0+

ˆ ∞
ε

µ(B(x, r))

rn
dr.

Como Lp ⊂ L1
loc, ∀p ∈ [1,∞], podemos usar o Teorema 5.1.4 para obter

I1µ(x) = (n− 1) lim
ε→0+

ˆ ∞
ε

1

rn

(ˆ
B(x,r)

dµ(y)

)
dr

= (n− 1) lim
ε→0+

ˆ ∞
ε

1

rn

(ˆ
B(x,r)

divF (y) dy

)
dr

= (n− 1) lim
ε→0+

ˆ ∞
ε

1

rn

(ˆ
∂B(x,r)

F (y) · ν(y) dHn−1(y)

)
dr.

Note que, para y ∈ ∂B(x, r), o vetor unitário normal exterior é dado por ν(y) = y−x
|y−x| = y−x

r
.
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Assim, temos

I1µ(x) = (1− n) lim
ε→0+

ˆ ∞
ε

(ˆ
∂B(x,r)

F (y) · x− y
|x− y|n+1

dHn−1(y)

)
dr

= (1− n) lim
ε→0+

ˆ
|x−y|>ε

F (y) · x− y
|x− y|n+1

dy

= (1− n) lim
ε→0+

ˆ
|x−y|>ε

(
n∑
j=1

fj(y) · xj − yj
|x− y|n+1

)
dy

= (1− n)
n∑
j=1

(
lim
ε→0+

ˆ
|x−y|>ε

fj(y) · xj − yj
|x− y|n+1

dy

)

= c(n)
n∑
j=1

Rjfj(x),

para q.t.p. x ∈ Rn, no qual F = (f1, . . . , fn) e Rj é a j-ésima transformada de Riesz.

Para 1 < p <∞, temos, pela Proposição 1.5.8, que Rj é forte (p, p), de modo que

‖I1µ‖p = c(n)

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Rjfj

∥∥∥∥∥
p

≤ c(n)
n∑
j=1

‖Rjfj‖p .
n∑
j=1

‖fj‖p . ‖F‖p <∞. (6.2)

Então, µ tem energia-(1, p) finita. Pela Observação 1.5.12, temos nesse caso que µ ≡ 0.

Para p = 1, a Proposição 1.5.8 afirma que Rj é do tipo fraco (1, 1), de onde obtemos

‖I1µ‖L1,∞ = c(n)

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Rjfj

∥∥∥∥∥
L1,∞

.
n∑
j=1

‖Rjfj‖L1,∞ .
n∑
j=1

‖fj‖1 . ‖F‖1 <∞.

Novamente pela Observação 1.5.12, conclúımos que µ ≡ 0.

A seguir, consideramos o caso em que n/(n− 1) < p <∞, ou seja, 1 < p′ < n. Nesse caso,

a existência de uma solução para a equação é caracterizada pela energia-(1, p) de µ.

Teorema 6.2.2. Suponha n/(n − 1) < p < ∞. Se F ∈ Lp(Rn,Rn) é solução de divF = µ,

para alguma medida de Radon positiva µ, então µ possui energia-(1, p) finita. Reciprocamente,

se µ é uma medida de Radon positiva com energia-(1, p) finita, então existe um campo vetorial

F ∈ Lp(Rn,Rn) tal que divF = µ.

Demonstração. Os mesmos argumentos que levam a (6.2) na demonstração do Teorema 6.2.1

provam a primeira parte.

Por outro lado, seja w1,p′ o conjunto C∞c (Rn) com a norma ‖u‖w1,p′ = ‖∇u‖p′ . Definimos a

transformação linear A : w1,p′ → Lp
′
(Rn,Rn) como A(u) = ∇u. Note que ‖A(u)‖p′ = ‖u‖w1,p′ ,

logo A é uma isometria linear. Então, sua adjunta, A∗ : Lp(Rn,Rn)→ (w1,p′)∗, é sobrejetora,

pelo Lema 1.2.5. Temos pelo Teorema 1.3.38 que, para toda u ∈ C∞c (Rn),

A∗(F )(u) = F (A(u)) =

ˆ
Rn
F · ∇u,
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ou seja, A∗(F ) = divF como distribuição.

Como visto no ińıcio da demonstração do Teorema 6.1.1, temos que |u(x)| . I1|∇u|(x) para

u ∈ S(Rn). Desse modo, para u ∈ C∞c (Rn),∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ . ˆ
Rn
I1|∇u| dµ

=

ˆ
Rn

[
C

ˆ
Rn

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

]
dµ(x)

= C

ˆ
Rn
|∇u(y)|

[ˆ
Rn

1

|x− y|n−1
dµ(x)

]
dy

= C

ˆ
Rn
|∇u(y)| I1µ(y) dy.

Como µ tem energia-(1, p) finita, pela Desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ . (ˆ
Rn
|∇u|p′

) 1
p′
(ˆ

Rn
[I1µ]p

) 1
p

.

(ˆ
Rn
|∇u|p′

) 1
p′

= ‖u‖w1,p′ ,

para u ∈ C∞c (Rn). Logo, temos que µ ∈ (w1,p′)∗. Como A∗ é sobrejetivo, existe F ∈ Lp(Rn,Rn)

tal que divF = A∗(F ) = µ.

Por fim, temos resultado análogo ao Teorema 6.2.2 para o caso p =∞.

Teorema 6.2.3. Se µ é uma medida de Radon positiva tal que

µ(B(x, r)) ≤ Crn−1, para todo r > 0, x ∈ Rn, (6.3)

para alguma constante C > 0, que independe de x e r, então existe um campo vetorial

F ∈ L∞(Rn,Rn) que satisfaz divF = µ. Reciprocamente, se F ∈ L∞(Rn,Rn) é tal que divF = µ

para alguma medida de Radon positiva µ, então µ satisfaz a propriedade (6.3).

Demonstração. Por um lado, se F ∈ L∞(Rn,Rn) satisfaz divF = µ, então pela fórmula de

Gauss-Green dada no Teorema 5.1.4 temos que, para qualquer x ∈ Rn e para quase todo r > 0,

µ(B(x, r)) =

ˆ
B(x,r)

divF =

ˆ
∂B(x,r)

F · ν dHn−1

≤
ˆ
∂B(x,r)

‖F‖∞ dHn−1

≤ ‖F‖∞ c(n)rn−1. (6.4)

Denote por N ⊂ R+ o conjunto (de medida nula) dos valores r > 0 para os quais (6.4) não é

satisfeito. Dados quaisquer x ∈ Rn e r > 0, podemos escrever

B[x, r] =
⋂
j

B(x, rj),
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Caṕıtulo 6. Resolubilidade da equação div F = µ

no qual os raios rj ∈ R+ \N formam uma sequência decrescente tal que rj → r. Tal sequência

existe, pois R+ \ N é denso em R+. De fato, se não fosse denso, existiria um intervalo aberto

I ⊂ N , de modo que N não teria medida nula. Assim,

µ(B(x, r)) ≤ µ(B[x, r]) = lim
j
µ(B(x, rj))

≤ lim
j
‖F‖∞ c(n)rn−1

j

= ‖F‖∞ c(n)rn−1.

Por outro lado, considere, como anteriormente, o espaço w1,1 das funções C∞c (Rn) com a

norma ‖u‖w1,1 = ‖∇u‖1, e defina A : w1,1 → L1(Rn,Rn) como A(u) = ∇u. Novamente, A é

uma isometria linear e, portanto, sua adjunta A∗ : L∞(Rn,Rn) → (w1,1)∗ é sobrejetora, pelo

Lema 1.2.5. Assim como na demonstração anterior, A∗F = div F em distribuição.

Como µ satisfaz (6.3), então

sup
x∈Rn; r>0

µ(B(x, r))

rn−1
<∞.

Logo, podemos usar o Teorema 6.1.3, com q = 1, para concluir que∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ ≤ ˆ
Rn
|u| dµ .

ˆ
Rn
|∇u| dx = ‖u‖w1,1

para toda u ∈ C∞c (Rn). Desse modo, µ ∈ (w1,1)∗. Portanto, pela sobrejetividade de A∗, obtemos

o resultado desejado.

6.3 O caso cont́ınuo

Começamos esta seção enunciando o seguinte teorema, devido à De Pauw e Pfeffer em [DP1]:

Teorema 6.3.1. Seja µ uma medida de Radon com sinal definida em um conjunto aberto

não-vazio U ⊂ Rn. Então, as propriedades a seguir são equivalentes.

(i) A equação divF = µ possui uma solução cont́ınua F : U → Rn.

(ii) Dados ε > 0 e um conjunto compacto K ⊂⊂ U , existe θ > 0 tal que∣∣∣∣ˆ
U

ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx

para toda ϕ ∈ C∞c (K).
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6.3. O caso cont́ınuo

Demonstração. Apresentaremos aqui apenas a demonstração de (i) ⇒ (ii). A demonstração

da rećıproca envolve outras técnicas que fogem ao escopo desta dissertação.

Seja F ∈ C(U,Rn) solução de div F = µ, ou seja,

ˆ
U

ϕdµ =

ˆ
U

F · ∇ϕdx,

para toda ϕ ∈ C∞c (U). Dados ε > 0 e K ⊂⊂ U compacto, tome ϕ ∈ C∞c (K). Como F é

cont́ınua no compacto K, existe, pelo Teorema de Weierstrass (veja [R1]), f ∈ C∞c (U,Rn) tal

que supK |f − F | < ε. Dessa maneira,∣∣∣∣ˆ
U

ϕdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ˆ
U

F · ∇ϕdx−
ˆ
U

f · ∇ϕdx+

ˆ
U

f · ∇ϕdx
∣∣∣∣

≤
ˆ
K

|F − f | |∇ϕ| dx+

∣∣∣∣ˆ
U

f · ∇ϕdx
∣∣∣∣

≤ ε

ˆ
K

|∇ϕ| dx+

∣∣∣∣ˆ
U

ϕ divf dx

∣∣∣∣
≤ ε

ˆ
K

|∇ϕ| dx+

ˆ
K

|ϕ| |divf | dx

≤ ε

ˆ
K

|∇ϕ| dx+ ‖divf‖L∞(K)

ˆ
K

|ϕ| dx

= ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ ‖divf‖L∞(K)

ˆ
Rn
|ϕ| dx.

Definindo θ = ‖divf‖L∞(K), obtemos o resultado.

Caminhando para o principal teorema desta seção, o Teorema 6.3.4, mostramos os resultados

seguintes.

Teorema 6.3.2. Seja U ⊂ Rn aberto e seja µ uma medida de Radon com sinal em U . Suponha

que, para cada conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ : u ∈ C∞c (B(x0, δ)), ‖∇u‖1 ≤ 1

}
= 0.

Então, dados ε > 0 e um conjunto compacto K ⊂⊂ U , existe θ > 0 tal que∣∣∣∣ˆ
Rn
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx

para toda ϕ ∈ C∞c (K).

Demonstração. Seja ε > 0. Definimos d(K) = dist(K, ∂U) e

Kd(K)/2 =

{
x0 ∈ U : dist(x0, K) ≤ d(K)

2

}
.
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Pela hipótese, existe 0 < δ = δ(ε) < d(K)/2 tal que

sup
x0∈K

sup

{∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ : u ∈ C∞c (B(x0, δ)), ‖∇u‖1 ≤ 1

}
≤ ε,

ou seja, ∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ ≤ ε,

para todo x0 ∈ Kd(K)/2 e para toda u ∈ C∞c (B(x0, δ)) com ‖∇u‖1 ≤ 1. Aplicando a desigualdade

acima para
u

‖∇u‖1

, com u ∈ C∞c (B(x0, δ)), obtemos que

∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇u| dx, (6.5)

para todo x0 ∈ Kd(K)/2 e para toda u ∈ C∞c (B(x0, δ)).

Seja η ∈ C∞c (B(0, 1)) uma função corte tal que 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 em B[0, 1/2], e |∇η| ≤ C(n)

(veja Observação 1.4.10). Escolhemos xj ∈ Rn, j = 1, 2, . . . , de modo que {xj} determina um

reticulado no qual a distância entre pontos adjacentes é
δ

3
√
n

e definimos

ηj(x) = η

(
x− xj
δ

)
.

Note que ηj ∈ C∞c (B(xj, δ)), 0 ≤ ηj ≤ 1, ηj ≡ 1 em B[xj, δ/2] e

|∇ηj| ≤
C

δ
. (6.6)

Defina

ψ(x) =
∑
j

ηj(x),

no qual a soma é tomada sobre uma quantidade finita de ı́ndices j tal que

Kd(K)/2 ⊂
⋃
j

B(xj, δ/2).

Cada ponto em Kd(K)/2 está contido em, no máximo, N = N(n) bolas B(xj, δ/2). Por isso,

1 ≤ ψ ≤ N em Kd(K)/2 e, por (6.6),

|∇ψ| ≤
∑
j

|∇ηj| ≤
C̃(n)

δ
(6.7)

em Kd(K)/2.

Agora, definimos

ξj(x) =
ηj(x)

ψ(x)
.
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6.3. O caso cont́ınuo

Note que, em Kd(K)/2, as ξj estão bem definidas, pois ψ ≥ 1, e∑
j

ξj(x) = 1.

Dada ϕ ∈ C∞c (K), temos que cada ξjϕ ∈ C∞c (B(xj, δ)). Então, de (6.5), obtemos∣∣∣∣ˆ
Rn
ϕdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ
Rn

(∑
j

ξj

)
ϕdµ

∣∣∣∣∣
≤
∑
j

∣∣∣∣ˆ
Rn
ξjϕdµ

∣∣∣∣
≤ ε

∑
j

ˆ
Rn
|∇(ξjϕ)| dx

≤ ε
∑
j

ˆ
Rn
ξj|∇ϕ| dx+ ε

∑
j

ˆ
Rn
|∇ξj| |ϕ| dx

= ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ ε

ˆ
Rn
|ϕ|
∑
j

|∇ξj| dx.

Utilizando (6.7), estimamos∑
j

|∇ξj(x)| =
∑
j

∣∣∣∣ψ(x)∇ηj(x)− ηj(x)∇ψ(x)

[ψ(x)]2

∣∣∣∣
≤
∑
j

|∇ηj(x)|
ψ(x)

+
∑
j

ηj(x)|∇ψ(x)|
[ψ(x)]2

=
∑
j

|∇ηj(x)|
ψ(x)

+
|∇ψ(x)|
ψ(x)

=
1

ψ(x)

(∑
j

|∇ηj(x)|+ |∇ψ(x)|

)

≤ 2C̃(n)

δ
.

Fazendo θ =
ε 2C̃(n)

δ
, obtemos∣∣∣∣ˆ

Rn
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx.

Teorema 6.3.3. Seja U ⊂ Rn um conjunto aberto e seja µ uma medida positiva em U . Suponha

que, para qualquer conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{
µ(B(x0, r))

rn−1
: 0 < r < δ

}
= 0.
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Então, para qualquer conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ : u ∈ C∞c (B(x0, δ)), ‖∇u‖1 ≤ 1

}
= 0.

Demonstração. Observe que a hipótese é equivalente a dizer que, para qualquer compacto

K ⊂⊂ U , dado ε > 0, existe δ0 > 0 tal que

µ(B(x0, r)) ≤ εrn−1

para todo x0 ∈ K e 0 < r < δ < δ0. Já a tese, tal como argumentado na demonstração anterior,

é equivalente a dizer que, para qualquer compacto K ⊂⊂ U , dado ε > 0, existe δ0 > 0 tal que∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ ≤ ε,

para toda u ∈ C∞c (B(x0, δ)) com ‖∇u‖1 ≤ 1, x0 ∈ K e 0 < δ < δ0.

Seja K ⊂⊂ U um conjunto compacto. Sejam ε > 0 e d(K) = dist(K, ∂U). Definimos

Kd(K)/2 =

{
x0 ∈ U : dist(x0, K) ≤ d(K)

2

}
.

Pela hipótese, aplicada para Kd(K)/2 e 2r, existe 0 < δ1 < d(K)/2 tal que

µ(B(x0, 2r)) ≤ εrn−1, (6.8)

para todo x0 ∈ Kd(K)/2 e 0 < r < δ1. Sejam u ∈ C∞c (B(x0, δ)) com ‖∇u‖1 ≤ 1, x0 ∈ K

e 0 < δ < δ1/10. Considere a decomposição u = u+ − u− de u nas suas partes positiva

e negativa, que são funções cont́ınuas. Pelo Teorema 5.2.3, podemos aplicar a Desigualdade

boxing (Teorema 5.3.4) para o conjunto Et = {x : u+(x) > t}, t > 0, para obter uma coleção

de bolas {B(xj,t, rj,t)}j, com xj,t ∈ Et, tal que

Et ⊂
∞⋃
j=1

B(xj,t, rj,t)

e

∞∑
j=1

rn−1
j,t ≤ C(n)‖∂Et‖(Rn), (6.9)

no qual C(n) > 0 não depende de t.

Como supp(u+) ⊂ supp(u) ⊂ B(x0, δ), então Et ⊂ B(x0, δ). Além disso, da demonstração

da Desigualdade boxing, a cobertura {B(xj,t, rj,t)} pode ser tomada de modo que

2Ln(B(xj,t, rj,t/5) ∩ Et) = Ln(B(xj,t, rj,t/5)).
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Afirmamos que rj,t < 10δ < δ1. De fato, se rj,t ≥ 10δ, então

Ln(B(x0, 2δ)) ≤ Ln(B(xj,t, rj,t/5)) = 2Ln(B(xj,t, rj,t/5) ∩ Et) ≤ Ln(Et) ≤ Ln(B(x0, δ)),

um absurdo. Além disso, xj,t ∈ Kd(K)/2. De fato, como xj,t ∈ Et ⊂ B(x0, δ) e x0 ∈ K, então

dist(xj,t, K) ≤ dist(xj,t, x0) < δ <
δ1

10
<

1

10
× d(K)

2
.

Logo, de (6.8), temos que

µ(B(xj,t, 2rj,t)) ≤ εrn−1
j,t , para todo j. (6.10)

Portanto, de (6.9), (6.10) e da fórmula de co-área para funções BV (Teorema 5.2.3), obtemos∣∣∣∣ˆ
Rn
u+(x) dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ
Rn

(ˆ u+(x)

0

dt

)
dµ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ
Rn

(ˆ ∞
0

χ{(s,y): u+(y)>s}(t, x) dt

)
dµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ ∞
0

(ˆ
Rn
χ{(s,y): u+(y)>s}(t, x) dµ

)
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ ∞
0

µ(Et) dt

∣∣∣∣
≤
ˆ ∞

0

∑
j

µ(B(xj,t, 2rj,t)) dt ≤ ε

ˆ ∞
0

∑
j

rn−1
j,t dt

≤ C(n)ε

ˆ ∞
0

‖∂Et‖(Rn) dt = C(n)ε‖Du+‖(Rn) = C(n)ε

ˆ
Rn
|∇u+| dx

≤ C(n)ε

ˆ
Rn
|∇u| dx ≤ C(n)ε.

De modo análogo, obtemos ∣∣∣∣ˆ
Rn
u− dµ

∣∣∣∣ ≤ C(n)ε

ˆ
Rn
|∇u−| dx

≤ C(n)ε

ˆ
Rn
|∇u| dx

≤ C(n)ε.

Desse modo, conclúımos que∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ˆ
Rn

(u+ + u−) dµ

∣∣∣∣ ≤ 2C(n)ε,

completando a demonstração.

Finalmente, juntando os teoremas anteriores, obtemos as equivalências a seguir.
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Teorema 6.3.4. Seja µ uma medida de Radon positiva em um conjunto aberto não-vazio

U ⊂ Rn. Então, as propriedades abaixo são equivalentes:

(i) A equação divF = µ possui uma solução cont́ınua F : U → Rn.

(ii) Dados ε > 0 e um conjunto compacto K ⊂⊂ U , existe θ > 0 tal que∣∣∣∣ˆ
Rn
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx

para toda ϕ ∈ C∞c (K).

(iii) Para qualquer conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{
µ(B(x0, r))

rn−1
: 0 < r < δ

}
= 0.

(iv) Para qualquer conjunto compacto K ⊂⊂ U ,

lim
δ→0+

sup
x0∈K

sup

{∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ : u ∈ C∞c (B(x0, δ)), ‖∇u‖1 ≤ 1

}
= 0.

Demonstração. Pelo Teorema 6.3.1, temos (i) ⇐⇒ (ii). O Teorema 6.3.3 nos dá (iii)⇒ (iv),

enquanto o Teorema 6.3.2 prova que (iv)⇒ (ii). Basta mostrar, portanto, que (ii)⇒ (iii).

Sejam ε > 0 e K ⊂⊂ U compacto. Como antes, definimos d(K) = dist(K, ∂U) e

Kd(K)/2 =

{
x0 ∈ U : dist(x0, K) ≤ d(K)

2

}
.

Pela propriedade (ii), existe θ = θ(ε) > 0 tal que∣∣∣∣ˆ
Rn
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx (6.11)

para toda ϕ ∈ C∞c (Kd(K)/2). Sejam x0 ∈ K e 0 < r < δ, no qual

δ = min

{
d(K)

4
,
ε

2θ

}
.

Tomamos uma função corte ϕ ∈ C∞c (B(x0, 2r)) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ ≡ 1 em B(x0, r), e

|∇ϕ| ≤ C(n)/r (veja Observação 1.4.10).

Temos que B(x0, 2r) ⊂ Kd(K)/2 pois, se x ∈ B(x0, 2r), então

dist(x,K) ≤ dist(x, x0) < 2r < 2δ ≤ 2d(K)

4
=
d(K)

2
.
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6.3. O caso cont́ınuo

Logo, ϕ ∈ C∞c (Kd(K)/2), e podemos usar (6.11) para obter

µ(B(x0, r)) =

ˆ
B(x0,r)

dµ =

ˆ
B(x0,r)

ϕdµ

≤
ˆ
B(x0,2r)

ϕdµ

=

∣∣∣∣ˆ
Rn
ϕdµ

∣∣∣∣
≤ ε

ˆ
Rn
|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
Rn
|ϕ| dx

= ε

ˆ
B(x0,2r)

|∇ϕ| dx+ θ

ˆ
B(x0,2r)

|ϕ| dx

≤ εC(n)

r
Ln(B(x0, 2r)) + θLn(B(x0, 2r))

= εC1(n)rn−1 + θC2(n)rn

< εC1(n)rn−1 + θC2(n)rn−1δ

≤ εC1(n)rn−1 + θC2(n)rn−1 · ε
2θ

= εC3(n)rn−1,

ou seja,
µ(B(x0, r))

rn−1
. ε,

para todo x0 ∈ K e 0 < r < δ. Tomando o supremo em r e em x0, obtemos (iii), completando

a demonstração.
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Caṕıtulo 7

Singularidades remov́ıveis

Nesse caṕıtulo, aplicaremos os resultados anteriores para caracterizar singularidades re-

mov́ıveis para a equação div F = µ nos casos F ∈ Lploc, para n/(n− 1) < p ≤ ∞, e F cont́ınua.

Definição 7.0.1. Seja U ⊂ Rn aberto. Um conjunto E ⊂ U é dito remov́ıvel para a equação

div F = µ (7.1)

se todo campo F que satisfaz (7.1) em U \ E, isto é,

divF (ϕ) =

ˆ
U

F · ∇ϕdx =

ˆ
U

ϕdµ, ∀ ϕ ∈ C∞c (U \ E),

também satisfaz (7.1) em U , isto é,

divF (ϕ) =

ˆ
U

F · ∇ϕdx =

ˆ
U

ϕdµ, ∀ ϕ ∈ C∞c (U).

O estudo de singularidades remov́ıveis para o divergente nos permite tirar conclusões a

respeito de singularidades remov́ıveis para o operador Laplaciano:

∆u = div(∇u).

Um conjunto compacto E ⊂ Rn é dito remov́ıvel para o Laplaciano em uma classe U de funções

com valores reais se toda u ∈ U que satisfaz ∆u = 0 fora de E, no sentido de distribuição,

também satisfaz ∆u = 0 em todo o Rn.

Desse modo, se E é remov́ıvel para divF = 0, para F um campo vetorial cont́ınuo, Lp ou

limitado, então E é remov́ıvel para o Laplaciano, para funções C1, W 1,p ou Lipschitz, respecti-

vamente, já que o gradiente de uma função C1 é cont́ınuo, de uma função W 1,p é Lp, e de uma

função Lipschitz é limitado. A rećıproca nem sempre é válida. Um contra-exemplo, na classe

das funções Lipschitz, aparece em [DM].
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Caṕıtulo 7. Singularidades remov́ıveis

7.1 O caso Lp

Primeiro, apresentamos o caso em que F ∈ Lploc(U,Rn), para n/(n− 1) < p ≤ ∞.

Teorema 7.1.1. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que E ⊂ U ⊂ Rn,

µ uma medida de Radon com sinal em U tal que µ(E) = 0 e n/(n − 1) < p ≤ ∞ (ou seja,

1 ≤ p′ < n). Se cap1,p′(E,U) = 0, então toda solução F de

divF = µ em U \ E, F ∈ Lploc(U,R
n) (7.2)

é uma solução de

divF = µ em U, F ∈ Lploc(U,R
n). (7.3)

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F̃ solução de (7.3) e suponha

que toda solução de (7.2) é também solução de (7.3). Então, necessariamente, cap1,p′(E,U) = 0.

Demonstração. Suponha primeiro que cap1,p′(E,U) = 0. Seja F ∈ Lploc(U,Rn) uma solução de

(7.2). Então,
ˆ
U

F · ∇ϕdx =

ˆ
U

ϕdµ ,∀ϕ ∈ C∞c (U \ E). (7.4)

Como cap1,p′(E,U) = 0, podemos construir uma sequência (uk) ⊂ C∞c (U) tal que 0 ≤ uk ≤ 1,

uk ≡ 1 em E e ‖∇uk‖p′ → 0. Mais ainda, (uk) pode ser escolhida de modo que uk → 0

pontualmente em U , exceto talvez em um conjunto N ⊂ U com cap1,p′(N,U) = 0 (ver [BP,

Lema 2.2]).

Queremos mostrar que ˆ
U

F · ∇ψ dx =

ˆ
U

ψ dµ ,∀ψ ∈ C∞c (U).

Dada ψ ∈ C∞c (U), considere a sequência das funções

ψk = ψ(1− uk) ∈ C∞c (U \ E). (7.5)

Temos então

∇ψk = (1− uk)∇ψ − ψ∇uk.

Observe que, pelo Lema 4.11, |uk∇ψ|p
′ → 0 q.t.p. em U , e

|uk∇ψ|p
′ ≤ |∇ψ|p′ ∈ L1,

de modo que, pelo Teorema da Convergência Dominada, quando k →∞,

‖uk∇ψ‖p′ =

(ˆ
U

|uk∇ψ|p
′
dx

) 1
p′

→ 0.
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7.1. O caso Lp

Além disso,

‖ψ∇uk‖p′ ≤ ‖ψ‖∞‖∇uk‖p′ → 0.

Desse modo,

‖∇ψk −∇ψ‖p′ = ‖ − uk∇ψ − ψ∇uk‖p′

≤ ‖uk∇ψ‖p′ + ‖ψ∇uk‖p′ → 0 (7.6)

quando k →∞. De (7.4) e (7.5) temos, para todo k ∈ N,
ˆ
U

F · ∇ψk dx =

ˆ
U

ψk dµ. (7.7)

Usando a desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣ˆ
U

F · ∇ψk dx−
ˆ
U

F · ∇ψ dx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ˆ
U

F · (∇ψk −∇ψ) dx

∣∣∣∣
≤
ˆ
U

|F · (∇ψk −∇ψ)| dx

≤ ‖F‖Lp(U)‖∇ψk −∇ψ‖Lp′ (U).

Fazendo k →∞ obtemos, por (7.6), que
ˆ
U

F · ∇ψk dx→
ˆ
U

F · ∇ψ dx. (7.8)

Mais ainda, como divF = µ em U \ E, os Teoremas 3.1.11 e 4.13 implicam que µ� Hn−1

em U \ E quando p = ∞, e µ � cap1,p′(·, U) em U \ E quando p < ∞. Como N ⊂ U tem

capacidade zero, então cap1,p′(N \ E,U) = 0. Logo, no caso p < ∞, µ(N \ E) = 0. Pela

Proposição 4.12, a mesma conclusão é obtida no caso p = ∞. Como, por hipótese, µ(E) = 0,

conclúımos que µ(N) = µ(N \E) = 0. Logo, uk → 0 µ-q.t.p. em U . Portanto, ψk → ψ µ-q.t.p..

Como |ψk| ≤ |ψ| ∈ L1, pelo Teorema da Convergência Dominada conclúımos que
ˆ
U

ψk dµ→
ˆ
U

ψ dµ (7.9)

quando k →∞. De (7.7), (7.8) e (7.9), obtemos
ˆ
U

F · ∇ψ dx =

ˆ
U

ψ dµ,

como queŕıamos. Ou seja, F é solução de divF = µ em U .

Para a rećıproca, considere primeiro o caso p = ∞. Suponha que cap1,1(E,U) > 0, ou

seja, pela Proposição 4.12, Hn−1(E) > 0. Pelo Lema de Frostman (Teorema 3.2.1), existe uma

medida de Radon positiva não-trivial σ concentrada em E tal que, para toda bola B(x, r),

σ(B(x, r)) . rn−1.
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Caṕıtulo 7. Singularidades remov́ıveis

Pelo Teorema 6.2.3, existe Fσ ∈ L∞(Rn) tal que divFσ = σ. Tome F = F̃ + Fσ, no qual F̃ é,

por hipótese, uma solução de (7.3). Se ϕ ∈ C∞c (U \ E), então

ˆ
U\E

F · ∇ϕdx =

ˆ
U\E

F̃ · ∇ϕdx+

ˆ
U\E

Fσ · ∇ϕdx

=

ˆ
U\E

ϕdµ+

ˆ
U\E

ϕdσ

=

ˆ
U\E

ϕdµ,

pois σ é concentrada em E. Logo, divF = µ em U \E, como distribuição. Mas, se ϕ ∈ C∞c (U),

ˆ
U

F · ∇ϕdx =

ˆ
U

ϕdµ+

ˆ
U

ϕdσ,

ou seja, divF = µ+ σ 6= µ em U , como distribuição. Então, F é uma solução de (7.2) que não

é solução de (7.3). Contradição.

Para o caso p <∞, suponha novamente que cap1,p′(E,U) > 0. Pelo Teorema 2.5.3 de [AH]

(adaptado para cap1,p′), existe uma medida positiva não-trivial σ concentrada em E tal que σ

tem energia-(1, p) finita. Pelo Teorema 6.2.2, existe Fσ ∈ Lp(Rn) tal que divFσ = σ. Mais uma

vez, tome F = F̃ + Fσ. Como antes, F é solução de (7.2), mas não de (7.3). Contradição.

7.2 O caso cont́ınuo

A seguir, demonstramos resultado análogo para o caso em que F ∈ C(U,Rn).

Teorema 7.2.1. Sejam E um conjunto compacto e U um conjunto aberto tais que E ⊂ U ⊂ Rn,

e µ uma medida de Radon com sinal em U tal que µ(E) = 0. Se Hn−1(E) = 0, então toda

solução F de

divF = µ em U \ E, F ∈ C(U,Rn) (7.10)

é uma solução de

divF = µ em U, F ∈ C(U,Rn). (7.11)

Reciprocamente, suponha que exista pelo menos um campo vetorial F̃ solução de (7.11) e supo-

nha que toda solução de (7.10) é também solução de (7.11). Então,

Hn−1+ε(E) = 0

para qualquer ε > 0. Ou seja, a dimensão de Hausdorff de E não pode ser maior que n− 1.
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7.2. O caso cont́ınuo

Demonstração. A primeira parte da demonstração é a mesma do Teorema 7.1.1, pois

F ∈ L∞loc(U), e Hn−1(E) = 0 é equivalente a cap1,1(E,U) = 0. Para a rećıproca, tomamos

ε > 0 e supomos que Hn−1+ε(E) > 0. Pelo Lema de Frostman, existe uma medida positiva

não-trivial σ concentrada em E tal que, para toda bola B(x, r),

σ(B(x, r)) . rn−1+ε.

Logo,

lim
r→0

σ(B(x, r))

rn−1
= 0

e, pelo Teorema 6.3.4, itens (i) e (iii), existe um campo Fσ ∈ C(Rn,Rn) tal que div Fσ = σ.

Tomamos F = F̃ + Fσ, no qual F̃ é, por hipótese, uma solução de (7.11). Logo, assim como

na demonstração do teorema anterior, div F = µ em U \ E, mas div F = µ + σ 6= µ em U ,

ambos como distribuição, ou seja, F é uma solução de (7.10) que não é solução de (7.11), uma

contradição.
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Apêndice A

Teoria Geométrica da Medida -

Fronteira reduzida e fronteira essencial

Neste apêndice, tratamos brevemente de algumas definições abstratas da Teoria Geométrica

da Medida relacionadas aos conjuntos com peŕımetro finito. O conteúdo aqui tratado pode ser

visto em detalhes nas referências [Z] e [EG].

Com o Exemplo 5.1.13, vimos que todo conjunto limitado com fronteira suave tem peŕımetro

finito. Queremos agora a rećıproca: que tipo de regularidade podemos esperar da fronteira dos

conjuntos com peŕımetro finito?

Definiremos a seguir subconjuntos especiais da fronteira topológica ∂E que possuem boas

propriedades do ponto de vista da Teoria da Medida. No decorrer deste apêndice, exceto quando

for explicitamente apontado algo diferente, E ⊂ Rn é um conjunto com peŕımetro localmente

finito.

O gradiente de χE, no sentido de distribuição, é dado por

∇χE(ϕ) =

ˆ
E

divϕdx,

para ϕ ∈ C∞c (Rn,Rn). Pelo Teorema 5.1.10, utilizando a notação da Definição 5.1.11, temos

que

∇χE(ϕ) =

ˆ
Rn
ϕ · νE d‖∂E‖,

para toda ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn). Ou seja, ∇χE é uma medida vetorial de Radon, dada por

∇χE(A) =

ˆ
A

νE d‖∂E‖ =

(ˆ
A

νE
1 d‖∂E‖ , · · · ,

ˆ
A

νE
n d‖∂E‖

)
,

no qual νE = (νE
1, . . . , νE

n), para A um conjunto boreliano. Note que νE é a derivada de

Radon-Nikodym de ∇χE com respeito a ‖∂E‖, ou seja,

νE(x) = lim
r→0

∇χE(B(x, r))

‖∂E‖(B(x, r))
,
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Apêndice A. Teoria Geométrica da Medida - Fronteira reduzida e fronteira essencial

para ‖∂E‖-q.t.p. x ∈ Rn.

O desenvolvimento acima motiva a seguinte definição:

Definição A.1. Seja E ⊂ Rn um conjunto com peŕımetro localmente finito. A fronteira

reduzida de E, denotada por ∂−E, é o conjunto dos pontos x ∈ Rn tais que:

(i) ‖∂E‖(B(x, r)) > 0, para todo r > 0;

(ii) se νr(x) = − ∇
χ
E(B(x, r))

‖∂E‖(B(x, r))
, então o limite ν(x) = lim

r→0
νr(x) existe e |ν(x)| = 1.

O vetor ν(x) = ν(x,E) é chamado de vetor normal exterior generalizado a E em x.

Observação A.2. Pelo argumento desenvolvido acima da definição anterior, temos que

‖∂E‖(Rn \ ∂−E) = 0,

pois, para ‖∂E‖-q.t.p. x ∈ Rn, lim
r→0

νr(x) = −νE(x) e |νE(x)| = 1.

Exemplo A.3. Considere Q = [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2. Sua fronteira reduzida é o conjunto

∂−Q = ∂Q \ {(1, 1), (−1, 1), (−1,−1), (1,−1)}.

Mostremos que, por exemplo, (1, 1) /∈ ∂−Q. Para ϕ ∈ C∞c (R2,R2),

∇χQ(ϕ) =

ˆ
Q

divϕdx =

ˆ
∂Q

ϕ · ν dH1, (A.1)

no qual

ν(x) =



(1, 0), se x ∈ {1} × (−1, 1)

(0, 1), se x ∈ (−1, 1)× {1}

(−1, 0), se x ∈ {−1} × (−1, 1)

(0,−1), se x ∈ (−1, 1)× {−1}.

A igualdade (A.1) é decorrente de uma versão do Teorema de Gauss-Green que pode ser vista

em [KM, Teorema 2.21]. Consequentemente, se a = (1, 1) ∈ ∂Q e r > 0 é pequeno o suficiente,

temos

∇χQ(B(a, r)) =

ˆ
B(a,r)

ν d(H1 ¬ ∂Q)

=

ˆ
{1}×(1−r,1)

(1, 0) dH1 +

ˆ
(1−r,1)×{1}

(0, 1) dH1

= (r, 0) + (0, r) = (r, r)
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e

‖∂Q‖(B(a, r)) = (H1 ¬ ∂Q)(B(a, r)) = 2r.

Logo,

lim
r→0
− ∇

χ
Q(B(x, r))

‖∂Q‖(B(x, r))
= −

(
1

2
,
1

2

)
.

Mas

∣∣∣∣(1

2
,
1

2

)∣∣∣∣ =

√
2

2
, e portanto a /∈ ∂−Q.

Lema A.4. Seja ϕ ∈ C1
c (Rn;Rn). Então, para cada x ∈ Rn,

ˆ
E∩B[x,r]

divϕdy =

ˆ
B[x,r]

ϕ · νE d‖∂E‖+

ˆ
E∩∂B[x,r]

ϕ · ν dHn−1

para L1-q.t.p. r > 0, no qual ν é o vetor unitário normal exterior a ∂B[x, r] e νE é como na

Definição 5.1.11.

Demonstração. Se h : Rn → R é suave, então div(hϕ) = h divϕ+∇h · ϕ. Logo,

ˆ
Rn
hϕ · νE d‖∂E‖ =

ˆ
E

div(hϕ) dy =

ˆ
E

h divϕdy +

ˆ
E

∇h · ϕdy. (A.2)

Para r > 0 e ε > 0, defina

gε(s) =


1, se 0 ≤ s ≤ r
r + ε− s

ε
, se r ≤ s ≤ r + ε

0, se s ≥ r + ε.

Note que

g′ε(s) =

−
1

ε
, se r < s < r + ε

0, se 0 ≤ s < r ou s > r + ε.

Fixado x ∈ Rn, defina

hε(y) = gε(|y − x|) =


1, se y ∈ B[x, r]

r + ε− |y − x|
ε

, se y ∈ B[x, r + ε] \B(x, r)

0, se y ∈ Rn \B(x, r + ε).

Assim,

∇hε(y) =


−1

ε

y − x
|y − x|

, se y ∈ B(x, r + ε) \B[x, r]

0, se y ∈ B(x, r) ou y ∈ Rn \B[x, r + ε].
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Podemos aproximar hε uniformemente por funções-teste, como no Teorema 1.4.8, e concluir

que (A.2) vale para hε. Portanto

ˆ
Rn
hεϕ · νE d‖∂E‖ =

ˆ
E

hε divϕdy − 1

ε

ˆ
E∩{y: r<|y−x|<r+ε}

ϕ · y − x
|y − x|

dy. (A.3)

Observe que

1

ε

ˆ
{y: r<|y−x|<r+ε}

ϕ · y − x
|y − x|

dy =
1

ε

[ˆ
B(x,r+ε)

ϕ · y − x
|y − x|

dy −
ˆ
B(x,r)

ϕ · y − x
|y − x|

dy

]
,

logo, pela Proposição 3.1.7,

lim
ε→0

1

ε

ˆ
{y: r<|y−x|<r+ε}

ϕ · y − x
|y − x|

dy =
d

dr

(ˆ
B(x,r)

ϕ · y − x
|y − x|

dy

)
=

ˆ
∂B(x,r)

ϕ · y − x
|y − x|

dHn−1(y)

para L1-q.t.p. r > 0.

Então, fazendo ε→ 0 em (A.3), conclúımos que

ˆ
B[x,r]

ϕ · νE d‖∂E‖ =

ˆ
E∩B[x,r]

divϕdy −
ˆ
E∩∂B[x,r]

ϕ · ν dHn−1

para L1-q.t.p. r > 0.

O lema a seguir está demonstrado em [EG, pp. 196-198].

Lema A.5. Existem constantes positivas A1, . . . , A5, que dependem apenas de n, tais que para

cada x ∈ ∂−E,

(i) lim inf
r→0

Ln(B(x, r) ∩ E)

rn
> A1 > 0,

(ii) lim inf
r→0

Ln(B(x, r) \ E)

rn
> A2 > 0,

(iii) lim inf
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
> A3 > 0,

(iv) lim sup
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
≤ A4,

(v) lim sup
r→0

‖∂(E ∩B(x, r))‖(Rn)

rn−1
≤ A5.

Definição A.6. Para cada x ∈ ∂−E, defina o hiperplano

H(x) = {y ∈ Rn : ν(x,E) · (y − x) = 0}
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e os semiespaços

H+(x) = {y ∈ Rn : ν(x,E) · (y − x) > 0}

e

H−(x) = {y ∈ Rn : ν(x,E) · (y − x) < 0}.

Fixados x ∈ ∂−E e r > 0, denote Er = {y ∈ Rn : r(y − x) + x ∈ E}. O próximo teorema

pode ser visto em [EG, pp. 199-203] ou em [Z, pp. 238-240].

Teorema A.7. Seja x ∈ ∂−E. Então χEr → χ
H−(x) em L1

loc(Rn) quando r → 0.

Ou seja, para r > 0 pequeno o suficiente, E ∩ B[x, r] é aproximadamente igual a H−(x) ∩
B[x, r].

Introduzimos a seguir outro conceito para o vetor normal exterior a um conjunto. Este

afirma, de certo modo, que um vetor unitário ~n ∈ Sn−1 é normal a um conjunto E em um

ponto x se E está contido em um dos semiespaços determinados pelo hiperplano ortogonal a

~n. Precisamente, a definição é a seguinte:

Definição A.8. Seja E ⊂ Rn um conjunto Ln-mensurável. Um vetor unitário ~n ∈ Sn−1 é

chamado o vetor normal da teoria da medida a E em x se

lim
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E ∩ {y : (y − x) · ~n > 0}

)
rn

= 0

e

lim
r→0

Ln
(
(B(x, r) \ E) ∩ {y : (y − x) · ~n < 0}

)
rn

= 0.

Denotamos ~n = ~n(x,E) e definimos

∂∗E = {x ∈ Rn : ~n(x,E) existe}.

O teorema seguinte, demonstrado em [Z, p. 241], prova que, se E tem peŕımetro localmente

finito, então ∂−E ⊂ ∂∗E e, se x ∈ ∂−E, então ν(x,E) = ~n(x,E).

Teorema A.9. Tome x ∈ ∂−E. Então

(i) lim
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E ∩H+(x)

)
rn

= 0;

(ii) lim
r→0

Ln((B(x, r) \ E) ∩H−(x))

rn
= 0.

Daqui em diante, utilizaremos as notações H+(x) e H−(x) para os semiespaços determinados

pelo vetor ~n(x,E), ou seja,

H+(x) = {y ∈ Rn : ~n(x,E) · (y − x) > 0}

e

H−(x) = {y ∈ Rn : ~n(x,E) · (y − x) < 0}.
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Lema A.10. Seja E ⊂ Rn um conjunto com peŕımetro localmente finito. Existe uma constante

C = C(n) > 0 tal que, para todo x ∈ ∂∗E,

lim inf
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
≥ C.

Demonstração. Fixado x ∈ ∂∗E, temos que

lim
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E ∩H+(x)

)
rn

= lim
r→0

Ln
(
(B(x, r) \ E) ∩H−(x)

)
rn

= 0.

Como

1

2
=
Ln
(
B(x, r) ∩H+(x)

)
Ln(B(x, r))

=
Ln
(
(B(x, r) \ E) ∩H+(x)

)
Ln(B(x, r))

+
Ln
(
B(x, r) ∩ E ∩H+(x)

)
Ln(B(x, r))

,

obtemos

lim
r→0

Ln
(
(B(x, r) \ E) ∩H+(x)

)
Ln(B(x, r))

=
1

2
.

Logo,

lim inf
r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

≥ lim inf
r→0

Ln
(
(B(x, r) \ E) ∩H+(x)

)
Ln(B(x, r))

=
1

2
.

Argumento análogo, com H−(x), mostra que

lim inf
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

≥ 1

2
.

Como E tem peŕımetro localmente finito, então E é mensurável. Desse modo,

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

= 1−
Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

,

de onde tiramos que

lim sup
r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

= 1− lim inf
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

≤ 1

2

e

lim sup
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

= 1− lim inf
r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

≤ 1

2
.

Juntando tudo, temos

1

2
≤ lim inf

r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

≤ lim sup
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

≤ 1

2

e
1

2
≤ lim inf

r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

≤ lim sup
r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

≤ 1

2
.
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Logo,

lim
r→0

Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

= lim
r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

=
1

2
.

Pela desigualdade isoperimétrica relativa (Teorema 5.3.2), existe c = c(n) > 0 tal que

c‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
≥ min

{
Ln
(
B(x, r) ∩ E

)
Ln(B(x, r))

,
Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

}n−1
n

,

de onde conclúımos que

lim inf
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
≥ 1

c

(
1

2

)n−1
n

.

Lema A.11. Sejam µ uma medida de Radon positiva, A ⊂ Rn um conjunto µ-mensurável, e

as constantes 0 < λ <∞ e 0 < s ≤ n. Se, para todo x ∈ A, vale

lim sup
r→0

µ(B(x, r))

rs
> λ,

então existe C = C(n, s) > 0 tal que

µ(A) ≥ CλHs(A).

Demonstração. Podemos supor µ(A) < ∞ pois, caso contrário, o resultado é imediato. Como

µ é de Radon, existe U ⊂ Rn aberto, com A ⊂ U , tal que µ(U) <∞. Fixe ε > 0 e tome, para

cada x ∈ A, um número rx > 0 de modo a obter uma coleção

V =

{
B(x, rx) : B(x, rx) ⊂ U, 0 < rx ≤ ε,

µ(B(x, rx))

rxs
> λ

}
.

Aplicando o Lema de Recobrimento de Vitali 5.3.3 para V obtemos uma subcoleção

V∗ = {B(xj, rj)}j ⊂ V

enumerável, de elementos dois a dois disjuntos, tal que

A ⊂
⋃
V

B(x, rx) ⊂
⋃
j

B(xj, 5rj).

Então,

Hs
10ε(A) ≤ α(s)

∑
j

(diam B(xj, 5rj))
s = α(s)10s

∑
j

rj
s

≤ α(s)10s

λ

∑
j

µ(B(xj, rj))

=
α(s)10s

λ
µ

(⋃
j

B(xj, rj)

)

≤ α(s)10s

λ
µ(U).
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Como µ é de Radon, ao tomarmos o ı́nfimo sobre os abertos U ⊃ A, obtemos

λ

α(s)10s
Hs

10ε(A) ≤ µ(A)

e, fazendo ε→ 0, conclúımos que

λ

α(s)10s
Hs(A) ≤ µ(A).

Com o lema acima, podemos mostrar que as duas fronteiras generalizadas que definimos,

∂−E e ∂∗E, diferem uma da outra por um conjunto de medida Hn−1 nula.

Corolário A.12. Seja E ⊂ Rn um conjunto com peŕımetro localmente finito. Então

Hn−1(∂∗E \ ∂−E) = 0.

Demonstração. Sabemos, da Observação A.2, que

‖∂E‖(Rn \ ∂−E) = 0.

Como ∂∗E \ ∂−E ⊂ Rn \ ∂−E, temos que

‖∂E‖(∂∗E \ ∂−E) = 0.

Pelo Lema A.10, para todo x ∈ ∂∗E \ ∂−E,

lim inf
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
≥ C > 0.

Pelo Lema A.11,

0 = ‖∂E‖(∂∗E \ ∂−E) ≥ C̃Hn−1(∂∗E \ ∂−E),

de onde segue o resultado.

Lema A.13. Para Hn−1-q.t.p. x ∈ Rn \ ∂∗E, vale

lim sup
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
= 0.

Demonstração. Fixado λ > 0, defina

Aλ =

{
x ∈ Rn \ ∂∗E : lim sup

r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
> λ

}
.

Pelo Lema A.11 e pela Observação A.2,

CλHn−1(Aλ) ≤ ‖∂E‖(Aλ) ≤ ‖∂E‖(Rn \ ∂∗E) ≤ ‖∂E‖(Rn \ ∂−E) = 0.
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Logo,

Hn−1(Aλ) = 0

para todo λ > 0. Então,

Hn−1

({
x ∈ Rn \ ∂∗E : lim sup

r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
> 0

})
= Hn−1

(⋃
k∈N

A2−k

)
= 0.

Definição A.14. Seja E ⊂ Rn mensurável e x ∈ Rn. Definimos a densidade superior de E em

x por

D(E, x) = lim sup
r→0

Ln(E ∩B(x, r))

Ln(B(x, r))
,

e a densidade inferior de E em x por

D(E, x) = lim inf
r→0

Ln(E ∩B(x, r))

Ln(B(x, r))
.

Se os valores acima são iguais, denotamos ambos por D(E, x) e dizemos que esta é a densidade

de E em x.

Observação A.15. Se D(E, x) = 1, então, como 1 = D(E, x) ≤ D(E, x) ≤ 1, temos que

D(E, x) = 1. De modo análogo, se D(E, x) = 0, então D(E, x) = 0. Note ainda que

D(E, x) = 1−D(Rn \ E, x).

Definição A.16. Seja E ⊂ Rn mensurável.

(i) Definimos o interior essencial de E por

inteE = {x ∈ Rn : D(E, x) = 1}.

(ii) Definimos o fecho essencial de E por

adheE = Rn \ inte(Rn \ E).

(iii) Definimos a fronteira essencial de E por

∂eE = adheE \ inteE.

Proposição A.17. Seja E ⊂ Rn mensurável.

∂eE = {x ∈ Rn : D(E, x) > 0} ∩ {x ∈ Rn : D(Rn \ E, x) > 0}.
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Apêndice A. Teoria Geométrica da Medida - Fronteira reduzida e fronteira essencial

Demonstração. Basta observar que

x ∈ adheE ⇐⇒ x /∈ inte(Rn \ E) ⇐⇒ D(Rn \ E, x) < 1 ⇐⇒ D(E, x) > 0

e

x /∈ inteE ⇐⇒ D(E, x) < 1 ⇐⇒ D(Rn \ E, x) > 0.

Proposição A.18. Seja E ⊂ Rn um conjunto com peŕımetro localmente finito. Então

(i) ∂∗E ⊂ ∂eE;

(ii) Hn−1(∂eE \ ∂∗E) = 0.

Demonstração. Na demonstração do Lema A.10, mostramos que, para x ∈ ∂∗E,

lim
r→0

Ln
(
E ∩B(x, r)

)
Ln(B(x, r))

= lim
r→0

Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

=
1

2
.

Logo, ∂∗E ⊂ ∂eE.

Pelo Lema A.13, existe N ⊂ Rn com Hn−1(N) = 0 tal que, para todo x ∈ (Rn \ ∂∗E) \N ,

vale

lim sup
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
= 0.

Mostraremos que ∂eE \ ∂∗E ⊂ N . Seja x ∈ ∂eE \ ∂∗E. Então existe 0 < δ < 1
2

tal que

D(E, x) > δ e D(Rn \ E, x) > δ.

Defina, para r > 0,

f(r) =
Ln
(
E ∩B(x, r)

)
Ln(B(x, r))

= 1−
Ln
(
B(x, r) \ E

)
Ln(B(x, r))

.

Temos que

lim sup
r→0

f(r) = D(E, x) > δ

e

lim inf
r→0

f(r) = 1−D(Rn \ E, x) < 1− δ.

Dado η > 0, existe r′ < η tal que f(r′) > δ. Se, além disso, f(r′) < 1− δ, então tome rη = r′.

Se não, sabemos que existe r′′ < η tal que f(r′′) < 1 − δ. Da continuidade de f , existe rη

entre r′ e r′′ tal que δ < f(rη) < 1− δ. Seja (rj) ↓ 0 uma sequência composta de tais rη. Pela

desigualdade isoperimétrica relativa (Teorema 5.3.2), existe c = c(n) > 0 tal que

c‖∂E‖(B(x, rj))

rjn−1
≥ min

{
Ln
(
E ∩B(x, rj)

)
Ln(B(x, rj))

,
Ln
(
B(x, rj) \ E

)
Ln(B(x, rj))

}n−1
n

> δ(n−1)/n.
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Dáı, conclúımos que

lim sup
r→0

‖∂E‖(B(x, r))

rn−1
> 0

e, portanto, x ∈ N . Então

Hn−1(∂eE \ ∂∗E) ≤ Hn−1(N) = 0.

Definição A.19. Seja f uma função Lebesgue mensurável definida em Rn. Definimos o limite

aproximado superior de f no ponto x por

ap lim sup
x

f = inf{t > 0 : D({y : f(y) > t}, x) = 0},

e o limite aproximado inferior de f no ponto x por

ap lim inf
x

f = sup{s > 0 : D({y : f(y) < s}, x) = 0}.

É provado em [Z, Seção 5.9] que, se u ∈ BV(U), então

u(x) =
ap lim infx u+ ap lim supx u

2

para Hn−1-q.t.p. x ∈ U .

Por fim, mostraremos um resultado que, de certo modo, generaliza o Teorema 6.1.3.

Teorema A.20. Seja µ uma medida de Radon positiva em Rn tal que

µ(B(x, r)) . rn−1

para todo x ∈ Rn e r > 0. Então, ∣∣∣∣ˆ
Rn
u dµ

∣∣∣∣ . ‖Du‖(Rn)

para toda u ∈ BV(Rn).

Demonstração. Observe primeiramente que a hipótese implica diretamente que µ� Hn−1.

Seja u ∈ BV(Rn) não-negativa. Pela fórmula de co-área (Teorema 5.2.3), o conjunto

At = {x ∈ Rn : u(x) > t} tem peŕımetro finito para L1-q.t.p. t ∈ R. Para esses valores de

t, defina

Bt = {x ∈ At : D(At, x) ≥ 1/2}.

Para Hn−1-q.t.p. x ∈ At,

ap lim sup
x

u ≥ ap lim infx u+ ap lim supx u

2
= u(x) > t,
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o que implica em

inf{s > 0 : D({y : u(y) > s}, x) = 0} = inf{s > 0 : D(As, x) = 0} > t,

de onde temos que, para todo x ∈ At \N , no qual Hn−1(N) = 0,

D(At, x) > 0.

Tome x ∈ (At \Bt) \N . Então

D(At, x) > 0 e D(At, x) ≤ D(At, x) < 1/2 < 1,

o que, como visto na demonstração da Proposição A.17, implica que x ∈ ∂eAt. Além disso,

como

D(At, x) = lim sup
r→0

Ln(At ∩B(x, r))

Ln(B(x, r))
< 1/2,

da demonstração do Lema A.10 temos que x /∈ ∂∗At. Portanto,

(At \Bt) \N ⊂ ∂eAt \ ∂∗At.

Pela Proposição A.18,

Hn−1(At \Bt) = Hn−1((At \Bt) \N)

≤ Hn−1(∂eAt \ ∂∗At) = 0.

Aplicando o Lema 5.3.4 em Bt, existem {xj} ⊂ Bt e {rj} ⊂ R+ tais que Bt ⊂
∞⋃
j=1

B(xj, rj) e

∞∑
j=1

rn−1
j . ‖∂Bt‖(Rn).

Note ainda que Hn−1(At\Bt) = 0 implica queHn(At\Bt) = Ln(At\Bt) = 0, ou seja, χAt = χ
Bt

em Ln-q.t.p. x ∈ Rn. Então para qualquer ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn) temos

ˆ
At

divϕdx =

ˆ
Bt

divϕdx.

Tomando o supremo sobre ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn) com |ϕ| ≤ 1, obtemos

‖∂Bt‖(Rn) = ‖∂At‖(Rn).

Além disso, como µ� Hn−1, temos µ(At \Bt) = 0. Logo, µ(At) = µ(Bt).
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Como u(x) =

ˆ u(x)

0

dt =

ˆ ∞
0

χ{(s,y):u(y)>s}(t, x) dt, temos

ˆ
Rn
u dµ =

ˆ
Rn

(ˆ ∞
0

χ{(s,y):u(y)>s} dt

)
dµ

=

ˆ ∞
0

(ˆ
Rn
χ{(s,y):u(y)>s} dµ

)
dt

=

ˆ ∞
0

µ(At) dt

=

ˆ ∞
0

µ(Bt) dt

≤
ˆ ∞

0

∞∑
j=1

µ(B(xj, rj)) dt

.
ˆ ∞

0

∞∑
j=1

rn−1
j dt

.
ˆ ∞

0

‖∂Bt‖(Rn) dt

=

ˆ ∞
0

‖∂At‖(Rn) dt

= ‖Du‖(Rn),

pela fórmula de co-área.

Se u ∈ BV(Rn) é qualquer, então∣∣∣∣ˆ
Rn
u dx

∣∣∣∣ ≤ ˆ
Rn
|u| dx . ‖Du‖(Rn).
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