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RESUMO

Nessa dissertação apresentaremos uma estimativa do tipo L1 para o potencial de Riesz
Iα para α ∈ (0, n):

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C

n∑
j=1

‖Rju‖L1(Rn),

para toda u ∈ C∞0 (Rn) tal que Rju ∈ L1(Rn), j = 1, . . . , n. Esta estimativa é um re-
finamento do resultado de Stein e Weiss que versa sobre uma limitação do potencial de
Riesz em H1(Rn). Tal estimativa foi estabelecida por Armin Schikorra, Daniel Spector e
Jean Van Schaftingen, e se encontra no artigo “An L1-type estimate for Riesz potentials”,
publicado na Revista Matemática Iberoamericana em 2016.

Palavras-chaves: Potencial de Riesz, Transformada de Riesz, Estimativa L1.



ABSTRACT

In this work we will present a L1-type estimates for the Riesz potentials of order α ∈
(0, n):

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C

n∑
j=1

‖Rju‖L1(Rn),

for all u ∈ C∞0 (Rn) such that Rju ∈ L1(Rn), j = 1, . . . , n. This estimate is an improvement
of result due to Stein and Weiss the result of Stein and Weiss that provides Riesz potentials
is bounded in H1(Rn). Such estimate was proved by Armin Schikorra, Daniel Spector and
Jean Van Schaftingen in the paper “An L1-type estimate for Riesz potentials”, published
in the Revista Matemática Iberoamericana in 2016.

Keywords: Riesz Potentials, Riesz Transform, L1 estimate.
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Introdução

O objetivo central dessa dissertação é estudar o artigo de Armin Schikorra, Daniel
Spector e Jean Van Schaftingen, intitulado “An L1-type estimate for Riesz potentials” [1],
publicado na Revista Matemática Iberoamericana em 2016. O resultado principal do artigo
versa sobre a limitação do operador potencial de Riesz Iα quando 0 < α < n para funções
suaves de suporte compacto em Rn cuja transformada de Riesz é limitada em norma L1.

Um resultado clássico, chamado desigualdade fracionária de Hardy-Littlewood, afirma
que se 0 < α < n e 1 < p < n/α então

‖Iαu‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖u‖Lp(Rn), (1)

para toda u ∈ Lp(Rn), no qual p∗ é o expoente de Sobolev de ordem α dado por
1

p∗
=

1

p
− α

n
.

A desigualdade (1) não é válida para p = 1. Dessa forma podemos questionar se a esti-
mativa (1) para p = 1 é válida para algum subespaço de L1(Rn). Considere o conjunto
H1(Rn), chamado de espaço de Hardy, das funções f ∈ L1(Rn) tais que

‖f‖H1(Rn)=̇‖f‖L1(Rn) +
n∑
j=1

‖Rjf‖L1(Rn) <∞,

no qual Rj é o operador transformada de Riesz, para j = 1, . . . , n. Claramente H1(Rn) (
L1(Rn) uma vez que o operador transformada de Riesz Rj não é limitada de L1(Rn) em
L1(Rn), para cada j = 1, . . . , n. Podemos afirmar (ver [7], página 136) que a seguinte
versão da desigualdade (1) é válida para p = 1:

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C‖u‖H1(Rn),

para toda u ∈ H1(Rn). O principal resultado do artigo estudado é enunciado na sequência.

Teorema 3.1.1: Sejam n ≥ 2 e 0 < α < n. Então existe uma constante C = C(α, n) > 0
tal que

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn),

para toda u ∈ C∞0 (Rn) tal que Ru ∈ L1(Rn;Rn).
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar resultados preliminares como os espaços de Lebesgue
e Schwartz, a teoria das distribuições, convolução e a transformada de Fourier.

1.1 Teoria da Medida e Espaços de Lebesgue
Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados de Teoria da Medida, Inte-

gração e dos Espaços de Lebesgue Lp. É importante destacar que, a menos de ressalta, as
integrações em todo o texto serão no sentido de Lebesgue. Além disso, se A ⊂ Rn, então

denotaremos a medida de Lebesgue do conjunto A por |A|, isto é, |A| =
∫
A

1 dx.

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto não vazio e A uma coleção de subconjuntos de X.
Dizemos que A é uma σ-álgebra de X se:

(i) Se A ∈ A então Ac = X\A ∈ A;

(ii) Se {Aj}j∈N é uma sequência de conjuntos em A, então
⋃
j∈N

Aj ∈ A.

Dizemos que uma função µ : A → [0,∞] é uma medida se satisfaz as seguintes proprie-
dades:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) Se {Aj}j∈N é uma sequência de conjuntos disjuntos de A, então

µ

(⋃
j∈N

Aj

)
=
∑
j∈N

µ(Aj).

Dizemos que uma medida é σ-finita se X =
⋃
j∈N

Aj no qual µ(Aj) <∞ para todo j ∈ N.

2
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Denotaremos por (X,A) um espaço mensurável e (X,A, µ) um espaço de medida.
Quando não for necessário explicitar a σ-álgebra considerada, denotaremos apenas por
(X,µ) um espaço de medida. A seguir apresentaremos algumas propriedades de uma
medida.

Proposição 1.1.1. Seja (X,A) um espaço mensurável. Então

(i) Se A1, A2 ∈ A são tais que A1 ⊂ A2, então µ(A1) ≤ µ(A2);

(ii) Se {Aj}j∈N é uma sequência em A, então

µ

(⋃
j∈N

Aj

)
≤
∑
j∈N

µ(Aj).

Demonstração. Ver [3], página 25.

Definição 1.1.2. Sejam (X,A) e (Y,B) espaços mensuráveis e f : X → Y uma função.
Dizemos que f é uma função (A,B)-mensurável se f−1(B) ∈ A para todo B ∈ B, no
qual f−1 denota a imagem inversa da f .

Definição 1.1.3. Seja f : Ω → C uma função mensurável à Lebesgue definida em um
aberto Ω ⊂ Rn mensurável.

(i) Seja p ∈ [1,∞). Dizemos que f é p-integrável quando

||f ||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞.

O espaço das funções p-integráveis é denotador por Lp(Ω) e a norma Lp é dada pelo
funcional acima.

(ii) Dizemos que f é essencialmente limitada se existir uma constante real C > 0 tal
que:

|{x ∈ Ω : |f | > C}| = 0,

ou seja, |f | ≤ C exceto em um conjunto de medida nula. O espaço das funções
essencialmente limitadas é denotado por L∞(Ω) e a norma ||f ||L∞(Ω) é dada por

||f ||L∞(Ω) = inf{C : µ{|f(x)| > C} = 0}.

Notação: Quando não houver confusão, escreveremos Lp(Ω) = Lp e || · ||Lp = || · ||p.

O próximo resultado, conhecido como Teorema de Fubini, justifica a permutação de
integrais.
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Teorema 1.1.2 (Fubini). Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços de medida σ-finitos. Se f ∈
L1(µ × ν) então fx ∈ L1(ν) q.t.p. x ∈ X, fy ∈ L1(µ) q.t.p. y ∈ Y e as funções definidas
q.t.p. por g(x) ∈ f(x, y) dν e h(y) =

∫
f(x, y) dµ estão em L1(µ) e L1(ν) respectivamente

e vale a identidade∫
X×Y

f(x, y) d(µ× ν) =

∫
X

[∫
Y

f(x, y) dν(y)

]
dµ(x)

=

∫
Y

[∫
X

f(x, y) dµ(x)

]
dν(y).

Demonstração. Ver [3], página 67.

Um resultado de muita importância na estimativa para integrais é dado pelo seguinte
teorema.

Teorema 1.1.3 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X,M, µ) e
(Y,N, ν) espaços mensuráveis σ-finitos e seja f uma função M ⊗ N mensurável sobre
X × Y . Se f ≥ 0 e 1 ≤ p <∞, então[∫

X

(∫
Y

f(x, y) dν(y)

)p
dµ(x)

] 1
p

≤
∫
Y

[∫
X

f(x, y)p dµ(x)

] 1
p

dν(y).

Demonstração. Ver [3], página 194.

Quando considerado o cálculo de integrais no Rn para funçõess radiais, será útil um
resultado que reduz esse cálculo a uma integração real.

Proposição 1.1.4. Seja f uma função mensurável em Rn, não negativa e integrável, tal
que f(x) = g(|x|) para alguma função g em (0,∞), isto é, f é radial. Então∫

Rn
f(x) dx = |Sn−1|

∫ ∞
0

g(r)rn−1 dr,

no qual Sn−1 é a esfera unitária de Rn, isto é,

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

Demonstração. Ver [3], página 79.

Em virtude do cálculo de |Sn−1| definimos a seguinte função:

Definição 1.1.4. Definimos a função Gama para x > 0 por

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.
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Fazendo a mudança de variável t = πr2, obtemos

Γ

(
b+ 1

2

)
= 2π

b+1
2

∫ ∞
0

e−πr
2

rb dr. (1.1)

Proposição 1.1.5. Se a < 0 então∫
Rn
e−a|x|

2

dx =
(π
a

)n
2
.

Demonstração. Podemos reesecrever a integral do enunciado como∫
Rn
e−a|x|

2

dx =
n∏
j=1

∫ ∞
−∞

e−ax
2
j dxj.

Então basta calcularmos a integral

I =

∫ ∞
−∞

e−at
2

dt.

Elevando os dois lados da igualdade acima ao quadrado e aplicando o Teorema de Fubini
obtemos

I2 =

(∫ ∞
−∞

e−at
2

dt

)(∫ ∞
−∞

e−as
2

ds

)
=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−a(t2+s2) dt ds.

Agora fazendo a substituição de variáveis para coordenadas polares obtemos

I2 = 2π

∫ ∞
0

re−ar
2

dr = π

∫ ∞
0

e−au du =
π

a
,

no qual u = r2. Portanto, I = (π/a)1/2 e então∫
Rn
e−a|x|

2

dx =
n∏
j=1

(π
a

) 1
2

=
(π
a

)n
2
.

Assim, justificamos a motivação inicial da definição de Γ por

Corolário 1.1.6. |Sn−1| = 2πn/2

Γ(n/2)
.

Demonstração. Utilizando a Proposição 1.1.5 para a = π, a mudança de variáveis em
coordenadas polares e a identidade (1.1) para b = n− 1 obtemos

1 =

∫
Rn
e−π|x|

2

dx =
1

2πn/2
|Sn−1|2πn/2

∫ ∞
0

e−πr
2

rn−1 dr =
1

2πn/2
|Sn−1|Γ(n/2).



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 6

Agora enunciaremos dois resultados clássicos sobre convergência e integração.

Teorema 1.1.7 (Convergência Dominada). Sejam (X,µ) um espaço de medida e
{fn}n∈N uma sequência de funções em L1(X) tal que fn → f q.t.p. e suponhamos que
exista g ∈ L1 tal que |fn| ≤ g para todo n. Então f ∈ L1(X) e vale∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

Demonstração. Ver [3], página 54.

Teorema 1.1.8 (Convergência Monótona). Sejam (X,µ) um espaço de medida e
{fn}n∈N uma sequência de funções em {f : X → [0,∞] : f é mensurável } tais que
fj ≤ fj+1 para todo j ∈ N e f = lim

j→∞
fj pontualmente em quase todo ponto. Então∫

X

f dµ = lim
j→∞

∫
X

fj dµ.

Demonstração. Ver [3], página 50.

Agora um importante lema envolvendo o Teorema da Convergência Monótona.

Lema 1.1.9 (Fatou). Seja {fj : Ω ⊂ Rn → R}j∈N uma sequência de funções mensuráveis
não-negativas. Então ∫

Ω

lim inf
j→∞

fj(x) dx ≤ lim inf
j→∞

∫
Ω

fj(x) dx.

Demonstração. Definamos gm(x)=̇ inf
j≥m

fj(x) e f(x)=̇ lim
m→∞

gm(x) = lim inf
j→∞

fj(x). Temos que

{gm}m∈N é um sequência não-decrescente de funções não-negativas e, portanto, pelo Teo-
rema da Convergência Monótona, temos

lim
m→∞

∫
Ω

gm(x) dx =

∫
Ω

f(x) dx. (1.2)

Pela definição de gm, temos ainda que∫
Ω

gm(x) dx ≤
∫

Ω

fj(x) dx,

para todo m ≤ j. Tomando o ínfimo em j, obtemos∫
Ω

gm(x) dx ≤ inf
j≥m

∫
Ω

fj(x) dx,

para todo m ∈ N. Por fim, passando o limite em m, segue que

lim
m→∞

∫
Ω

gm(x) dx ≤ lim inf
j→∞

∫
Ω

fj(x) dx,

donde obtemos o resultado de (1.2).
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A seguir enunciaremos propriedades importantes dos espaços Lp.

Definição 1.1.5. Sejam 1 < p, p′ <∞. Diremos que p e p′ são conjugados de Lebesgue
quando

1

p′
+

1

p
= 1.

Quando p = 1 denotaremos p′ =∞.

Teorema 1.1.10 (Desigualdade de Hölder). Sejam Ω ⊂ Rn e 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ conjugados
de Lebesgue. Sejam também f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp′(Ω). Então fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ .

Demonstração. Ver [3], página 182.

Teorema 1.1.11 (Representação de Riesz em Lp(Ω)). Sejam Ω ⊂ Rn aberto, 1 <
p, p′ <∞ conjugados de Lebesgue e f ∈ Lp(Ω). Então

||f ||p = sup
||ϕ||p′≤1

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ .
Demonstração. Por um lado, pela desigualdade de Hölder,∣∣∣∣∫

Rn
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ||f ||p||ϕ||p′
para todo ϕ ∈ Lp′ . Assim,

sup
||ϕ||p′≤1

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ sup
||ϕ||p′≤1

||f ||p||ϕ||p′ = ||f ||p.

Para a desigualdade inversa é suficiente mostrar que existe uma ϕ ∈ Lp′ com ||ϕ||p′ = 1
tal que

||f ||p =

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

=

∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx.

De fato, se tal ϕ existir, então

||f ||p =

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup
||ϕ||p′≤1

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ .
Defina ϕ0(x) = sgn (f(x)) |f(x)|p−1, no qual sgn é a função sinal definida por

sgn(x) =


1, se x > 0;

0, se x = 0;

−1, se x < 0.
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Assim, ∫
Rn
|f(x)|p dx =

∫
f(x)ϕ0(x) dx.

Afirmamos que ϕ0 ∈ Lp
′ e ‖ϕ0‖p′ = ‖f‖p/p

′
p . De fato,∫

Rn
|ϕ0(x)|p′ dx =

∫
Rn
|f(x)|(p−1)p′ dx

=

∫
Rn
|f(x)|p dx

= ||f ||pp <∞,

pois
1

p
+

1

p′
= 1⇔ 1

p′
= 1− 1

p
=
p− 1

p
⇔ p = (p− 1)p′.

Agora, defina ϕ(x) =
ϕ0(x)

||f ||p/p
′

p

. Assim, como

p = p′(p− 1)⇐⇒ (1− p) = − p
p′
,

temos que

||f ||p = ||f ||(1−p)p ||f ||pp

= ||f ||−p/p′p

∫
Rn
f(x)ϕ0(x) dx

=

∫
Rn
f(x)

ϕ0(x)

||f ||p/p
′

p

dx

=

∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx.

Portanto, segue que

||f ||p = sup
||ϕ||p′≤1

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ .
Definição 1.1.6. Seja f : Ω ⊂ Rn → C uma função mensurável. Diremos que f é
localmente integrável se ∫

K

|f(x)| dx <∞,

para todo K ⊂ Ω compacto. O conjunto das funções localmente integráveis será denotado
por L1

loc(Ω).

Proposição 1.1.12. Seja Ω ⊂ Rn. Então Lp(Ω) é um subespaço de L1
loc(Ω) para qualquer

1 ≤ p ≤ ∞.
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Demonstração. Para p = 1 é imediato, pois para qualquer compacto K ⊂ Rn,∫
K

|f(x)| dx ≤
∫
Rn
|f(x)| dx <∞.

Suponha 1 < p < ∞ e
1

p
+

1

p′
= 1. Seja K ⊂ Rn compacto. Então pela desigualdade de

Hölder, ∫
K

|f(x)| dx =

∫
Rn
|f(x)χK(x)| dx

≤
(∫

Rn
|f(x)|p dx

) 1
p
(∫

K

1 dx

) 1
p′

= ‖f‖p|K|1/p
′
<∞.

Para o caso p =∞, temos∫
K

|f(x)| dx ≤ ‖f‖∞
∫
K

1 dx = ‖f‖∞|K| <∞.

Portanto, em todos os casos f ∈ L1
loc(Rn).

1.2 Teoria das Distribuições
A formulação da Teoria das Distribuições teve origem em 1945 pelo matemático francês

Laurent Schwartz e foi motivada por problemas que surgiram na Física, como por exemplo
a necessidade de uma formulação matemática precisa e rigorosa para a então chamada
“função” delta de Dirac.

Definição 1.2.1. Seja f : Ω ⊂ Rn → C uma função. Denotaremos o suporte de f por

supp(f) = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}.

Definição 1.2.2. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Denotaremos como C∞0 (Ω) o espaço das funções
teste em Ω, ou seja, as funções infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto em Ω.

Exemplo 1.2.1. Um exemplo clássico de uma função teste é a função φ : Rn → R dada
por

φ(x) =

{
e
− 1
|x|2−1 , se |x| < 1;

0, se |x| ≥ 1.

O próximo resultado estabelece uma conexão entre os espaços C∞0 (Rn) e Lp(Rn) e como
consequência mostraremos a invariância por translação dos espaços Lp(Rn).

Proposição 1.2.1. O espaço C∞0 (Rn) é denso em Lp(Rn) para 1 ≤ p <∞.
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Demonstração. Ver [6], página 69.

Proposição 1.2.2. Seja f ∈ Lp(Rn) para 1 ≤ p <∞. Então,

lim
|h|→0

‖f( ·+ h)− f‖p = 0.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.1, dado ε > 0, existe g ∈ C∞0 (Rn) tal que

‖f − g‖p <
ε

3
. (1.3)

Como g ∈ C∞0 (Rn), pela Desigualdade do Valor Médio obtemos

‖g( ·+ h)− g‖pp =

∫
Rn
|g(x− h)− g(x)|p dx

≤ |h|p
∫
supp(g)

sup
0<t<1

|g′(x+ th)|p dx

≤ C|h|p.

Assim, para |h| suficientemente pequeno obtemos

‖g( ·+ h)− g‖p <
ε

3
. (1.4)

Portanto, utilizando a desigualdade triangular, (1.3) e (1.4), obtemos

‖f( ·+ h)− f‖p ≤ ‖f( ·+ h)− g( ·+ h)‖p + ‖g( ·+ h)− g‖p + ‖g − f‖p <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Definição 1.2.3. Dizemos que uma sequência {φj} em C∞0 (Rn) converge a zero em C∞0 (Rn)
se

(i) Existe K compacto tal que supp(φj) ⊂ K para todo j = 1, 2, . . . ;

(ii) Para todo m ∈ Z+, ∂mφj → 0 uniformemente quando j →∞.

Definição 1.2.4. Seja Ω ∈ Rn aberto. Um funcional linear contínuo u : C∞0 (Rn) → C é
dito uma distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω se denota por D′(Ω). Quando
não houver confução denotaremos D′(Ω) = D′.

A definição significa que se φ1, φ2 ∈ C∞0 (Ω), λ ∈ C e {ϕj} é uma sequência em C∞0 (Ω),
então

u(φ1 + λφ2) = u(φ1) + λu(φ2) (linearidade)

e
ϕj → 0 em C∞0 (Ω)⇒ u(ϕj)→ 0 = u(0) (continuidade).

Por vezes é conveniente escrever 〈u, φ〉 em vez de u(φ).
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Exemplo 1.2.2. O funcional definido por 〈δa, φ〉 = φ(a), para a ∈ Rn e φ ∈ C∞0 (Rn),
define uma distribuição. De fato, δa é linear, pois dados λ ∈ C e φ1, φ2 ∈ C∞0 (Rn), temos
que

〈δa, φ1 + λφ2〉 = φ1(a) + λφ2(a) = 〈δa, φ1〉+ λ〈δa, φ2〉.

Além disso, δa é contínua, pois dado uma sequência {ϕj} em C∞0 (Rn) com ϕj → 0, temos
que

〈δa, ϕj〉 = ϕj(a) −→ 0.

Esta distribuição é chamada de delta de Dirac no ponto a.

Dizemos que duas distribuições u, v ∈ D′ são iguais se 〈u, φ〉 = 〈v, φ〉 para toda φ ∈
C∞0 (Rn).

Exemplo 1.2.3. Para f ∈ L1
loc(Rn) definimos uma distribuição associada a função f

denotada por Tf como

Tf (ϕ) =

∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx,

para toda ϕ ∈ C∞0 (Rn). De fato, primeiro mostremos a boa definição. Seja ϕ ∈ C∞0 (Rn).
Como ‖ϕ‖∞ ≤M para algum M > 0, então

|Tf (ϕ)| =
∣∣∣∣∫

Rn
f(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
supp(ϕ)

|f(x)||ϕ(x)| dx ≤M

∫
supp(ϕ)

|f(x)| dx <∞.

Logo, Tf (ϕ) está bem definida. A linearidade de Tf vem diretamente das propriedades de
integração. Mostremos a continuidade. Seja {ϕj}∞j=1 uma sequência em C∞0 (Rn) tal que
ϕj → 0, isto é, dado ε > 0, existe um compacto K ⊂ Rn tal que supp(ϕj) ⊂ K para todo
j e j0 ∈ N no qual, se j ≥ j0, então |ϕj(x)| < ε, para todo x ∈ K. Assim,

|Tf (ϕj)| =

∣∣∣∣∣
∫
supp(ϕj)

f(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
K)

|f(x)||ϕj(x)| dx < ε

∫
K

|f(x)| dx

para todo j ≥ j0. Portanto, Tf ∈ D′(Rn).

A partir desse exemplo, inferimos que L1
loc(Rn) ⊂ D′(Rn), ou seja, podemos identificar

as funções localmente integráveis como distribuições. À vista da Proposição 1.1.12, qual-
quer função f em Lp(Rn) pode ser vista como distribuição por meio do operador Tf , mais
ainda, qualquer função nos subespaços C(Rn); Ck(Rn); C∞0 (Rn), pode ser visto como dis-
tribuição. Vale a pena ressaltar que a recíproca nem sempre é válida. Um contraexemplo
é a distribuição delta de Dirac que não define uma função em L1

loc(Rn).

Proposição 1.2.3. Sejam Ω ∈ Rn aberto e f, g ∈ L1
loc(Ω). Então Tf = Tg se, e somente

se, f = g q.t.p. x ∈ Ω.

Demonstração. Ver [4], página 11.
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A seguir iremos apresentar algumas propriedades de operações com distribuições. Sejam
u1, u2 ∈ D′, φ ∈ C∞0 e λ ∈ C. Então valem as propriedades abaixo:

(i) Soma: 〈u1 + u2, φ〉 = 〈u1, φ〉+ 〈u2, φ〉;

(ii) Produto por escalar: 〈λu1, φ〉=̇λ〈u1, φ〉;

(iii) Produto por função f ∈ C∞0 : 〈fu1, φ〉 = 〈u1, fφ〉;

(iv) Derivação: 〈∂xju1, φ〉=̇− 〈u1, ∂xjφ〉.

As demonstrações de tais propridades podem ser encontradas em [4], página 15.

1.3 Convolução
Nesta seção definiremos o conceito de convolução entre duas funções contínuas e na

sequência estenderemos tal conceito para os espaços Lp.

Definição 1.3.1. Sejam f, g : Rn → C funções contínuas tais que ao menos uma delas
tenha suporte compacto. A convolução f ∗ g de f por g é definida por

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy

para todo x ∈ Rn.

O próximo teorema nos garante uma extenção para convolução de funções em Lp.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Young). Se f ∈ L1 e g ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, então
f ∗ g ∈ Lp e

‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖L1‖g‖Lp .

Demonstração. Ver [2], página 104.

Proposição 1.3.2. Sejam f, g, h : Rn → C funções mensuráveis. Suponha que as convo-
luções entre elas estão bem definidas. Então

(i) ∗ é bilinear e simétrica;

(ii) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);

(iii) Se w ∈ Rn então τw(f ∗ g) = (τwf) ∗ g, no qual τwf(x) = f(x− w);

(iv) supp(f ∗ g) ⊂ (supp(f) + supp(g)), no qual

supp(f) + supp(g) = {x+ y ∈ Rn : x ∈ supp(f), y ∈ supp(g)}.
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Demonstração. (i) A bilinearidade segue diretamente da linearidade da integral. Para
a simetria, fazendo a substituição de variável z = x − y na integral da definição,
obtemos

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy

=

∫
Rn
f(z)g(x− z) dz

=

∫
Rn
g(x− z)f(z) dy

= (g ∗ f)(x).

(ii) Seja x ∈ Rn. Pela simetria da convolução e depois pelo Teorema de Fubini, temos

(f ∗ g) ∗ h(x) =

∫
Rn

(g ∗ f)(x− y)h(y) dy

=

∫
Rn

(∫
Rn
g(x− y − z)f(z) dz

)
h(y) dy

=

∫
Rn

(∫
Rn
g(x− z − y)h(y) dy

)
f(z) dz

=

∫
Rn

(g ∗ h)(x− z)f(z) dz

= (g ∗ h) ∗ f(x).

Novamente pela simetria da convolução, concluímos que

(f ∗ g) ∗ h = (g ∗ h) ∗ f = f ∗ (g ∗ h).

(iii) Seja x ∈ Rn. Então

τw(f ∗ g)(x) = (f ∗ g)(x− w)

=

∫
Rn
f(x− w − y)g(y) dy

=

∫
Rn
τwf(x− y)g(y) dy

= (τwf) ∗ g(x).

(iv) Primeiro notemos que supp(f) + supp(g) é um conjunto fechado. Seja x ∈ Rn,
basta mostrarmos que se x /∈ supp(f) + supp(g) então x /∈ supp(f ∗ g), ou seja,
(f ∗ g)(x) = 0. De fato,

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy =

∫
(x−supp(f))∩ supp(g)

f(x− y)g(y) dy.
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Se x /∈ supp(f) + supp(g) então (x− supp(f)) ∩ supp(g) = ∅, assim (f ∗ g)(x) = 0.
Portanto, (f ∗g)(x) = 0 q.t.p. em (supp(f)+ supp(g))c. Em particular, (f ∗g)(x) = 0
q.t.p. no interior de (supp(f) + supp(g))c. Donde concluímos que

(f ∗ g) ⊂ {supp(f) + supp(g)}.

Definição 1.3.2. Sejam u ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ C∞0 (Rn). Denotaremos a convolução u ∗ ϕ a
função definida por

(u ∗ ϕ)(x) = 〈u, ϕ(x− · )〉.

Exemplo 1.3.1. δa ∗ ϕ(x) := ϕ(x− a).

O próximo resultado mostra como a operação de derivação se comporta com relação a
convolução.

Teorema 1.3.3. Sejam f ∈ Ck
0 (Rn) e g ∈ L1

loc(Rn). Então f ∗ g ∈ Ck(Rn) e satisfaz

∂α(f ∗ g) = (∂αf) ∗ g,

para qualquer multi-índice |α| ≤ k.

Demonstração. Ver [4], página 62.

1.4 Transformada de Fourier e Espaço de Schwartz
Nesta seção iremos definir o operador Transformada de Fourier a apresentar algumas

propriedades importantes da mesma. Além disso iremos apresentar o Espaço de Schwartz,
que é o espaço mais conveniente para trabalhar com as transformadas de Fourier.

Definição 1.4.1. Seja f ∈ L1(Rn). Definimos a transformada de Fourier de f por

f̂(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−2πix·ξ dx.

Observe que a transformada de Fourier está bem definida, pois

|f̂(ξ)| ≤
∫
Rn
|f(x)| dx <∞,

já que f ∈ L1.
Seguem algumas propriedades importantes da transformada de Fourier:

(i) ̂αf + βg = αf̂ + βĝ (linearidade);

(ii) ||f̂ ||∞ ≤ ||f ||L1 e f̂ é contínua;
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(iii) lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0;

(iv) (f̂ ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ);

(v) Se g(x) = λ−nf(λ−1x) então ĝ(ξ) = f̂(λξ);

(vi) (∂̂xkf)(ξ) = 2πiξkf̂(ξ);

(vii) (∂ξk f̂)(ξ) = ( ̂−2πixkf)(ξ);

(viii) se ρ é uma transformação ortogonal, então ̂(f(ρ · ))(ξ) = f̂(ρξ).

Teorema 1.4.1. Se f ∈ L1(Rn), então f̂ é contínua e ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

Demonstração. Seja f ∈ L1(Rn). Dado ε > 0, se {ξj} é uma sequência de pontos em Rn

tal que ξj → ξ, então pela continuidade da exponencial, existe j0 ∈ N tal que

|e−2πixξj − e−2πixξ| < ε

‖f‖1

para todo j ≥ j0. Assim,

|f̂(ξj)− f̂(ξ)| ≤
∫
Rn
|f(x)||e−2πixξj − e−2πixξ| dx

≤ ε

‖f‖1

∫
Rn
|f(x)| dx = ε.

Portanto, f̂ é contínua. Para mostrarmos a estimativa

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1,

basta observar que

|f̂(ξ)| ≤
∫
Rn
|f(x)| dx = ‖f‖1,

para todo ξ ∈ Rn. O resultado segue da definição da norma em L∞(Rn).

Exemplo 1.4.1. Considere f : R → R definida por f(x) = χ[−1,1](x). Temos que f ∈
L1(R), pois ∫

R
f(x) dx =

∫
[−1,1]

1 dx = 2 <∞.

A transformada de Fourier de f é dada por

f̂(ξ) =

∫ 1

−1

e−2πixξ dx =
sin(2πξ)

πξ
.
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Para cada m ∈ N, temos que∫ m

m−1

|f̂(ξ)| dξ ≥
∫ m

m−1

| sin(2πξ)|
πm

dξ =
2

π2m
.

Assim, como |f̂ | é uma função par, temos que∫
R
|f̂(ξ)| dξ = 2

∫ ∞
0

|f̂(ξ)| dξ

= 2
∞∑
m=1

∫ m

m−1

|f̂(ξ)| dξ

≥ 4

π2

∞∑
m=1

1

m
.

A série da última linha acima é uma série harmônica que é divergente. Portanto, f̂ não
pertence a L1(R).

O exemplo acima mostra que o espaço L1 não é invariante pela transformada de Fourier,
ou seja, se f ∈ L1, nem sempre é verdade que f̂ ∈ L1. Apresentaremos a seguir um
subespaço de L1 que é invariante pela transformada de Fourier.

Definição 1.4.2. Seja f : Rn → C. Dados β ∈ Nn multi-índice e α ∈ N, definimos

ρα,β(f) = sup
x∈Rn

{
(1 + |x|2)α|∂βf(x)|

}
. (1.5)

Definimos o espaço de Schwartz S = S(Rn) como

S = {f ∈ C∞(Rn) : ρα,β(f) <∞,∀α, β} .

Observação 1.4.1. C∞0 ( S. Basta considerar ϕ(x) = e
−|x|2

2 ∈ S mas ϕ /∈ C∞0 .

Exemplo 1.4.2. Se ϕ(x) = e−
|x|2
2 , então ϕ̂(ξ) = (2π)

n
2 e−

|ξ|2
2 . De fato, Podemos escrever

ϕ como

ϕ(x) =
n∏
j=1

e−
xj

2

2 =
n∏
j=1

f(xj),

no qual f(xj) = e−
x2j
2 . Note que f é solução da E.D.O.

f ′(xj) + xjf(xj) = 0,

com a condição inicial f(0) = 1. Tomando a transformada de Fourier na E.D.O. e usando
as propriedades (vi) e (vii) da transformada de Fourier, segue que

2πiξj f̂(ξj)−
f̂ ′(ξj)

2πi
= 0.
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Para a condição inicial, segue da Proposição 1.1.5 que

f̂(0) =

∫
R
f(xj) dxj =

∫
R
e−

x2j
2 dxj = (2π)

1
2 .

Resolvendo esta última E.D.O. com a condição inicial acima, obtemos

f̂(ξj) = (2π)
1
2 e−

ξ2j
2 .

Finalmente, como

ϕ(x) =
n∏
j=1

f(xj),

então

ϕ̂(ξ) =
n∏
j=1

f̂(ξj) = (2π)
n
2 e−

|ξ|2
2 .

Teorema 1.4.2 (Plancherel). A transformada de de Fourier é uma isometria em L2(Rn),
isto é, ||f̂ ||2 = ||f ||2. Além disso,

f̂(ξ) = lim
R→∞

∫
|x|<R

f(x)e−2πix·ξ dx

e
f(x) = lim

R→∞

∫
|x|<R

f̂(ξ)e−2πix·ξ dξ,

no qual os limites são dados em L2(Rn).

Demonstração. Ver [9], página 20.

Teorema 1.4.3. A transformada de Fourier é um operador contínuo de S em S tal que∫
Rn
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rn
f̂(x)g(x)dx

e
f(x) =

∫
Rn
f̂(ξ)e2πixξdx.

A segunda identidade é a inversa da transformada de Fourier.

Demonstração. A primeira igualdade segue diretamente do Teorema de Fubini e o lado di-
reito da segunda igualdade está bem definida já que f̂ ∈ S(Rn). Seja ε > 0 e ψ(x) = e−

|x|2
2 .

Se ψε(x) = ψ(εx) para todo x ∈ Rn, então temos que

ψ̂ε(ξ) = ε−n(2π)−
n
2ψ(ε−1ξ).
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Portanto segue que ∫
Rn
eixξψε(ε)f̂(ξ) dξ

está bem definida. Além disso, novamente pelo Teorema de Fubini e seguido de uma
mudança de variável concluímos que∫

Rn
eixξψε(ε)f̂(ξ) dξ = (2π)−

n
2

∫
Rn
ψ(z)f(x+ εz) dz.

Assim, obtemos a segunda identidade do teorema em virtude do Teorema da Convergência
Dominada nesta última, quando ε→ 0.

Corolário 1.4.4. Se f ∈ S então ˆ̂
f(ξ) = f(−ξ).

O corolário acima também nos mostra que a transformada de Fourier tem período
quatro.

Definição 1.4.3. Um funcional linear e contínuo em S é dito uma distribuição temperada.
O espaço das distribuições temperadas será denotado por S ′(Rn) = S ′.

Proposição 1.4.5. O conjunto C∞0 (Rn) é denso em S(Rn).

Demonstração. Dado φ ∈ S(Rn), considere a ∈ C∞0 (Rn) tal que a(x) = 1 para x em uma
vizinhança da origem. Definindo φε=̇φ(x)a(εx) para ε > 0, temos que φε ∈ C∞0 (Rn) para
todo ε > 0. Além disso, φε(x)a→ φ(x) em S(Rn) quando ε→ 0.

Observemos que todo elemento de S ′(Rn) define por restrição a C∞0 (Rn) uma distri-
buição em Rn. Como C∞0 (Rn) é denso em S(Rn), então S ′(Rn) pode ser identificado como
subespaço de D′(Rn). Dito isso, podemos definir a transformada de Fourier no sentido
distribucional.

Definição 1.4.4. Se u ∈ S ′, então a transformada de Fourier û de u é definida por

< û, φ >=< u, φ̂ >,

para φ ∈ S.

Observação 1.4.2. Vale ressaltar que as propriedades (vi) e (vii) da transformada de
Fourier para funções também são válidas para distribuições.

Exemplo 1.4.3. Seja u = δ. Para φ ∈ S, temos que

< δ̂, φ >=< δ, φ̂ >= φ̂(0) =

∫
Rn
φ(x) dx =< 1, φ > .

Portanto, δ̂ = 1.



Capítulo 2

Tópicos em Análise Harmônica

Neste capítulo iremos apresentar alguns conceitos e resultados em Análise Harmônica
como: aproximação da identidade, o operador maximal de Hardy-Littlewood, o operador
potencial de Riesz e operadores integrais singulares, em especial os operadores transformada
de Hilbert e transformada de Riesz.

2.1 Aproximações da Identidade
Uma aproximação da identidade é uma família de funções suaves com certas proprieda-

des especiais usada para aproximar funções em certos espaços funcionais, via convolução.
Nesta seção iremos introduzi-la e demonstrar algumas propriedades importantes.

Definição 2.1.1. Seja φ ∈ L1(Rn) tal que
∫
Rn φ(x) dx = 1 e para cada t > 0 defina

φt(x) = t−nφ(t−1x). A sequência {φt}t>0 é denominada aproximação da identidade.

Proposição 2.1.1. Se φt é uma aproximação da identidade, então φt → δ0 em S ′(Rn)
quando t→ 0.

Demonstração. Basta mostrarmos que 〈φt, ϕ〉 → 〈δ0, ϕ〉 quando t → 0 para toda ϕ ∈
S(Rn). Por meio de mudança de variáveis temos que

〈φt, ϕ〉 =

∫
Rn
t−nφ(t−1x)ϕ(x) dx =

∫
Rn
φ(z)ϕ(tz) dz

e a afirmação segue pelo Teorema da Convergência Dominada. De fato, como ϕ ∈ S(Rn)
então ϕ é contínua e vale

lim
t→0

φ(z)ϕ(tz) = φ(z)ϕ(0),

para todo z ∈ Rn. Além disso,

|φ(z)ϕ(tz)| ≤ |φ(z)|‖ϕ‖∞.

19
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Sendo assim, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada, obtendo

lim
t→0

∫
Rn
φ(z)ϕ(tz) dz =

∫
Rn
φ(z)ϕ(0) dz = ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉.

Observação 2.1.1. Para qualquer ϕ ∈ S(Rn), temos que δ∗ϕ = ϕ. Assim, pela proposição
anterior, para todo x ∈ Rn vale o limite pontual

lim
t→0

φt ∗ ϕ(x) = ϕ(x).

O próximo resultado segue na mesma direção da proposição anterior e mostra que a
convergência também se verifica na norma ‖ · ‖p, para 1 ≤ p <∞.

Proposição 2.1.2. Sejam {φt}t>0 uma aproximação da identidade e f ∈ Lp(Rn) para
1 ≤ p <∞. Então,

lim
t→0
‖φt ∗ f − f‖p = 0,

isto é, φt ∗ f → f na norma Lp(Rn) quando t→ 0.

Demonstração. Por meio da Proposição 1.2.2, dado ε > 0 existe δ = δ(f) > 0 tal que se
|h| < δ, então

‖f( ·+ h)− f‖p <
ε

2‖φ‖1

.

Como
∫
Rn φ(x) dx = 1, para t suficientemente pequeno temos que∫

|z|≥ ε
t

φ(z) dz <
ε

4‖f‖p
.

Uma vez que

φt ∗ f(x)− f(x) =

∫
Rn
φt(x− y)f(y) dy −

∫
Rn
φ(z)f(x) dz

=

∫
Rn
φ(z) [f(x− tz)− f(x)] dz,

utilizando a Desigualdade de Mikowski para Integrais e as duas estimativas acima, obtemos
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para t suficientemente pequeno,

‖φt ∗ f − f‖p =

(∫
Rn
|φt ∗ f(x)− f(x)|p dx

) 1
p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn
φ(z) [f(x− tz)− f(x)] dz

∣∣∣∣p dx) 1
p

≤
∫
Rn

(∫
Rn
|φ(z)|p|f(x− tz)− f(x)|p dx

) 1
p

dz

=

∫
Rn
|φ(z)|

(∫
Rn
|f(x− tz)− f(x)|p dx

) 1
p

dz

=

∫
Rn
|φ(z)| ‖f( · − tz)− f‖p dz

=

∫
|z|≥ δ

t

|φ(z)| ‖f( · − tz)− f‖p dz +

∫
|z|< δ

t

|φ(z)| ‖f( · − tz)− f‖p dz

< 2‖f‖p
∫
|z|≥ δ

t

|φ(z)| dz +
ε

2‖φ‖1

∫
|z|< δ

t

|φ(z)| dz

≤ ε

2
+
ε

2
= ε,

o que conclui o resultado.

2.2 Operador Maximal de Hardy-Littlewood
Um operador muito importante em Análise Harmônica é o chamado operador maxi-

mal de Hardy-Littlewood. Nesta seção iremos introduzi-lo e apresentar alguns resultados
importantes desse operador. Além disso, vamos definir operadores sublineares do tipo
forte e fraco, e ainda mostrar alguns resultados importantes envolvendo a limitação desses
operadores nos espaços de Lebesgue.

Definição 2.2.1. Seja f ∈ L1
loc(Rn). Definimos a função maximal de Hardy-Littlewood

por

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy, (2.1)

no qual o supremo é tomado sobre todas as bolas de raio r > 0 e centradas em x ∈ Rn.
Além disso, chamamos de operador maximal de Hardy-Littlewood

M : L1
loc(Rn)→ {f : Rn → C mensuráveis}

no qual Mf é dado por (2.1).

Definição 2.2.2. Sejam V um espaço vetorial e (X,µ) um espaço de medida. Um operador
T : V → {g : (X,µ)→ C mensuráveis}, no qual V é um espaço vetorial, é dito sublinear
se satisfaz:
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(i) |T (f1 + f2)(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|;

(ii) T (λf)(x)| = |λ||Tf(x)|,

para quaisquer f1, f2, f ∈ V , λ ∈ C e x ∈ X.

Exemplo 2.2.1. O operador maximal de Hardy-Littlewood é sublinear. De fato, sejam
f, g ∈ L1

loc(Rn) e λ ∈ C. Então para todo x ∈ Rn, temos

M(f + g)(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y) + g(y)| dy

≤ sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|+ |g(y)| dy

= sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy + sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)| dy

= Mf(x) +Mg(x).

Ainda,

M(λf)(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|λf(y)| dy

= |λ| sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

= |λ|Mf(x).

Definição 2.2.3. Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços com medida, 1 ≤ p, q ≤ ∞ e T :
Lp(X,µ)→ {g : Y → C mensuráveis} um operador sublinear. Então:

(i) Dizemos que T é forte (p, q) se T é limitado de Lp(X,µ) em Lq(X,µ), isto é, se
existe Cp,q > 0 tal que

||Tf ||q ≤ Cp,q||f ||p
para toda f ∈ Lp(X,µ);

(ii) Para p, q <∞, dizemos que T é fraco (p, q) se existe Cp,q > 0 tal que

µ {x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ} ≤
(
Cp,q||f ||p

λ

)q
para toda f ∈ Lp(X,µ) e λ > 0. Se p = q =∞, então dizemos que T é fraco (∞,∞)
se for forte (∞,∞).

Proposição 2.2.1. Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços com medida e T : Lp(X,µ)→ {g : Y → C mensuráveis}
um operador sublinear. Se T é forte (p, q) então T é fraco (p, q).
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Demonstração. Seja S = {x ∈ X : |Tf(x)| > λ} = {x ∈ X : |Tf(x)|
λ

> 1}. Como T é forte
(p, q), obtemos

µ(S) =

∫
S

1 dx =

∫
S

1q dx ≤
∫
X

|Tf(x)|q

λq
dx =

1

λq
||Tf ||qq ≤

1

λq
Cq||f ||qp =

(
C||f ||p
λ

)q
.

Lema 2.2.2. Se f = f1 + f2, λ > 0 e T é um operador sublinear, então

{x ∈ X : |Tf(x)| > λ} ⊂ {x ∈ X : |Tf1(x)| > λ/2} ∪ {x ∈ X : |Tf2(x)| > λ/2}.

Demonstração. Seja x ∈ X tal que

λ < |Tf(x)| ≤ |Tf1(x)|+ |Tf2(x)|.

Suponha que

|Tf1(x)| ≤ λ

2
e |Tf2(x)| ≤ λ

2
.

Então,

λ < |Tf(x)| ≤ λ

2
+
λ

2
= λ,

o que é uma contradição. Logo,

|Tf1(x)| > λ

2
ou |Tf2(x)| > λ

2
.

Teorema 2.2.3. Seja f ∈ L∞(Rn). Então ||Mf ||∞ ≤ ||f ||∞.

Demonstração. De fato,

|Mf(x)| = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

≤ ||f ||∞ sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

1 dy

= ||f ||∞.

Proposição 2.2.4. Se f ∈ L1(Rn) e f 6= 0, então Mf /∈ L1(Rn).

Demonstração. Primeiro afirmamos que se f ∈ L1(Rn) e f 6= 0, então existe uma bola
B(0, r) ∈ Rn tal que ∫

B(0,r)

|f(x)| dx ≥ ε > 0.
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De fato, como ∫
B(0,r)

|f(x)| dx = 0 =⇒ f(x) = 0 q.t.p. em B(0, r),

então se
∫
B(0,r)

|f(x)| dx = 0 fosse válido para todo r > 0, teríamos que f(x) = 0 q.t.p. em
Rn e, portanto, f = 0. Agora seja x ∈ Rn tal que |x| > r, no qual r > 0 é tal que∫

B(0,r)

|f(x)| dx ≥ ε > 0.

Temos que B(0, r) ⊂ B(x, 2|x|). Assim,

|Mf(x)| = sup
δ>0

1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

|f(y)| dy ≥ 1

|B(x, 2|x|)|

∫
B(x,2|x|)

|f(y)| dy

≥ 1

|B(x, 2|x|)|

∫
B(0,r)

|f(y)| dy

≥ ε

|B(x, 2|x|)|

≥ c(n)

|x|n
ε.

Como ∫
Rn\B(0,r)

1

|x|n
dx = |Sn−1|

∫ ∞
r

1

sn
sn−1 ds = |Sn−1|

∫ ∞
r

1

s
ds =∞,

então ∫
Rn\B(0,r)

|Mf(x)| dx ≥ c(n) ε

∫
Rn\B(0,r)

1

|x|n
dx =∞.

Portanto, Mf /∈ L1(Rn).

Teorema 2.2.5. Sejam (X,µ) um espaço de medida, 1 < p, q <∞ e {Tt}t>0 uma família
de operadores em Lp(X,µ). Defina

T ∗f(x)=̇ sup
t>0
|Ttf(x)|.

Se T ∗ é do tipo fraco (p, q) então o conjunto

A = {f ∈ Lp(X,µ) : lim
t→t0

Ttf(x) = f(x) q.t.p.}

é fechado em Lp(X,µ). O operador T ∗ é chamado de operador maximal associado à
família {Tt}.

Demonstração. Seja {fn} ⊂ A uma sequência de funções que converge para f em Lp(X,µ).
Mostremos que f ∈ A. Como fn ∈ A para todo n ∈ N, temos que

lim
t→t0

Ttfn(x) = fn(x) q.t.p.
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Analisemos a medida do seguinte conjunto

Eλ = {x ∈ X : lim
t→t0

sup |Ttf(x)− f(x)| > λ}.

Temos ainda que

|Ttf(x)− f(x)| ≤ |Tt(fn − f)(x)− (fn − f)(x)|+ |Ttfn(x)− fn(x)|,

e portanto,

Eλ ⊂ {x ∈ X : lim
t→t0

sup |Tt(fn−f)(x)−(fn−f)(x)| > λ/2}∪{x ∈ X : lim
t→t0

sup |Ttfn(x)−fn(x)| > λ/2}.

Entretanto,

µ

(
{x ∈ X : lim

t→t0
sup |Ttfn(x)− fn(x)| > λ/2}

)
= 0,

pois, por hipótese, fn ∈ A, ou seja, limt→t0 Ttf(x) = f(x) em quase todo ponto. Assim,
como T ∗f(x) = supt>0 |Ttf(x)| e T ∗ é fraco (p, q), segue que

µ (Eλ) ≤ µ({x ∈ X : lim
t→t0

sup |Tt(f − fn)(x)− (f − fn)(x)| > λ})

≤ µ({x ∈ X : |T ∗(f − fn)(x)| > λ/2}) + µ({x ∈ X : |(f − fn)(x)| > λ/2})

≤
(

2C

λ
‖f − fn‖p

)q
+

(
2

λ
‖f − fn‖p

)p
,

Por hipótese, fn → f em Lp, segue que µ (Eλ) → 0 com λ uniforme. Para concluir a
demonstração, consideremos λ = 1/k com k ∈ N e notemos que

E0 =
⋃
k∈N

E 1
k
⇒ µ (E0) ≤

∑
k∈N

µ
(
E 1

k

)
= 0.

Assim,

µ

(
{x ∈ X : lim

t→t0
sup |Ttf(x)− f(x)| > 0}

)
= 0,

o que implica que limt→t0 Ttf(x) = f(x) q.t.p. x. Portanto A é fechado.

Lema 2.2.6 (Recobrimento de Vitali). Seja B = {B1, . . . , Bm} uma coleção finita de
bolas (abertas ou fechadas) em Rn. Então existe uma subcoleção {Bi1 , . . . , Bik} de bolas
disjuntas em B tal que ∣∣∣∣∣

m⋃
i=1

Bi

∣∣∣∣∣ ≤ 3n
k∑
j=1

∣∣Bij

∣∣ .
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Demonstração. Sem perda de generalidade, considere |B1| ≥ |B2| ≥ · · · ≥ |Bm|. Vamos
construir a subfamília disjunta. Primeiro escolhemos Bi1 = B1 e desconsideramos todas as
bolas que interceptam B1, formando a subcoleção B1. Em seguida, escolhemos Bi2 com

i2 = min
{
i > i1 = 1 : Bi ∈ B1

}
e desconsideremos todas as bolas de B1 que interceptam Bi2 , formando a subcoleção B2.
Assim continuamos o processo, escolhendo sempre Bij com

ij = min
{
i > ij−1 : Bi ∈ Bj−1

}
.

Como a coleção B é finita, por construção o processo é finito. Seja k o número de etapas
necessários para o processo. Para cada ij, defina B∗ij = B(xij , 3rij), no qual xij > 0 é o
centro da bola Bij e rij > 0 é o seu raio.

Afirmação:
m⋃
i=1

Bi ⊂
k⋃
j=1

B∗ij .

De fato, se para algum ij a bola Bi não intercepta Bij , então i = i` para algum ` ∈
{1, . . . , k} e então Bi ⊂ B∗i` . Caso contrário, temos que Bi ⊂ Bi∗j

.
Usando a afirmação acima, concluímos que∣∣∣∣∣

m⋃
j=1

Bj

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
k⋃
j=1

B∗ij

∣∣∣∣∣ ≤
k∑
j=1

∣∣∣B∗ij ∣∣∣ =
k∑
j=1

3n
∣∣Bij

∣∣ = 3n
k∑
j=1

∣∣Bij

∣∣

Proposição 2.2.7. Se f ∈ L1(Rn) então Mf é contínua em Rn.

Demonstração. Considere g : Rn × (0,∞)→ R dada por

g(x, r) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.

Sejam (x, r) ∈ Rn × (0,∞) e {(xj, rj)}∞n=1 uma sequência de pontos tal que

lim
j→∞

(xj, rj) = (x, r).

Uma vez que χB(xj ,rj) → χB(x,r), quando j → ∞, pontualmente (logo, |B(xj, rj)| →
|B(x, r)| quando j →∞) e χB(xj ,rj) é limitada na norma L1 para todo j = 1, 2, . . . , segue
do Teorema da Convergência Dominada que

lim
j→∞

1

|B(xj, rj)|

∫
B(xj ,rj)

|f(y)| dy =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.
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Logo, g é contínua. Afirmamos que Mf(x) = sup
r>0

g(x, r) também é contínua. De fato,

sejam x ∈ Rn e {xj} uma sequência em Rn tal que xj → x. Para todo r > 0 e j ∈ N temos
que

|g(xj, r)| ≤ |g(xj, r)− g(x, r)|+ |g(x, r)| ⇒ |g(xj, r)| ≤ sup
r>0
|g(xj, r)− g(x, r)|+ sup

r>0
|g(x, r)|

⇒ sup
r>0
|g(xj, r)| ≤ sup

r>0
|g(xj, r)− g(x, r)|+ sup

r>0
|g(x, r)|

⇒ sup
r>0
|g(xj, r)| − sup

r>0
|g(x, r)| ≤ sup

r>0
|g(xj, r)− g(x, r)|.

De modo análogo,

sup
r>0
|g(x, r)| − sup

r>0
|g(xj, r)| ≤ sup

r>0
|g(xj, r)− g(x, r)|,

e então ∣∣∣∣sup
r>0
|g(x, r)| − sup

r>0
|g(xj, r)|

∣∣∣∣ ≤ sup
r>0
|g(xj, r)− g(x, r)|.

Como g é contínua, para cada r > 0 fixo temos que

lim
j→∞
|g(xj, r)− g(x, r)| = 0,

o que implica que o supremo desse termo também tende a zero e portanto

|Mf(x)−Mf(xj)| =
∣∣∣∣sup
r>0
|g(x, r)| − sup

r>0
|g(xj, r)|

∣∣∣∣ −→ 0,

quando j →∞, o que conclui a demonstração da proposição.

Teorema 2.2.8. Sejam f ∈ L1(Rn) e λ > 0. Então

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ 3n

λ
||f ||1,

ou seja, M é fraco (1, 1).

Demonstração. Sejam f ∈ L1(Rn) e para t > 0 considere

Et = {x ∈ Rn : |Mf(x)| > t}.

Notemos que Et é aberto, pois Et = (Mf)−1(]t,∞[) e a Proposição 2.2.7 nos diz que Mf
é contínua. Para cada x ∈ Et, existe uma bola Bx centrada em x tal que

1

|Bx|

∫
Bx

|f(y)| dy > t.
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Logo,

|Bx| <
1

t

∫
Bx

|f(y)| dy.

SejaK ⊂ Et compacto. ComoK ⊂
⋃
x∈Et Bx, então pela compacidade existem x1, . . . , xm ∈

Et tais que

K ⊂
m⋃
j=1

Bxj .

Pelo Lema de Recobrimento de Vitali 2.2.6, existem bolas Bxj1
, . . . , Bxjk

disjuntas tais que

|K| ≤

∣∣∣∣∣
m⋃
j=1

Bj

∣∣∣∣∣
≤ 3n

k∑
`=1

|Bxj`
|

≤ 3n

t

k∑
`=1

∫
Bxj`

|f(y)| dy

=
3n

t

∫
∪k`=1Bxj`

|f(y)| dy

≤ 3n

t

∫
Rn
|f(y)| dy

=
3n

t
||f ||1.

Como
|Et| = sup {|K| : K ⊂ Et compacto}

já que a medida de Lebesgue é regular, então

|Et| ≤
3n

t
||f ||1.

Portanto, M é fraco (1, 1).

Definição 2.2.4. Sejam (X,µ) um espaço de medida e f : X → C uma função mensurável
Definimos a sua função distribuição ωf em [0,∞) como

ωf (t) = µ ({x ∈ X : |f(x)| > t}) .

Proposição 2.2.9. Seja f : X ⊂ Rn → C mensurável. Suponhamos ϕ : [0,∞) → [0,∞)
diferenciável, ϕ′ ≥ 0 (crescente) e tal que ϕ(0) = 0. Então∫

X

ϕ(|f(x)|) dx =

∫ ∞
0

ϕ′(t)ωf (t) dt.
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Demonstração. Sejam f e ϕ como no enunciado. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

ϕ(|f(x)|) =

∫ |f(x)|

0

ϕ′(t) dt =

∫ ∞
0

ϕ′(t)χ{x∈X:|f(x)|>t}(x) dt.

Agora, pelo Teorema de Fubini,∫
X

ϕ(|f(x)|) dx =

∫ ∞
0

ϕ′(t)

(∫
X

χ{x∈X:|f(x)|>t}(x) dx

)
dt

=

∫ ∞
0

ϕ′(t)

(∫
{x∈X:|f(x)|>t}

1 dx

)
dt

=

∫ ∞
0

ϕ′(t)ωf (t) dt.

Teorema 2.2.10 (Interpolação de Marcinkiewiscz). Dados (X,µ) e (Y, ν) espaços de
medida com 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ e T : Lp0(X) + Lp1(X) → {g : Y → C mensuráveis} um
operador sublinear. Se T é do tipo fraco (p0, p0) e fraco (p1, p1) então T é do tipo forte
(p, p) para todo p0 < p < p1.

Antes de iniciarmos a demonstração, definiremos alguns conceitos. Dizemos que f ∈
Lp0 + Lp1 se f = f0 + f1 para algum f0 ∈ Lp0 e f1 ∈ Lp1 . Além disso, uma norma de f
nesse espaço pode ser definida por

||f || = inf
f=f0+f1

{||f0||p0 + ||f1||p1} .

Demonstração do Teorema de Interpolação de Marcinkiewiscz. Sejam t > 0 e f ∈ Lp para
p0 < p < p1. Considere

f0(x) = f(x)χX0

e
f1(x) = f(x)χX1 ,

no qual X0 = {x ∈ X : |f(x)| > ct}, X1 = {x ∈ X : |f(x)| ≤ ct} e c > 0 é uma constante
a ser determinada. Claramente f = f1 + f2.
Afirmação 1: f0 ∈ Lp0 .
De fato, como

{x ∈ X : |f(x)| > ct} =

{
x ∈ X :

|f(x)|
ct

> 1

}
,

e p > p0, então ∫
X

|f0(x)|p0 dx =

∫
X0

|f(x)|p0 1p−p0 dx

≤
∫
X

|f(x)|p0
(
|f(x)|
ct

)p−p0
dx

= (ct)p0−p
∫
X

|f(x)|p dx <∞.
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Afirmação 2: f1 ∈ Lp1 .
De fato, como

{x ∈ X : |f(x)| ≤ ct} =

{
x ∈ X :

|f(x)|
ct
≤ 1

}
,

e p < p1, então ∫
X

|f1(x)|p1 dx =

∫
X1

|f(x)|p1 1p−p1 dx

≤
∫
X

|f(x)|p1
(
|f(x)|
ct

)p−p1
dx

= (ct)p1−p
∫
X

|f(x)|p dx <∞.

Agora pelo Lema 2.2.2, temos que

ωTf (t) = µ{x ∈ X : |Tf(x)| > t}
≤ µ{x ∈ X : |Tf0(x)| > t/2}+ µ{x ∈ X : |Tf1(x)| > t/2}
= ωTf0 (t/2) + ωTf1 (t/2) .

Dividamos a demonstração em dois casos.
Caso 1: p1 =∞.
Por hipótese, T é fraco (∞,∞), isto é, forte (∞,∞). Seja a > 0 tal que ||Tf ||∞ ≤ a||f ||∞
para todo f ∈ L∞. Considere c =

1

2a
. Mostremos que ωTf1 (t/2) = 0. Segue da definição

que
|f1(x)| = |f(x)χX1| ≤ ct =

t

2a
.

Assim,
||Tf1||∞ ≤ a||f1||∞ ≤ a

t

2a
=
t

2
.

Logo,
|Tf1(x)| ≤ ||Tf1||∞ ≤

t

2

em quase todo x ∈ X. Portanto,

ωTf1 (t/2) = µ{x ∈ X : |Tf1(x)| > t/2} = 0.

Por hipótese, T é fraco (p0, p0), ou seja, existe k > 0 tal que

ωTf0 (t/2) ≤
(

2k

t
||f0||p0

)p0
.
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Finalmente, da Proposição 2.2.9 com ϕ(t) = tp para t > 0 e ϕ(0) = 0 (que é crescente e
diferenciável) e pelo Teorema de Fubini, obtemos

||Tf ||pp ≤ p

∫ ∞
0

tp−1ωTf0 (t/2) dt

≤ (2k)p0p

∫ ∞
0

tp−p0−1

(∫
X0

|f(x)|p0 dx
)
dt

= (2k)p0p

∫
X

|f(x)|p0
(∫ |f(x)|

c

0

tp−p0−1 dt

)
dx

=
(2k)p0p

p− p0

∫
X

|f(x)|p0
(
|f(x)|
c

)p−p0
dx

= C

∫
X

|f(x)|p dx

= C||f ||pp,

no qual C é uma constante positiva. Portanto T é forte (p, p) para p0 < p <∞.
Caso 2: p1 <∞.
Já temos que

ωTf (t) = ωTf0 (t/2) + ωTf1 (t/2) .

Além disso, por hipótese, T é fraco (p0, p0) e fraco (p1, p1). Sendo assim, valem

ωTf0 (t/2) ≤
(

2c0

t
||f0||p0

)p0
e

ωTf1 (t/2) ≤
(

2c1

t
||f1||p1

)p1
nos quais c0 e c1 são constantes positivas. Novamente pela Proposição 2.2.9 e pelo Teorema
de Fubini, temos
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||Tf ||pp =

∫
X

|Tf(x)|p dx

≤ p

∫ ∞
0

tp−1ωTf0 (t/2) dt+ p

∫ ∞
0

tp−1ωTf1 (t/2) dt

≤ (2c0)p0p

∫ ∞
0

tp−p0−1

(∫
X0

|f(x)|p0 dx
)
dt

+ (2c1)p1p

∫ ∞
0

tp−p1−1

(∫
X1

|f(x)|p1 dx
)
dt

≤ (2c0)p0p

∫
X

|f(x)|p0
(∫ |f(x)|

c

0

tp−p0−1 dt

)
dx

+ (2c1)p1p

∫
X

|f(x)|p1
(∫ ∞

|f(x)|
c

tp−p1−1 dt

)
dx

≤ (2c0)p0p

p− p0

∫
X

|f(x)|p0
(
|f(x)|
c

)p−p0
dx

+
(2c1)p1p

p1 − p

∫
X

|f(x)|p1
(
|f(x)|
c

)p−p1
dx

=
(2c0)p0p

cp−p0(p− p0)

∫
X

|f(x)|p dx+
(2c0)p0p

cp−p1(p1 − p)

∫
X

|f(x)|p dx

= C||f ||pp,

no qual C é uma constante positiva. Portanto T é forte (p, p) para p0 < p < p1.

Proposição 2.2.11. Seja 1 < p ≤ ∞. Então o operador maximal de Hardy-Littlewood é
forte (p, p), isto é, existe Cp = C > 0 tal que

‖Mf‖p ≤ C‖f‖p,

para toda f ∈ Lp(Rn).

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.3 temos que M é forte (∞,∞). Temos também, pelo
Teorema 2.2.8, que M é fraco (1, 1). Logo, usando o Teorema de Interpolação de Marcin-
kiewiscz (Teorema 2.2.10), segue que M é forte (p, p), para 1 < p ≤ ∞.

Proposição 2.2.12. Se ϕ é uma função positiva, radial e decrescente (com respeito ao
raio) e integrável, então

sup
t>0
|ϕt ∗ f(x)| ≤ ||ϕ||1Mf(x).

Na demonstração da proposição acima vamos denotar ϕ(r) = ϕ(x) no qual r = |x|. Tal
abuso de notação é conveniente já que a função ϕ é radial.
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Demonstração da Proposição 2.2.12. Seja ϕ uma função como no enunciado. Precisamos
mostrar que

ϕt ∗ f(x) ≤ ‖ϕ‖1Mf(x),

para todo t > 0 e f ∈ L1
loc(Rn), com f ≥ 0. Como a desigualdade acima é invariante

por translação (com respeito a f) e invariante por dilatação (com respeito a ϕ), então é
suficiente mostrar que

ϕ ∗ f(0) ≤ ‖ϕ‖1Mf(0). (2.2)

Se Mf(0) =∞ então a desigualdade (2.2) é válida. Suponhamos Mf(0) <∞. Definamos
Φ(r)=̇

∫
Sn−1 f(rx′) dx′ e Ψ(r)=̇

∫
B(0,r)

f(x) dx, então usando coordenadas polares obtemos

Ψ(r) =

∫ r

0

∫
Sn−1

tn−1f(tx′) dx′dt =

∫ r

0

tn−1Φ(t) dt.

Temos que

f ∗ ϕ(0) =

∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx

=

∫ ∞
0

Φ(r)ϕ(r)rn−1 dr

= lim
t→0

(
lim
N→∞

∫ N

t

Φ(r)rn−1ϕ(r) dr

)
= lim

t→0

[
lim
N→∞

(
[Ψ(r)ϕ(r)]Nt −

∫ N

t

Ψ(r)∂rϕ(r) dr

)]
.

A última igualdade é consequência direta da integração por partes. Observe que o termo
[Ψ(r)ϕ(r)]Nt tende a zero quando t → 0 e N → ∞. De fato, como ϕ é integrável e
decrescente com respeito ao raio, então∫

r
2
<|x|<r

ϕ(x) dx ≥ ϕ(r)

∫
r
2
<|x|<r

1 dx = C(n)ϕ(r)rn.

Logo,
ϕ(r) ≤ C(n)−1‖ϕ‖1r

−n → 0,

e ϕ(r)→ 0 quando r →∞. Além disso, temos que

Ψ(r) =

∫
B(0,r)

f(x) dx = |B(0, r)| 1

|B(0, r)|
rn
∫
B(0,r)

f(x) dx ≤ |B(0, 1)|rnMf(0),
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e portanto Ψ(r)→ 0 quando r → 0. Logo,

ϕ ∗ f(0) = −
∫ ∞

0

Ψ(r) ∂rϕ(r) dr ≤ |B(0, 1)|Mf(0)

∫ ∞
0

rn∂r(−ϕ(r)) dr

= n|B(0, 1)|Mf(0)

∫ ∞
0

rn−1ϕ(r) dr

= Mf(0)|Sn−1|
∫ ∞

0

rn−1ϕ(r) dr

= Mf(0)‖ϕ‖1.

Assim, provamos (2.2) e portanto a proposição.

2.3 Decomposição de Calderón-Zygmund
Nosso objetivo nesta seção será apresentar o Teorema de Decomposição de Calderón-

Zygmund, ferramenta importante para o estudo da limitação de operadores integrais sin-
gulares nos espaços Lp(Rn).

Em Rn definimos um cubo unitário, aberto à direita, como sendo o conjunto [0, 1)n.
Seja Q0 a coleção de cubos em Rn que são congruentes ao cubo [0, 1)n e nos quais suas
vértices estão na rede Zn. Se dilatarmos essa família de cubos em um fator 2−k, obtemos
a coleção Qk, para k ∈ Z, isto é, Qk é a família de cubos, abertos à direita, nos quais
seus vértices são pontos adjacentes à rede

(
2−kZ

)n. Os cubos em
⋃
k∈Z

Qk são chamados de

cubos diádicos. Dessa construção, seguem diretamente algumas propriedades:

(i) Dado x ∈ Rn, em cada família Qk existe um único cubo que contém x;

(ii) Dados dois cubos diádicos, ou eles são disjuntos, ou um está contido no outro;

(iii) Um cubo diádico em Qk está contido em um único cubo da família Qj, j < k, e
contém 2n cubos diádicos da família Qk+1.

Definição 2.3.1. Dada f ∈ L1
loc(Rn), definimos a esperança condicional de f com

relação a família de cubos diádicos Qk por

Ekf(x)=̇
∑
Q∈Qk

(
1

|Q|

∫
Q

f(x) dx

)
χQ(x).

Observação 2.3.1. Note que a soma da expressão de Ekf(x) está bem definida uma vez
que para cada x ∈ Rn existe apenas um cubo diádico da família Qk que o contém.

Proposição 2.3.1. Se Ω =
⋃
`∈N

Qk,`, no qual cada Qk,` é um cubo diádico da família Qk, e

f ∈ L1(Ω) então ∫
Ω

Ekf(x) dx =

∫
Ω

f(x) dx.
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Demonstração. Primeiro, como Ω =
⋃
`∈N

Qk,`, então

χΩ(x) =
∑
`∈N

χQk,`(x).

Deste modo, como os cubos são disjuntos, então∫
Ω

Ekf(x) dx =

∫
⋃
Qk,`

Ekf(x) dx

=
∑
`∈N

∫
Qk,`

Ekf(x) dx

=
∑
`∈N

∫
Rn
Ekf(x)χQk,`(x) dx

=
∑
`∈N

∫
Rn

(
1

|Qk,`|

∫
Qk,`

f(y) dy

)
χQk,`(x) dx

=
∑
`∈N

(
1

|Qk,`|

∫
Qk,`

f(y) dy

)∫
Rn
χQk,`(x) dx

=
∑
`∈N

∫
Qk,`

f(y) dy

=

∫
Ω

f(x) dx.

Lema 2.3.2. Se f ∈ L1
loc(Rn), então

lim
k→−∞

Ekf(x) = 0.

Demonstração. Dado x ∈ Rn existe um único cubo diádico Qk,`0 ∈ Qk tal que x ∈ Qk,`0 .
Assim,

Ekf(x) =
1

|Qk,`0|

∫
Qk,`0

f(x) dx ≤ 2kn‖f‖1 −→ 0,

quando k → −∞.

Definição 2.3.2. Se f ∈ L1
loc(Rn), definimos a função maximal diádica por

Mdf(x)=̇ sup
k∈Z
|Ekf(x)|.

Proposição 2.3.3. Valem as afirmações:

(i) O operador Mdf é do tipo fraco (1, 1);
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(ii) Se f ∈ L1
loc(Rn), então

lim
k→∞

Ekf(x) = f(x)

em quase todo ponto.

Demonstração. Seja f ∈ L1(R). Podemos assumir que f ≥ 0. De fato, se f é real, então
podemos decompor em parte positiva e parte negativa. Se f é complexo, então decompomos
em parte real e imaginária.

Dado λ > 0, considere para cada k ∈ N o conjunto

Ωk = {x ∈ Rn : Ekf(x) > λ e Ejf(x) ≤ λ, se j < k},

isto é, x ∈ Ωk se Ekf(x) for a primeira esperança condicional de f maior que λ. Defina

Fλ=̇{x ∈ Rn : Mdf(x) > λ}.

Desta forma segue que
Fλ =

⋃
k∈Z

Ωk. (2.3)

De fato, diretamente da definição temos que Ωk ⊂ Fλ para todo k ∈ Z, donde segue que⋃
k∈Z

Ωk ⊂ Fλ.

Por outro lado, se x ∈ Fλ então da definição de supremo existe k0 ∈ Z tal que Ek0f(x) > λ.
Como lim

k→−∞
Ekf(x) = 0 (pelo Lema 2.3.2), existe k1 ∈ Z tal que k1 < k2 ≤ k0 tal que

Ek2f(x) > λ e Ejf(x) ≤ λ, ∀j < k2.

Assim, temos que Fλ ⊂ Ωk2 , o que conclui a igualdade (2.3).
Notemos que, pela definição dos conjuntos Ωk, temos:

(i) {Ωk}k∈Z são conjuntos disjuntos;

(ii) Ωk pode ser escrito como uma união de cubos diádicos da família Qk.

De fato, para a primeira afirmação, sejam k, k′ ∈ Z. Suponha k < k′. Então para x ∈ Ωk

temos que
Ejf(x) ≤ λ,

para todo j < k e, em particular, para j = k′. Logo, x /∈ Ωk′ e então os conjuntos Ωk são
disjuntos. Para a segunda afirmação, seja x ∈ Ωk. Existe um único cubo Qx ∈ Qk tal que
x ∈ Qx. Logo,

Ωk ⊂
⋃
x∈Ωk

Qx.
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Mostremos que vale a igualdade. Sejam x ∈ Ωk e y ∈ Qx. Pela definição da esperança
condicional, como Qx ∈ Qk, temos que

Ekf(y) =
1

|Qx|

∫
Qx

f(z) dz = Ekf(x) > λ.

Além disso, para j < k, pela definição dos cubos diádicos, existe um único Qj
x ∈ Qj tal

que x ∈ Qj
x ⊃ Qx. Temos que y também pertence unicamente ao cubo Qj

x em relação à
família Qj. Deste modo, como x ∈ Ωk, obtemos

Ejf(y) =
1

|Qj
x|

∫
Qjx

f(z) dz = Ejf(x) ≤ λ.

Portanto, Qx ⊂ Ωk para todo x ∈ Ωk e concluimos a segunda afirmação. Vale a pena
observar que muitos dos cubos da união descrita acima na verdade se repetem e que na
realidade obtemos uma união enumerável de cubos diádicos distintos da família Qk.

Assim, das afirmações obtemos

|{x ∈ Rn : Mdf(x) > λ}| = |Fλ| =
∑
k

|Ωk|

≤ 1

λ

∑
k

∫
Ωk

Ekf(x) dx

≤ 1

λ
‖f‖1,

o que conclui a primeira afirmação da proposição.
Agora vamos demonstrar a segunda afirmação da proposição. Se f ∈ L1(Rn), então pelo

Teorema 2.2.5 o limite do item (ii) da proposição é válido. Para completar a demonstração,
notemos que se f ∈ L1

loc(Rn) então fχQ ∈ L1(Rn) para todo Q ∈ Q0. Logo, o limite do
item (ii) vale q.t.p. em Q e portanto vale q.t.p. em Rn.

Por fim, obtemos o resultado conhecido como Teorema de Decomposição de Calderón-
Zygmund.

Teorema 2.3.4 (Decomposição de Calderón-Zygmund). Seja λ > 0. Se f ≥ 0 é
integrável, então existe uma família de cubos diádicos disjuntos {Qj}j∈N que satisfazem as
seguintes propriedades:

(i) f(x) ≤ λ para quase todo x /∈
⋃
j

Qj,

(ii)

∣∣∣∣∣⋃
j

Qj

∣∣∣∣∣ ≤ 1

λ
||f ||1,
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(iii) λ <
1

|Qj|

∫
Qj

f(x) dx ≤ 2nλ.

Demonstração. Dado λ > 0, considere os conjuntos Fλ e ΩK como na demonstração da
Proposição 2.3.3. Conforme visto,

⋃
k∈N

Ωk é uma família enumerável de cubos diádicos e

desta forma obtemos a sequência {Qj}j∈N} exigida pelo teorema.
Da Proposição 2.3.3 item (i) e da igualdade (2.3) obtemos∣∣∣∣∣⋃

j∈N

Qj

∣∣∣∣∣ = |{x ∈ Rn : Mdf(x) > λ}|

≤ 1

λ
‖f‖1,

donde segue a parte (ii) do teorema.
Se x /∈

⋃
j∈N

Qj então x /∈ Fλ e da igualdade (2.3) temos que x /∈ Ωk para todo k ∈ Z e

portanto Ekf(x) ≤ λ. Da Proposição 2.3.3 item (ii) segue que

f(x) ≤ λ

em quase todo ponto, o que demonstra a parte (i) do teorema.
Por fim, seja x ∈ Qj ∈ Ωk0 para algum k0 ∈ Z. Diretamente da definição do conjunto

Ωk0 temos que
1

|Qj|

∫
Qj

f(x) dx = Ek0f(x) > λ,

donde segue a primeira desigualdade do item (iii) do teorema. Para cada j ∈ N, considere
Q̃j o cubo concêntrico a Qj cujo lado é duas vezes maior. Note que como Q̃j contém Qj,
então ele pertence (ou é comparável) a um cubo de uma família Ωk com k < k0. Logo,
pela definição de Ωk0 temos que a média de f no cubo Q̃j é no máximo λ. Portanto,

1

|Qj|

∫
Qj

f(x) dx ≤ |Q̃j|
|Qj|

1

|Q̃j|

∫
Q̃j

f(x) dx

= 2n
1

|Q̃j|

∫
Q̃j

f(x) dx

< 2nλ,

o que conclui a demonstração do teorema.

Observação 2.3.2. Podemos reescrever as consequências do teorema acima da seguinte
forma. Dado λ > 0, definimos

g(x) =

{
f(x), se x /∈

⋃
Qj

1
|Qj |

∫
Qj
f(x) dx, se x ∈ Qj

.
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Denotemos f(x) = g(x) + (f − g)(x) = g(x) + b(x) no qual b(x) =
∑
bj(x) e cada bj é

dado por

bj(x) =

(
f(x)− 1

|Qj|

∫
Qj

f(x) dx

)
χQj(x).

Observemos que ∫
Qj

bj(x) dx =

∫
Qj

f(x) dx− 1

|Qj|

(∫
Qj

f(x) dx

)∫
Qj

1 dx

=

∫
Qj

f(x) dx− 1

|Qj|

(∫
Qj

f(x) dx

)
|Qj|

=

∫
Qj

f(x) dx−
∫
Qj

f(x) dx = 0.

Além disso, g ∈ L2(Rn). De fato,∫
Rn
|g(x)|2 dx =

∫
(
⋃
Qj)

c
|f(x)|2 dx+

∑
j

∫
Qj

|g(x)|2 dx

≤ λ

∫
(
⋃
Qj)

c
|f(x)| dx+

∑
j

(
1

|Qj|

∫
Qj

|f(x)| dx

)2

|Qj|

≤ λ

∫
Rn
|f(x)| dx+

∑
j

(∫
Qj

|f(x)| dx

)(
1

|Qj|

∫
Qj

|f(x)| dx

)

≤ λ‖f‖1 +
∑
j

2nλ

∫
Qj

|f(x)| dx

= λ‖f‖1 + 2nλ

∫
⋃
Qj

|f(x)| dx

≤ λ‖f‖1 + 2nλ‖f‖1

= (1 + 2n)λ‖f‖1.

Observação 2.3.3. Sejam f ∈ S(Rn), f ≥ 0 e b como na observação anterior. Temos
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que
∑
j

bj → b em L2(R). De fato, como os cubos Qj são disjuntos, temos que

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

bj − b

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

j=m+1

bj

∥∥∥∥∥
2

2

=

∫
Rn

∣∣∣∣∣
∞∑

j=m+1

bj(x)

∣∣∣∣∣
2

dx

≤
∫
Rn

∞∑
j=m+1

|bj(x)|2 dx.

Como f ∈ S(Rn), então existe M > 0 tal que |f(x)| ≤M para todo x ∈ Rn. Do item (iii)
da decomposição de Calderón-Zygmund, obtemos∣∣∣∣∣f(x)− 1

|Qj|

∫
Qj

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤M + 2λ = N > 0.

Logo, ∫
R

∞∑
j=m+1

|bj(x)|2 dx ≤ N2

∫
Rn

∞∑
j=m+1

χQj(x) dx

= N2

∫
Rn
χ⋃∞

j=m+1Qj
(x) dx

= N2

∣∣∣∣∣
∞⋃

j=m+1

Qj

∣∣∣∣∣
= N2

∣∣∣∣∣
∞⋃
j=1

Qj\

(
m⋃
j=1

Qj

)∣∣∣∣∣ −→ 0,

quando m→∞ e então
∑
j

bj → b em L2(Rn).

2.4 Transformada de Hilbert
Inicialmente vamos motivar a definição da Transformada de Hilbert. Dado f ∈ S(Rn)

temos que u(x, t) = Pt ∗ f(x) é solução de{
∆x,tu = 0 em Rn × (0,∞),

u(x, 0) = f(x),
(2.4)
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no qual Pt é o núcleo de Poisson dado por

Pt(x) = Γ

(
n+ 1

2

)
π−(n+1

2 ) t

(t2 + |x|2)
n+1
2

(2.5)

com P̂t(ξ) = e−2πt|ξ|. De fato, tomando a transformada de Fourier com respeito a x em
(2.4) obtemos {

∂2
t û− (2π|ξ|)2û = 0,

û(ξ, 0) = f̂(ξ).

O problema de valor inicial acima tem solução dada por

û(ξ, t) = e−2π|ξ|tf̂(ξ).

Como f ∈ S(Rn) e e−2π|ξ|t tem decaimento rápido em |ξ| se t > 0, então û( ·, t) ∈ S(Rn)
para t > 0 e podemos aplicar a transformada de Fourier inversa, obtendo

u(x, t) =

∫
Rn
e2πiξxe−2π|ξ|tf̂(ξ) dξ

= F−1
(
e−2π| · |t) ∗ f(x)

= Pt ∗ f(x),

no qual F−1 é a transformada de Fourier inversa e Pt é tal que P̂t(ξ) = e−2π|ξ|t. Para
mostrarmos a representação de Pt, usaremos as seguintes identidades:∫

Rn
e−2πiyxe−πδ|x|

2

dx = δ−
n
2 e−π|y|

2/δ (2.6)

e
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u
e−

γ2

4u du = e−γ, (2.7)

para γ > 0. A identidade (2.6) segue usando o mesmo raciocínio do Exemplo 1.4.2.
Mostremos então a identidade (2.7). Primeiro, pelo Teorema dos Resíduos para integral
de função de uma variável complexa, obtemos

π−1

∫ ∞
−∞

eiγx

1 + x2
dx = e−γ.

Além disso, por um cálculo simples, também temos que∫ ∞
0

e−(1+x2)u du =
1

1 + x2
.
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Assim, pelo Teorema de Fubini e aplicando (2.6) para n = 1, δ = u/π e y = −γ/(2π),
temos

e−γ = π−1

∫ ∞
−∞

eiγx
(∫ ∞

0

e−(1+x2)u du

)
dx

= π−1

∫ ∞
0

e−u
(∫ ∞
−∞

eiγxe−ux
2

dx

)
du

= π−1

∫ ∞
0

e−u
(π
u

) 1
2
e−

γ2

4u du

= π−
1
2

∫ ∞
0

e−u√
u
e−

γ2

4u du,

que é a identidade (2.7).
Agora estamos aptos para calcular a representação de Pt. Primeiro, aplicando as identi-

dade (2.7) com γ = 2π|ξ|t, o Teorema de Fubini e depois a identidade (2.6) com δ = πt2/u,
obtemos

Pt(x) =

∫
Rn
e2πiξxe−2π|ξ|t dξ

=
1√
π

∫
Rn
e2πiξx

(∫ ∞
0

e−u√
u
e
−π2|ξ|2t2

u du

)
dξ

=
1√
π

∫ ∞
0

e−u√
u

(∫
Rn
e2πiξxe

−π2|ξ|2t2
u dξ

)
du

=
t−n

π
n+1
2

∫ ∞
0

e−ue−
|x|2u
t2 u

n−1
2 du

=
t−n

π
n+1
2

∫ ∞
0

e
−
(
|x|2+t2

t2

)
u
u
n−1
2 du.

Fazendo a substituição v =

(
|x|2 + t2

t2

)
u no último termo da igualdade acima, obtemos

Pt(x) =
t−n

π
n+1
2

∫ ∞
0

e−v
(
|x|2 + t2

t2

)−(n−1
2 )

v
n−1
2

t2

|x|2 + t2
dv

=
1

π
n+1
2

t

(|x|2 + t2)
n+1
2

∫ ∞
0

e−vv
n−1
2 dv

=
Γ
(
n+1

2

)
π
n+1
2

t

(|x|2 + t2)
n+1
2

,

que é (2.5).

Para n = 1 podemos escrever u(x, t) = u(z) com z = x+ it da forma

u(z) =

∫ ∞
0

f̂(ξ)e2πizξ dξ +

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πizξ dξ.
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De fato, usando a transformada de Fourier inversa,

u(x, t) =

∫
R
û(ξ, t)e2πiξx dξ

=

∫
R
P̂t(ξ)f̂(ξ)e2πiξx dξ

=

∫
R
e−2πt|ξ|f̂(ξ)e2πiξx dξ

=

∫ ∞
0

e−2πtξf̂(ξ)e2πiξx dξ +

∫ 0

−∞
e2πtξf̂(ξ)e2πiξx dξ

=

∫ ∞
0

e2πi(x+it)ξf̂(ξ) dξ +

∫ 0

−∞
e2πi(x−it)ξf̂(ξ) dξ

=

∫ ∞
0

f̂(ξ)e2πizξ dξ +

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πizξ dξ.

Se definirmos

iv(z) =

∫ ∞
0

f̂(ξ)e2πizξ dξ −
∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πizξ dξ

temos que v é harmônica em R× (0,∞), ou seja, ∆x,tv = 0. Além disso, se f tem valores
reais então u e v tem valores reais e como

∂xu = ∂tv e ∂tu = −∂xv,

segue que u + iv é analítica em C+ (Im(z) > 0). Logo, v é conjugada harmônica de u.
Seguem dois lemas envolvendo v:

Lema 2.4.1. v(z) =

∫
R
−isgn(ξ)e−2πt|ξ|f̂(ξ)e2πixξ dξ.

Demonstração. De fato,

v(z) = −i
∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πi(x+it)ξ dξ + i

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πi(x−it)ξ dξ

=

∫ ∞
0

−if̂(ξ)e2πixξe−2πtξ dξ +

∫ 0

−∞
if̂(ξ)e2πixξe−2πt|ξ| dξ

=

∫
R
−isgn(ξ)e−2πt|ξ|f̂(ξ)e2πixξ dξ.

Lema 2.4.2. v(x, t) = Qt ∗ f(x), no qual Q̂t(ξ) = −isgn(ξ)e−2πt|ξ|.
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Demonstração. De fato,

v(x, t) = Qt ∗ f(x) =

∫
R
Qt(x− y)f(y) dy

=

∫
R

(∫
R
Q̂t(ξ)e

2πi(x−y)ξ dξ

)
f(y) dy

=

∫
R

(∫
R
e−2πiyξf(y) dy

)
− isgn(ξ)e−2πt|ξ|e2πixξ dξ

=

∫
R
−isgn(ξ)e−2πt|ξ|f̂(ξ)e2πixξ dξ.

Pela transformada de Fourier inversa temos que

Qt(x) =

∫
R
Q̂t(ξ)e

2πixξ dξ

=

∫
R
−isgn(ξ)e−2πt|ξ|e2πixξ dξ

=

∫ ∞
0

−ie−2πtξe2πixξ dξ +

∫ 0

−∞
ie2πtξe2πixξ dξ

= −i
∫ ∞

0

e2π(ix−t)ξ dξ + i

∫ 0

−∞
e2π(ix+t)ξ dξ

=
i

2π(ix− t)
+

i

2π(ix+ t)

=
i

2π

[
−t− ix+ t− ix

t2 + x2

]
=

1

π

x

t2 + x2
.

Denominamos Qt(x) =
1

π

x

t2 + x2
como núcleo conjugado de Poisson. Facilmente vemos

que Pt + iQt =
i

πz
é analítica em Im(z) > 0. No entanto, temos que lim

t→0+
u(x, t) = f(x)

já que Pt é uma aproximação da identidade.

Observação 2.4.1. Qt não é uma aproximação da identidade, pois Qt não é integrável
para t > 0.

Formalmente temos que lim
t→0

Qt(x) =
i

πx
. Assim, definimos a distribuição temperada,

chamada valor principal de 1/x, determinada por v.p.
(

1

x

)
por

v.p.

(
1

x

)
(φ) = lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx
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para toda φ ∈ S(R). Desta definição, segue que:

Proposição 2.4.3. Qt → π−1v.p.

(
1

x

)
quando t→ 0 em S ′(R).

Demonstração. Dado t > 0 definimos ψt(x) =
1

x
χ{|x|>t} que é limitada e portanto uma

distribuição temperada dada por

ψt(φ) =

∫
R
ψt(x)φ(x) dx =

∫
|x|>t

φ(x)

x
dx

com φ ∈ S(R). Facilmente vemos que

lim
t→0

ψt(φ) = v.p.

(
1

x

)
(φ).

Para obtermos o resultado é suficiente demonstrarmos que Qt − π−1ψt → 0 quando t→ 0
em S ′(R). Sendo assim,

π(Qt − π−1ψt)(φ) =

∫
R

x

t2 + x2
φ(x) dx−

∫
|x|>t

φ(x)

x
dx

=

∫
|x|<t

x

t2 + x2
φ(x) dx+

∫
|x|>t

[
x

t2 + x2
− 1

x

]
φ(x) dx

=

∫
|y|<1

y

1 + y2
φ(ty) dy +

∫
|y|>1

[
y

1 + y2
− 1

y

]
φ(ty) dy

=

∫
|y|<1

y

1 + y2
φ(ty) dy −

∫
|y|>1

1

y(1 + y2)
φ(ty) dy

=

∫
|y|<1

y

1 + y2
φ(ty) dy −

∫
|ỹ|<1

ỹ

1 + ỹ2
φ(t/ỹ) dỹ

com y = x/t e ỹ = 1/y. Pelo Teorema da Convergência Dominada segue que

lim
t→0

(Qt − π−1ψt)(φ) = π−1

∫
|y|<1

y

1 + y2
φ(0) dy − π−1

∫
|y|<1

y

1 + y2
φ(0) dy = 0.

Observação 2.4.2. Em virtude da proposição acima segue que

lim
t→0

Qt ∗ f(x) = π−1

〈
v.p.

(
1

x

)
( · ), f(x− · )

〉
= π−1 lim

t→0

∫
|y|>t

f(x− y)

y
dy.

Pela continuidade da transformada de Fourier em R e pelo fato que

Q̂t(ξ) = −isgn(ξ)e−2πt|ξ|

temos que

π−1

[
v.p.

(
1

x

)]̂
(ξ) = lim

t→0
Q̂t(ξ) = −isgn(ξ).
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Definição 2.4.1. Dada f ∈ S(R), definimos a transformada de Hilbert por

Hf(x) = π−1 lim
t→0

∫
|y|>t

f(x− y)

y
dy.

Assim, podemos redefinir a transformada de Hilbert pelas seguintes equivalências:

(i) Hf = lim
t→0

Qt ∗ f ;

(ii) Hf = π−1v.p.

(
1

x

)
∗ f ;

(iii) Ĥf(ξ) = −isgn(ξ)f̂(ξ).

Segue pelo Teorema de Plancharel e da expressão (iii) acima que a transformada de Hilbert
está bem definida para f ∈ S(R) e além disso,

‖Hf‖2 = ‖f‖2; (2.8)

H(Hf) = −f ; (2.9)∫
Hf · g = −

∫
f ·Hg. (2.10)

O próximo teorema nos mostra que a transformada de Hilbert pode ser estendida para
funções em Lp(R) para 1 ≤ p <∞.

Teorema 2.4.4. Para f ∈ S(R) seguem as afirmações:

(i) (Kolmogorov) H é fraco (1, 1);

(ii) (M. Riesz) H é forte (p, p) para 1 < p <∞.

Demonstração. Sejam λ > 0 e f ≥ 0.
(i) Podemos escrever f = g + b como na Observação 2.3.2, nos quais os cubos Qj são
denotados por intervalos Ij. Temos que Hf = Hg +Hb, logo

|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| ≤ |{x ∈ R : |Hg(x)| > λ/2}|+ |{x ∈ R : |Hb(x)| > λ/2}|.

Para estimar a primeira parcela da direita, usaremos (2.8) e o item (iii) do Teorema 2.3.4:

|{x ∈ R : |Hg(x)| > λ/2}| ≤ 4

λ2

∫
R
|Hg(x)|2 dx

≤ 4

λ2

∫
R
g(x)2 dx

≤ 8

λ

∫
R
g(x) dx

=
8

λ

[∫
(
⋃
j Ij)

c
f(x) dx+

∑
j

(
1

|Ij|

∫
Ij

f(y) dy

)∫
Ij

1 dx

]

=
8

λ
‖f‖1.
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Para a segunda parcela temos que

|{x ∈ R : |Hb(x)| > λ/2}| =

∣∣∣∣∣
{
x ∈

⋃
j

I∗j : |Hb(x)| > λ/2

}∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
{
x ∈

(⋃
j

I∗j

)c

: |Hb(x)| > λ/2

}∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣⋃
j

I∗j

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
{
x ∈

(⋃
j

I∗j

)c

: |Hb(x)| > λ/2

}∣∣∣∣∣ ,
no qual I∗j é o intervalo de mesmo centro que Ij e com o dobro de tamanho, ou seja,
|I∗j | = 2|Ij|. Da construção dos novos intervalos e do item (ii) do Teorema de Decomposição
de Calderón-Zygmund temos que∣∣∣∣∣⋃

j

I∗j

∣∣∣∣∣ ≤∑
j

∣∣I∗j ∣∣ = 2
∑
j

|Ij| = 2

∣∣∣∣∣⋃
j

Ij

∣∣∣∣∣ ≤ 2

λ
‖f‖1.

Da Observação 2.3.3, temos que
∑
j

bj → b em L2(R). Assim, |Hb(x)| ≤
∑
j

|Hbj(x)|.

De fato, se a soma for finita, então a desigualdade segue diretamente. Caso contrário, como∑
j

bj(x)→ b em L2(R), então

∥∥∥∥∥H
(

n∑
j=1

bj − b

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

bj − b

∥∥∥∥∥
2

−→ 0,

quando n → ∞, logo H

(
n∑
j=1

bj

)
→ Hb em L2(R). Portanto, existe uma subsequência

{nk} tal que H

(
nk∑
j=1

bj

)
→ Hb em quase todo ponto. Então,

|Hb(x)| =

∣∣∣∣∣ lim
k→∞

nk∑
j=1

Hbj(x)

∣∣∣∣∣
≤ lim sup

k→∞

nk∑
j=1

|Hbj(x)|

≤
∞∑
j=1

|Hbj(x)|.

Assim, como (⋃
j

Ij

)c

=
⋂
j

Icj ,
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temos que ∣∣∣∣∣
{
x ∈

(⋃
j

I∗j

)c

: |Hb(x)| > λ/2

}∣∣∣∣∣ =

∫
{x∈(⋃j I∗j )c:|Hb(x)|>λ/2}

1 dx

≤ 2

λ

∫
(
⋃
j I
∗
j )
c
|Hb(x)| dx

≤ 2

λ

∑
j

∫
(I∗j )c
|Hbj(x)| dx.

Para completar a demonstração de (i), basta mostrar que∑
j

∫
(I∗j )c
|Hbj(x)| dx ≤ C‖f‖1.

Denotaremos o centro de Ij por cj. Como
∫
bj = 0, então pelo Teorema de Fubini∫

(I∗j )c
|Hbj(x)| dx =

∫
(I∗j )c

∣∣∣∣∣
∫
Ij

bj(y)

x− y
dy

∣∣∣∣∣ dx
=

∫
(I∗j )c

∣∣∣∣∣
∫
Ij

bj(y)

(
1

x− y
− 1

x− cj

)
dy

∣∣∣∣∣ dx
≤
∫
Ij

|bj(y)|

(∫
(I∗j )c

|y − cj|
|x− y||x− cj|

dx

)
dy

≤
∫
Ij

|bj(y)|

(∫
(I∗j )c

|Ij|
|x− cj|2

dx

)
dy.

A última desigualdade vem do fato de que |y − cj| ≤ |Ij|/2 e |x− y| > |x− cj|/2. Para a
integral de dentro do último termo, sendo rj o raio do intervalo Ij, temos∫

(I∗j )c

|Ij|
|x− cj|2

dx =

∫ cj−2rj

−∞

|Ij|
|x− cj|2

dx+

∫ ∞
cj+2rj

|Ij|
|x− cj|2

dx

= |Ij|
(

1

2rj
+

1

2rj

)
= |Ij|

2

|Ij|
= 2.
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Assim, ∑
j

∫
(I∗j )c
|Hbj(x)| dx ≤ 2

∑
j

∫
Ij

|bj(x)| dx

≤ 2
∑
j

[∫
Ij

|f(x)| dx+

(
1

|Ij|

∫
Ij

|f(y)| dy

)∫
Ij

1 dx

]

≤ 4

∫
⋃
Ij

|f(x)| dx

≤ 4‖f‖1.

Logo,

|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| ≤ 8

λ
‖f‖1 +

2

λ
‖f‖1 +

8

λ
‖f‖1 =

18

λ
‖f‖1

e portanto H é fraco (1, 1).
(ii) Já temos que H é fraco (1, 1) e forte (2, 2). Pelo Teorema de Interpolação 2.2.10 temos
que H é forte (p′, p′) para 1 < p′ ≤ 2. Para p > 2, aplicando (2.10), o Teorema de
Representação de Riesz e a desigualdade de Hölder para p′ < 2 e 1/p+ 1/p′ = 1 (ou seja,
2 < p <∞), obtemos

‖Hf‖p = sup
‖ϕ‖p′≤1

∣∣∣∣∫
R
Hf(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣
= sup
‖ϕ‖p′≤1

∣∣∣∣∫
R
f(x)Hϕ(x) dx

∣∣∣∣
≤ ‖f‖p sup

‖ϕ‖p′≤1

‖Hϕ‖p′

≤ C‖f‖p sup
‖ϕ‖p′≤1

‖ϕ‖p′

= C‖f‖p,

e portanto H é forte (p, p) para 1 < p <∞.

Vale ressaltar que (ii) do Teorema 2.4.4 é falso para p = 1 e p = ∞. De fato, os
próximos dois exemplos mostram essa afirmação.

Exemplo 2.4.1. Seja f = χ[0,1]. Temos que

Hf(x) = π−1 log

∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣
que não é limitada. Portanto H não é forte (∞,∞).

Para o caso p = 1 enunciaremos o seguinte resultado:
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Lema 2.4.5. Se φ ∈ S(R), então Hφ ∈ L1(R)⇔ φ̂(0) = 0.

Demonstração. (⇒) Como φ ∈ S(R) ⊂ L1(R) então φ̂ é contínua e

Ĥφ(ξ) = −isgn(ξ)φ̂(ξ).

Pela hipótese Hφ ∈ L1, então (̂Hφ) é contínua. Logo, pela expressão anterior Ĥφ é
contínua na origem se, e somente se, φ̂(0) = 0.
(⇐) Primeiro, notemos que (1 + |x|)−1 ∈ L2(R), pois∫

R

(
1

1 + |x|

)2

dx = 2

∫ ∞
0

(
1

1 + |x|

)2

dx = 2

Note que se φ, xφ ∈ L2(R) então φ ∈ L1(R). De fato, pela desigualdade de Hölder,∫
R
|φ(x)| dx =

∫
R

1 + |x|
1 + |x|

|φ(x)| dx =

∫
R

|φ(x)|
1 + |x|

dx+

∫
R

|x||φ(x)|
1 + |x|

dx

≤ ‖φ‖2‖(1 + |x|)−1‖2 + ‖xφ‖2‖(1 + |x|)−1‖2

= (‖φ‖2 + ‖xφ‖2) ‖(1 + |x|)−1‖2 <∞.

Seja I =]− 1, 1[ e escreva
Hφ = χIHφ+ (1− χI)Hφ.

Temos que χI ∈ L2(R) e de (2.8), Hφ ∈ L2(R) para φ ∈ S(R). Assim, pela desigualdade
de Hölder, ∫

R
|χI(x)Hφ(x)| dx ≤ ‖χI‖2‖Hφ‖2 <∞,

ou seja, χIHφ ∈ L1(R). Temos também que (1 − χI)Hφ ∈ L1(R). De fato, como por
hipótese ∫

R
φ(y) dy = φ̂(0) = 0,

então para x ∈ Ic,

Hφ(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

φ(y)

x− y
dy

= lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

(
φ(y)

x− y
− φ(y)

x

)
dy

=
1

x
lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

yφ(y)

x− y
dy

=
1

x
Hψ(x),

no qual ψ(y) = yφ(y). Temos que ψ ∈ L2(R), pois ψ ∈ S(R). Temos também que∫
R

∣∣∣∣1− χI(x)

x

∣∣∣∣2 dx =

∫
|x|>1

1

|x|2
dx = 2

∫
x>1

1

x2
dx = 2,
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ou seja, (1− χI)x−1 ∈ L2(R). Assim, pela desigualdade de Hölder,∫
R
|(1− χI(x))Hφ(x)| dx =

∫
R

∣∣∣∣(1− χI(x))
Hψ(x)

x

∣∣∣∣ dx
≤ ‖(1− χI)x−1‖2‖Hψ‖2 <∞.

Logo, (1− χI)Hφ ∈ L1(R), e como χIHφ ∈ L1(R), concluímos que Hφ ∈ L1(R).

Exemplo 2.4.2. Se considerarmos

f(x) = e−
x2

2 ,

temos que f ∈ S(R) e ainda, como no Exemplo 1.4.2,

f̂(ξ) =
√

2πe−
ξ2

2 .

Como f̂(0) =
√

2π 6= 0, então pelo Lema 2.4.5, Hf /∈ L1(R) e portanto H não é forte
(1, 1).

Mostremos agora como podemos estender a transformada de Hilbert para funções em
Lp para 1 ≤ p < ∞. Para p = 1, seja f ∈ L1(R) = S(R). Então existe uma sequência
{fj} em S(R) tal que fj → f em L1(R). Temos que {fj} é uma sequência de Cauchy em
L1(R). Do item (i) do teorema acima,

|{x ∈ R : |H(fj − fk)(x)| > λ}| ≤ C

λ
‖fj − fk‖1.

Logo, H(fj − fk) é de Cauchy em medida e então {fj} converge em medida, digamos,
Hfj → g em medida. Definamos Hf=̇g. Temos que

|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| ≤ |{x ∈ R : |(g −Hfj)(x)| > λ/2}|+ |{x ∈ R : |Hfj(x)| > λ/2}| ,

no qual a primeira parcela converge a zero em medida. Para a segunda parcela, temos que

|{x ∈ R : |Hfj(x)| > λ/2}| ≤ C

λ
‖fj‖1 −→

C

λ
‖f‖1.

Portanto,

|{x ∈ R : |Hf(x)| > λ}| ≤ C

λ
‖f‖1.

Para 1 < p < ∞, seja f ∈ Lp(R) = S(R). Então existe uma sequência {fj} em S(R) tal
que fj → f em Lp(R). Temos que {fj} é uma sequência de Cauchy em Lp(R). Do item
(ii) do teorema acima,

‖H(fj − fk)‖p ≤ C‖fj − fk‖p.
Logo, H(fj−fk) é de Cauchy em Lp(R) e então {fj} converge em Lp(R), digamos, Hfjm →
g em Lp(R). Definindo Hf=̇g ∈ Lp(R), temos que

‖Hf‖p ≤ ‖g −Hfj‖p + ‖Hfj‖p ≤ ‖g −Hfj‖p + C‖fj‖p.

Como ‖g −Hfj‖p → 0 e ‖fj‖p → ‖f‖p, concluímos que

‖Hf‖p ≤ C‖f‖p.
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2.5 Potencial de Riesz
Esta seção está destinada para definir o operador potencial de Riesz, que, de certo

modo, define o inverso para uma potência do operador de Laplace no espaço euclidiano.
Além disso, vamos enunciar e demonstrar o teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev, que
tem como principal resultado a limitação do operador em Lp.

Definição 2.5.1. Sejam 0 < α < n e f ∈ S(Rn). Definimos o potencial de Riesz como
sendo o operador Iα dado por

Iαf(x) = γ(α, n)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy,

no qual γ(α, n) é dada por

γ(α, n) =
πα−

n
2 Γ
(
n−α

2

)
Γ
(
α
2

) , (2.11)

no qual Γ é a função Gama dada pela Definição 1.1.4.

Nosso objetivo agora é encontrar uma representação da transformada de Fourier de
Iαf , para f ∈ S(Rn). Para isso, enunciaremos um importante resultado preliminar.

Proposição 2.5.1. Seja ϕ(x) = |x|−α para 0 < α < n. Então

ϕ̂(ξ) = γ(α, n)
1

|ξ|n−α

com γ(α, n) dado por (2.11).

Demonstração. Podemos separar ϕ em duas partes:

ϕ(x) = |x|−αχ{|x|≤1} + |x|−αχ{|x|>1} = ϕ1(x) + ϕ2(x).

Para ϕ1 temos,∫
Rn
|ϕ1(x)| dx =

∫
|x|≤1

|x|−α dx = |Sn−1|
∫ 1

0

rn−1−α dr <∞,

pois α < n. Para ϕ2, temos que∫
Rn
|ϕ2(x)|p dx =

∫
|x|>1

|x|−pα dx = |Sn−1|
∫ ∞

1

rn−1−pα dr <∞

para p > n/α. Assim, temos que ϕ ∈ S ′(Rn) para 0 < α < n e está bem definida
pontualmente. Como ϕ é homogênea de ordem −α, pelo Teorema 2.6.3, ϕ̂ = (̂|x|−α) é
homogênea de ordem −n+ α. Porém, ainda nada podemos afirmar sobre a representação
de ϕ̂. Mas, como no Exemplo 1.4.2, temos que∫

Rn
e−πδ|x|

2

f̂(x) dx = δ−
n
2

∫
Rn
e
−π|x|2
δ f(x) dx,
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para toda f ∈ S(Rn). Multiplicando os dois lados por δ
n−α
2
−1, obtemos

δ
n−α
2
−1

∫
Rn
e−πδ|x|

2

f̂(x) dx = δ−
α
2
−1

∫
Rn
e
−π|x|2
δ f(x) dx.

Integrando os dois lados em relação a δ e usando o Teorema de Fubini,∫
Rn
f̂(x)

(∫ ∞
0

δ
n−α
2
−1e−πδ|x|

2

dδ

)
dx =

∫
Rn
f(x)

(∫ ∞
0

δ−
α
2
−1e

−π|x|2
δ dδ

)
dx. (2.12)

Para a integral em δ do lado esquerdo da igualdade (2.12), usando a definição da função
Gama com a substituição δ̃ = π|x|2δ, obtemos∫ ∞

0

δ
n−α
2
−1e−πδ|x|

2

dδ =
(
π|x|2

)−n−α
2

∫ ∞
0

δ̃
n−α
2
−1e−δ̃ dδ̃

=
Γ
(
n−α

2

)
π
n−α
2 |x|n−α

.

Logo, o lado esquerdo de (2.12) é igual a

Γ
(
n−α

2

)
π
n−α
2

∫
Rn
f̂(x)

1

|x|n−α
dx.

Para a integral em δ do lado direito de (2.12), fazendo δ̃ = π|x|2
δ

, obtemos∫ ∞
0

δ−
α
2
−1e

−π|x|2
δ dδ =

(
π|x|2

)−α
2

∫ ∞
0

δ̃
α
2
−1eδ̃ dδ̃

=
Γ
(
α
2

)
π
α
2 |x|α

.

Logo, o lado direito de (2.12) é igual a

Γ
(
α
2

)
π
α
2

∫
Rn
f(x)

1

|x|α
dx.

Portanto, obtemos ∫
Rn
f(x)

1

|x|α
dx =

πα−
n
2 Γ
(
n−α

2

)
Γ
(
α
2

) ∫
Rn
f̂(x)

1

|x|n−α
dx

= γ(α, n)

∫
Rn
f̂(x)

1

|x|n−α
dx

para toda f ∈ S(Rn). Finalmente, a igualdade acima nos diz que

ϕ̂(ξ) =

(
1

|x|α

)̂
(ξ) = γ(α, n)

1

|ξ|n−α
.
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Proposição 2.5.2. Sejam 0 < α < n e f ∈ S(Rn). A transformada de Fourier de Iαf é
dada por

Îαf(ξ) =
1

|ξ|α
f̂(ξ).

Demonstração. Da Proposição 2.5.1 temos que(
1

|x|α

)̂
(ξ) = γ(α, n)

1

|ξ|n−α
.

Agora pelo Corolário 1.4.4, obtemos

1

|x|α
= γ(α, n)

(
1

|ξ|n−α

)̂
(x).

Assim, dado f ∈ S(Rn), pela propriedade (iv) da transformada de Fourier obtemos

Îαf(ξ) = γ(α, n)

[(
1

|x|n−α

)
∗ f
]̂

(ξ)

= γ(α, n)

(
1

|x|n−α

)̂
(ξ)f̂(ξ)

=
1

|ξ|α
f̂(ξ).

O próximo lema é uma consequência direta do Teorema de Fubini.

Lema 2.5.3. Sejam 0 < α < n e f, ϕ ∈ S(Rn). Então∫
Rn
Iαf(x)ϕ(x) dx =

∫
Rn
f(x)Iαϕ(x) dx.

Demonstração. Pelo Teorema de Fubini, obtemos∫
Rn
Iαf(x)ϕ(x) dx =

∫
Rn

(∫
Rn
γ(α, n)

f(y)

|x− y|n−α
dy

)
ϕ(x) dx

=

∫
Rn
f(y)

(∫
Rn
γ(α, n)

ϕ(x)

|y − x|n−α
dx

)
dy

=

∫
Rn
f(y)Iαϕ(y) dy.

Teorema 2.5.4. (Hardy-Littlewood-Sobolev) Sejam 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α e
1

q
=

1

p
− α

n
. Valem as seguintes afirmações:
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(i) Se f ∈ Lp(Rn), então Iαf converge absolutamente q.t.p. em x.

(ii) Se 1 < p <∞, então existe Cp,q(α, n) > 0 tal que

||Iαf ||q ≤ Cp,q||f ||p,

para toda f ∈ Lp(Rn).

(iii) Se p = 1, então existe C(α, n) > 0 tal que

µ {x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ} ≤
(
C(α, n)||f ||1

λ

)q
,

para toda f ∈ L1(Rn) e λ > 0.

O teorema anterior nos mostra que Iα é um operador forte (p, q) para 1 < p < ∞ e
fraco (1, q).

Demonstração do Teorema 2.5.4. Definamos K(x) =
γ(α, n)

|x|n−α
. Para R > 0, temos que

K1(x) = K(x)χB(0;R)(x) e K2(x) = K(x)−K1(x).

Assim, K = K1 +K2.

(i) Afirmamos que K1 ∈ L1. De fato, usando coordenadas polares temos∫
Rn
|K1(x)| dx =

∫
|x|<R

γ(α, n)

|x|n−α
dx = |Sn−1|γ(α, n)

∫ R

0

1

rn−α
rn−1 dr

= C(α, n)Rα,

já que 0 < α. Portanto, K1 ∈ L1. Agora, usando a desigualdade de Young, obtemos

||K1 ∗ f ||p ≤ ||K1||1||f ||p <∞.

Além do mais, K1 ∗ f está bem definida em quase todo ponto x ∈ Rn. Seja agora p′

tal que
1

p
+

1

p′
= 1. Usando coordenadas polares,∫

Rn
|K2(x)|p′ dx = γ(α, n)|Sn−1|

∫ ∞
R

rn−1

r(n−α)p′
dr = C2(α, n)Rn−(n−α)p′ ,

pois

n− (n− α)p′ < 0⇔ 1

p′
< 1− α

n

⇔ 1

p′
<

1

p′
+

1

p
− α

n

⇔ 1

q
> 0.
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Agora pela desigualdade de Hölder, obtemos

||K2 ∗ f ||∞ ≤ ||K2||p′‖f‖p < (C2(α, n))1/p′ R−α‖f‖p.

Logo, K2 ∗ f está bem definida em quase todo ponto x ∈ Rn. Portanto, Iαf =
K ∗f = K1 ∗f +K2 ∗f está bem definida em quase todo ponto, ou seja Iαf converge
absolutamente em quase todo ponto.

(iii) Precisamos mostrar que Iα é um operador fraco (1, q), para
1

q
= 1− α

n
e 0 < α < n.

Pela Proposição 2.2.1 e repetindo as contas feitas em (i), temos

µ

{
x ∈ Rn : |K1 ∗ f(x)| > λ

2

}
= µ

{
x ∈ Rn :

2

λ
|K1 ∗ f(x)| > 1

}
≤ 2

λ
||K1 ∗ f ||1

≤ 2

λ
||K1||1||f ||1

≤ C1(α, n)

λ
Rα||f ||1.

Além disso, como

K2(x) =
γ(α, n)

|x|n−α
χ|x|≥R ≤ γ(α, n)Rα−n

e pela desigualdade de Young,

||K2 ∗ f ||∞ ≤ ||K2||∞||f ||1 ≤ C2(α, n)Rα−n||f ||1 = C2(α, n)R−
n
q ||f ||1.

Escolhendo

R =

(
2C2(α, n)||f ||1

λ

) q
n

temos que

|K2 ∗ f(x)| < λ

2
q.t.p. em x ⇒ µ

{
x ∈ Rn : |K2 ∗ f(x)| > λ

2

}
= 0.

Logo, para tal R, usando o Lema 2.2.2, temos

µ {x : |K ∗ f(x)| > λ} ≤ µ

{
x : |K1 ∗ f(x)| > λ

2

}
+ µ

{
x : |K2 ∗ f(x)| > λ

2

}
≤ C1(α, n)Rα

λ
‖f‖1

=
C1(α, n)

λ
||f ||1

(
2C2(α, n)||f ||1

λ

) qα
n

=

(
C(α, n)||f ||1

λ

) qα
n

+1

=

(
C(α, n)||f ||1

λ

)q
,
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pois
1

q
= 1− α

n
⇒ 1

q
+
α

n
= 1⇒ 1 +

αq

n
= q.

Portanto, Iα é fraco (1, q).

(ii) Sejam R > 0, K1 e K2 como no item (i). Podemos escrever

Iαf(x) =

∫
Rn
f(x− y)K1(y) dy +

∫
Rn
f(x− y)K2(y) dy.

Para a primeira integral, como K1 é uma função radial, decrescente e integrável, pela
Proposição 2.2.12 e usando as contas feitas em (i) temos∣∣∣∣∫

Rn
f(x− y)K1(y) dy

∣∣∣∣ = |K1 ∗ f(x)|

≤ γ(α, n)Mf(x)

∫
|y|<R

|y|α−n dy

= cRαMf(x),

no qual c = γ(α, n)|Sn−1|. Para a segunda integral, usamos a desigualdade de Hölder
e obtemos∣∣∣∣∫

Rn
f(x− y)K2(y) dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
|y|≥R

f(x− y)γ(α, n)|y|α−n dy
∣∣∣∣ ≤ ||f ||p||K2||p′ .

Como no item (i), temos que de fato K2 ∈ Lp
′ e ainda

||K2||p
′

p′ ≤ γ(α, n)|Sn−1|Rn−(n−α)p′ = cR−
n
q
p′ .

Assim, ∣∣∣∣∫
Rn
f(x− y)K2(y) dy

∣∣∣∣ ≤ cR−
n
q ||f ||p.

Agora considerando

R =

(
||f ||p
Mf(x)

) p
n

obtemos
|Iαf(x)| ≤ c[Mf(x)]

p
q ||f ||

1− p
q

p .

Como a função maximal de Hardy-Littlewood é limitada em Lp (pela Proposição
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2.2.11), concluímos que

||Iαf ||q ≤ c||f ||
1− p

q
p ||[Mf ]

p
q ||q

= c||f ||
1− p

q
p

(∫
Rn
|Mf(x)

p
q |q dx

) 1
q

= c||f ||
1− p

q
p

[(∫
Rn
|Mf(x)|p dx

) 1
p

] p
q

= c||f ||
1− p

q
p [||Mf ||p]

p
q

≤ c||f ||
1− p

q
p c̃||f ||

p
q
p

= C||f ||p,

no qual C é uma constante positiva.

Observação 2.5.1 (Motivação para definir o expoente de Sobolev). Seja u ∈ LP (Rn).
Para λ > 0, definamos

uλ(x)=̇u(λx).

Temos que uλ ∈ Lp(Rn). De fato, para y = λx temos que∫
Rn
|uλ(x)|p dx =

∫
Rn
|u(λx)|p dx = λ−n

∫
Rn
|(y)|p dy = λ−n‖u‖pp <∞.

Ainda,
‖uλ‖p = λ−

n
p ‖u‖p

Notemos que para λy = z, obtemos

Iαuλ(x) = γ(α, n)

∫
Rn

u(λy)

|x− y|n−α
dy

= γ(α, n)λ−n
∫
Rn

u(z)∣∣x− z
λ

∣∣n−α dz
= γ(α, n)λ−α

∫
Rn

u(z)

|λx− z|n−α
dz

= λ−αIαu(λx).

Além disso, para λx = y,∫
Rn
|Iαuλ(x)|q dx = λ−αq

∫
Rn
|Iαu(λx)|q dx

= λ−αqλ−n
∫
Rn
|Iαu(y)|q dy

=
(
λ−α−

n
q ‖Iαu‖q

)q
,
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e então,
‖Iαuλ‖q = λ−α−

n
q ‖Iαu‖q.

Do Teorema 2.5.4, temos que

‖Iαuλ‖q ≤ C‖uλ‖p =⇒ λ−α−
n
q ‖Iαu‖q ≤ λ−

n
p ‖u‖p.

A última estimativa vale para todo λ > 0. Sendo assim, é necessário que os expoentes de
λ sejam iguais, isto é,

−α− n

q
= −n

p
⇐⇒ 1

q
=

1

p
− α

n
.

Por fim, observemos que como q > 0, então p < n/α, que é uma das condições do Teorema
2.5.4.

Na introdução desse texto afirmamos que o item (ii) do Teorema 2.5.4 é falso para p = 1,
ou seja, não é verdade que o operador potencial de Riesz é forte (1, q) para q = n/(n−α).
Vejamos a seguir um contraexemplo.

Exemplo 2.5.1. Seja {uε}ε>0 uma aproximação da identidade. SendoK(x) = γ(n, α)|x|α−n,
temos que

Iαuε(x) = K ∗ uε(x) −→ K(x),

quando ε→ 0. Suponhamos que o resultado (ii) do Teorema 2.5.4 seja válido para p = 1.
Então,

‖Iαuε(x)‖q ≤ C‖uε‖1 = C,

o que implica que

lim inf
ε→0

∫
Rn
|Iαuε(x)|q dx <∞.

Mas pelo Lema de Fatou, obtemos∫
Rn
|K(x)|q dx =

∫
Rn

lim inf
ε→0

|Iαuε(x)|q dx

≤ lim inf
ε→0

∫
Rn
|Iαuε(x)|q dx <∞.

Contradição, pois∫
Rn
|K(x)|q dx = γ(n, α)q

∫
Rn

(
1

|x|n−α

)q
dx = γ(n, α)q

∫
Rn

1

|x|n
dx =∞.

2.6 Transformada de Riesz
Como visto na Seção 2.4, o operador transformada de Hilbert atua em funções definidas

em R. Nesta seção, o principal objetivo é introduzir o operador transformada de Riesz, que
é uma generalização da transformada de Hilbert atuando em funções em Lp(Rn). Também
iremos apresentar alguns resultados importantes, como a limitação da transformada de
Riesz em Lp(Rn) para p > 1.
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Definição 2.6.1. Dizemos que uma distribuição T ∈ D′(Rn) é homogênea de ordem k
quando, para todo t > 0 e ϕ ∈ C∞0 (Rn), valer

T (ϕt) = tkT (ϕ),

no qual

ϕt(x) =
1

tn
ϕ
(
t−1x

)
para todo x ∈ Rn. De modo análogo definimos distribuição homogênea de ordem k em
S ′(Rn).

Para x 6= 0, denotaremos x ∈ Rn por x = |x|x′, no qual x′ ∈ Sn−1.

Proposição 2.6.1. Seja Ω uma função definida em Sn−1, integrável e de média nula, ou
seja, ∫

Sn−1

Ω(x′)dx′ = 0.

Então, para ϕ ∈ S(Rn), temos que

v.p.

(
Ω(x′)

|x|n

)
(ϕ) = lim

ε→0

∫
|y|>ε

Ω(y′)

|y|n
ϕ(y) dy

define uma distribuição temperada.

Demonstração. Seja ϕ ∈ S(Rn). Então,

v.p.

(
Ω(x′)

|x|n

)
(ϕ) = lim

ε→0

∫
ε<|x|<1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx+

∫
|x|≥1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx.

O segundo termo do lado direito da igualdade pode ser estimado por∣∣∣∣∫
|x|≥1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x|≥1

|Ω(x′)|
|x|n

(1 + |x|2)k

(1 + |x|2)k
|ϕ(x)| dx

≤ ρk,0(ϕ)

∫
|x|≥1

|Ω(x′)|
|x|n(1 + |x|2)k

dx

= ρk,0(ϕ)||Ω||L1(Sn−1)

∫ ∞
1

1

r(1 + r2)k
dr,

no qual ρk,0(ϕ) é uma seminorma de ϕ em S(Rn) dada por (1.5). Em particular, para
k = 1 temos ∣∣∣∣∫

|x|≥1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ρ1,0(ϕ)||Ω||L1(Sn−1).

Para a primeira parcela, como a média de Ω é zero em Sn−1, temos que∣∣∣∣∫
ε<|x|<1

Ω(x′)

|x|n
dx

∣∣∣∣ =

(∫
Sn−1

Ω(x′) dx′
)∫ 1

ε

1

r
dr = 0,
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e portanto, podemos escrever

lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx = lim

ε→0

∫
ε<|x|<1

Ω(x′)

|x|n
[ϕ(x)− ϕ(0)] dx.

Segue pela desigualdade do valor médio que∣∣∣∣∫
ε<|x|<1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣sup
|s|≤1

{|∇ϕ(s)|}

∣∣∣∣∣ ||Ω||L1(Sn−1) ≤ ‖∇ϕ‖∞‖Ω‖L1(Sn−1).

Isso vale para todo ε < 1. Assim, obtemos

lim
ε→0

∫
ε<|x|<1

Ω(x′)

|x|n
ϕ(x) dx ≤ ||Ω||L1(Sn−1)

∑
|β|=1

ρ1,β(ϕ).

Logo, como v.p.
(

Ω(x′)
|x|n

)
é um funcional linear, segue que esta distribuição é temperada.

Da posse desta proposição, podemos definir uma classe especial de operadores integrais
singulares da forma

Tf(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

Ω(y′)

|y|n
f(x− y) dy, (2.13)

para f ∈ S(Rn) e Ω como na proposição anterior. De fato, podemos escrever que

Tf = v.p.

(
Ω(x′)

|x|n

)
∗ f,

o que mostra que (2.13) está bem definida.

Exemplo 2.6.1. Ωj(x
′) =

xj
|x|

para j = 1, . . . , n tem média nula. Para mostrar tal propri-

edade usaremos as coordenadas polares, ou seja,

x1 = r cos θ1,

x2 = r sin θ1 cos θ2,

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3,
...
xn−1 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 cos θn−1,

xn = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 sin θn−1,

com |x| = r ≥ 0, θ1, . . . , θn−2 ∈ [0, π[ e θn−1 ∈ [0, 2π[. Assim, para j = 1 temos∫
Sn−1

x′1 dx
′ =

(∫ π

0

cos θ1 sinn−2 θ1 dθ1

)
︸ ︷︷ ︸

0

(∫ π

0

sinn−3 θ2dθ2

)
. . .

(∫ π

0

sin θn−2dθn−2

)(∫ 2π

0

dθn−1

)

= 0.
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Para j = 2, temos∫
Sn−1

x′2 dx
′ =

(∫ π

0

sinn−1 θ1 dθ1

)(∫ π

0

cos θ2 sinn−3 θ2 dθ2

)
︸ ︷︷ ︸

0

. . .

(∫ π

0

sin θn−2 dθn−2

)(∫ 2π

0

dθn−1

)

= 0.

Seguindo de maneira análoga, para j = 1, . . . , n− 2, temos que∫
Sn−1

x′j dx
′ = C

(∫ π

0

cos θj sinn−(j+1) θj dθj

)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

no qual C é o número resultante da multiplicação das outra integrais. Para j = n − 1,
obtemos ∫

Sn−1

x′n−1 dx
′ = C

(∫ 2π

0

cos θn−1 dθn−1

)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

Finalmente, para j = n, temos∫
Sn−1

x′n dx
′ = C

(∫ 2π

0

sin θn−1 dθn−1

)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0.

Portanto, para todo j = 1, . . . , n, Ωj tem média nula.

Definição 2.6.2. Definimos as Transformadas de Riesz Rj, j = 1, . . . , n, como sendo

Rjf(x) = cn lim
ε→0

∫
|y|>ε

yj
|y|n+1

f(x− y) dy,

para f ∈ S(Rn), no qual

cn = Γ

(
n+ 1

2

)
π−

n+1
2 , (2.14)

e Γ é a função Gama dada pela Definição 1.1.4.

Em particular, Ωj(x
′) = xj/|x| tem média nula e então Rj está bem definida para

j = 1, . . . , n.

Observação 2.6.1. Denotaremos R = (R1, . . . , Rn). Quando Rjf ∈ Lp(Rn) para todo
j = 1, . . . , n, então a norma Lp de Rf é dada por

‖Rf‖Lp(Rn;Rn)=̇
n∑
j=1

‖Rjf‖p.
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Observação 2.6.2. A transformada de Hilbert é um caso particular da transformada de
Riesz. De fato, quando n = 1, temos que

R1f(x) = c1 lim
ε→0

∫
|y|>ε

y

|y|2
f(x− y) dy = π−1 lim

ε→0

∫
|y|>ε

f(x− y)

y
dy = Hf(x).

Proposição 2.6.2. Seja f ∈ C∞0 (Rn). Então

lim
x→∞

Rjf(x) = 0,

para todo j = 1, . . . , n.

Demonstração. Seja Ωj(x
′) = cnxj/|x|. Para f ∈ C∞0 (Rn), podemos escrever

Rjf(x) = lim
ε→0

∫
ε<|y|<1

Ωj(y
′)

|y|n
f(x− y) dy +

∫
|y|>1

Ωj(y
′)

|y|n
f(x− y) dy.

Como f tem suporte compacto, podemos supor que o suporte da f está contido em B(0, R),
para algum R > 0. Para |x| > R + 1 e |y| < 1 temos que

|x− y| ≥ |x| − |y| ≥ R + 1− |y| ≥ R.

Logo, f(x − y) = 0, para todo |x| < R + 1 e |y| < 1. Então, para |x| suficientemente
grande, temos que ∫

ε<|y|<1

Ωj(y
′)

|y|n
f(x− y) dy = 0,

para todo ε > 0. Assim,

lim
ε→0

∫
ε<|y|<1

Ωj(y
′)

|y|n
f(x− y) dy = 0.

Para |y| > 1, fazendo a substituição de variável z = x− y, obtemos∣∣∣∣∫
|y|>1

Ωj(y
′)

|y|n
f(x− y) dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
|x−z|>1

Ωj(x
′ − z′)

|x− z|n
f(z) dz

∣∣∣∣
≤
∫
|z|<R

|Ωj((x− z)′)|
|x− z|n

|f(z)| dz

≤ ‖f‖∞
1

(|x| −R)n
|B(0, R)|

= C
Rn

(|x| −R)n
,

no qual o último termo tende a zero quando |x| → ∞, o que conclui a demonstração.

Teorema 2.6.3. Se T ∈ S ′(Rn) é homogênea de ordem k, então T̂ ∈ S ′(Rn) é homogênea
de ordem −n− k.
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Demonstração. Seja ϕ ∈ S(Rn). Para x = ty,

ϕ̂t(ξ) =

∫
Rn
e−2πixξϕt(x) dx =

∫
Rn
e−2πiytξϕ(y) dy

= ϕ̂(tξ)

=
t−n

t−n
ϕ̂

(
ξ

t−1

)
= t−nϕ̂t−1(ξ).

Como T é homogênea de ordem k, então

T̂ (ϕt) = T (ϕ̂t) = T (t−nϕ̂t−1)

= t−nT (ϕ̂t−1)

= t−n−kT (ϕ̂)

= t−n−kT̂ (ϕ).

Portanto, T̂ é homogênea de ordem −n− k.

Observe que podemos denotar a transformada de Riesz por

Rjf(x) = Kj ∗ f(x),

no qual

Kj = v.p.

(
Ωj(x)

|x|n

)
com Ωj(x) = cn

xj
|x|

. Como Kj é homogênea de ordem −n, então K̂j é homogênea de ordem

0. Isso nos leva a questionar qual é a representação de K̂j. Para responder esta questão
precisaremos do seguinte resultado preliminar:

Proposição 2.6.4. ∂xj |x|1−n = v.p.

(
xj
|x|n+1

)
(1− n) em S ′(Rn).

Demonstração. Seja ϕ ∈ S(Rn). Usando integral por partes e o Teorema de Divergência,
obtemos

∂xj |x|1−n(ϕ) = −|x|1−n(∂xjϕ)

= − lim
ε→0

∫
|y|>ε

1

|y|n−1
∂yjϕ(y) dy

= − lim
ε→0

[∫
|y|>ε

∂yj

(
1

|y|n−1

)
ϕ(y) dy −

∫
|y′|=1

ε−n+1ϕ(εy′)vj(y
′)εn dy′

]
,
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no qual vj(y′) é o vetor normal à superfície |y′| = 1 no ponto y′. Pelo Teorema da Conver-
gência Dominada, a segunda integral da última linha tende a zero. Assim,

∂xj |x|1−n(ϕ) = (1− n) lim
ε→0

∫
|y|>ε

yj
|y|n+1

ϕ(y) dy.

Como consequência do resultado acima, juntamente com a Proposição 2.5.1 obtemos:

Proposição 2.6.5. K̂j(ξ) = −i ξj|ξ| .

Demonstração. Das Proposições 2.5.1 e 2.6.4, temos

v.p.

(
xj
|x|n+1

)̂
(ξ) =

2πi

1− n
ξj ̂(|x|1−n)(ξ)

=
2π

n− 1

Γ
(

1
2

)
π
n
2
−1

Γ
(
n−1

2

) (−i) ξj
|ξ|

=
1

cn
(−i) ξj
|ξ|
,

no qual cn é dado por (2.14). Portanto,

K̂j(ξ) = −i ξj
|ξ|
.

Proposição 2.6.6. (̂Rjf)(ξ) = −i ξj
|ξ|
f̂(ξ) para toda f ∈ L2(Rn).

Demonstração. Como na demonstração da proposição anterior,

v.p.

(
xj
|x|n+1

)̂
(ξ) =

1

cn
(−i) ξj
|ξ|
.

Agora se f ∈ S(Rn), então pela Propriedade (iv) da transformada de Fourier

(̂Rjf)(ξ) = cn

[
v.p.

(
xj
|x|n+1

)
∗ f
]̂

(ξ)

= cn

[
v.p.

(
xj
|x|n+1

)]̂
(ξ)f̂(ξ)

= −i ξj
|ξ|
f̂(ξ).

Agora como S é denso em L2, segue diretamente do Teorema de Plancherel que o resultado
também é válido para L2.
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Corolário 2.6.7. Seja f ∈ L2. Então Rjf ∈ L2.

Demonstração. De fato, usando Plancharel duas vezes obtemos

||Rjf ||2 = ||R̂jf ||2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ξj|ξ|
∣∣∣∣ f̂ ∣∣∣∣∣∣∣∣

2

≤ ||f̂ ||2 = ||f ||2.

Corolário 2.6.8. Se f ∈ L2(Rn) então
n∑
j=1

R2
jf = −f .

Demonstração. Aplicando a transformada de Fourier em R2
jf obtemos

̂[Rj(Rjf)](ξ) = −i ξj
|ξ|

(̂Rjf)(ξ) = −
ξ2
j

|ξ|2
f̂(ξ).

Como soma das transformadas é a transformada da soma,

̂[ n∑
j=1

R2
jf

]
(ξ) = −

n∑
j=1

ξ2
j

|ξ|2
f̂(ξ) = −f̂(ξ).

Assim, como a transformada de Fourier é isometria em L2 (por Teorema de Plancherel),
obtemos o resultado.

Observação 2.6.3. O corolário anterior mostra que
∑n

j=1 R
2
j = −I, no qual I é o operador

identidade em L2. Como S é denso em Lp para p > 1, segue que o resultado também é
válido para Lp.

Proposição 2.6.9. Se u ∈ S(Rn) então ∂xkRju = ∂xjRku, para todo i, k = 1, . . . , n.

Demonstração. Pela Propriedade (vi) da transformada de Fourier e pelo Corolário 2.6.8,
temos

̂(∂xkRju)(ξ) = 2πiξk (̂Rju)(ξ)

= 2πiξk

[
−i ξj
|ξ|
û(ξ)

]
= 2πiξj

[
−i ξk
|ξ|
û(ξ)

]
= 2πiξj (̂Rku)(ξ)

= ̂(∂xjRku)(ξ).

Aplicando a transformada de Fourier inversa na igualdade acima obtemos o resultado.
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Lema 2.6.10. Sejam 1 < α < n e u, ψ ∈ S(Rn). Então∫
Rn
RjIαu(x)ψ(x) dx =

∫
Rn
IαRju(x)ψ(x) dx.

Demonstração. Pelas Proposições 2.6.5 e 2.5.2 obtemos

̂(RjIαu)(ξ) = ̂[Rj(Iαu)](ξ)

= −i ξj
|ξ|

(̂Iαu)(ξ)

= −i ξj
|ξ|
|ξ|−αû(ξ)

= |ξ|−α
(
−i ξj
|ξ|

)
û(ξ)

= |ξ|−α(̂Rju)(ξ)

= ̂(IαRju)(ξ).

Seja ϕ ∈ S(Rn) tal que ϕ̂ = ψ. Então pela identidade acima temos que∫
Rn
RjIαu(x)ψ(x) dx =

∫
Rn
RjIαu(x)ϕ̂(x) dx

=

∫
Rn
R̂jIαu(x)ϕ(x) dx

=

∫
Rn
ÎαRju(x)ϕ(x) dx

=

∫
Rn
IαRju(x)ϕ̂(x) dx

=

∫
Rn
IαRju(x)ψ(x) dx

O próximo teorema é uma generalização do Teorema 2.4.4.

Teorema 2.6.11 (Calderón-Zygmund). Seja K ∈ S ′(Rn) ∩ L1
loc(Rn\{0}) satisfazendo:

(i) |K̂(ξ)| ≤ A, para todo ξ ∈ Rn;

(ii)
∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ B, para todo y ∈ Rn.

Então o operador T definido por Tf = K ∗ f é forte (p, p) para 1 < p <∞ e fraco (1, 1).
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Como resultado direto do teorema acima, temos que a transformada de Riesz é forte

(p, p) para 1 < p <∞ e fraco (1, 1). De fato, se Kj(x) = v.p.

(
Ω(x′)

|x|n

)
com Ωj(x

′) = cn
xj
|x|

e cn dado por (2.14), então Rjf = Kj ∗ f . Pela Proposição 2.6.1 e pelo Exemplo 2.6.1,
temos que Kj ∈ S ′(Rn). Ainda, pela Proposição 2.6.5 temos que∣∣∣K̂j(ξ)

∣∣∣ =

∣∣∣∣ ξj|ξ|
∣∣∣∣ ≤ 1,

ou seja, o item (i) do Teorema 2.6.11 é satisfeita. Além disso, afirmamos que se

|∇K(x)| ≤ C

|x|n+1
,

então K satisfaz o item (ii) do teorema. Com efeito, seja |x| ≥ 2|y|. Pela Desigualdade do
Valor Médio, temos

|K(x− y)−K(x)| ≤ |y| sup
z∈[x,x−y]

|∇K(z)| ≤ C|y|

(
sup

z∈[x,x−y]

1

|z|n+1

)
.

Fazendo z = x− ty, para t ∈ [0, 1], temos que

|z| ≥ |x| − t|y| ≥ |x| − t

2
|x| =

(
1− t

2

)
|x| ≥ 1

2
|x|,

e então,

|K(x− y)−K(x)| ≤ C|y| 2n+1

|x|n+1
= 2n+1C

|y|
|x|n+1

.

Portanto, ∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ 2n+1C|y|
∫
|x|≥2|y|

1

|x|n+1
dx

= 2n+1C|Sn−1||y|
∫ ∞

2|y|

1

r2
dr

= 2nC|Sn−1|.

Mostremos então que Kj(x) =
Ω(x′)

|x|n
satisfaz

|∇Kj| ≤
C

|x|n+1
.

Para j 6= k, temos que

∂xkKj(x) = cn∂xk

(
xj
|x|n+1

)
= −(n+ 1)

xj
|x|n+1

xk
|x|2

,
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e então
|∂xkKj(x)| ≤ (n+ 1)

1

|x|n+1

∣∣∣∣xjxk|x|2
∣∣∣∣ ≤ n+ 1

|x|n+1
.

Para j = k, temos

|∂xjKj(x)| =
∣∣∣∣ 1

|x|n+1
− (n+ 1)

x2
j

|x|2
1

|x|n+1

∣∣∣∣ ≤ n+ 2

|x|n+1
.

Logo,

|∇Kj(x)| ≤ n+ 2

|x|n+1

e então Kj satisfaz o item (ii) do Teorema 2.6.11. Concluímos então que Rj é forte (p, p)
para 1 < p <∞ e fraco (1, 1).

Demonstremos agora o Teorema de Caldeirón-Zygmund:

Demonstração do Teorema 2.6.11. Vamos assumir que T é fraco (1, 1). Pela hipótese (i) e
usando Plancharel, temos que T é forte (2, 2). De fato,∫

|Tf(x)|2 dx =

∫
|K ∗ f(x)|2 dx =

∫
| ̂(K ∗ f)(ξ)|2 dξ

=

∫
|K̂(ξ)|2|f̂(ξ)|2 dξ

≤ A2

∫
|f̂(ξ)|2 dξ

= A2

∫
|f(x)|2 dx.

Assim, pelo Teorema 2.2.10 (Interpolação de Marcinkiewiscz), T é forte (p, p) para 1 <
p ≤ 2. Defina

K∗(x)=̇K(−x).

Temos que K∗ satisfaz as hipóteses do teorema. De fato, da hipótese (i) para K temos∣∣∣K̂∗(ξ)∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
K(−x)e−2πixξ dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
K(y)e−2πiy(−ξ) dy

∣∣∣∣
=
∣∣∣K̂(−ξ)

∣∣∣ ≤ A,

para todo ξ ∈ Rn. Logo, K∗ satisfaz a hipótese (i). Além disso, da hipótese (ii) para K,
temos ∫

|x|≥2|y|
|K∗(x− y)−K∗(x)| dx =

∫
|x|≥2|y|

|K(−x+ y)−K(−x)| dx

=

∫
|z|≥2|−y|

|K(z − (−y))−K(z)| dz ≤ B,
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para todo y ∈ Rn. Portanto, K∗ também satisfaz a hipótese (ii). Assim, novamente
aplicando Plancharel e a hipótese (i) para K∗, temos que T ∗ dada por T ∗f = K∗ ∗ f é
forte (p, p) para 1 < p ≤ 2. Afirmamos que T é forte (p, p) para 2 < p < ∞. De fato,
usando o fato de que T ∗ é forte (p′, p′) para 1 < p′ ≤ 2, segue pelo Teorema de Fubini e
pela desigualdade de Hölder que∣∣∣∣∫

Rn
Tf(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
K ∗ f(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

(∫
Rn
K(x− y)f(y) dy

)
ϕ(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

(∫
Rn
K(x− y)f(y) dy

)
ϕ(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
f(y)

(∫
Rn
K(x− y)ϕ(x) dx

)
dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
f(y)

(∫
Rn
K∗(y − x)ϕ(x) dx

)
dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
f(y)K∗ ∗ ϕ(y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn
f(y)T ∗ϕ(y) dy

∣∣∣∣
≤ ‖f‖p‖T ∗ϕ‖p′
≤ C‖f‖p‖ϕ‖p′ ,

nos quais
1

p
+

1

p′
= 1, com 2 < p < ∞ (ou seja, 1 < p′ < 2), e ϕ ∈ Lp′(Rn). Finalmente,

pelo Teorema de Representação de Riesz,

‖Tf‖p = sup
‖ϕ‖p′≤1

∣∣∣∣∫
Rn
Tf(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖p sup
‖ϕ‖p′≤1

‖ϕ‖p′ = C‖f‖p,

para 2 < p < ∞. Portanto, T é forte (p, p) para 1 < p < ∞. Basta provarmos então que
T é fraco (1, 1).

Sejam λ > 0 e f ≥ 0. Podemos escrever f = g + b nos quais g e b são como na
Observação 2.3.2. Note que, como |T | é sublinear, então

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn : |Tg(x)| > λ

2

}∣∣∣∣+

∣∣∣∣{x ∈ Rn : |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ .
Para a primeira parcela, como T é forte (2, 2) (pela hipótese (i) + Plancharel) e usando a
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Observação 2.3.2, obtemos∣∣∣∣{x ∈ Rn : |Tg(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ =

∫
{x∈Rn:|Tg(x)|>λ

2}
1 dx

<
4

λ2

∫
Rn
|Tg(x)|2 dx

≤ 4

λ2
A2

∫
Rn
|g(x)|2 dx

≤ 4A2(1 + 2n)

λ
|f‖1.

Para a segunda parcela, como b(x) =
∑
j

bj(x), então

Tb(x) =
∑
j

Tbj(x).

De fato, se a soma for finita então a igualdade é direta. Caso contrário, da Observação
2.3.3, temos que

∑
j

bj → b em L2(R). Assim, como T é forte (2, 2), obtemos

∥∥∥∥∥T
(

n∑
j=1

bj − b

)∥∥∥∥∥
2

≤ A

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

bj − b

∥∥∥∥∥
2

−→ 0,

quando m→∞, e portanto T

(
m∑
j=1

bj

)
→ Tb em L2(R).

Temos também que∣∣∣∣{x ∈ Rn : |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ =

∣∣∣∣{x ∈ (⋃Q∗j

)c
: |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣+∣∣∣∣{x ∈⋃Q∗j : |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ ,
no qual Q∗j é o cubo Qj “engordado” com a aresta de tamanho `∗j = 2

√
n`j, sendo `j o

tamanho da aresta do cubo Qj. Temos que∣∣∣∣{x ∈⋃Q∗j : |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣⋃Q∗j

∣∣∣
≤
∑∣∣Q∗j ∣∣

= (2
√
n)n

∑
|Qj|

= (2
√
n)n

∣∣∣⋃Qj

∣∣∣
≤ (2

√
n)n

λ
‖f‖1.
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Além disso, ∣∣∣∣{x ∈ (⋃Q∗j

)c
: |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ =

∫
{x∈(⋃Q∗j)c:|Tb(x)|>λ

2}
1 dx

≤ 2

λ

∫
(
⋃
Q∗j)

c
|Tb(x)| dx

≤ 2

λ

∑
j

∫
(Q∗j)

c
|Tbj(x)| dx.

Se mostrarmos que ∫
(Q∗j)

c
|Tbj(x)| dx ≤ B

∫
Qj

|bj(x)| dx (2.15)

terminamos a demonstração. De fato, como∫
Qj

|bj(x)| dx ≤
∫
Qj

|f(x)| dx+
1

|Qj|

(∫
Qj

|f(x)| dx

)∫
Qj

1 dx = 2

∫
Qj

|f(x)| dx,

então se (2.15) for válido, teremos∣∣∣∣{x ∈ (⋃Q∗j

)c
: |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ ≤ 4B

λ

∑
j

∫
Qj

|f(x)| dx

=
4B

λ

∫
⋃
Qj

|f(x)| dx

≤ 4B

λ
‖f‖1.

Mostremos então a desigualdade (2.15). Como
∫
Qj

bj(y) dy = 0, temos que

Tbj(x) = K ∗ bj(x) =

∫
Qj

K(x− y)bj(y) dy =

∫
Qj

[K(x− y)−K(x− cj)] bj(y) dy,

no qual cj é o centro do cubo Qj. Pelo Teorema de Fubini,∫
(Q∗j)

c
|Tbj(x)| dx =

∫
(Q∗j)

c

∣∣∣∣∣
∫
Qj

[K(x− y)−K(x− cj)] bj(y) dy

∣∣∣∣∣ dx
≤
∫
Qj

|bj(y)|

(∫
(Q∗j)

c
|K(x− y)−K(x− cj)| dx

)
dy.

Como
|x− cj| >

√
n`j = 2

√
n`j
2
≥ 2|y − cj|
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para y ∈ Qj, então pela hipótese (ii),∫
(Q∗j)

c
|K(x− cj + cj − y)−K(x− cj)| dx

≤
∫
|x−cj |≥2|y−cj |

|K(x− cj − (y − cj))−K(x− cj)| dx ≤ B.

Logo, ∣∣∣∣{x ∈ (⋃Q∗j

)c
: |Tb(x)| > λ

2

}∣∣∣∣ ≤ 4B

λ
‖f‖1,

e portanto,

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤
(
4A2(1 + 2n) + (2

√
n)n + 4B

) ‖f‖1

λ
,

ou seja, T é fraco (1, 1).

A seguir vamos apresentar o que é conhecido como Método das Rotações, que tem
como aplicação mostrar, de outra maneira, que a transformada de Riesz é forte (p, p) para
1 < p <∞.

Seja T um operador unidimensional limitado de Lp(R) em Lp(R). A partir de T ,
estamos interessados em definir um operador Tu limitado de Lp(Rn) em Lp(Rn) para u ∈
Sn−1. Seja Lu = {λu : λ ∈ R} e L⊥u seu subespaço ortogonal em Rn. Assim, dado x ∈ Rn,
existe único x1 ∈ R e x̄ ∈ L⊥u tal que x = x1u+ x̄. Definimos

Tuf(x)=̇T (f( ·u+ x̄))(x1) (2.16)

para toda f ∈ Lp(Rn) q.t.p x. Dessa forma por uma mudança de variáveis e o Teorema de
Fubini segue que∫

Rn
|Tuf(x)|p dx =

∫
Rn
|T (f( ·u+ x̄))(x1)|p dx

=

∫
L⊥u

(∫
R
|T (f( ·u+ x̄))(x1)|p dx1

)
dx̄

≤ Cp
p

∫
L⊥u

(∫
R
|f( ·u+ x̄)(x1)|p dx1

)
dx̄

= Cp
p

∫
Rn
|f(x)|p dx,

e portando Tu é limitado de Lp(Rn) em Lp(Rn). A seguir alguns exemplos especiais de
operadores da forma Tu.

Exemplo 2.6.2. A função maximal de Hardy-Littlewood direcional

Muf(x) = sup
h>0

1

2h

∫ h

−h
|f(x− tu)| dt.
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Exemplo 2.6.3. A transformada de Hilbert direcional

Huf(x) = π−1 lim
ε→0

∫
|t|>ε

f(x− tu)

t
dt.

O próximo resultado que iremos mostrar é uma consequência direta da desigualdade de
Minkowski para integrais.

Proposição 2.6.12. Dado um operador unidimensional T limitado em Lp(R) com norma
Cp, seja Tu um operador definido como em (2.16). Então para toda Ω ∈ L1(Sn−1) com
média nula, o operador TΩ definido por

TΩf(x)=̇

∫
Sn−1

Ω(u)Tuf(x) du

é limitado em Lp(Rn).

Demonstração. Pela desigualdade de Minkowski para integrais obtemos(∫
Rn
|TΩf(x)|p dx

)1/p

≤
(∫

Rn

[∫
Sn−1

|Ω(u)| |Tuf(x)| du
]p
dx

)1/p

≤
∫
Sn−1

(∫
Rn
|Ω(u)|p |Tuf(x)|p dx

)1/p

du

=

∫
Sn−1

|Ω(u)|
(∫

Rn
|Tuf(x)|p dx

)1/p

du

≤ Cp‖f‖Lp(Rn)‖Ω‖L1(Sn−1).

Podemos aplicar a proposição anterior para operadores da forma (2.13) quando Ω é
uma função ímpar. De fato, se f ∈ S(Rn) então

Tf(x) = lim
ε→0

∫
Sn−1

∫ ∞
ε

Ω(u)

r
f(x− ru) dr du

=
1

2
lim
ε→0

∫
Sn−1

Ω(u)

(∫
|r|>ε

f(x− ru)

r
dr

)
du.

A última igualdade decorre simplesmente do fato que Ω é ímpar. Além disso temos que

Tf(x) =
1

2
lim
ε→0

∫
Sn−1

Ω(u)

(∫
1>|r|>ε

f(x− ru)− f(x)

r
dr

)
du

+
1

2

∫
Sn−1

Ω(u)

(∫
|r|≥1

f(x− ru)

r
dr

)
du,
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já que Ω tem média nula. Como f ∈ S(Rn) segue pelo Teorema da Convergência Dominada
na expressão acima que

Tf(x) =
1

2

∫
Sn−1

Ω(u)

(
lim
ε→0

∫
|r|>ε

f(x− ru)

r
dr

)
du.

Pelo Exemplo 2.6.3 concluímos que

Tf(x) =
π

2

∫
Sn−1

Ω(u)Huf(x) du.

Em vista da expressão acima podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolário 2.6.13. Seja Ω uma função ímpar como na Proposição 2.6.1. Se Ω ∈ L1(Sn−1)
com média nula então o operador definido em (2.13) é limitado em Lp(Rn) para 1 < p <∞.

Demonstração. Decorre imediatamente da proposição anterior e do Teorema 2.4.4.

Como Ωj(x
′) =

xj
|x|

é uma função ímpar, então segue do corolário anterior que a trans-

formada de Riesz é forte (p, p) para 1 < p <∞.



Capítulo 3

Principal Resultado

Nesse capítulo apresentamos a demonstração do resultado principal do artigo [1]. Além
disso, versamos sobre um contraexemplo para o caso n = 1.

3.1 Demonstração do Teorema 3.1.1
Por um abuso de notação iremos denotar por C como uma constante positiva que

depende de n e α, e seu valor pode ser alterado no decorrer das manipulações algébricas.

Teorema 3.1.1. Sejam n ≥ 2 e 0 < α < n. Então existe uma constante C = C(α, n) > 0
tal que

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn), (3.1)

para toda u ∈ C∞0 (Rn) tal que Ru ∈ L1(Rn;Rn).

Demonstração. Seja u ∈ C∞0 (Rn) tal que Ru ∈ L1(Rn;Rn). Afirmamos que é suficiente
demonstrarmos que, para todo j ∈ {1, . . . , n}, existe uma constante C = C(α, n) > 0 tal
que, para toda ϕ ∈ C∞0 (Rn),∣∣∣∣∫

Rn
RjuIαϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn)‖ϕ‖Ln/α(Rn). (3.2)

De fato, para demonstrar (3.1), provaremos as seguintes desigualdades

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C
n∑
j=1

‖RjIαu‖Ln/(n−α)(Rn) (3.3)

e
n∑
j=1

‖RjIαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn), (3.4)

para toda u ∈ C∞0 (Rn) tal que Ru ∈ L1(Rn;Rn).

76
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Inicialmente vamos demonstrar a estimativa (3.3). Pelo Corolário 2.6.8, desigualdade
de Hölder e usando o fato de que o operador Rj é auto-adjunto e limitado em Ln/α(Rn)
(pelo Teorema 2.6.11), obtemos∣∣∣∣∫

Rn
Iαu(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−
n∑
j=1

∫
Rn
Iαu(x)Rj(Rjϕ(x)) dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∫
Rn
Rj(Iαu(x))Rjϕ(x) dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

∫
Rn
|Rj(Iαu(x))| |Rjϕ(x)| dx

≤
n∑
j=1

‖Rj(Iαu)‖Ln/(n−α)(Rn)‖Rjϕ‖Ln/α(Rn)

≤ C

(
n∑
j=1

‖Rj(Iαu)‖Ln/(n−α)(Rn)

)
‖ϕ‖Ln/α(Rn),

para toda ϕ ∈ C∞0 (Rn). Agora pelo Teorema de Representação de Riesz 1.1.11,

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C
n∑
j=1

‖RjIαu‖Ln/(n−α)(Rn),

para toda u ∈ C∞0 (Rn), e assim obtemos a desigualdade desejada.

Para provarmos a estimativa (3.4) é suficiente demonstrar que∣∣∣∣∫
Rn
RjIαu(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn)‖ϕ‖Ln/α(Rn), (3.5)

para cada j = 1, . . . , n, e para toda ϕ ∈ C∞0 (Rn). Então vamos demonstrar a estimativa
(3.5). Primeiro, pelos Lemas 2.5.3 e 2.6.10 obtemos∫

Rn
RjIαu(x)ϕ(x) dx =

∫
Rn
IαRju(x)ϕ(x) dx =

∫
Rn
Rju(x)Iαϕ(x) dx.

Agora, da desigualdade (3.2), temos que∣∣∣∣∫
Rn
RjIαu(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
Rju(x)Iαϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn)‖ϕ‖Ln/α(Rn),

e assim obtemos a estimativa (3.5). A desigualdade (3.4) segue diretamente do Teorema
de Representação de Riesz 1.1.11. Dessa forma, assumindo as desigualdades (3.3) e (3.4),
obtemos

‖Iαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C

n∑
j=1

‖RjIαu‖Ln/(n−α)(Rn) ≤ C‖Ru‖L1(Rn;Rn),
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para toda u ∈ C∞0 (Rn) tal que Ru ∈ L1(Rn;Rn). Assim, provamos a desigualdade (3.1) do
Teorema 3.1.1.

Todo nosso trabalho se resume em demonstrar a estimativa (3.2). Sem perda de gene-
ralidade, consideremos j = 1 e escrevamos x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R. Considere também
ρ ∈ C∞0 (Rn) tal que suppρ ⊂ B(0, 1) e∫

Rn
ρ(x) dx = 1.

Definamos ρε = ρ(x/ε)ε−n e ϕε(x) = (ϕ ∗ ρε)(x) para ε > 0 fixo. Escrevamos∫
Rn
Rju(x)Iαϕ(x) dx =

∫
R

(∫
Rn−1

Rju(x′, xn)Iαϕ(x′, xn) dx′
)
dxn

e destacamos a integral em Rn−1. Podemos reescrevê-la como∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕ(x′, xn) dx′ =

∫
Rn−1

R1u(x′, xn)[Iαϕ(x′, xn)− Iαϕε(x′, xn)] dx′

+

∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕε(x
′, xn) dx′

= I(ε) + II(ε).

Para o primeiro termo iniciamos com a seguinte desigualdade

|I(ε)| ≤
∫
Rn−1

|R1u(x′, xn)||Iαϕ(x′, xn)− Iαϕε(x′, xn)| dx′ (3.6)

Agora, vamos estimar o termo Iαϕ(x′, xn) − Iαϕε(x
′, xn) em Rn−1. Iniciaremos com o

seguinte lema.

Lema 3.1.2. Iαϕε(x)− Iαϕδ(x) =

∫ ε

δ

∂

∂r
[ρr ∗ Iαϕ(x)] dr, para 0 < δ < ε.

Demonstração do Lema 3.1.2. Lembrando que Iαϕr = K∗ϕr, no qualK(x) = γ(α, n)|x|α−n,
temos, pelo Teorema de Fubini,

Iαϕr = K ∗ ϕ ∗ ρr = ρr ∗K ∗ ϕ = ρr ∗ Iαϕ ∈ C∞((0,∞))

na variável r. Assim, dado x ∈ Rn, do Teorema Fundamental do Cálculo obtemos

Iαϕε(x)− Iαϕδ(x) = ρε ∗ Iαϕ(x)− ρδ ∗ Iαϕ(x)

=

∫ ε

δ

∂

∂r
[ρr ∗ Iαϕ(x)] dr.
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Então podemos escrever

Iαϕε(x)− Iαϕδ(x) =

∫ ε

δ

(∫
Rn
σr(x− y)Iαϕ(y)dy

)
dr

no qual

σr(z) =
∂

∂r
ρr(z) =

∂

∂r

[
1

rn
ρ
(z
r

)]
= −n 1

rn+1
ρ
(z
r

)
− 1

rn
∇ρ
(z
r

)
· z
r2

= − 1

rn

[n
r
ρ
(z
r

)
+∇ρ

(z
r

)
· z
r2

]
.

Lema 3.1.3. lim
ε→0

Iαϕε(x) = Iαϕ(x).

Demonstração do Lema 3.1.3. De fato, usando o fato de que {ρε}ε>0 é uma aproximação
da identidade, obtemos

lim
ε→0

Iαϕε(x) = lim
ε→0

ρε ∗ Iαϕ(x) = δ0 ∗ Iαϕ(x) = Iαϕ(x),

no qual δ0 é a distribuição delta de Dirac centrada na origem.

Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue∫ ε

δ

(∫
Rn
σr(x− y)Iαϕ(y)dy

)
dr −→

∫ ε

0

(∫
Rn
σr(x− y)Iαϕ(y)dy

)
dr

quando δ → 0. Agora, pelo Teorema de Fubini, obtemos∫ ε

0

(∫
Rn
σr(x− y)Iαϕ(y) dy

)
dr =

∫ ε

0

(∫
Rn
σr(x− y)(K ∗ ϕ)(y) dy

)
dr

=

∫ ε

0

[∫
Rn
σr(x− y)

(∫
Rn
K(y − z)ϕ(z) dz

)
dy

]
dr

=

∫ ε

0

[∫
Rn

∫
Rn
σr(x− y)K(y − z)ϕ(z) dy dz

]
dr

=

∫ ε

0

[∫
Rn
ϕ(z)

(∫
Rn
σr(x− y)K(y − z) dy

)
dz

]
dr.

Para z ∈ Rn, fazendo a substituição de variável ỹ = y − z,∫ ε

0

(∫
Rn
σr(x− y)Iαϕ(y) dy

)
dr =

∫ ε

0

[∫
Rn
ϕ(z)

(∫
Rn
σr(x− z − ỹ)K(ỹ) dỹ

)
dz

]
dr

=

∫ ε

0

[∫
Rn
ϕ(z)Iασr(x− z) dz

]
dr

=

∫ ε

0

(∫
Rn
Iασr(x− y)ϕ(y) dy

)
dr.
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Lema 3.1.4. |Iασr(z)| ≤ C/(r + |z|)n−α+1 para todo z ∈ Rn e r > 0.

Demonstração do Lema 3.1.4. Separemos em dois casos: |z| ≤ 2r e |z| > 2r. Quando
|z| ≤ 2r, temos

|Iασr(z)| =
∣∣∣∣∫

Rn

γ(n, α)

|z − y|n−α
(−1)

rn

[n
r
ρ
(y
r

)
+∇ρ

(y
r

)
· y
r2

]
dy

∣∣∣∣
≤ C

rn

∫
Rn

∣∣n
r
ρ
(
y
r

)
+∇ρ

(
y
r

)
· y
r2

∣∣
|z − y|n−α

dy.

Antes de prosseguir, faremos duas observações.

(i) Como o suporte de ρ está em B(0, 1), então o suporte de ρ
( ·
r

)
está em B(0, r).

De fato,
x

r
∈ B(0, 1)⇒

∣∣∣x
r

∣∣∣ ≤ 1⇒ |x| ≤ r ⇒ x ∈ B(0, r).

Portanto, o suporte de ∇ρ
( ·
r

)
está em B(0, r).

(ii) Para y ∈ B(0, r) temos que∣∣∣n
r
ρ
(y
r

)
+∇ρ

(y
r

)
· y
r2

∣∣∣ ≤ n

r

∣∣∣ρ(y
r

)∣∣∣+
∣∣∣∇ρ(y

r

)∣∣∣ ∣∣∣ y
r2

∣∣∣
≤ n

r
‖ρ‖L∞(Rn) +

∣∣∣ y
r2

∣∣∣ ‖∇ρ‖L∞(Rn)

≤ n

r
‖ρ‖L∞(Rn) +

1

r
‖∇ρ‖L∞(Rn)

≤ C

r
.

Prosseguindo usando as observações, obtemos

|Iασr(z)| ≤ C

rn

∫
Rn

∣∣n
r
ρ
(
y
r

)
+∇ρ

(
y
r

)
· y
r2

∣∣
|z − y|n−α

dy

=
C

rn

∫
B(0,r)

∣∣n
r
ρ
(
y
r

)
+∇ρ

(
y
r

)
· y
r2

∣∣
|z − y|n−α

dy

≤ C

rn+1

∫
B(0,r)

1

|z − y|n−α
dy

=
C

rn+1

∫
B(z,r)

1

|ỹ|n−α
dỹ,

com ỹ = y − z. Para δ = min{|z|/2, r − |z|/2} = cr (0 < c < 1), temos que∫
B(z,r)

1

|ỹ|n−α
dỹ =

∫
B(z,r)∩B(0,δ)

1

|ỹ|n−α
dỹ +

∫
B(z,r)∩B(0,δ)c

1

|ỹ|n−α
dỹ,
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e podemos limitar a primeira integral da direita da igualdade acima por∫
B(z,r)∩B(0,δ)

1

|ỹ|n−α
dỹ ≤

∫
B(0,δ)

1

|ỹ|n−α
dỹ

= |Sn−1|
∫ δ

0

Rn−1

Rn−α dR

= Cδα

= Crα.

Para a segunda integral, como

ỹ /∈ B(0, δ)⇒ |ỹ| > δ = cr ⇒ 1

|ỹ|n−α
≤ C

rn−α

então podemos limitá-lo por∫
B(z,r)∩B(0,δ)c

1

|ỹ|n−α
dỹ ≤ C

rn−α

∫
B(z,r)∩B(0,δ)c

1 dỹ

=
C

rn−α
|B(z, r) ∩B(0, δ)c|

≤ C

rn−α
|B(z, r)|

=
C|Sn−1|rn

rn−α

= Crα.

Concluímos que

|Iασr(z)| ≤ C
rα

rn+1
=

C

rn−α+1

para |z| ≤ 2r. Para terminarmos a demonstração do Lema 3.1.4 (para |z| ≤ 2r), basta
observar que

|z| ≤ 2r ⇒ (|z|+ r)n−α+1 ≤ (3r)n−α+1 = 3n−α+1rn−α+1

⇒ 1

rn−α+1
≤ C

(|z|+ r)n−α+1
,

e então
|Iασr(z)| ≤ C

(|z|+ r)n−α+1
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para todo |z| ≤ 2r. Agora, para |z| > 2r, observemos que

div
(
ρ
(y
r

) y
r

)
= div

(
ρ
(y
r

) y1

r
, . . . , ρ

(y
r

) yn
r

)
=

n∑
j=1

∂yj

(
ρ
(y
r

) yj
r

)
=

n∑
j=1

[
yj
r
∂yjρ

(y
r

) 1

r
+ ρ

(y
r

) 1

r

]

= ρ
(y
r

) n
r

+
n∑
j=1

yj
r2
∂yjρ

(y
r

)
=
n

r
ρ
(y
r

)
+∇ρ

(y
r

)
· y
r2
.

Assim, da integração por partes, temos que

Iασr(z) =
C

rn

∫
B(0,r)

∇ρ
(
y
r

)
· y
r2

+ n
r
ρ
(
y
r

)
|z − y|n−α

dy

=
C

rn

∫
B(0,r)

div
[
ρ
(
y
r

)
y
r

]
|z − y|n−α

dy

=
C

rn

∫
B(0,r)

∑n
j=1 ∂yj

[
ρ
(
y
r

) yj
r

]
|z − y|n−α

dy

=
n∑
j=1

C

rn

∫
B(0,r)

∂yj
[
ρ
(
y
r

) yj
r

]
|z − y|n−α

dy

= −
n∑
j=1

C

rn

∫
B(0,r)

∂yj

[
1

|z − y|n−α

]
ρ
(y
r

) yj
r
dy +

C

rn

∫
∂B(0,r)

ρ
(
y
r

) yj
r

|z − y|n−α
dy.

Como o suporte de ρ
( ·
r

)
está em B(0, r), temos que ρ

(
y
r

)
= 0 para |y| = r. Logo a

última integral da última igualdade acima é igual a zero. Além disso, a derivada parcial
na primeira integral do último termo acima é dada por

∂yj

[
1

|z − y|n−α

]
= ∂yj

[
(z1 − y1)2 + · · ·+ (zn − yn)2

]−n+α
2

=
−n+ α

2

[
(z1 − y1)2 + · · ·+ (zn − yn)2

]−n+α
2
−1

(−2)(zj − yj)

= (n− α)|z − y|−n+α−2(zj − yj)

= (n− α)
1

|z − y|n−α+1

zj − yj
|z − y|

.
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Assim, fazendo a substituição de variável w = y/r ⇔ y = wr, obtemos

Iασr(z) =
n∑
j=1

C

rn

∫
B(0,r)

∂yj

[
1

|z − y|n−α

]
ρ
(y
r

) yj
r
dy

=
n∑
j=1

C

rn

∫
B(0,r)

ρ
(
y
r

) yj
r

|z − y|n−α
zj − yj
|z − y|

dy

=
C

rn

∫
B(0,r)

n∑
j=1

[
ρ
(
y
r

) yj
r

|z − y|n−α
zj − yj
|z − y|

]
dy

=
C

rn

∫
B(0,r)

ρ
(
y
r

)
y
r

|z − y|n−α
· z − y
|z − y|

dy

=
C

rn

∫
B(0,1)

ρ(w)w

|z − wr|n−α
· wr − z
|wr − z|

rn dw

= C

∫
B(0,1)

ρ(w)w

|z − wr|n−α
· wr − z
|wr − z|

dw.

Como |ρ(w)w| ≤ ‖ρ‖L∞(Rn)|w| ≤ ‖ρ‖L∞(Rn) , temos que

|Iασr(z)| ≤ C

∫
B(0,1)

|ρ(w)w|
|z − wr|n−α

· |wr − z|
|wr − z|

dw

≤ C

∫
B(0,1)

1

|z − wr|n−α
dw

=
C

|z|n−α+1

∫
B(0,1)

1∣∣∣ z|z| − w r
|z|

∣∣∣n−α dw.
Notemos que

|z| > 2r ⇔ 1

2
>

r

|z|
⇒
∣∣∣∣w r

|z|

∣∣∣∣ = |w| r
|z|
≤ 1 · 1

2
=

1

2
,

então ∣∣∣∣ z|z| − w r

|z|

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ z|z|
∣∣∣∣− ∣∣∣∣w r

|z|

∣∣∣∣ ≥ 1− 1

2
=

1

2
,

e portanto
1∣∣∣ z|z| − w r
|z|

∣∣∣n−α ≤ 2n−α+1.

Logo, ∫
B(0,r)

1∣∣∣ z|z| − w r
|z|

∣∣∣n−α dw ≤ 2n−α+1

∫
B(0,1)

dw

= 2n−α+1|B(0, 1)|,
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ou seja, a integral é limitada por uma constante independente de z. Portanto, obtemos

|Iασr(z)| ≤ C

|z|n−α+1
.

Para concluir a demonstração do Lema 3.1.4 (para |z| > 2r) basta observarmos que

r <
|z|
2
⇒ |z|+ r < |z|+ |z|

2
=

3

2
|z|

⇒ 1

|z|
<

3

2

1

|z|+ r

⇒ 1

|z|n−α+1
<

(
3

2

)n−α+1
1

(|z|+ r)n−α+1
,

e consequentemente,

|Iασr(z)| ≤ C

(|z|+ r)n−α+1

para todo |z| > 2r. Como a desigualdade é válida para todo |z| ≤ 2r e |z| > 2r, então ela
é válida para todo z ∈ Rn e r > 0.

Voltemos à estimativa do termo Iαϕ(x′, xn) − Iαϕε(x
′, xn). Dos Lemas 3.1.2, 3.1.3 e

3.1.4, temos que

|Iαϕ(x′, xn)− Iαϕε(x′, xn)| =
∣∣∣∣∫ ε

0

(∫
Rn
Iασr(x− y)ϕ(y) dy

)
dr

∣∣∣∣
≤
∫ ε

0

(∫
Rn
|Iασr(x− y)||ϕ(y)| dy

)
dr

≤ C

∫ ε

0

(∫
Rn

|ϕ(y)|
(r + |x− y|)n−α+1

dy

)
dr

= C

∫ ε

0

∫
R

(∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
(r + |(x′, xn)− (y′, yn)|)n−α+1

dy′
)
dyndr.

Nosso próximo passo é estimar

sup
x′∈Rn−1

∫ ε

0

∫
R

(∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
(r + |(x′, xn)− (y′, yn)|)n−α+1

dy′
)
dyndr.
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Inicialmente, da desigualdade de Hölder em Rn−1 com p = n/α e p′ = n/(n− α), obtemos∫
Rn−1

|ϕ(y)|
(r + |x− y|)n−α+1

dy′ =

∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n−α+1 |ϕ(y′, yn)| dy′

≤

∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)(n−α+1) n
n−α

dy′


n−α
n (∫

Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
n
α dy′

)α
n

≤

∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α

dy′


1−α

n (∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
n
α dy′

)α
n

.

Agora definamos

Φ(yn)=̇

(∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
n
α dy′

)α
n

.

Temos que

sup
x′∈Rn−1

|Iαϕ(·, xn)− Iαϕε(·, xn)|

≤ C sup
x′∈Rn−1

∫ ε

0

∫
R

Φ(yn)

∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α

dy′


1−α

n

dyndr.

Lema 3.1.5. Temos que∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α

dy′


1−α

n

≤ C

(r + |xn − yn|)2−n
α

.

Demonstração do Lema 3.1.5. Como a2 + b2 ≥ 2ab para todo a, b ≥ 0, então

(a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab ≤ a2 + b2 + (a2 + b2) = 2(a2 + b2)

⇒ a+ b ≤
√

2
√
a2 + b2,

para todo a, b ≥ 0. Usando este fato com a = |x′ − y′| e b = |xn + yn|, obtemos

|x′ − y′|+ |xn − yn| ≤
√

2
√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

⇒ r + |x′ − y′|+ |xn − yn| ≤
√

2
(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)
⇒ 1

r +
√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

≤
√

2

r + |x′ − y′|+ |xn − yn|

⇒ 1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α
≤

(√
2
)n+ n

n−α

(r + |x′ − y′|+ |xn − yn|)n+ n
n−α

,
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e portanto,∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α

dy′ ≤ C

∫
Rn−1

1

(r + |x′ − y′|+ |xn − yn|)n+ n
n−α

dy′

≤ C

(r + |xn − yn|)n+ n
n−α

∫
Rn−1

1(
1 + |x′−y′|

r+|xn−yn|

)n+ n
n−α

dy′.

Para prosseguir, faremos três mudanças de variável. Primeiro, para z′ = y′ − x′, obtemos
C

(r + |xn − yn|)n+ n
n−α

∫
Rn−1

1(
1 + |z′|

r+|xn−yn|

)n+ n
n−α

dz′.

Agora fazemos a mudança de variável para coordenadas polares. Para |z′| = tw′, nos quais
t ≥ 0 e w′ ∈ Sn−2, obtemos

C

(r + |xn − yn|)n+ n
n−α

∫ ∞
0

∫
Sn−2

tn−2(
1 + t

r+|xn−yn|

)n+ n
n−α

dw′dt,

no qual a função integrada não depende de w′. Então a integral se resume a
C

(r + |xn − yn|)n+ n
n−α

∫ ∞
0

tn−2(
1 + t

r+|xn−yn|

)n+ n
n−α

dt.

Por fim, fazendo a substituição t′ = t/(r + |xn − yn|), obtemos
C

(r + |xn − yn|)n+ n
n−α

∫ ∞
0

(r + |xn − yn|)n−1 t′n−2

(1 + t′)n+ n
n−α

dt′

=
C

(r + |xn − yn|)1+ n
n−α

∫ ∞
0

t′n−2

(1 + t′)n+ n
n−α

dt′.

Afirmamos que a integral restante é limitada. De fato, a função integrada é contínua no
compacto [0, 1], logo é limitada em [0, 1] por uma constante M > 0 e, além disso,

t′ > 1⇒ 1

1 + t′
<

1

t′
⇒ 1

(1 + t′)n+ n
n−α

<
1

t′n+ n
n−α

.

Logo, temos que∫ ∞
0

t′n−2

(1 + t′)n+ n
n−α

dt =

∫ 1

0

t′n−2

(1 + t′)n+ n
n−α

dt+

∫ ∞
1

t′n−2

(1 + t′)n+ n
n−α

dt

≤
∫ 1

0

M dt+

∫ ∞
1

t′n−2

t′n+ n
n−α

dt

= M +

∫ ∞
1

t′(−2− n
n−α) dt

= M +

(
−1− n

n− α

)−1

= C.
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Portanto,
C

(r + |xn − yn|)n+ n
n−α

∫
Rn−1

1(
1 + |x′−y′|

r+|xn−yn|

)n+ n
n−α

dy′ ≤ C

(r + |xn − yn|)1+ n
n−α

.

Para concluir a demonstração do Lema 3.1.5, basta observarmos que(
1 +

n

n− α

)(
1− α

n

)
=

(
2n− α
n− α

)(
n− α
n

)
=

2n− α
n

= 2− α

n
,

e assim∫
Rn−1

1(
r +

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α

dy′


1−α

n

≤

(
C

(r + |xn − yn|)1+ n
n−α

)1−α
n

=
C

(r + |xn − yn|)2−α
n

.

Do Lema 3.1.5, segue que

sup
x′∈Rn−1

|Iαϕ(·, xn)− Iαϕε(·, xn)| ≤ C

∫ ε

0

∫
R

Φ(yn)

(r + |xn − yn|)2−α
n

dyndr.

O próximo passo é estimar esta integral do lado direito da igualdade acima. Podemos
reescrevê-la como ∫ ε

0

∑
j∈Z

∫
Aj

Φ(yn)

(r + |xn − yn|)2−α
n

dyndr,

no qual Aj = B(xn, 2
j+1r)\B(xn, 2

jr), para todo j ∈ Z. Por construção os Aj’s são
disjuntos e

⋃
j∈Z

Aj = R a menos de um conjunto de medida nula, logo a integral está bem

definida. Para cada Aj, temos

2jr + r < r + |xn − yn| < 2j+1r + r ⇒ 1

r(2j+1 + 1)
<

1

r + |xn − yn|
<

1

r(2j + 1)
.

Assim,∫
Aj

Φ(yn)

(r + |xn − yn|)2−α
n

dyn =

∫
Aj

Φ(yn)

|B(xn, 2j+1r)|
|B(xn, 2

j+1r)|
(r + |xn − yn|)2−α

n

dyn

≤
∫
Aj

Φ(yn)

|B(xn, 2j+1r)|
2j+1r

[r(2j + 1)]2−
α
n

dyn

≤ 2j+1r

[r(2j + 1)]2−
α
n

1

|B(xn, 2j+1r)|

∫
B(xn,2j+1r)

Φ(yn) dyn

=
2j+1

(2j + 1)2−n
α

r

r2−α
n

1

|B(xn, 2j+1r)|

∫
B(xn,2j+1r)

Φ(yn) dyn.
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Sendo M o operador maximal de Hardy-Littlewood, por definição temos que

1

|B(xn, 2j+1r)|

∫
B(xn,2j+1r)

Φ(yn) dyn ≤MΦ(xn).

Portanto,∫ ε

0

∑
j∈Z

∫
Aj

Φ(yn)

(r + |xn − yn|)2−α
n

dyndr ≤MΦ(xn)
∑
j∈Z

2j+1

(2j + 1)2−α
n

(∫ ε

0

r−1+α
n dr

)
≤ Cε

α
nMΦ(xn).

A estimativa acima segue de dois fatos. Para 0 < α < n, temos:

(i)
∫ ε

0

r−1+α
n dr =

n

α
ε
α
n ;

(ii)
∑
j∈Z

2j+1

(2j + 1)2−α
n

converge.

O fato (i) segue de um cálculo simples. Para demonstrar o fato (ii), inicialmente observemos
que 2− α

n
> 0, pois

2− α

n
> 0⇐⇒ 2n− α > 0⇐⇒ α < 2n,

sendo a última parte verdadeira, já que 0 < α < n por hipótese. Para todo j ≥ 0, temos
que

2j+1

(2j + 1)2−α
n

≤ 2j+1

(2j)2−α
n

=
2 · 2j(
22−α

n

)j = 2
(
2−1+α

n

)j
.

Como
α < n⇒ α

n
< 1⇒ −1 +

α

n
< 0⇒ 2−1+α

n < 1,

então a série ∑
j≥0

2
(
2−1+α

n

)j
= 2

∑
j≥0

(
2−1+α

n

)j
é geométrica de razão menor que um, logo converge. Então pelo critério da comparação, a
série ∑

j≥0

2j+1

(2j + 1)2−α
n

também converge.
Para j < 0, temos que

2j+1

(2j + 1)2−α
n

≤ 2j+1.

A série ∑
j<0

2j+1 =
∑
k>0

(
1

2

)k−1

= 2
∑
k>0

(
1

2

)k
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é geométrica de razão menor que um, logo converge. Novamente, pelo critério da compa-
ração, a série ∑

j<0

2j+1

(2j + 1)2−α
n

também converge. Assim concluímos o fato (ii).
Voltando à demonstração do teorema, já temos que

‖Iαϕ(·, xn)− Iαϕε(·, xn)‖L∞(Rn−1) ≤ Cε
α
nMΦ(xn).

Portanto, da desigualdade (3.6), obtemos a estimativa

|I(ε)| ≤ Cε
α
nMΦ(xn)

∫
Rn−1

|R1u(x′, xn)| dx′ = Cε
α
nMΦ(xn)‖R1u(·, xn)‖L1(Rn−1). (3.7)

O próximo passo é estimar II(ε). Temos, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, que

II(ε) =

∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕε(x
′, xn) dx′

=

∫
Rn−1

(
−
∫ ∞
xn

∂xnR1u(x′, t) dt

)
Iαϕε(x

′, xn) dx′,

pois pela Proposição 2.6.2,
lim
t→∞

R1u(x′, t) = 0.

Agora pela Proposição 2.6.9 e pelo Teorema de Fubini,

II(ε) =

∫
Rn−1

(
−
∫ ∞
xn

∂xnR1u(x′, t) dt

)
Iαϕε(x

′, xn) dx′

= −
∫
Rn−1

∫ ∞
xn

∂x1 [Rnu(x′, t)] Iαϕε(x
′, xn) dtdx′

= −
∫ ∞
xn

∫
Rn−1

∂x1 [Rnu(x′, t)] Iαϕε(x
′, xn) dx′dt.

Como n ≥ 2, podemos usar a integração por partes, obtendo

II(ε) = −
∫ ∞
xn

∫
Rn−1

∂x1 [Rnu(x′, t)] Iαϕε(x
′, xn) dx′dt

=

∫ ∞
xn

∫
Rn−1

Rnu(x′, t) ∂x1 [Iαϕε(x
′, xn)] dx′dt,

pois pela Proposição 2.6.2,

lim
s→∞

Rnu(s, x2, . . . , xn−1, t) = 0.
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Assim, podemos estimar II(ε) da seguinte forma

|II(ε)| =
∣∣∣∣∫ ∞
xn

∫
Rn−1

Rnu(x′, t) ∂x1 [Iαϕε(x
′, xn)] dx′dt

∣∣∣∣
≤ sup

x′∈Rn−1

{|∂x1Iαϕε(x′, xn)|}
∫ ∞
xn

∫
Rn−1

|Rnu(x′, t)| dx′dt

≤ sup
x′∈Rn−1

{|∂x1Iαϕε(x′, xn)|}
∫ ∞
−∞

∫
Rn−1

|Rnu(x′, t)| dx′dt

= sup
x′∈Rn−1

{|∂x1Iαϕε(x′, xn)|}
∫
Rn
|Rnu(x)| dx

= sup
x′∈Rn−1

{|∂x1Iαϕε(x′, xn)|} ‖Rnu‖L1(Rn).

Por fim, iremos estimar
sup

x′∈Rn−1

{|∂x1Iαϕε(x′, xn)|} .

Como feito anteriormente, pelo Teorema de Fubini,

Iαϕε(x
′, xn) = K ∗ ρε ∗ ϕ(x′, xn) = ρε ∗K ∗ ϕ(x′, xn) = ρε∗Iαϕ(x′, xn).

Assim, novamente pelo Teorema de Fubini,

∂x1Iαϕε = ∂x1 (ρε ∗ Iαϕ) = (∂x1ρε) ∗ Iαϕ = Iα (∂x1ρε) ∗ ϕ.

Observemos que

∂x1ρε(x) = ∂x1

(
ρ
(x
ε

) 1

εn

)
=

1

εn+1
∂x1ρ

(x
ε

)
.

De modo análogo ao caso de I(ε), definamos

σε(x) =
1

εn+1
∂x1ρ

(x
ε

)
.

Pelo Lema 3.1.4, temos que

sup
x′∈Rn−1

|Iα∂x1ρε ∗ ϕ(x′, xn)| = sup
x′∈Rn

∣∣∣∣∫
Rn
Iα∂x1ρε(x− y)ϕ(x) dy

∣∣∣∣
≤ sup

x′∈Rn−1

∫
Rn
|Iα∂x1ρε(x− y)||ϕ(x)| dy

≤ sup
x′∈Rn−1

∫
Rn

|ϕ(y)|
(ε+ |x− y|)n−α+1

dy

= sup
x′∈Rn−1

∫
R

∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|(
ε+

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n−α+1 dy
′dyn.
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Para estimar a integral em Rn−1, primeiro usamos a desigualdade de Hölder em Rn−1 com
p = n/α e p′ = n/(n− α).∫

Rn−1

|ϕ(y)|
(ε+ |x− y|)n−α+1

dy′ =

∫
Rn−1

1(
ε+

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n−α+1 |ϕ(y′, yn)| dy′

≤

∫
Rn−1

1(
ε+

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)(n−α+1) n
n−α

dy′


n−α
n (∫

Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
n
α dy′

)α
n

≤

∫
Rn−1

1(
ε+

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n+ n
n−α

dy′


1−α

n (∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
n
α dy′

)α
n

.

Agora usando o Lema 3.1.5 e lembrando que

Φ(yn) =

(∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|
n
α dy′

)α
n

,

obtemos ∫
Rn−1

|ϕ(y′, yn)|(
ε+

√
|x′ − y′|2 + |xn − yn|2

)n−α+1 dy
′ ≤ C

Φ(yn)

(ε+ |xn − yn|)2−α
n

e então
sup

x′∈Rn−1

|Iα∂x1ρε ∗ ϕ(x′, xn)| ≤ C

∫
R

Φ(yn)

(ε+ |xn − yn|)2−α
n

dyn.

Para estimar esta integral, usaremos o mesmo método já usado anteriormente. Podemos
reescrevê-la como ∑

j∈Z

∫
Aj

Φ(yn)

(ε+ |xn − yn|)2−n
α

dyn,

no qual Aj = B(xn, 2
j+1ε)/B(xn, 2

jr). Por construção os Aj’s são disjuntos e
⋃
j∈ZAj = R

a menos de um conjunto de medida nula, logo a integral está bem definida. Para cada Aj,
temos

2jε+ ε < ε+ |xn − yn| < 2j+1ε+ ε⇒ 1

ε(2j+1 + 1)
<

1

ε+ |xn − yn|
<

1

ε(2j + 1)
.
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Assim,∫
Aj

Φ(yn)

(ε+ |xn − yn|)2−n
α

dyn =

∫
Aj

Φ(yn)

|B(xn, 2j+1ε)|
|B(xn, 2

j+1ε)|
(ε+ |xn − yn|)2−n

α

dyn

≤
∫
Aj

Φ(yn)

|B(xn, 2j+1ε)|
2j+1ε

[ε(2j + 1)]2−
n
α

dyn

≤ 2j+1ε

[ε(2j + 1)]2−
n
α

1

|B(xn, 2j+1ε)|

∫
B(xn,2j+1ε)

Φ(yn) dyn

=
2j+1

(2j + 1)2−n
α

ε

ε2−α
n

1

|B(xn, 2j+1ε)|

∫
B(xn,2j+1ε)

Φ(yn) dyn

De modo análogo ao caso anterior, temos que

1

|B(xn, 2j+1ε)|

∫
B(xn,2j+1ε)

Φ(yn) dyn ≤MΦ(xn),

e então ∑
j∈Z

∫
Aj

Φ(yn)

(ε+ |xn − yn|)2−n
α

dyn ≤MΦ(xn)ε−1+α
n

∑
j∈Z

2j+1

(2j + 1)2−n
α

≤ Cε−1+α
nMΦ(xn),

pois já vimos que a série ∑
j∈Z

2j+1

(2j + 1)2−n
α

converge. Portanto,
|II(ε)| ≤ C‖Rnu‖L1(Rn)ε

−1+α
nMΦ(xn). (3.8)

Lembrando que ∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕ(x′, xn) dx′ = I(ε) + II(ε),

para ε > 0 fixado arbitrariamente. Podemos escolher

ε =
‖Rnu‖L1(Rn)

‖R1u(·, xn)‖L1(Rn−1)

.

Assim, das estimativas (3.7) e (3.8) e com ε > 0 escolhido acima, obtemos∣∣∣∣∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕ(x′, xn) dx′
∣∣∣∣ ≤ |I(ε)|+ |II(ε)|

≤ C‖R1u(·, xn)‖L1(Rn−1)MΦ(xn)ε
α
n + C‖Rnu‖L1(Rn)ε

−1+α
nMΦ(xn)

= C‖R1u(·, xn)‖1−α
n

L1(Rn−1)‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)MΦ(xn).
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Agora podemos finalmente estimar∣∣∣∣∫
Rn
R1u(x)Iαϕ(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
R

(∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕ(x′, xn) dx′
)
dxn

∣∣∣∣
≤
∫
R

∣∣∣∣∫
Rn−1

R1u(x′, xn)Iαϕ(x′, xn) dx′
∣∣∣∣ dxn

≤ C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)

∫
R
‖R1u(·, xn)‖1−α

n

L1(Rn−1)MΦ(xn) dxn.

Pela desigualdade de Hölder com p = n/(n− α) e

1

p′
= 1− n− α

n
= 1− 1 +

α

n
⇔ p′ =

n

α
,

obtemos∣∣∣∣∫
Rn
R1u(x)Iαϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)

∫
R
‖R1u(·, xn)‖1−α

n

L1(Rn−1)MΦ(xn) dxn

≤ C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)

(∫
R

(
‖R1u(·, xn)‖1−α

n

L1(Rn−1)

) n
n−α

dxn

)1−α
n
(∫

R
|MΦ(xn)|

n
α dxn

)α
n

≤ C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)

(∫
R
‖R1u(·, xn)‖L1(Rn−1) dxn

)1−α
n

‖MΦ‖Ln/α(R)

= C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)

(∫
R

∫
Rn−1

|R1u(x′, xn)| dx′ dxn
)1−α

n

‖MΦ‖Ln/α(R)

= C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)

(∫
Rn
|R1u(x)| dx

)1−α
n

‖MΦ‖Ln/α(R)

= C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)‖R1u‖
1−α

n

L1(Rn)‖MΦ‖Ln/α(R).

Pela Proposição 2.2.11, a função maximal de Hardy-Littlewood é limitada em Lp(R) para
1 < p ≤ ∞. Logo, em especial para p = n/α > 1,

‖MΦ‖Ln/α(R) ≤ C‖Φ‖Ln/α(R).

Lembrando que

Φ(xn) =

(∫
Rn−1

|ϕ(y′, xn)|
n
α dy′

)α
n

,
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então temos que

‖Φ‖Ln/α(R) =

(∫
R
|Φ(xn)|

n
α dxn

)α
n

=

(∫
R

∣∣∣∣∫
Rn−1

|ϕ(y′, xn)|
n
α dy′

∣∣∣∣ dxn)α
n

=

(∫
R

∫
Rn−1

|ϕ(y′, xn)|
n
α dy′ dxn

)α
n

=

(∫
Rn
|ϕ(x)|

n
α dx

)α
n

= ‖ϕ‖Ln/α(Rn).

Logo, como

‖Ru‖L1(Rn;Rn)=̇
n∑
j=1

‖Rju‖L1(Rn),

concluímos que∣∣∣∣∫
Rn
R1u(x)Iαϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)‖R1u‖
1−α

n

L1(Rn)‖MΦ‖Ln/α(R)

≤ C‖Rnu‖
α
n

L1(Rn)‖R1u‖
1−α

n

L1(Rn)‖ϕ‖Ln/α(Rn)

≤ C‖Ru‖
α
n

L1(Rn;Rn)‖Ru‖
1−α

n

L1(Rn;Rn)‖ϕ‖Ln/α(Rn)

= C‖Ru‖
α
n

L1(Rn;Rn)‖ϕ‖Ln/α(Rn),

para toda ϕ ∈ C∞0 (Rn) e u ∈ C∞0 (Rn) tal que Ru ∈ L1(Rn;Rn). Assim, demonstramos a
estimativa (3.2) e portanto o Teorema 3.1.1.

3.2 Contraexemplo
Uma observação importante é que o Teorema desconsidera o caso em que n = 1. De

fato, para este caso a desigualdade não é válida. Temos que a transformada de Hilbert
é a transformada de Riesz quando n = 1. Como H é auto-adjunta, limitada em Lp(R)
para 1 < p < ∞ e H2 = −Id, no qual Id é o operador identidade, supondo o Teorema
verdadeiro, temos que

‖Iαu‖L1/(1−α)(R) = ‖H (HIαu) ‖L1/(1−α)(R)

≤ C‖IαHu‖L1/(1−α)(R)

≤ C‖H2u‖L1(R)

= C‖u‖L1(R),
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para toda u ∈ C∞0 (R) tal que Hu ∈ L1(R).

Para ρ ∈ C∞0 (R), tal que supp ρ ⊂]− 1, 1[ e
∫
R
ρ(x) dx = 1, definamos

uε(x) =
1

ε
ρ

(
x− 1

ε

)
− 1

ε
ρ

(
x+ 1

ε

)
,

para ε > 0. Pelo Lema 2.4.5 temos que uε ∈ H1(R), pois∫
R
uε(x) dx =

∫
R
ρ(y) dy −

∫
R
ρ(z) dz = 0.

Observemos que uε é a diferença de duas translações de aproximações da identidade, logo

uε → δ−1 − δ1,

quando ε→ 0. Sendo K(x) = γ(α, 1)|x|α−1, temos que

lim
ε→0

Iαuε(x) = lim
ε→0

K ∗ uε(x) = K(x− 1)−K(x+ 1),

para todo x ∈ R.
Se o Teorema 3.1.1 for válido para n = 1, então

‖Iαuε‖L1/(1−α)(R) ≤ C‖uε‖L1(R) ≤ 2C <∞.

Pelo Lema de Fatou, isso implica que(∫
R

(
1

|x− 1|1−α
− 1

|x+ 1|1−α

)1/(1−α)

dx

)1−α

≤ lim inf
ε→0

‖Iαuε‖L1/(1−α)(R) <∞.

Além disso, (∫ 2

0

(
1

|x+ 1|1−α

)1/(1−α)

dx

)1−α

=

(∫ 3

1

1

r
dr

)1−α

<∞.

Pela desigualdade triangular temos que(∫ 2

0

(
1

|x− 1|1−α

)1/(1−α)

dx

)1−α

≤

(∫ 2

0

(
1

|x− 1|1−α
− 1

|x+ 1|1−α

)1/(1−α)

dx

)1−α

+

(∫ 2

0

(
1

|x+ 1|1−α

)1/(1−α)

dx

)1−α

<∞,

o que é uma contradição, pois(∫ 2

0

(
1

|x− 1|1−α

)1/(1−α)

dx

)1−α

=

(
2

∫ 1

0

1

r
dr

)1−α

=∞.
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