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“Viva como se vocé fosse morrer amanha... aprenda como se vocé fosse viver para

sempre.”

(Mahatma Gandhi)

“E vos também, pondo nisto mesmo toda a diligéncia, acrescentai a vossa fé a virtude, e
a virtude a ciéncia; e a ciéncia a temperanca, € 4 temperanca a paciéncia, € d paciéncia

a piedade.”

(2 Pedro 1:5-6)

“E nao nos cansemos de fazer bem, porque a seu tempo ceifaremos, se nao houvermos

desfalecido.”

(Gélatas 6:9)



Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo da dinamica de algumas equacoes diferenciais
parciais (EDP, abreviadamente) parabdlicas, locais ou nao locais. Mais precisamente,
provamos existéncia, unicidade e comportamento assintético de solucao, quando o tempo
é grande, para uma EDP parabdlica com termo de Kirchhoff e condigao de fronteira tipo
fluxo e duas classes de EDP parabdlicas governadas pelo p-Laplaciano envolvendo termos
logisticos e potenciais que podem ser indefinidos e ilimitados.

Inicialmente, provamos existéncia de solucao e dependéncia continua com respeito
aos dados da EDP parabdlica com termo de Kirchhoff utilizando o método de Faedo-
Galerkin e uma mudanga de varidveis adequada. Algumas condigoes sobre o termo nao
local sao fornecidas de modo que unicidade de solucao é assegurada. No que concerne
comportamento assintético de solugao, mostramos que o conjunto Omega limite de cada
(semi) Orbita contém, pelo menos, uma solugao estacionaria. Estudamos estabilidade de
minimos do funcional energia associado e mostramos, sob certas condigoes, um resultado
de estabilidade assintética sobre minimo global da energia. Também fornecemos uma
condicao suficiente para existéncia de minimo local isolado do funcional energia, o qual é
inferido ser solucao estacionaria assintoticamente estavel ao construirmos uma vizinhanca
em que toda solucao que nela comeca converge aquele minimo local isolado.

Finalmente, estabelecemos a dinamica das solugoes positivas com dados iniciais
limitados de duas classes de EDP parabdlicas governadas pelo p-Laplaciano com potenciais
indefinidos e ilimitados e com termos logisticos possuindo pesos que também sao
indefinidos e ilimitados, além de condigdes de fronteira tipo fluxo (linear ou nao linear).
As propriedades de estabilidade assintética das solucoes estacionarias sao descritas através
da relacao entre o parametro que aparece nas EDP e os autovalores principais de
certos problemas de autovalores elipticos com potenciais e pesos indefinidos e ilimitados.
Tratamos esses problemas de autovalores em detalhes, devido a pouca regularidade exigida
em seus coeficientes do ponto de vista da literatura, para que sejam utilizados no estudo
das EDP de evolucao.



Abstract

This work is dedicated to the study of dynamical properties of some partial differential
equations (PDE, for short) of parabolic type, local or nonlocal ones. We prove existence,
uniqueness and establish the asymptotic behavior, for large times, for two classes of
PDE. Namely, a (nonlocal) parabolic equation with a Kirchhoff term and flux boundary
condition and two parabolic PDE driven by the p-Laplacian with logistic terms involving
potentials and weights which may be indefinite and unbounded.

First we prove existence and continuous dependence on data for the PDE with
Kirchhoff term using Faedo-Galerkin method and a suitable change of variables. Some
sufficient conditions are given to ensure uniqueness of solution. Concerning asymptotic
behavior, we show that the omega limit set of each (semi) orbit contains, at least, one
stationary solution. We then study stability of local minima of the associated energy
functional showing first a result on asymptotic stability of a global minimum for the
energy. We also prove a sufficient condition for the existence of isolated local minimum of
the energy functional, which is proved to be an asymptotically stable stationary solution
in a suitable neighborhood.

Finally we determine the dynamics of positive solutions with bounded initial datum
for two classes of parabolic PDE driven by the p-Laplacian with indefinite and unbounded
potentials and logistic sources having weights which are also indefinite and unbounded.
The boundary conditions appearing are also of flux type (linear or nonlinear). The
asymptotic stability properties of the stationary solutions are described using principal
eigenvalues of some elliptic eigenvalue problems involving a parameter of the original
PDE. Those eigenvalue problems are also studied herein in order to be used as a tool for
obtaining our results due to the low regularity assumptions on their coefficients from the

viewpoint of the literature.
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Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo de existéncia, unicidade e comportamento
assintotico de solucao, quando o tempo é grande, para algumas classes de problemas
parabdlicos, locais ou nao locais. O mesmo esta dividido em duas partes: na primeira,
consideramos um problema parabdlico de Kirchhoff com condigao de fronteira tipo fluxo,
tratado no Capitulo 2; enquanto que, na segunda, estudamos problemas parabdlicos
governados pelo p-Laplaciano envolvendo termos logisticos e potenciais que podem ser
indefinidos e ilimitados, objetos do Capitulo 3 e do Capitulo 4.

Problemas nao-locais tem sido estudados nas ultimas décadas por muitos autores em
distintos ramos cientificos, por exemplo em fisica, biologia, engenharia, entre outros.
Frequentemente surgem em problemas cujas grandezas envolvidas sao dificil de medir
pontualmente, mas aferidas em média. Mencionamos, por exemplo, os trabalhos
20, 38, 40, 41, 42, 43, 44, 46, 47, 48] e suas referéncias.

Em particular, em [47] os autores consideraram a classe de problemas parabdlicos

nao-locais
o — a (/ |Vu|2)Au = f(z) em Q x Rt
u=>0 sobre 92 x RT, (1)
u(+,0) = up em ),
sendo © um dominio limitado de RN, N > 1, f € L*(Q) e a : R — R fungao continua
para a qual existem constantes positivas A, A > 0 satisfazendo

0<A<a(s) <A, Vs € R. (2)

Foi estudado existéncia, unicidade, solucoes estacionarias associadas e comportamento
assintético da solugao fraca de (1) por meio de argumentos de compacidade, andlise
acurada das solugoes estacionarias e uma adequada mudanca de variaveis.

Problemas com termos nao locais como em (1) foram introduzidos por Kirchhoff em

1876 através de um modelo que generalizava a equacao da onda classica descrevendo uma

2
0*u
d“’) 72 = 0

em que p, Py, h, E e L sao constantes especificas (ver [82, 86]). Esse modelo descreve, em

corda vibrante, qual seja,

PPu (5 E [*|ou

dx

Poe ~\ 7 Tar ),

dimensao N = 1, oscilagoes transversais de uma corda esticada considerando o efeito da



mudanca em seu comprimento durante a vibracao. O coeficiente nao local na equacao
original proposta por Kirchhoff era da forma M (t) = a + bt, com a,b > 0.

Desde entao, varios trabalhos tem se dedicado a analisar efeitos de termos nao locais em
diversos modelos relacionados com equagoes diferenciais parciais (EDP, abreviadamente).
Como a literatura é extensiva, vamos mencionar alguns trabalhos mais proximamente
ligados ao problema estudado no Capitulo 2 deste trabalho, introduzido abaixo.

Em [48] o comportamento assintético, quando o tempo é grande, da solucao de
(1) foi estudado removendo a limitagdo superior em (2) para fungdes a continuamente
diferencidveis. Extensoes de [47] envolvendo o operador p-Laplaciano foram obtidas em
20, 44, 45]. Outros termos nao locais, de natureza diferente de a ([ |[Vu|?), também tem
sido considerados. Por exemplo, em [43] foi tratado um problema parabdlico similar a (1)
com termo nao local dependendo de [ u, em [31, 38, 41, 42, 46] considerou-se problemas
parabdlicos com termo nao-local dependendo de [ gu, com g € L*(Q2), entre outros.

A contribuigao deste trabalho em relacao a [44, 45, 47] é abordar o caso em que se
tem condicao de fronteira nao homogénea tipo fluxo, sob hipdteses relativamente gerais.

Mais precisamente, vamos considerar no Capitulo 2 o problema parabdlico nao local
(
Ou—a (/ |Vu|2) Au+a(x)u = f(x) em € x (0,4+00),

a (/ IVu|2) % + B(x)u = g(z) sobre 99 x (0, +00), (3)

\ u(0) = up em ,

sendo 2 um dominio limitado de RY, N > 2, com fronteira suave I := 0, v é o vetor

unitario exterior a I' e a : R — R é uma funcao continuamente diferenciavel tal que
0<A<a(s), VseR. (4)

Os coeficientes satisfazem o € L>®(Q) e § € L>*(I"), com a(x) > 0 para quase todo x €
e f(x) > 0 para quase todo = € I tais que

/ o) + /F B(z) > 0. (5)

f=fl2) € L*(Q), g=g(x)e L*(I), (6)
Ug € HI(Q) (7)

Assumimos também

Provamos inicialmente boa postura para o problema (3), ou seja, existéncia e unicidade
de solugao, além de dependéncia continua com relacao aos dados f, g e condicao inicial uyg.
Também provamos um resultado de regularidade de solucao. De fato, usando o método
de Faedo-Galerkin e uma mudanga de varidveis introduzida em [47] provamos existéncia

de solugao para (3). Algumas condigoes sao fornecidas de modo que unicidade de solugao



para (3) é obtida para coeficientes a continuos (assumindo alguma monotonicidade) ou
continuamente diferencidveis (sem qualquer hipétese de monotonicidade).

A prova que a solugao de (3) satisfaz u € C([0,T], H'(Q)) para cada 0 < T < +o0o
também é algo delicada, dependendo de estimativas uniformes das aproximadas de Faedo-
Galerkin, e que traz como subproduto u/(t) € H'() para quase todo t € (0,+00)
(ingrediente importante no estudo do comportamento assintético de solugao). Deve-
se registrar que a condi¢do de fronteira em (3) introduz vérias dificuldades — quando
comparado ao caso em que se tem condigao de Dirichlet na fronteira como em [44, 45, 47]
— desde produzir certas estimativas a prova da regularidade de solugao, por exemplo.

E estabelecida uma bijegao, a exemplo de [44, 47], entre o conjunto das solugoes
estacionarias de (3) e uma equacao algébrica envolvendo numeros reais, a qual é
importante na prova da existéncia de solucao — também unicidade, sob certas condigoes
— para o problema estaciondrio associado a (3).

No que concerne comportamento assintético de solugao de (3), mostramos inicialmente
que se u(-,t;up) é solugdo de (3) entdo o conjunto omega limite w(ug) contem, pelo
menos, uma solucao estacionaria. Finalmente, estudamos estabilidade de minimos do
funcional energia associado a (3). Mostramos, sob certas condigbes, um resultado de
estabilidade assintética sobre minimo global da energia. Também fornecemos, como em
[44, 45, 47], uma condigao suficiente que garante existéncia de minimo local isolado do
funcional energia. Esse minimo local isolado é inferido ser solugao assintoticamente estavel
de (3) quando construimos uma vizinhanca em que toda solugao de (3) que nela comega
converge aquele minimo local isolado.

Na segunda parte deste trabalho estudamos, nos Capitulo 3 e Capitulo 4, a
dinamica de algumas EDP parabdlicas governadas pelo p-Laplaciano. Mais precisamente,

consideramos no Capitulo 3 o problema

up — Apu + V(2)|ulP2u = Im(z)uP"2u — p(N)|u|? 0 em Q x (0,400),

|Vu|p_2% + W(x)|uP?u = 0 sobre 9Q x (0,+00), (8)

u(0) = ug em €,

com termo nao linear logistico indefinido e condicao de fronteira de Neumann ou de Robin

homogéneas e, no Capitulo 4, estudamos o problema

U — Apu+ Vi) |uP™u = Im(x)|uP"u — ul*u em () X +00
Apu+V(@)|ufp~2 Am(@) [ulP~?u — p(A)[ul 2 Q x (0, +00),
]Vu|p2% = Mo (2)|ulP~2u — p(\)|u|2"2u  sobre 9 x (0, 4+00), (9)
v

u(0) = wy em £,
em que termos logisticos indefinidos interagem, descrevendo a reacao no interior da regiao
e fluxo (ndo linear) através de sua fronteira.
Em (8) e (9) o dominio limitado Q@ C RY (N > 2) tem fronteira suave dQ com vetor
normal unitério exterior v, uy é o valor inicial, Ayu = div(|Vu[P2Vu) é o operador p-

Laplace com 2 < p < +00, A > 0 é um parametro real, p é a funcao identidade (p(A) = )



ou fungao constante (p(A\) = 1, por simplicidade) e ¢, ¢, g2 > p sdo nimeros reais fixos.
Ainda, V' é uma fungao potencial que pode ser ilimitada e indefinida (i.e., mudar de sinal),
m é uma funcao peso que pode ser ilimitada e indefinida, ¢ é uma fungao peso limitada
e indefinida e W é uma funcao nao-negativa que pode ser ilimitada. Hipdteses precisas
e o estudo detalhado sobre existéncia, unicidade e comportamento assintotico da solucao
positiva de (8) e (9) serdo conteido dos Capitulos 3 e 4, respectivamente.

Equagoes de evolugao parabdlicas governadas pelo p-Laplaciano tem sido estudadas
sob varios aspectos e diversas sao as dificuldades encontradas em relacao ao caso linear
p = 2. A degenerescéncia (p > 2) ou singularidade (1 < p < 2) de elipticidade do p-
Laplaciano produz novos fenomenos, por exemplo, como o fato de principios do maximo
e de comparacao fracos e fortes nao serem satisfeitos em geral, a depender sensivelmente
da estrutura da equacao e de condigoes sobre os dados, e sao significativamente diferentes
nas situagoes de difusdo rapida (1 < p < 2) e difusdo lenta (p > 2). Também
nao se tem, em geral, um principio de estabilidade linearizada para EDP parabdlicas
envolvendo o p-Laplaciano ou férmula da variacao das constantes, resultados tteis para
estudar equacgoes de evolucao, entre outras diferencas que poderiam ser mencionadas.
O leitor pode encontrar material classico sobre equacgoes de evolucao envolvendo o
p-Laplaciano em [7, 10, 24, 75, 77, 92, 95, 107] e suas referéncias. Discussoes e
resultados mais recentes sobre os temas mencionados acima encontram-se, por exemplo,
em [17, 22, 34, 33, 35, 54, 56, 58, 59, 61, 62, 63, 64, 74, 93] e suas referéncias.

EDP como (8) e (9) surgem em varios campos das ciéncias. As referéncias sdo inimeras
e, sem pretender fornecer um quadro completo, mencionamos alguns trabalhos cujos
resultados estao em paralelo com aqueles aqui obtidos.

No caso p = 2, EDP tipo (8) aparecem, por exemplo, em geometria no estudo
do problema de deformar conformalmente uma métrica numa variedade riemanniana
compacta a uma outra métrica com curvatura escalar prescrita, no contexto do problema
de Yamabe, ver [55, 81, 85, 96]. Ainda no caso p = 2, equagoes tipo (8) estdo relacionadas
com a equagao nao linear de Schrodinger, ver por exemplo [4, 12, 37, 33, 97, 106], a qual
modela vérios fenomenos fisicos, ver por exemplo [14, 36, 37, 97| e suas referéncias.

Muitas aplicagoes a problemas envolvendo EDP tipo (8) ocorrem em dinamica
populacional, ver, por exemplo, [13, 30, 91, 94] e suas referéncias. Nesse contexto,
um modelo importante é descrito pela equacao parabdlica com termo logistico e peso
indefinido

2

u = —dAu+m(x)u — cu® em Q x (0, +00), (10)

ver, por exemplo, [13, 27, 28, 29, 30, 110] e suas referéncias. Em (10), u corresponde
a densidade de uma populacao habitando uma regiao limitada Q C R¥ com fronteira
suave, a qual se move randomicamente em () a uma taxa constante d > 0. A fun¢ao peso
m representa a taxa intrinseca local de crescimento ou declinio populacional, a qual é
positiva em sub-regioes favoraveis a populacao e negativa naquelas desfavoraveis, e ¢ > 0

é uma constante. Sendo u densidade populacional no modelo fica evidenciado, do ponto



de vista das aplicagoes, que solugoes positivas de (8) sao aquelas de interesse concreto.

Condigoes de fronteira tipicas para (10) sao: (i) u = 0 sobre 0€2 x (0, +00) (condigao de
Dirichlet), que corresponde a uma regiao exterior a {2 completamente hostil & populagao;
(ii) Ou/Odv = 0 sobre 092 x (0,+00) (condi¢ado de Neumann), correspondendo ao caso em
que fronteira 02 age como uma barreira perfeita para a populacao; (iii) du/ov+ W (z)u =
0 sobre 092 x (0,400), com 0 # W > 0, (condi¢ao de Robin) correspondendo a situagao
em que alguns membros da populacao que atingem a fronteira 9€) sao eliminados e outros
retrocedem ao interior da regiao.

Hé4 vasta literatura sobre EDP tipo (10) e variagdbes nao apenas surgindo de
refinamentos aos primeiros modelos propostos, em que diversas questoes em torno de
(10) e suas generalizagdes tem sido exploradas, mas também de outros problemas em que
termos nao lineares de tipo logistico tem papel relevante. Mencionamos, por exemplo, os
trabalhos [4, 30, 26, 55, 56, 60, 61, 69, 73, 81, 89, 96, 98, 110], entre outros.

No caso em que a funcao peso m é nao limitada, e sob condicao de fronteira de
Dirichlet, a dindmica de (10) foi estudada em [98] — ver também [60, 76] em que o problema
eliptico (estaciondrio) foi tratado. Mais precisamente, foi considerado em [98] o problema
parabdlico

ug — Au = m(z)u — n(z)|u|/u  em Q x (0, +00),
u=0 sobre 99 x (0, +00), (11)

u(0) = g em €2,

sendo ¢ > 1, m € L"(f2) para algum r > N/2 e n uma fungao continua e nao-negativa.
Foi provado que se A\;(A+m) > 0 entao 0 é a tinica solugao estacionaria de (11), a qual é
globalmente assintoticamente estavel. Se A;(A 4+ m) < 0, sob certas condigoes adicionais
sobre m e n, mostrou-se a existéncia de um par de solucoes estacionarias extremais de
(11) que s@o globalmente estéveis inferior e superiormente, respectivamente.

A dinamica de (10) quando governada pelo operador p-Laplaciano (p > 1) foi estudada
recentemente em [56]. Derlet e Taka¢ consideraram em [56] o problema parabdlico

quasilinear com condicao de fronteira de Neumann

up — Apu = MulP~?u (m(x) — |u|?7?) em Q x (0, +00),
ou

g 12
5 0 sobre 092 x (0, +00), (12)

U(O) = Ug €1m Qa

sendo Q um dominio suave e limitado de RV, N > 1, A > 0 um parametro real, ¢ —p > 0,
ug € L*(Q) e m € L>®(Q) um peso indefinido. Os autores provaram existéncia de
solugoes minimal e maximal do problema (12) em presenca de subsolucdo e supersolugao
ordenadas de (12), combinando a teoria de operadores mondtonos em [92] (cf. também
[24]) e o método de iteragbes mondtonas de Sattinger [102]. Embora existéncia de
solugdo em presenga de sub/super solugdes seja um resultado cldssico, ver [19, 61] por

exemplo, a abordagem em [56] permite deduzir, além de existéncia, informagao sobre o



comportamento assintético (quando o tempo é grande) de solugdes, mesmo que unicidade
nao esteja assegurada. A abordagem adotada em [56] foi empregada neste trabalho para
estudarmos (8) e (9), de modo que os resultados obtidos nos Capitulos 3 e 4 generalizam
ou completam varios resultados prévios em [27, 28, 30, 55, 56, 60, 61, 73, 69, 76, 89, 96, 98|.

Nosso objetivo no Capitulo 3 e no Capitulo 4 é estudar existéncia de solucao global
dos problemas (8) e (9) quando existem subsolugoes nao-negativas ay, as e supersolugoes
limitadas (31, B2 de (8) e (9), com a1 < 1 e ag < By em X (0, 400), e 0 comportamento
assintotico da solugao global quando o tempo ¢t — +00. A estrategia adotada é a seguinte:
primeiramente estudamos existéncia de subsolugoes e supersolucoes para os problemas

estacionarios associados as EDP parabdlicas em (8) e (9), que s@o os problemas elipticos

—Apu+ V(2)|ulP~2u = dm(z)|ulP~2u — p(N)|u|??u  em ©,

(13)
|Vu|p_2% + W (2)|ulP?u =0 sobre 042,

—Apu+ V(@) |ulP2u = Im(z)|uP"2u — p(N)|u|"*u  em Q, "
]Vu|p2% = Ao (z)|u[P72u — p(A\)|u|®22u  sobre 99, (14
respectivamente. Notemos que u = 0 é solucao de (8) e (9), a qual denominaremos por
solugao estaciondria trivial ou simplesmente solugao trivial de (8) e (9). Temos que a = 0
¢ subsolugao trivial de (13) e (14) e que a; = €p) e az = €, sao subsolugdes positivas
de (13) e (14) para € > 0 suficientemente pequeno, sendo ¢, e ¥, autofungoes principais

(i.e., positivas) dos problemas de autovalores (no parametro p, para cada A € R)

—Apu+ V(2)|ulP~2u = dm(z)|ulP~?u + plufP?u  em Q,

]Vu|p2% + W (2)|u[P?u =0 sobre 0€2,

(15)

—Apu+ V(@) |uP2u = Im(z)|uP?u + pluP?u em €, (16)
]Vu|p_2% = Ao (z)|u[P"?u + plufP~2u  sobre 99,
respectivamente. A fim de garantir existéncia de subsolucao nao-trivial para os problemas
(13) e (14) estudamos existéncia de autovalores principais p; = p1(A) (i.e., associados a
autofungoes positivas) de (15) e (16), em que os coeficientes podem ser ilimitados e ainda
V, m, o podem ser indefinidos (i.e., de sinal arbitrario).

Problemas de autovalores com peso indefinido m envolvendo operadores elipticos
lineares foram estudados nos trabalhos pioneiros [25, 53, 78, 79, 90|, entre outros, ao passo
que as primeiras contribuicoes considerando o operador p-Laplaciano foram obtidas nos
trabalhos [6, 15, 16, 50, 72, 80, 87, 105], entre outros. Autovalores nao principais também
foram tratados em [8, 9, 50, 51, 52, 53, 72, 84, 90, 105] e algumas de suas referéncias.

Com relacao ao operador —A + V, as caracteristicas de seu espectro na situagao em

que V~ # 0 podem ser diferentes do caso em que V > 0. Quando V é indefinido e sob



condigao de fronteira de Dirichlet, o problema (15) com p = 2 foi estudado, por exemplo,
em [5, 67, 88], entre outros.

Existéncia de autovalores principais para (15) com condigao de fronteira de Dirichlet
e V,m indefinidos foi estudado em [15, 16], assumindo V,m € L*>(Q2), e em [52] quando
V,m € L"(Q), com r > N/p. O problema (16) foi tratado em [1, 8, 9, 51, 84, 109], sem
parametro u ocorrendo simultaneamente na equacao e na condigao de fronteira. O caso
p =2,V =0 e m indefinido foi considerado em [1] quando o = const. e em [109] para
o suave e indefinida. A anélise espectral completa de (16) (com p = 0) quando V' > 0
e p = 2 foi desenvolvida em [8] no caso 0 = const. e em [9] quando ¢ é limitada. O
caso p > 1 em (16) com V,m indefinidos, V,m € L>®(Q) e o € C*"(0Q), r € (0,1),
foi considerado em [51] (sem parametro p na condi¢ao de fronteira) e em [84] para o
caso Steklov (sem parametro p na equagao). Os resultados provados no Capitulo 3 e
no Capitulo 4 deste trabalho sobre autovalores principais de (15) e (16) generalizam ou
complementam resultados em [51, 52, 84, 67] e suas referéncias.

Retornando as EDP parabdlicas (8) e (9), para mostrar existéncia de solucao local

introduzimos os problemas parabdlicos auxiliares

e — Ay + V@)l 2u + plut2u = f(a,1) em Q% (0,7),
ou

|Vu|p_2$ + Wi (z)|[uf2u =0 sobre 92 x (0,7, (17)
u(0) = ug em {2,
© -
g — Apu + Va(z)|ulP~2u + plu|®2u = f(z,t) em Q x (0,7),
|Vu|p2% + Wa(z)|[ulP~2u + plu|®?u = g(x,t) sobre 9Q x (0,T), (18)
u(0) =wvy em ),

sendo 0 < Vi, V3 € L7(Q), com r > N/p, 0 < Wy € L*(8Q), com s > (N —1)/(p — 1),
0<Wye L>®00), fe L>*0,T;L>(2)) e g € L>=(0,T; L>(0%)).

Provamos teoremas de existéncia de solugdo para (17) e (18) nos Capitulos 3 e
4, respectivamente, combinando método de Faedo-Galerkin [108, 92, 111], técnicas de
truncamento e principio de comparacao de solugoes. Usando esses resultados construimos
iterativamente duas sequéncias monotonas em presenca de subsolugao e supersolugao nao-
negativas ordenadas e limitadas dos problemas locais (17) e (18). Cada solugao local de
(8) e (9) é obtida como limite daquelas sequéncias monétonas previamente construidas.
Argumentando como em [74] cada solucao local é estendida a solugao global de (8) e (9).

O comportamento assintético das solugdes de (8) e (9) depende fortemente das
propriedades das sequéncias mondtonas, acima mencionadas, construidas na parte de
existéncia. Em particular, mostramos que o comportamento assintético depende do sinal
do autovalor principal 11 () de (15) e (16). De fato, se p1(A) < 0 existem tnicas solugoes
positivas u, e u., de (13) e (14), respectivamente, de modo que quaisquer solugdes dos

problemas parabdlicos (8) e (9) convergem fortemente a . € .., respectivamente, em



L*(Q)) para cada 1 < s < 400, quando ¢ — +oo. Assim, para cada A > 0 tal
que pi(A) < 0, as solugoes estacionarias u. e u. de (8) e (9), respectivamente, sao
assintoticamente estdveis. Na situacdo em que p1(A) = 0, as solugoes (8) e (9) convergem
para a solucao estacionaria trivial © = 0, a qual é assintoticamente estavel.

Finalmente, este trabalho esta assim organizado: no Capitulo 1 apresentamos alguns
resultados preliminares utilizados nos capitulos subsequentes e fixamos algumas notagoes.
No Capitulo 2 estudamos boa postura e comportamento assintético de solucao do
problema (3) e provamos resultados de estabilidade assintética de minimos — global
e locais — do funcional energia associado a (3). No Capitulo 3 e no Capitulo 4
estabelecemos a dinamica das solugoes positivas com dados iniciais limitados das EDP
(8) e (9), respectivamente, governadas pelo p-Laplaciano. As propriedades de estabilidade
assintética das solugoes estacionarias de (8) e (9) sdo descritas através da relacao entre o
parametro A > 0 na equagao e os autovalores principais p;(A) dos problemas (15) e (16).
Estes problemas de autovalores sao tratados em detalhes nos Capitulos 3 e 4, devido a
pouca suavidade exigida em seus coeficientes do ponto de vista da literatura existente,

para serem uteis no estudo de (8) e (9).



Capitulo 1

Preliminares e notacoes

1.1 Espacos de Banach de funcoes de valores em um

espaco de Banach

Introduzimos aqui algumas nogoes basicas que usaremos nos proximos capitulos. Isto
consiste de uma extensao do conceito de integral e derivada fraca de funcoes reais com
valores reais a fungoes com valores vetoriais. Nesta secao as fungoes tomam valores em
um espaco de Banach. O dominio destas fungoes sera considerado um intervalo da reta
real porém pode-se considerar um espaco de medida geral. Sejam B um espaco de Banach
(usualmente os espagos LF(Q2), WH?(Q2) com p > 1 finito ou infinito) com a norma ||-|| 5, B*
o seu dual, 7" um nimero real positivo (7' = +oo ¢ admissivel) e u : (0,7) — B uma fungao

de valor vetorial. As referéncias bibliograficas para esta se¢ao sao [32, 24, 111, 108, 100].
Definigao 1.1 1. A func¢do u é chamada simples se u((0,7T)) = {vy,--- ,v,} C B e

u™H(v;) C (0,T) € Lebesque mensurdvel para cadai=1,...,n.

2. A fung¢ao u é chamada mensurdvel (ou fortemente mensurdvel) se existe uma
sequéncia de funcoes simples u, tal que u,(t) — u(t) em B para quase todo
te(0,7).

3. A funcao u é chamada fracamente mensuravel se para cada f € B* a func¢ao real
t— (f,u(t)):(0,T) = R é mensurdvel.

4. A funcao u € chamada de valor quase separdvel se existe um subconjunto Lebesque
mensurdvel N C (0,T) de medida zero tal que {u(t);t € (0,T)\ N} € separdvel.

Teorema 1.1 (Pettis). Uma funcio u : (0,T) — B € fortemente mensurdvel se, e

somente se, u € fracamente mensurdvel e de valor quase separdvel.

Definigao 1.2 1. A fungao simples u é chamada integrdvel se |u=t(v;)| < +oo para

cada v; # 0. Entao a integral da funcdao simples u é

/ u(t)dt = Z ™t (vy) |vs.

0 ;70
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2. A funcao u : (0,T) — B é chamada integrdvel se eziste uma sequéncia de fungoes
T
simples integrdveis u, tal que liril / |un(t) — u(t)||p dt = 0. Entao a integral de
n——+00 0

u €

T T
/ u(t)dt :== lim up (t)dt.
0

n—-+o0o 0

Teorema 1.2 (Bochner). Uma fun¢io u: (0,7) — B € integrdvel se, e somente se, u é

T
mensurdvel e / |u(t)||p dt < +o0.
0

Defini¢ao 1.3 1. Denotamos por C([0,T]; B) o espaco das fungées continuas u :
[0,7] — B sobre [0,T] e denotamos

[ulleqorzy = sup [lu(®)]s- (1.1)

te[0,7

2. Denotamos por LP(0,T;B) com 1 < p < 400 0 espaco de fungdes mensurdveis
u: (0,T) — B tal que

1
T P
el = ([ T de) " <-4, (12)
0

3. Denotamos por L>(0,T; B) o espago de fungoes mensurdveis u : (0,T) — B que
sao esssencialmente limitadas, ou seja, existe um niumero M tal que ||u(t)||p < M

para quase todo t € (0,7,

[ull L 0:m) = ess sup ||u(t)] 5. (1.3)
te(0,T)

Teorema 1.3 Sejam A, B espacos de Banach. Tem-se:

1. C([0,T); B), LP(0,T;B) para 1 < p < 400 e L>®(0,T; B) sao espagos de Banach

com as normas (1.1), (1.2) e (1.3) respectivamente.

2. Se B é um espago de Hilbert com produto interno (-,-)g, entio L*(0,T;B) é um

espaco de Hilbert com produto interno

T
(u,v) := / (u(t),v(t))pdt,
0
para todo u,v € L*(0,T; B).

3. LP(0,T;B), 1 < p < 400, € separdvel (reflexivo) se o espaco B € separdvel

(reflexivo).

4. Se a inclusio A — B é continua, entao a inclusao LP(0,T7;A) — L%(0,T;B) é

continua para todo 1 < q¢ < p < 400.
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1 1
5. Sejam B um espago de Banach reflezivo e separdvel, 1 <p < +oo e —+ — = 1.
p

p
Entdo o espago dual (LP(0,T; B))* ¢ isomorfo a LP (0,T; B*). A aplicacio dualidade

entre LP' (0,T; B*) e LP(0,T; B) pode ser escrita como

T
(v,u) == / (v(t), u(t)) g pdt
0
para todo v € LY (0,T; B*) eu € LP(0,T; B).

6. Sejam B um espaco de Banach reflexivo e separdvel. FEntao o espaco dual
(L'(0,T; B))* éisomorfo a L=(0,T; B*). A aplicagdo dualidade entre L>(0,T; B*)

e L'(0,T; B) pode ser escrita como
T
(v,u) :== / (v(t),u(t))p pdt
0
para todo v € L>(0,T; B*) eu € L'(0,T; B).

Defini¢ao 1.4 Uma func¢ao de valor vetorial u : [0,T] — B € chamada de absolutamente

continua se para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para cada sequéncia finita de intervalos

N N
disjuntos (sp,tn) em [0,T] que satisfaz Z(tn — 8p) < 0 tem-se Z lu(t,) —u(sn)||s < €.
n=1 n=1

Observacao 1.1 Denotamos por AC([0,T]; B) o espago de todas as fungoes de valor
vetorial absolutamente continuas. Cada funcdo u de valor vetorial em um espago reflexivo

absolutamente continua € diferencidvel para quase todo ponto sobre (0,T) e

¢
u(t) = u(0) +/ u'(s)ds.
0
Para mais detalhes ver [24], Corollaire A.2.

Para definir os espagos de Sobolev de fungoes de valor vetorial precisamos definir derivadas.

O enfoque é similar ao caso de derivada fracas para fungoes de valor real.

Definigao 1.5 Sejam A, B espacos de Banach tal que A — B, v € LY0,T;A) e

w € LY(0,T;B). A fungio w é chamada derivada generalizada da func¢ao u se

T T
| et =— [ e (1.4
0 0
para todo p € C°(0,T). Escrevemos u' = w.

Definicao 1.6 B — H < B* ¢ chamada uma tripla da evolugcao se satisfaz as

propriedades sequintes:

(i) B é um espago de Banach real separdvel e reflexivo e H é um espago de Hilbert real

com produto escalar (-, ).
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(ii) A inclusao B — H € continua e B é denso em H.

(#i) Identificando o espago H com seu espaco dual H* pela aplicag¢io de Riesz, temos
H = H* — B* com a equacao

(h,v) :== (h,v)g para todo h € H — B* ev € B.

Teorema 1.4 Sejam B — H <— B* uma tripla da evolugao, 1 < p,q < 400 e
u € LP(0,T; B). Entao a derivada generalizada w' € L%(0,T; B*) existe se, e somente
se, existe uma fungao w € L1(0,T; B*) tal que

/0 (ult), ) (D)t = — / (w(t), vyo(t)dt

para todov € B e todo p € C(0,T). Além disso, a derivada generalizada u' é unicamente

‘ ;L
definida, v = w e

d /
(), v)m = (w'(t),v) (1.5)

para todo v € B e quase todo t € (0,T).
Proposicao 1.1 Sejam A e B espagos de Banach tais que A — B e 1 < p,q < +00. Se

u, —u em LP(0,T;A), quando n — 400,

u, v em LY0,T;B), quando n — +0o0,
entdo ' = v em L9(0,T; B).
Prova: Ver Proposigao 23.19 de [111]. O

Definicao 1.7 Seja B um espago de Banach real separdvel e reflexivo e 1 < p < 4o00.

Definimos o espaco

W*(0,T; B) == {u € LP(0,T; B) : u' € L’ (0,T; B*)},

1 1
sendo v’ derivada generalizada e — + — = 1.
p P
: : . 1 1
Teorema 1.5 Sejam B — H < B* tripla da evolugao, 1 < p < 400, —+ — = 1.
p P

Tem-se:
1. O espago WP(0,T; B) € um espago de Banach real separdvel e reflexivo com a norma
||U||WP(0,T;B) = ||U||LP(0,T;B) + ||U/||LP’(0,T;B*)

para todo u € WP(0,T; B).
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2. A inclusao WP(0,T; B) — C([0,T]; H) é continua, ou seja,
lulleqormm < Cllullwrr:s)
para todo u € WP(0,T; B), sendo C' > 0 uma constante.

3. Para todo u,v € WP(0,T;B) e s,t € [0,T] com s < t, a sequinte formula de
integracao por partes € vdlida:

(U(t)W(t))H—(U(S),U(S))HI/ <U’(T)7U(T)>d7+/ (v'(7),u(r))dr. (1.6)

Observacao 1.2 A formula de integracao por partes acima € equivalente a

L), 0(0 = 10,00 + (0, )

para quase todo t € (0,t). Em particular, para u = v obtemos

d
@)l =20 (6), u(®)
para quase todo t € (0,t), o que implica
! 1 1
/ (' (), u(m))dr = Sllu@®)l = 5llw(s)llE (1.7)
para 0 < s <t < T,

No caso em que B = W'P(Q) com 2 < p < 400 e H = L*Q) temos W'P(Q) —
L*(Q)) — (WP(Q2))* uma tripla de evolugao. Neste caso obtemos a seguinte generalizagao
da férmula (1.6).

Teorema 1.6 Seja 6 : R — R uma func¢ao continua e continuamente diferencidvel por
partes com 0" € L>*(R), 0(0) =0 e © a primitiva da fung¢ao 0 definida por

o(t) = /0 tQ(T)dT.

Entao para cada w € WP(0,T; WHP(Q)) tem-se

@(u(t)(x))dx—/@(u(s)(m))dm (1.8)

Q
para 0 < s <t < T,

Observacgao 1.3 Note que se (1) = 7 temos (1.7) com H = L*(Q).

Definigao 1.8 Dizemos que v € L7 (0,+00;B) (respect. v € WP

loc loc

v e LP(0,T; B) (respect. v e WP(0,T; B)) para cada 0 < T < +o0.

(0,+00;B)) se

Terminamos esta secao introduzindo o seguinte importante critério de compacidade que

serd necessario no Capitulo 2.

Teorema 1.7 (Aubin — Lions). Sejam By, B, By espagos de Banach reflexivos, com a
mclusao By<— B compacta e a inclusao B C By continua. Entao para 1 < p,q < +00 a
inclusao W :={u € LP(0,T; By) : v’ € LY0,T; By) }<—LP(0,T; B) € compacta.
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1.2 Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias

Nesta secao introduzimos teoremas que garantem a existéncia de pelo menos solugao do
sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares de primeira ordem z’ = f(¢, ),
com a condicdo inicial z(tg) = o, sendo f : D — R™ uma fungao nao-linear definida no
dominio (aberto e conexo) D C R™*! e (ty,z9) € D. Consideremos o problema de valor
inicial

o' =% = f(t x)

dt g
(E)

x(tg) = xo.

Seja f € C(D) continua. Uma solu¢ao do problema (E) sobre um intervalo aberto e

conexo [, com ty € I, é uma funcao v : [ — R”™ diferenciavel sobre I tal que

i) (t,~(t)) € D para todo t € I,
ii) y(to) = o,
iii) +'(t) = f(t,v(t)) para todo t € I.
Claramente se v é uma solucao do problema (F) sobre I, entao temos da condigao iii)
que v € CY(I). O problema de valor inicial (E) é equivalente ao problema de encontrar

uma funcao continua v sobre algum intervalo aberto e conexo I satisfazendo a equacao
integral

x(t) = o —i—/t f(s,z(s))ds (1.9)

para todo t € I. A questao de existéncia de solugdo do problema de valor inicial (E) é

resolvida pelos seguintes resultados. (Para mais detalhes veja [49, 66]))

Teorema 1.8 (Teorema de Existéncia local de Cauchy-Peano). Se f € continua sobre o
retangulo {(t,z) : [t — to| < a, ||z — xo||gn < b} com a,b > 0, entdo existe uma fun¢ao y
de classe Ct solucao do problema (E) sobre [t —ty] < d < a e y(tg) = xo.

Teorema 1.9 Seja f € continua sobre um dominio D C R™! e suponha que f é limitada

sobre D. Se y € uma solugao do problema (E) sobre um intervalo (a,b) entao lim ~(t) e
t—a

lim (t) existem. Se (a, lim y(t)) (ou (b, lim (t))) estd em D, entao a solugdo ~y pode

t—b— t—at t—b—

ser estendida a esquerda de a (ou a direita de b).

Nos capitulos subsequentes precisaremos de resultados de existéncia com hipdteses mais
fracas com respeito a funcao f, por exemplo f podendo ser descontinua em ¢ mas continua

em z, ou seja, para funcoes Carathéodory f.
Definicao 1.9 Uma funcao f: D — R"™ é chamada Carathéodory se
1) A fungao x — f(t,x) é continua para quase todo ponto t.

2) A fungao t — f(t,x) € mensurdvel para cada x.
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3) | f(t,x)||lrn < m(t) para quase todo (t,x) € D para alguma uma fungdo integrdvel

m.

Dizemos que uma solugao do sentido estendido do problema (E) sobre um intervalo aberto

e conexo I, com ty € I, é uma fungao v : I — R"™ absolutamente continua sobre I tal que

i) (t,v(t)) € D paratodot € I,

ii) y(to) = o,

iii) +/(t) = f(t,v(t)) para quase todo t € I.
Equivalentemente, dizemos que uma solugao no sentido estendido do problema (F) sobre
um intervalo I, com ty € I, é uma funcao v : I — R"™ absolutamente continua sobre I que

satisfaz (1.9). E tem-se resultados de existéncia similares ao caso em que f é continua e

apresentamos nos teoremas seguintes (veja [66],[49]).

Teorema 1.10 (Carathéodory). Se f é Carathéodory sobre o retangulo {(t,z) : [t —to| <
a, ||z —xo|lrn < b} com a,b >0, entao existe uma solugio y do problema (E) no sentido

estendido sobre o intervalo [t —to] < d < a e y(ty) = .

Teorema 1.11 Seja f Carathéodory sobre D e suponha-se que (to,zo) € D. Entdo existe
uma fungao v solu¢ao do problema (E) sobre |t — to| < d com d > 0.

Teorema 1.12 Seja f Carathéodory sobre D. Dada uma solugdo vy do problema (E),
para t € (a,b) tal que lirgl v(t) existe e (b, lirgl v(t)) esta em D tem-se que vy pode ser
t—b- t—b-

estendida sobre (a,b+ 0] para algum 6 > 0. Um resultado similar vale para a.

Finalmente introduzimos algumas desigualdades importantes que usaremos adiante (ver
(65, 104]).

Lema 1.1 (Desigualdade de Gronwall). Seja n : [0,T] — R uma fun¢do nao-negativa e

absolutamente continua, que satisfaz

dn(t) d

I = St = /(1) < S(en(t) + v (1)

para quase todo t € (0,T), sendo ¢,v € L'(0,T) e nao-negativas. Entdo

t
00 < e o)+ [ (o)
0
para todo t € [0,T]. Além disso, se =0 sobre [0,T] en(0) =0, entdon = 0 sobre [0,T].

Lema 1.2 Suponha-se que y(t) e h(t) sio duas fun¢oes nao-negativas, y'(t) € localmente

integravel sobre (0,+00) e y(t), h(t) satisfazem

Y (t) < Ai(y(t))? + Ay + h(t), para quase todo t € (0, +00),
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T T
/ y(t)dt < As, / h(t)dt < Ay para todo T >0
0 0

com Ay, Asg, A3, Ay sendo constantes positivas independentes de t e T. FEntdao para cada
r >0,

A
y(t+r) < <—3 + Agr + A4> et para todo t > 0.
T

Além disso, tginooy(t) = 0.

1.3 Convergéncias e desigualdades

No que segue introduzimos uma colecao de desigualdades fundamentais.  Essas

desigualdades serao frequentemente usadas nos capitulos subsequentes.

1 1
1. Sejam a,b >0, €>0,1<p<+ooe -+ — =1. A desigualdade de Young ¢é
p P
ab < ea? + C(e)b” (1.10)

sendo C'(€) = (ep)/ = p—i_
p p(ep) =T

Notemos que se € = % temos que ab < —a® + Ebp,. Em particular se p=2e e =1

2

1 1
temos que ab < —a® + §b2 a conhecida desigualdade de Cauchy.

2
2. Se z,y € RV \ {0} entdo

Cyla =y < (JeP 22 — 2l 22,0 —y) sep>2, (L11)

sendo C), constante positiva.

N

Proposigao 1.2 1. Sem € L"() comr > - e up, — u em LY (Q) quando n — 400

entao
(
/m(m)\un|plun — /m(a:)\u|p1u quando n — 400

/m(a:)\unP’ — /m(x)|u]p quando n — +00

/m(x)|un|p_lv — /m(w)|u|p_1v para todo v € LP(Q) quando n — +00
\

2. Sew e L*(0R2) com s > ﬁ e up, — u em LP*(98) quando n — +oo entdo

(
/ w(2) [un [Py, — w(z)|ufP v quando n — +oo

0 o9
/2 w(w)|u, " — / (x)|ul? quando n — +00

w(z) [u, [Pt — / o) ulPv para todo v € LP(09) quando n — +oc.
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Prova: Como u, — u em L ({2) existem uma subsequéncia {u,, } da sequéncia {u,} e
0 < he LP'(Q) tal que
Uy, (z) — u(r) para quase todo x € 2 quando n — +o00

[un, ()| < h(z) para quase todo = € Q e para todo n € N
dai
() [t (2) [P g, (2) —= m(a) Ju(z) [P~ u(z) para quase todo z €
[ (@) [, (2) P~ i, (2) = M), ()7 < fm(@)[|(2)|P para todo n; € N

notemos que mh? € L'(Q), pois

1
o

[ mney| < [ @i <l ([ 6@r)” = lnlo .,

entdo o Teorema da Convergéncia Dominada da /m(m)|unj|p_1un]. — /m(x)|u|p_1u
quando n; — 400. Se supomos que existe uma outra subsequéncia {u,,} da sequéncia
{u,} tal que

> €, (1.12)

[ @, ~ [ m@ul

para algum e > 0 para todo n; € N, pelo argumento acima conseguiriamos uma

subsequéncia {u,, } da sequéncia {u,,} tal que /m(x)\unjk|p1unjk — /m(m)|u\p1u

quando n;, — +o0o que contradiz (1.12). Portanto, /m(x)\un\plun — /m(a:)]u\plu
quando n — 4o00. La prova das convergéncias restantes ¢é feito similarmente. O

Serd 1til o seguinte lema de mudanca de variavel introduzida em [47].

Lema 1.3 Sejam f € L}, (R), a € L*(R), 0 < m < a(s) < M para quase todo s € R ¢

loc

t
at) = / a(s)ds entdo € vdlido
0

T a(T)
/0 Fla(t))a(t)dt /0 F(t)dt. (1.13)

Lema 1.4 Sejam v > 0, u > 0 duas funcoes diferencidveis em quase todo ponto de €2 e

seja p > 1. Denotando
—1

-Vu|VoP~*Vo,

up

uP
L{u,v) = [Vul’ + (p = 1)~ [Vo]’ —p

VP

P
R(u,v) = |Vulf -V (u_l) |VoP~2Vo.
VP
Temos L(u,v) = R(u,v). Além disso
1. L(u,v) = 0 para quase todo ponto de S.

2. L(u,v) = 0 para quase todo ponto de ) se, e somente se V (%) = 0 para quase todo

ponto de ), isto € u = cv para alguma constante ¢ € R.



Capitulo 2

Boa postura e comportamento
assintotico em problemas parabdlicos
de Kirchhoff com condicao de

fronteira tipo fluxo

Neste capitulo consideramos um problema parabdlico nao-linear com termo nao-local e

condicao de fronteira de Neumann ou Robin, dado por

(atu —a (/ ]VUIQ) Au+ a(z)u = f(z) em Q x (0,+00),
a (/ \VulQ) % + f(x)u = g(x) sobre 99 x (0, 4+00), (2.1)
L u(+,0) = ug em €.

Em (2.1) 2 é um subconjunto aberto e limitado de RY, N >, com fronteira suave I' := 9,
v é o vetor unitario exterior a I' e a : R — R é uma funcao continuamente diferenciavel

tal que
0<A<a(s), VseR, (2.2)

os coeficientes o € L>®(Q) e f € L>(I"), com «(z) > 0 para quase todo x € 2, e f(z) > 0

para quase todo z € I, satisfazem

/ olz) + /F B(z) > 0. (2.3)
Assumimos sobre os dados
f=1f) e L*(Q), g=g()e L*D), (2.4)
Uy € Hl(Q). (2.5)
O resultado principal de este capitulo é o

18
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Teorema 2.1 Suponha que (2.2)-(2.5) sejam vdlidas. Entdo a solug¢do estacionaria u.
de (2.1) que satisfaz

2d’ (/|Vu*\2) /|Vu*]2+&(/wu*!2> >0

€ assintoticamente estavel.

Vamos considerar
ool i= [ Vo-o+ [avor [pvg, vi.0e m @),
r

o produto inteiro de H'(Q) e por

[l () = \//|V¢|2+/a¢2+/r/3¢2, vy € H'(Q) (2.6)

a norma associada, que é equivalente a norma usual de H'(Q2) devido a (2.3).

Observagao 2.1 Alguns resultados podem ser provados sobre hipdteses mais gerais. Nas
Segoes 2.1 e 2.3 pode-se considerar (2.2) com a(-) continua e (2.4) com f € H*(Q)*.

O capitulo é organizado como segue. Em Secao 2.1, Secao 2.2, Secao 2.3 e Secao 2.4
estudamos existéncia, unicidade, continuidade com respeito aos dados e regularidade do
problema parabdlico, respectivamente. Na Secao 2.5 o assunto é o problema estacionario
associado ao problema parabdlico. Finalmente na Secao 2.6 estudamos o comportamento

assintético das solugoes quando o tempo é grande.

2.1 Existéncia de solucao do problema parabdlico

Nesta segdo, provamos a existéncia de solugdo para o problema (2.1). Para esse
fim, usamos uma mudanca de variavel, o método de Faedo-Galerkin e argumentos de

compacidade. Comecamos com o problema de autovalores

—A; + afx); = Np; em Q,

' 2.7
i B = Mty sobre 09 -

ou seja, ¥; € H'(Q) satisfazendo

(Vi )1 () = Ai (/ Yip + /FQ/%O) , Voe H'(Q). (2.8)

Lema 2.1 Suponha (2.3) vdlido. Entdo existe um sistema completo {1;}ien C H(2)
de autofungoes de (2.7) com (3, ¥j)m@) = 0. Para cada v € H'(Q) temos

v o= (v, Vi) s em HY(Q). Além disso, para cada v € L*(Q) x L*(I") temos

=1

(/ vp; —1—/1}@-) @i em L*(Q) x L3(T), com ©; = /M.
— r

v =
i=1
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Prova: Ver [8]. O

Definigao 2.1 Uma solugao fraca do problema (2.1) é uma fun¢do u tal que para todo
T > 0 tem-se u € L*(0,T; H'(Q)), com v’ € L*(0,T; L*(Q)), u(0) = uy e que satisfaz

/u’(t)v+a (/|Vu(t)|2) /Vu(t)-Vv+/au(t)v+/rﬁu(t)v :/fv+/rgv, (2.9)

para todo v € H'(Q) e quase todo t € (0,T).

Teorema 2.2 Suponha que (2.2)-(2.5) sejam vdlidos. Entao existe uma solu¢do fraca u
do problema (2.1).

Prova: Como ug € H'(Q) pelo Lema 2.1 temos

[e.e]

up = Z(UO, Vi) meo¥i em H'(Q). (2.10)

i=1

Para cada n € N consideremos
un(t) == > Yin () (2.11)
i=1

sendo Vi, - - -, Yan Solucao do sistema nao-linear de equagoes diferenciais ordinarias

(/u;(t)v—l—a</wun(t)|2) /Vun(t)-Vv+/aun(t)v+/rﬂun(t)v:/fv—l—/rgv,

Vv € span{ty,...,1,}, para quase todo t € (0, +00)

un(0) = Z(UO,%)Hl(Q)%-

L i=1

(2.12)

Tomando v = ¢; em (2.12), j = 1,...,n, vemos que o sistema (2.12) é equivalente ao
problema de Cauchy

Al () = —F,(7.(t)), para quase todo t € (0, +00) (2.13)

Y (0) = ((Uoﬂlﬁl)Hl(m’ e ,(Uo,wn)m(n)) Jj=1...,n,

sendo v, (t) = (yin(t), -+, vn(®); W) = (Ma()s -+ mn(®), £ @ R® — R" com
Fo(y) = (Fin(y), - Fan(y)) com

iilyivdji 2 /iyivd}i -V, + /Oéiilyﬂ/fi%‘ +
/Fﬂiz:;yi¢i¢j—/f¢j—/rg¢j7

Fin(y1, - syn) = a /
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para todo j=1,...,netodoy = (y1, - ,yn) ER" e

[ [ows o [ow]
. /wm /% ~-/w%

/%wlfww.~ /ﬁ

Como a funcao a é continua, F), é continua e A, é uma Matrix de Gram, que é invertivel

(ver Teorema 5.2, p. 48, em [99]), pelo Teorema 1.8 (ou ver Teorema 1.1, p. 43, em [49])
esse problema tem uma solugao v; € C([0,4,)) N C*((0,4,)), para algum 4,, > 0.
Tomando v = u/, (t) em (2.12) obtemos

/]u;(t)\z—i-a (/]Vun(tﬂ?) /Vun(t)-Vu;(t)#—/aun /Bun
- [~ [ g0 =0

[0 + 5 Eu() =0, (2.14)
sendo E : H*(Q)) — R definido por

JIvol?
E(v) = 1/0 a(s)ds+%/avz+%/rﬁv2—/fv—/rgfu, Yo € H'(Q). (2.15)

Por integragao de (2.14) desde 0 até ¢ obtemos

ou seja,

N |

t
| [ Pds = B 0) - B o). (210
0
Por (2.10) e a coercividade de E, de (2.16) temos
[un ()1 < C Vn, Vt=0, (2.17)

sendo C' > 0 independente de n e de ¢ (ver (2.31) na Observagao 2.2 abaixo). Notemos

que como ||y, (t)||z. = Z(%n(t))2 = ||, (t )||H1 , temos por (2.17) que 7, (ou u,) estd

i=1
definida globalmente sobre (0, +00). Além disso, de (2.16) pela coercividade de E temos

/Ot / [ul (5)|?ds = E(u,(0)) — E(u,(t)) < C, V¥n, Vt>O0, (2.18)

ver (2.33) na Observagao 2.2 abaixo.

Assim para cada T > 0, u, é uma sequéncia limitada L*(0,7; H'(Q)) e u/, é uma
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sequéncia limitada em L?(0,T; L*(f2)). Portanto, pelo Lema de Aubin-Lions, existe uma

subsequeéncia de u,,, ainda denotada de u,,, tal que

(

u, —=u em L*0,T; H(Q)),
ul, = u' em L*(0,T;L*Q)),
u, —u em L*(0,T; L*(Q)),
u, — u em L*(0,T; L*T)),
u,(t) = u(t) em L?*(Q) para quase todo t € (0,7),
un(t) — u(t) em L2(F) para quase todo t € (0,7),

X a® em L®(0,T),
(i)

un(T) = u(T) em HY(Q),
| un(T) = u(T) em L*(Q).

(2.19)

Afirmamos que u(0) = ug. De fato, considere ¢ € C'([0,T]) tal que p(T) =0 e ¢(0) = 1.
Por integragao por partes, Teorema 1.5, para u,,, v € W2(0,T; H'(Q)) com v € H'(Q),

o= [ fiomstaas [ [ o

e, passando ao limite, tem-se

_ / g = /0 ' / o (v ()t + /0 ' / v (E)u(t)dt

Por outro lado, por integracio por partes, Teorema 1.5, para u,pv € W?2(0,T; H'(Q))

—/u(O)v: /OT/U’(t)Ugo(t)dt—l—/OT/vcp'(t)u(t)dt

Assim segue das duas igualdades anteriores que

temos

tem-se

/(u(O) —u)v=0 Yve H(Q),

e em particular para todo ¢ € C'°(2), donde concluimos a prova da afirmagao.

Para mostrar que u é uma solu¢ao do problema (2.1), introduzimos a mudanga de varidveis

bult) = /Ota </ \vun(s)P) ds. (2.20)

Notemos que por (2.2) temos que (0,A\T) C (0,¢,(T)) para todo n
C>(0,AT), entao ¢ € C(0,9,(T)) e ¢(én(-)) € H(0,T) para todo n

no tempo

> 1lesep €
> 1. De (2.12)
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deduzimos que

/Ow(qbn(t))/u;(t)vdt+/oT p(0n(t))a (/Nun(t)ﬁ) /Vun(t)-vvdH
/OT90(¢n(t))/ozun(t)vdt+/oT @(%(t))/rﬁun(t)vdt:

/OTsO(cén(t))/fvdt+/0T<p(¢n(t))/ngdt (2.21)
para todo v € span{t, - , ¥, }.

A estimativa (2.17) (ou (2.31) na Observacao 2.2 abaixo) garante que existe M > 0 tal
que 0 <A< a (/ ]Vun(t)|2) < M para todo t € R e todo n > 1. Agora, estabelecendo
Wy (¢ (t)) := u,(t) em (2.21) e usando Lema 1.3 (ou Lema 2.2 de [47]), resulta

/O%(T) "0 /w/ (t)vdt + /0¢>n /an - Vodt +
By v L Ty v L
p(t

s T L

para todo v € span{¢y, -+ 1, }. Como supp(p) C (0, \T) C (0, ¢,(T)) para todo n > 1,

temos

/w;(t)er/an - Vo + (/W ) (/Oﬁwn(t)vjt/rﬁwn(t)v) _
a(/vlwn(t)g) (/fv—i—/rgv) (2.22)

para todo v € span{iy,--- 1, } e quase todo t € (0, AT).

Por outro lado, para qualquer v € H'(Q) fixo tem-se

p(t)
|V, (t)]

n

U= Y (0,4) eyt = v em H'(Q), quando n — o0, (2.23)

i=1

de modo que v = v, em (2.22) ¢ integrando sobre (0, AT") temos

/OATw(t)/w’ (t)vndt+/AT ()/an() Voadt +
/ (/an |2) /ozwn vndt+/ </|an )/ﬁwn (t)vpdt =

/ (/an >/fvndt+/m (/an >/gvndt
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para todo n > 1. Note que {w,} satisfaz (2.19) para algum w € L*(0,\T; H'(Q2)) com
w' € L*(0,\T; L*(Q)). Entao, tomando limite quando n — 400, deduzimos que

/OATsO(t)/w’(t)vdth/OATso( /Vw -V dt—l—/ATgo(t)a‘x’(t)/ w(t)vdt +
/0 ATs@(vt)cﬁ‘%zf) /F Puw(t)vdt = / / fodt + / AT@ t)a(t / gudt.

Dai

m@/ﬂ+wwﬁw (2.24)

para todo v € H'(Q) e quase todo t € (0, \T).
1
= para quase todo t € (0, AT"). De fato, tomando
o [19ur)

v = wy,(t) em (2.22) obtemos

[uowa® + [ (9w ( /Ww ) (fetwor+ [puor) -
(/IVw ) (/fw (t)+/rgwn<t))

Resta provar que a*(t)

e integrando de 0 a AT conseguimos

/OAT/\W”@)MZ —%/mn(m)ué/(wn(o»? /OAT (ffIVw ;2)dt_
(

0P
M B (wa(t))” M [ fw(t) g, ()
o a(frwn<t>|2)d”/o <>|2)d”/o o ([ Vuwn()P)

dt.

a ([ |Vw,(t

Assim

oo oo vara
/ ) [ Bl / / Fult)dt + /OATa%) / w(t)dr.  (2.25)
Tomando v — w(t) em (2.24) e integrando de 0 a AT, temos que
5 [w2=3 [t [7[wwwpas [7 e [awora:
[ o [swora= [Cew [ rwas [T oo oo e
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\T AT
hgl (/Wan@ﬂ%ﬁzi/ ‘/WVu(oth (2.27)
AT

lim / IV (wn(t) — w(t)|? dt = 0.

n—-+o0o 0

Logo
o que implica

Dali existe uma subsequéncia de w,,, ainda denotada de w,, tal que

/ IV (wn(t) —w(t)]? "=5°0 para quase todo t € (0,AT)

/|an( - / |Vw(t)|* para quase todo t € (0, \T).

Como a funcao a é continua tem-se

1 n—r+00 1
2% para quase todo t € (0, \T)

a ([ IVun(®)?) a([IVw®)?)

e pelo Teorema da convergéncia dominada,

AT Q/J(t) n—+00 A 1/J(t)
/0 a(f|an(t)|2)dt - /o a(f|Vw(t)|2)dt

para todo ¢ € L*(0, AT). Relembrando que
N 40 dt "2E5° th > (t)dt
/0 a(f|an(t)|2) — ) Y(t)a>(t)
para todo ¢ € L'(0,\T'), temos
AT %U(t) B T -
/0 et =) o

para todo ¢ € L*(0,A\T), em particular para todo 1) € C>(0,\T'), de modo que o lema

a ([ IVw(®)P)

fundamental do Célculo Variacional garante que = a™(t) para quase todo

€ (0, AT"). Definindo

0= [a(frouer)as e o= [(of [ouer)) e e

notemos que ¢, ' : [0, +00) — [O +00) sao continuas e dlferen01avels sobre (0, +00), com

= (/|Vu |2) ( </|Vw )) . Além disso, u, (¢, 1(t)) =

(t) ) em L*(Q) para quase todo t € (0, \T) e por integracao por partes, Teorema
1.5, temos

[ o) =t @))* = [ (wn(0) = o) +2 | e [ = ws)w = u)s)

< [ —wp+2 | ' [ 1w = 0 @)l = )5
< @ =) +2 [ [ = w6 )i 0
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Assim, pela desigualdade de Minkowski,

lun(¢n" () = w(@ ™ )llra@) < Ilua(dy (1)) — uldy ' (1)l 2
+ [lulen (1) = u(o™ ()2 — 0,

quando n — +o0, para quase todo ¢t € (0, \T). Portanto, w(t) = u(¢~'(t)) para quase
todo t € (0,\T). Entao ¢(¢~(t)) = t para todo t € (0,\T), ¢~ (¢(t)) = t para todo

t € (0,07 (AT)) e w(0) = w((0)) = u(0) = uo.
Se p € C(0,¢071(\T)) entao p(¢~1(-)) € H'(0,\T). Logo, integrando (2.24) temos

/OAT90(¢_1(t))/w'(t)vdt—|—/OATgp “1(1) /th ) - Vudt +
/OAT (7(7;; [/aw U—i—/ﬁw ]
AT
et e o)
para todo v € H'(Q). Dali,

AT (o (t)) o
/0 (f\Vu ()W)/u(qﬁ (1))t +

AT v 2
/ P07 ()a ([ [Vulo (1)) / Y - Voudt +
0 |VU}

/(?(l(bvfw(ft);m U (@™ )+ [ pulo™0) 1 dt =
AT
/o (Sj“(r;w [/fv—i—/gv} dt
para todo v € H'(2). Pelo Lema 1.3 (ou Lema 2.2 de [47]) obtemos
/ ¢~ H(AT) / vdt—l—/ ¢~L(AT) St (Wu /vu .
/0 ¢~ (AT) / vdt+/ ~1(\T) /Bu it —
/jl SDt{/fU-F/ng}dt

para todo v € H*(2). Como essa igualdade ¢ vélida para ¢ € C2°(0,¢~1(\T)) arbitraria,

temos

/ (B + a ( / |vu<t)y2) / Vau(t) - Vo + / au(t) + /F Bu(t)y = / fo+ /F gv (2.29)

para todo v € H*(Q) e quase todo t € (O,TV), sendo T = ¢~ Y(A\T). Portanto, para cada
k € N definimos u(t) = u(t — (k — 1)T)) para quase todo ¢ € [(k — 1T, kf], note que
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up = u e é solugao a (2.29). Para k > 1 vejamos que u((k — 1)T) = ug e u(kT) = u(T) e,
pelo Lema 1.3,

/ wBd() = / Lt — (k- )F)¢(t)dt
(k=1)T (k=1)T

= [ us)a s+ k= 1)

_ _/0 d(5)(s + (k — 1) T)ds
_ /(:Tlﬁ Wt — (k= V)T)b(t)dt

para toda ¢ € C((k — 1)T, kT). Ou scja, u(t) = u/'(t — (k — 1)T) e por (2.29)
v

/u;(t)v+a(/|vuk )/Vuk Vv—l—/ozuk +/6uk v—/fv—i—/gv

para todo v € H'Y(Q) e quase todo t € <(k— T, k:f) Assim u(t) = wug(t) se
te [(k —- 1T, kﬂ é solugao fraca do problema (2.1). O
Observagao 2.2 1. A constante C' > 0 em (2.17) pode ser encontrada como segue.

De (2.16) temos
E(un(t)) < E(un(0)).

Por (2.2)-(2.4) e (2.6), desigualdade de Holder, e imersoes || - || 2@ < Cul| - a1

e ||L2(F) < Cy| - ||H1(Q), obtemos

Blun®) > 5 [1Vun0F +35 [ alun@F +5 [ Bun®F = [ i)~ [ guato

> Sl — [ fu0) = [ gualt)

A
2 Sllun i) = Ifll2@ lun@)llzz@) = N9l lun(@)llzzy
3
> Sllun(®li ) = Fllun @l ), (2.30)

sendo X = min{1, \} and k := || f||r2)c, + [|9]|L2@)Cir. Entao

A
5 lun (Ol @) = Ellun (Ol @) < E(un(0))

k 2 (1a(0))
() 130y — 2= ()11 (0 < ==
A A

k2
somando < temos

~ ~

i) <2252

Unt 1 - =
len @l = 5
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assim )
k 2B (u,(0)) | K*\®
e e o
Portanto,
1
2F (u,(0 E2\? k
[n (@)l 10y < (% + ﬁ) 3 (2.31)

dai u, = u em L®(0,400; H'(Q)) para uma subsequéncia, assim

1
o 2F(u E\? k
o) sy < e sy < B ) < ( éO) T X—)

para quase todo t € [0, +00).

2. A constante C > 0 em (2.18) pode ser encontrada a partir (2.16) e (2.30). De fato,
usando (2.16) e aplicando a desigualdade de Young a (2.30) obtemos

t )
, A
/0 / U (P e < Bwn(0)) ~ Slha(t) By + Flun®)lr o
h 22
< - = 21 — - 21
< Bua(0) = Slun®lfiey + o= + 5l o

1sto €,
t ]{2
| [erde < Bt + . (2.33)
0 2\
Como por u!, — u' em L*0,t;L*(R)), da semicontinuidade da norma em
L*(0,t; L*(2)) consequimos

! / 2 SN ! / 2 k_Q
/0 /\u (&))7d¢ < lérgi&f/o /|un(§)\ d¢ < E(ug) + 5 vt > 0. (2.34)

2.2 Unicidade da solucao do problema parabdlico

Nesta segao, como Chipot e Savitska em [44], provaremos dois resultados de unicidade da
solugdo para o problema (2.1). O primeiro resultado de unicidade é vélido assumindo
apenas continuidade da funcao a(-) e a monotonicidade da fungao t —— a(t?)t e ¢

enunciado no

Teorema 2.3 Suponha que (2.2) seja vdlida com a(-) continua e que (2.4)-(2.5) sejam

validas. Se a funcdo real
t — a(t®)t € ndo-decrescente (2.35)
entdo o problema (2.1) possui, no mdzimo, uma solu¢ao.

Observacao 2.3 As sequintes fungoes satisfazem (2.35):
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1. a(-) nao-decrescente,
2. a(t) = e '+ )\, decrescente, para cada A > 0,
3. a(t) = e~ £ X, ndo-mondtona, com b € R para \ suficientemente grande.

Prova: Sejam wj, uy duas solugdes do problema (2.9), ou seja,

(u; € L2(0,T; H\(Q)), ) € L*(0,T; L*(9)),
UZ<0> = U,

/uﬁ(t)vntai(t)/Vuz(t).Ver/aui(t)fujt/rﬁui(t)vz/fUJF/FgU’ (2.36)

| para todo v € H'(Q) e quase todo t € (0,T), i =1,2.

sendo a;( (/ |V, (t ) para ¢ = 1,2. Entao,

/u — ug)’ /Vu - Vv — as( /Vug() Vv+/ (ur(t) — us(t))v +
/ﬁu ug(t))v = 0,

para todo v € H'(Q2) e quase todo ¢ € (0,T). Tomando v = u(t) := u;(t) — ua(t) temos

th “tan /V“ /Vuz() Vu(t)+/oz(u(t))2+
Aﬁwwfzo. (2.37)
/Vu - Vug(t

</|Vu1 ) </|Vuz(t)|2) :
e usando (2.35) obtemos

an(t) [ v 2(0) ~ aslt) [ Vaa®)- Vlas(t) - ()

lt) [ 19w ~ o (/ |w1<t>|2)%(/ |Vu2<t>|2)%+a2<t> [ vt -
o )’ ()

- ) (o) () ()]

(/m ) (/wu )]

0. (2.38)

Pela desigualdade de Holder tem-s

WV

WV
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d
Portanto, de (2.37) temos 7 /(u(t))2 < 0. Integrando sobre (0,t) obtemos

Jww? < [woy o

integrando mais uma vez, sobre (0,7"), obtemos u; = us. O
O segundo resultado de unicidade nao depende de monotonicidade senao do fato de
a funcdo a’ ser continua. A demonstracao é feita usando uma mudanca de varidvel,
desigualdade de Holder (como em [44]) porém aqui aparece uma dificuldade de estimativa

no termo de fronteira, a qual é resolvida através do seguinte lema (ver [70]).

Lema 2.2 Seja Q2 um dominio limitado com fronteira Q) de classe C* e seja w(x) uma

funcdo continuamente diferencidvel sobre Q). Entdo, para qualquer § > 0,

/m( w(z))2dS, <5/|Vw( )|dx+—/ )2,

sendo dS, o elemento de superficie sobre 02 e A’ € uma constante dependendo unicamente

Q.

Nosso segundo resultado de unicidade lé-se como:

Teorema 2.4 Suponha que (2.2)-(2.5) sejam vdlidas. Entao a solu¢ao do problema (2.1)
¢ unica.

Observagao 2.4 A funcao a(t) = sen(t) + A com X\ > 1 satisfaz (2.2) mas ndo satisfaz
a condigdo (2.35).

Prova: Sejam wu; e uy duas solugoes fracas do problema (2.1). Considere a mudanga

de escala de tempo utilizada na prova do Teorema 2.2 ¢;(t) : / ( / V(s ]2) ds e
w;(¢;(t)) := u;(t), para quase todo t € (0, +00), com w;(0) = wl(¢Z =u;(0) =ug e

/ wi(t)v + / Vuwi(t) - Vo + ait) U awi(t)ﬁ/rﬁwi(t)v} ) “l(t) V fH/F?;La)

para todo v € H'(Q2) e quase todo t € (0,¢;(T)) para cada 0 < T < +oo, sendo

a;(t —a(/\sz ),paraz_12
Por (2.2), seja t € (0,\T") C (0,¢;(T)), para i = 1,2. Segue de (2.39) que

/( 10) v+/V wi (t 5(t)) - Vo + 11<t)/ozw1(t)v - /awg(t)v
—i—all(t)/5w1(t)v—n/rﬁw2(t)v: [Ch — agl(t} {/fv—l—/gv}.

Tomando v = w(t) 1= wy(t) — ws(t)

%% 2—F/| t/ L/Ozwg(t)w(t)ﬂL
o afu/ﬁw ) [afu tH/fw o)
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o que implica

2
2dt /'Vw )"+

s o] - (o)
(- Jomitto- [t 10 i)

s [w@? + [Ivur < (1( tt))x

(= [ awstonatt) [ suiruoy+ [ uter+ [qu0). a0

Por (2.2), desigualdade de Hélder e (2.32) temos
|a2(t) — al (t)l

CLl(
— |CL St ’/’V ‘2 /’le
. sup e[oc ]| s)| ‘/W O - /le

L 1
al(t) (05} (t)

su a

_ Pe[001| £+ wnlt ‘
D, [o'(5)

< Ml A; [ 190l + (o)

< Loy o) (/w )5(/W(wl@)+w2<zf>>|2)é
o)

sendo C] > 0 independente de w; e de t (veja (2.32)). Note que

~ [awattyuto) - [ pusttiute + [ s+ [ gw<t>\

< lallze@llwe (0| 2@llw ) L2 ) + 181 zoe @y w2 (8) |20y [|w () || 20y +
Il 2 llw(®)] 22 @) + gl 2@ lw @) ]| 2y
< Co (w2 + lw(t) || 2my)

|| =

sendo Cy > 0 constante independente de w; e de t. Assim combinando as estimativas

anteriores com (2.40) obtemos

I
th /]Vw /\Vw ] \

< c(/ V() ) (lw(®) 2@ + ol o)
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sendo C3 = C1C5 > 0. Pela desigualdade de Young, para ¢ > 0 temos

1
2 1
([1900F ) (ru@lle + lo@lem) < e [ 900+ w0l + 3 lu@l

Agora escolhemos € > 0 tal que & := 1 — Cse, assim

%% (w(t))? —|—§/|Vw(t)|2 < %/(w(tw + %/F(w(t))z-

Pelo Lema 2.2 conseguimos

1d Cs  C3A 5  Cs0 2
571 +§/|Vw (26 + 55 ) /(w(t)) + 9 /|Vw(t)| , Vo >0.

)
Escolhendo 6 > 0 tal que & — 02—3 > (), obtemos
€

d

@ G0+ 4)
dt '

) < O [(w®)? com Cyim 2

A desigualdade de Gronwall garante que

/(w(t))2 < ec4t/(w(0))2 _0, Vie (0,MT),

que implica que w; = wy sobre (0, AT") para cada 0 < T < +o0, equivalentemente
up = uy sobre (0,3%) c (0,min{¢;'(A\T)), ¢ (AT)}) para cada 0 < T < oo, sendo
t
1
M = sup a(€), com C definida em (2.32), e ¢; () = / : O
£€(0,07] o a(f|Vuwi(t)]?)

2.3 Continuidade da solucao com respeito aos dados

Assumindo que a funcao t — a(t?)t é crescente vamos provar a continuidade da solugao
do problema (2.1) com respeito aos dados f, g e a condicdo inicial ug. Para provarmos

usamos o método direto de Calculo Variacional. O resultado se afirma no seguinte

Teorema 2.5 Suponha que (2.2) seja vdlida com a(-) continua, (2.4)-(2.5) sejam vdlidas
e que a fungao real
t — a(t®)t seja crescente. (2.41)

Se f; — f em L*(Q), g; — g em L*(T) e u}) — ug em H'(Q), quando j — +o0, entdo a

solugcao u; do problema

(8tuj —a </ |Vuj]2) Au; + a(x)u; = fij(x) em Q x (0,+00),

(/ !VuJV) % 1 e Juj = g;() sobre 99 x (0, +00), (2.42)

u;(-,0) = ud em )
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satisfaz u; — u em L*(0,T; H'(Q)), quando j — +o0, para cada 0 < T < 400, sendo u

a solugao do problema

(0 —a (/ |Vu|2) Au+ a(z)u = f(z) em Qx (0,+00),
a ( / |Vu|2> % + B(x)u = g(z) sobre 99 x (0, +00), (2.43)
\“<'70) = Up em €.

Prova: De (2.32) e (2.34) temos

2B (up) | k] ’ kj ,
Huj(t)HHl(n)<< T3t Vj, Wt >0, (2.44)
and
t : k2
| [ui@rde < B+ % viveso (2.45)
0

sendo k; = || fill .2 Cs + 951 20y Cir € X = min{\, 1}.
Como f; = f em L*(Q), g; — g em L*(I') e u) — ug em H'(Q), quando j — +oo, e

0 < T < 400 é fixo entdao temos que u; ¢ limitada em L*(0,T; H'(Q)) e u} ¢ limitada

em L?(0,T; L*(2)). Relembrando que os espagos L*(0,T; H*(Q)) e L*(0,T; L*(2)) sao

reflexivos, existe uma subsequéncia {u;, } of {u;} tal que
uj, —u em L*(0,T; H'(Q)), (2.46)

w, = em L*(0,T; L*(Q)). (2.47)

Pelo Lema de Aubin-Lions para a tripla H'(Q)<=L?*(Q) — L?(Q) existe uma

subsequéncia de u;,, ainda denotada por uj,, e u € L*(0,T; L*(£2)) tais que
uj, —u em L*(0,T; L*(Q)). (2.48)

Essa convergéncia implica pelo Teorema inversa do teorema da convergéncia dominada a

existéncia ([23], [68]) de uma subsequéncia de u;,, ainda denotada por u;, , tal que
uj, (t) — u(t) em L*(Q), para quase todo t € (0,T). (2.49)

Novamente pelo Lema de Aubin-Lions para a tripla H'(Q)«L?*(T') < H'(Q)* existe uma

subsequéncia de uj,, ainda denotada por u;, , tal que
uj, —u in L*(0,T; L*(T)), (2.50)

no sentido traco e, passando a uma subsequéncia se necessario, pelo Teorema da

convergéncia dominada temos

uj, (t) — u(t) em L*(T'), para quase todo t € (0,T). (2.51)
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Substraindo (2.42) e (2.43)

/(u;(t)—u'(t))u+aj(t>/vuj(t)-w—a /Vu -vu+/ (us(t) — u(t))o +
L / o+ [l =an

sendo a;(t) :=a (/ |Vuj(t)|2) para todo 7 > 1 e a(t ( |Vu(t) )

Tomando v = u; () — u(t) temos
/(u (8) = o (1)) (s (£) — u(t)) + ay (¢ /vuj V(s (1) — u(t)) —

aft) [ vt u(t) + [ atustt) =) + [ Blusle) = ) -

/ (= st = u®) + [ (0= 9)us(0) — utt)

r

3 [ i® =)+ ay(0) [ Fusfe) - Vs (e) = ) -

a(t) / Vu(t) - ¥ (u;(t) — u(t)) + / (11 (£) — u(t))? + / Bluy () — u(t))? =
/ (s — F)us(t) — uo(8)) + / (95 — 9) (u;(t) — u(t))

Por (2.41) temos (2.38) e portanto

%% / (s (t) — u(t))? / (fy = F)(;(t) — u(t)) + / (95 — 9)(uy(t) — u(?))
1f5 = Fllzyllus (8) = w(®)] 20 +

195 = 92y llu; (8) = (@) 2y

<
<

integrando de 0 a ¢
5 [0 =) =5 [ ) =) < [ 15 = Pl fus(s) = us) oy +
| 065 = )l ) = () ey s

3 [0 = w00 < 5 [ = 155 = Fliey [ sl = u(s)sards +

t
- / s () — u(s) ey ds

| (t) — u(t)||L2@) — 0, para todo t € (0, 7] (2.52)

(\]

assim,



35

e junto com (2.49) implica u = u.
Por outro lado, tomando v = u(t) em (2.43) temos

[+ a) [ v+ [ar+ [ o= [ fue+ [ ou

integrando de 0 a T

/ / dt+/ a(t)/\Vu(t)|2dt—|—/oT/a(u(t))2dt+
/ /ﬁ )2d :/T/fu dt—l—/OT/Fgu(t)dt. (2.53)

Tomando v = w;, (t) em (2.42) temos

Jasrines et o [

F

// it [ a0 [ o [ fatw, oy
Aﬁ i [ o M%AM Y

passando ao limite

// H)dt + gﬂw /\vu \dt+// V2dt +
lﬁﬁ A/”“%lwt

assim combinando com (2 53)

S im /IW t)|2dt = / a(t)/\vu(t)|2dt. (2.54)

Tomando v = u(t) em (2 42) temos

[0ty + ) [ s /mm®Mﬂ+A&m@M®=

[ fint)+ [ giutt)
integrando de 0 a T’

[ [ enris [ o [0 i [ famstonione
[ ftomoa [ [oioa [7 [t
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passando ao limite

/ / u(yt + tim | a]k / Vg, (t) - Vu(t)dt + / / Vi +
/0 /Fﬁ(u(t))2dt:/0 /fu(t)dt+/0 /Fgu(t)dt

dai combinando com (2.53)

lim a]k /Vujk -Vu(t)dt = / /|Vu t)|?dt, (2.55)

Jr—+00

e por (2.46) temos

im [ a(t) / Valt) - Vg, (£)dt = /0 a(t) / V() 2dt. (2.56)

Jr——+oo 0

Portanto de (2.54), (2.55) e (2.56) obtemos

lim [ [ a0V 6) = a)Vu(t)) - (9 (1) ~ u(®))dt =0 (2.57)

Jk—=+oo J

por (2.41) e como uma desigualdade similar a (2.38) é vélida entao

lim 0[/waﬁ»@me—mm»awr}Wuww—amwyﬁza (2.58)

Jr—+o0

sendo [, (t) = /]Vujk(t)|2 para todo ji e I(t /]Vu t)|?.  Assim, existe uma

subsequéncia uj,, de u;, tal que

i | [ a0 (500 = att) ()} ] [0t = )] =0 (230

jkl ——+00

para quase todo t € (0,7).
Como [ |Vuy, (t)|* ¢ limitada existe uma subsequéncia / |V, (t)|* e b > 0 tal que

' 11Ln+oo/|Vu]kl =b

de (2.59) e a continuidade da fun¢ao a(-) temos

oo () (o) o ()

e de (2.41) conseguimos b = / |Vu(t)|?. Além disso,

jklli_{goo/|Vu]k /|Vu

|
I
I
]
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de fato, se fosse falsa existiria uma subsequéncia / [V, ()] de /|Vujkl #)*ee>0

[ 190, @8 = [1vuor

mas pelo argumento prévio existiria uma subsequéncia / Vg, ()] de / |V, (t)]?

que satisfaz

Z€ Vi, (2.60)

que converge a / |Vu(t)|?, contradizendo a (2.60). Portanto

jklli_{goo/|Vu]k /|Vu (2.61)

para quase todo t € (0,7), Assim o Teorema da Convergéncia Dominada e (2.46) garante
que uj, — uem L*(0,T; H'(Q)).
Resta provar que u; — u em L*(0,T; H*(Q)), quando j — +00, se supomos que é falsa

entao existe uma subsequéncia u;, de u; e € > 0 tal que

||7I]k — UHL2(0,T;H1(Q)) > €, \V/]k (262)
pelo argumento da prova existe u;, de uj, tal que u;, — u em L*(0,T; H(Q)) que
contradiz (2.62). Portanto, o resultado segue. O
2.4 Regularidade da solucao do problema parabdlico

Teorema 2.6 Suponha que (2.2)-(2.5) sejam vdlidas. Entao u € C([0,T], H'(R2)) para
cada 0 < T < 4o00.

Prova: Seja u,, a aproximagao de Galerkin definida por (2.11). Diferenciando (2.12) com

respeito a t obtemos

/ o () + 24! ( / |Vun(t)]2) / V(1) - Vil (1) / Y (t) - Vo +
(/|Vun |2)/Vu Vv+/au v+/5u =0 (2.63)

para todo v € span{ty,...,1¥,} e quase todo t € (0,400).
Tomando v = u/ (t) em (2.12)

/\u;(mua </|Vun(t)\2>/Vun(t)-Vu;(t)l—l—/aun /ﬂun _
I [ i+ [ oo
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de modo que, escrevendo a,(t) := a (/ |Vun(t)|2>, pela desigualdade de Holder e (2.17)
(ou (2.31)) conseguimos

P - ﬁ( [rio+ [ono - [P - [auwu - [ sue )
C

< (/ fu;<t>)2+(/ ) (/ (¢ ) (/ aun<t>u;<t>)]
e,
< S gy + N ) ey + 0] +
Cy

5Vl [HaHLoo(Q)Hun(t)H%z(mH%(ﬂ”%z(m + Hﬁ“%w(r)||Un(t)||%2(r)||U%(t)|!%2(r)}
< Gy [HU;(t)H%z(Q) + [y (8) [ 2r) + Hué(t)Hélm(Q)} ;. Vn,Vt > 0.

Assim do Lema 2.2 para ¢ > 0 temos

/

A / / /
PG |4 Oy +0 [ IV0OF + IOl | w>0. (@208

Por outro lado tomando v = ], (t) em (2.63)

2dt/’“ (B +2d (/Wun )12+a</wun(t)|2) /\Vu;(t)\2+/a(u;(t))2+

JEL:
r
de modo que por (2.2) e (2.64) temos

2dt/|“ |2+A/|V“ OF + / %(t))2+/rﬁ(u;(t))2 <MD

A
< MC: |1+ O+ 8 [ IV 0F + 10l %> 0, 209

sendo M = sup | —2d'(§)|, com C definido em (2.17) (ou (2.31)). Escolhendo § > 0 tal
¢€(0,0?]
que € = A — MC5%) > 0 em (2.65) obtemos

3o [ 1o+ [ 900+ [ ati)+ [ 86,60 < [l Ol + 14Ol

que implica por (2.6), escrevendo € := min{e, 1}, a estimativa

d
Oy + 2N, (Dl ) < 2Cs [ () ey + [ Dl (266)

sendo C3 uma constante positiva que independe de n e t. Assim, pelo Lema 1.2 (ou Lema
3.1 de [104]) para qualquer r > 0

/|u;(t +7)° < <g - C) 2" — K, Wn, Vt>0, (2.67)
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C' ¢ definido em (2.18). Assim, parar > 0e 0 <r < T < +o0, integrando (2.66) de r a

T temos

T T
1o (D)=, () o+ 22 [ Ot < 2Cs [ I, 0) gy + O]

entao
T T N
22 [ 1t <268 [ (I sy + 10Oz di ) ey < 23T+,

sendo M = sup (€ +€?). Assim, o/, é limitada em L?(r,T; H'(Q2)) e entdo existem uma
£€l0,K ]
subsequéncia u,, e w € L*(r,T; H'(Q2)) tal que

I 2 gt
U, —u in L°(r,T; H (),

como L*(r,T; HY(Q)) < L2(r,T;L*))), obtemos que & = u'. Assim u,u’ €
L*(r, T; HY(Q)) que implica u € C([r,T],H'(Q)) para cada r > 0. Portanto, u €
C((0,T], H'(£2)).
Resta mostrar que u(t) — ug em H' () quando ¢t — 0. Fosse a afirmagao falsa, existiram
e>0ety, t, — 0T, tais que

[u(tr) — vollm(o) =€ Vi (2.68)

Como ||u(ty)||m (o) ¢ limitado (veja (2.32)) existe subsequéncia ty,, tx, — 0%, tal que

(

u(ty,) = u em H'(),
u(ty,) = u em L*(Q),
u(ty,) = u em L*(I),

/|Vu(tkj)|2 )
\

Como u € C([0,T], L*(2)) temos uy = u. De (2.68)

/\Vu tk;) —Q/Vu tk,) Vu0+/]Vu0\2 / u(ty,) — up)® = €

entao passando ao limite,

l—/|vu0|2 > €. (2.69)

Por outro lado, passando ao limite na desigualdade E(u(t,)) < E(ug), obtemos

l f|Vu0|2
/ a(s)ds < / a(s)ds.
0 0

!
Logo, por (2.69) 0 < A\e* < / a(s)ds < 0 e temos uma contradi¢ao. Portanto, segue
J 1Vuol?

o teorema. O

Observacao 2.5 Uma consequéncia importante para a Secao 2.6, devido a que r eT sao

arbitrdrios na prova do Teorema 2.6, é que u'(t) € H*(Q) para quase todo t € (0, +00).



40

2.5 O problema estacionario

Nesta se¢ao consideramos o problema estacionario associado ao problema (2.1), isto é, o

seguinte problema eliptico

—a (/ \Vu|2) Au+a(z)u = f(x) em L, (2.70)

a (/ ’VU’Q) % + B(z)u=g(x)  sobre 9,

cuja formulagao fraca é
u € HY(S),

a(/\VUIQ)/Vu-VH/auv+/rﬁuv=/fv+/rgv, Yo € H'(Q). (2.71)

Para resolver o problema estaciondrio introduzimos o seguinte problema auxiliar,

dependente do parametro a > 0,

v € H'(QY),
—alp, + o(r)pa = f(x) em &, (2.72)
aagpa + B(x)p, = g(x)  sobre ON.

ov

A formulagao fraca correspondente a (2.72) é

va € H'(9),
a/v%.w+/a%v+/rg%v:/fwr/rgv’ wem@, 2T

Pelo Teorema de Lax Milgram, para cada a > 0 existe um tnico ¢, solugao de (2.73).

Proposicao 2.1 A aplicacao
w—s 1(u) :/|Vu|2 (2.74)

¢ bijetora entre o conjunto de solugoes de (2.71) e o conjunto das solugoes da equagao

algébrica (em R)
n= [ 1Veul® 275)

Prova: Suponha que v é solugao de (2.71), entao u = @aq)) € l(u) = / IV aquyl? Isto
mostra que [ aplica as solugoes de (2.71) no conjunto das solugoes de (2.75).
Considere agora p solucao de (2.75). Tomando u = @q,) temos [(u) = /|Vg0a(u)]2 =L,

o que implica que u é solucdo de (2.71) e [ é sobrejetora.
Finalmente, se u; e uy sao solucoes de (2.71) tal que I(u;) = (ug), entdo u; = Qa(u)) =

Pa(l(uz)) = U2 € assim [ € injetora. 0
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Teorema 2.7 Assuma (2.2)-(2.4). Entdo o problema estaciondrio (2.71) admite pelo

menos uma soluc¢ao.

Prova: Notemos que se / [Pa)]” = 0 entdo 0 é uma solucao de (2.75). Entao supomos

que / |@a(|®> > 0. Seja i € R e ¢y, é solugdo ao problema (2.73). Tomando v = ¢,

a(p) / IV @ag)|* + / aph + /F B = / Fauy + /F 9Pa(u)
A / V@) * + / gl + /F By < / fPau) + /F 9Pa(u)-

Pela desigualdade de Holder,

obtemos

e por (2.2)

a(u) |’ o) 2o < @ lleawllz@ 2@ a2y
A AVeaw ™ + | ol + FBSO < fllez@) lleawll + gl 2@yl @all

< fllez@ Cs + gl Cor) a1 @)

(veja Observacao 2.2) e daf por (2.6)

Meall gy < (2@ Cs + lgllz2@ Cor) l@agu Lo @),
sendo A = min{}\, 1}, assim

o I f Nl + ll9llz2y Cr

; (2.76)

| @aqu | L20) Cs

Seja ¢ € R. Entao parav € H'(Q)
a(p) / Va(u) - Vv+/a%(u)v+/rﬁ%(u)v = a(§) / Va(e) 'Vv/asﬁa(g)v+/rﬁ%(g)v,
o que implica
a(p) / V(@a(u) = Pate) - VU + / (Pa(u) = Pale))V + /F B@aw) = Pae))V =
(@(€) ~ a(m) [ Vg - V.
Tomando v = ©,(u) — Pa(e) deduzimos que
a(p) / IV (Pat) = Pa)l” + / U Pa(u) = Pae)” + /F B(a() = Pale)” =

<mo—aw»/v%&vawo—%@>
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e usando (2.2) e (2.6)
M @awy = Paellin@ < —a(p / Vae) - V(Pa) = Pa(e))

< Ia(f)—a(u)I/IV%(@IIV(%(m—soa@))l

< la (/\v@@ ) (/WV¢M g%gn)
1) (/IVsoa(s)lz) | @agu) — Cae) 1 (0)-

MWWO—@mmmm><M@>—awﬂ(/Wv%@w)

e pela continuidade da funcao a(-) e (2.76) temos que a aplicacdo p — @, é continua

N
)
~

Logo,

de R em H'(Q). Portanto, a aplicacio pu +— pu — /|Vg0a(u)|2 ¢ uma funcao real de
1 fllz2@)Cx + gl L2 ) Cir B
)

2 . o .
> 0. Logo, pelo teorema de valor intermediario, existe

variavel real, continua, —/|Vgpa(g)|2 < 0 e por (2.76) 1 +

/ |V90a(1+l\f\\L Q(Q)C*fHQHLQ(F)Ct’V‘

pelo menos uma sohi(;éo de (2.75) e, assim, de (2.71). O

Uma solugao do problema (2.71) pode ser encontrada via método variacional, como

ponto critico do funcional de energia E definido por (2.15). Note que
(E'(u) —a(/|Vu|2)/Vu Vv—l—/ozuv—l—/ﬁuv—/fv—/gv Vu,v € H'(Q).
(2.77)

Teorema 2.8 Se (2.2)-(2.4) sao vdlidas, entio E admite um minimizador global sobre
H'(Q).

Prova: Para provar este teorema usaremos o método direto de calculo variacional.
Afirmamos que F é coercivo e limitado inferiormente. De fato, pela desigualdade de

Holder e o teorema de trago temos
‘ / fo+ / qgu
r

Portanto, por (2.6)

E(w) = %/OIIWI a(s)ds + = /ow+ /ﬂv —/fv—/gv

< I fllzzllvllze) + llgllzayllvl L2y

< (2@ Cs + lgll 2 Cor) |01 )

A 1

> 5 (1905 [avt g [ 50— (1w . + ol Co) ol
A2

> S0l — (1@ + ol Cn) ol 278)
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logo E(v) — +o00, quando ||v|[ g1 ) — +00, e E é coercivo. Como E ¢ fracamente s.c.i
(como provado abaixo) temos entao que E é limitado inferiormente, isto é, egllf o E(v) >
—00.

Seja u, € H'(Q2) uma sequéncia minimizante de E. De (2.78) u, ¢ limitada em H'(Q).

Portanto, para algum u,, € H'(Q) temos

L —Us em HY(Q),

Up, — Us em L*(Q

U’TL
),
Up, — Uy em L*(T).

Pela semicontinuidade inferior da norma tem-se ||us|lmi) < liminf|ju,, |50
Njp—>00
Considere a subsequéncia Uny,, tal que
lim inf fJun, || () = kl].imoo [ty Nl 1112

como u,, ¢ uma sequencia minimizante conseguimos
J

inf F(v) = lim E(unk )

veEH(Q) Jj—o0

1 flvu"’“j‘z 2 2
= lim B / a(s )ds—l—/ozunk‘ —’_/ﬁunk _/funk _/gunk~
Jj—o00 J r J J T J

) /JE&/W i s e [ [ [
> E/Omvw? a(s)ds + /au + - /Bu /fuoo /guoo

= F(ux)-

Assim u,, atinge o minimo de F. Note segue do argumento anterior que para qualquer

up, satisfazendo
Up, — Uso em H' (),
tem-se
liminf E(up,) = F(us)
Mg —00
ou seja E é fracamente s.c.i sobre H'((). O

Observamos que, a principio, o minimizador pode nao ser tnico. No proximo resultado

mostramos que, sob certas condigoes, tem-se unicidade.

Teorema 2.9 Suponha que (2.2) seja vdlida com a(-) continua, (2.3) e (2.4) e que a
funcgao
t — a(t®)t seja crescente (2.79)

entdo a solugdo a (2.70) € unica.
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Prova: Se supomos que u; e uy sdo duas solugoes de (2.70) entao

al/Vul~Vv+/aulv+/5ulv—az/Vug-Vv—F/oquv—l—/ﬁuw, Yo € H(Q),
r r

sendo a; 1= a (/ |Vui|2) para ¢ = 1,2. Tomando v = u := u; — uy na igualdade acima

temos

a1/|Vu1|2—a1/Vu1-Vuz—ag/Vul-Vu2—|—a2/|Vu2|2+/ozu2+/Bu2:0
. | r
I=

(2.80)

mas por (2.79) e a desigualdade de Hélder obtemos

I > [m (/mw)é o (/ww?)él [(/WW)é - (/|vu2|2)%] > 0.

Assim, de (2.80) temos

1

(o) e (ot () (oot

e (2.79) implica / |Vu, |* = / |Vus|? e a; = ay. Portanto, de (2.80) temos a; / |Vul? =

= 0 de modo que u é uma funcao constante. Assim, segue de (2.80) que

O:/auQ—i—/FﬁuQ:(/a—i—/Fﬁ)uz

e, por (2.3), u = 0, ou seja u; = us. a
Observacao 2.6 Na Proposicao anterior ainda temos unicidade se a func¢ao
t — a(t®)t € ndo-decrescente

e tiwermos

a(x) >0 para quase todo x € €.

2.6 Comportamento assintético da solucao

Lema 2.3 Seja w uma solugao fraca de (2.1) e suponha que (2.2)-(2.5) sejam vdlidas.

Entao existe uma sequéncia ty tal que
u(ty) — u.  em HY(Q), quando t;, — +o0,

sendo u, uma solugdo estaciondria de (2.1).
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Prova: Tomando v = u/(t) € H'(Q) (veja Observacio 2.5) em (2.9) temos
/ W@ + %E(u(t)) 0, (2.81)
donde, integrando, 0 < s < t
[ [1w©rde = B - B, 282

Logo E(u(t)) < E(up) e E(u(t)) decresce no tempo. Como E ¢é limitado inferiormente
segue que
E(u(t)) = Ey = %I>1(f] E(u(t)). (2.83)

[ [ e < o

o que implica a existéncia de uma sequéncia t; — +00

De (2.82) obtemos

u'(ty) — 0 em L*(), quando t, — +oo.

Como u(ty) é limitada em H'(Q) por (2.32) entdo, a menos de subsequéncia, temos a

existéncia de u, € H'(Q) satisfazendo

/

u(ty) — u, em H'(Q),
u(ty) = u, em L*(Q),

u(ty) = u, em L*(T),

De (2.9), obtemos

/ (te)u tk+a</|Vutk )/\Vutk\Q / /6

/f@ﬁ@)+/ﬁ@wm)
r
e, passando ao limite, temos

ol [ ate)id+ [ Bl = [ fayu+ [ gl (2.84)

Por outro lado, para v € H'(Q2) também obtemos por (2.9)

/u’(tk)v+a(/|Vu(tk)|2) /Vu(tk)-VU+/au(tk)v+/rﬁu(tk)v:/fv—l—/rgv

e, passando ao limite, deduzimos

a(loy) / V. - Vo + / o(2)uv + /F Bx)uw = / Fl)o + /F g(2)v. (2.85)
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De (2.84) e (2.85) com v = u, vem que

loo :/|Vu*]2,

ou seja , u, satisfaz (2.71) e é solucdo estaciondria de (2.1). Finalmente, afirmamos que
u(ty) — u, em H'(Q2). De fato, como

/|V(u(tk)—u*)\z:/|Vu(tk)|2—2/Vu(tk)-Vu*—l—/\Vu*|2,

passando ao limite temos que
/|V(u(tk) —u,)[* =0, quando k — 400,

e portanto

leaCt) = a2 ) = / 1V (u(ty) — )+ / () (u(ty) — w)? + / B() (ulty) — ) — 0,

quando k — +o00, assim fica provado o lema. O

Teorema 2.10 Suponha que (2.2)-(2.5) sejam wvdlidas e que E admite um tnico

minimizador global .., e que a condi¢ao inicial
up € {u € H(Q) : E(u)<E(v;) para qualquer solugdo estaciondria de (2.1) com u; # uo} .

Entao
u(t) = Upmin  em HY(Q), quando t — +o0. (2.86)

Prova: Lembrando que tem-se

E(u(t)) - Ex, quandot — +oo,
juntamente com a existéncia, pelo Lema 2.3, de t;, — 400 tal que u(ty) — wu, (solugao

estacionéria de (2.1)) em H'(€2). Entao

Ew = E(u,) = lim E(u(ty)) < E(uo) < E(u;),

k—+o00

de modo que u, = Upin € Es = E(tpn). Portanto
E(u(t)) = E(tumin), quando t — +oo. (2.87)

Como u(t) é uniformemente limitado em H'(), por (2.32), para alguma subsequéncia

fk, com fk — 400, temos

~

u(ty) = v em H'(Q), quando k — +oo0.
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Pela semicontinuidade inferior fraca de F e (2.87) obtemos

E(v) < liminf E(u(ty)) = E(tmin)

k—+o0
€ COMO Uy,;p € 0 Unico minimizador global de F vale que v = u,,;,. Isto vale para cada

subsequéncia de u(t) com tempos divergindo para +oo. Entao
u(t) = Upin  em H'(), quando t — +oo. (2.88)

Finalmente a convergéncia é forte em H'(Q) pois, caso contrario, suponha que existam

uma sequéncia t, — 400 e € > 0 tal que

) — i1y > . (2.80)
De (2.88) existe uma subsequéncia, ainda denotada por f, tal que
(/ \Vu(ty)]* =1, & — +oo, para algum [ > 0,

u(ty) = Upmin em HY(Q), t, — 400 ,

u(ty) = Umin  em L*(Q), t, — 400 ,

| u(tr) = Umin  em L*(T), tr, — +o0o |

1
) — = / s)ds + = /au?nin+§/ﬁufnm—/fumm—/gumm = E(Umin)-
r r

f|vumm|
Logo / a(s)ds = / a(s)ds, dai terfamos que [ = /\Vumm\2, mostrando que
0 0

e também

u(ty) = Upmin em HY() o que contradiz a (2.89). Portanto, a convergéncia é forte. O

Os minimos locais de E sao caracterizados da forma seguinte
Observagao 2.7 Se u, é uma solucao estaciondria de (2.1) e pi, == / |Vu,|? € tal que

2a’ (s ) s + a(py) = 6 > 0, (2.90)

entdo u, € um minimo local de E. De fato: Se u, = 0, temos que u, € constante. Logo,
pondo = / |Vul?, temos

E(u) — E(uy) = %/Oua(s)ds—l—%/ alu — u,)? /ﬁ u—u,)? >0, (2.91)

e entao u, € um minimo global de E, assim local.
Se e >0

E(u) — E(u,) = %//:a(s)ds—l—%/ u — u,)? /Bu—u* +

alps)ps — a(ps) [ Vuy - Vu
w

1 1l
> 5/‘mww+amom—awgwuz (2.92)
Mo
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Defina

1

1 1
b= 5 [ alods +alnu — ae)ndut,
o

sendo (= / (Vul? e ., = / |Vu,|>. Note que h(p,) =0 e

W) = gl () + W

2 ! x ) P * .
Logo, I'(1) = 0 e por (2.90) temos h" () = At )Z + alp) > 0. Assim p. € um
L

minimo local de h. Portanto h(p) = 0 para p num intervalo aberto contendo p.. Pela

continuidade da aplicagdo u — / |Vul? de H'(Q) em R e (2.91) segue o resultado.

Na verdade (2.90) garante que u, é um minimo local isolado de E, conforme provado na

primeira parte da prova do seguinte teorema

Teorema 2.11 Suponha que (2.2)-(2.5) sejam wvdlidas e que u, ¢ uma solugdo
estaciondria de (2.1) que satisfaz (2.90). Entdo existe € > 0 tal que, se a condigdo

inicial uy € Ve(uy) entdo
u(t) = u, em H'(Q), quando t — +oo, (2.93)

sendo

Ve(uy) == {u € H' () : lu—udlm@ <€ E(u) < E(u,) + pi} : (2.94)

2
, 4]
com p = min >\,§,1 :

Prova: Consideremos £(s) = E(u, + sw), com w = u — u,, OU seja

J IV (et sw) 2
&) =5 | e + 5 [ ala)u +suf + 5 [ Bl +su) -

/f@Wu+wﬂ—Ag@Wu+WJ

Temos:

o &'(s)=ua (/ |V (us + sw)P) /V(u* + sw) - Vw + /a(a:)(u* + sw)w +

LM@WHﬂMw—/ﬂ@w—Lﬂﬂw



+ /a T)w —|—/6(a:)w2.

Como &£'(0) = 0 (pois u, é uma solugao estaciondria de (2.1)) temos
1

E(u) — BE(u,) = £(1) — £(0) :/O £'(s )ds—/o (1 — 8)&"(s)ds. (2.95)

ed </ |V (u, + Sw)|2) > 0 entdo
£ (s (/\Vu*Jrsw >/]Vw\2 /ozw+/6w /\Vw[Q /aw+/5w

(2.96)
Note que pela desigualdade de Holder temos

</V(u*+sw)-Vw)2 < /|V(u*—l—sw)|2/|Vw|2

e assim, se a’ </ |V (u, + sw)\Q) < 0, obtemos

&)= |20 ([ 190450l ) [ 190+ s o (1901 s0f)| [ 1oup+
/ozw2+/rﬁw2. (2.97)

)
Como a funcao & — 2d’(€)€ + a(§) é continua em p,, para 3 > 0 existe n; > 0 tal que se
|€ — bl <1, entdo

120/(€)€ + a(€) — 20/ (). — alyn)] < 5

Dai, por (2.90),

g <2d'(§)E+a(€), se € —p| <m . (2.98)

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder, para s € (0, 1) vemos que

‘/\V(u*+sw)\2—/|Vu*!2

< 19 +sw)P - (7w

= / |V (sw) - V(2u, + sw)|

< (f |v<sw>|2)é ([ven. +sw>|2)é
<s(/f |W|2); i+ ([ |v<w>|2)5]

< Nwlm [28 + wlm)] (2.99)
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De (2.99), para 1, > 0 dado existe 7, > 0 tal que se [|w||g1(q) < 12 entao

' [ 9t tso= [ 19

Assim de (2.96), (2.97) e (2.98), se ||w||g1() < 12 temos que

<M.

e 0| [IvuP+ [aut+ [ 52| = ool (2.100)

)
sendo p = min {)\, 5 1} > 0.
Portanto, por (2.95)

1
p p
B(u) = B(w) > [ (1= pllfnds = Sl = §lu— g, (2100

Esta 1ltima estimativa garante que u, ¢ um minimo local isolado entre os minimos locais
de E. Além disso, u, é um ponto critico isolado de E, pois se existisse uma sequéncia
(u;) de solugoes estaciondrias de (2.1) (que ndo sejam minimos locais) convergindo a
u, em H'(Q), pela Observacao 2.7 terfamos 2a’(u;)p; + a(u;) < 0, para todo j, sendo

pi = [ |Vu;l?, e como p; — 1, no limite terfamos 2a’(p.) it + a(p) < 0, contradizendo

(2.90). Portanto podemos escolher € < 7, tal que u, é a unica solugao estacionaria de
(2.1) em
B.(w.) = {u € H(Q): Ju—ulm < e).

Seja ug € V(u,). Introduzimos o conjunto A definido por
A={t€[0,+00) :u(t) € Vo(us)}.
O conjunto A satisfaz as seguintes propriedades abaixo listadas

1. A\ {0} é aberto. Seja 0 < t € A, u(t) € V.(u.), como u € C([0,T], H'(Q))
para € — |[u(f) — wlg@ > 0 existe é > 0 tal que se |t — [ < ¢ entdo
u(t) — wel|l o) < € — u(t) — wl|m1). Afirmamos (£ — ¢+ ¢) C A, Claramente,
se|[t—t <eé

lu(®) = wallzr o) < () — u@)llm@) + [ult) — wllm@ < e

e como E(u(t)) < E(ug) para todo t > 0, se tem E(u(t)) < E(u.) + gez e assim
te A

2. Considere o conjunto A := {t > 0;[0,¢) C A}. Tem-se to, :=sup A = 400

e A ¢é nao vazio. De fato, como u(0) = ug € V(u,), temos que 0 € A. Sendo

u continua em 0 (veja Teorema 2.6), para € — [[ug — .|| g1 () > 0 existe € > 0
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tal que se 0 < ¢ < € entdo ||u(t) — ulmio) < € — [Juo — u|| m1(). Afirmamos
[0,€) C A. Com efeito, se 0 <t <€

[u(t) = el @) < [Jut) — woll @) + luo — sl @) < €

e como E(u(t)) < E(up) para todo t > 0, se tem E(u(t)) < E(u.)+ 562, entao

t € A. Portanto, 3¢ > 0 tal que [0,¢) C A

e t, = +oo. De fato, se fosse falso existiria uma sequéncia t, € A, t, <
to < 400, tal que t, — to. Como [lu(t,) — w||g1@) < € para todo n e
u e C([0,T], H'(R2)) passando ao limite temos que ||u(tso) — us| g1 (o) < €. Dai
por (2.101) e usando que E(u(ts)) < E(up) terfamos

Ellultee) = w30y < Blulte)) = Bw) < Elult,)) = B(u.) < £é

Entao t. pertenceria a A e como A é aberto conseguiriamos uma contradigao

com a definicao de t..

Portanto, segue de 1. e 2. acima que A = [0, 4+00). Assim, u(t) € V.(u,) para todo t > 0.

Finalmente, usando o Lema 2.3 mostra-se como no Teorema 2.10 que

u(t) = u, em H'(Q), quando t — 4o0.



Capitulo 3

Dinamica de EDP parabdlicas com
p-Laplaciano e termo logistico de

coeficientes indefinidos e ilimitados

Neste capitulo, consideramos o problema parabdlico quasilinear

up — Apu + V(@) |ulP~2u = Im(z)uP2u — p(N)|u|? 20 em Q x (0,400),
0
(Puo) ]Vu|p_2a—u + W (2)|ulf?u = 0 sobre 9 x (0, +00),
v
u(0) = ug em €,
sendo Q C RY (N > 2) um dominio limitado com fronteira 9Q suave, ug € L®(2) é o
valor inicial, Ayu = div(|Vu[P"?>Vu) o operador p-Laplace para 2 < p < 400, A > 0 um
parametro real, p é uma fungao real identidade (p(A) = A\) ou funcao constante igual a 1

(p(A\) = 1), p < ¢ um nimero real fixo, v o vetor unitario normal exterior a fronteira Jf).

Assumiremos as seguintes hipédteses:
(Hy) V é uma funcdo potencial que pode ser indefinida e ilimitada satisfazendo V €

L™ () com r > N e V™ e L>®(Q),
p

(Hs) m é uma fungao de peso que pode ser indefinida e ilimitada satisfazendo m € L™(Q)

N
com re > —, m*T € L®(Q) em £ 0,
p

1
(Hs) W e L*(09) com s > T € W (z) > 0 para quase todo x € 992 (se W = 0 temos
p j—

condicao de fronteira de Neumann e para W # 0 condicao de fronteira de Robin).

Observacao 3.1 Em muitos trabalhos, a existéncia de bases de Schauder dos espagos de
Sobolev € desejada com a finalidade de demonstrar a existéncia de solucoes de problemas
de valores de fronteira nao-lineares. Por exemplo, em [71] Fuéik, John e Necas provaram
a existéncia de bases de Schauder para os espagos W1P(Q) para 1 < p e Q um subconjunto

limitado de RN com fronteira O suficientemente suave. No entanto, ndo se sabe se 0s

52
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elementos destas bases sio mutuamente ortogonais em L*(S)), para p > 2, foi observado
por Bellout em [11] que ortogonalidade € mais delicado. Esse foi a razao pela qual, foi
considerado como um resultado preliminar a base de Markusevic para W(Q) com p > 2

introduzida por Boldrini, de Miranda e Planas em [21]

Lema 3.1 Seja A = (A+1), sendo I o operador identidade. Seja também v = span{¢;},
sendo {¢;} as autofungoes de A com condigao de fronteira de Neumann. Entdo, v é denso
em WP(Q), para todo p > 2.

Veamos que as autofuncoes do operador Laplaciano formam a base de MarkusSevic para
WP(Q), e em particular, que seu espago linear € denso neste espago. Desta forma, esta
base tem propriedades especiais que sao relevantes para o uso de método de Faedo-Galerkin

serd usado para provar os Lemas 3.4 e 4.3 (veja prova do Lema 4.3 na Se¢ao 4.3).

Observacao 3.2 Os resultados das secoes 3.1 e 3.2 ainda sao validas se consideramos

N A
V= e L"(Q) oum™ € L"*(Q) com ri,re > —. Para os resultados referentes a existéncia

local e global do problema parabdlico (P,,), as hipdteses V= € L=(Q) em™ € L*>(Q) serdo
fundamentais para garantir f(x,t) = (V" 4+Am™)(z)(a(z, )P~ esta em L>(0,T; L=(2))
que € hipdtese do Lema 3.4, pois que a fungao f € L*(0,T;L>*(R)) é uma condi¢ao
essencial no argumento da prova desse lema. As hipdteses V= € L>®(Q) e mt € L>(Q)

também sao fundamentais para provar a unicidade da solucdo do problema parabdlico
(Puo)-

O capitulo é organizado como segue. Na Secao 3.1 estudamos um problema de autovalores
com condicao de Neumann ou Robin. Secao 3.2 é dedicada a existéncia de subsolucoes
nao-negativas e supersolugoes limitadas do problema estaciondrio (P) e também a
caracterizacao da existéncia de solugao de (P) em termos do autovalor principal de (EPy).
Na Secao 3.3 introduzimos um problema parabdlico abstrato que envolve um operador
mondtono. Mostramos existéncia, unicidade e provamos um principio de comparacao. Na
Secao 3.4 estudamos a existéncia local no tempo do problema parabdlico (P,,) e Segao
3.5 existéncia global no tempo e unicidade da solugao de (P,,). Finalmente na Se¢ao 3.6
estabelecemos o comportamento assintético das solugoes de (P,,) quando o tempo vai

para o infinito.

3.1 Um problema de autovalores
Consideremos para cada A € R o problema de autovalores no parametro g

(EP) —Apu+ V(2)|ulP~2u = dm(z)|ulP~?u + plufP~?u  em Q,
A
\Vu|p_2% + W (z)uP?u =0 sobre 0fQ.
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Estamos interessados nas solugoes fracas positivas do problema (E Py ), ou seja em fungao
nao-negativa u € W?(Q) N L>(Q) que satisfaz

12 vu-or [ < am@la s + /6 WP = g [ 1, (3.1)

para todo ¢ € WH(Q). Denotemos por Ey : W'(2) — R o funcional de energia

associado ao problema (EP)), definido por

B = [1vup+ [Vl + [ Wl = [m@pr. 62

Mp = {u € WP (Q); / lufp = 1} | (3.3)

N
Teorema 3.1 Suponha V,m € L"(2) com r > — e (H3). Entao para cada A € R o
p

problema (EPy) tem um inico autovalor principal

p1(A) == inf {E\(u)}. (3.4)

uEMp

Além disso, 1 (N) € um autovalor simples e toda autofun¢ao u de (E'Py) associada a puy(\)

satisfaz u > 0 em Q.
Prova:

1. O funcional F\ é coercivo sobre Mp. De fato, supomos que existe uma sequéncia

{u,} com wu, € Mp tal que

||un||€[/1,P(Q) — 400 quando n — 400 e

(3.5)
E\(u,) < K para todo n € N.
Pela desigualdade de Holder temos
Jivur = B+ [om=vi@hl = [ W
< K [ Jom = V@)p
< KA+ dm=Viw@llunl}, g
Como u, € Mp temos de (3.5) que /|Vun|p — 400 e assim t, = ||[up| g (@) —

. Unp,
+00. Considerando v,, := . temos
n

HUnHLpr’(Q) =1,
o K
[Voul? < 55+ A = Ve,
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para todo n € N. Portanto, a sequéncia {v,} ¢ limitada em W'P(2) e como este

espaco 6 reflexivo e a inclusdo de WP(Q)<=LP" (Q) é compacta, existe v tal que
v, = v, em WP(Q),
v, — v, em LP"(Q) — LP(Q),

logo passando ao limite terfamos que [|v[| () = 1 € [|v]|Lr(@) = 0, uma contradigao.

Entao E\ é coercivo sobre Mp.

. O funcional F) é fracamente semicontinuo inferiormente sobre Mp. De fato, seja

U, — u em WHP(Q), com u,,u € Mp, entao

liminf Ey(u,) = lim Ej(u;)

n—+00 j—+o0
para alguma subsequéncia {u;} da sequéncia {u,}. Como W'P(Q)«=sLF"(Q)
compactamente, pois r > E, e WhP(Q)«=LP¥ (00) compactamente, pois s >
N -1 Y

p—

, existem uma subsequéncia {u;} da sequéncia {u;} e u € WP(Q) tais que

up — u, em WhP(Q),
up — u, em LP"(Q) — LP(Q),
up — u, em LP*(9) — LP(99).

Logo, pela Proposicao 1.2 temos

liminf Fy(u,) = lim FE)(ug)
n—+00 k—+oo
> liminf/|Vun]p+/(V—)\m)(:c)|u]p+/ W (x)|ulP
n—-+00 90

5 / VP + / (V = dm)(@)lul? + /8 W)y
Ey(u)

Entao o funcional E) atinge um minimo p;(A) em algum @ € Mp, ou seja
Ex(@) = m () = inf {Ex(u)}.
. p1(X) é um autovalor do problema (EPy). De fato, o funcional H : WP(Q) — R,
dado por H(u) = / |ulP, satisfaz para cada u € WHP(Q)
(H'(u),v) = p/ lulP"2uv, para todo v € W'P(Q). (3.6)
Como H(u) = /Wp = 1 temos u # 0, e também lembrando que para cada
u e Whr(Q)

(EL(u),v) = p ( / Vu[P~2Vu - Vo + / (V — Am) (@) ulP2uv + ; W($)|u|p_2uv) ,
(3.7)
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para todo v € W'P(Q), pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange temos
El\(u) = pH'(u) para algum p € R, ou seja (B} (), v) = u(H'(0),v), Yo € WHP(Q).

Em particular, para u € WP(Q) temos

p ( i+ [ —smp@yar+ | W<x>|a|p) — [y

que implica que p1(A) = Ej(u) = p. Portanto (Ei\(u),v) = pui(N)(H'(u),v),
VYo € WP(Q), ou seja u1(A\) é um autovalor do problema (EPy).

4. pi1(A) é um autovalor principal do problema (EPy). De fato, Ex(|u|) = E\(u),
entdo |u| também é autofungdo do problema (EPy). Assim |u| > 0 em 2 e pela
desigualdade de Harnack, Teorema 7 de [103], temos |u| > 0 em 2. Além disso,

4| > 0 em § pelo argumento feito na demonstragio do Teorema 3.1 em [84].

5. O autovalor principal p1()\) é tnico e simples. De fato, seja &, ¢ € WHP(Q) sdo duas
autofungbes principais do problema (FP,) associados, respectivamente, a pu1(\) e
. Assumimos que £ > 0 em Q e ¢ > 0 em 2. De (3.4) deduzimos que p;(A) < p.
Entao aplicamos a identidade de Picone, veja Lema 1.4, para £ e ¢+ ¢ para qualquer

€ > 0, e obtemos

0 < /L(57¢+6)

= [Iver = [1worve-v ()

_ /(Am—V)(ﬁ)gp—Ml(A>/§p_ 8QW(x)§p—/()\m—V)($)¢pﬁ_
& i
" / rrwre il BUUC LS ey

= [om-vi@e - [e- [ wae - [om-vio (55 ) & -

O+e
o \", < ¢ ) )
“/(¢+e) 5+/39W($) o) &

Notemos que

¢(z)
o(x) + €

quando € — 0%, para quase todo z € Q e

(= V = () ( ) ) — (m =V — ) (@)E(e)?

=V = 1)(a) ( ?2) ) €| < 10m -V = (@))€ L'Q)

o(z) + €

Ve, entao pelo Teorema de Convergéncia Dominada obtemos

¢()

/O\m -V- M)(@(W

)" [om-v = m@e
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quando € — 0%, Similarmente provamos

[ (GE2) e~ [ om-v e

quando € — 0%,

Portanto, passando ao limite, quando € — 0%,

0< [Led) < -n [ ¢

dai, se pu1(A) < p terfamos uma contradigao, logo pi(A) é o tnico autovalor e

L(&,¢) = 0 que implica que o autovalor p;(A) é simples.

U
E essencial nos argumentos para o problema parabdlico (P,,) (Segao 3.4, Secao 3.5 e

Secao 3.6) que autofungoes principais de (EP)) sejam limitadas

Proposicao 3.1 Se ¢ € autofuncao principal de (EP\) associada a pi(\) entio ¢ €
L*(Q).

Prova: Seja ¢ uma autofungao principal associada a p1(\). Para cada M > 0 definimos
par(2) := min{ep(x), M}

para quase todo z € Q. Para cada k > 0 vamos escolher ¢ = @P*' ¢ W»(Q) N L>(Q)
m (3.1), isto é,

/IW)IP Ve V(g = /( V4 dm A+ (W) (@) Pt — [ W)t
o0

Notemos que

(kp + 1)V, sep <M

V() = (kp + 1) Von = ; gy
, se ¢

assim
/ Vel Ve V() = (kpt 1) / VPV - Vi
{e<M}
= G+ 1) [ HITeul

= (kp+1)/lso’X4VsoM!p
— k?p—l—l /’ k+1|P
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Temos:

kl
I ey = / lw’““v” / (i+1)

= B [ivepovie vy + [ ol

k —0—1
< (Zp%ll /!v P2V V(e ’“p+1)+/gog’;+”?)
< ka (/ =V dm o+ (V) ()P 1¢’;§+l+/¢§§“>>
5 O
S kp+1 (/‘ =V 4 dm A (V) ()| ’“”“Jr/so(’““)p)
= D[ Jv s+ am s @+ [ gemn)
= L T (v dm e+ )] 1)
< S b dm Q)]+ [ )
= T v dm )+ el e

Como a inclusdo W'?(Q) < L¥"(Q) é continua, existe C* > 0 tal que
||“HLP*(Q) < CHJullwrr ),

Yu € W(Q), e assim

HQDM’]Z—(?JA () = ||‘10k+1||LP* ()
< Clei M lwrn
1
* (k+1) (k+1) ?
< o (Y )+ el
k41 1
= C —— =V + 2 m 4+ O]+ U oy el 6
(kp -+ 1)7 v
Dai )
E+1 \F7
lon | Lorsvp ) < <OmT [ —— o]l L+ () (3.8)
(kp+1)7

1
para todo k > 0, sendo C' = C*|[|(=V + Am + p1 ()| + 1|7, g

E3

Escolhendo k := k; > 0 com (k; + 1)pr’ = p*, ou seja k1 + 1 = p—/, podemos comegar a
pr
iteragao de Moser em (3.8). Como ¢(z) = Mlim on () para quase todo x € €2, entdo o
—+00

lema de Fatou implica que

1

_1 k?l =+ 1 kit
eIl Lo+ () < CTFT (—) el

Sl

(kip+ 1)
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*\ 2
Logo podemos escolher em (3.8) k := ky com (ko + 1)pr’ = (k1 + 1)p* = (ZT)' , ou seja
W\ 2
ko +1= (p /) , de modo que pelo lema de Fatou temos
pr
1
] ke +1 \ ™"
ol sz tps (@) < CF241 (m) ol Losr+ 0 (-
2p P
Assim, por inducao, obtemos
1
N kn + 1 kn+1
[l Lokn+nr (@) < CFaT (m) 1 L1007 () (3.9)
para qualquer n € N, com k, +1 = (p /) . Dai
pr
1 1
||S0’|L(kn+1)p*(g) < CZ’L:IW 1—l 2—l N
(kip+1)» (kop +1)7

b1 T | Ve
m ||90||Lv*(Q)-
nD v

1

k+1 .
Como 1 < % < (5 para todo k£ > 0, sendo (5 uma constante positiva,
(kp+1)»
temos - )
no 1 3o T
Il nm @y < CZ=EAC, Y o]l e g (3.10)

or outro lado, como = — ., —_— = e
prii e A AN o Vki+l S P p*
de (3.10) obtemos
H@Hmwnp*(n) < C3H90HLP*(Q)a (3.11)

sendo C3 uma constante positiva que independe de k,. Como (k, + 1)p* — +oo,
quando n — +o00, temos que |[|¢||z=@) < Csll¢[l ). De fato, se por contradicao
el > Csll@ll o (), existiria n > 0 e um subconjunto mensurdvel A de € com
|Al > 0 tal que ¢(x) > Cs||¢l| o (o) + 1 para todo z € A. Logo,

1
o\ kn+1p*
lellsonn > ([ tetanr)

1
* (’WL‘FUP*
> ( / (Calol ey + )0 )

1
= (Csllll Lo ) + M) A|EniDP,

1
e assim, por (3.11), Csllo|m@ = liminf  (Csl|o|l por @) + M)|A[FFDFT =
(kn+1)p* =400

Csll@]| r (@) + 1, uma contradigao. Portanto [|¢||req) < Csl|@|l 1o - a
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Proposicao 3.2 A funcdo iy : R — R tem as propriedades sequintes:

1

2.

W1 € concava.
1 € continua.

A fungio X — oy definida de R sobre o espago WP (Q) € continua, sendo py € Mp

autofuncao principal associado ao autovalor principal py(N).

[y € diferencidvel e
i) == [ m); (3.12)
sendo vy € Mp autofun¢ao principal associado ao autovalor principal piqg(N).

Se m™ #£ 0 (respectivamente, m~ % 0) entao /\lim p1(A) = —oo (respectivamente,
—+00

lim gy (A) = —00).
A——00

Se m~ = 0 (respectivamente, m* = 0) entao a fungao p; € decrescente
(respectivamente, crescente).

sup p1(A) = a(V,m), sendo
AR

a(Vim) = mf{/\vu|f’+/x/(x)\u|p+/m W (@)l u € Mp <¥m(x>|u|p _ o}.

Prova:

1.

Sejam A\, A € R e s € (0,1). Para u € Mp temos

sV + (L= )m() < sEx(u) + (1 9)Ex(w) = B,y o _yz(w)

dal sp(A) + (1 — s)p(N) < p(sA+ (1 —s)A).
Seja A\g € R. Para € > 0 dado, por (3.4) existe u € Mp tal que p;(Ag) +
Como E)(u) — E), (), quando A — Ao, existe 6 > 0 tal que —% < E\(u)—E),(u) <
% para todo A € (A9 — 0, A\g + ¢). Portanto para A € (A\g — d, \g + J) temos
€ € . .
p(A) = (Ro) < Ex(@) + 5 = Ex (@) = 5 + Ea(u) — Ex () < e (3.13)

Por outro lado como A € (Ag — d, Ao + J) existe s € (0,1) tal que A = s(A\g — ) +
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(1 —s)(Ao+9) e, assim, da concavidade da fun¢ao p; obtemos

p(A) = g (Ao) pa(s(ho = 0) + (1 = 8)(ho +9)) = pa(Xo)

= spr(Ao —0) + (1= s)pr(Ao +6) — p1(Ao)

> min{pi (Ao — ), (Ao + )} — p1(Ao)

= pui(ls) — p1(No) (sendo ls € {Xg — 0, Ao+ 6})
> —5+ Byy(@) — B (@)

> s+ B, (@) - By (@)

2
= —g+ [IVar s [Vl [ wepie -1 [ mefhr-
(158 [verie+ [ wwfe-x [mir)
> —5 -5 [P,

para algum e M p. Agora, escolhendo 5 < ¢ suficientemente pequeno tal que

5 ]m(x)|]a\|p < %, temos que

() = (o) > —e (3.14)
Portanto, de (3.13) e (3.14) temos que p; é continua em Aq.

. Sejam p,, py € Mp as autofungoes principais associadas aos autovalores principais
11 (An), 1 (No) respectivamente, e A, — A\g quando n — +oo. Como p; é continua

temos
1 (O0) = / Vol + / Vgt + [ W) - A, / m(z) < K
o0

para todo n, sendo K uma constante positiva. Entao

/ Vo ?

i) = [V = [ W+ [ i),

o0N

< K+/|<—V+Anm><x>|soﬁ
< KA1 =V hamlralonll e g,
< K+ =V + Al ( [weur+cem | soii)

— K4 =V 4+ Al ( / |wn|p+c<e,pr'>)
= K+ (Vi + ol el o) ( / |wn\p+0<e,pr'>)

= K4 (Ve + Almllr) ( [ o+ c<e,pr'>)
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sendo A, é limitado com |\,| < A para todo n. Agora escolhemos € > 0
suficientemente pequeno tal que € = 1 — ([|[V|zr@) + Allm|r@) e > 0 e

conseguimos

e [190 <K+ (IV

Assim {p,} é uma sequéncia limitada em W'?(£2) e entdo existe uma subsequéncia
de {¢,}, ainda denotada por {p,}, e p € WHP(Q) tal que

L@ + Allm|

LT-(Q)) Cle, pr').

o, — ¢ em WP(Q), quando n — +oo
©n — @ em LP"(Q) — LP(Q), quando n — 400
©n — o em LP¥(09), quando n — +oo.

Passando ao limite temos / lp|P = lirf ¢P =1, ou seja ¢ € Mp, e como
n——+0o0

pi(ho) = hm Ml()\)

ﬁ%(/W%VU/<M%—mW@ﬁ—M m@ﬁ)
Jiver+ [v@ier+ [ waier s [m@lep

111(Ao)

WV

WV

obtemos ¢ = Cpy para algum C > 0, pois p1(Ag) é um autovalor simples, e

lpP = CP. Portanto, ¢ = ¢o. Além disso, como p;(A,) — p1(Ao) quando

n — 400 obtemos que /\V(po\p = lirj{l /|Vg0n]p, e isto implica que ¢,, converge
n—-+00
fortemente a o em W' (Q) quando n — +o0o. Essa convergéncia é vélida para a

sequéncia toda pois, se supusermos a existéncia de uma subsequéncia {¢,,} de {¢,}
tal que

[on; — @ollwrn@) = €>0 (3.15)

para todo n;, pelo argumento acima existiria uma subsequéncia {¢n, } de {py,}
tal que ¢,;, — ¢ em W1P(Q) o que contradiria (3.15). Portanto, ¢, — g em
WhP(Q). Isto implica que a fungao A — ¢y de R sobre o espago W1P(Q) é continua.

4. Para provar a diferenciabilidade da fung¢ao em p; em )y, escrevemos

>/MM+M/m@%—M/m@%

i O0) — (= ) / m(z)g?
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e também

() = / Vool + [Vieid+ [ Wi =0 [ mia)et

> DR /m 900—/\0/7”
= () — (Ao — An) / m(z) g

)\—>\0 /m )\) [Ll()\[) )\0— /m

Dai, se A\, > Ay conseguimos

/m #1(n) — o) /m
Spn\ )\n_)\O

i ) = (do) _ /
1m mi\x
An—AT An — Ao

Assim

Similarmente, se A, < Ay obtemos

i H1 ()\ ) Ml )\0 o /
im m(x
An—Ag An — Ao

Portanto, temos (3.12) estabelecido.
. Se m* # 0 entdo existe ¢ € WyP(Q) — W(Q) tal que /m(x)|g0|p > 0 e

JleP =1 (vweia p2). Assim () < [ 1P+ [ V@l < 3 [ m(@lop
para todo A > 0. Portanto,
lim i (\) = —o0.

A—400

. Se m™ =0 como g,(z) > 0 para quase todo x € 2 temos /m(x)cp’/{ > ( para todo
A € R e assim o fato segue de (3.12).

. Notemos primeiro que para todo u € Mp tal que /m(x)|u|p = 0 temos

V< [19ar+ [Vl + [ W

para todo A € R, que implica que

u1(A) < a(V,m) para todo A € R. (3.16)
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7.1.

7.2.

Se mt £ 0 e m~ # 0 entdo dos itens anteriores temos que p; é limitada

superiormente. Logo segue dos itens 5., 2. e 4. que sup u1(A) = u1(Ng) para
AER

algum \g € R, com 0 = pj(N\g) = /m . Assim

o) < [ Wl + [V, + / Wi,
= [Weur+ [V + [ W@k - [ ma,
#11(Ao)

Se m™ £ 0 e m~ =0 entao do item 6. temos que p; é decrescente e assim
sup p1(A) = lim py(N). (3.17)
AER A——00

a) Caso a(V,m) = 4+00. Suponha, por contradi¢ao, sup u1(\) < +oo. Entao
A

m = [19er+ [varsg+ [ wag-s [meg

> / Vol + / V(o)

para todo A < 0, pois /m(x)@i = /m*(az)w{’\ >0eW >0 em 0. Dal

/ VP

N

) - [ Ve

sup i1 (\) + / V(@)

AR
sup i1 (A) + [VIlr@ loall ]
AR

N

N\

VAN

sup () + Vo) (& [ 1V + Cler) [ )
€
sup ) + [Vl (¢ [ 1967+ e

S

VAN

para todo € > 0 e C(e,pr’) é uma constante positiva. Assim, escolhendo
e > 0 tal que € = 1 — ||V 1r€’ > 0 temos €/|Vg0>\|p < supul()\) +
IV Ilr@C(€,pr’) para todo A < 0. Entao {p,} é uma famlha limitada

em W1P(Q) e assim existe uma sequéncia )\, — —oo, quando n — +o0,

satisfazendo
Or, =@ em WHP(Q)

©r, — p em L’"“/(Q) (3.18)
©N, — @ em LPS/@Q).
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Passando ao limite temos /|<p]p = 1, ou seja, ¢ € Mp. Notemos que

[m@ler >0

suppn(A) = lim (M)

AER nTr—

_ : p vy
= i ([ivenrs [veR + [ wos,)
— 1 P
Anlgr_loo <)\n/m(x)g0%>
> im ([I9enr+ [V, -a [m@a,)
> /|V90|” / (@)el” = lim A, /m z)gh, — 00,

o que seria uma contradigdo pois sup 1 () < +00. Portanto, sup ui(\) =
AER AER
+00.

b) Caso a(V,m) < +o00. Por (3.16) e procedendo como na parte a) obtemos
que p € Mpe /m(:v)|go|p = 0. Dai

oVom) < [ 196+ [Vl + [ wier
Jver+ [vaier+ [ waler - [m@ler

para todo A, entdao a(V,;m) < py(A\) para todo A. Portanto a(V,m) =

sup /i1 (A).
AER

7.3. Sem™ =0em~ #0. A prova é exatamente igual ao item 7.2.

Consideremos o seguinte problema de autovalores
—Apu+ V(2)|ulP~?u = dm(z)|ulP~?u  em Q, (3.19)
0 3.19
|Vu]p_28—u + W (2)|ulPu =0 sobre 0f).
v

Lema 3.2 u1(\) =0 se, e somente se, A é um autovalor principal de (3.19).

Prova: Se A é um autovalor principal de (3.19) entdo existe ¢ tal que /|Vg0|p +

/ <,0-|—/W x)pP — /m x) P O,tomando(ﬁ:mtemosqueﬁe./\/lp
¥

e assim 1 () < 0. Por outro pela identidade de Picone de Lema 1.4

w0 = [1¥er = 196276 v () 20

assim p1(A) = 0. A reciproca é verdadeira pois a autofungao ¢, é solugdo do problema
(3.19). O
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Lema 3.3 1. Se m nao muda de sinal entio (3.19) possui autovalor principal se, e

somente se, a(V,m) > 0. Nesse caso € unico.

2. Se m muda de sinal entdo (3.19) possui autovalor principal se, e somente se,
a(V,m) > 0. Mais precisamente
(a) Se a(V,m) > 0 entdo (3.19) admite dois autovalores principais.

(b) Se a(V,m) =0 entdo (3.19) tem um wunico autovalor principal.
Prova:

1. Suponha que \; é um autovalor principal de (3.19), entdo pelo Lema 3.2 temos
pi1(A1) = 0. Logo pelos itens 2 e 6 da Proposicao 3.2 tem-se o(V,m) > 0.
Reciprocamente, se a(V,m) > 0 pelos itens 2 e 6 da Proposigao 3.2 temos p1 (A1) =0
para algum A;, assim o Lema 3.2 garante que A\; é um autovalor principal de (3.19).

A unicidade é consequéncia da estrita monotonicidade de ;.

2. Suponha que A; é um autovalor principal de (3.19), entao pelo Lema 3.2 temos

t1(A1) = 0. Logo por (3.16) tem-se a(V, m) > 0. Reciprocamente

(a) Se a(V,m) > 0 pelos itens 2 e 5 da Proposi¢ao 3.2 e o Lema 3.2 existem dois

autovalores principais de (3.19).

(b) Se a(V,m) = 0 entdo py(Ag) = 0 em algum Ay € R tal que /m(az)@l)’\o =0,
pois m muda de sinal, e assim pelo Lema 3.2 )y é um autovalor principal de
(3.19). Se supormos que existe A\; outro autovalor principal de (3.19), pela

identidade de Picone (veja Lema 1.4) teriamos

- o
0 s /|V(10A0‘p_/|v90>\1‘p 2v90)\1.v< p>\—1>
¥,
=—/Vumx—/vmm&+%/mmwx+/wwﬁﬁ-
o0
W), = A [ mia)d,

o0
:<&<m/mwﬁo
0.

Dal, @), = cpy,, como @y, x, € Mp temos py, = ¢,,. Portanto, A\g = Ay.

Recordemos que ¢y € Mp é autofuncao associada a p;(0) e satisfaz

—Apu + V(x)|ulP~2u = py(0)|ulP2u  em Q,

(3.20)
|Vu|p_2% + W(x)|u\p_2u =0 sobre 0f).
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Como em [67] podemos considerar trés casos diferentes dependendo do sinal do autovalor
p1(0) de (3.20).

CASO I: ;1(0) > 0. Se V' > 0, estamos neste caso. Se m nao muda de sinal, temos
a existéncia de um unico autovalor principal de (3.19) e se m muda de sinal temos

exatamente dois autovalores principais de (3.19) e enunciamos no seguinte:
Teorema 3.2 Suponha p1(0) > 0.

1. Semt™ £ 0 em™ = 0 entao (3.19) possui um unico autovalor principal o qual é

Positivo.

2. Sem™ =0 em™ £ 0 entao (3.19) possui um tnico autovalor principal o qual é

neqativo.

3. Sem™ £0 em™ #0 entao (3.19) possui dois autovalores principais, um positivo e

0 outro negativo.
Prova:

1. Sem™ #£ 0em~ = 0 entao pela Proposi¢ao 3.2 temos 1 decrescente e pi3(\) — —oo0,
quando A — 400, assim p1(A;) = 0 para algum nimero real A\; > 0. Pelo Lema 3.2

temos o fato.

2. Sem™ =0em~ # 0 entao pela Proposicao 3.2 temos p; é crescente e 1 (\) — —o0,
quando A — —oo, assim p1(A;) = 0 para algum A; < 0 e novamente pelo Lema 3.2

temos o fato.

3.Se m™ £ 0 e m~ # 0. Pela Proposicio 3.2 existem \; < 0 < A tais que
pi(A) = 1 (A7) = 0 de forma que o Lema 3.2 garante que A\| e ] sdo autovalores

principais de (3.19).

O
CASO II: ;1(0) = 0. Se V =0 e a condigao de fronteira em (3.20) é de Neumann,
estamos neste caso. Pelo Lema 3.2 temos que 0 é um autovalor principal de (3.19). Se

m nao muda de sinal é o tnico autovalor de (3.19) e se m muda de sinal existe outro
autovalor de (3.19), nao trivial, se [ m(x)¢h # 0. Portanto obtemos resultados similares

[67, 80, 16] e enunciamos no seguinte:
Teorema 3.3 Suponha 111(0) =0 e seja o € Mp a autofun¢io principal de (3.20).
1. Se m ndo muda de sinal entdo 0 € o unico autovalor principal de (3.19).

2. Se m muda de sinal entao 0 é um autovalor principal de (3.19) e tem-se:

(a) Se /m(x)gog =0 entdo 0 é o unico autovalor principal de (3.19).
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(b) Se /m(m)npg < 0 entao existe outro autovalor principal de (3.19), o qual é

Positivo,

(c) Se /m(x)gog > 0 entdo existe outro autovalor principal de (3.19), o qual €

negativo.
Prova:

1. Se m nao muda de sinal entao p; é decrescente ou crescente assim g1 (A) # 0 para

todo A # 0. Assim 0 é o tnico autovalor principal de (3.19).

2. Assuma m que mude de sinal. Nao é dificil ver que 0 é um autovalor principal de

(3.19). Vejamos os seguintes casos:

(a) Se /m(:v)gog = 0 entao u1(A) < a(V,;m) < 0 para todo A # 0. Se existisse
A # 0 tal que p1(A\) = 0 pela identidade de Picone (veja Lema 1.4) terfamos

D
s /’V%!p_/WSDAVJ_QVW'V(;&)
A

-~ [v@d- [ wods [vods [ wedg- [ mod
» [ i)

= 0.
Dai, ¢ = cpy, como g, px € Mp temos pg = ¢,. Portanto, 0 = A.

(b) Se /m(x)apg < 0 entao p7(0) > 0 assim da continuidade da fungao p; que vai
para —oo quando A — 400 existe A\; > 0 tal que pi(A;) = 0. Por Lema 3.2
temos o fato.

(c) Se /m(x)gpg > 0 entao p7(0) < 0 assim da continuidade da fungao p; que vai

para —oo quando A — —oo existe A\; < 0 tal que pi(A;) = 0. Por Lema 3.2

temos o fato.

O

Observacao 3.3 Notemos que no caso em que W = 0 e V. = 0 no problema (3.20)

tem-se 111(0) = 0 e wo uma fungao constante.

CASO III: ;1(0) < 0. Se V < 0, estamos neste caso. Este caso é mais interessante
pois dependendo do sinal de «(V,m) o problema (3.19) pode ter dois, um ou nenhum
autovalor principal . Obtemos uma descricao genérica de resultados similares ao descrito

em [67] com ajuda do Lema 3.3 e enunciamos no seguinte:

Teorema 3.4 Suponha p1(0) < 0.
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1. Sem®™ £ 0, m™ =0 eaV,m) >0 entao existe um tunico autovalor principal de

(3.19), o qual € negativo.

2. Sem™ =0, m™ Z0 eaV,m) >0 entao existe um unico autovalor principal de

(3.19), o qual € positivo.
3. Sem muda de sinal entao temos os sequentes casos:

(a) Se /m(x)gog = 0 entao nao existe autovalor principal de (3.19).

(b) Se /m(x)gpg <0 e a(V,m) > 0 entdo existem dois autovalores principais de
(3.19), os quais sao positivos,

(c) Se /m(w)cpg <0 e a(V,m) =0 entdo existe um tnico autovalor principal de
(3.19), o qual é positivo,

(d) Se /m(x)gog >0 e a(V,m) > 0 entdo existem dois autovalores principais de

(3.19), os quais sao negativos,

(e) Se /m(x)gog >0 e a(V,m) =0 entao existe um tnico autovalor principal de

(3.19), o qual é negativo.

Prova: A parte da existéncia é consequéncia do Lema 3.3. O sinal é consequéncia da
Proposicao 3.2. O
Os resultados obtidos nos Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4, com auxilio da Proposicao 3.2, sao

descritos nas seguintes figuras:

{® By

A
A

~y
-~y

Figura 3.1: 11(0) =0 e m > 0. Figura 3.2: 111(0) =0em < 0.
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A

Figura 3.3: p1(0) = 0, m muda de sinal
e /m(m)cpg < 0.

()

A
=y

Figura 3.5: p1(0) = 0, m muda de sinal
e /m(a:)wg > 0.

I, ()

A

-~y

/

Figura 3.7: 11(0) >0 e m < 0.

3.2 Subsolucgoes,

problema estacionario

supersolucoes e

()

Figura 3.4: 11(0) = 0, m muda de sinal

e [m)h =0

()

Figura 3.6: 111(0) >0 e m > 0.

/1A

Figura 3.8: 11(0) > 0, m muda de sinal

e / m(z)gt < 0.

solucoes do

O problema estaciondrio associado a (P,,) é o problema eliptico

—Apu + V(2)|ulP~2u = dm(z)|ulP~2u — p(A)|u|??u  em Q,

(P) ou

]Vu]pﬁa + W (2)|ulP*u =0

sobre 0f).



71

< }._l }._= < >
/A ARt

Figura 3.9: 11(0) > 0, m muda de sinal Figura 3.10: p1(0) > 0, m muda de sinal

e /m(aj)gpg 0. e /m@;)@g >0,

uf n
—0) |
) -

-< >
\N
\

Figura 3.11: 1(0) < 0, m > 0 e Figura 3.12: u1(0) < 0, m > 0 e
a(V,m) > 0. a(V,m) <0.

1 1

< }L=
l-l'l(}') /(}L)i/

=y

A
e
i

Figura 3.13: u1(0) < 0, m < 0 e Figura 3.14: p;(0) < 0, m < 0 e
a(V,m) > 0. a(V,m) <0.
Consideremos o espago V := WP(Q)N L9(€), com a norma ||ullv := ||ullwis@) + ||t Lo

para todo u € V, o qual é denso no espaco L*(€2). Recorde que 2 < p < +o0.

Definigao 3.1 Uma func¢ao & € V € uma subsolugdo fraca do problema (P) se

/ VaPva - Ve + / (V = Am)(0)|alP2a6 + / W (o)alP a6 < —p(\) / al"2as,

para todo ¢ € V.
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Figura 3.15: 11(0) < 0, m muda de sinal,
/m(a:)@g <0eaV,m)=0.

A

~y

1, ()

Figura 3.17: 11(0) < 0, m muda de sinal,
/m(a:)@g <0eaV,m)<0.

i

A
Y

1, ()

Figura 3.19: p;(0) < 0, m muda de sinal,

/m(w)cpg >0ea(V,m)<0.

A

()

Figura 3.16: p;1(0) < 0, m muda de sinal,
/m(a:)gp‘g <0ea(V,m)>0.

1

A

~y

()

Figura 3.18: 11(0) < 0, m muda de sinal

e [ m(x)gh =0.

Figura 3.20: p;(0) < 0, m muda de sinal,
/m(x)gog >0eaV,m)=0.

Definicao 3.2 Uma funcao B €V é uma supersolucao fraca do problema (

P) se
/ VAPVE - Vo + / (V — am)(@)|BIP2Bo + / W@IAPBo > ~p) / E

para todo ¢ € V.
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< b/ N\
b ()

-~y

Figura 3.21: p;(0) < 0, m muda de sinal,

/m(x)cpg >0eaV,m)>0.

Defini¢ao 3.3 Uma fun¢ao u, € V é uma solugao fraca do problema (P) se
[Vl vu Vo [ am@pus+ [ Wl o -
o) [ ful 2.0,
para todo ¢ € V.

Notemos que @ = 0 é uma solugao fraca do problema (P), entao é uma subsolugao fraca
de (P).
Denotemos por ¢, a autofuncdo principal associada ao autovalor p;(A) e notemos que
0 <infepy = inggo)\(x) < pa(x) < suppy(z) =: sup ¢y para todo x € Q.

ze zeQ
Proposicao 3.3 Se o problema (P) admite uma solugao fraca u, nao-negativa e nao-
trivial para A > 0 entdo pi(A) < 0.

Prova: Suponha que u, é uma solucao fraca nao-negativa e nao-trivial do problema (P).

Entao

o0

[rvul+ [0 =xm@ur+ [ W= [

e tomando u = temos que / u? =1 e assim

*
[l o ()

p(A) [ uf
) < [ 1Valr [V = am)@yer + [ Wiz = W/m) <0,
O

1

—p1(A)
p(A)

|
Proposicao 3.4 Se A >0, u1(A\) <0 e 0 <e< ( )q ’ entdo epy € uma
Sup ¥

subsolugdo do problema (P).
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Prova: Seja ¢ € V com ¢(x) > 0 para quase todo x € €.

/ IV (e0) P2V (e3) - Vo + / V- xm)@) (oo + [ Wia)(epn) o

o
=) [ (e
<= Gupen) [
< —p(\) / S
=) [(enr) .

O

Proposigao 3.5 Suponha que (Hy) — (Hs) sejam validas. Entdo toda constante C >
(IIAm+ + Ve~
p(N)

Prova: Seja ¢ € V com ¢(x) > 0 para quase todo z € Q. Entao

a—p
> ¢ uma supersolu¢ao do problema (P).

e / Cvg > / It V[ peeyd > A / m* () + / Vo (2)p >

3 [m@o— [V

W@ o2 [maer o - o) [ e

Como W > 0 em 0f) temos

/V(x)Cp1¢ +

o0

ou seja C' é uma supersoluc¢ao do problema (P). O

Observagao 3.4 Se consideramos C' = sup py na Proposicao 3.5 temos epy) < C.

Proposicao 3.6 Eriste uma solucio u, > 0 em Q do problema (P) para A\ > 0 se, e

somente se, 11(N\) < 0. A solugao, quando existe, € inica.

Prova: A condicao ui(\) < 0 é necessaria pela Proposicao 3.3. Da Proposigao 3.4 e
Proposigao 3.5 existem subsolucio e supersolugao positivas e limitadas do problema (P).
A existéncia de uma solugao positiva, para (P) segue da desigualdade de Harnack de [103]
do Lema 3.8. Para provar unicidade, sejam u; e uy duas solugoes fracas do problema (P)

tais que 0 < u(z), uz(z) para quase todo z € Q, ou seja,

J1vuP 0o+ [(v = dmy@p o+ [ Wiao=-pn) [ut

o0
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para todo ¢ € V e i = 1,2. Assim pela identidade de Picone de [3] (veja Lema 1.4) para

o p-laplaciano temos
0 < /R(ul,u2)+/R(U2,U1)
» p
_ /\va_/ywzypQVuQ-V<UZi1> +/|Vu2|p—/!Vu1|pZVul'V(ugfl)
= —/(V—)\m)(x)u]f— W(I)U]f—P()\)/u(f_
o0
p p P
B B p-1( U1\ p—1( U1 \ g—1(_W
[ /(V m) (z)ub <up1> ., W (z)ub (up1> P()\)/uz <u§1>]

- [ = ) - 892W<x>u§—pu> - 2

[ [ = (G5) = [ Wi () =) [t ()]
= o) [t o) [t ut = o) [t o0 [ eyt
— N / (=l + 2 — )

= o) [ (a7 4 ) = (g )

= o) [~ )~ i),

daf temos que u; = uy, Pois se u; Z uy terfamos que /(u’f —ub)(ud™? —ud?) < 0 e este

contradiria a desigualdade acima. a

3.3 Um problema parabdlico auxiliar

Para provar o Teorema 3.5 abaixo vamos combinar teoria de operadores monoétonos e
iteragoes mondtonas de [102] seguindo a abordagem de [56]. Para isso vamos considerar

o problema parabdlico auxiliar

uy — Apu A+ V()| ulP~2u + plu|T%u = f(z,t) em Qx (0,T),
VP22 W (@)~ = 0 wbre 0% (0.7).  (3:21)
v

U(O) = Vo €m Qa

~ N
com fun¢ao potencial 0 <V € L"(Q), r > —, p > 0 constante e W satisfazendo (Hjz). O

operador A : V — V* associado ao problema auxiliar (3.21) é definido por

(Au,v) ::/|Vu|p_2Vu-Vv—|—/V(x)]u|p_2uv+/ W(x)|u]p_2uv+p/]u|q_2uv (3.22)
o)

para cada u,v € V. O operador A satisfaz as seguintes propriedades:
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1. A é limitado. De fato pela desigualdade de Holder temos

‘/ |VulP2Vu - Vv

< /IW|”‘1|WI

1
I

. :
< ([ wae ) (freor
<l oo

< Ll ol

‘ / V(2)|uP"2uv

< [ V@l
o e
~ /! pr ! pr
< Wl ([ i)™ ([0

= WVl llull, g Il @)
< VI @ (CPlulliying v lwne)
< Vi

@ (C) [ulliyiney v lv,

sendo C* >0e satisfaz || ||LpT Q) C || ”Wlp (Q)> ou SeJa a inclusao WLP(Q) (N

LP"'(Q) é continua, consequéncia da hipStese r > %.

W (o)l u0| < / W ()l o]
oN

o9
1 1
s\ P \ Ps’
< ||W| Ls(aQ) (/ |u|(l7—1)p8> (/ |U|ps>
o0 o0
= Wiz lul, oo 10/l o0y
< W s oy (CP Nl oy 1o llwin ey
< W s oy (CoP ulfyi gy 0],
sendo C.. > 0 e satisfaz || - || o 90y < Cill - [lwir(), ou seja a inclusao W?(Q) —

’ , . ~ . ., _
LP5(0Q) é continua, consequéncia da hipétese s > %.

1
' [zl < [

U=

< (Jw) (for)
= [ull e llvllzoe)
< ullfeioyllollv.

Assim as estimativas anteriores implicam que o operador A é bem definido e satisfaz

para todo u € V, ou seja, A é limitado pois leva subconjuntos limitados em

v <L+ VIzr@(C)F + W zooo) (CoP) [ullyingay + pllulfagay- (3:23)

subconjuntos limitados.
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2. A é continuo sobre V. De fato, seja {u,} uma sequéncia em V que converge

fortemente a u em V, entdo existe uma subsequéncia {u,,} de {u,} tal que

|V, (2)] < ha(z)
|, ()| < ho(2)
Up, () — u()
 Jun, (2)] < Do)

(
Vi, (2) = Vu(z) em RY para quase todo = € Q

hy € LP(Q2), para quase todo x € €2 e todo n;

para quase todo x € €

hy € LP"'(Q) N L9(2), para quase todo = € Q e todo n;
para quase todo x € 02

hs € LP*'(09), para quase todo = € Q e todo n;.
(3.24)
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Pela desigualdade de Holder obtemos a estimativa seguinte

|(Au,, — Au,v)| < /HVunV’QVun — [Vul|P7?*Vul [Vo| +

Logo,

<

N

N

N

| Au,, — Aul

/17(37) ||un|p_2un — |u|p_2u} lv| +

J R e ey B P C e e
o0

1 1
(/ |V, [P~ Vu, — |Vu\p2Vu‘p/) ’ (/ |Vv]p) +
||‘7HLT(Q) (/ Hun|p_2un — |U|P—2u|p7‘) (/ |U‘Pr1) I

1
/! W W
. (/ \|un|p—2un—|u|p—2u!”) (/ |v|Ps’> n
o0 o0
N :
(f =2 = o2 ) ([ 10)

( / VP2V, — |vU|p—2vU|p') ol +

Wi

IV @ ltn P2t — [P~ ul g o 10]] Lo () +
IW | s o) | [1n P~ = [P~ ull oo oy 101l st 22y +

|||un|q_2un - |u|q_2u|lL‘1'(Q)HUHLq(m

(/ ‘|Vun|p_2Vun - |Vu|p_2Vu’p) |vl|wie@) +

%
W]

etn] ™ tn — Jul*ull Lo o) V]| 290

(/ ‘|Vun|p*2Vun — |Vu\p2Vu‘p/) ! lvllv +

IV Il en P2t = ul?=2ul] porer ) O [[0llw +
W]

el = [l ul| Lo g 0]l

=

e anl? 2 = [P0 ) C* [0l +

LS(69)|||un|p_2un - |u|p_2u||LP'5’(BQ)C*HUHWLP(Q) +

Lo [Pt — [l ™0l s o0y Cs [0 llw +

=

v < (/ HVunlp’QVun — ]Vu]pQVuV)I)p +
IV @ [P~ 2t = P2 u] e oy C* +
W] Lo oy | [t P~ = [ulP2ul| s 90y G +

el = " *ull 1o ). (3.25)

Assim de (3.24), (3.25) e o teorema da convergéncia dominada temos que Auy,
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converge fortemente a Au em V*. Essa convergéncia é valida para a sequéncia

{Au,}, pois se fosse falso existiria uma outra subsequéncia {Au,, } de {Au,} tal

que || Au,, —Aul|y~ > € para todo ny e para algum € > 0, entao pelo argumento acima

existiria uma subsequéncia {Au,, } de {Au,, } tal que Auy,, converge fortemente a
Au em V*, 0 que seria é uma contradicao. Portanto, Au, — Au em V*.

3. A é mondtono, ou seja (Au—Av,u—v) > 0 para todo u,v € V e é uma consequéncia
da nao-negatividade das fungoes V', W e p e por (1.11).

O operador A induz um operador limitado e mondtono A LP(0,T;V) — L7(0,T;V*),
definido por
(Au)(t) = Au(t). (3.26)

De fato, por (3.23)

(ATHAu@n

1

/ q’ - ¢ v
() < ([ OO ol @)

<c%lﬁMﬂmwc@1+@</meﬁ§ )

Cillull”, L(p D' (0,73 W12 (Q)) + Collul|7, La( ()TLq(Q))

Qe

e como p < ¢ (e assim ¢ < p/) temos (p — 1)¢ < (p — 1) = p o que implica
LP(0,T; WE?(Q)) — L@=D7(0,T; WP(Q)) e assim A é limitado. A monotonicidade

de A é uma consequéncia direta da monotonicidade do operador A.

Definigao 3.4 Uma fungio uw € WP(0,T;W'2(Q)) N L>(0,T; L=(Q)) é uma solu¢ao

fraca do problema (3.21) se u(0) = vy e satisfaz
(W' (t),v) + (Au(t),v) = /f(t)v, Yo € WHP(Q) e para quase todo t € (0,T).

Os préximos lemas podem ser vistos como casos mais simples dos Lemas 4.3 e 4.4 do

Capitulo 4, a razao pela qual vamos enuncia-los e omitiremos suas provas.

Lema 3.4 Suponha que (Hj) seja valida. Se vy € L®(QQ) e f € L>(0,T; L>*(2)) entdo

problema (3.21) tem uma tnica solugdo fraca.
Lema 3.5 Sejam uy,us € WP(0,T; WHP(Q)) N L>(0,T; L>=(Q)), satisfazendo

(Wi (1), v) + (Au (1), v) < (ua(t), v) + (Aua(t), v) (3.27)

para todo 0 < v € WHP(Q) e quase todo t € (0,T). Se ui(0) < uz(0) em Q entdo uy < usy
em Q2 x (0,7T).
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3.4 Existéncia de solucao local no tempo do

problema parabdlico
Para cada 0 < T' < 400 consideremos o problema local no tempo

— Apu+ V(x)|ulP~?u = dm(z)|ulP~2u — p(N)|ul??u  em Q x (0,7,
(Pu)" |Vu]p_2% + W (2)|ulP?u =0 sobre 9 x (0,7),
u(0) = ug em (2.

associado ao problema (P,,). Recorde que V = W'(Q2) N LY(Q), 2 < p < +oo0.

Defini¢ao 3.5 Uma solugao fraca local (respect. global) do problema (P,,) € uma fun¢ao
u e WP0,T;V) (respect. u € W _(0,4+00;V)), u(0) = ug ¢.t.p em Q e satisfaz

loc
(u'(t),v) + / IVu(t)[P2Vu(t) - Vo + / V() u(t) P 2u(t)v +
6QW( x)|u(t)|P*u 'U—)\/m Mu(®)|P=u(t)v — p /|u )T u(t)v, (3.28)

para todo v € V e para quase todo t € (0,T) (respect. t € (0,+00)), para cada
0<T < +o0.

Defini¢ao 3.6 Uma subsolugdo fraca local (respect. global) do problema (P,,) € uma
fungao o € WP(0,T;V) (respect. a € WP _(0,4+00; V), a(0) < ug q.t.p em Q e satisfaz

(@ (t),0) + / Va(t)P*Va(t) - Vo + / V(@) la()P 2oty +
W (x)|a(t) [P /m Na@®) [P 2a(t)v — p /|a NI 2a(t)v,  (3.29)

09
para todov € V, com v = 0 e para quase todo t € (0,T) (respect. t € (0,+00)), para cada
0<T < +o0.

Defini¢ao 3.7 Uma supersolu¢io fraca local (respect. global) do problema (P,,) é uma
fungao B € WP(0,T;V) (respect. B € WP _(0,+00;V), B(0) = ug g.t.p em Q e satisfaz

(B(1),0) + / VB PVA() - Vo + / V()88 +
W (@) B(0)P2B(2) / m(@)B(0)P2B(E — p / BOI28(00, (330

o0

para todov € V, com v > 0 e para quase todo t € (0,T) (respect. t € (0,+0)), para cada
0<T < +o0.

No proximo resultado mostramos, na presenca de subsolucao e supersolucao limitadas e

ordenadas, a existéncia de solugao minimal e maximal para (P,,)*.
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Teorema 3.5 Suponha que (Hy) — (H3) sejam wvdlidas e que existam uma subsolu¢do

nao-negativa oy e uma supersolucio limitada By do problema (Py,)T tal que ag < Py em

T

Q x (0,T). Entio existem solugoes ul. ewul — do problema (P,,)T, tal que

oo <ul, <u<ul,, <Bo em Qx(0,7T) (3.31)

mwn max

para qualquer solugdo u do problema (P,,)T que satisfaz ap(z,t) < u(z,t) < Bo(z,t) para
quase todo (z,t) € Q x (0,7).

Prova:

[.- Construgao das sequéncias mondétonas. Como «y é uma subsolugao do
problema (P,,)" temos a(0) < ug e pelo Teorema 2.10 de [68] existe uma sequéncia
{¢n} de fungoes simples tal que 0 < ¢ < -+ < ¢, < -+ < up — ap(0) em Q. Logo
tomando ag, == ap(0) + ¢, € L®(2) temos que ag,(r) — up(x) para quase todo
reQe

ap(0) <app < <o <o <y emQ, Vo> 1 (3.32)

Similarmente, como 3y é uma supersolu¢ao do problema (P,,)” temos £y(0) > uy,
existe uma sequéncia {an} de funcgoes simples tal que 0 < q/gl < - < &fn <
< Bo(0) — up em Q. Logo tomando Sy, := Bo(0) — ¢, € L>®(2) temos que

Bon(z) = up(x) para quase todo x € Q e

Bo(0) = Bor =2 Pon=--=2u emQ, Vn>1 (3.33)

Consideremos em (3.21) V := V* + Am~ € L"(Q) sendo r = min{ry,m},
p = pA) e fit)(x) = (Am*(z) + V() (0 (t) ()" e fi(t)(x) := (Am*(z) +
V=(2))(Bo(t)(z))P~" para quase todo z € Q2 e quase todo t € (0,T). Notemos que
fihe L>(0,T;L>*(2)), de modo que pelo Lema 3.4 existem a; e [; solugoes

fracas dos problemas

(ar)e — Apay + V()| P20 + p(N)|aa |20 = fi(z,t) em Q x (0,7),

|Vay|P™ 2% + W (x)|on|P 2, =0 sobre 09 x (0,7,
ar(0) = ao, em Q.
(§]
(B — DB + V(@) |8l =281 + p(M\)|Ba] 1261 = fi(w,t) em Q x (0, T),
N e sobre 0 x (0,T),
51(0) = 50,1 em ,
respectivamente.

Logo, (3.32), (3.33) e o Lema 3.5 garantem

0<a0<a1<51<ﬁo emQX(O,T).



82

I1.-

Assim  definimos iterativamente as sequéncias f,(t)(z) = (AmT(x) +

V= (@) (@1 ()(2)"" e fu(t)(@) = (m*(2) + V(@) (Ba-i(8) ()P~ para quase
todo = € Q e quase todo t € (0,T). Temos f,, f, € L>=(0,T; L>*(2)) e assim, pelo

Lema 3.4, existem {a,} e {8,} solucoes fracas dos problemas

(an)e — Apary, + ‘7(.%)|an]p_2an + p(N)|an|"2a,, = fu(z,t) em Q x (0,7,

\Vozn|p2% + W (x)|an|P %0, = 0 sobre 99 x (0,T),
v
a,(0) = ag em {2,
(3.34)
e
(Ba)t = Dpo + V(@) |Bal? 2B + p(N)|Bul*28, = fulw,t) em Q x (0, T),
Va2 + W) Bl = 0 sobre 90 (0,7),
Bn(o) - BO,n €m Q’
(3.35)

respectivamente. Por (3.32), (3.33), Lema 3.5 e por induc@o obtemos

0<ar<ay < <ap < <Pa<---<H<fo emQx(0,T),n>1.
(3.36)

0<AL < < fu< <Fo<-<f emQx(0,T),Vn>1. (3.37)

Portanto, de (3.36) deduzimos que os limites

alz,t) = lim a,(t)(z) e PB(x,t) :nl_iglooﬁn(t)(:c) (3.38)

n—-+0o0o

existem para quase todo (z,t) € Q% (0,T). Certamente temos que oy < @ < < fy

em ) x (0,7) e, pelo Teorema de Convergéncia Dominada, também temos

an S a, By \y B em L5(0,T; L3(Q)), V1 < s < 400 (3.39)
o 2 f Fa N\ f em L*(0,T; L*()), V1 < s < 400, (3.40)
sendo  f(t)(z) (Amt(2) + Vo(@)) (@) (@)t e ft)) = (mt(x) +

V=(2))(B(t)(x))P~! para quase todo x € € e para quase todo ¢t € (0,7). Note
que f, f € L=(0,T; L*0Q)).

& e 3 sao solugoes fracas de (P,,)”. Vamos mostrar que & é uma solucao fraca
do problema (P,,)T; argumento similar mostra que 8 também é solugio fraca de

(P,,)*. De fato, tomando v = a,(t) na formulacio fraca do problema (3.34) temos

(0, (1), o (1)) + (Aam(t), o (1)) Z/fn(t)an(t) < /f(t)ﬁo(t)-
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Integrando sobre (0,7) temos

%/\an(TﬂZ—%/Wo,nF / (A (t), an / /f )fo(t)

e dai
5 [loar+ [ [vaor < 5 [lanl+ [ [ som
< g [l [ [rosn @

Entao existe uma subsequéncia da sequéncia {«, }, ainda denotada por {«,} tal que

(

o, — o em LP(0,T; WP(Q)),
an(T) = € em L2(Q),

Aa, =X em L (0, T; W (Q)*)
\ozn(O) =ap, Suy em L*()

Argumento como na prova do Lema 4.3, Capitulo 4, mostra-se que existe @’ =
f—xX€LFO,T;W»(Q)*), a(0) = ug e £ = a(T). A prova de x = Ad ¢ feita da

seguinte forma. Notemos que

lim sup / <¢Zoén(t)7 an(t))

n—-4o00 0

= e ([ [ nt0mto - [Lta0.0000)

= imsw ([ [ n +§ [0 -5 [ o)

- ([ / tan(®+ 3 [ laa(@)7) = Simint ([l (0)F)
= [ Jroatr+ 5 f - Sum (f o)

< /OT/f(t)a(t)+§/luOl2—§/|&“(T>I2

_ /OT/f(t)&(t)—/OT(&'(t)ﬂ(t»

- / (R, a(1). (3.42)

Além disso,

Jim [ (a0, 0(0) = / (R0, v(t)), (3.43)
Jim [ (u(0.a,(0) = o) - / (Av(t),3(t) — o(t)), (3.44)
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para todo v € LP(0,T;W'P(Q)). Assim estes limsups e a monotonicidade do

operador A implicam que

0 < lggigop/o <«Zan(t)—ﬂv(t)yan(t)—v(t)></0 (X(t) — Av(t), a(t) — v(1)),
(3.45)

para todo v € LP(0,T; W'?(Q)). Logo escolhendo v = & — fw em (3.45), com
w e LP(0, T; WHP(Q2)) e 6 > 0, segue que

0 < / (R(t) — A@ — 0w)(t), b (t))

<0 / (R(t) — A@ — Buw)(t), w(t)).

Como 6 é positivo temos

para todo w € LP(0,T; W'P(Q2)). Portanto, X(t) = Aa(t) em WhP(Q)* para quase
todo ¢ € (0,7) e & é uma solugao fraca do problema (P,,)".

T

max = B Vamos mostrar a é a solu¢ao minimal. De fato, se u é

- ul. =aeu

qualquer solucio fraca do problema (P,,)? satisfazendo ap < u < By em Q x (0,7,
entdo u é uma subsolugao do problema (P,,)T com u < By em Q x (0,7). Assim,
no item I.) temos ag,, = ug, @, = u Vn e também por (3.36) u < 5, em 2 x (0,7).
Passando ao limite pontual temos que u < 3 em 2 x (0,T). Similarmente u é uma

T com ap < wem Q x (0,T). Assim, no item I.)

supersolugao do problema (P,,)
temos [y, = o, fn = u Vn e também por (3.36) a,, < uem Q x (0,7). Passando

ao limite pontual temos que & < u em § x (0,7).

O
Observagao 3.5 Como u’, € LP(0,T;V) e (ul, ) € L¥(0,T;V*) temos que ul, €
C([0,T); L3(2)).  Além disso, como ul, € L>(0,T;L>(Q)), para t,ty € [0,T] e

2 < s < 400, temos
/ T (1) — Lt = / T (8) — T (t0) 2 (8) — o (1)

<c / T (8) — T (1)

mostrando que ul, € C([0,T]; L*(R?)) para cada 1 < s < +oo. Similarmente temos que

min

ul € C([0,T]; L*(R2)) para cada 1 < s < +00.

max
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Observagao 3.6 A convergéncia (3.39) pode ser melhorada para s = p:
U Ui B N Ui €m LP(0, T, WHP(Q)). (3.46)

De fato, subtraindo as equacades

(), 0) + (Aan(t) / fult)

(T ) (1), 0) + (A ( / £(0)

comv €V, temos

(e (t) = (n) (1), 0) + (Ao (t) = Aty (1), 0) = / (fu(t) = F(0))

T

para todo v € V. Logo, tomando v = a,(t) — u,,;, (t) obtemos

2dt/‘ O (£) = i (0)* + (At (£) = Aty (£), () = i ()) =

/ () — F(0)) (nlt) — ul (8)).

Integrando sobre (0,T) vem que

T 1/|anT—mm )2 - /m T () +
| ) = A 0).000) = / [t = ) @n(0) = k0

e assim

| ) = A 0).000) = ) < % [ 1o il +

/ [t = e @n(t) = k1)

lim (Aay, (t) — Aul, (1), an(t) —ul, (1)) =0

min
n—-+o0o 0

Passando ao limite, temos

o que implica

lim / / (IVan(®) 2V an(t) — [Vl (O 2Vl (1)) (Van(t) — Vully, (1)) = 0.

n—-+4o0o

Como p > 2, por (1.11) existe uma constante C,, > 0 tal que

ColVan(t) = Vg, ()P < (IVan ()2 Van(t) = Vg, (t) ()P~ Vg, (t)(1)) -
(Van( ) — Vuﬁm(t)) .

lim / /|VOZn - mzn( )lp = 07
n—-+o0o

donde seque (3.46) para a sequéncia {a,}. A afirmacao para {B,} prova-se analogamente.

Assim
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3.5 Existéncia e unicidade da solucao global do

problema parabdlico

Lema 3.6 Suponha que (Hy) — (H3) sejam vdlidas, T1,To € R, 0 < Ty < Ty e que a é
uma subsolucao nao- negativa e B uma supersolugdo limitada de problema (P,,)™ e a < 3
em Q x (0,Ty). Entio ull, =u'> sobre [0,Ty].

mzn

Ts
min

Ts

Prova: Como w2 ¢é uma solugao fraca do problema (P,,)"?, a restrigdo sobre [0,7}] é

uma solugio fraca do problema (P,,)™" que, pelo Teorema 3.5, satisfaz o < u%m < p
T

w2, em § x (0,71). Para mostrar a outra desigualdade

em 2 x (0,7}) e assim vl < u

consideremos o seguinte problema parabdlico

w, — Apw + V(z)|wP2w = dm(z)|w[P~2w — p(\) |w|? 2w em Q x (Ty,Ty),
|Vw|P~ 28 o+ W (x)|wP*w =0 sobre 02 x (T1,T3),

w(Ty) = u;rnlm(Tl) em ).
(3.47)
Pelo Teorema 3.5 existe pelo menos uma solucao fraca w do problema (Pu:m( 1))TQ i
satisfazendo «(z,t) < w(z,t) < fB(z,t) para quase todo (z,t) € Q x (0,7, — T7).
Definindo w(t)(z) := w(t — T1)(x) para t € [T1,T,) e para quase todo z € Q temos
que w é uma solucéo fraca do problema (3.47) tal que & < w < 8 em Q x (T1,T3), pois

w(Ty) = w(0) = T1) e pelo Lema 1.3 temos

/T2w<t>¢'<t> - /T2w<t—T1>¢'<t>

T1 Tl

mzn (

To-Ty

- [ e

" Ty-Ty
- - [ @@+ Ty
0
T

_ / T —T)o(t) (3.48)

para todo ¢ € C*(T},T3), ou seja, w'(t)(x) = w'(t — T1). Também temos
/ Wt + (Aw(t), ) — / (t— T + (A (t — T}),v)

= [ Gt @)+ V(@) (@t - T
= [ @)+ V(@) (wl) o
para todo v € V e para quase todo t € (T1,T3). Agora, construindo a fungao

ult (), sete[0,T1],

~ min

wlt) = w(t), set € [T, Ty,
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vemos que w ¢é solugao fraca do problema (P,,)"* satisfazendo o < w < 8 em Q2 x (0,T3).
Logo @ > u'?, em Q x (0,T) e em particular v’} > u!? em Q x (0,7}). Assim

ul =% sobre [0,T1]. O

min min

Teorema 3.6 Suponha que (Hy) — (H3) sejam vdlidas e que existem uma subsolu¢do
ndao-negativa o e uma supersolu¢do limitada $ do problema (P,,) tal que o < [ em
Q x (0,+00). Entdo existem Umin, Umar € L*(0,+00; L®(2)) solugdes fracas limitadas

do problema (P,,), tal que
0 < a< Unpin UK Upaz < B em QX (0,400) (3.49)
para qualquer solu¢ao u do problema (P,,) que satisfaz a < u < em  x (0,400).

Prova: Seja {7} uma sequéncia de nimeros reais tal que 0 < 7, < T,,41 e T,, = +00

quando n — 4o00. Entao definimos

Umin(t) == ulr (1) set < Tp,. (3.50)

min

Note que se t < T),, entdo pelo Lema 3.6 temos i, (t) = ulr (t) = uﬁjm

(t) qualquer
que seja j > n e assim (3.50) é bem definido. Além disso, a definicdo independe da

sequéncia {T,}, pois se {fn} é outra sequéncia tal que 0 < fn < fnﬂ, T\n — +00,
Tn

quando n — +o00, e definirmos U, (t) = w,", (t) para t < T, entdo fixado n, para

T\n > 0 existe ng > 0 tal que T\n < T,,. Logo para t < T\n < T, temos pelo Lema 3.6

Umin (1) = ulis (1) = upo,

mostrar que u,,;, verifica as propriedades do Teorema.

(t) = Upmin(t), portanto Ui, = Umin em (0,4+00). Agora vamos

1. Upin é uma solucao fraca do problema (P,,). De fato, dado T' > 0 existe ng > 0 tal
que T' < T,,,. Logo, pelo Lema 3.6, temos ., = uﬁ%(t) =ul . sobre [0,T], assim

Umin ¢ uma solugao fraca do problema (P,,)T.

2. a0 < Upin < Unpae < 0 em Q x (0,400). De fato, notemos primeiro que
H{(z,t) € Q@ x (0,1,); Umin(z,t) > a(x,t)}| = 0 para cada T,,. Assim

{(x,t) € Q x (0,400); Umin(x,t) > a(z,t)}| =

UL 1) € @ x (0, T); thin (2, 1) > (e, 1)}

n=1

= lim [{(x,t) € Q x (0,T,); Umin(z,t) > a(z,t)}| =0,

Tyn—+00

ou seja & < Upn em 2 X (0, +00). Similarmente provamos as outras desigualdades.

Uma consequéncia dessas desigualdades é wpmin, Umaz € L°(0, +00; L°(£2)).

3. Umin < U < Upge em X (0,400) para qualquer solugao fraca do problema (P,,)

N
tal que a < u < fem Q x (0,+00). A prova é feita como na parte anterior.
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O
Notemos que a fungao s — |s|P~2s é localmente Lipschitz sobre (0, +00), pois p > 2. Logo

temos o seguinte

Teorema 3.7 Suponha que (Hy)—(Hs) sejam vdlidas. Entdo o problema parabolico (P,,)

tem no mdzximo uma solucao nao-trivial, nao-negativa e limitada.

Prova: Sejam wy,us duas solugoes nao-triviais, nao-negativas e limitadas do problema
(P,,). Entao

(uy (8) = usy(t), v) + (Aua () — Auy(t), v) = /(Am+ +V7)(@) ((wa ()" = (uz(t))") v

para todo v € V e quase todo t € (0,+00). Em particular para v = uy(t) — us(t) pela
monotonicidade do operador A temos

L 0= 0 = {60~ () )

< [t v (07 - w0F ) () - w)
< I+ Vo [ (0P = )P) (a0 — 2 (0)
< I Vel [ () = )

sendo L > 0 uma constante independente de t. Pelo Lema de Gronwall obtemos

/(ul(t) —up(1))? < SIHY o Lt /(ul(O) —u(0))* =0 (3.51)

para quase todo t € (0,7) para cada T" > 0. Integrando sobre (0,7) temos que

|ur — u2||2L2(07T;L2(Q)) = 0 para cada T" > 0, ou seja u; = us. O

3.6 Comportamento assintético da solucao

Lema 3.7 Suponha que (Hy)—(H3) sejam vdlidas e oy < o uma subsolugdo nao-negativa
e supersolucdo limitada fraca do problema (Puy0)). Se ag € nao-decrescente em t para
quase todo x € Q entao a solugao minimal oy, do problema (Pa, o)) em [, o] € nao-
decrescente em t para quase todo x € ). Similarmente, se By € nao-crescente em t para
quase todo x € §) entdo a solu¢do mazimal Pra, do problema (Pgy)) em oo, Bo] € ndo-

crescente em t para quase todo x € 2.

Prova: Suponha que «q é nao-decrescente em t para quase todo x € €2. Fixando T" > 0,

na primeira parte da demonstragdo do Teorema 3.5 temos por (3.32) com ug = ap(0) que

min

o = (0) para todon € Ne al . (t)(x) = liril a,(t)(z) e também
n—-+00

ap(t)(z) < ap(t)(x) <+ < ap(t)(x) < -+
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assim é suficiente mostrar que cada «,, é nao-decrescente em t. De fato, como ag é nao-
decrescente em t suponha por inducao que «,,_; é nao-decrescente em t. Definamos para
qualquer A > 0

(Thaw) () () := ap(t + h)(x) (3.52)

para todo t € [0,7T] e para quase todo z € €. Temos

/ al, () + (A, (t),v) = / Falt)v
_ / (vt (@) + V™ (@) (o (D)o
< / (m* (@) + V(@) (o (t + BP0
- /a;(t +h)v + (Aa,(t + h),v)
_ / (Thewa) (D)0 + (A(mha) (1), v)

para todo 0 < v € V e para quase todo ¢t € (0,7"). Como a0,n = ay(0), Vn, usando (3.32)

e a hipotese de indugao, obtemos

an(0)(z)

NN
2 2
3 S
L3
S
= |
N~— Q

o
=
w
S—

I
)
=

3

L
O

|
2

3

L
=
O

I

—~
=

Q
3
~—
—~

]
~—
—~

&
~—

para quase todo em x € Q. Entdo, pelo Lema 3.5, temos «,(t)(x) < (mhan)(t)(z) =

ay,(t + h)(x) para quase todo x € 2 e para quase todo ¢t € (0,77 e todo h > 0. Passando
T

ao limite, quando n — 400, concluimos que «, .. ¢é nao-decrescente em t. Portanto pela

definicao de ay,ip,, temos que a,,;, ¢ nao-decrescente em t. O

Lema 3.8 Suponha que (Hy)—(H3) sejam validas e que & é uma subsolu¢ao nao-negativa
e B\O ¢ uma supersolugao limitada do problema estaciondrio (P), com ajp < BO. Seja pmin
a solu¢ao minimal do problema (Pz,) € Bmax @ solu¢do mazimal do problema (PEO) em

[, Bo]- Entao, para todo 1 < s < +00 tem-se

am““L(t) /‘ Ay, ﬁmaz(t) \( 5* em LS(Q)
quando t — +00, sendo o, ¢ B, solugées do problema (P) e Gy < . < Ba < o

Prova: Claramente g e 3y satisfazem as hipdteses do Lema 3.7, o qual implica que o,
e Bmar € nao-decrescente em t e nao-crescente em ¢ respectivamente e por construcao
Qmins Bmaz € [Qo, Bo]. Portanto, os limites

a () = lm apmip(t)(z) e Pu(z) = lm B (t)(x)

t—-+o0 t—+o00
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existem para quase todo z € Q. Dal ap < a, < 8, < 3y e pelo teorema da convergéncia

dominada obtemos, quando ¢t — +o0,

Amin (1) 7 Qs Brnaz(t) ¢ P em L*(Q), para todo 1 < s < 400.

Afirmamos que a, é uma solugao fraca do problema estacionario (P). De fato, fixando
T > 0 definimos para h > 0

(Theumin) (£)(x) := Qmin(t + h)(2) (3.53)
Vt € [0,T] e para quase todo x € €. Entao temos
(Thotmin)(t) = . em L*(2), (3.54)

quando h — 400, para todo t € [0,7] e todo 1 < s < 400.
Vamos mostrar que a sequéncia {7, Qmin } é de Cauchy em LP(0,7T;V). Note que T, min €
uma solugao fraca do problema (P, . )" paratodo h > 0, ou seja, Trnin(0) = Qmin(h)

(Trctmin) (0, 0) + (ATrctmin (1), 0) = / Ot (@) + V= (2)) (Trammn ()"0, Vo € V.

Denotando por 7; := Tj,Qmin, com h; > 0 para i = 1,2, temos

(Ty = T2)'(8), v) + (ATw(t) — ATa(t), v) =/(Am+(:v) + V(@) () = (Ta()" ) v,

Vv € V. Tomando v = T;(t) — T2(t) na relagao anterior, obtemos
3o [ 170 = T + (AT: () AT T0) — To(0) =
/(Am (z) + V(@) (T:@®)) " = ()" ) (Ta(t) = T2(t)) -
Integrando sobre (0,7), vem que
3 [ M) =TOF =5 [170) = HOF + [ AT(0) - ATi(0).Ti(0) - Ta(0) -
| o @+ v-@) Ry - @or) @ - )

e assim

/<A’f1() AT3(8), Ti (0) /rr
/ / () + V(@) (T8 = (Ta(8)"Y) (Ti(t) — Tal®))

De (3.54) e do Teorema de Convergéncia dominada temos

TnOmin — o em L*(0,T; L*(2)), (3.55)
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quando h — 400, para todo 1 < s < +00. Logo
T
| AT0) - AT, Ti(0) - Tafe)) > o,
0

quando hq, hg — 400, 0 que implica

/0 / (VTP 2VTi(0) — VTP 2V Ta(0)) - V(T3 (1) — Ta(t)) — 0,

quando hq, hy — +o0.
Como p > 2 por (1.11) existe uma constante C, > 0 tal que

CoIV(Ti(t) = T2 < (IVTi(OF*VTi(t) = [VT()P* V(1)) - V(Ti(t) — Ta(t)

de forma que

T
/ /|V(T1(t) — T2())|? — 0, quando hy, hy — +00.
0

Portanto, {Tramin} ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(0,7;V) e entdo existe a €
LP(0,T;V) tal que

Thmin — @ em LP(0,T;V), quando h — +0c0. (3.56)
De (3.55) e (3.56) temos que @ = «, e existe uma sequéncia {hx}, hy — 400, tal que
AT i — Aa,  em L7 (0,T; V*)
e também

(At (z) + V(@) (Thmin )P = (Am T (@) + V= (2))e?™t em L (0,T;V*).

*

Assim

(ﬁzkamm)/ - (/\m+(x) + V= (ZL’))(EkOémm>p_1 - Avﬁkamm
— (Om* (@) +V (2)a? ' = Aa, em L¥(0,T;V*) quando k — +o0.

Esta informacdo combinada com (3.56) implica, pela Proposi¢ao 1.1 (veja também
Proposicio 23.19 de [111]), que o, = 0 = (Am™(z) + V~(z))a?~! — Aa, em LP (0, T; V*).

Ou seja, o, é solugao fraca do problema estacionario (P). a

Lema 3.9 Sejam ug,vg € L>®(Q) e o e B uma subsolugdo nao-negativa e supersolugdo
limitada de ambos os problemas (P,,) e (P,,), respectivamente, com a < [ em § X
(0, +00). Suponha que Upmin (Umaz) € Umin (Umaz) SG0 as solugdes minimas ( mdximas)
dos problemas (P,,) e (P,,) em [«, 5] respectivamente. Se ug < vg em Q entao

Umin g Umin (umaz g Umaz) em Q X (07 +OO)
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Prova: Seja T' > 0 um numero fixo. Sejam {a} e {a?} as sequéncias mondtonas do

Teorema 3.5 que convergem pontualmente a ul, e vl . respectivamente. Sem perda
de generalidade, podemos escolher {af .} e {ag,.} tal que of,, < of, em €2 para todo
n € N. Entao combinando um argumento de indugao e Lema 3.5 temos que o < a; em

Q x (0,T) para todo n, o que passando ao limite uZ, < ovl. em Q x (0,7). O

min X Ymin

Teorema 3.8 Assuma (Hy) — (Hs). Sejam & uma subsolugdo nao-negativa e B uma
supersolugao limitada do problema estaciondrio (P), com a < //8\, e considere a < ug < B
em Q. Entao a solugao fraca u do problema (P,,) que verifica & < u < B em Q x (0, +00)
satisfaz
a < o, <liminfu(t) < limsupu(t) < 8. < B em Q, (3.57)
t—+o0 t—+00
sendo ., Bx solugoes fracas do problema (P). Em particular, se (P) admite uma unica

solugdo fraca u, em [Q, B] entao, para todo 1 < s < 400,
u(t) = u. em L°(QY), quando t — +oo0. (3.58)

Prova: Consideremos a solugado minimal a,,;,, do problema (P5) e a solu¢ao maximal (3,4,
do problema (PE) em [@, B], cuja existéncia é garantida pelo Teorema 3.6. Pelo Lema 3.9
temos Amin < Umin € Umazr < Bmaz €m Q X (0, +00), sendo Uy, a solugdo minimal € Uy,q;
a solugao maximal do problema (P,,) em [a, B] Assim temos que i, < U < Bpae €M
2 x (0,400) e (3.57) segue do Lema 3.8. Agora suponha que u, seja a tunica solucao fraca

do problema (P) em [a, ], ou seja a, = [, = u.. De (3.57) temos que u(t) converge

pontualmente a u, em §2 e o Teorema de Convergéncia Dominada implica (3.58). a

Teorema 3.9 Suponha (Hy)— (H3). Se pn(A) <0 e0 < o < up(z) € L>®(Q), para quase

todo x € 2, entdo a solug¢do nao-trivial fraca u(-,-;ug) do problema (P,,) satisfaz
ut) 5w, em L3(Q), V1<s<oo,
sendo u, a Unica solugao positiva do problema estaciondrio (P).

Prova: Pela Proposigao 3.4 e Proposicao 3.5 obtemos ep < 0 < uy < C' em (2 sendo €
suficientemente pequeno e C' > 0 uma constante suficientemente grande tal que ey, é uma
subsolugao e C' é uma supersolugdo do problema estacionario (P). Entao pelo Teorema
3.6 e Teorema 3.7 temos que ep < u(z,t) < C em Q X (0, +00). Assim, por Teorema 3.8,
Proposigao 3.6 e Proposigao 3.3 temos u(t) — wu, em L*(£2), quando t — 400, para todo

1 < s < 400, sendo u, a dnica solucdo positiva do problema (P). O

Teorema 3.10 Suponha (Hy) — (Hs). Se p1(A) = 0 e 0 < up(z) € L>®(Q) para quase

todo x € ), entdo a solugao fraca u do problema (P,,) verifica
u(t) =0 em L*(Q), quando t — +o0,

para todo 1 < s < +00.
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Prova: Pela Proposicao 3.5 obtemos 0 < ug < C' em €2 sendo C' suficientemente grande
tal que 0 é uma subsolucao e C' é uma supersolucao do problema estacionario (P). Assim,
pelo Teorema 3.6 e Teorema 3.7 temos 0 < u(z,t) < C em Q x (0,+00). Portanto, pelo
Teorema 3.8 e Proposigao 3.3 temos u(t) — 0 em L*(2), quando t — 400, para todo
1 <s < +o0. O
Finalmente, pelos Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4 as condicoes u1(A\) < 0 e p1(A) = 0 podem ser
expressos em termos do sinal de p;(0), o parametro A > 0, e a fungdo peso m como nos

corolarios abaixo:
Corolario 3.1 Assuma (Hy) — (Hs) e pi(0) > 0.

1. Se m = 0 ou m muda de sinal entdo pi(A) < 0 VA € (A,+0) e uy(A) = 0
VA € (0,)\] sendo Ay > 0 o tunico autovalor principal positivo de (3.19). Além
disso, u(t) "=55° u, em L*(Q) para todo X > Ay e todo 1 < s < 0o sendo u, a tinica

t—4o00

solugdo positiva do problema estaciondrio (P) e u(t) — 0 em L*(Q) para todo
O< A< A etodo1l <5< o0.

2. Sem <0 entdo py(N) > 0 para todo A > 0. Além disso, u(t) =5 0 em L*(Q) para
todo A >0 e todo 1 < s < 0.

Corolario 3.2 Assuma (Hy) — (Hs3) e pui(0) = 0.

1. Se m = 0 ou m muda de sinal satisfazendo /m(x)gog > 0 entdo pi(\) < 0 para

t——+o00

todo A > 0. Além disso, u(t) — u, em L*(Q2) para todo X > 0 e todo 1 < s < 00

sendo u, a Unica solugao positiva do problema estaciondrio (P).

2. Sem <0 entdo iy (\) > 0 para todo X > 0. Além disso, u(t) =250 em L*(Q) para
todo A >0 e todo 1 < s < 0.

3. Se m muda de sinal e /m(x)npg < 0 entdo p1(A) <0 VYA € (A, 4+00) e u1(A) =0

YA € (0, A\1] sendo Ay > 0 o unico autovalor principal positivo de (3.19). Além disso,
w(t) 258w, em L5(Q) para todo A > Ay e todo 1 < s < oo sendo u, € a unica
solugdo positiva do problema estaciondrio (P) e u(t) "=25° 0 em L*(9) para todo

O< A< A etodo1l <5< o0.

Corolario 3.3 Assuma (Hy) — (H3) e u1(0) < 0.

1. Se a(V,m) < 0 e m ndo muda de sinal entio pu1(A) < 0 para todo X > 0. Além
disso, u(t) 2550w, em L*(Q) para todo X > 0 e todo 1 < s < oo sendo u, € a tinica

solugdo positiva do problema estaciondrio (P).

t—+o00

2. Sea(V,m)>0em =0 entao u1(\) < 0 para todo A > 0. Além disso, u(t) — u.
em L*(Q2) para todo A > 0 e todo 1 < s < 0o sendo u, a unica solu¢do positiva do

problema estaciondrio (P).
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. Sea(V,m) >0 em <0 entdo p(N) <0 VA€ (0,A) e ur(A) =0 VA€ [\, +00)
sendo A, > 0 o tnico autovalor principal positivo de (3.19). Além disso, u(t) ‘=25
u, em L*() para todo 0 < XA < A; e todo 1 < s < oo sendo u, a unica solugdo
positiva do problema estaciondrio (P) e u(t) =25° 0 em L*(Q) para todo A < A e

todo 1 < s < 0.

. Sea(V,m) <0 em muda de sinal entao py(\) < 0 para todo X > 0. Além disso,
u(t) 5w, em L5(Q) para todo A > 0 e todo 1 < s < oo sendo w, a inica solugio

positiva do problema estaciondrio (P).

. Sea(V,m) >0, m muda de sinal e /m(a:)gog > 0 entdo py(N) < 0 para todo A > 0.

Além disso, u(t) "=25° u, em L(Q) para todo A > 0 e todo 1 < s < 0o sendo u. a

tnica solugdo positiva do problema estaciondrio (P).

. Se a(V.m) > 0, m muda de sinal e /m(x)gpg < 0 entdo (N < 0 VA €
(0, A1) U (A2, +00) e u1(A) = 0 YA € [A1, Aa] sendo Aa > A\ > 0 os dois autovalores

principais positivos de (3.19).  Além disso, u(t) =5° u, em L*(Q) para todo
A€ (0,A) U (N, 4+00) e todo 1 < s < 0o sendo u, a Unica solu¢ao positiva do
problema estaciondrio (P) e u(t) =25° 0 em L*(Q) para todo \; < A < A e todo

1 <s<o0.

. Se a(V,m) = 0, m muda de sinal e /m(x)gpﬁ < 0 entdo pi(A) < 0 VA €
(0, A1) U (A1, 4+00) e p1(A1) = 0 sendo Ay > 0 o unico autovalor principal positivo
de (3.19). Além disso, u(t) "235° u, em L*() para todo X € (0,A) U (A1, +00) e
todo 1 < s < 0o sendo u, a unica solugao positiva do problema estaciondrio (P) e

w(t) 23520 em LH(Q) para A = Ay e todo 1 < s < oo.



Capitulo 4

Dinamica de EDP parabdlicas com
p-Laplaciano e interacao de termos

logisticos com coeficientes indefinidos

Neste capitulo, consideramos o problema parabdlico quasilinear
w — Apu + V(2)|ulP2u = Im(z)[uP72u — p(N)|u|® 20 em Q x (0,400),

ou

(Quo) |Vu|p_28— = Ao(x)|[ulP72u — p(A)|u|”272u  sobre 9Q x (0, +00),
v
u(0) = ug em €,

sendo 2 C RY (N > 2) um dominio limitado com fronteira 9 suave, ug € L>(Q) é o
valor inicial, A,u = div(|Vu[P"2Vu) o operador p-Laplace para 2 < p < 400, A > 0 um
parametro real, p é uma fungao real identidade (p(A) = ) ou fungao constante igual a
1 (p(A) = 1), p < q1,¢> dois nimeros reais fixos e v o vetor unitario normal exterior a
fronteira 0f).

Suponhamos que:

N
(Hy) V é uma fungao potencial tal que V € L™ () com r; > — e V'~ € L>®(Q).
p

N
(Hy) m é uma fungao de peso m € L™(Q) comry > —em®™ Z0 € L®(Q)em™ Z0 (m
b

muda de sinal).
(H3) o€ L>(09).

Observacao 4.1 Tal como no Capitulo 3 os resultados das secoes 4.1 e 4.2 ainda

N

sao wdlidas se consideramos V— € L™(Q) ou m* € L™(Q) com ri,rs > —. Para
p

os resultados referentes a existéncia local e global do problema parabdlico (Q.,), as

hipdteses V= € L*(Q) e m™ € L>®(Q) serao fundamentais para garantir f(z,t) =
(V= + dm™)(z)(a(z, )P~ esteja em L°°(0,T; L°°(2)) que é hipdtese do Lema 4.3, pois
que a fungao f € L*°(0,T; L>°(Q)) é uma condi¢ao essencial no argumento da prova desse

lema.
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O capitulo é organizado como segue. Na Secao 4.1 estudamos um problema de autovalores.
Secao 4.2 é dedicada a existéncia de subsolucoes nao-negativas e supersolugoes limitadas
do problema estacionario (()) e também a caracterizacdo da existéncia de solucao de
(@) em termos do autovalor principal de (EQ),). Na Secao 4.3 introduzimos um problema
parabélico abstrato que envolve um operador mono6tono. Mostramos existéncia, unicidade
e provamos um principio de comparacao. Na Secao 4.4 estudamos a existéncia local e
global no tempo do problema parabdlico (Q,,). Finalmente na Secao 4.5 estabelecemos

o comportamento assintético das solugoes de (Q,,) quando o tempo vai para o infinito.

4.1 Problema de autovalores associado a (@),,)
Consideremos para cada A € R o problema de autovalores no parametro p

—Apu+ V(@) |ulP2u = Im(z)|uP2u + p(\)|ulP~?u em Q,

(EQ»)
!VU\“% = Ao (@) |u[P~u + p(\)|uP"2u  sobre A9

Estamos interessados nas solucoes fracas do problema (EP)), ou seja em fung¢ao nao-
negativa u € WH(Q) N L>®(Q) que satisfaz

/ VulP 2V - Vo + / V(@) |ulP2ud = A [ / ()| ul?2ue + /a ) a(x)|u|p—2u¢] +
w0 | [ =20 [ o] (0

para todo ¢ € W(Q). Denotemos por Ey : W'(2) — R o funcional de energia

associado ao problema (EP)), definido por

:/|VUIP+/ z)|ulf — {/m Yul? + / (I)|U,|p:|’ (4.2)
M= {u < W“’(Q);/|u|p+/m Jul? = 1}. (4.3)

N
Teorema 4.1 Suponha V,m € L"(Q2) comr > — e assuma (Hs). Entdo para cada X € R
p

o problema (EQ)) tem um unico autovalor principal

p(A) = inf {Ey(u)}. (4.4)

Além disso, p1(N\) € um autovalor simples.

Prova: Procedendo como na prova do Teorema 3.1 o funcional E) é coercivo e fracamente
semicontinuo inferiormente sobre M. Assim o funcional E) atinge um minimo p;(\) em
algum u € M, o qual, pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange, u é uma solucao do

problema (EQ,). Note que |u| também ¢é autofuncao do problema (EQ,). Assim |u| > 0
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q.t.p. em Q. Pela desigualdade Harnack de [103] || > 0 q.t.p. em £ e por argumento
feito na prova do Teorema 1. de [84] temos |t > 0 q.t.p. em Q. A prova que pi(\) é
simples segue o mesmo raciocinio aplicado no Teorema 3.4. a
E essencial nos argumentos para o problema parabdlico (Segoes 4.4 e 4.5) que autofungoes
principais de (FQ@,) sejam limitadas. Parece ser dificil aplicar a iteracdo de Moser ao
problema (EQ),), como feito na se¢ao 3.1. Vamos seguir outra abordagem , utilizando um
resultado de regularidade em [101] e o Lema 5.1 de [83].

Proposicao 4.1 Toda autofungao principal associada a py(N) € limitada

Prova: Suponha que 1 é uma autofungao associada ao autovalor p;(A). Segue do Lema
2.1 de [101] que ¥ € L*(Q2) N L*(0N) para todo 1 < s < oo, pois de (Hy) — (Hz) temos

que os coeficientes =V + Am + py(A) € L7(Q2) com r > —, sendo r = min{ry,r}, e de
p

(Hs3) temos que Ao + p11(N) € L>(09).

Vamos mostrar que ¢ € L*(Q). Sejam ¢y = (¢ — k)T, sendo (¢ — k)" (z) :=
max{¢(x) — k,0} para quase todo = € Q, e Ay = {s € UY(xr) > k} para k > 0.
Tomando ¢ = ¥, em (4.1), temos

/!Vz/JPDQqu Vi + /V(x)w“wk = A {/m(w)wpliﬂk + /aQ U(x)wplzpkl
+ua(A) L/i¢p1¢%-+ ¢W1¢%]. (4.5)
o0
Como

[ - /Akw k= /Akw P - k) < / -k = [,
de (4.5) temos

el = [ 190+ [
< / Vil + / T
< /(V_ +AdmT + (N + 1)(x)wp_1¢k +/ ()\0+;L1()\))(a:)¢p_1wk
o0
< IV 4wt 4 ) + e / i,
A + () 2oy / i,
o0

< o ( [orto w—wk) (4.6)

o0

sendo Cy = [V~ +Am™b + 1 (A) + 1| o) + | A0t + 11 (N) || o= (902). Por outro lado, escolha
s suficientemente grande tal que ¥?~! € L¥(Q) N L*(99Q) e

1 1 1
< - = —, 4.7
s(p—1) p p* (4.7)
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com p* = NN—ZD. Pela desigualdade de Holder em (4.6) temos

[elyis) < Ch (HWH L@ 1l Lo gy + 1907 Lo oy l190n Ls’(aﬂ)>
< G (1 @ + Callw esom) (Il + el )
Cr (0" ey + Coll¥" oo 77 |l wi),
pois
1 1 1 1
s/ p P 75l 11
(/ %) < (/ Wﬁ) Al ) < il | AR
A
($

1 1
l

(Ak|wk| /zwk) < (Aklwm);mk” (
() s (i

1
< 2 Ynllwre) Arl

\\H

N

=

bS]

Assim

||¢kHW1p(Q (Cl (dep ! Ls BQ) )p ! ‘Ak|P 1<L’ %)

Le(@) + Cal |7

Portanto,

/¢k<(/Ak¢’,§*>£|Ak|w ;

de modo que, por (4.7) e pelo Lema 5.1 do Capitulo 2 em [83], temos ¢ € L>®(1). O

1 L+ 11
C*||/I7z}k||lep(Q)|Ak;|(p*)/ < C4|Akj| (p* )/+P S(P 1)

Proposicao 4.2 A funcdao p; : R — R tem as propriedades sequintes:
1. py € concava.
2. uy € continua.

3. A fungio R 2 X\ — @) € WHP(Q) € continua, sendo oy € M autofuncdo principal
associada ao autovalor principal py ().

[ m@e+ [ s, (18)

sendo @y € M autofuncgdo principal associado ao autovalor principal pi(X). Além

4. 1 € diferenciavel e

disso, py € uma funcgdo continua.
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5. Se mt £ 0 (respectivamente, m~ % 0) entao hm p1(A) = —oo (respectivamente,
+

lim py(A) = —00).
A——00

6. sup p () = a(V,m, o), sendo
AR

a(V,m, o) ::inf{/|Vu|p—l—/V(x)|u|p;u € M,/m(w)|u|p+/m o (z)ulf = 0}.

Prova: A prova dos itens 1 até 5 é similar a prova dos itens correspondentes na Proposicao

3.2 e sera omitida. Para provar o ultimo item, notemos primeiro que para todo u € M

tal que /m(a:)|u|p —i—/ o(z)ul’ = 0 temos
G)

V< [1vars [volr-a| [m@i+ [ @] = [190+ [ Vo

para todo A € R, o que implica

pi(A) < a(V,m,o) paratodo A € R. (4.9)
Como m muda de sinal por (Hz) temos que i é limitada superiormente. Logo sup p1(A) =
AR
p1(Ao) para algum Ao com 0 = pf(Ng) = {/m ), / a(x)apf{o]. Assim

a(V.m, o) < / Vol + / V(a)eh,

= / Vor|” + / V(2)e}, = do { / m(z)}, + Aﬂa<x>@§o]

= (Ao).
O
Consideremos o seguinte problema de autovalores
—Ayu+ V( NuP~2u = Am(x)|[ulP"?u  em €, (4.10)
|VulP~ 2 = Mo(x)|ulP?u sobre 0f. '
Lema 4.1 u1(\) =0 se, e somente se, A é um autovalor principal de (4.10).
Prova: E similar & prova do Lema 3.2. O

Lema 4.2 (4.10) possui autovalor principal se, e somente se, a(V,m) > 0. Mais

precisamente
1. Se a(V,m,0) > 0 entao (4.10) admite dois autovalores principais.

2. Se a(V,m,0) =0 entio (4.10) tem um unico autovalor principal.
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Prova: E similar & prova do Lema 3.3. O

Recordemos que ¢y € M é autofuncao associada a p;1(0) e satisfaz

—Apu+ V(@) a2 = (Ol em Q,

(4.11)
|Vul|P~ 28u = 11 (0)|ulP?u sobre 0S).

Como em [67] podemos especificar a existéncia do autovalor principal positivo or negativo
de (4.10) de acordo com o sinal de autovalor principal p;(0). Quando p1(0) < 0 a gente

precisa do Lema 4.2. Assim temos os resultados seguintes:

Teorema 4.2 Suponha (Hy) — (Hs). Se p1(0) > 0 entao (4.10) possui dois autovalores

principais, um positivo e o outro neqgativo.

Prova: Pela Proposicao 4.2 existem A\] < 0 < A] tais que p1(\]) = p1(A\]) = 0 de forma

que o Lema 3.2 garante que A\] e A\] sdo autovalores principais de (4.10). O

Teorema 4.3 Suponha Suponha (Hy) — (Hs). Se u1(0) = 0 e pg € M a autofun¢ao

principal de (4.11) entdo 0 € um autovalor principal de (4.10) e tem-se:

1. Se /m(x)gog +/ o(x)eh =0 entao 0 € o Unico autovalor principal de (4.10).
o0

2. Se /m(x)tpg —i—/ o(z)ph < 0 entdo existe outro autovalor principal de (4.10), o
o9

qual € positivo,

3. Se /m(x)tpg —i—/ o(z)py > 0 entdo existe outro autovalor principal de (4.10), o
o9

qual é negativo.
Prova: E similar & prova do item 2 do Teorema 3.3. a

Teorema 4.4 Suponha (Hy) — (Hs). Se p1(0) < 0 temos os sequintes casos:

1. Se /m(x)wg +/ o(z)py =0 entao ndo existe autovalor principal de (4.10).
o0

2. Se /m(m)gp’é +/ o(z)phy < 0 e a(V,m,0) > 0 entio existem dois autovalores
onN

principais de (4.10), os quais sao positivos,

3. Se /m(x)tpg +/ o(z)eh < 0 e a(V,m,0) = 0 entio existe um iunico autovalor
(

o)
principal de (4.10), o qual € positivo,

4. 8 /m x)gh + / o(z)phy > 0 e a(V,m,0) > 0 entio existem dois autovalores

principais de (4.10), os quais sao negativos,

5. Se /m )y + / o(z)eh >0 e a(V,m,0) = 0 entio existe um inico autovalor
principal de (4.10), o qual € negativo.
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Prova: A parte da existéncia é consequéncia do Lema 4.2. O sinal é consequéncia da
Proposicao 4.2. a
Os resultados obtidos nos Teoremas 4.2, 4.3 e 4.4, com auxilio da Proposicao 4.2, sao

descritos nas seguintes figuras:

/;
=
<
A

=

= / hl\ g (W)

Figura 4.2: 11(0) = 0 e /m(w)cpg +

/8 ola)d =0,

% L
v \/
Figura 4.3: 11(0) = 0 e /m(:v)npg + Figura 4.4: 11(0) = 0 e /m(x)wg -

/ o(x)gg < 0. / a(x)ey > 0.
20 20

4.2 Subsolucoes, supersolucoes e solucoes do

problema estacionario

O problema estacionério de (Q,,) é o problema eliptico
—Apu+ V(@) |ulP2u = Im(z)uP"2u — p(A\)|u|*?u  em Q,

0
\Vu\p’2a—u = Ao (z)|ulP72u — p(\)|[u]”272u  sobre Of).
v
Consideremos o espago de Banach reflexivo e separdvel V := W1P(Q) N L% () N L2 (09),
com a norma ||ully = ||ullwre)+[|ul|La @) + ||u]| Le @0y para todo u € V (veja Proposicao

5.1 de [93)).

<
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% L
= Y B TN .
o R A
()
' ()
v \/
Figura 4.5: 11(0) < 0 e /m(:c)gog + Figura 4.6: 1,1(0) < 0, /m(:c)gog +
/ o(z)ph = 0. / o(z)eh <0eaV,m,o) > 0.
o9 o0
A
%
()
\
Figura 4.7: 11(0) < 0 e /m(m)gp‘g + Figura 4.8: p1(0) < 0, /m(z)tpg +
/ o(x)eh <0ealV,m,o)=0. / o(z)eh > 0ea(V,m,o) > 0.
20 o0

Figura 4.9: p1(0) < 0, /m(m)gpg +

/ o(x)eh >0ealV,m,o)=0.

o9

Defini¢ao 4.1 Uma func¢ao & € V é uma subsolugao fraca do problema (Q) se

/ Va[2Va - Ve + / V()|aP-2ag — A [ / m(z)|al2a0 + /8 )
~o) [ a0 = o) | [apa

a<x>|a|p—2a¢] <
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para todo ¢ € V.

Definicao 4.2 Uma funcao E €V é uma supersolucao fraca do problema (Q) se
135 Vo [V@Erho- x| [m@ir-2Go+ [ a5 >
o0
A Bl=2534 — o(\ Dla2—24
) [ 1250 - o0 [ 1p2as
para todo ¢ € V.

Defini¢ao 4.3 Uma fun¢ao u, € V é uma solugao fraca do problema (Q) se

/|Vu*|”_2Vu* Vo + /V(m)|u*|p_2u*gb —A [/ m(x)|u*|p_2u*gz5+/ a(x)|u*|p_2u*¢] =
o0

0 [ [ o [t

Notemos que & = 0 é uma solugao fraca do problema () e assim é uma subsolucao fraca

para todo ¢ € V.

do problema (). Denotemos por ¢, a autofungao principal associada ao autovalor j1(\)

e notemos que 0 < inf @y = inf @, () < () < sup a(z) = sup py para todo z € .
zefd zeQ
As proposicoes que seguem fornecem condigoes para existéncia de subsolucao,

supersolugao ou solugdo nao-negativas para o problema (Q).

Proposicao 4.3 Se o problema (Q) admite para A > 0 uma solu¢ao fraca u, nao-negativa
e nao-trivial entao puy () < 0.

Prova: Suponha que u, é uma solucao fraca nao-negativa e nao-trivial do problema (Q).

Entao
Jivwr s [vian x| [meus [ o] =0 | furr [ ]
o0 o0
e tomando u = e + temos que / uf + / u? = 1. Assim
P o

(e gy + eI o)

/ Vulr + / V() — A [ / m(z)u? + /8 Qa(:c)up}
oo [fors [

el 7o) + ||u*HLp<am

O

p(N) sup py ’ sup @y

g = min{q1, g2} entdao epy é uma subsolu¢ao do problema (Q).

Proposigao 4.4 Se A >0, ;13(A\) <0 e0 <e< min{(‘“l(/\)>‘”’ 1 ;}, sendo



104

Prova: Seja ¢ € V com ¢(x) > 0 para quase todo z € Q. Temos:
/|V(€%)|P—2v(€%) Vo + /(V — xm)(x)(epr)P 1 — /\/ o(z)(epr)" "¢
o9
= ) [y o+ m) [ (oo

"
< —pWesp e [(epnr o = o e [ (oo
< =) [y 0o [ (e o

= =) [t o= o) [ (eea)rio

< = flenm o= o) [ (o)

O

Proposigao 4.5 Suponha (H,) — (Hs). Entao toda constante C > 1 e C >
<||)‘m++V7||L°°(Q)+||)‘U+”L°°(89)

p(N)
(@)

Prova: Seja ¢ € V com ¢(x) > 0 para quase todo x € . Entio
o) [ €m0 = oy [

[t Vg

> o [mi@or [V

> [m@o- [V

q—p
) , sendo ¢ = min{qy, g2} € uma supersolug¢ao do problema

WV

o [ cmro = o [ o

> / R P—
o0
g

> A [ ot
> A/ma(m.

As estimativas anteriores implicam que C' é uma supersolu¢ao do problema (Q). O

Observagao 4.2 Se consideramos C' = sup wy na Proposicao anterior temos ep, < C.

Proposicao 4.6 Eriste uma tinica solugio u, > 0 em Q para X > 0 do problem (Q) se,
e somente se, ji1(A) < 0.

Prova: Sendo a prova similar a prova da Proposicao 3.6, serd omitida. a
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4.3 Um problema parabdlico auxiliar

Para provar o Teorema 4.5 vamos combinar teoria de operadores monoétonos e iteracoes

mondtonas. Com esse objetivo vamos considerar o problema parabdlico auxiliar

= Apu+ V(@) plult 20 = f(z,t) em Qx(0,T),

IW|”‘22—U + W(@)|ulP?u+ plu|®u = g(z,t) sobre 92 x (0,T), (4.12)
v

u(0) =17y em .

~ N
com fungao potencial 0 < V € L"(Q2), r > —, p > 0 constante e 0 < W € L>*(092). O
p

operador A : V — V* associado ao problema auxiliar (4.12) é definido por
) = [ 19up 290 Vo [Vl 2u+ [ Wil 2 +
89

p/ || 2w + p/ |u| 22y (4.13)
para cada u,v € V. O operador A é limitado, continuo e monétono. (Veja 3.3)

Definigao 4.4 Uma fungio v € WP(0,T;WP(Q)) N L>(0,T; L=(Q)) é uma solu¢io
fraca do problema (4.12) se u(0) = vy e satisfaz

00+ (Aulo).0) = [ o+ [ gt
para todo v € V e quase todo t € (0,T).

A existéncia de solugao tnica de (4.12) é obtida no préximo resultado

Lema 4.3 Sewvy € L>(QY), f € L>®(0,T;L>(2)) eg € L>(0,T; L>(02)) entio problema

(4.12) tem uma unica solugao fraca.

Para demonstrar esse lema introduzimos os seguintes operadores truncamento: Para cada

keNewue L'(Q), definimos

kot se u(z) > k,
Tr(u)(r) = o |u(x)|22u(z) se |u(z)] < k, (4.14)
—kn—l se u(z) < —k,

para quase todo x € ). Notemos que T} tem as propriedades seguintes
1. Tx(0) = 0.
2. |Ti(u)(z)] < k21 em particular Ty (u) € L>®(Q).

3. (Tx(u) — Ti(v)) (u — v) = 0 para todo u,v € L*(Q).
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Similarmente, para cada k € N e u € L*(992) definimos

ka1 se u(x) >k,
Su(w)(2) = { Ju(@)|#-2u(z) s fu(z)] < F, (415)
—kel se u(z) < —k,

para quase todo x € 9€2. Notemos que Sj tem as propriedades seguintes
1. Sk(0) =
2. |Sk(u)(z)] < k271 ou seja Sy(u) € L>(09).
3. (Sk(u) — Sk(v)) (u — v) = 0 para todo u,v € L*(99Q).

Agora, vamos considerar o operador Ay : WHP(Q) — WhP(Q)* definido por

(Axu, v) ::/|Vu|p_2vu'vv+/‘7(93)|U|p_2uv+/ W ()| uP~?uv +
B

p/Tk(u)U +p [ Sk(u)v  (4.16)

o0
para cada u,v € W1?(Q). Procedendo como na Segao 3.3 pode-se mostrar que o operador

Ay é continuo, mondtono e satisfaz
lAllwis@y < (14 1V @ (€ + W ooy (C) Nl g +
Pk 2|7 + pk®lC, (4.17)

para todo u € W'P(Q), sendo C; > 0 uma constante tal que || - |10 < Cif -
|wir@). Além disso, o operador A, induz um operador limitado e mondtono A,
LP(0, T; W'P(Q)) — LP(0,T; W'(Q)*) definido por

(Apu)(t) = Agu(t). (4.18)
De fato, por (4.17),

: b N
([ 14nnrat)” < ([ Chtd + oroi0 5 precrf)
0 0

1
) C</ Hu()H%i@dt)*pkql QP T+ ok VT

1 1 1
= CHUHLP(OT WLe(9)) + pk‘ql_1|Q’P’Tp’ + pk‘qQ_lclTp’7

1
7

donde A;, é limitado. A monotonicidade é uma consequéncia direta da monotonicidade
do operador Ay.

Consideremos o problema truncado associado a (4.12), dado por
u — Apu+ V(@) ulp2u+ pTi(u) = f(z,t) em Q x (0,7),
|Vu|p_2% + W (2)|ulP?u + pSp(u) = g(z,t) sobre IQ x (0,T), (4.19)
u(0) =1y em (.
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Definigao 4.5 Uma funcio u € WP(0,T; WHP(Q)) tal que u(0) = vy se diz que é uma

solugao fraca do problema (4.19) se satisfaz

(i 6), ) + (Aat).0) = [ 1 v+Lﬂtm

para todo v € WHP(Q) e quase todo t € (0,T).

Prova do Lema 4.3: Vamos dividir a prova em trés passos.
Passo 1: Unicidade. Para mostrar a unicidade, suponhamos que u e & sao duas solucoes

fracas do problema (4.12). Entao

(/' (t) —a'(t)),v) + / (|Vu(t) P> Vu(t) — |[Va(t) [P->Va(t)) - Vo +
/ V() (lu)P~2ult) — [@@)P2a@) v+ | W(z) (lu)P~2ult) — [a)P-2a) v +

o0N

p [ (e =2u) - @ 2a0) v+ o (a2l - [a0)= ) e =o,

o0

para todo v € WP(Q) e para quase todo ¢t € (0,7). Tomando v = u(t) — u(t), pela

monotonicidade do operador Ay e a equagao anterior, temos
(W' (t) —a'(t),u(t) —a(t)) <0.

Por integragao por partes (Teorema 1.5) obtemos

2dt/|u —u(t)]* <0,

e assim integrando sobre (0,t) para t € (0,7), temos

/\u(t)—u /]u —u(0)]* =0.

uma nova integragao sobre (0,7") produz

Ju — UHLQOTLQ(Q //|U —u(t)|” <0,

Passo 2: Existéncia de solugao fraca de (4.14).

ou seja, u = u.

A prova da existéncia de solugao fraca do problema (4.19) serd obtida pelo método
de Faedo-Galerkin. De fato, seja {1;} suma base de Marcusevi¢ do espago W'?(Q) (ver
Lema 4 de [21]) a qual é ortogonal em L*(Q2). Como vy € L*(Q) e span{t);} é denso em

L*(Q) existe uma sequéncia (3;) em R tal que

= Z B — vy em L*(Q), quando n — +o0. (4.20)
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Consideremos .
=3 by (4.21)
i=1
sendo Yip, - - -, Yan Solucao do sistema nao-linear de equagoes diferenciais ordinarias
(
/ L(v + (Agun(t) /f v+/ (t)v
i)
v € span{tn, -+, Pn} (4.22)
\ i=1
Tomando v = 9, para j = 1,...,n, e usando o fato que o conjunto {t1,---,4,} é

ortogonal em L?(£2) vemos que o sistema (4.22) é equivalente ao problema de Cauchy

{%@(t) = Fu(t, m(t) = Fa(3a (1)) + Ga(?) (4.23)

Y (0) = (B1, -+, Bn)

sendo:

nlt) = (mt) (/ w%)é,m 0 (| wzf) , (124)
) = (mw (/ w%)é o w)) Fu : R* - R dado por Fy(z) =

Y; .
(Fin(z), -+, Fon(2)) € Fip(x) := <Ak2xz T J 1>paratod0,]:1,...,71
= (Jed)? (J49)”

etodo x = (x1,--- ,x,) €ER" e

__ U1 (. VY Pn,
mor (/ O G g e wz)é) |

Como o operador A, é continuo, F,, é continua e G,, é mensuravel, pelo Teorema 1 de [66]

N

o problema de Cauchy (4.23) possui uma solugao v, € AC([0,t,]; R") para algum t,, > 0.
Tomando v = u,(t) em (4.22), por (4.13) temos

/“Z(t)un@)+/IWn(t)lp+/‘7(w)lun(t)lp+/ W(w)lun(t)l”+p/Tk(un(t))un(t)
+p /@ . Sk (un(t / F () (t / g(t)u,(t). (4.25)

Pela desigualdade de Young,

[ 10w < [l < [luop] [0
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e combinando as desigualdades de Young e Holder com o Lema 2.2 obtemos

[ stnto] < [ lgt0lunto
< 3/ wmf+s [ la0F
3 [ 1wnr 5 [lw@rg [ P
<5(/ |wn<>|p>;|ﬂ|<%l>/+i' w®F +5 [ la(oF
< 5 [Ivur+ SFier+ 5 [lwor [ o

sendo C(1) a constante em (1.10) para £ e € = 1.

N

As estimativas anteriores permitem obter de (4.25) a desigualdade

1+A’
3 [l + 5 [ 19ur < 55 [lunor+ 5 [ 1ror+ S+

3] laF. (420)

Pelo Lema de Gronwall,

[t <] [+ [ [isopass [ cwigis+ [ [ s

(4.27)
Vt € [0, 7], que implica a estimativa

[t <= 0r [ [+ [ [iswpa+caier+ [ [ jgoral
(4.28)

Wt € [0, T]. Notemos que / un () = 5" (in()) / V2 = ()2 (veja (4.24)), assim
i=1

por (4.28) v, (ou u,,) estd definido globalmente sobre [0, T']. Além disso, integrando (4.26)
sobre (0,7) com t € (0,77, temos

5 [ lF =5 [lwoF+5 | ' [ wutpar < 5= | ) [ m(opa
vy [ [iroras g [ [ o

Combinando com as desigualdades anteriores (4.28) obtemos a estimativa

/OT/|Vun(t)|pdt < /|un(0)|2+(1—|—A’/ /|un |dt+/ /If )[2dt +

T
cQIT + / 9(0) 2t
0 o0
< O, (4.29)
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sendo

T T

Cr = (14 (1 + 4)e+7T) [/|un(0)|2+/ [1s0pa+cojar+ [ |g(t)]2dt] |
0 o Joa

Além disso, de (4.28), (4.29) e Observagao 15 de [23](p. 286)

u, ¢ uma sequéncia limitada em L?(0,T; WP (Q)),

u,(T) é uma sequéncia limitada em L?(2),

e como o operador A, : LP(0,T;W'?(Q)) — LF(0,T; W?(Q)*), dado por (4.18), é

limitado, temos que

e 7’ A . . . /

Agu, é uma sequéncia limitada em L¥ (0, T; WHP(Q)*).
Portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, obtemos

u, —u em LP(0,T;W'P(Q)), quando n — +o0 ,
un(T) = ¢ em L*(Q), quando n — +o0 ,
Apu, — x em LP(0,T; W(Q)*),  quando n — +0o .

Agora vamos mostrar que u ¢ uma solugao fraca do problema (4.19). Seja ¢ € C*([0, 1)
e v e WHP(Q), entao existe v, € span{ty, - ,1,} tal que

v, — v em W'(Q), quando n — +oo0 . (4.30)

Por integragao por partes (Teorema 1.5) temos que

[ uamyerye, = [0, - | ' [t + | ' [mowon,

e, por (4.22),
[w@pmn - [uwowom= [ [ sowuon [ [ govon
- [ An@w0u+ [ [ @

Assim, passando ao limite quando n — 400, obtemos

e~ [uwon= [ [ s+ [ [ st

[+ [ fuowon @

para todo ¢ € C*([0,T]) e v € WP(Q). Um caso particular de (4.31) é

/OT (/f(t)v + /mg(t)v - (X(t),v>) W(t) = — /OT </ u(t)v) V(1) (4.32)
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para todo ¢ € C>((0,7)) e v € WP(Q). Entao por Teorema 1.4 (ou Proposigao 23.20

de [111]) a equagao (4.32) nos garante que a derivada generalizada ' existe e
W =f+g—x em LF(0,T; WH(Q)*), (4.33)

ou seja, u € WP(0, T; WHP(Q)). Por outro lado, para v € WHP(Q) e ¢ € C*([0,T]), por
integragao por partes (Teorema 1.5) com u, v € WP?(0,T; W'P(Q)), temos

[ o= [uouon - [ ' [t + [ ) [uwo

Logo, por (4.31) e (4.33) temos que

Jumu@ye - [uopwow= [ [uwvoe (4.34)

para todo v € C([0,T]) e v € WP(Q). Escolhendo ¢ € C*([0,T1]) tal que ¥(0) =1 e
Y(T) = 0 em (4.34) obtemos /(u(O) — vg)v = 0 para todo v € W'P(Q), em particular
para todo v € C2°(£2), que implica que

u(0) = vy. (4.35)

Similarmente, escolhendo ¢ € C*°([0,77]) tal que (0) =0 e )(T) = 1 em (4.34) obtemos
/(u(T) — &)v =0 para todo v € W?(Q), o que implica

u(T) = €. (4.36)

Resta mostrar que y = Azu. Notemos que por (4.22), (4.35), (4.36) e (4.33)

lim sup /O T(A“kun(t),un(t» = lim OT ( / f(t)un(t) + /8 Qg(f)un@)) -
imint [ w00
_ /OT/f(t)u(t)+/oT/an(t)u<t>—
imint (5 [l =5 [ n0F)
_ /T/ftut+/T/8Q9(t)u<t)+%/|7}0’2_
g tmint | on(T
[ [ s + / | sttty +5 [ -
5 [ )P

- / (), u(®)), (4.37)

0

N
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Jm [ @00) = [ oo), oe o nwi@) @
nEToo i (jkv(t),un(t)—v(t)>:/0 (Av(t), u(t) —v(t)), Yo e LP(0,T; W"P(Q)). (4.39)

Assim (4.37), (4.38), (4.39) e a monotonicidade do operador A;, implicam que

0 < limsup /0 (Agtn (t) — Ago(t), un(t) — v(t))

= [t - Aoty ut) ~ (o), (4:40)

para todo v € LP(0,T;W'(Q)). Logo escolhendo v = u — 6w em (4.40) para
w € LP(0, T; WHP(Q2)) e § > 0 temos

0 < [ )= Al w0, 0010)
< 0 [ o) - Autu = w0
e como B é positivo, temos
0 < [ )~ At - o000
Fazendo 6 — 0" obtemos
0 < [t - Ao, )

para todo w € LP(0,T; WP(Q)). Portanto, y = Ay e assim u é uma solucao fraca do

problema (4.19), ou seja,

(0,0 + (Awa®)0) = [ 10 —/ (t)o = 0

para todo v € WP(Q) e quase todo t € (0,T).

Passo 3: u € L*(0,7T; L>(12)) para k suficientemente grande e é solugao fraca de (4.12).
Seja w(t) = e tu(t), entao u(t) = e'w(t) e v/ (t) = e'w'(t) + e'w(t), e assim

(e"w'(t) + e'w(t), v) + (Are'w(t) /f v—/m tHhv=20

para todo v € W1P(Q) e quase todo t € (0,7, ou seja,

(w'(t),v>+/w(t)v+e HAge'w(t),v) —e” /f v—e t/{m (Hhv=0  (4.41)
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para todo v € WP(Q) e quase todo t € (0,T).

1 1
oo . (e o) ﬁ o0 . o0 qu
Sein M > max{HvOHLoo(Q),(HfHL (0T;L (Q))) T ,(||9||L (0.T3L (an))) 2 } o fixe
p p

k> M. Tomando v = (w(t) — M)* em (4.41) temos

(W' (t), v) + / w(t)v + @2 / IVw(t)P-2Vw(t) - Vo + ¢¢—2) / V() w(®) [P~ 2w(t) +

elP=2) ) w(®) [P 2w(t)v et w(etw(t))v et L(etw(t))v —
[ W@+ /T( )0+ p /695( ®))

e’ / fltv—e /mg(t)v =0

Notemos que se w(t)(xz) > M entao e'w(t)(xz) > M e assim

kol > po—t se e'w(t)(x) > k,
Ti(e'w(t))(z) = (4.42)
(lw(t)(z))~ !t > M1 se M < e'w(t)(x) < k.

Logo

/ (PTilcw(t) — [)v > / (PMP L = || fll oz (w(t) — M)* >0
{w(t)>M} {w(t)>M}

e similarmente

[ eseu) - g®)oz [ (oM gl ny) (0= > 0.
{w(t)>M} {w(t)>M}

Portanto,

<w’(t), (w(t) — M)+) <0

¢ integrando sobre (0,t) para t € (0,7), pelo Teorema 1.6 (ou exemplo 2.148 de [32])

[(w(t) = M)*]P < [ |(w(0) — |(vo — =0
/ oo |

que implica que w(t)(z) < M para quase todo = € 2.

Similarmente tomando v = —(w(t) + M)~ em (4.41) temos que —M < w(t)(z) para
quase todo z € Q. Portanto |u(t)(z)] < Me' < Me® para todo t € (0,7) e
quase todo x € €. Assim escolhendo ky > Me® temos que |u(t)(x)] < k para
todo k > ko, ou seja Tp(u(t))(z) = |u(t)(z)|" 2u(t)(x) para quase todo x € Q e
Sk(u(t))(z) = |u(t)(z)|®22u(t)(xz) para quase todo x € I para quase todo t € (0,7

para todo k > ky. Portanto, u é uma solugao fraca de (4.12).

temos

Lema 4.4 Sejam uy,uy € WP(0,T; WHP(Q)) N L>(0,T; L>=(Q)), satisfazendo

(v (1), v) + (Au (1), v) < (us(t), v) + (Aua(t), ) (4.43)

para todo 0 < v € W'P(Q) e quase todo t € (0,T). Se ui(0) < uz(0) em Q entdo u; < uy
em 2 x (0,7T).
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Prova: Tomando v = (uy(t) — uz(t))™ > 0 em (4.43) temos

(i (1) = un(t), (ur () — ua(t)) ") + (Aua () — Aug(t), (ua(t) — ua(t))") <0

Logo pela monotonicidade do operador A obtemos
(uy(t) — uy(t), (wi(t) — u2(t))™) <O. (4.44)

Integrando (4.44) sobre (0, ) conseguimos

/0 (1 () — uy(s), (un(s) — ua(s))*)els < O

e, pelo Teorema 1.6 (ou exemplo 2.148 de [32]),

%/‘(ul(t) - u2(t))+‘2 < %/ ’(Ul(O) — UQ(O))JF}Q =0.

Ou seja, (u1(t) — ug(t))™(x) = 0 para quase todo z em €2, ou equivalentemente,
uy(t)(z) < ug(t)(z) para quase todo x € Q e quase todo t € (0,7). O

4.4 Existéncia de solucao local e global no tempo do

problema parabdlico (Q,,)

Para cada 0 < T' < 400 consideremos o problema local no tempo

— A+ V(@) = Am(@)|ulr 2 — p(N|u|" 2 em Q2 x (0,T),

(Quo)” |VulP~ 22 = Ao(x)|[uP"2u — p(\)|u|2 2y sobre 9Q x (0,T),

v
u(0) = uy em €,
associado ao problema (Q,,). Relembremos que V := WHP(Q)N L™ (Q) N L2(09Q) , o qual

é denso no espaco L*().

Definigao 4.6 Uma solugao fraca local (respect. global) do problema (Q.,) € uma fun¢ao
uw e WP(0,T;V) (respect. uw € WP (0,+00;V)) satisfazendo u(0) = ug e

loc

(W) + [ IVuP V) Vo [ Vil ute -

)\{ [ m@uer-2uwe + / o)) ult }
[/‘u ()] 2 v+/\u ()™= u(t ]

para todo v € V e para quase todo t € (0,T) (respect. t € (0,+00)), para cada
0<T < +o0.
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Definigao 4.7 Uma subsolugdo fraca local (respect. global) do problema (Q.,) € uma
fungao o € WP(0,T;V) (respect. o € W} (0, +00; V) satisfazendo «(0) < ug e

loc

(@ (t),v) + / Va(t)P2Val(t) - Vo + / @)la(t)P2a(ty <

A{ / m(@)|a(t)Pa(t)o + / o(@)a(BF ol ]
[/Ia ()2 H/ ()] 20 t)v],

para todov € V, com v > 0 e para quase todo t € (0,T) (respect. t € (0,+00)), para cada
0<T < +o0.

Definigao 4.8 Uma supersolugdo fraca local (respect. global) do problema (Qu,) ¢ uma
fungao p € WP(0,T;V) (respect. € WP _(0,400;V) satisfazendo 5(0) < ug e

@00+ [ [B0P980) - o+ [VE@lsor s >

/\[ [ m@iaersae+ | o@iaorse }
UW )1 =28(1) v+/ Ju(t)] 25”]’

para todov € V, com v > 0 e para quase todo t € (0,T) (respect. t € (0,+00)), para cada
0<T < +o0.

Teorema 4.5 Suponha que (Hy) — (H3) sejam wvdlidas e que existam uma subsolu¢do
nao-negativa oy e uma supersolugdao limitada By do problema (Qu,)" tal que g < Py em

Q x (0,T). Entao existem solugoes ul. ewul  do problema (Qy,)T, tal que

oo <ul, <u<ul,, <Bo em Qx(0,7T) (4.45)
para qualquer solugdo u do problema (Q.,)" que satisfaz cy < u < By em Q x (0,7T).

Observagao 4.3 Se a,3 € W' (Q) e a(z) < B(z) para quase todo x € ) entio
v(a)(z) < v(B)(x) para quase todo x € 0N, sendo v o operador trago sobre 0N2. De
fato, como (a— B)*(z) = 0 para quase todo x € Q e y((a—F)") = (y(a— B))T (equagao
(2.49) do Teorema 2.8. de [40]) obtemos (y(ov — 5))*(x) = 0 para quase todo x € OS) e
isso € equivalente a y(a— f)(x) < 0 para quase todo x € 0N2. Portanto, o resultado seque

da linearidade de 7.

Prova:

I.- Construgcao das Sequéncias Mondétonas. Como «g é uma subsolucao do
problema (Q,,)” temos ag(0) < ug. Pelo Teorema 2.10 de [68] existe uma sequéncia

{¢n} de fungoes simples tal que 0 < @1 < -+ < ¢, < -+ < g — ap(0) em Q. Logo
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tomando g, == ap(0) + ¢, € L®(2) temos que ag,(r) — up(x) para quase todo
reQe
ap(0) <ap1 < <app, <~ <y emQ, Vn > 1 (4.46)

Similarmente, como 3, é uma supersolugao do problema (Q,,)? temos 60(0) > g
e existe uma sequencia {¢n} de funcoes simples tal que 0 < ¢1 < - qﬁn <

< Bo(0) — up em . Logo tomando By, := [o(0) — dn € L(Q) temos que
50,n(95) — up(z) para quase todo z € ) e

Bo(0) = Bo1 == Pon=---=u em€, Vn>1 (4.47)

Consideremos em (4.12) V := V* 4+ Am~ € L'(Q), sendo r = min{ry, 7},
W= Ao~ € LX(09), p = p(N), filt)(z) = (AmT(z) + V™ (2))(ao(t)(2))P"" e
fAl( t)(z) == (dm™(x) + V= (2))(Bo(t)(x))P~! para quase todo z € Q e quase todo t €
(0,7), e g1(t)(x) := (Ao () (ao(t) (x))"~" € Ga(t)(x) := (Ao™ () (Bo(t)(x))"~" para
quase todo x € 9% e quase todo t € (0,7). Notemos que fi, f1 € L>(0,T; L>(Q))
e g1,q1 € L*(0,T; L>*(09)) de modo que, pelo Lema 4.3, existem «; e (31 solugoes

fracas dos problemas

(1) — Apag + ‘7(95)\041|p_2041 + p(N) a1 |72y = fi(z,t)  em Q x (0,T),

9,
Vaq|P~ 2% + W (z)|ar[P 2oy 4+ p(N) |12 %y = gi(z,t) sobre 9 x (0,T),
Oé1(0> = 060’1 em Q,

(B1) — D81 + V()| BiP281 + p(N)|Bi|9 26, = filz,t)  em Q x (0,T),
VB P2 W @B + oGP = Gl t) sobre 902 x (0,7),

51(0) = 50,1 em (),
respectivamente. Logo, (4.46), (4.47) e o Lema 4.4 garantem
OSag<ar <A <fy emQx(0,7),
e pela Observagao 4.3,

0 < v(a) < v(an) <v(B1) < v(Bo) em 9L x (0, 7).

Assim  definimos iterativamente as sequéncias f,(t)(z) = (AmT(x) +
V(@) (a1 (@)™ e fult)(@) = (@) + V7 (2))(Baa (8) (2)P~" para quase
todo z € Q e quase todo t € (0,7), g.(t)(x) = (Aot (2))(a,_1(t)(x))P"! e
In(t)(x) := Ao (2))(Ba1(t)(x))P~! para quase todo x € 9N e quase todo t € (0,T).
Temos fn,]?n € L®(0,T;L®(Q)) € gn, gn € L=(0,T;L>*(00)) e assim, pelo Lema
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4.3, existem {ay,} e {B,} solugdes fracas dos problemas

() — Doy 4+ V(@) n P20, 4+ p(A) 0| % 200, = fr(z,t)  em Q x (0,7),

Oay,
IV, |P~2 80; + W () |an P2 + p(N)| |2 20, = gnlx,t) sobre 09 x (0,T),
a,(0) = app, em ().

(4.48)

(Ba)e = DpBo + V(@) BalP 280 + p(N)|Ba|" 28, = fula, )  em Q@ x (0,7),

9B - - .
V5l D W (@50l 26+ ()]0 %5 = G, #)  sobre 902 (0,7),

ﬂn<0) - 60,n em §).
(4.49)

respectivamente. Por (4.46), (4.47), Lema 4.4 e por induc@o obtemos

O<Sap<a < << <G < <A/ <Py emQx(0,7), Vo> 1.
(4.50)
Além disso,

0Sfi<h<  <fa<<fo< -<fi emQx(0,T),Vn>1, (4.51)
e, pela Observacgao 4.3,

0 < y(ag) <y(ar) < <lay) <--- <(Ba) <~ < (A1) <(Bo)  (4.52)
em 02 x (0,7), Yn > 1. Também temos

0<n <p< << <gp<--<g emINx(0,7),Vn>1. (4.53)

Portanto de (4.50) deduzimos que os limites

alz,t) = lim a,(t)(z) e P(x,t) :nl_iglooﬁn(t)(:c) (4.54)

n—-+oo

existem para quase todo (z,t) € Q x (0,T") e de (4.52)

3e.t) = lim 2(an®)@) o Gt = ln (G0)@)  (455)
existem para quase todo (z,t) € 9 x (0,T). Nao ¢ dificil ver que ap < @ < B < Bo

em  x (0,7) e v(og) < a<p< v(Bo) em 00 x (0,7). Pelo Teorema da

Convergéncia Dominada temos, quando n — 400,
an 20, B \y B em L(0,T:L°()), V1 < s < +00 (4.56)

Yan) A& (BN B em L0, T: L*(09)), V1 < 5 < +00 (4.57)
o 2 F Fo N\ f  em L*(0,T; L*(Q)), V1 < s < +00, (4.58)
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IT.-

sendo f(t)(x) = (Am*(z) + V= (z)(@B)(@)F" e f(B)(z) = (Am*(z) +
V() (B(t)(x))P~" para quase todo (z,t) € Q x (0,T). Note que f,f €
L>(0,T; L>(Q2)). Também temos

Gn /9 Gu G em L2(0,T5 L3(Q)), V1 < s < +o0, (4.59)
sendo g(x,t) = (Aﬁ(@)(é(x’t))l’*l e g(x,t) = (Aa*(m))(é(m,t})“l para quase
todo (z,t) € 0 x (0,T). Note que g,g € L>(0,T; L>(00)).

ae B sao solugoes fracas de (Q,,)”. Vamos mostrar que & é uma solugao fraca do
problema (Q,,)”; argumento semelhante se aplica a 3. De fato, tomando v = ay,(t)

na formulagao fraca do problema (4.48) temos

(@0 0n(®) + Aot on) = [ Fultlon)+ [ au(tion )

[ s+ [ swmo.
G
Integrando sobre (0,7"), obtemos

%/I%( ——/|a0n|2 /Aan( ( /</f )Bo(t) / ()ﬁo(t)>

e assim

s [ [1vaor <3 [+ [ ([ 5004 o)
5 [+ ([ 100+ _swn). oo

Entao existe uma subsequéncia da sequéncia {«,}, ainda denotada por {a,}, tal

que
(0, — @ em LP(0, T; W'?(Q)),

an(T) =& em L*(9),
Aa, =% em L7 (0, T; W2 (Q)*)

L, (0) = g S up  em L2(Q).

A primeira convergéncia implica que y(a,,) — (@) em LP(0,T; LP(0S2)) e essa
convergeéncia junto com (4.57) implica (&) = a.

Como na prova da existéncia do Lema 4.3 mostra-se que existe &/ = f+ g — X €
LP (0, T; W' (Q)*), a(0) = uq e £ = a(T). A prova de ¥ = Ad ¢ feito como segue.
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Notemos que

lim sup /0 (A (t), an(t))

n—-+oo

= imsw ([ [ Rt + / [ atvan- [ [ dvann)
- 1'13535 ([ [awmo+ [ [ oo+ [1aa0r -5 [lonnr)
= ([ [ ne0s / [ attant+ [l -
limint ([ lou(0)F)
- /OT/f<t>a<t>+/0T/mg<>~<> 5 [l = g mint ([ jan(m?)
< [ [swaws [ [ owac /w--/\a

- / (R0, (1), (4.61)

Também sao validas

i [ a0, 00) = [ 0000 (4.62)
Jdim [0, —o0) = [ Aow.am -on) e

para todo v € LP(0, T; WhP(Q)).
Os limites superiores nas relacoes acima e a monotonicidade do operador A implicam

0 < limsup /0 (A (t) — Av(t), o (t) — v(t))

n—-+oo

< /0 () — Av(t), @(t) — v(t)), (4.64)

para todo v € LP(0,T;W'P(Q2)). Logo, escolhendo v = & — fw em (4.64) para
w € LP(0, T; WHP(Q)) e 6 > 0 temos

0 < / (1) — A@ — gw)(1), 6u(t))
< ¢ / () — A(@ — 0w)(#), w(t))

e como # é positivo temos

0 < / (%) — A@ — 0w)(t), w(t)).



120

Fazendo § — 01 obtemos

para todo w € LP(0,T; WHP(Q2)). Portanto, X(t) = Aa(t) em WP(Q)* para quase

todo t € (0,7) e @ é uma solugao fraca do problema (Q,,).

- v, =aeul

min max

= 5 . Comegamos mostrando que « é a solugao minimal. De fato,
se u é qualquer solugao fraca do problema (Q,,)” satisfazendo apy < u < By em
Q2 x(0,T), entao u é uma subsoluciao do problema (Q,,)” com u < By em Q x (0,7).
Assim, no item 1.) temos g, = ug, o, = u Vn e também por (4.50) v < (3, em
Qx (0,T). Passando ao limite pontual temos que u < 8 em Q2 x (0, T). Similarmente
u é uma supersolucio do problema (Q,,)" com ag < u em Q x (0,7). Assim, no
item I.) temos By, = up, Bn = u Vn e também por (4.50) o, < u em Q x (0,7).

Passando ao limite pontual temos que & < u em 2 x (0, 7).

O
Observagao 4.4 ul . ul € C([0,T]; L*(Q)) para cada 1 < s < +o0.
Observacao 4.5
G il BNty em (0, T3 WP(Q)). (1.65)

s

Lema 4.5 Suponha que (Hy) — (H3) sejam vdlidas, T\, T» € R, 0 < Ty < T e que o é
uma subsolucio nao-negativa e 3 uma supersolucao limitada de problema (Q,,)™ e a < 3
em Q x (0,Ty). Entdo ull, =u'% sobre [0,Ty].

Prova: Similar a prova do Lema 3.6. O

Teorema 4.6 Suponha que (Hy) — (H3) sejam wvdlidas e que existam uma subsolu¢do
ndo-negativa « e uma supersolu¢ao limitada 5 do problema (Qy,) tal que @ < B em
Q x (0,+00). Entdo existem Upmip € Umaz Solugoes fracas limitadas do problema (Q,,) tal
que

0 < < Upin KUK Upaz < B em QX (0,400) (4.66)

para qualquer solu¢do u do problema (Q.,) que satisfaz a < u < B em Q x (0, +00).

Prova: Similar a prova do Teorema 3.6. a

4.5 Comportamento Assintotico da Solucao

Lema 4.6 Suponha que (Hy) — (H3) sejam validas e ag < Sy sejam uma subsolugdo nao-
negativa e supersolucdo limitada fraca do problema (Qay(0)), respectivamente. Se og €
nao-decrescente em t para quase todo x € ) entao a solucdo minimal &y, do problema
(Qao(0)) em [, Bo] € ndo-decrescente em t para quase todo x € §). Similarmente, se [3
¢ nao-crescente em t para quase todo x € ) entao a solucao maximal Bp,q. do problema

(Qpo(0)) €m [, o] € nao-crescente em t para quase todo x € .
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Prova: Similar a prova do Lema 3.7. O

Lema 4.7 Suponha que (Hy)—(Hjs) sejam vdlidas e que Qg € uma subsolu¢do nao-negativa
e Bo € uma supersolugao limitada do problema estaciondrio (Q), com ag < By. Seja Qpmin
a solugao minimal do problema (Qz,) € Bmaz @ solugao mazximal do problema (Qﬁo) em

[, B\O]. Entao, para todo 1 < s < 400

amm(t) /‘ Qs ﬁmax(t> \1 5* em LS(Q>7
quando t — +00, sendo a, e B, solugoes do problema (Q) e Ay < a, < fi < BO.
Prova: Similar a prova do Lema 3.8. O

Lema 4.8 Sejam ug,vg € L>®(Q) e o e B uma subsolu¢ao nao-negativa e supersolu¢ao
limitada dos problemas (Qy,) e (Qu,), respectivamente, com a < B em Q x (0, 400).
Suponha que Umin (Umaz) € Vmin (Umaz) S€jam as solugoes minimas (mdzimas) dos

problemas (Qu,) € (Qu,) em |a, 5], respectivamente. Se ug < vg em Q entao
Umin < Umin (umax < Uma:r) em Q X (Ou +OO)
Prova: Similar a prova do Lema 3.9. O

Teorema 4.7 Assuma que (Hy) — (Hs) sejam wvdlidas. Sejam & uma subsolug¢do nao-
negativa e 3 uma supersolug¢ao limitada do problema estaciondrio (Q) e considere a <
ug < 3 em Q. Se u € uma solugao fraca do problema (Qy,) € considere @ < u < 3 em
Q2 x (0,400) entao

a < a, < liminfu(t) < limsupu(t) < fi < 3 em 2, (4.67)

t—+oo t—+00

sendo o, By duas solugdes fracas do problema estaciondrio (Q). Em particular, se (Q)
admite uma unica solugao fraca u, em @, 5], entao para todo 1 < s < +o0,

u(t) = u, em L*(Q), quando t — +oc. (4.68)
Prova: Similar a prova do Teorema 3.8 O

Teorema 4.8 Assuma (Hy) — (Hs). Se p1(A) < 0 e 0 < & < ug(x) para quase todo
x € Q, entdo toda solugdo fraca limitada u(-,-;ug) do problema (Qy,) tal que 0 < & < u
em §2 x (0,400) satisfaz

ut) Zu, em L3(Q), V1<s< oo,
sendo u, a Unica solug¢ao positiva do problema estaciondrio (Q).

Prova: Pelas hipdteses e Proposicoes 4.4 e 4.5 podemos escolher € > 0 suficientemente
pequeno e C' > 0 uma constante suficientemente grande tais que epy < u,ug < C' em
Q x (0,400) epy seja subsolugao e C' seja supersolugao do problema estacionario (Q).
Entao pelo Teorema 4.7 e as Proposigoes 4.6 e 4.3 temos u(t) — u. em L*(§2), quando

t — 400, para todo 1 < s < +o0, sendo u, a unica solugao positiva do problema (Q). O
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Teorema 4.9 Assuma (Hy) — (H3). Se pi1(A) = 0 e 0 < uo(z) para quase todo x € €,
entdo toda solugao fraca limitada 0 < u(-,-;ug) em 2x(0,400) do problema (Q.,) verifica

u(t) =0 em L*(Q), quando t — +o0.

para todo 1 < s < 400.

Prova: Pelas hipdteses e Proposi¢ao 4.5 obtemos 0 < u,uy < C em Q x (0,400) para
alguma constante C' > 0 suficientemente grande tal que seja supersolugao do problema
estacionario (Q)). Entdo, pelo Teorema 4.7 e Proposicao 4.3, temos u(t) — 0 em L*(£2),
quando t — 400, para todo 1 < s < +4o00. O
Finalmente, pelos Teoremas 4.2, 4.3 e 4.4 as condicoes 1(A\) < 0 e p1(A) = 0 podem ser
expressos em termos do sinal de p;(0), o parametro A > 0, e as fungoes de peso m e o

Ccomo nos corolarios abaixo:

Corolario 4.1 Assuma (Hy) — (Hs). Se pi(0) > 0 entdo p1(N) < 0 VA € (A, +00) e
pi(A) =0 VYA € (0, \] sendo Ay > 0 o dnico autovalor principal positivo de (4.10). Além
disso, u(t) =5° u, em L*(Q) para todo X > A\ e todo 1 < s < 0o sendo u, a Unica solugio
positiva do problema estaciondrio (Q) e u(t) — 25°°0 em L5(2) para todo 0 < A < Ap e

todo 1 < s < o0.
Corolario 4.2 Assuma (Hy) — (Hs) e puy(0) = 0.

1. Se /m(m)gog —|—/ oph = 0 entao p(N) < 0 VA > 0. Além disso, u(t) Quas oy
o0
em L*(Q2) para todo A > 0 e todo 1 < s < 00 sendo u, a unica solu¢do positiva do

problema estaciondrio (Q) .

2. Se /m(m)@ﬁ—k/ oy < 0 entao pi(A) < 0 VA € (A, 400) e u(A) > 0
VA € (0,)\] sendoaﬂ)\l > 0 o unico autovalor principal positivo de (3.19). Além
disso, u(t) =5 u, em L*(Q) para todo X > A e todo 1 < s < oo sendo u, a tnica
solugdo positiva do problema estaciondrio (Q) e u(t) — 2520 em L*(2) para todo

O< A< A etodo1l <5< o0.

Corolario 4.3 Assuma (Hy) — (Hs) e p1(0) < 0.

1. Se a(V,mo) < 0 entdo pi(N) < 0 para todo X > 0. Além disso, u(t) "==° u, em
L*(Q) para todo X > 0 e todo 1 < s < oo sendo u, a Unica solu¢do positiva do

problema estaciondrio (Q).

2. Se a(V,mo) /m cpo—l—/ oph > 0 entdo py(X) < 0 para todo X > 0. Além
o9

disso, u(t) =5 u, em L*(Q) para todo X > 0 e todo 1 < s < 0o sendo u, a tnica

solugdo positiva do problema estaciondrio (Q).
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3. Sea(V,m,c) >0e /m(:v)gog+/ oph < 0 entao pyr(X) < 0VA € (0, A\)U(A2, +00)
e u1(N) = 0 VA € [\, Ag] sendo ):ZQ> A1 > 0 os dois autovalores principais positivos
de (4.10). Além disso, u(t) 25w, em LH(Q) para todo A € (0, M) U (A2, +00) €
todo 1 < s < 0o sendo u, a unica solu¢ao positiva do problema estaciondrio (Q) e
u(t) 25570 em L(Q) para todo Ay < A< Ay e todo 1 < s < o0.

. Sea(V,m,o)=0e /m(x)gog—i-/ oph < 0 entao pr(A) < 0V € (0, A\)U(A1, +00)
o0
e 1(A1) = 0 sendo Ay > 0 o dnico autovalor principal positivo de (4.10). Além disso,

u(t) 258 u, em L5(Q) para todo X € (0,M1) U (A1, 4+00) € todo 1 < s < 0o sendo
w, a tnica solugdo positiva do problema estaciondrio (Q) e u(t) =250 em L*()

para XN = A\ e todo 1 < s < 0.
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