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RESUMO

Fundamentado no protagonismo do educando, este trabalho visa auxiliar o professor
de matematica do Ensino Médio, no ensino da Geometria Analitica. Com uma
abordagem pratica para facilitar o entendimento do aluno sobre cénicas, com énfase
na elipse. Usando o software livre Geogebra, o aluno pode observar transladando a
curva no plano, diferencas em sua equacéo entre as posi¢coes horizontal e vertical,

tornando o aprendizado dinamico e mais efetivo.

Palavras-Chave: Geometria Analitica; Conicas; Elipse; Protagonismo.



ABSTRACT

Based on the protagonism of the learner, this work aims to assist the teacher of
mathematics of High School, in the teaching of Analytical Geometry, with a practical
approach to facilitate the student's understanding of Conics, with emphasis on
ellipse. By the use of free software Geogebra, the student can observe the
translation of the curve in the plane and identify in its equation, the differences
between the positions: horizontal and vertical, making learning dynamic and more

effective.

Key words: Analytical Geometry; conics; Ellipsis; Protagonism.
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INTRODUCAO

Este trabalho € voltado as cbnicas da Geometria Analitica, em particular, a
elipse. Como professor de Matematica ha 22 anos dos quais grande parte dediquei
ao Ensino Médio, uma das maiores dificuldades que encontrei nesta jornada foi fazer
com que meus alunos entendessem a Geometria Analitica. Tal dificuldade advinda
de lacunas que os proprios estudantes traziam consigo dos conteudos de Geometria
Plana Euclidiana e, associado ha uma certa desmotivacéo, acabava por gerar até a
indisciplina durante as aulas. De todo o conteddo de Geometria Analitica o ponto
mais dificil para o estudante do 3° ano eram as conicas. O entendimento pelo aluno
de figuras (curvas planas) tdo estranhas ao seu cotidiano imediato, com conceitos,
elementos e formulas, um aglomerado de informa¢bes que chegavam de forma
rapida, e as vezes confusa, tornava seu aprendizado dificil e desinteressante.
Observando por anos essa dificuldade por parte dos alunos, procurei subsidios para
criar uma aula mais dinamica onde o aluno passasse a ter um papel mais ativo,
exercendo seu protagonismo.

Primeiramente, o trabalho ird apresentar ao leitor um pouco da histéria das
cOnicas na aplicacdo do problema da duplicacdo do cubo, em seguida apresenta
uma abordagem pedagdgica que justifica a necessidade da reinvencdo da aula de
Matematica. Em seguida, as teorias matematicas com demonstracdes das equacdes
das coOnicas e as respectivas propriedades reflexivas, com suas demonstracdes
fazendo uso de vetores, e por fim, segue a minha experiéncia com a sequéncia
didatica que desenvolvida e aplicada para os alunos do 3° ano do Ensino Médio
sobre a elipse junto com uma analise dos resultados obtidos seguido de sua

concluséao.
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1 AS SECCOES CONICAS

Neste capitulo abordaremos as definicbes e caracteristicas das seccdes
cOnicas ndo degeneradas chamadas: parabola, elipse e hipérbole. Os casos
chamados degenerados sao: circunferéncia, uma ou duas retas, ou um ponto.
Embora seja uma conica, a circunferéncia ndo é tratada com esta nhomenclatura no
Ensino Médio, e os demais casos nem sao abordados, bem como as rotacGes das

cOnicas.
1.1 NA VISAO DA GEOMETRIA ESPACIAL

Considere um cone circular reto de duas folhas (clepsidra) com vértice V, eixo

r e geratrizes g, como na figura 1.

Figura 1 - Clepsidra.

| ]
1l

Fonte: elaborado pelo autor.

Temos uma secg¢ao cbnica quando intersectamos o cone por um plano a.
Observe nas figuras que se seguem: um exemplo de parabola (figura 2), um de

elipse (figura 3) e um de hipérbole (figura 4).
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Figura 2 - Um exemplo de parabola.

Fonte: elaborado pelo autor.

Quando tal plano é concorrente ao eixo do cone e paralelo a uma de suas

geratrizes, temos uma parabola (figura 2).

Figura 3 - Um exemplo de elipse

]
Ir
]

1

1

1

1

L}
Fonte: elaborado pelo autor.

Quando o plano a & concorrente ao eixo do cone, e ndo paralelo a nenhuma

de suas geratrizes e a medida angular entre a e r € maior do que a medida angular

entre g e r com V¢ a, temos uma elipse (figura 3).
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Figura 4 - Um exemplo de hipérbole.

b]d
[

Fonte: elaborado pelo autor.

Para obtermos uma hipérbole, a medida angular entre a e r € menor do que a

medida angular entre r e g e Vg a (figura 4).

1.2 NA GEOMETRIA ANALITICA

Nesta secdo serdo apresentadas as definicdes das conicas: elipse, hipérbole
e parabola, bem como suas caracteristicas, equacdes e a propriedade reflexiva.

Ao mencionar a propriedade reflexiva devemos enunciar o Principio da
Reflexdo de Heron de Alexandria.

Heron de Alexandria, pensador helenista, viveu em Alexandria no século | da
era Cristd. Com fortes interesses em dispositivos mecéanicos, desenvolveu teoremas
geometricos e pesquisou principios da optica. O principio da 6ptica do caminho mais
curto foi proposto por Heron em seu livro Katoptrica, que tratava de estudos sobre
fendmenos de reflexdo. (MARTINS e SILVA, 2013).

Principio da Reflexdo de Heron: Dada uma superficie refletora os angulos

de incidéncia e reflexdo séo iguais (figura 5).
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Figura 5 - Principio da Reflexdo de Heron

Angulo de Incid&ncia Angulo de Reflexdo

Superficie Refletora

Fonte: elaborado pelo autor.

As demonstracfes relativas as propriedades reflexivas das conicas estéo
disponibilizadas no apéndice B deste trabalho, com o intuito de aprofundar os

conhecimentos do leitor.

1.2.1 Elipse

Dados dois pontos distintos F1 e F2 em um plano a, chama-se elipse ao
conjunto dos pontos P deste plano tais que a soma das distancias de d(P,F1) e
d(P,F2) é igual a uma constante 2a, com 2a > d(F1, F2) = 2c.

Em outras palavras temos que uma elipse € definida algebricamente por: d(P,
Fi) +d(P, F2) = 2a.

Na figura 6 estéo representados os elementos de uma elipse.

Figura 6 - Elementos da elipse

By

Fonte: elaborado pelo autor.
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e O ponto médio do segmento FiF2, aqui denotado por C, é chamado de centro
da elipse.

e Fi1e F2sdo chamados focos.

e Ai, A2, B1 e B2 sdo os vértices.

o d(F1, F2) = 2c, é a distancia focal.

e d(A1, A2) = 2a é a medida do eixo focal ou eixo maior.

e d(Bi1, B2) = 2b & a medida do eixo ndo focal ou eixo menor onde b é definido

por b=+va’-c? .

1.2.1.1 Excentricidade (e)

Para a elipse, como c < a, sua excentricidade esta no intervalo ]0; 1].

1.2.1.2 Propriedade reflexiva

Na elipse, partindo de um dos focos, tracamos um segmento de reta qualquer
que encontra a curva em um ponto, este segmento forma um angulo com a reta
tangente a elipse nesse ponto e, a partir dele, tracamos outro segmento de reta
formando um angulo com a tangente congruente ao angulo do segmento anterior,

este novo segmento passa pelo outro foco da elipse como mostra a figura 7.

Figura 7 - Propriedade reflexiva da elipse

Fonte: elaborado pelo autor.
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1.2.1.3 Equacéao da elipse com eixo focal paralelo ao eixo das abscissas

No plano a considere um sistema de coordenadas ortogonal tal que F1=(Xo - C

Yo) € F2=(Xo + C, Yo) € centro C=(Xo, Yo) como na figura 8.

Figura 8 - Esquema para equacao da elipse

Fonte: elaborado pelo autor.

Tomando-se um ponto P(X,y) pertencente a elipse, por definicdo temos:

d(P, F1) + d(P, F2) = 2a < /(x—x, +¢) +(y—y, ) +/(x=x, —c) +(y—y, ) =2a <

2

(Jlx v - F ) =(2a-Jlx —oF +(-v.F ) =

<:>(X_Xo +C)2 _'_(y_yo)2 :48'2 —43.\/(X—X0 _C)2 +(y_yo)2 +(X_X0 _C)2 +(y_yo)2 <

X2+ X7 +C% = 2XK, +2xC — 2%,c —4a” = —4a/(x—x, —c) +(y -y, )’ +
+ X2+ X, +C% —2xX, — 2XC + 2X,C

=

(a +X,C— xc (a\/x x —cf +(y- yo)j2

=

(a2 +x0c—xc)2 =a2[(x—x0 —c)2 +(y—y0)2]

=
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a* +x,%c? + x%c? +2a’x,c — 2axc — 2x xc? =
a’x? +a’x,’ +a’c? —2a’xx, —2a’xc+2a’x,c+a’(y-vy,)
=N
a* +x,°c? + x2c? —2x,xc? =a’x? +a’x,” +a’c? —2a’xx, +a’y? —2a’yy, +a’y,’
=N
a’ —a’c? =a’x® —x%c? +a’x,” —x,’c? —2a’xx, +2x xc* +a’y® —2a’yy, +a’y,’

=

(a2 —cz)a2 = (a2 —cz)x2 +(a2 —CZ)XOZ —2xxo(a2 —cz)+ a’y? —2a’yy, +a’y,’

Fazendo b* =a’ —c® temos:
b?a? =b?x? +b?x,? —2xx b? +a’y? —2a’yy, +a’y,’
=
b2x? +a?y? —2x b?x—2a’y,y+b?x * +a’y,> —a’h? =0
A equacdao acima é chamada de equacéo geral da elipse.

Para determinar a equacdo reduzida basta reorganizar em trinOmios

guadrados perfeitos e fatorar, como segue:

b2x? —2x b*x+b?x,? +a’y? —2a’y,y+a’y,’ —a’h®* =0

=
bz(x2 —2x0x+x02)+ az(y2 —2y. Y+ yoz)— a’h? =0
=
b*(x—x, )" +a*(y-y,) =a’%?
=
2 2
X—a>2<o) +(y—bzyo) 4

A deducao da elipse com centro C=(Xo, Yo) € eixo focal paralelo ao eixo das
ordenadas € analoga. Entdo temos que as equagfes para a elipse de centro C=(Xo,
Yo) S&0:

e Com eixo focal paralelo ao eixo das abscissas:

2 2
(X_ai(o) _+_(y_b2/o) =1

e Com eixo focal paralelo ao eixo das ordenadas:
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2 2
(SO
a

1.2.2 Hipérbole

Dados dois pontos distintos F1 e F2 em um plano a, chama-se hipérbole o
lugar geométrico desse plano dos pontos P tais que o valor absoluto da diferenca
entre as distancias de d(P,F1) e d(P,F2) é igual a uma constante 2a, onde 0 < 2a <
2c, onde 2c é a medida do segmento FiF2.

Em outras palavras temos que uma hipérbole é definida algebricamente pelos
P € atais que [d(P,F,)—d(P.F,) =2a.

Os elementos de uma hipérbole estéo representados nas figuras 9 e 10.

Figura 9 - Elementos da hipérbole - |

Fonte: elaborado pelo autor.

O ponto médio do segmento FiF2, denotado por C é chamado de centro da
hipérbole.

e F1e F2séo chamados focos.

e A, A2 sdo os vertices.

e d(F1, F2) = 2c é a distancia focal.

e d(A1, A2) = 2a é a medida do eixo focal ou eixo real.
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e d(Bi, B2) = 2b é a medida do eixo ndo focal ou eixo imaginario onde b é

definido por b =+/c* —a® .

Figura 10 - Elementos da hipérbole - II

Fonte: elaborado pelo autor.

e Asretas m e n sdo as assintotas da hipérbole.

e Avretar é o eixo de simetria da hipérbole.
Observacao:
Se a = b, o retangulo MNOP serd um quadrado e a hipérbole é chamada de
Hipérbole Equilatera. Nessas condi¢cbes as retas assintotas serédo perpendiculares

entre si, pois sao as diagonais do quadrado MNOP.

1.2.2.1 Excentricidade (e)

Para a hipérbole, tendo ¢ > a, sua excentricidade esta no intervalo ]1; +oo[.
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1.2.2.2 Propriedade reflexiva

Na hipérbole, partindo de um dos focos, tragamos um segmento de reta
qualquer que encontra a curva em um ponto, este segmento forma um angulo com a
reta tangente a hipérbole nesse ponto e, a partir dele, tracamos outro segmento de
reta formando um angulo com a tangente congruente ao angulo do segmento
anterior, este novo segmento passa pelo outro foco da hipérbole com ilustrado na
figura 11.

Figura 11 - Propriedade reflexiva da hipérbole

Fonte: elaborado pelo autor.

1.2.2.3 Equacéo da hipérbole com eixo focal paralelo ao eixo das abscissas

Seja P=(x,y) um ponto da hipérbole de centro C=(Xo, Yo) € focos F1=(Xo — C, Yo)

e F2=(xo + C, Yo).



Figura 12 - Esquema para a equacao da hipérbole

x]

e B T

L]
\DZ
L]

Fonte: elaborado pelo autor.

Aplicando a definicéo |d(P,F1)— d(P,F, )| =2a, temos:

d(P.F,)—d(P,F,)=+2a <

Jo=x, 407 + (=, )2 —Jx-%, 0’ +(y—V,)’ =+2a <

JX-X, + 02 (Y = ¥ )2 =228 +/(X-X, —0)2 +(y—¥,)? =

(\/(x-xO +0)° +(y—y0)2)2 =(J_r2a+\/(x-xO —)? +(y—y0)2)2 N

(XX, +€)% +(y — Yo)? =487 £4a,/(X-X, —€)% +(y — o) + (XX, —C)% +(y — ¥, )’

=

+2XC — 2X C—4a’ :J_r4a\/(x-xo —0)%+(Y—Y,)" —2xC +2X C <

4xc —4x c—4a’ :J_r4a\/(x-x0 —0)*+(y-Y,) ©

(xc —xoc—az)2 =(ia\/(x-xO —0)2+(y—V,)’ )2 &
x%c? +x,°c? +a* —2c%xx , — 2a’cx + 2a%cx, :az[(x-xO —0)2 +(y— y0)2]<:>
x°C? +x,7c® +a* —2c°xx, —2a’cx +2a’cx, =
=a’x? +a’x,” +a’c? —2a’xx, —2a’xc +2a°x c+a’(y—Y,) =
a' —a’c? = a’x® —x%c? +a’x,” — x,’c? — 2a’xx, + 2xx C* +a’(y -y, ' <

Colocando fatores comuns em evidéncia temos:

22
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(a2—c? ) = (a2 -2 + (2% —c?Jx,2 —2(a° —c? Jox, +a2(y -y, P

Fazendo b? = a2 — ¢2 segue que

b%a® =b?x? +b?x,* —2b%xx, —a’y? +2a’yy, —a’y,’ <
b?x? —a?y? —2b%xx, +2a’yy, +b’x > —a’y,’ —b%a® =0

A equacdo acima € chamada de equacao geral da hipérbole.

A deducdo da equacdo da hipérbole com eixo real paralelo ao eixo das

ordenadas e centro C=(Xo, Yo) € analoga.

Completando os quadrados na equacéao geral, encontramos a equacao,
b2x? —2b%xx , + b?x * —a’y? +2a’yy, —a’y,’ =b%’ <
bz(x2 —2xX , + xoz)—az(y2 —2yy, + yoz): b%a? <
b*(x-x,) —a’(y-y,) =b%’ <

2 2
(X a;(O) - (y beO) =1, chamada de equacéao reduzida da hipérbole.

A demonstracdo para a hipérbole com centro C=(xo, yo) € eixo focal paralelo

ao eixo das ordenadas € andloga. Entdo temos que as equacdes para a hipérbole
séo:
e Com eixo focal paralelo ao eixo das abscissas:
2 2
(X_Xo) _(y_yo) =1
a’ b?

e Com eixo focal paralelo ao eixo das ordenadas:

(y_yo)2 _(X_Xo)2 =1
a’ b2

1.2.3 Parédbola

Considere em um plano a, uma reta s e um ponto F tal que F¢ s.
Chama-se parabola o lugar geométrico de todos os pontos P € a tais que a
distancia de P a F seja igual a distéancia de P a s, ou seja, d(P, F) = d(P, s).

Os elementos de uma parabola estao representados na figura 13.



24

Figura 13 - Elementos da parabola

|
|
1
1
|
1
1
1
1
1
|
1
P
*
1

Vi .

—

Fonte: elaborado pelo autor.

e F é chamado de foco.

e Areta s é chamada de reta diretriz.

e Aretar que € a reta perpendicular a reta s que contém F € chamada de eixo
de simetria, e r determina em s um ponto T.

e V é o ponto médio do segmento FT chamado de vértice.

1.2.3.1 Propriedade reflexiva

Na pardbola, partindo do foco, tracamos um segmento de reta qualquer que
encontra a curva em um ponto, este segmento forma um angulo com a reta tangente
a parabola nesse ponto e, a partir dele, tragcamos outro segmento de reta formando
um angulo com a tangente congruente ao angulo do segmento anterior, este novo
segmento € paralelo ao eixo de focal da parabola. Se tracarmos um segmento
qualquer paralelo ao eixo focal da parabola encontra a curva em um ponto formando
um angulo com a reta tangente a parabola nesse ponto, tracamos a partir desse
ponto outro segmento de reta com 0 mesmo angulo que o anterior, esse segmento

passa pelo foco da parabola com ilustrado na figura 14.
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Figura 14 - Propriedade reflexiva da parabola

Fonte: elaborado pelo autor.

1.2.3.2 Equacao da parabola com reta diretriz paralela ao eixo das abscissas

Seja um referencial cartesiano no plano a tal que dtemequacdoy=yo—peF

= (Xo, Yo + p), como na figura 15.

Figura 15 - Representacéo inicial da paradbola com reta diretriz horizontal

¥ F
Yot PT————- a4
|
P
[
yﬂ ————— -T"'u"r
|
P
Yo P | s
]
[
I
D x{, X

Fonte: elaborado pelo autor.

Tomando um ponto P=(x, y) da parabola com vértice V=(Xo, Yo) € reta diretriz s
paralela ao eixo das abscissas, V é ponto da parabola, pois d(V, F) =d(V, s) = p, tal

p € parametro.
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Por definicdo, P é ponto da parabola se e so se, d(P, F) = d(P, s), como o eixo
de simetria € perpendicular a reta s e paralelo ao eixo das ordenadas tém-se d(P, s)
=y—(Yo—PpP) =Y - Yo + p, entdo segue que:
d(P,s)=d(P,F) &

Y=Yo +p=y(x-%, ) +(y-y, —p)’ <
(y—y, +p) =(\/(X-x0)2 +(y-vy, —p)z)2 N

Y24y, +pP =2y, +2yp-2y p=(X-X, ) +y* +Y,  +p° —2yy, —2yp+2y,p <
4yp—4y,p=x> —2X X +X,’

Logo, temos a equacéo abaixo, chamada de equacao geral da parabola:
X% — 2x X - 4yp + 4y, p+X,> =0.

Para obter a equacéao reduzida, reorganizamos o trinbmio quadrado perfeito e

fatoramos a equagao como segue:
X% —2x X -4yp + 4y p+x, =0
X% —2X X+ X,° = 4yp — 4y, p
(x-%, ) =4p(y~V,)

Portanto as equacfes das pardbolas com reta diretriz paralela ao eixo

abscissa:
e Com foco acima de s: (X - X, )2 =4p(y—-VY,);
e Com foco abaixo de s: (X - X, )2 =—4p(y-v,).

Esta ultima, obtemos quando o referencial fixado é tal que V = (Xo, Yo), d: y =

Yo+ peF =(Xo, Yo—P).

1.2.3.3 Equacéao da parabola com reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas

Seja um referencial cartesiano no plano a tal que stem equacdo x=xo—peF

= (Xo + P, Yo), como na figura 16.
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Figura 16 - Representacao inicial da parabola com reta diretriz vertical

y
p vV 4] F
%r------- r-----4
I I
I |
I |
1 I
- i J1
° X~ P Xo x+p X
S

Fonte: elaborado pelo autor.

Tomando um ponto P=(x, y) pertencente a parabola de vértice V=(xo, Yo) €
reta diretriz s paralela ao eixo das ordenadas, V é ponto da parabola, pois d(V, F) =

d(V, s) = p, tal p &€ parametro.
Nessas condicdes, o foco tera as coordenadas F=(Xo+p, Yo) € a reta diretriz

tem equacédo x = Xo — p. Como o eixo focal € perpendicular a reta s e paralela ao eixo

das ordenadas, temos que d(P, S) = X — (Xo- p) = X - Xo— p. Por definicdo temos d(P,
s)=d(P, F)
X=X, + pz\/(X—XO - p)2 +(y' yo)2 g
2
(=, +p) =(Jo=x, =P +(y-yF |

X2+ X7+ P2 —2xX, +2Xp —2X, p=X2 + X, 2 + p? —2xx, —2xp+ 2x, p+(y-y, ) <

Axp—4x,p=y> -2y, y+y, <
Logo, temos abaixo, a chamada equacao geral da parabola:
2 2
y* —2y,y-4xp+4x,p+y,” =0.
Para obter a equacéo reduzida, reorganizamos o trindémio quadrado perfeito e

fatoramos a equagao como segue:
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y® —2y,y-4xp +4x,p+y,” =0
Y2 =2y, Y+ Y, =4xp—4xp <
(y-v,) =4p(x—x,)

Portanto as equacgbGes das pardbolas com reta diretriz paralela ao eixo

ordenada:
e Com foco a direita de s: (y -Y, )2 =4p(X—X, );
e Com foco a esquerda: (y “Y )2 =—4p(X—X, ).

Esta ultima, obtemos quando o referencial fixado é tal que V = (Xo, Yo), S: X =

Xo+peF =(xo—p, Yo).
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2 CONICAS: UM BREVE RELATO HISTORICO E APLICACOES

Veremos, neste capitulo, um pouco sobre a presenca das cbnicas na histéria

da Matematica e sua aplicacéo para solucionar o problema da duplicacdo do cubo.
2.1 O PROBLEMA DA DUPLICACAO DO CUBO

Nesta secdo, apresentamos o problema da duplicacdo do cubo, como
pensavam 0sS antigos para solucionar o problema com régua e compasso, e a

solucdo do problema em linguagem Matemética Contemporéanea.
2.1.1 Breve historico

Segundo Boyer (1996 apud SILVA e SANTOS, 2016), acreditava-se que no
tempo dos mateméaticos Anaxagora (500 a.C. — 428 a.C.), Arquitas (428 a.C. — 347
a.C.), Péricles (495/492 a.C. — 429 a.C.) e Platdo (428/427 — 348/347 a.C.), havia
uma peste assolando Atenas, e, nessa época gue surgiu o problema. Uma lenda
conta que um grupo preocupado com a peste procurou o oraculo de Apolo, na
cidade de Delos, com o objetivo de encontrar um meio para dar um fim na peste. O
oraculo orientou que para resolver a solucdo de tal problema seria necessario que
alguém conseguisse duplicar o volume do cubo que sustentava a estatua do deus do
sol, Apolo.

Este problema consiste em construir, usando régua e compasso, a medida da
aresta de um cubo que possui o dobro do volume de um cubo dado.

Usando a linguagem contemporanea da algebra: se a é a aresta do cubo
~ . A3
dado entdo seu volume é a e, devemos obter um cubo de aresta X de volume

. 3
igual a 2a°.
Como naquela época néo se fazia uso da linguagem algébrica, o problema

geométrico em questao deveria ser solucionado com uso de régua e compasso.

2.1.2 O problema na linguagem contemporéanea
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Entender o problema da duplicacdo do volume do cubo, assim como
determinar sua solugéo, ndo é tao dificil quando usamos a linguagem algébrica, uma
ferramenta que ndo era familiar aos gregos antigos.

O problema similar ao da duplicacdo do cubo, no caso de figuras planas, &
determinar a medida do lado de um quadrado com area igual ao dobro da area de

um quadrado dado. Em linguagem algébrica temos: dado um quadrado de lado X
unidades sua éarea sera igual a X° unidades quadradas. Queremos determinar um
quadrado de lado Y que tenha area igual a 2X2, ou seja, y2 =2x" o que implica
dizer que y = x~/2 unidades. Em termos numéricos para X =1 no primeiro quadrado

teriamos y = V2 no segundo quadrado.

Os gregos entendiam esse problema como uma propor¢gao, em que a solucao
era inserir uma média proporcional entre dois numeros dados, no caso, o lado do
guadrado e o dobro de sua area, assim como veremos na secao seguinte.

Seguindo esse raciocinio, para solucionar o problema do cubo, deveriam
inserir duas médias proporcionais entre dois nimeros dados, a medida do lado do
cubo dado e o dobro de seu volume. Mas o problema estava em como se determinar

essas médias proporcionais com régua e compasso.
2.1.3 Uma solucéo engenhosa

O matematico e astrénomo Apol6nio de Pérgamo (262 — 190 a.C.), em sua
obra Cénicas, fez um estudo sobre as sec¢des do cone, e esta 0 consagrou como 0
maior dos gedmetras da época (BOYER, 1996 apud SANTOS e SILVA, 2016).

Menecmo (380 — 320 a.C.), aluno de Eudoxo (408 a.C - 355 a.C.), que no
estudo do problema de médias proporcionais duplas, obteve as secc¢des conicas.

Dizemos que x e y estdo em média proporcional dupla em relacdo a dois

y

—E, 0 gque é o equivalente das equacdes:

a
segmentos de reta @ e b se X

X
y
a X X a

;:;C})(Z:ay’ yZ%QyZZbX e ;:%Qxy:ab, SendO as duas

primeiras equacdes de pardbolas e a terceira de uma hipérbole.
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Segundo BOYER (1996 apud SANTOS e SILVA, 2016), foi Hipocrates de
Quios (sec. V a.C.), que havia mostrado que a solucdo para o problema da

duplicacdo do cubo estava em determinar X e Y em média proporcional dupla com
aeb, taisque b=2a.
~ L 3
Entdo, se temos um cubo dado com aresta X, seu volume é X, queremos

. .3 3
determinar um cubo de aresta Y tal que seu volume é Y =2X". Sendo:

W2
Yy =y°y: b=2a e as equacdes: X2=ay©y=§; y>=bx e Xxy=ab,

2 bX3

3_\v2y=h XXt
temos que Y =Y .y=0KX-—= e como b=2a

, segue ue
a a g9 q

Logo o problema se reduz a determinar o ponto de intersecdo entre a

pardbola e a hipérbole como mostra a figura 17.

Figura 17 - Solugcéo engenhosa

» Janela de Algebra _5[ » Janela de Visualizagio
a=1 8
eql:y=x* a=1
BqL y* = 2x e —— —
=, } — e
f(z) =
x
8 =(1.26, 1.59)
A=(0,0) "
€ =(1.26, 1.50)
D = (1.26, 1.59)
3
2
1
<4 =2 = 1 0 1 ] 3 4 & L] T £
1
-1
-2

Fonte: elaborado pelo autor.



32

2.2 ALGUMAS APLICACOES DAS CONICAS NA ATUALIDADE

Nesta secéo sao apresentadas a propriedade reflexiva das conicas e algumas

aplicacdes no cotidiano.

2.2.1 Parébolas

A lei da reflexdo em uma parabola, que é estudada em fisica no Ensino
Médio, afirma que quando um raio, partindo do foco F de uma parabola, incide em
um ponto P pertencente a ela, forma com a reta tangente a parabola nesse ponto,
um angulo de medida « (angulo de incidéncia), este raio é refletido formando, com
essa mesma tangente, um angulo de medida « (angulo de reflex&o). O raio refletido
€ paralelo ao eixo focal da parabola (vide figura 18). A reciproca também é
verdadeira, se um raio, paralelo ao eixo focal da parabola, incide em um ponto P
pertencente a ela, forma com a reta tangente a parabola nesse ponto um angulo de
medida « (&dngulo de incidéncia), esse raio é refletido formando, com a mesma
tangente, um angulo de medida « (angulo de reflexdo), tal raio passara pelo foco da
pardbola. A demonstracdo dessa propriedade sera desenvolvida no apéndice B.

Uma aplicacéo cotidiana esta no farol de um carro, € um espelho parabdlico
em que a lampada ocupa a posicao de seu foco. Os raios emitidos pela lampada
colidem com o espelho parabdlico e refletem em direcdo paralela ao eixo focal da

pardbola contida no espelho parabdlico.

Figura 18 - Propriedade da reflexao

Sup. espelhada

Farol de um automdvel Secgao de um farol

Fonte: SCHMIDT (2012)
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As antenas parabolicas (figura 18) também s&o aplicacbes dessa mesma
propriedade das parabolas, em seu foco é colocado um receptor de sinal, no
momento em que o espelho a antena parabdlica recebe um raio (sinal de

transmissao), este é refletido em direcéo ao foco da parabola (receptor).

Figura 19 - Esquema de incidéncia de raios sobre uma antena

Fonte: CHOMEN, (2016)

2.2.2 Elipse

A propriedade da reflexdo: um raio partindo de um de seus focos incide sobre
um ponto P pertencente a elipse, formando com a reta tangente a curva neste ponto,
um angulo de incidéncia de medida a, e o raio é refletido a partir desse ponto,
formando um angulo de reflexdo com a reta tangente de medida «. Nessas
condicdes a outra extremidade do raio refletido € o outro foco da elipse, conforme

mostra o esquema na figura 20.
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Figura 20 - Representacéo da propriedade da elipse
™ |

Fonte: elaborado pelo autor.

Encontramos uma aplicacdo dessa propriedade na acustica. Numa sala que
possui um formato eliptico, se duas pessoas posicionam-se, uma em cada foco, o
gue uma pessoa falar em um dos focos, sera ouvido nitidamente pela outra pessoa

que esta sobre o outro foco. Na fotografia 1, temos a representacdo de uma dessas
salas.

Fotografia 1 - Sala Eliptica — Palacio Nacional de Mafra (Portugal)

I i 9 SN 7~ F
D o )\ g
i \

‘ =N 4

| rF L

L AR : 2l ¢

-‘\‘_‘! '\'j :'\‘ ('1 Q
GG 1= i :

Fonte: Olhares, fotografia online?.

1 Fotografia de Alvaro Camped&o (2010). Disponivel em: <http://olhares.sapo.pt/sala-eliptica-
foto3787847.html>. Acesso em: 20 mar. 2018.
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Além da arquitetura, na natureza, encontramos as elipses nas Orbitas
planetarias. Foi Johannes Kepler (1571-1630) que afirmou em sua Lei das orbitas
elipticas (1609) que, a Orbita de cada planeta no sistema solar € uma elipse,
contendo o Sol em um dos focos. Na figura 21 podemos observar uma
representacdo simples das O6rbitas dos planetas, sendo que nao representa um

modelo real, e sim apenas uma ilustracdo das Orbitas.

Figura 21 - Representacao simplista das érbitas planetarias

Satum Jupiter

Fonte: Thing Link. (autor desconhecido)?.

2.2.3 Hipérbole

Na hipérbole, a propriedade reflexiva diz que, se partir de um dos focos, se
tracarmos um segmento de reta dirigido a um dos ramos da hipérbole, este
segmento encontra um ponto P no ramo da hipérbole, e, forma um angulo com a
reta tangente a ela neste ponto (angulo de incidéncia), se tragarmos outro segmento
de reta partindo deste mesmo ponto P e com a mesma inclinagdo que o anterior em
relacdo a reta tangente (angulo de reflexdo), este segmento sera dirigido ao outro

foco, isto €, a reta tangente em P é a bissetriz do angulo F2PF1 (figura 22).

2 Disponivel em:
<https://cdn.thinglink.me/api/image/ADdPNhvhBjjTrK5FkCPNcE39ZaBjacX6VstpULc2SB4GgZzZ75JdV
m8XH8MvgknFBPizR2Xfbk5kDCYgiXFW7cvgjlw/10/10/none>. Acesso em: 20 mar. 2018.
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Figura 22 - Esquema da propriedade reflexiva da hipérbole

N\ A

|
Fonte: elaborado pelo autor.

Na figura 22, a e B sédo congruentes.

Uma aplicacdo da propriedade reflexiva da hipérbole estd no telescépio de
reflexdo hiperbdlico proposto pelo astrénomo francés Cassegrain, em 1672, para
substituir o telescépio refletor parabdlico utilizado por Isaac Newton (1642-1727). O

esquema do telescépio de Cassegrain esta representado na figura 23.

Figura 23 - Esquema do telescopio de Cassegrain

Objetiva

Espelho secundirio (espelho
\ (hiperbélico) parabélico)

g -

- —
Luz \
> Ocular (lente

L
1 convergente)
Tubo

Fonte: Apostila do Curso Leitura do Céu e Sistema Solar (2003)2.

]

|

3 Disponivel em: <http://www.gea.org.br/historia/2003postilaleituradoceu.htm>. Acesso em: 20 mar.
2018.
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Seu funcionamento € semelhante ao telescopio de Newton, substituindo o
espelho plano por um hiperbdlico que concentra o feixe principal em seu centro, a
grande vantagem do telescopio de Cassegrain em relacdo ao de Newton é o
tamanho, o telescépio de Cassegrain € bem mais compacto quando comparado a
um telescépio de Newton com mesmo didmetro e mesma distancia focal.

Ha também aplicacdes na arquitetura, por exemplo, a catedral de Brasilia

(fotografia 2), que apresenta varias hipérboles em sua construcéo.

Fotografia 2 - Catedral de Brasilia

Fonte: Photo Travel 360. (autor desconhecido)?.

4 Disponivel em: <http://www.phototravel360.com/catedral-de-brasilia/>. Acesso em: 20 mar. 2018.
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3 A MATEMATICA NO ENSINO MEDIO

Este capitulo apresenta o tratamento dado as cbnicas no Ensino Médio,
segundo o Curriculo do Estado de Sao Paulo, enfatizando a necessidade do
protagonismo do educando e o auxilio do computador para o desenvolvimento do

processo de ensino-aprendizagem.

3.1 TRATAMENTO DOS CONTEUDOS

Como professor de Matematica do Ensino Médio, o autor deste trabalho tem
observado por meio da experiéncia que os estudantes apresentam maior dificuldade
com a geometria devido a deficiéncia de conhecimento prévio. Os educandos
guando em contato com os conceitos, definicdes e teoremas, encontram dificuldade
para compreendé-los e por consequéncia aplica-los, muitas vezes por falta de
dominio de assuntos abordados no ensino fundamental que sdo base para continuar
0s estudos no Ensino Médio e, além disso, a forma como sdo apresentados aos
educandos, os colocando em posicdo de meros espectadores passivos, néao
interagindo com o aprendizado.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCNEM), no Ensino Médio, a
Matematica tem papel importante no desenvolvimento de habilidades de
pensamento. No Ensino Médio, como etapa final da educacdo basica, os
Parametros Curriculares afirmam que a Matematica deve ser vista pelo educando
como uma parcela do conhecimento auxiliando na construgdo de uma visdo de
mundo, desenvolvendo a leitura e a interpretacdo da realidade desenvolvendo no
educando suas capacidades que serao exigidas em sua vida social e profissional.

Aprender Matemética de uma forma contextualizada, integrada e
relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de
competéncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida

gue instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno [...] (BRASIL,
1997, p. 111).

Segundo as Orienta¢cbes Curriculares para o ensino de Matematica para o
Ensino Médio, o documento propde a respeito do aspecto dos conteudos abordados

que devem ser considerados os diferentes propdsitos da formacdo matematica.
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Ao final do ensino médio, espera-se que o0s alunos saibam usar a
Matematica para resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar
fenbmenos em outras areas do conhecimento; compreendam que a
Matematica € uma ciéncia com caracteristicas préprias, que se organiza via
teoremas e demonstracdes; percebam a Matematica como um
conhecimento social e historicamente construido; saibam apreciar a
importédncia da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.
(BRASIL, 2006, p. 69).

As finalidades do ensino de matematica no nivel médio, de acordo com o

PCNEM - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, objetivam levar o

aluno a:

Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias mateméaticas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao
cientifica geral; aplicar seus conhecimentos matematicos a situagfes
diversas, utilizando-os na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica
e nas atividades cotidianas; analisar e valorizar informacgdes provenientes
de diferentes fontes, utilizando ferramentas matematicas para formar uma
opinido prépria que lhe permita expressar-se criticamente sobre problemas
da Matematica, das outras &areas do conhecimento e da atualidade;
desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugcdo de problemas, de
comunicacdo, bem como o espirito critico e criativo; utilizar com confianga
procedimentos de resolucdo de problemas para desenvolver a
compreensdo dos conceitos mateméticos; expressar-se oral, escrita e
graficamente em situa¢cdes matematicas e valorizar a precisdo da linguagem
e as demonstracdes em Matematica; estabelecer conexdes entre diferentes
temas matematicos e entre esses temas e o conhecimento de outras areas
do curriculo; reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo
conceito, relacionando procedimentos associados as diferentes
representacdes; promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de
seguranca em relacdo as suas capacidades matematicas, o
desenvolvimento de atitudes de autonomia e cooperacéo. (BRASIL, 2000, p.
42).

Essas finalidades mostram a necessidade de uma organizac¢ao curricular para

0 ensino da Matematica de maneira contextualizada e interdisciplinar. Desta forma o

aluno do Ensino Médio conseguira relacionar os temas abordados pela Matematica,

com suas aplicacdes em outras areas do conhecimento das ciéncias da natureza.

A Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo, com foco na Matematica,

mostra que:

Os curriculos escolares, em todas as épocas e culturas, tém no par
Matematica— lingua materna seu eixo fundamental. Gostando ou ndo da
Matematica, as criancas a estudam e os adultos a utilizam em suas acdes
como cidadaos, pessoas conscientes e autbnomas, consumidores ou nao.
Todos lidam com numeros, medidas, formas, operacdes; todos leem e
interpretam textos e graficos, vivenciam relaces de ordem e de
equivaléncia, argumentam e tiram conclusBes validas a partir de
proposicdes verdadeiras, fazem inferéncias plausiveis a partir de
informacdes parciais ou incertas. Em outras palavras, a ninguém é permitido
dispensar o conhecimento da Matematica sem abdicar de seu bem mais
precioso: a consciéncia nas agdes. (SAO PAULO, 2008, p. 41).
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Consta ainda em tal proposta que os conteidos devem ter uma abordagem
transdisciplinar com foco em um tema central que possibilite o desenvolvimento
parcial ou total dos conteddos ministrados em um bimestre. De forma a desenvolver
as habilidades e competéncias do aluno, a Proposta Curricular sugere o uso das
tecnologias e modelagens sempre que possivel. Com base nessa premissa é que,
neste trabalho, desenvolvemos, dentro do estudo da Geometria Analitica: Conicas
uma proposta de trabalho com elipse, fazendo uso do software de geometria
dindmica Geogebra. Este software permite uma interacdo do aluno com o0s
elementos geométricos, construcdes geométricas a partir das ferramentas
disponibilizadas, buscando assim que este desenvolva conceitos, manipule
informacdes e as aplique.

VALENTE (1993) coloca que o computador ja € uma ferramenta educacional
utilizada como foco principal nos cursos proprios da area da informatica, mas, este
mesmo instrumento, pode ser usado de maneira secundaria, em que o educando
interagindo com softwares proprios, construa seus conhecimentos em diversas
areas. Dessa forma, o educando passa a ter um carater ativo, se torna um
protagonista no processo ensino-aprendizagem.

Quando [...] se propdem métodos de aprendizado ativo, em que os alunos
se tornem protagonistas do processo educacional, ndo pacientes deste,

quer se ter a certeza de que o conhecimento foi de fato apropriado pelos
alunos, ou mesmo elaborado por eles (BRASIL, 2000, p. 54).

O uso do computador € um dos caminhos para atingir o objetivo do
aprendizado ativo. Na atualidade, com o advento da internet, o educando tem
acesso a uma variedade de ferramentas como, tutoriais, video aulas, entre outras. O
educando pode fazer uso dessas informacdes, com incentivo ou ndo, para uma
simples pesquisa escolar, revisar assuntos trabalhados em sala de aula e
desenvolver atividades educacionais interativas. Com uso de softwares educativos,
o professor em sala, pode apresentar atividades aos alunos que os guiem para o
desenvolvimento de determinado assunto a ser abordado.

No estudo da geometria, 0 uso de um ambiente dinamico fornece ao aluno
ferramentas para estudar e analisar conceitos, definicdes, propriedades e teoremas
a partir de constru¢cdes geométricas realizadas nesse ambiente podendo manipulé-

las para testar conjecturas e propriedades. “[...] o aspecto dinamico dos ambientes
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pode indicar a validade matemética das constru¢des, e especialmente sua nao
validade”. (GIRALDO, CAETANO e MATTOS, 2013, p. 117).

Ainda, para estes autores, o recurso do ambiente dinamico, pode ser
explorado para instigar no educando a diferenca entre argumentos validos e
argumentos empiricos. O educando, através de um ambiente dindmico, executa
construgbes, as manipula e analisa os resultados tendo como base argumentos
matematicos e, com isso, pode concluir a veracidade de um argumento valido.

O foco deste trabalho € a Geometria Analitica, mais particularmente as
cbnicas. O assunto é abordado, segundo o Curriculo do Estado de S&o Paulo de
Matematica (2011), na 32 série do Ensino Médio, tendo como objetivos desenvolver
no aluno habilidades como: uso de modo sistemético do sistema de coordenadas
cartesianas para representar pontos, figuras, relacdes e equacdes; saber identificar
as equacdes da circunferéncia e das conicas na forma reduzida e conhecer as
propriedades caracteristicas das conicas.

Buscando atender as finalidades do Ensino Médio de maneira que o
educando atue como protagonista no processo ensino-aprendizagem, com o auxilio
do software Geogebra, a sequéncia didatica desenvolvida neste trabalho tem como
foco a elipse e visa desenvolver no educando as habilidades propostas pelo
Curriculo do Estado de Sao Paulo. Essa sequéncia didatica pode ser adaptada para

outras coOnicas.

3.2 UMA BREVE ANALISE DE ALGUNS MATERIAIS DIDATICOS

Nesta secdo fazemos uma breve analise em alguns materiais didaticos.

Para fazer essa analise, o autor deste trabalho escolheu trés materiais
didaticos: o Caderno de Matemética do 3° ano do Ensino Médio do Governo do
Estado de Sao Paulo, por ser um material de uso em sala de aula, e os livros
didaticos “Matematica para compreender o mundo” (SMOLE e DINIZ, 2017) e
“‘Matematica Contexto & Aplicagdes” (DANTE, 2016) que sdo materiais de
divulgacdo das editoras e possuem abordagens distintas sobre o assunto das
conicas.

No livro didatico “Matematica para compreender o mundo” os autores

abordam as cbnicas como um estudo aprofundado da Geometria Analitica.
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Introduzem as coOnicas com um exemplo simples associado ao cotidiano e
relacionado a astronomia.

Nele € apresentada a definicdo formal e os elementos das conicas de forma
técnica, as equacdes sdo com centro na origem, para elipse e hipérbole, néo
apresentando translacdo. Os exercicios buscam aplicar o uso das férmulas das
equacles apresentadas e apresenta poucas questdes de vestibulares, bem como
nao traz dindmicas, como com uso do computador para construcdo das conicas,

para estimular no educando o desenvolvimento do contetdo.

Fotografia 3 - Foto da parte interna do livro: “Matematica para compreender o

mundo”
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Fonte: elaborado pelo autor.

No caderno de Matematica, utilizado na rede de ensino publico do Estado de
Sédo Paulo, o conteldo de geometria analitica: cbnicas; € abordado com atividades
de sala de aula apresentando a elipse, por exemplo, como uma circunferéncia
achatada e relacionando sua excentricidade com a variacdo de aumento ou reducéo
proporcional das cordas perpendiculares deixando livre para o professor a definicao
formal das coOnicas. Na secédo que trata da elipse, a primeira atividade trata da

demonstracdo da equagéo reduzida com centro na origem. No caderno constam
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apenas atividades, ndo apresenta teoria e exercicios para fixacdo dos conceitos. As
atividades precisam ser desenvolvidas junto com o professor, pois apresentam em
algumas partes situagcbes em que o aluno ndo consegue responder sozinho. O
material ndo apresenta atividade de construcdo geomeétrica, deixando livre para o
professor o desenvolvimento da parte teorica.

Fotografia 4 - Fotografia interna do caderno de matematica do 3° ano do Ensino
Médio
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Fonte: elaborado pelo autor.

No livro didatico “Matematica Contexto & Aplicagdes”, o autor aborda o tema
de cobnicas contextualizando sua presenca na arquitetura e, em seguida, conecta a
origem a partir das seccOes do cone apresentando uma conexao entre a geometria
plana e a espacial. Antes de apresentar as definicdes, o autor associa a construcao
geomeétrica da elipse aos seus elementos, faz uma demonstragéo clara e simples da
equacdao reduzida com centro na origem e comenta as equacdes reduzidas obtidas
por translacéo. O livro possui questdes tedricas e contextualizadas e uma sugestao
de atividade para ser desenvolvida no software Geogebra. O livro contempla as
habilidades e competéncias previstas nos Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio (PCN+), criado em 1997 e na matriz curricular do Estado de Sé&o
Paulo (2011).



Fotografia 5 - Fotografia da parte interna do livro “Matematica Contexto &

Aplicagdes”
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4 ATIVIDADE SOBRE CONICAS - ELIPSE

Este capitulo apresenta uma sequéncia didatica aplicada pelo autor a alunos
do 3° ano do Ensino Médio, bem como a analise dos resultados obtidos.

Primeiramente, a escolha das conicas e, principalmente a elipse, deve-se ao
fato de que no material utilizado pela escola, assim como no Curriculo do Estado de
Sao Paulo, o tema “Geometria Analitica” é abordado com os alunos do 3° ano do
Ensino Médio, e por se tratar de um assunto extenso, programado por cerca de um
bimestre para a abordagem do mesmo.

Apébs vinte e trés anos de magistério, dos quais quinze foram no Ensino
Médio, sempre que o assunto “Geometria Analitica” fora abordado, os estudantes
apresentavam maior dificuldade nas conicas. Suas queixas eram principalmente a
quantidade de férmulas e nenhuma aplicagdo pratica ao cotidiano imediato do
estudante. Havia também o fato de que a forma tratada pelo material apresentava
uma linguagem direta e técnica, onde se apresentam definicdes, elementos, relacéo
notavel e suas respectivas formulas e em seguida exercicios. Conforme o programa
do material didatico, o professor deve dispor de no maximo trés aulas semanais para
cada conica. No plano de curso, programava-se, cada aula com 50 minutos, uma
para apresentacdo e explicacdo da teoria, uma para exemplos e exercicios e a
Gltima para correcao de exercicios e tarefas.

A escolha da elipse, para desenvolver a sequéncia didatica, deve-se ao fato
de que, na programacéao do material, era a primeira conica apresentada aos alunos.

Visto a necessidade de um conhecimento mais aprofundado sobre as
cbnicas, a busca pelo mestrado profissional oferecido pela UFSCar de Séo Carlos
foi de grande valia. Os professores auxiliaram ndo s6 na compreensao teérica, mas
também na pratica do assunto abordado. Com tempo e a dedicacdo necessarios
para desenvolvimento, o curso oferece caminhos que ampliaram a maneira de olhar
a Matematica. No intuito de se aplicar o conteudo aprendido, essa dissertacdo teve
por objetivo avaliar o procedimento in loco. Como determinante da aplicacdo e
avaliacdo do aprendizado, foi escolhida uma escola para aplicacdo da metodologia
de ensino. Apd6s o primeiro ano do mestrado, faz-se necessario determinar o
conteldo a ser trabalhado com os alunos e escola para desenvolver o projeto.

A escola escolhida foi o Colégio Técnico e Industrial de Piracicaba (COTIP),

situado na mesma, na qual o ensino de Matematica a turma do 3° ano do Ensino
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Médio tem sido dirigido pelo autor hd mais de 10 anos. A busca para o
desenvolvimento de atividades diferenciadas para o Ensino Médio sempre foi o foco
de estudo. Devido ao tempo escasso para a abordagem dos conteddos
desenvolvidos no 3° ano, a procura pelo aprofundamento nas metodologias de
ensino foi primordial, sem interferéncia no programa planejado.

A escola possui uma 6tima infraestrutura com varios laboratérios de
informatica e acesso estavel a internet, facilitando a aplicacéo de atividades didatico-
pedagogicas, uma vez que o aluno desenvolve individualmente, usando seus
proprios conhecimentos, sem auxilio de outros. No desenvolvimento da sequéncia
didatica, os alunos fizeram uso do software livre Geogebra na versdo online. Para
minimizar ao maximo a interferéncia do professor no trabalho dos alunos, prevendo
gue poderiam apresentar dificuldades com o uso do software, foram utilizadas duas
aulas de correcao de exercicios sobre posicoes relativas entre retas, e entre reta e
circunferéncia, fazendo a verificagdo dos célculos com o software, com o objetivo de
familiariza-los com o uso do mesmo.

Em 2017, realizou-se a primeira tentativa com aplicacdo de uma atividade
diferenciada para uma turma de 3° ano com trinta estudantes.

Tal atividade era constituida de trés etapas, cada uma com um tempo de duas
aulas. A primeira dificuldade j4 se apresentou nesse ponto, precisava-se de muito
tempo para a realizacdo da atividade programada e necessitaria reduzir o tempo de
outros assuntos. A primeira etapa consistia na construcdo de uma elipse, a partir de
alguns dados usados como base, e utilizacdo de régua e compasso. A atividade foi
realizada em dupla em sala de aula. Essa etapa foi muito produtiva, mas foi
necessario o auxilio do professor o tempo todo, pois 0s alunos, em sua maioria, ndo
tinham prévio contato com desenho geométrico. Na segunda etapa, a mesma dupla
deveria, a partir do desenho realizado, determinar a equacéao reduzida da elipse.
Esse foi um momento problematico, as dificuldades ndo previstas do uso da algebra
tornaram a atividade improdutiva, de maneira que ndo houve aproveitamento algum,
mesmo com o auxilio do professor. Muitas dificuldades puderam ser observadas em
relacdo aos alunos quanto a fatoracdo e produtos notaveis. Ndo havendo tempo
habil para trabalhar todas as dificuldades apresentadas pelos alunos, assim, a
sequéncia didatica teve de ser abandonada para dar sequéncia ao programa
original, que necessitou ser retomado de modo a ndo atrasé-lo mais, pois, ja haviam

sido utilizadas oito aulas. Essa experiéncia possibilitou tornar a atividade mais
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objetiva e direcionada, com uso exclusivo do laboratério de informética, que seria a
etapa 3, que seria usada para constatar as construcdes e as informacdes das etapas
anteriores.

Em 2018, uma nova versao foi aplicada para a turma do 3° ano, com vinte e
um alunos, divididos em dois grupos, e utilizando dois laboratérios, com um grupo
para cada laboratorio, e um aluno por computador, monitorando o desenvolvimento
dos alunos. Os laboratérios utilizados tinham as portas de acesso vizinhas, o que
facilitava o monitoramento. Todas as despesas de impressao foram custeadas pelo
professor com recursos proprios.

E de suma importancia que, em aulas anteriores a aplicagdo desta atividade,
os alunos tenham contato com a definicdo, os elementos e equac¢fes reduzidas,
para usar como base em suas respostas.

ApoGs a aplicacdo da atividade, em aula posterior, fizemos uma discusséo
aberta sobre os resultados e o que era esperado.

4.1 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

Abaixo, segue sequéncia de fotografias dos alunos desenvolvendo a
sequéncia didatica.

Fotografia 6 - Alunos desenvolvendo a sequéncia didatica

.,

Fonte: elaborado pelo autor.



Fotografia 7 - Alunos desenvolvendo a sequéncia didatica

= L 1] |
L[| [

Fonte: elaborado pelo autor.

Fotografia 8 - Alunos desenvolvendo a sequéncia didatica

Fonte: elaborado pelo autor.

Fotografia 9 - Alunos desenvolvendo a sequéncia didatica

Fonte: elaborado pelo autor.
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4.2 DA ATIVIDADE

Nesta secdo, o autor apresenta a atividade que foi aplicada aos alunos e no
apéndice A encontra-se o texto na integra para que se possa fazer uso mais

facilmente.

Material:
Copias (uma por aluno) da sequéncia didatica.
Laboratorio de Informatica com acesso a internet.

Software livre Geogebra online®.

Tempo previsto para o desenvolvimento:
Foi previsto um tempo de duas aulas de 45 minutos cada, para o

desenvolvimento dessa atividade no computador.

Objetivo:

A atividade visa revisar conceitos vistos em sala de aula sobre a cbnica
ELIPSE. Com uso de parametros, busca-se estudar através da observacdo, as
transformacdes da conica quando forem alteradas as medidas dos semieixos e as

coordenadas do centro, além de observar a mudanca no valor da excentricidade.

Método:
Com uso do computador e o software livre GEOGEBRA, os alunos

construirdo a cbnica seguindo o procedimento abaixo descrito.

Procedimento:
Apos abrir o GEOGEBRA no site: <https://www.geogebra.org/m/KGWhcAqgc>,

siga as orientacoes.

1° passo: Clique com o botdo direito do mouse sobre a Regido Gréfica do

Geogebra e escolha a opgao “Grelha”

5> Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/KGWhcAqc>.



https://www.geogebra.org/m/KGWhcAqc
https://www.geogebra.org/m/KGWhcAqc
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2° passo: Na Barra de ferramentas, cliqgue com botdo esquerdo do mouse,

a=12
——

inicialmente na opgéo “Controle deslizante”

e, em seguida, clique em qualquer
ponto da janela de visualizacéo (Regido Grafica); abrira uma janela como a da figura
24.

Figura 24 - Captura da tela do 2° passo

EER A D SN O N S N ABC S Q
Y

Tl

| Seletor

Nome

| la=1

1 . Numero O Angulo O Inteiro

Intervalo | ‘ Seletor | | Animagio |

Min: Max: Incremento:

Fonte: elaborado pelo autor.

Altere o0 nome do parametro para “m” e modifique o valor minimo no campo
“‘Min” para zero e tecle “OK”. Proceda da mesma forma para criar os botbes dos
parametros n, k e h.

3° passo: Na Barra de ferramentas, cligue com o botdo esquerdo do mouse

R

2° guadrante da Regido Grafica da tela (Plano Cartesiano). Veja figura 25.

na opgao “Selecionar” e depois arraste 0s quatro controles deslizantes para o
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Figura 25 - Captura da tela do 3° passo

B S SO NS UP AN U= Q =
Nimero N m1 8 @
h=1 : ® .
@ , - !
-1 . k=1 4
= H @
O 0 @ 5 @ h=1 s
- ®
m=1 H
@ 0 (@= 5 ® :
n=1 : 1
@ 0 @@= 5 ®

Fonte: elaborado pelo autor.

4° passo: No campo Entrada de comando (situado na parte inferior da tela)

ao lado da figura

 digite: ((x — k)*2)/((m"2) + (y — h)*2)/(n"2) = 1 e tecle

“Enter”. Observe que “*” significa a operagao de potenciacao.

Figura 26 - Captura da tela do 4° passo

} —
.A//'\fb'@@éXABCEE'%- o Q=
Cénica ;N ; 8 :_
m=
H _
@ cxwimid 1 5
n=
b
Ndmero k=1 4
B . —.—
® et : h=1 .
0 @= 5 @ .
k=1 H 2
@ c
L ) :
m=1
. 0 @@= 5 ® -5 4 -2 -z - o 1 2 3 4 5 ] T ] 2 10
n=1 : -
. 0@ 5 ®
=
4 3

Fonte: elaborado pelo autor.
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5° passo: Observe significados importantes para os parametros m, n, k e h.
Para isso, cliqgue na bolinha do controle deslizante do parametro m e altere
lentamente o seu valor (basta arrastar a bolinha para os lados). Observe o que
acontece com o grafico da elipse e anote suas observacfes. Repita a operacao para
0s controles deslizantes dos parametros n, k e h. Anote suas observacdes (utilize

um controle deslizante por vez).

Figura 27 - Captura da tela do 5° passo

" GeoGebra Classic 5 i ] 9
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A . . * | a=2
¥ Janela de Alge| » Janela de Visualizagio Al
® k=1
® m=2 k=1 &
. h=1 |1 T T T T A A O O A )
® n=1 ®
® eql:(x-1F1. m=2 g
h=1 p
n=1
- ? |
LI T T T Y O A A )
2
1
[ —
4 3 2 1 il 1 2 3 4 5 6 7 8
Hen B i
Entrada:l H

Fonte: elaborado pelo autor.

6° passo: Digite no campo de entrada: Foco(c). Note que aparecerédo dois
pontos: A e B. Altere o nome do ponto A para F_1, para isso, basta clicar com o
botéo direito do mouse sobre o ponto A e escolher a opgao “Renomear”, abrird uma
caixa de dialogo com a letra A, apague a letra e digite F_1 e clique em “OK”. Altere

0 nome do ponto B para F_2, procedendo da mesma forma.
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Figura 28 - Captura da tela do 6° passo

(] d A @O &N e o Q=
Conica ;N : ! : GT : ! : : :_
@ -/ ml;i-\i == Renomear
v MNOVO nome para Ponto A
Nimero
. =N a |
h=1 :
. 0. 5 ® — m Cancelar
4 k=14 ;b T -5 —4 -3 —2 —.1 % N 4 5 ] T &8 a . ::10
®
123 f(x) ABC apy X
X y z 1 7 8 9 X +
2 X N e 4 5 6 + -
< > < 2 1 2 3 = &)
( ) [i ) 0 < > «
Fonte: elaborado pelo autor.
Figura 29 - Captura da tela do 6° passo (conclusao)
DI N ol I PANITIEIE bc Q=
— Numero T T T T T T T T T T T T T T
N e
h=1 - : ; m=2 | | : : : | : : : : : .
® o@ s ®
k=2
® o@s ®
m=2
® o@s ®
n=13
® o@ s ®
—  Ponto
® |E1=|[o.aa,1)E
@ reonil
« E— 30 | U U M S AU SO S S RO SO MY NN A M

Fonte: elaborado pelo autor.

7° passo: Digite e = Excentricidade(c) no campo de Entrada de comando e
tecle “Enter”. Note que aparecera a letra e na zona algébrica. O nUmero que esta a

direita do e representa a excentricidade da elipse.
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Figura 30 - Captura de tela do 7° passo

D S cl=PANEI IS Sc Q=
- i ] S S O O NS S =Y
o covif T b
e=071
h=1 :
® o: 4
o | :
0@ s ®
®
N

f)
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Fonte: elaborado pelo autor.

Agora, responda as perguntas tendo como base a elipse:

x—k) (y=h)
o O

Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

No gréfico, o que representam os parametros k e h?

Conforme séo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou que
podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condices m e n geram
uma elipse horizontal? E em que condi¢des a elipse gerada é vertical?

Nas condicdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E nas
condicOes da elipse vertical?

Se m = n que tipo de elipse vocé obteria?

Ao movimentar 0s parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando o

valor da excentricidade esta proximo de 17?
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4.3 ANALISE DOS RESULTADOS COLETADOS

A atividade foi aplicada para vinte e um alunos do 3° ano do Ensino Médio
com o objetivo de rever os conceitos sobre a elipse estudados em aulas anteriores.

O autor disponibiliza no apéndice C, as respostas na integra de todos os
alunos participantes deste trabalho.

Os resultados obtidos foram:

a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no grafico da elipse?

Objetivo da questdo: Espera-se que neste item o aluno conclua que variando

0s parametros m e n altera a medida dos eixos da elipse.

Grafico 1 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questdo A.

5%

OSim
B N3o

95%

Fonte: elaborado pelo autor.

Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 10 - Resposta recortada da atividade do aluno.

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

\) (")Mi:\r*meuu . Akeran 0 eixo maioc _Ada e\}(‘\mo/
QL__<e Sn) O eixo Q.

DA & QA\SQ’Y‘,@‘CAm o Altera o eixo memol da Sligse
Oy *’%QS:\I a eixo 8

Fonte: elaborado pelo autor.
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Pode-se se verificar através do gréfico acima que quase a totalidade da turma
compreendeu as transformacodes realizadas pelos parametros m e n. A maioria das
respostas coletadas explicou claramente que os parametros realizavam alteracdes
na horizontal e vertical dos eixos, mas sem apontar qual eixo foi modificado. Apenas

um aluno nao concluiu o objetivo, pois a explicacdo de sua observacéo nao foi clara.

b) Qual é o efeito dos pardmetros k e h no gréfico da elipse?

Objetivo da questdo: Espera-se que o aluno observe que os valores de k e h

efetuam translacdes na elipse.

Gréfico 2 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questéo B.

10%

Osim
B N3o

90%

Fonte: elaborado pelo autor.

Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 11 - Resposta recortada da atividade do aluno.

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no gréafico da elipse?

O K dndern a bione RenuaendTo dronamli. ) srquin e
& h dodeen a i uticadooniedl

Fonte: elaborado pelo autor.

Pode-se constatar que quase a totalidade dos alunos observou que o0s

parametros k e h efetuam a translacao da elipse no plano cartesiano. Os alunos que
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nao atingiram o objetivo da questdo, em suas observacdes, confundiram as

transformacdes do item b) com as do item a).

c) No grafico, o que representam os parametros k e h?

Objetivo da questdo: Determinar que k e h sdo as coordenadas do centro da

elipse.

Gréfico 3 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questéo C.

O Parcial
B N3o

Fonte: elaborado pelo autor.

Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 12 - Resposta recortada da atividade do aluno.

c) No grafico, o que representam os parametros k e h?

& Qrﬁl%gr\ (coocdemadn) o Cixo X-
h: Cosicanicntdemada) mao eixo y-

Fonte: elaborado pelo autor.

Neste item, os alunos, que em sua maioria, ndo atingiram o objetivo da
guestao, escreveram em suas observacdes a conclusao do item anterior, e ndo se
atentaram para que as respostas devessem levar em consideracdo a equacgéo
reduzida apresentada na atividade. Para tanto, os alunos que concluiram

parcialmente o0 objetivo (como a resposta acima) observaram que k e h



58

representavam as coordenadas x e y do plano cartesiano, mas nao notaram que
ambas representam as coordenadas do centro da elipse.

Uma sugestao para evitar o erro de interpretacdo, seria mudar o enunciado da
guestédo para:

c) No grafico, que elemento da elipse os parametros k e h representam?

d) Conforme sao alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou que

podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condicdées m e n geram

uma elipse horizontal? E em que condicdes a elipse gerada é vertical?

Objetivos da questdo: Espera-se que o aluno perceba que m > n a elipse tem
segmento focal paralelo ao eixo horizontal e se n > m a elipse tem segmento

paralelo ao eixo vertical.

Grafico 4 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questéo D.

Osim
B Nio

71%

Fonte: elaborado pelo autor.
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Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 13 - Resposta recortada da atividade do aluno.

d) Conforme é sdo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condicoes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condicoes a elipse gerada é vertical?

Sy A anal &i‘ l%\;_ \im&:\lco& '
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Fonte: elaborado pelo autor.

Neste item, 70% dos alunos compreenderam as condicdes em que m e n
geram a elipse vertical e a horizontal, porém os 30% que n&o atingiram o objetivo,
segundo suas respostas, fizeram uma comparagcdo nao entre m e n, mas sim em
relacdo ao valor numérico inicial 1 e ndo perceberam a relacao entre os parametros

ou ndo souberam transcrever suas observagﬁes.

e) Nas condicBes da elipse horizontal, 0 que representa m e n no grafico? E nas

condicles da elipse vertical?

Objetivos da questdo: Espera-se que o aluno consiga identificar que se m > n
na elipse horizontal entdo, m é o semieixo maior e n € o semieixo menor. Para o

caso em que n > m entdo, n é 0 semieixo maior e m é o0 semieixo menor.
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Gréfico 5 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questéo E.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 14 - Resposta recortada da atividade do aluno.

e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigdes da elipse vertical?

‘Ny elipa HoL;ZoAYT@) o M Fpiudld o exo Maby
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Fonte: elaborado pelo autor.

Os alunos compreenderam parcialmente o objetivo da questdo, concluiram
corretamente a funcdo de m e n na elipse, porém nao souberam associar 0s
parametros aos eixos, relacionaram com altura e comprimento da elipse. Em sua
forma de escrita, 0 comprimento representa o eixo maior e a altura o eixo menor.

Os alunos que ndo atingiram o objetivo ndo souberam relacionar os
parametros.

Uma sugestdo para melhorar o desempenho dos resultados desse item
estaria em enfatizar, na aula anterior a aplicacdo desta atividade, os elementos da
elipse, para que o aluno consiga associar melhor os parametros da atividade com os

elementos da elipse.
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f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria?

Objetivo da questdo: O aluno deve observar que se m = n entdo a figura
gerada € uma circunferéncia (caso degenerado de elipse).

Grafico 6 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questao F.

14%

OSim
86% B N3o

Fonte: elaborado pelo autor.

Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 15 - Resposta recortada da atividade do aluno.

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

Fonte: elaborado pelo autor.

Os alunos que néo atingiram o objetivo da questdo, em suas justificativas, ndo

conseguiram observar e/ou explicar a mudanca da elipse para circunferéncia.

g) Ao movimentar 0s pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico da

elipse guando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando o valor

da excentricidade esta préximo de 1?
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Objetivos da questdo: Espera-se que o aluno observe através do valor da
excentricidade, em que situacfes 0s parametros m e n geram 0s casos degenerados

da elipse (segmento de reta e circunferéncia).

Gréfico 7 - Percentual de alunos que atingiram o objetivo da questéo G.

10%

OSim
O Parcial
B N3o

Fonte: elaborado pelo autor.

Resposta que mais se aproxima do objetivo do item:

Fotografia 16 - Resposta recortada da atividade do aluno.

g) Ao movimentar os parAmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?7
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Fonte: elaborado pelo autor.

Os alunos que nao atingiram o0s objetivos da questdo, em suas respostas,
mostram que ndo compreenderam o que era para ser observado na relagéo entre o
valor da excentricidade e a transformacédo do grafico. Ja os alunos que atingiram

parcialmente os objetivos, apresentaram dificuldade em justificar as transformacoes.
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Proponho para este item uma modificagdo em seu texto, de tal forma a
direcionar melhor a observagéo do aluno. O novo texto poderia se apresentar, como
o exemplo:

g) Movimente os parametros m e n separadamente e observe as alteracoes
gue acontecem no grafico. Primeiro faca as variagcdes de forma que a excentricidade
se aproxime de zero, e anote em que condicBes para m e n temos excentricidade
igual a zero e que desenho o grafico representa nestas condi¢ces. Agora, faca o
mesmo variando m e n para que a excentricidade se aproxime do valor 1 (um), relate

suas observacfes com relacdo a m e n e o desenho do grafico.

Durante a aplicacédo da atividade observou-se que, até mesmo o0s alunos que
apresentam dificuldade com a Matematica e, nas aulas tradicionais se apresentam
desmotivados, nessas aulas se empenharam, desenvolveram e participaram
ativamente do processo.

Posteriormente, na avaliacdo bimestral, fora colocado uma questdo sobre o

assunto abordado na sequéncia didatica e o retorno observado foi positivo.
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5 CONCLUSAO

Partindo de uma abordagem pratica sobre o conteudo de cbnicas, no caso
elipse, observou-se que o protagonismo dos alunos em sala de aula € a esséncia
para sua motivacdo, embora a sequéncia didatica aplicada tenha sido direcionada,
ainda assim mostrou uma melhor participacdo dos estudantes as aulas, o que vem a
ser de suma importancia para que o aprendizado seja efetivo, no que se refere ao
PCN, mas € preciso ter clareza de que ndo se pode desenvolver todas as aulas
dessa forma devido ao tempo e ao excesso de conteldo a ser abordado no decorrer
do Ensino Médio. Porém sempre ha espaco para que se possa “encaixar” atividades
dessa magnitude para que o aluno deixe sua postura passiva e passe a ter uma
presenca mais ativa e motivada em aula. Também notei que com 0s assuntos das
cOnicas hipérbole e parabola, ap6s o desenvolvimento da metodologia, os alunos
apresentaram menor resisténcia e compreenderam melhor as diferencas,

semelhancas e suas relacoes.
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APENDICE A - Material para o desenvolvimento da atividade com os alunos

ATIVIDADE SOBRE CONICAS - ELIPSE

Material:
Software livre Geogebra online.
Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/KGWhcAqc>.

Objetivo:

A atividade visa revisar conceitos vistos em sala de aula sobre a conica
ELIPSE. Com uso de parametros, busca-se estudar através da observacado, as
transformacdes da conica quando forem alteradas as medidas dos semieixos e as

coordenadas do centro, além de observar a mudanca no valor da excentricidade.

Método:
Com uso do computador e o software livre GEOGEBRA, os alunos

construirdo a conica seguindo o procedimento abaixo descrito.

Procedimento:

Apbs abrir o GEOGEBRA no site: <https://www.geogebra.org/m/KGWhcAqc>,
siga as orientacgdes.

1° passo: Cligue com o botédo direito do mouse sobre a Regido Grafica do
Geogebra e escolha a opgao “Grelha”

2° passo: Na Barra de ferramentas, cliqgue com botdo esquerdo do mouse,

a=2
-

inicialmente na opgao “Controle deslizante” e, em seguida, clique em qualquer

ponto da janela de visualizacéo (Regiao Grafica), abrird uma janela como abaixo.



Figura 1 - Captura da tela do 2° passo
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Fonte: Geogebra.

70

Altere 0 nome do parametro para “m” e modifique o valor minimo no campo

“‘Min” para zero e tecle “OK”. Proceda da mesma forma para criar os botées dos

parametros n, k e h.

3° passo: Na Barra de ferramentas, clique com o botéo esquerdo do mouse

R

na opgao “Selecionar”

e depois arraste os quatro controles deslizantes para o

2° guadrante da Regido Gréfica da tela (Plano Cartesiano). Como na figura 2 a

sequir.
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Figura 2 - Captura da tela do 3° passo.
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Fonte: Geogebra.

4° passo: No campo Entrada de comando (situado na parte inferior da tela)

ao lado da figura digite: ((x = k)*2)/[((m"2) + ((y — h)"2)/(n"2) = 1 e tecle

“‘Enter”. Observe que “*” significa a operagao de potenciagéo.

Figura 3 - Captura da tela do 4° passo.
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Fonte: Geogebra.
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5° passo: Observe significados importantes para os parametros m, n, k e h.
Para isso, cliqgue na bolinha do controle deslizante do parametro m e altere
lentamente o seu valor (basta arrastar a bolinha para os lados). Observe o que
acontece com o grafico da elipse e anote suas observacfes. Repita a operacdo para
0s controles deslizantes dos parametros n, k e h. Anote suas observacdes (utilize
um controle deslizante por vez).

6° passo: Digite no campo de entrada: Foco(c). Note que aparecerdo dois
pontos: A e B. Altere o nome do ponto A para F_1, para isso, basta clicar com o
botao direito do mouse sobre o ponto A e escolher a opcdo “Renomear”, abrird uma
caixa de dialogo com a letra A, apague a letra e digite F_1 e clique em “OK”. Altere

0 nome do ponto B para F_2, procedendo da mesma forma.

Figura 4 - Captura da tela do 6° passo.
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Fonte: Geogebra.
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Figura 5 - Captura da tela do 6° passo (conclusao).

DEFRERNCEE 5c Q=

— Numero

—  Ponto
@ r-(0e1 *
@ r-(s21 ¢

Fonte: Geogebra.

7° passo: Digite e = Excentricidade(c) no campo de Entrada de comando e
tecle “Enter”. Note que aparecera a letra e na zona algébrica. O nimero que esta a

direita do e representa a excentricidade da elipse.

Figura 6 - Captura de tela do 7° passo.
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2 2
Agora, responda as perguntas tendo como base a elipse: (Xr;f) + (y gzh) =1.

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no gréafico da elipse?

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no gréafico da elipse?

c) No gréafico, o que representam os parametros k e h?

d) Conforme séo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou que
podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes m e n geral uma

elipse horizontal? E em que condicdes a elipse gerada € vertical?

e) Nas condicdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E nas

condicOes da elipse vertical?
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f) Se m = n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

g) Ao movimentar 0os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico da
elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando o valor

da excentricidade esta préximo de 1?

IDENTIFICACAO DO ALUNO (A)

NOME
COMPLETO:

IDADE: SERIE:;

ESCOLA:

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA:

DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto & aplicacdes. Sdo Paulo: Atica, 2016.
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APENDICE B - DEMONSTRACOES COMPLEMENTARES

Para demonstrar as propriedades reflexivas das conicas sera feito uso do
seguinte lema:
1. Proposigéo 1

Sejam os pontos A, B e C coplanares e ndo colineares, e os vetores u= AB

de normaigualape v=AC de norma igual a q (figura 1). Ent&o o vetor W= qﬁ + p\7

é paralelo a bissetriz do angulo BAC.

Figura 1 - Proposicao 1.

Fonte: elaborado pelo autor.

Antes de demonstrarmos o lema acima, precisamos de algumas definicdes e

conceitos do tratamento vetorial da geometria analitica.
Defini¢cdes:

Fixemos um sistema de coordenadas ortogonal, de agora em diante,

i) Coordenadas de um vetor
Dados os pontos A = (a,,a,) e B = (b,b,), entdo as coordenadas do vetor
v = AB sdo dadas por (b, —a,,b, —a,).

i) Norma de um vetor
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Chama-se norma (ou médulo, ou comprimento) de um vetor ao comprimento

de qualquer um de seus representantes; indica-se a norma de Y por HUH

iii) Produto escalar

Sejam os vetores U =(a,b)e v=(c,d), chama-se produto escalar entre Ue

V, 0 nimero real dado por U.v= ac+bd .

iv) Angulo entre dois vetores

O angulo formado entre dois vetores U=0A e v=0B n&o nulos é o menor
angulo formado entre os segmentos OA e OB representantes desses dois vetores.

—_ -

. R ) uv
A medida desse angulo é dada por arccos V .
ulllv

Demonstracao

Para mostrar que Vv:qﬁ+ p\7 ¢ paralelo & bissetriz do angulo BAC, basta
mostrar que o cosseno do angulo formado entre ueweé igual ao cosseno do
angulo formado entre vew.

Suponhamos que u= (a,b), V= (c,d) e que a medida do angulo entre Uuew
€ igual a ae a medida do éangulo entre v e w é igual a p. Entdo
w=qu+ pv=q(ab)+ p(c,d) = (ga+ pc,gb+ pd) e
uw _ (a’+b?)q+(ac+hd)p

T T
2

=a’+b® = p?, segue que:

cos(a) =

—

Como Hu

uw _(@*+b*)g+(ac+bd)p p*g+(ac+bd)p  pg+ac+hd

L o M

cos(x) =

—

u

Agora,



78

o 2 2
cos() = :/.w :(c +d°)p+(ac+hd)q

I L

2

-

Como |v|| =c*+d?=q?, segue que:
cos(5) = \7\71 _(c?+d”)p+(ac+bd)g _q*p+(ac+bd)g _ pg+ac+hd
LT v v I

Logo, como cos(«) =cos(B) = a =/, ja que angulo entre os vetores esta

entre 0° e 180°. Dai é n&o nulo e paralelo a bissetriz do angulo BAC.

2. Demonstragéo da propriedade reflexiva da elipse

2 2
Considere a elipse de equacéo X—+Z—2
a

5 =1 com focos F =(-c0) e

F, =(c,0) e a reta t tangente a elipse no ponto T =(X,Y).

Para provar a propriedade reflexiva, pela Proposicdo 1, basta mostrar que o

vetor G:HTFluTF2+HTF2HTF1é ndo nulo e paralelo ao vetor n=(b’xa’y), vetor

normal a elipse em T que contém a bissetriz do angulo F, T F,, como mostra a figura
2.

Figura 2 - Propriedade reflexiva da elipse

Fonte: elaborado pelo autor.
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O vetor u € paralelo a n se existir um escalar p tal que u = pn,.
cX — X
=a+— € ”‘I’F2 =a——
a

Substituindo TF, =(-c—X,~y) , TF, =(C—X,Y), HTTzl
a

em u= ”TFl

T, 4

TF, segue que ﬁ:(a+%j(c—x,—y)+[a—%)(—C—X,—y) e,

efetuando as devidas operacoes

u )
a a

(—2a2x+2c2x —2a2y] _(—ZX(a2 —c%) —2a’y
a a ’

J. Como a’-c” =b?, segue que

<

(2t 2ty (2 a2, ) 2
a " a a a a'. a

Logo, o vetor u é ndo nulo e paralelo ao vetor n, e entdo paralelo a bissetriz

do angulo F,TF,.

3. Demonstracao da propriedade reflexiva da hipérbole

2 2

Seja a hipérbole H de focos F, =(-c,0) e F, =(c,0)e equagéo X—z—;’—2=
a

Como a hipérbole é simétrica, considere a reta t tangente a hipérbole no ponto

T =(x,y) pertencente ao ramo H, ou seja, x> a. Quero mostrar que a reta t contém

a bissetriz do angulo F, T F, (vide figura 3).

Figura 3 - Propriedade reflexiva da hipérbole

Fonte: elaborado pelo autor.
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Pela Proposicdo 1, basta mostrar que o vetor G:H'I'—F1

7+ T

'TFl é nao

nulo e paralelo ao vetor t = (a’y,b?x) , vetor tangente a H no ponto T.

CX
=—-a.

Tem-se da definicdo da hipérbole que HTTzl
a

CX —
=—+ae HTF2
a

Ovetor u éparaleloa t se, e so se existe um escalar p tal que u = pt.

Como TTzl =(-Cc—-X%-Yy) e T_F; =(c—x,Y), substituindo em

u= ”T—F;’TTZZ +H‘Ifﬁ segue que U= (%X+ aj(c— x,—y)+(%x —a](—c— X,—Y) .
Efetuando as devidas operacoes, tem-se que
u:£ 2x’c+2a ¢ 2nyng(c(az—xz),—cxy) e como, da equacgdo da hipérbole

a a a

a2,,2

tem-se, a’—x* = izy : segue que
- _ 2 2 _ _n2y2
u:( 2x’ct2a < 2CXyJ=g(c(a2—x2 ),—cXY)=g(c azy ,_nyJz

a a a a b

__ 2y (azy,bzx)z— ;?2/ 1.

Sendo y =0 segue que u é ndo nulo e paralelo a t que contém a bissetriz
do angulo F, T F,. Por outro lado, se y=0, segue que u=0 e T = A2 e nesse caso a

reta t € perpendicular ao eixo x e contém a bissetriz do angulo F, T F,.

4. Demonstracdo da propriedade reflexiva da parabola

Vamos considerar a parabola P de equacio y® =4px, e seja t a reta tangente

aPnoponto T=(xYy).
Considere a reta r paralela ao eixo da parabola tal que T er e tome um ponto

T, =(x,, y) pertencente a r tal que x< X, . Entdo n a reta normal a parabola no ponto

T contém a bissetriz do angulo FTT,, como mostrado na figura 4.
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Figura 4 - Propriedade reflexiva da parabola

Fonte: elaborado pelo autor.

Pela Proposicao 1, basta mostrar que o vetor U= H‘Iﬂﬁ+”ﬁ TF & n3o nulo

e paralelo ao vetor n= (-2p,y), vetor normal a P no ponto T.

Considere os vetores ﬁz(p—x,—y) e 'I?I'lz(xl—x,O) cujas normas sao

T¥=pexce|mm

U= HTT:'HT_Tl' +‘ﬁ

=X, — X. Substituindo em u= Hﬁ‘ﬁ +Hﬁ

ﬁ tem-se que:

TF =(p+x)(X —x0)+(X —X)(P—X~Yy)=(2pX, —2pX,y(X—X, ) =

= (—2P(X =% ), Y(X =%, )) = (X =% )(=2p,y) = (X=X, )n.

Como Xx#Xx, 0 vetor u é ndo nulo e paralelo do vetor n. Logo a reta n é

bissetriz do angulo FTT,.
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APENDICE C - Respostas dos Alunos

Neste apéndice encontram-se cépias das respostas da sequéncia didatica de
todos os alunos.

e Aluno1l

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

vﬁm Q. (‘\\.Y\'f\)“\\\\

SO = )\ &\mxm «\ma AN »«\sm\mﬁ‘m\m SN 9 WS m@n
OUTTOSING . R (\,\?mm\u\

b) Qual é o efeito dos parémetros k e h no grafico da elipse?

V=8 J&l S () “mﬁ\mmom\&,a AQ., Qmugj\d.m hmo., O dam&n
~—Q\:Q .&Q k\o AL 'mpmmom{n é\Q DM"O \'\:QJ\L\ Bﬁ\\(@.

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

K 4 m\mm N&m\\(\ (SRS mw'\cmxml& &L\Q\\’\DBQMAQQ- &1 NYY




d) Conforme é sdo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigOes a elipse gerada é vertical?

QunmAH - \nm”‘\ s QL uWMA&.E
Lﬂ\/) &*0 aareeQ) A&Al\}\n \ISD\A&(D&

CQinets vogy - (\g o Son ool Qate & \K&m Qs
m)&\{ O Q\\%ﬁ_&\maﬁ‘\l&“ J

€) Nas condigbes da elipse horizontal, o que representa m e n no gréafico? E
nas condigbes da elipse vertical?

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

G ﬂ\'m; roxr O BSOS val L\’X\(\x\% Cm\% D \\(\\V\% &

AV OO Q\u(\m% D YD L\PL q‘lm&\m D o ‘mn&g

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

Bluo e yan Anmﬁm%& NS A..B\mm .mimi\m\\hj Q. Qi‘m
. e %um)\‘Q_, Qe E_

e e e e
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e Aluno 2

a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no grafico da elipse?

0 patgmnidie m voiic o g e maim (A) r e }/J(i'/‘l;;./m!]'?-& T

© L'wce “aganon (B,

b) Qual é o efeito dos parémetros k e h no grafico da elipse?

0 Onnmmnﬁe K ude o oe'.vcoo do_clnedo fovao sl mansky
M9 OJ?nQu'A 9 © nfma/w[)lj\o h (9 p{m A?(/\:b(/c«p/w\bv\b

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

_EM)MJ-&W\ 8 i ss (‘,‘u) ;),Q(;vho (&.";tb}"(t-\q - K SN0 h_— W
' 4}

d) Conforme é sao alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condicoes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigbes a elipse gerada &€ vertical?

UWins OonéLﬂBU:m\ra.a ) oblicla Nm\mz Qaal ym o O QA Guot
. Emua,.:xa et ILQADJS.L Shical £ uﬁio/n Ap,n\m: Guns 1 Ar\ mwm

Gual W\ =
o —

e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigoes da elipse vertical? '

Na 90, P ﬁwaov\'tuﬂ ™ sl Mn):bvjm ol tein i g A«L—
IMMMG n MMMnTrx a Mnmua o-tar Bs 4 Bo.

No LQ-D/-\’ owbcnO PN )M\H/J_l ool e A&J As Pondbe o M
ru«rmlu,ﬂ'a.da pon 0 A Ba s Ba o0 sn ni{);[_w,hfr}lz. 2
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f) Se m = n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

LOWONY\LY) UrnnG (‘A-I\(,Un\pf,/l;/’f\('ﬁ'r (")r: Gaaf TOJG © AL D rmosn
(A) (I},uc./vxxp B it (5) ﬂ/\,tfa'/vm e AInang /W\.('g[,.‘,J,.

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o gréafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17

LQU&QM e tocomtnicsdacle ol vmimaun (,\%ﬂmw o CL\DMM« 78 G,
A mlorss At m o on dimwimuesn, Buarde m"(&,\h 9/‘970/»'\\9 (‘Lﬂ 1o vide
do 2occomTnies o cle ol - A Guul G d}iﬂj/umc'r; ot o v e s
M 8 N age  cmonce Kb,

e Aluno 3

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

b) Qual é o efeito dos parametros k e Ao grafico da elipse?

JS;« K o (—.am,an N el J)gﬂn o Qnle )(I. e Biie B

N0 mam¢ pelo. £ _woe 4
J

¢) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

__K Mfﬂ!nim/T 2 9ds v /Ia_«zngQQnMIZ 6 0de W




d) Conforme é sdo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigbes a elipse gerada é vertical?

2 A 7 g(_o.mdﬂ m 10067

e) Nas condi¢des da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigées da elipse vertical?

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

ot e o of)‘/om |

g) Ao movimentar os pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico

da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando

o valor da excentricidade esta proximo de 17

Cm(ﬂm - . N Ofiee A~ i f":QI){/)'mn_ QFQ-J:n 0 ,On,onp.pm.o IL

J Ll r.nﬂu

e Aluno 4

a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no grafico da elipse?

O QA(%MQ\—(D o, Alkeia O eixo oeaioc Al @\‘.qu/
QU Q\QSAJ O eixo Q. :
% o—QAsdanexa on AW e{a 0 eixo memal _Aa eligse,

Ou Se:\)nln eixa 8.
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b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

O (\’A('Am\(z’b(o R_omove A c.\‘r)c.e r)o\r) Oy X .

O O’A(’Ar\m?hm h, omove A e\n<e ()o\n i a .
i

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

K: Qrﬁic‘.unn( Cooldemadn) oo eixo X-

% Oo%icﬁn((mrc\@mada) mo STao Y-

d) Conforme € sdo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigbes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigoes a elipse gerada é vertical?

_Qasﬁ LM elipse hoG2omta\ o Aeve(s <e¢ anaiac
Q‘ue M.

Qac?\ Qomna o\lpqe Je(tieal C\p\!e(a' Sed mmaiof
Que om..

e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigdes da elipse vertical?

Na e\t(ﬂp otizomeal Q _m (eQresemta RTQDQ e
Q_eixn ma}o%ﬁmuamhc_m_tﬁpies&mha_eg_qge_é_o_
LIXO Mmemar.

S3 ma e\ipse Verical O feQfesemya Q,a'ue_

-
~

€ O CIxD ma:of.

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

Q(’GE Lo r"\crnmgpjpm\a (}ﬂQ 0(\<<n i OmaAa

_U.m_;_(_a Aicsx Smcia € mice ﬂl—Cﬁmnf_Q_e_aﬁx_\;igm,_

AAAPQ v Seian Qo {io.
7 J 7
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g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico

da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

0O valne Aa excemendidade Q\C’A ()(ox\rmo de )
C‘om(( atome  OS Valoes A M & m \3 I

E ovalo so 2 010oxioma As A srerlletine s Naloles
Qe o e m ngp‘m\ MAerd TS Al bambes.

e Aluno 5

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

ermm'tn S ™M aummuMin _a ou{yxa oM end ol

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

[ W dadecn a JQLD’\! meom)fnﬁmr\ﬂmﬁ,n mrmmm'l})
& h dinteen o s nu \tm‘hm()rmmm,

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

M\\ Ao lonn 0 oAen® Ao dish Adudlas
Wpl[]%- : . ‘

d) Conforme é sao alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigbes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical?

B aow _&g\lm”fﬂ A qunada quardd SN, g
o ﬂxrw \un'hcnl il ?Jhno;\ln mmm{s D YN,




e) Nas condigbes da elipse horizontal, 6 que representa m e n no grafico? E
nas condigdes da elipse vertical?

i DN gl )L 0= o vy o0 o inn, M-
Ao o tmm&:ﬁ[ﬁn mwuﬁ\d.uﬁd)’rrm. ‘

Bl Gmtialt o oing o L. W= (e onuedp

1\1/\'1‘1.9 a_auna__a  aoagen ANTANCD .

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

/ "
DEC.OR X1 onnrm

lecols QondP/\ o emyYND (\)P{Y\IB

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17?

L@_meﬁ)_mb_mm@ch 'lux@ 0 M\WLMJYmmh Va7 AR

J_mmu do dair uygm mmmda (mx;mm dSL(\

e Aluno 6

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no gréafico da elipse?

G)unr‘o‘o m ¢ moren  que 1, o QLPSP (lf) Ou.)) ~ny  Uen (()\,
ceon dWensn cn 2V urnss Jo Grde M C miie doe l,rl‘:o
an oo an 7m”]3] M oppTorcke (4D ‘Jneur\) \

QU)M),, n_ 0’ oPron Qub l,. 3 @]t,nép \Zl’n ouy) M kor\i{o/\};]

<P aH’pm\,. D Jorg“bm g 5 Kp fon ccogon gqup A Fim

ou)’ JAY) Uo/\'}'im/ Surraib~ole Sy .)H'u/\) ;0 dimingingo 2 ECSV’”‘




b) Qual é o efeito dos pardmetros k e i no grafico da elipse?

- h (- ~
Cm e oig [P gl | Cu) e > oo W
Ny
c (‘(,,/1()/() (/() D e Sp P§"(>/\("JD IaatarAd ‘r)) p) r///)ﬁ/f) P V¢ 1
o<
[67=Y8.3 7/*/‘/\ Sco /J,\q, DD LYV [ o -
> v -
& h L
m »\~>7f‘{‘/ﬁ’) Pale'm) S DITUN) . Avdnen en LIv A S ¥ id
O " T
’(\/ (')Jivo § o ) ¥Pon 2 pl "'1737’ P Yoy cUP Il <e more
- 1

c°fl pm

A Ciesy Gl o[ frrman

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

E//)f /V‘/Tl"/)".—m /2 /)(:(',)r‘ ) (J) (9/‘#/) P, Aas Pioc X ¢ lo’\ .

/\Hr"/‘?ﬂdn Suy ,Fos-{f» Jaye 3”»-‘)vrﬂ.

d) Conforme é sé&o alterados 0s valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condicbes m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada € vertical?

(m V12 I-) elipsr  p /0/\/3(‘/\}9/ N Qo /, r_°m N

Ja'a CIAOA QU P [ -
= t J 3
(’_ O (AR ) p[(PXP i ‘JDI\}/(? . qu-mn)o C PN cTa¥val 4;[1/’ l/

e~ N <l'u)/~(‘/° P’ D0/ on _)n)o /

e) Nas condicbes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condig6es da elipse vertical?

é?()/ojj//i’) -7,/3/’/“\’/"/\/)/ YN pusvna  onoien c‘\uﬁ_l

Ci‘.\)n { i
(e rondrcces 11/:/\/70/ o Pl OYron cue 7, P cim

N 2/ % 7

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

Spe ob%’rvo o2 ﬁleﬂm /.(/5’/1\//) L oic OF pPrrec
A-',-ﬁ.;zﬂfn/c =2 Ao

i C‘S—L’/ - /%/)"~ S POt i Y
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g) Ao movimentar os parAmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando

o valor da excentricidade esta proximo de 1?

G i ///J ﬂflc,)(//yr\ 50 O, 6. “l/)}o’\ de M o0 e QU 5P
/IO\GJl r\p/\ﬂ/\f\/ ) (’LD(P P30 mD ﬂ(ﬁ/;’J nm//‘///. Cﬁ@uy\ob

ovrpﬂ% G pisdﬁ A9 )“) I)f)s\i"’ cle { oc wfors de_m en
”[ -y n Cj,(mm r ) szm 2 AN ow)e

“irim U T

e Aluno7

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

iﬂ:.()egormu ) (;[.r(u\g Na \r\grlz.or'\ta\
D decgrma 0 Circule ha  Vertieal

- —cr

Amboc Pﬁe)('\( -J:nrﬁ\nm uma. E\‘?(},e ({\JAnX?_\ mOULé()S
lnr]lillr\t\:l\m@n W% _

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

’ki mnyve @) C"l((_n‘ r\& l‘mr \Z r\njrd\
. Mmgve o ciccolo Nna vectical

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

RePregen‘k:\,m 2 Do%\cnn Ao Dm\\annn no P\.:mt)
(ar)(%ﬁh"()

d) Conforme é sao alterados os valores dos pardmetros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigbes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condi¢Ges a elipse gerada é vertical?

.Dc,f harizork- © M>>0
B .DSe vertical - b= I




e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E

nas condi¢des da elipse vertical?

N &
d

eX(‘gg\irm\ aa=

f)

Se m = n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.
~J

Q PO\\QOH(\ Fﬁ\'ma(\o é om C\\_(,'l O

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o gréafico

da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

CDHQP_k\ I'Y\AJ()\ pa \\F(—”TPFC& Pfire m e T\l

s

m&\or °>€T51 2 Psiror\'t\"u\\

Aluno 8

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

l\/(‘)—/W\ RQJI ATenlo A }\MA/}@\C\AO\Q 2 ek N Q/Q«(
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Sl el poe. Jevidoa avPrcia de excedticidad
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Cruafx ~nes Y. |n+ o \_A} (0.8 M‘J\/l‘mxﬁl/@ L MU ANNCE
P Non Bl ook Dogple: Vr‘“' L Y L VL . P

L/(‘)\L"\\)em ,FLJ/\“\,C{/C\ A0S NG

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no gréfico da elipse?

7.\/(\ V JZQQ CVY\/Ol/rA DaﬂO\ duﬂ!u*a oo ‘\/_,Q/b

-/Y\\/CU./\ )\0\ JAA LSS h 3 VAV a 0.0x &
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c) No grafico, o que representam os parametros k e h?

Fl?o YutiaiaTt o _,Q/Q.C‘., \ AL Clea ( P e PO ‘l“r»'\ [0 UPAAY O

~
l ! . “ ¥
‘{\fw/\ . O % O K CF 2 ag>o \,“_ (%Y FAA%C \_l ('l‘j A C.(_v<
1

|
\— i

d) Conforme é sao alterados os valores dos paradmetros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigoes m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical?

QMD/\’\CL& /('/{'VQM/\’V\G/\ .t ()/‘td‘ﬂ Q& (‘() u,n/*n} (&N
J‘\I.J)/W\ AN DEVASEE A 'V YRR I 57, 6 Va MEWA AV, (\xja};f\fdl/\ .179J/\ /ym“rLX“A/W\
,r!)\l Horn o COA\‘} CLE’ ,\ aAno V.UI&/ r/o& 2 N\ 9,\“ L!‘rty })OJLO\

N asdol™
T

e) Nas condicbes da elipse horizontal, o que representa m € n no grafico? E
nas condi¢oes da elipse vertical?

M nu\ﬂu\_omiCL ,&AX@, oo QN 9 M n}{\ﬂﬂ/‘.ﬂ/\/\jq
LT 0, XD MO

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

J 4] (b ’ Yanmu@AN (0 Fac U 4 d_l_)\/ :/!\d JADN o/\/;;-_\/dli_:_
\]09_/@1-& ; @M-L” VAN A AN | N/‘(‘ilm‘

g) Ao movimentar os pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17

O Valen o f*’(‘i 0 IDJ Con AYNCUN }\1/\)"@ Ay Uprm
(. el et 4 @] ,l,l‘,C‘ll\\A}C\ Ja s Ve P VAN B e ;'\;;"‘.-CL\"/'../I'VVU\ C}"O 1
Ly Cis N xp\@l s i -
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e Aluno 9

a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no gréfico da elipse?

O v do¥nmmima o 3Gxqura da 90{-0ym0 _quamndly B snim
0 olmaadf wooaa @ soleh cnolen .en vpemies FA

Ao o
; ! . s
L C2 8 Santameaigon aom “0mrdiid e T adixamd® o 03ipra

F0l N panSoea B e “pemien Th oo F2 o i

ais JasQo
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T T 1 =~ UL o LE (L (Ve (T

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

~ ) 270, S .
D) cponGoeoins K oMo O DORMAOD o a0, 09%avQran L INE-N D ek,

Mw‘e w0 gralias,

Auomi® ceeonen  Jen o a0l osa ADredEs vmode o danad rs o Fa rag
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e P2 k O coanQiom 93N N areAdon Q\n\‘r\\m arcn e 0 99i~prae 2 m'_‘

ﬂgc\u.u\h’\ﬂﬁ O wroararea Qsen@®o. e mr‘\::m:n\i.g;
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68 Ra Jasreamls (Loguaod
c) No grafico, o que representam os parametros k e h?

;Qmj_(b@e 3 . O0MAAe e o Oenorale,

d) Conforme & sao alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condi¢des m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical?

fﬁ?mu%mkoo ° o mZA o MSA
AYgnnd: g9 St 7O 2 N> A

e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigdes da elipse vertical?

S99 o 20sraana
9




95

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

Do iz n 5 © solen de amewes Qeu A Douwmord. o

antponBenimsaa.  voenaais oo spenyen T 2 Fa 0SS ssemn e

RoER=SCO V) =

g) Ao movimentar os pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17

Auomds .8 € omttr e O (e &> oo Yy o Ta PRSI

(A1 D woopd® oo N erm ~ma WM& 1395 e YN 9 pnaredRg,
QOO AD (oM pemion TY o T2 Sarmamias,

e Aluno 10

a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no grafico da elipse?

(9 J/M % LAy aa2l é?po 7277 Yo M@#ﬁﬂ
i 5 O ver, L /V\Qﬁ

Zj%g;c «/{"ﬂ 0 \;;. tpl)m,én /f/; M@&&_
h\%

/)/117 . Oteace ’lrf’»—Z}I/

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

(vy 0ﬂfl Ul ;")/(_0 P i Wa n—«wﬂ(’ Iolo k m&' Mn Z«C;f
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c) No grafico, o que representam os pardmetros k e h?

f £ ! 7
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d) Conforme é sdo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigoes a elipse gerada é vertical?

(9 r 5 A " o A ) el V8

ROLD i
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_.g{&a PV VoV SR 3 M | /
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e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condi¢des da elipse vertical?

-
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f) Se m = n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

Ph v 0oy ot Ao b0 d.mmdug PR J,p "
oyl m\\ 0. 5uzﬂigm ]
0

e ._AA,-\M ey s 019 G
\_Q /'\‘9*\% .!z‘e\i,. F:y\’h 0

g) Ao movimentar os pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando

o valor da excentricidade esta proximo de 1?
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in f Amd W g .GAQJO - 8 VWt~ o

( ; ya (‘ Bl B -:':( ) O Lrrndn :é/is.. .
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e Aluno 11

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no gréfico da elipse?

O m\om\@fmy M AU q. mnmmﬂ A Moﬁﬁnem\e JO ON-

Lum (\momum
() ohnomﬂm 0 QMO I 8 GRINE £ 8 %0 . -

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

0 t\mnnm-\n\q K (mfromami0 & Onauds G0nd aounda o dindo,
A\ (\DO!\QNN?\(\S I ooaRdindHe & A0S ,(3()0(‘, (10 8 (\)OJ\D hounegy .

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

H‘\W%@(M(\i g wpieal




d) Conforme é s&o alterados 0s valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical?

0% mnametng) mn g m P9dim fa10n L0 Jlipas, bvgwndald

acma de A3 atimg e N2,
em ool omdanm ol A 9 4.9,

e) Nas condigGes da elipse horizontal, o que representa m € n no grafico? E
nas condic¢des da elipse vertical?

M e M0t daeAgrHom o.gnt’ncfrmn%fé 0 Qrien €4 0 Fa .
) (Bmmvmwmm-\% Y h\\m&\mm.

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

m =0 Rymsomds IS M @ 6000 0y A A JawAal Qi .,Bb‘
M= <ym & aantody A, [
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g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico

da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quand
o valor da excentricidade esta proximo de 17

o)

B m & Gocnds s Ao fudholidg

Bm om g Onlds (Bmach Q. .Q;anjgmﬁﬁ
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e Aluno 12

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

{\'\]'\'\ ‘\\%J |§‘5‘;¢>s M D, eNobe, N ivcee 0, 2w \OKS)JQ Lo e \('\QT"\'—’JQ\AEQ\;

Sercedos OO O i1ARAOH ~conon Do A 2\~ v 2 M0 2 Nontnoa Gide

~

g - : ¥ \ ' .
Lo O « W Vo e o \\,Q RNV S !‘0;:‘ Ne Ao SenC WA AN A0 VO R

J .
¢ o § - 1
rQ,Q., oy NO\S Mo g \\"'\Mr\s\\‘; s NOr~aritS ™01 aeNve 0208y ~anOunNdAa  (iag 1y
g = I | v \ 1}
r . p - \ \ '
=~ a 0 NRYATS et R R 1. T tDANA) (‘,’Y‘\/QI\Q L0 ™0 S e O S Dl e T N,

& DD ,&'@,ano,\u .

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

9 W G g i
onols ~ononwe o = C. @\ ONe o O Ay o . ¥ N0, ~ools
3 -
if @ it . 3 ‘ 5
NaNXiftoy N Ao A Oa & CINCAGI G D) o IR AG Lna¥ 94 (L SENe IS
i \ 3 3 1 = L

3

T
Alrna ¥, 0 pnInaEnes Daaal )\ Do r\'\-“\-.&\'nm"xf:‘n%, A0 0 NAL Ly AN \,\ NS
\

Na_ rrn Covamn a0 lg, Awnlsinn ~onn [ el )

e ~O\O\a A \m\yql

DO A e ALYy AN CIe N D) 12 \ —YO0
i 1 o

£ iy o AN A LA X *M’LQ
v [

¢) No grafico, o que representam os parametros k e h?

1 \ Y
‘ e s \
— by, Wl ©10 1 ol o o B &) sl o, (‘“ %
I ) -

(
oMy AnD

d) Conforme é s&o alterados 0s valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigtes m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigoes a elipse gerada é vertical?

(G ll v \ '
\(\\l\\-n\ ds O N Dy OiN\CO\(\LAO MmS ’\ o & M g rd ornde one

'

"
AN PO D-0ASY Deaouon, O 140 N . 0o, N lﬂ&. N . an B! r\,y,\.oL
- i o ——

(\ . “ A i \ e “ = \ 0 \ )
RO T ae Tas ty N Eans DAAT A Y 0 e lL a pTaY “OND RALON Ch)ag DY~ .mmh 2 N
— g g

0

\ o " " 3 " X ( N
Py 2D A~ O XaDT iaawn Ao\ C\J o o 5 A 2 . S~ YOI D) sasy M n QJ ONa A0 P
> ok -

) 2 o y o w  h ) .
NERSNINY = o N oalus.. BN T N SEaiaaine RIS N o8 a0 Dy Sonenh o
So rnno. \oa \r\'" =)
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e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no gréfico? E
nas condigoes da elipse vertical?

N o Netiada-daN o M copnanata @ e o, o, & Tu B S el
SRR AR 0L ey e M mal.. e Sagn fapron I R O V. = o
o et O plve OIS -
f) Se m = n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.
%J) SON T Y ND o nnn Bz e e ommon ol S - PN = S‘\ Fed
-:ﬁ Naaml s ~onl & S [4 A s > o alis~o

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17

~ = . 3 -
| M sOonma A oA . ADA O nG  ( le. 2parer 0 0o C&A’Y\f\ww Ly 0. Ouomds
= ] T

il s
D0, alStiacna ol \ @ gV AQne  Of A O A Ya L.
\

e Aluno 13

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

N@ e 0 e o momle qu\mm o waler da..
Whipre , wla so denen ‘mnq,cm\toQ o ]

Mo vxmmmﬁ(a PR W W go,dmg
e s devoe cuon lucol,

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

e 0 wodite K '\_Q.Gl gW 50 voouivantQ, s ol rdda
y L)
Wi ((“/tn//fFF al

e 40 outdond 1 h o \CQL{.’M e __uvmetd monha  waee cina
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¢) No grafico, o que representam os parametros k e h?

Ne. 0“([ e ey conbondied K@ oy sepusonka. @ i
‘ )

\0’8 e (CM 15208

d) Conforme é s3o alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
demos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigbes m e n

que po
geral uma elipse horizontal? E em que condigoes a elipse gerada é vertical?

Aol vm o o oo -ise h@u?@nkmﬁ aumda e Tl

Lo WD,
wndical qumde o

Lo nIanits  wpn QUOY
A QOM v denna S
LN vwm\mﬁ UnNonOL QAL O\

) Nas condigGes da elipse horizontal, 0 que representa m e n no grafico? E
nas condi¢des da elipse vertical?

i\lﬁ ‘°0¥w \0\9“ "C“:r(\o WO af S orX& ConE e ol &
XS kmomm. . 5w il 2
'l\h mh\(%( wundical v WO auet®  Urnindl e v S

\ Q\ NCS U‘(\’Y-\\ (BaM

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

e me=n_eblta  wme xoﬂiw Wwite el

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando

o valor da excentricidade esta proximo de 1?

@Mm\dq G uxm(q\\uu&oh u S —mmﬁmou de 0 WX W9 . \n Se..
Yowr o \’\a{\r R O\uo\wdcr o wxeontuel dode, Gl S

e du & awmeda oo LQLQ&(’ hcnmapsﬁ(?ﬂ




e Aluno 14
a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

® M Mr{:,cu\.&m.)fwwé Q»—»- %md-e LMY T Ui AOLET O

Mol vee H‘Jv‘-*(lf\ov «Lg.(‘_b. e ‘P\\‘)’\A?-,WY\JTCU«. \ comm WA -?M'xc’u \Dw-) ‘.

_Quamd® A \"'*‘ W oaedoy el =y e udu\,{wv -?.\r,c 270 tatcad
(\,cw.'\ N .Do'wnc; \_‘:x\cd.\

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

@ ujtuﬁ'-} el Asa '{:Cmcﬁmuj B2 L QM %cm\ct&* T \(5‘
Meu PR EonTELS
WSS U {‘/\r\l \j‘f"’\ (SR {.‘\'%T“\" v ‘Q,CLI\-C\I e IYL@ N o q.L:‘MM ol

ks =0 o vJ.w;w ~D\)\co SO Ak e A,Oh“r\ qu. Ww« £ Quramel ay
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O A e &:\’\‘l)\ Q M\N\u v oo A Ko - . © oo YJM CJW.,‘G oLe %_jd_

]

Cor no  Artaoghe o Qo Chatyd 4o A0L6 ’1;..\.1.: & \LJJ.Y"‘A. ,L =) (%«9—
Y

s oL ’?}/,v:r NS O)«_D Lukf

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

-
O ADONLOE we L (ctlead .
L -

d) Conforme é sao alterados 0s valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condicGes a elipse gerada é vertical?

€vo comditol OQuue T we N Opom amoe Wl -hewaental
Wwwm\ﬁwm‘“émm%ﬁmm

B »CQ’Y\d«\OD‘J- B oo ‘“:‘)"‘W Qedo L amecd £ GQuarchs e
nNodan e YN L e Qo T AodEn oo TV

e) Nas condigbes da elipse horizontal, o que representa m e n no gréafico? E
nas condi¢des da elipse vertical?

“Vora \,no“g\.a\c.»au'; oL \Ump 5 ?rwn.x.@n\&i— " mm««}(‘ﬁ) Sy UWAKSG o

Yo N wls sreamen . R o \o‘JJJf?N" atalveels T W s wwan

e (TR SR .7 =ONCAAMT
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f) Se m = n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

{ »~ . 5 2 . Y
K()bim«n_ VMG TR CaN %,uv-;m EnCv | RO Moary sl ey S0O6 \.A.Cg.,un.«n

g) Ao movimentar os pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

‘P o Y TR S A B Cia Caabbas  pAARAL VAR UCLADLAEE AT T e N ;J:L—r‘."\
el V] N = T08 o NN A ‘ a3

4 o
. ~la G ] L Q oincuan Dl ‘eu
UuA J}mu— B \D‘. L Caele w5 A0 Wwai@ ( DNEMATEY ‘G \ A L % AR Ca
AN} % " -~ N N . @ M= (A <
1O0 J{g\ oo __‘%’\am oft whusysom o . covr ALY ._g",g LR MANS i CARRACH AR

DL LAAS  Aaaaain,

e Aluno 15

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

i e— et

b) Qual é o efeito dos pardmetros k e h no grafico da elipse?

A TN W b W R et

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

V(-J«mm Wﬁm&wmmww
S //(/ u,(\,cx ;m;‘\ q\xu_ﬁ” wé\c\&s o l—-me\rw\n—.?om oL \l/\mlxgr,
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s valores dos pardmetros m € n, voce observou

: : . it 57
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condqg’()es m b
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical*

Quards wen &Wuﬁx&&@ _

d) Conforme & s@o alterados o

e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m € n no grafico? E
nas condicdes da elipse vertical?

B (RN o Ias e ka@i .

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

g) Ao movimentar os parametros m e n, 0 que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17

© F X WA«T&AM

e Aluno 16

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no gréafico da elipse?

N

[l A oAy 1 N e, 3_:-‘\ = 2 NE) AN PR
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b) Qual é o efeito dos parametros k e h no gréafico da elipse?

\q leh(\l- ,é\ﬂ‘;—\ V\ \/v«?‘& l-'w‘v‘i\b- Eny 9& Al aAC 1 ,JLAIQ-\}( .m\ 2
#T- ~

M@MM& RO TNTE

c¢) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

A (PN W :\\J\Mu\ b & \)\
MO \\b}.t L-:n\

e, '\/vu‘;ﬁ(): PO P\ Y \'\ m‘t\-kn\ T | \\1
0 B © A

d) Conforme € séo alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condicdes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigbes a elipse gerada é vertical?

AL > M 'x\h‘\\x?o \(Lutz)i'uo@‘

e) Nas condigbes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condi¢des da elipse vertical?

ANV SRR ‘(\\M AL}S:\ S \‘.\_,.:\,. [<a W S\n\ﬁ\J X e O

PN .V o, "\%VP!\ Q N4

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

SA:\&‘% L R SOV, (1')146{&%“«
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g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

\QMAMAQ .).Z\,a (\x,f.q?-(x—,\r\,@-_~ \“,L Q J%O A\);AJ{AY{QID

S Q\\L)-xa\‘\ & ‘\N@ Q S;m \\QQ_A‘SS(J\ - 45& A Q‘\mwv
&\’Q (\J’M&qg\’—‘.ﬂ AR

e Aluno 17

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no grafico da elipse?

{\WM\ Moo @ LIXO o] A
NaHan 7O ™ /\/\/Miffﬂxe'/vw

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

Kh?ﬂm TWKM J/W/Y\o\

A Ve ansdire 9 e mnomﬂf'g MO
O\JJ(J/\)‘(% Mo VMM .

¢) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

V rvenseclt Agviptil o Uudiad
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s3o alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou

s ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigoes m e n
é vertical?

d) Conforme é

que podemo
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada

M7 = Chiprnt VigumprSal
NN - %{\m Vshual
M=zN ~y Gholy ‘ N

e) Nas condigdes da elipse horizontal, o que representa m e n no gréfico? E
nas condigdes da elipse vertical?

MW\&“WQWWM

' mwmw

VAJB”& mernm 2 o

e’(wwwh\/ﬂkﬁsxma’rwmd\\/n/@'?

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obtena’? Justifique.

6(& +m ANV Qﬂp«/@' /WU? U\\Ya’ /V"lQ/\,e’\ XL AN
Ao, u‘jd)-\wv’\ MNA -’W\MUW

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando

o valor da excentricidade esta proximo de 1?

(M MMYAM&:L 1 /w‘am\)su-q o X
W,,\A,sﬁev\/vvwv\*i'? EWMN’V\D\N"WAND.W@

Mﬂ9<uy®[\'\/\w3~‘w

e Aluno 18

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no gréafico da elipse?

5 "
(O th N NIQAFe O 1N‘/\£/‘/'\-l‘:c1 _,Qﬁ
Q0 0 ~JSXag ,O/NVM/YULU'\ -Qﬂ (%—1—/\.'&,11'\ Na=S =2/ B0 V)

‘/X“ N\on =) ’Y\ N0 Arbry /\r:/mi@:stA,O o/, Jﬁﬂw

M [g’\v—x nﬂ\“\_mﬁl _.D}JLQj

». & I ¢ d’ﬁmlmlflﬂ
b
LN\

’




b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

108

ARR /ﬂl'
() [([\}D;J,_ f8)] f\/(\o}_'\ (}'\f\ Dn(?'ntn 23 . &8 AW

77
AT er P wia { devnas Ly "!O

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?
P

AN E :
&( [ S Qlcl&')( N"* r.DDJm 0 S / 2. B ODZQ

i ¢ -

/7
0 mpmrjﬂa AN w'o /lmt Padnll & & iy 0 \/m‘thD
£ 4

{ i \)

d) Conforme é sao alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes m e n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical?

\(\S ﬂﬂmmdﬂg D= A-'\A/\ —Q. Vo aV®lUen)

AL J 9 /'VV'\ LA P;:\ 2 n/nA""‘fDo Pk HV\A.D S
I, ‘ W e J j
M 5 A NQun Bl e T

e) Nas condi¢Ges da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condicbes da elipse vertical?

Wﬂl.h \/‘ QOm r..;? YNl WO \/j/\—TUAP £ N

%Mi@-\ cg,Auwj‘[ \—~

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

51 lpﬂm:o { Yy ’fo'll’ﬁlh pﬁ:}\ £ Q/Q;l/‘g -8 A%«A@r‘:j.‘
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g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o gréafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta préximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

QID . \f""i’LQ 'Vm f),‘ [ k..]__l AR /-l I IWM}' /)Q/\(: !3
S 4.0 (‘,\\AAQ/V\' ) O T crmpmoanSn Ag 0 © dlgm.

e Aluno 19

a) Qual é o efeito dos parametros m e n no gréfico da elipse?

™S QA e/'pse. a,umel\,la C/Imuvw NG /)OIZIZONIZO/
N = a e,/'pre, a,umo\ll‘q e drminut ha velz/:oal

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no gréfico da elipse?

K= & ej/p(e cjeS/lZC(. paRa © /aclo equenda c/YmeIvc/o 0 Va/o&

e para 0 ladb ditelbs anrveviands o valor

h= Q e/;p;e Je&/lzcx. PQRCl C,I‘Mq aume,v"ONC/o o vo/oR e DQRQ
baiss  divninavinids. 6 va/oR

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

Q DqRonmcl'Ro K 5|qN|hCC\. o8 DQC'lCCLO e O DQRQWQ"‘RO l’) o
Q!“\'UQO Ney e \|DJ*—

d) Conforme é s&o alterados 0s valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigbes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada € vertical?

Quando ™ oummla ceu. valop e o v edrrassar popomq-se
uwo elipse horizontal.

meéo wr divwiivua sen valor e o aumente. forma-se
UG e,l'-PSe. verhical
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e) Nas condigoes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigdes da elipse vertical?

Ne e.\'\?se, \"OR\ioNl‘Ql o MAD;Q,DQQS@_N_I'U, o exo W\O;OCLE omn
O eil¥XO "M enoio ! -

Ng el PSQ \,uzl-:oq\ O ™ RQPPQS&A’O\ O e1X0 venofR. € 0 N
0 eiXo \mo\ol?\

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

Ob-Lemm Unno eLpse, e on‘o Se\mpﬂe Covn SEeus vqlooei
| qguAis.
J

g) Ao movimentar os pardmetros m e n, o que se pode concluir sobre o gréafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 17

@wc.wo\o esjrq DMXlMO oo O e,le cjlmnm\ e quNdo e,c,xc\

DP@X‘WQ oo 4 ele T -

e Aluno 20

a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no grafico da elipse?

Q paimelbe M o2 Com o o aveole  delovmas
Se ,09('{3 oS lr)doS (/A)B '101!'70:Jﬁ9') I ' l

\®) OALA (atlia N o5 Com Qv o ¢l de foW@ﬁe

pe ko Clrd 2 pdLo ba'xo /ub' V¢ Wv'fa))

b) Qual é o efeito dos parametros k e h no grafico da elipse?

O paLS‘MaTl—o k fez com aw o vl <o Movime-
ase  @ikd 0 18dol f AR hngo/\)fa”
®) {)I:)}*ASM’J_Po h Loz tom qw © Cilvede  Se Mo VireaTas-
& paid tl:‘/",u\,b e Do’LA L:dl)@(v\}ﬁ Vfbrra))
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c) No grafico, o que repreSentam os parametros k e h?

C 5 o) Jlff*')MlT}«Lf }< e b FDLele N /:')AA o ’D PN O
‘
Cattr clnn /K= % ; H < )

d) Conforme € sao alterados os valores dos pardmetros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condi¢Ges a elipse gerada é vertical?

M >N Q1 UM c/;;o_se bk 2zl
NOM__ geed  Um alipse  \eytial

e) Nas condi¢des da elipse horizontal, o que representa m e n no gréfico? E
nas condigbes da elipse vertical?

N el,hlo(p lﬂot:'ZoAYf',g} o M mmwﬁ © _&xo Mabk
€ o N o ¢ixe o), VAVE)! elipse  \feliwl o M
H'pl(dp/ﬂ\é) ¢ O e MB oV »?' =) /\/ | O €1 xo
MAlo)y :

f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.

FOPMa LA Ca/l’cula

g) Ao movimentar os parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

N - 4 7 o . -
@) Vo ’o\/ o‘( g /\’-’X(‘f,\;!!,n'l‘c)&J(ﬁ\ ——}f'r/\ \re'c\(,cv., Corr @
M\ mea o At Vdlsve € 553’ M 2 A -
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e Aluno 21
a) Qual é o efeito dos pardmetros m e n no gréafico da elipse?

M - o8 .th'p/w MR ‘OMIDnIYYDU. ~a0a) o0 049D A

Ve ot el v d s SRR VO R Aormnomhas
) = IA B W) VG D) NP\ VeV, D Alandonia X bdeax Aoisves

,/\n(m:?l MNos mad oo g QOA(\"j(AAAO_

b) Qual é o efeito dos pardmetros k e h no grafico da elipse?

e o PP M mauy frano.__ o ué/\,C}_(kM,éb‘Ov S
Alucda ol NGY OSEAOU Wa Apivermngd uoen

D n axIA .
v

H- S NS “-UO(?U\O Ve s ,f)/ {/lz.u‘/:a‘, A "\ra/Wh:th

Y altuiaons  Ma Yednamhd AU 8aoa a0
o J

c) No gréfico, o que representam os parametros k e h?

K B (70’\ LG O J C} Q e QxoAr
eIl e

d) Conforme & sao alterados os valores dos parametros m e n, vocé observou
que podemos ter uma elipse horizontal ou vertical. Em que condigdbes me n
geral uma elipse horizontal? E em que condigdes a elipse gerada é vertical?
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e) Nas condicdes da elipse horizontal, o que representa m e n no grafico? E
nas condigdes da elipse vertical?
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f) Se m =n que tipo de elipse vocé obteria? Justifique.
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g) Ao movimentar 0s parametros m e n, o que se pode concluir sobre o grafico
da elipse quando o valor da excentricidade esta proximo de zero? E quando
o valor da excentricidade esta proximo de 1?

QMM & \JQ,QQLMG:O}O(LD‘(UA v YO
e yuseey.  ChatpalS oo a OB Ot @(\&Q‘BUYYY‘GA a9 (a0
LM M " Ltnoo "M opa B Anann AR 05" (SN

AA?J\ AU D oL Ak




