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Resumo

A classe das fungoes Gevrey globais foi introduzida recentemente por Z. Adwan, G.
Hoepfner e A. Raich ([2]), os elementos nesses espacos sao definidos em termos de suas
derivadas com estimativas que dependem de sequéncias. Sabe-se que no caso local as
fungoes ultradiferenciaveis definidas por sequéncias e fungoes peso nao sao sempre as
mesmas. Neste trabalho introduziremos a classe de fungoes ultradiferenciaveis globais de
acordo com fungoes peso, fazendo um estudo do ponto de vista da andlise funcional. E
possivel caracterizar essas classes de fungoes via decaimento de suas transformadas FBI,
isto é existe uma versao do teorema de Paley-Wiener. Nossas técnicas, quando adap-
tadas ao caso local, generalizam resultados recentes tais como a existéncia de extensoes
quase analiticas. Como aplicagao, introduziremos os vetores ultradiferenciaveis globais e

mostraremos a validade do teorema de Kotake-Narasimhan global nesses espagos.
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Abstract

The class of global Gevrey functions was introduced recently by Z. Adwan, G. Hoepfner
and A. Raich ([2]), the elements in these spaces are defined in terms of its derivatives with
estimates that depend on sequences. It is know that in the local case ultradifferentiable
functions defined by sequences and weight functions are not always the same. In this
work we shall introduce the class of global ultradifferentiable functions according with
weight functions, making a study from the point of view of functional analysis. It is
possible to characterize these classes of functions by decaying of their FBI transform,
that is, there exist a version of Paley-Wiener theorem. Our techniques, when adapted to
the local case generalize recent results such as the existence of almost analytic extensions.
As application, we introduce global ultradifferentiable vectors and show the validity of

the global Kotake-Narasimhan theorem in this setting.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é introduzir as classes das funcoes LY ultradiferenciaveis
globais, segundo funcgoes peso e estudar concisamente estes espagos do ponto de vista da
Anadlise Funcional, de forma similar ao exposto por Adwan, Hoepfner, e Raich [2], onde
foi tratado o caso das fungoes L9 ultradiferenciaveis globais segundo sequéncias. Vamos
generalizar alguns resultados abrangendo diferentes classes nao tratadas originalmente e
apresentaremos algumas aplicagoes para espacos dados pela iterada de operadores.

No caso local, existem diferentes maneiras de definir funcoes ultradiferencidveis. A
mais antiga, apresentada por Maurice Gevrey em 1918 [25], mede o comportamento do
crescimento de fun¢oes C*° em termos de uma sequéncia da forma ((k!)*)rez, , s > 1, hoje
conhecido como o espaco das funcoes Gevrey, G°. Quando trocamos a sequéncia citada
anteriormente por uma sequéncia (My)rez, positiva qualquer, o espaco passa a ser tratado
por Denjoy-Carleman €. Especificamente, dado um aberto Q C R™, uma sequéncia
positiva e crescente de niimeros reais M = (My)yez, , define-se o espago EM}(Q), como
sendo o conjunto das fungdes f € C°(€) tais que para todo subconjunto compacto K em

0% f ()]

sup sup —————
vek qezd MO Mg

) existe h > 0 satisfazendo
< o0. (1)

A topologia no espaco 1M} (Q) se d4 tomando-se o limite indutivo em h para todo K,
e depois o limite projetivo sobre os compactos. Uma discussao completa destes espagos
pode ser encontrada em [37].

Recentemente, Adwan, Hoepfner e Raich [2] introduziram uma classe de fungoes a
qual denominaram L9 Gevrey globais, o espaco dessas fungoes por sua vez, é denotado por
G2, Nestes espagos globais o conjunto compacto K CC {2 nao ¢ importante e é definido
através do limite indutivo em h. Uma primeira versao dessas fungoes surgiu no trabalho

de Boggess e Raich [11] ao trabalharem na caracterizacao do decaimento exponencial do



nicleo do calor [J, em variedades CR quddricas. Mas foi em [2] que os autores refinaram
a nocgao dessa nova classe, incluindo uma discussao sobre a relacao com as classes de
Gevrey (G%) e espagos de fungoes conhecidos. Além disso, apresentam exemplos explicitos
de funcgoes L? Gevrey globais e a existéncia de extensao quase analitica de uma fungao L4
Gevrey global.

Depois disso Hoepfner e Raich exploraram mais propriedades envolvendo estimativas
globais nos seguintes trabalhos [28] e [29], sendo que neste dltimo utilizam classes mais
gerais que Gevrey, a classe Denjoy-Carleman; isto é, os espagos de fungoes sao dados a
partir de uma sequéncia M = (My)kez . satisfazendo certas condicoes. A classe local
Denjoy-Carleman é de extrema importancia, foi e continua sendo explorada em diversos
trabalhos como, por exemplo, em [3], [27], [31], [37] e as referéncias contidas neles.

Voltando a tratar do caso local, em outra vertente temos as classes ultradiferenciaveis
definidas a partir de fungdes peso, veja Definigao 1.2.1. Beurling [10] mostrou que é
possivel utilizar fungdes peso para medir a suavidade de funcoes C'*° com suporte com-
pacto pelo decaimento de sua transformada de Fourier. Porém, a forma mais usual de
trabalhar com essas classes foi introduzida por Meise e Taylor [41] que mostraram que
a caracterizagao pode ser dada a partir do comportamento do decaimento de derivadas
ao utilizar a transformada de Young da funcao peso composta com a exponencial. Dado
um aberto {2 de R”, uma funcdo peso w (Definigdo 1.2.1) e ¢* a conjugada de Young
de w o exp (Definigao 1.2.2), o espago das fungoes w-ultradiferenciaveis de tipo Roumieu
E1H(Q) ¢é dado pelas funcoes f € C*®(Q) tais que para todo compacto K C €, existe
h € N satisfazendo

sup sup ‘f(a)(w)’ exp (—%gp*(h\a\)) < 0. (2)

d
zeK aezZd

A topologia em &{“H(Q) é dada primeiro tomando-se o limite indutivo em h indo para
infinito para cada compacto K C () e entao tomando o limite projetivo sobre os compactos.
Define-se o espaco das funcoes w-ultradiferencidveis de tipo Beurling €“)(Q) pelas funcdes
f € C*>(Q) tais que para todo compacto K C e todo h € N a equagao (2) é satisfeita;
neste espaco a topologia é dada tomando-se os limites projetivos tanto sobre os h quanto
nos compactos K. Assim como no caso Roumieu, existem intiimeros trabalhos explorando
propriedades de tais classes, veja por exemplo, [5], [18],[44].

Algumas vezes se faz necessario impor as sequéncias e as fungoes peso utilizadas a
propriedade de nao quase analiticidade, o que proporciona por exemplo a existéncia de
funcoes corte nao triviais no espaco, ferramenta fundamental para obtencao de diversos
resultados. Tem-se também que existem classes ultradiferenciaveis locais definidos por
sequéncias que nao podem ser definidos por fungoes peso, e reciprocamente. Uma com-
paracao detalhada entre estas diferentes nogoes de fungoes ultradiferenciaveis locais pode

ser encontrada em [17]. Isto nos motivou a trabalhar com fungoes L? ultradiferencidveis



globais, segundo fungoes peso e também considerar o caso quase analitico que nao foram
tratados anteriormente.

Da mesma forma que [2] trata fungdes Gevrey de forma global, no presente trabalho
trataremos de forma global fungoes ultradiferenciaveis que aparecem em [18] por exemplo.
Mais precisamente, trocamos estimativas globais dadas por sequéncias pela limitacao por
fungoes peso w (ou melhor dizendo, pela conjugada de Young da fungao t — w(e')), vide
Definicao 2.1.1. Apresentaremos propriedades basicas como condi¢Oes para que 0 espago
seja fechado para derivacao, multiplicagao e convolugao bem como apresentamos uma
caracterizagao para o espago dual. No caso dos espacos locais, Braun, Meise, e Taylor
[18] fazem um amplo estudo da classe de fungoes ultradiferencidveis, bem como anélise
de Fourier, provando um resultado andlogo ao teorema de Paley-Wiener-Schwartz.

Foi observado em [28], que a transformada de Fourier ndo é uma ferramenta adequada
para se trabalhar em espacos globais. Apesar da grande suavidade de uma funcao ultradi-
ferenciavel global, seu decrescimento nao é suficiente para garantir que sua transformada

de Fourier continue sendo funcgao. Por exemplo, existem funcoes L7 ultradiferenciaveis

1.

globais cujas transformadas de Fourier sao distribui¢oes temperadas porém nao sao L;,;

por outro lado, existem fungoes com decaimento exponencial porém suas transformadas,
apesar de serem suaves, nao tém decaimento suficiente para pertencerem as classes L.
Trabalhamos portanto com a transformada de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI) que é bem
comportada em €9, A versao da transformada FBI utilizada é a mesma que aparece
em trabalhos como [6], [9], [19] e [50]. Mostramos que ¢é possivel caracterizar classes de
funcoes L? globalmente ultradiferenciaveis via decaimento de sua transformada FBI, ou
seja, obtemos uma versao do teorema de Paley-Wiener para essa nova classe de funcgoes
similarmente ao Teorema 1.2 de [28].

Outro topico estudado é a existéncia de extensoes de funcoes ultradiferenciaveis glo-
bais, ou seja, extensoes quase analiticas ou solugoes aproximadas para (sistemas de) cam-
pos vetoriais de primeira ordem com coeficientes suficientemente regulares. Mesmo em
se tratando do caso local, diversos trabalhos como [3], [4] e [8] apresentam resultados
apenas para classes de funcoes nao quase analiticas. Neste trabalho, exploramos a classe
quase analitica, proporcionando a existéncia de solugoes aproximadas de campos vetoriais
nessa classe, mesmo com a dificuldade causada pela falta de fungoes corte no espago, ob-
temos o Teorema 3.2.1. Nesta parte nos baseamos nos trabalhos de Dyn’Kin [21] e outro
trabalho mais recente de Rodrigues e Silva [48], que tratam da classe Denjoy-Carleman
local. Como novidade no caso global, trabalhamos nao somente com sistemas de campos
vetoriais como também estruturas globais do tipo tubo, veja Definicao 3.3.2, como, por
exemplo, as estrutura do tipo Mizohata no plano.

E importante observar que nossos resultados se aplicam também para fungoes ultra-
diferenciaveis globais segundo sequéncias melhorando todos os resultados de Hoepfner e

Raich obtidos em [29] uma vez que os autores impoem condi¢oes mais restritivas para as



sequéncias utilizadas. Essas condig¢oes foram introduzidas por Lambert [39], que provou a
existéncia de fungdes Denjoy-Carleman com suporte compacto que satisfaziam condigoes
especificas e se mostrou essencial em [4] para a demonstragao da existéncia de solugoes
aproximadas. Por exemplo, enfraquecemos a definicao de solugao aproximada e obtemos
a existéncia de extensao analitica também para as classes quase analiticas. Surpreenden-
temente, esta nova definicao se mostra suficiente para provar o Teorema de Paley-Wiener.
Ainda, a propriedade convexidade logaritmica forte também deixa de ser necessaria no
teorema de caracterizagao que demonstramos e, portanto, em resultados subsequentes
com relagao ao conjunto frente de onda.

Na Segao 4.2, apresentamos a prova de uma versao global do Teorema de Kotake-
Narasimhan. O problema com iterados, comegou em 1959 Nelson e 1960 Komatsu ([42],
[35]), que caracterizaram fungoes analiticas f em termos de vetores analiticos, isto é,
iteradas P(D)’ f da fungao f, sendo P(D) um operador diferencial com coeficientes cons-
tantes. Esse resultado foi generalizado posteriormente para operadores com coeficientes
nao constantes por Kotake and Narasimhan [38] e entao para a classe Gevrey por New-
berger e Zielezny [43]. Na tltima década, esforgos foram feitos para estudar este problema
de regularidade para vetores ultradiferenciaveis definidos por fungoes de peso, conhecidos
como iterados, quando os operadores possuem coeficientes constantes. Foi provado que
a completude desses espagos é equivalente a hipoelipticidade de P em [34] e depois eles
caracterizaram em termos do decrescimento da transformada de Fourier ([12], [14], [15],
33]).

Recentemente, em 2017, Boiti e Jornet [13] deram uma prova simples do Teorema de
Kotake-Narasimhan no espago das fungoes ultradiferencidveis no sentido de [18]. Como
aplicacao, estendemos este resultado para a classe das funcoes L9 ultradiferenciaveis glo-

bais.



CAPITULO 1

Classes ultradiferenciaveis locais

Neste Capitulo introduziremos brevemente duas das classes ultradiferenciaveis mais
conhecidas que passaremos a tratar por classes locais. Apresentaremos a classe Denjoy-
Carleman, que mede o comportamento do crescimento de fungoes C* em termos de uma
sequéncia (My)gez, . A segunda foi introduzida por Beurling [10], quem mostrou que
é possivel utilizar fungoes peso w para medir a suavidade de funcoes C'™° com suporte
compacto pelo decaimento de sua transformada de Fourier, mas a caracterizacao mais
utilizada para fungoes ultradiferencidaveis é dada pelo decrescimento de suas derivadas
com relac@o a transformada de Young de w o exp como feito em [18].

A seguir lembraremos a defini¢ao de tais classes e apresentaremos propriedades bésicas
necessarias para o desenvolvimento deste trabalho. Por fim destacamos a importancia do

estudo de cada uma dassas classes, ja que nao sao comparaveis no sentido de contingéncia.

1.1 Funcoes ultradiferenciaveis segundo Denjoy e Car-

leman

Definigao 1.1.1. Dada uma sequéncia M = (M) keze de nimeros positivos e um aberto
Q) C RY, dizemos que uma funcao f € C*°(Q) é de classe M-Denjoy-Carleman (ou apenas
Denjoy-Carleman) em () se para todo compacto K C () existe uma constante A > 0 tal
que

sup 0°f ()| < Bl My, Va e ZL.
Tre



Denota-se o conjunto de todas as funcdes Denjoy-Carleman por EM}(Q). Por vezes,
também ¢ possivel encontrar a notacio CM(Q2). O espago é munido com a topologia
do limite projetivo sobre todos os compactos K C €2 e do limite indutivo sobre h. Os

elementos do dual E{M}(Q)" sdo chamados ultradistribuicoes.

Observe que ao tomar M, = k!*, para s > 1, entdao EIM}(Q) coincide com a classe
Gevrey G*(Q), que é amplamente explorada por Rodino [47]. Em particular, G'(Q) =
A(Q), o espago das fungdes analiticas reais em ).

E usual encontrar trabalhos referindo apenas a definicao descrita anteriormente, que
se trata da classe Denjoy-Carleman de tipo Roumieu, mas também podemos definir a

classe Denjoy-Carleman de tipo Beurling €*)(Q2) como segue

()
e (Q) = {f € C™(Q) : VK C Q compacto e todo h > 0 : sup W < oo}.
2€K ol

aEZi

Denotaremos somente por () o conjunto das fungoes Denjoy-Carleman quando os
resultados com relacao as classes Roumieu ou Beurling sao validos da mesma forma.

E comum a necessidade de impor algumas condigdes sobre a sequéncia M = (My)pez+
para que certas propriedades validas no espaco de Gevrey continuem vélidas. Condigoes
sobre a sequéncia M refletem em propriedades sobre os espacos EM (). Se as seguintes
condigoes sao satisfeitas, chamamos (My)rez, de sequéncia peso.

(Condigoes iniciais)
My=M; =1 (1.1)

(Convexidade logaritmica fraca) Para k= 1,2, ...
M? < My_1 My, (1.2)

(Estabilidade sob operadores ultradiferenciais) Existem constantes A, H > 1 independen-

tes de k tal que para todo k= 1,2, ..., tem-se
M1 < AH"M, (1.3)

Uma sequéncia peso é chamada ndo quase analitica se satisfaz

i Mr o, (1.4)

caso contrario, a denominamos quase analitica.
A dltima propriedade em especial é necessaria para garantir a existéncia de funcao
corte no espago EM(); grande parte dos trabalhos que tratam da classe Denjoy-Carleman,

dependem dessa ferramenta, isto é, os resultados sao validos para o que chamamos de



classe nao quase analitica. Veja mais em [37].

Definicao 1.1.2. Definimos a transformada de Fourier de uma funcao f € L* (Rd) por

fr) = /R eIt

Tem-se a seguinte caracterizacao do espaco u € EM(Q) em termos da transformada de

Fourier. Enunciaremos apenas o resultado com respeito a classe Roumieu.

Proposigao 1.1.1 (Proposition 2.4 [31]). Seja 29 € Q@ C R? e u € D'(Q). Entdo u €
EM(Q) em uma vizinhanga de xq se, e somente se, para alguma vizinhang¢a U de xq existe

uma sequéncia limitada u, € &'(Q) que € igual a uw em U e satisfaz a sequinte estimativa
[ (§)] = C(CM,/IEN)", n=12,--
para alguma constante C'.
J 1/2
Definigao 1.1.3. Considere z,£ € RYe X € (0,1], e x € R% Denote (£) := <1+Z€?)
e z° := |z|%. Dada a forma "~
w=dry A Ndag Ad(E + iz (E) A - Ad(Eq + iza(E)Y),
definimos a funcao a,(z,§), de modo que
w=ax(x,§)dry N Ndxg Nd§y N -+ N dEy.

Definimos a transformada Fourier-Bros-lagolnitzer (FBI) de uma ultradistribuigao u €
& (RY) por

Fau(z, €) = <u’ O = (g .7§)> . (1.5)

A transformada FBI também foi utilizada para caracterizar a regularidade e micror-

regularidade nas classes Denjoy-Carleman como pode-se ver em [27] por exemplo. O

decaimento é dado com relacao a seguinte fungao associada a sequéncia M = (M) reNo

tk
M(t) = suplog [ — | .
(t) Sngg(Mk)

Para obter a melhor estimativa possivel, é necessario considerar A admissivel para a

sequéncia M = (M) ren,» 150 €, existem constantes ¢1 e ¢y tais que
> M(cit), t> e

Tem-se o seguinte resultado.



Proposicao 1.1.2 (Corollary 4.2 [27]). Se u € &), (R™) se anula em uma vizinhanca de
o e A € admissivel para a sequéncia M = (Mk)keNO, entdo existem constantes C,c,a > 0

e uma vizinhanca V' de xq tais que
[Fau(x,§)| < CeMED,

para todo v € V e £ € R™.

1.2 Funcoes ultradiferenciaveis segundo Bonet, Meise

e Taylor

Trataremos por fungoes ultradiferenciaveis a classe de funcoes cujo decrescimento de-

pende de funcoes peso. Seguem algumas definigoes.

Defini¢ao 1.2.1. Uma fungao w : [0, +oo[— [0, 400] ndo decrescente, continua tal que

wljo1] = 0 é chamada funcgao peso se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(o) Existe K > 1 tal que w(2t) < K(w(t) + 1), para todo t > 0;

(8) w(t) = O(t) quando t — oo

(0) ¢ = w oexp é convexa.

Estendemos w a C™ tomando

w(z) == w(]2]),
1/2
sendo |z| = [Z?zl(Re zj)? + 320 (Im zj)z] como usualmente.

A funcao peso w é dita nao quase analitica se satisfaz

< w(?)
————dt < o0,
(50) /0 (1 + t2)
no caso em que a integral é infinita, w é chamada quase analitica.

Se w é subaditiva, entao equivalentemente satisfaz a seguinte propriedade
() existem C > 0, e ty > 0, tal que para todo A > 1, e todo t > ty w(At) < ACw(t).

Exemplo 1.2.1. Sao fungoes peso
(1) w(t) =t.
(2) w(t) =t com 0 < s < 1.



(3) w(t) = (log(1 +t))? para 8 > 1.
(4) w(t) = t(log(e +t))~? para 8 > 0.
Em (3) e (4) quando 0 < § < 1 temos que as fungoes peso sdo quase analiticas.

Observa-se também que todas as fungoes satisfazem (ay).

Definigao 1.2.2. Seja ¢ : [0, +o00[— [0, +00| dada por (§) da Definigao 1.2.1, ou seja, ¢
¢ uma funcao convexa, crescente com ¢(0) = 0 e lim, o, z/p(z) = 0. Entao definimos a

conjugada de Young ¢* de ¢ por

©* [0, 400[— [0, +o0[, ¢*(s) = stl>1£){ts —(t)}.

A seguir apresenta-se a definicao de fungoes ultradiferenciaveis. Essas classes de
fungoes foram introduzidas por Beurling em [10], mas a defini¢aio mais utilizada atu-

almente e como utilizaremos aqui, foi dada por Meise e Taylor [41].

Definicao 1.2.3. Dada uma funcio peso w , um um subconjunto compacto K de R? e
A € N, defina

d
zeK aeZd

e (K) = {f € O%(K) | fllxca = sup sup [ ()] exp (—%wmn) < oo} .

Para um aberto Q C R? define-se o espaco €{}H(Q) de todas as funcdes wultradife-

rencidveis de tipo Roumieu como
Q) .= {f € C=(Q) : para todo compacto K C Q existe A > 0 tal que ||f||xx < 00}

O espaco é dotado com a topologia do limite indutivo sobre A para cada compacto K C €2

e entao toma-se o limite projetivo desses
&N (@) = projg indyoo €11 (K.

O espaco €@(Q) de todas as funcdes ultradiferencidveis de tipo Beurling em € é

definido como

EW(Q) == {f € C*(Q) : para todo K C § compacto e cada A € N (16)
PrA(f) = SUP,c SUPaeza |f1)(2)| exp (—)\90* (%)) < oo} .

8(“)(9) é um espacgo Fréchet se munido um a topologia localmente convexa dada pelas

SemMINOrmas px .

Exemplo 1.2.2. Quando tomamos a funcio peso wy(t) = t, temos que o espaco &«=) ()
coincide com G'(Q2) = A(Q).



De fato, temos que pg(t) = wp o exp(t) = €' entao, dado A > 0,

1 1 1
—p* (M) = —sup{rAt — e} = —(Atlog(At) —tA)
\ P \

pois (rAt —e") = At — €", logo a fung¢do assume valor maximo em r = log(At). Portanto,

como t! < tt < eft!, temos

ex e _ J(log(A)'—t) _ \tyt —t A\t

segue entao que as classes de fungoes sao equivalentes.

Braun, Meise e Taylor em [18] exploram diversas propriedades desses espacos bem
como do seu dual. Provam também um resultado analogo ao teorema de Paley-Wiener,
isto é, caracterizam o espago conforme o decrescimento da transformada de Fourier como
pode-se ver a seguir.

Seja © € R? um aberto convexo. Escolha uma exaustao compacta K; C Ky C ... C €,

defina os seguintes espaco de funcoes inteiras

Apyo(C = {f € H(C% : 3n € N tal que Ve > 0 sup |f(z)|e”Hrn{mamels) < 0}

zeCd

Ay o(CH ={f € H(C% : 3n € N tal que sup |f(z)]e Frnma=nelz) < o0}

zeCd
sendo Hy (x) = sup,cx (z,y). As defini¢des do espacos acima independem da escolha da
exaustao compacta para €.

O teorema de caracterizagao dos espacos € o seguinte.

Teorema 1.2.1 (Theorem 7.4 [18]). A transformada de Fourier-Laplace

(2) = (pay e™%) € EWHQY

é um isomorfismo linear topoldgico de 1} (Q) em A,y o(C?), bem como de E“)(Q) em

A ,0(CY).

1.2.1 Propriedades das funcoes peso

Nesta secao, apresentam-se algumas propriedades de fungoes peso e da conjugada de

Young que serao utilizadas ao longo desse trabalho.

Proposicao 1.2.1. Seja w funcdao peso, dados 0 < X <1 ed >0, existe R > 0 tal que
wt*) <w(dt), para todo t> R.

10



Demonstrag¢ao. Tome R = 5ﬁ, dai se t > R, entao
=Mt <R <t

Como w é crescente, segue o resultado. O]

Proposicao 1.2.2. Sejam ¢ e ¢* como na Definicao 1.2.2. Valem as sequintes proprie-
dades

(a) @* é convexa.

(b) ©*(s)/s é crescente e lim ¢ls) =0

S—00 S
(c) ¢ =

(d) ¢* € superaditiva, ou seja, ©*(t) + ¢*(s) < p*(t + s) para todos t, s € [0, +o0].
Demonstragao. (a) Basta usar a definigao, dado 0 < A <1

@ (As+ (L = XN)r) =sup{t(As + (1 = \)r) — ¢(t) }

t>0

< sup{tAs — Ap(t)} + Stgloa{t(l —Ar = (1=2p)(t)}

>0

= A" (s) + (1 = Ne*(r).

(b) Note que

= = =supqt— —=
S S t>0 S

©*(s)  supofts — (1)} { (1) }
Seja 0 < s1 < sg, para todo t > 0, —p(t)/s1 < —p(t)/sse, substituindo na expressao
acima, segue que ¢*(s1)/s1 < ¢*(s2)/s2. Observe que para cada t > 0 fixo, t —p(t)/s — ¢

quando s — oo. Com isso, dado M > 0 e escolhendo ty = 2M, temos que existe sg > 0

tal que
t
se s > sg, entao — #(to)
s
logo, ¢*(t)/s = supt>0{ts —p(t)/s} > =M +ty = M para todo s > sp, ou seja,
hms—>oo P (5)

s

(¢) Como ¢ é convexa, a propriedade segue pelo Teorema de Fenchel-Moreau [46,
Theorem 12.2].
(d) Pela convexidade de ¢*, para todo 0 < A< ler >0

P (Ar) = " (Ar + (1 = A)0) < Ap™(r),

por ser ¢*(0) = 0. Portanto, utilizando A = 5 e A = =

)+ = () 4o (S0 ) =i+

11



O

Lema 1.2.1. Seja w uma fung¢dao peso e K a constante dada pela propriedade («) da
Definicao 1.2.1. Sendo ¢* a conjugada de Young de p, temos

(a) o(z +j) < 2jK¥(1+ p(x)), Vo >0 e Vj € N.

(b) Dados p € N em >0, existe k > 0 tal que

1, 1 1
=" (ky) +yp < o + —¢"(ym) Yy > 0.

(¢) Dados p € N e k >0, existe m > 0 tal que

11
4 o >
" (ky) +yp < on T (ym) Yy >0,

em particular, tem-se o resultado para todo m > 2pK?k.

Demonstragao. A prova de (a) seré feita por indu¢ao em j. Para j = 1 temos pela

definicao de funcao peso que

plr+1) =w(Ee™) < w(de”) = w(2(2¢7))
< K(14w(2e%) < K(1+ K(1+w(e®)))
< K?(24w(e")) < 2K*(1 + w(e))
= 2K*(1 + p(2)).

Suponha agora valido para j e mostremos o resultado para j + 1. Pelo feito acima, temos
que o((x+ ) +1) < K%2+ ¢(z + 7)), logo, pela hipétese de indugao

pla+ (7 +1) < K22+ 2K (14 ¢(x))) < 2( + DEPH (1 +p(2)).

Para o item (b), tome k < Segue do item (a) que para todo = > p,

R
1 1 2p 2P 1
= = — < 1 — < — + — —p). 1.
—ple) = —plr —p+p) < I+ ez —p)) < o + 5pel@—p) (1.7)
Da definigao de ¢* e da sua convexidade, temos
1 1, 2ky 1
—p*(ky) = —p"(—=) < —"(2k 1.
py + 2@ (ky) = py + 70" (=) < py + 59" (2ky) (1.8)

= sup {y(w +p) - iw(x)} = sup {yw - %w(w - p)} :

>0 T>p

12



Assim, por (1.7) e (1.8)

ot (hy) € sup { g + o — (@) b= o sup { g — —p(a)
() S sup Y+ 5 = ple) = s e = et

<1+1*< )
- — my).
=5k m<P Y

A demonstracao de (c) é andloga ao feito acima invertendo os papéis de k e m.

O
Lema 1.2.2. Seja w funcgdo peso tal que w(t) = o(t). Entdo para cada A > 0, existe Ca
tal que
1
slogs < s+ Z@*(As) + Cy
para todo s > 0.
Demonstragao. Ver [26]. O
Dada uma funcgao peso w, denote, para k € Z, e A > 0
ea®"(Ak)
Q. A = T (19)

Proposigao 1.2.3. Seja w uma fungdo peso e ay 4 definida por (1.9), para todo A >0

(a) A aja € crescente para todo j € Z..
(b) aryja < arpa - ajoa, Vi k € Zy.
(¢) Para todo p, A > 0, existem constantes C, 4, A" > 0 tais que
plene ) < O, qen W) ez,
(d) Dados j,r € Z, tais que r < j tem-se

1

ea? (Ar+D) oot (A(I+1)

- S T Ioa
eay*(Ar) ea¥ (A7)

Demonstracao. (a) Segue do fato de ¢*(s)/s ser crescente, Proposicao 1.2.2 (b).
(b) Pela convexidade de ¢*

okt (Alk+))

Bl esae” (2AR) g5zt (24))
Apti A = <
AT TG T k) K 7!
1
= 75\ W,2405,24 < Qk2AQ 24
(i)

13



(c) Temos a seguinte propriedade [22, Lema 1.3|: paracaday >0, n € Ne A >0
1 Ay 1 1 —
—K"p* | == < —p* (A —§Kh
A (K")+ny_ il y)+Ah:1 !

sendo K > 0 a mesma constante de («) Defini¢ao 1.2.1. Tomando y = jK™ e dividindo
por K"

n

1 | 1
- . < * - TN - h—n
7" (A)) +nj < ot (AJK HA;;K :

entao
pje%w*(m‘) < eawm " (AJK™)+gn—nj+jlogp

Escolhendo n, := [log p + 1] € N tal que —n, +logp < 0 para A’ = AK"™, obtemos
plen?”(A0) < gameoare” (Ad),

(d) Pela convexidade de ¢*,

Ar A(r+2)

200 (A + 1) =20 (54 22 < () a0+ ),

logo
@ (A(r +1)) — " (Ar) < " (A(r +2)) — ¢" (A(r +1)). (1.10)

Da mesma forma,
0" (A(r+2)) <" (A(r +1)) + ¢" (Alr +3)) —¢" (A(r +2)) ,
substituindo em (1.10), temos
" (A(r+1)) —¢" (Ar) <" (A(r +3)) —¢" (A(r +2)).

Fazendo recursivamente o mesmo argumento para ¢* (A(r+ 3)), ¢* (A(r+4)), ..., ¢* (4j),

obtemos
@ (A(r +1) — " (Ar) < " (A(J + 1)) — " (Aj)

0 que completa a prova. O

Proposigao 1.2.4. Seja w uma fungdo peso subaditiva e ay 4 definida como em (1.9).
Entao

(a) aja-apa <ajpa Vi keZy.

(b) a1 < aja VjEZy.

14



(¢) Para todos j,h,r € Z; com 0 < h < j

4! ea? (A(G+r))

APy < -
pl YA = T A

=l sl

(d) Para todos j,h,r € Z,

o x0T GA) fF AGTR) < o 5g 0" (RAGHR) o7 o" (247)

Demonstracao. (a) Da defini¢do da conjugada de Young e da subaditividade de w

- . =sup—— -su
! J! S TRRAS ™
ejlogu—&—klogv—%(w(u)—i-w(v))
= su
o K]
wokF 1 . 1
—sw(utv) _ Jtk ,—gw(utv)
< sup ——e 4 = — sup (u +v e A4
vzl JR] (J+k)! u,vfl( )
GHms—te(s) _ L Lorag+m)
- supe A = — eA .
=Gk G+ R

(b) Segue do item (a) tomando k = 1, pois temos a; , = e (/N > 1,

(c) Primeiro lembre que £ < Ul Entao

(h4r)!”
4! G+ ea® ANED) gt (AG+)
PUTAS TG T () et (A A

Ar AQG A ca? (AGHT)  ox@ (AG+T)

Gjra X AR T Gt (b))

sendo que a ultima estimativa se da pelo item (a).
(d) Pela convexidade de ¢* e mais uma vez pela propriedade (a)
oA ? (A7) g F"(Alr+h)) _ 5 aCrn a7 (7 + I)!
Lot (24 1E54R) Jl(r + h)!
(j+r+h)

S (AG+h))+ 5 o (247)

|

IN

e

b
(J+;+h)

IN

e

o9 QAG+R)) gy 0 (247)

IN

Observe que a prova de (a) depende substancialmente da subaditividade, como a demons-

tracao dos demais itens dependem do primeiro, tal hipétese é indispensavel. O
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1.3 Comparacao entre as classes ultradiferenciaveis

locais

Expomos nas se¢oes anteriores as duas das mais conhecidas classes de fungoes ultradi-
ferenciaveis. Diferem-se basicamente por serem definidas a partir de sequéncias ou fungoes
peso. Em alguns trabalhos ([16],[17]) é feita uma comparagao entre essas classes.

Sobre fortes condi¢oes, Meise e Taylor [16] mostraram que ambas defini¢goes podem

definir a mesma classe.

Definicao 1.3.1. Seja M = (M})rez, uma sequéncia de ntimeros positivos. Dizemos que

M ¢é uma sequéncia peso se satisfazer as seguintes condigoes
(1) M} < My_y M, para todo k € Z,,

(2) existem A, H > 0 tais que M, < AH* Orgln M;M;,_; para todo k € Z

M;, M,
(3) existe uma constante A > 1 tal que Z A < AM *_ para todo p € Z..
k1 k+1

Definicao 1.3.2. Dada uma sequéncia de ntimeros positivos M = (M})ez, , definimos

1. A funcao associada wyy : [0, 0o[— [0, 0o[ como sendo

k
war(t) = SUPgen, 108 w}\% para t > 0 '
0 parat =10

Por vezes wy(t) é denotada M(t).

My,
My

2. A sequéncia (my)rez, por my =

Proposicao 1.3.1 (3.13 [16]). Seja M = (My)kez, uma sequéncia satisfazendo as pro-
priedades (1)~(3) da Definicdo 1.5.1 tem-se que wy(t) € uma funcio peso e EX«M}(Q) =
EWMI(Q) para todo Q C R aberto.

Se M = (My)kez, satisfaz (2) por [37, Proposition 3.2] temos que é possivel retomar

a sequencia da seguinte forma:

M, = Mysup ——

ten e¥M(®)’

entao

M, = Mo sup eFlost=m® — Vo sup eht—wn(€) = My sup eF=#m) — pfyeru®), (1.11)
teN teN teN
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Porém, em geral, existem classes definidas de uma forma que nao podem ser definidas
pela outra. Bonet, Meise e Melikhov [17] fizeram um amplo estudo envolvendo tal questao,

a seguir apesentamos alguns resultados desse trabalho.

Teorema 1.3.1 (Theorem 14, [17]). Para cada sequéncia peso (My)kez,, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(i) Ewiste uma funcdo peso w tal que para cada d € N, e cada aberto Q C R?, os espagos
EM(Q) e €“(Q) sdao iguais como espacos vetoriais e/ou como espacos localmente

CONVETOS.

(ii) Bristem uma func¢do peso w, d € N e um aberto Q C R? tal que os espagos vetoriais

EM(Q) e E¥(Q) sdo iguais.

(iii) A sequéncia (My)kez, satisfaz (2) e exite Q € N tal que liminfy_,o mgr/my > 1.

e

(iv) A sequéncia (My)rez, satisfaz (2) e (i) € vdlida quando w = wyy;.

Teorema 1.3.2 (Corollary 16 [17]). Para cada fun¢do peso w, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(i) Existe uma sequéncia peso (My)rez, tal que para cada d € N, e cada aberto Q C R9,
0s espacos E(Q) e EM(Q) sdo iguais como espagos vetoriais e/ou como espacos

localmente converos.

(ii) Ezistem uma sequéncia peso (My)rez, , d € N e um aberto Q C R tal que os espagos

vetoriais £ (Q) e EM(Q) sdo iguais.

(17i) Existe H > 0 tal que para todo t > 0
2w(t) <w(Ht)+ H

e a sequéncia <Mj)jeZ+7 dada por M; := ¢p,(j) = w(e?) € uma sequéncia peso para

qual (i) vale.

Exemplo 1.3.1. Existe uma sequéncia peso (My)rez, tal que para cada fungao peso w
e cada € aberto de R?, EM)(Q) #£ £)(Q).
A sequéncia é construida em [40]. Considere ¢; := 1 e defina my, ¢, e d,, indutivamente
como segue
my = c> para ¢, < [(cn)S/Q] = d, — 1,
my = kt/d> para d, <k <c,—1:=d>.

k
Defina M}, := Hmj.
j=1
E possivel ver que M, satisfaz as condigoes basicas (1.1), (1.2), (1.3) e (1.4) impostas

para sequéncias peso como visto na Se¢ao 1.1. Porém nao satisfaz (2).
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O contrario também ocorre.

Exemplo 1.3.2. Dado s > 0, a fungdo w(t) := max (0, (log [¢])*) é tal EM)(Q) £ £“)(Q)

para toda sequéncia peso (Mj)kez, € todo © aberto de R?

Por esses exemplos fica explicita a importancia do estudo tanto das classes geradas a

partir de sequéncias quanto as classes geradas a partir de fungoes peso.
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CAPITULO 2

Fungoes LY ultradiferenciaveis globais

Introduziremos neste capitulo o objeto principal deste trabalho, a classe de funcoes
L% ultradiferenciaveis globais. Trabalharemos com classes de fungoes definidas a partir
de fungdes peso, utilizando o tratamento que Adwan, Hoepfner e Raich [2] utilizaram
anteriormente para sequéncias. Também sera apresentado o dual do espaco e um teorema
de caracterizagao baseado no feito em [28], isto é, uma versao do Teorema de Paley-Wiener

para a classe de funcoes ultradiferenciaveis globais.

2.1 Funcoes Li-ultradiferenciaveis globais

Fixe uma funcao peso w como na Definicao 1.2.1, e sejam ¢ e ¢* definidas como
anteriormente na secao 1.2. Seja Q0 C R?, considere W"*4(Q) o espaco das fungoes k-vezes
diferencidveis em L?(2). Para um multi-indice a = (ay, ..., ay) de inteiros nao negativos,

uma constante positiva A, e 1 < ¢ < oo, defina a seminorma g, 4.0 4. : W(Q) — [0, 00)

£

trt0ol0) = 20(0) = 1Dl -oxp (=

Supriremos alguns indices e denotaremos apenas por o, quando possivel.

Definicao 2.1.1. Sejam 1 < ¢ < oo e w uma funcao peso fixa. Dizemos que uma

fungao g € W°>1(Q) é uma fun¢ao Llultradiferencidvel global de tipo Roumieu se existem
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constantes A, C' > 0 tais que para todo multi-indice «

£

D%l raq) < C
1D%gl|zage) < eXP( "

Para um A > 0 fixo, temos

£14(0)) = {g € WD) {omng(g) Hatso € mi)}

erl(Q) = | J &% ().

A>0
sera chamado espaco das funcoes L? ultradiferencidveis globais de tipo Roumieu. O espaco

serd munido com a topologia do limite indutivo
e (Q) = ind 0 85 (Q).

Por outro lado, definimos o espaco das funcoes L? ultradiferencidveis globais de tipo

Beurling por

er(Q) = (] e5°(9).

A>0

O espaco passa a ser munido com a topologia do limite projetivo
(0 = proj, . (9.

Trabalharemos com énfase nas classe de tipo Roumieu embora os resultados, a menos
que explicitamente ditos, valem para classes Beurling também. Doravante denotaremos
somente espago das fungoes L7 ultradiferencidveis globais por £%*(2) quando nos referi-
mos a resultados validos em ambas as classes.

Ao longo do trabalho consideraremos C' uma constante que pode se modificar, mas

que depende apenas da dimensao do espaco em que estamos trabalhando.

Observagao 2.1.1. Se uma funcao f satisfaz (2.1), para um A > 0 fixo, entdo existe Ay
tal que f € €%7(Q). Em particular, Ay pode ser escolhido desde que satisfaca Ag > 2K A,
sendo K constante provinda da propriedade («), Definigao 1.2.1.

De fato, dado A > 0, temos que para todo Ag > 0

S D g, e e Coled < @ §7 Aol (ol

d d
(;VGZ+ ozGZJr
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entao pelo Lema 1.2.1 (¢), escolhendo p = 1, existe Ag > 2K?A tal que

1 11
~of(A < (A
¢ (Ala]) + o +A0s0( olar])

— 2A
1 1 1
& ¢ (4la]) = " (Aolal) < 57— o
q
& Lor(alal) - Lgp* (Agfal) < Cag — glol

A Ay

para |a| > 0. Substituindo na inequagao anterior

21Dl < 0y el <

and and

Portanto f € £9¢(12).

Observacao 2.1.2. Se A; < Ay, entdo £%7(Q2) C €57().
De fato, seja g € €%47(2), entdo (0a,4,(9))a = (HDagHLqefA%w(‘a'Al))a € (4. Como ja

visto na Proposicao 1.2.2, a funcao t — %(t) é nao decrescente, temos

1 1
(lAy) < ———
|OJ‘A1¢ (| | 1) = ‘CK|A2

1 1
“(lolAz) = A "ol Ay) Z—A—Qw*(lalAz),

para |a| > 1, logo
| D2 gl e 27 042 < | Do g e 427 04,

Portanto (0a,4,(9))a € €%, ou seja, g € E47(Q).

Proposicao 2.1.1. £%°(Q) € um espago de Banach munido com a norma ||-||gs definida

por
a
lglles = { ) ealg)?
la|>0
Demonstragao. Segue como [2, Proposition 2.2]. O

Proposigao 2.1.2. Seja g € E47(Q2). Se 8 é um multi-indice, entio DPg € %7 (Q) para

algum A" > 0. Em particular, E9%(Q2) € fechado sobre diferenciagao.

Demonstracdo. Tem-se DY(D?g) = D*#g, como ¢* é convexa, segue

HDa<D/D’g)HLq < Ce%sﬁ*(/ﬂoﬁﬁ\)

< Cleaa®” (2AlaD+350" (2418)

< C’g,Aeﬁ‘P*@A'aD.

A’ é dado da mesma forma como feito na Observacao 2.1.1. O]

21



Lema 2.1.1. Sejam 1 < p,q,r < 0o tais que %+% =141 Sefeel” () egeLr(Q),
entio h = f*g € &57(Q).

Demonstragao. Existe A > 0 tal que f € E47(Q), em particular, D*f € L9(Q) para todo
a € 21 . Logo, pela Desigualdade de Young

S

Y IDh|p e ae e )= | N (D) # gl[feewE AR

la|>0 la|>0

IN

llg]| o Z ”Daszqe—%w*(AWU

|a>0

< Cllgllzell fllege < o0,

sendo que a pentltima desigualdade se da pela propriedade dos espacos P, temos que se
g <rentao | |l <| | e- O

Lema 2.1.2. Sejam 1 < ¢g< oo e f € EW(Q). Se g e E¥(N), entdo h = fg € E9%(Q).
Da mesma forma, se g € EP(Q), sendo p o expoente conjugado de q, entao fg € EM(Q).

Demonstragao. Existem Ay, Ay > 0 tais que g € €57(Q2) e f € €%47(2). Suponha sem
perda de generalidade A; = Ay (pois se A; < Ay entao £%47(Q) C €%7(Q)).
Para A > 0, pela férmula de Leibniz e a desigualdade de Hélder,

> sty < Y |3 (9) HDﬁfquHDaﬁgumefw*<AIa>]

|20 la|>0 LB<a
[ q
@ L*AAB“I‘L*AA al—|B8 _l*AOé
<. Z(ﬁ)eﬁ,Al<f>||g||g;ofwew< 1B+ (A (lal=19) o~ e (4 >]
lo|>0 LB<a
N q
o q\ ¢ . -
<C Z 08.4, ( Z Z ( ) pAr#" (A1lal) — S 0" (Alal)
Bezs la|>0 | \B<a B

<C$ oo [ew (Aman—%wma\)}q

la]>0

Utilizando o Lema 1.2.1 para p = 3, temos que para A > 4K*A;

dlol (e (il = (Al ) < alal (57 = 3)

= Cya, — 3¢lal.
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Logo

Z Qa,A(h)q <C Z 924la| ,c—3q|a]

|| >0 la]>0
<(C Z el < 0,
|o|>0
portanto h € £9¢(Q).
Para g € £€P¥(Q), a demonstragao é analoga. O

Exemplo 2.1.1. Seja w uma funcéo peso tal que w(t) = o(t). Entéo f,(x) = e *** é um
elemento de €7¢(R%) para todo a > 0.
Facamos primeiro pra R. Pela Proposicao 5.2.1 existem B,C > 0 tais que

£ (2)| < CBY2e "%

entao,

1904, = / £ (2)|9dz < C,B"L% .

Tomando a norma £%4“(R)

1 fall e —Zuf 19,65 (40 <CZBW?67‘” =0y pe
/=0

Para analisar a convergéncia da série, usamos o Teste da Raiz e utilizemos o Lema 1.2.2

lim p/Z = llm Bt e~ Aiv (A0 = i Bedlost=7p¢"(A0) o~ 35¢7 (a)
£—r00 L—r00

< fim Bied (1-F) s (a0 _ ¢

{— 00

pelo fato que t~'¢*(t) — 0o quando t — 0o e entdo e~ zw¥ (40 — (. Portanto a série
converge e f,(x) € EY(R).

Vamos generalizar para R?, temos f,(z o H e~

Seja o = (ay, ..., ag), como feito anteriormente, pelo Lema 5.2.1, para cada j, existem B;

e (; tais que

o5

_ _a. 2
aj oz} <||CGQBa]042€ 2%

| D fa(x

entdo, sendo B = max;{B;} e ' = man{Cj}a%, segue
d q
DLt = [ (D uw)pds < oo T
R4 o
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Tomando a norma €% (R)

[l = S 1D Fulle e (0D < €3 4 A'Q'Bq‘Z[Ha

|a|>0 =0 lo|=¢ Lj=1

=C Z P
=0

Mais uma vez faremos uso do Teste da Raiz para analisar a convergencia. Utilizando
formula de Hardy-Ramanujan-Rademacher, que garante que a funcao particao ser limitada

pelo (n 4+ 1)-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, o qual denotaremos por f,;1, temos

=

d
. i . _ 9 % 1o
lim p; = lim B 4% (40 E l_lcv2 g
{—00 {—00 . J
\a|—€]—1
q P (AL)
< lim Ble 4 f€+1€2

l—o0

1++5

< lim qu*ﬁ@*(‘”)e%[logg_ﬁso*(‘“)]— =0
AR 2

a convergeéncia ¢ obtida utilizando a mesma justificativa dada no caso anterior. Segue
portanto que f,(z) = e~ € £9¢(RY).

Lema 2.1.3. Seja f € E%“(R?) e ¢ : R — R uma funcio C(RY) ndo negativa tal que
Jga &(x) dz = 1. Defina ¢.(x) = e “p(2), entao ¢ * f — f em 4 (R?) quando e — 0.

Demonstracao. Para qualquer N € N, temos

3 (19070 Pllsse557 ) = 57 (U221 =6 D7 40 )

d
a€Zy lal<N

+ (II(D“f - Daf)||Lq@—;<p*<A|a|)> '

lo| >N

Do fato que fRd ¢(z)dx =1 e pela desigualdade de Minkowski para integrais

| D*(f * e = )|z = (/Rd /Rd e % <%> D f(x — y)dy — D f(x) qu>‘11
¢(y)[D* f(z — ey) — D*f(x)] dy

= (/ qu)q
Rd | JRd
< / 6@ | D F (- — ey) — DF( ||z dy
Rd
< O D% fl1s.
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Dado 6 > 0, como f € % (R?), existe N suficientemente grande tal que

S (D% e b ey | <

lo| >N

N >

(2.2)

Por outro lado, para cada « fixo, como em particular f € W4(R?), existe ¢, > 0 tal que

a « 0 Lo (Ala
dgb(y)HD fl-—ey) = Df()|la < W@A‘p (Alel) para todo € < €. (2.3)
R

Portanto, sendo ¢ = min{e, : |a| < N}, tem-se para todo € < €, por (2.2) e (2.3)

Z (HDa(f * he — f)HLqe_flﬁp*(Am))

d
a€Zy

< Z (\/]Rd Cb(y)HDOéf( — (—jy) _ Docf”Lq dye_i\‘p*(AaD)

|a| <N

T Z (C||Daf||Lqe‘%(P*<Alal))q

|| >N
04 04
< Z 9q(d|al+1) + 2
|a| <N

< o

e segue o resultado. O]

1\2

Exemplo 2.1.2. Considere a fungio x(z) := (27)"2e¢™ 1, entio Jpax(@)de = 1 e
o(x) == (27m) 7% (€) = e ¥ € €9(R?) como visto no Exemplo 2.1.1. Dada f € £9¢(R%)
com suporte compacto (para que sua transformada de Fourier seja bem definida), tem-se
[ sweemie e ayag— [ cstoree e ae
Re JRd R
= n) [ e fie) de
R

= (Xe * [)(x) = f(x)

em E%4°(RY) quando € — 0.

A seguir, provamos a existéncia de fungao corte nas classe nao quase analiticas. Dessa
forma, os resultados seguintes nao sao validos quando consideramos a fungao peso w quase

analitica.

Proposicao 2.1.3. Se w € uma fungdo peso nao quase analitica, entdo E7 () possui

uma fungao nao trivial de suporte compacto.
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Demonstragdao. Por [18, Coroldrio 2.6], existe h € C*(R?), h # 0 com supp(h) C [—¢, €]?
e
|h(t)]eP“® dt = C' < oo, para todo B > 0.
Rd

Como Dh(z) = F1FDh(z) = (2r)~*F 1 (xh(x)), temos

|D*h(w)| = (2m)~

/ d eV h(y)y® dy‘ < (2m) / d |h(y)|ePeW e Bet)tloev®l gy
R R

< ¢ sup {ela\ 10g\y|—Bw(y)} < c €B supz>0{‘%|zﬂp(z)}
(2m)¢ yepa (2m)d
- (2C)d€B“"*(§>.
T

la

Logo, para todo o € Z<%, || Dk~ < CeB?" ('5) e obtemos que h € E>24(Q).
Para 1 < ¢ < oo, dado A > 0

0a,a(R)T = || DOR]|4,e~5¢" (AloD
< O||Dh||% e 5¢ (Alad)

< CetlolBtare” (Blah—iare” (AlaD)]

Y

para todo B > 0, sendo C' = (', > 0.

Portanto, com o mesmo ajuste feito na Observacao 2.1.1

> taah)?<C Y el <

d d
&€Z+ azGZ+

e h e E(Q). O

Corolario 2.1.1. Sejam w funcao peso nao quase analitica e r > 0, entao eziste @ €
&1 (RY) tal que

(a) p € CZ(B(0,2r));

(b) p =1 em B(0,r).

Demonstracao. Segue como o feito no Corolario 2.7 em [2]. O
Lema 2.1.4. Sejam 1 < q < 00, w fungdo peso e A > 0. FExiste L > 1 tal que para
A" > LA e para toda uw € E%(Q) existe uma sequéncia (uy,) C E%47(R) de fungoes
limitadas com suporte compacto em § tal que u,, — uw em E%4°(Q). Podemos tomar
L = 4K*, K constante de (o)) na Defini¢io 1.2.1, isto é, a constante depende apenas da
funcao peso w.

Demonstracio. Suponha 0 € Q. Seja ¢ € C®(R?) N ELY(RY) satisfazendo ¢ = 1 em
B(0,1) e denote ¢, (z) = ¢(x/m). Defina u,,(x) = u(x)p,(z), é imediato que u,, tem

26



suporte compacto em 2, mostremos que u,, — u em E%7(Q).

=t llene = | S D (1 = §)[[§ge™ " (40D

|a|>0
— 1
q
q
* / « . ,
= Z (H(l - ¢m)Dau||Lq€_ﬁcp (4 a|)+z<ﬂ) ||Dﬂu||Lq||Da_5¢m||Looe_$%0 (A |a)>
|a|20 B<a
L B#a
_ . § ;
< Iz|>:0 ||(1 _ ¢m>Dau||%qe_%<P*(A/\a|) X E lzgo galel o § ™ (Alal)— 27" (A'lal)

Como feito na prova do Lema 2.1.2, temos que a soma do segundo termo ¢ finita para
A" > LA, sendo L = 4K*. Logo a expressao tende a zero quando m — 00.

Para estimar a primeira parte, como u € £%7(Q), temos que dado € > 0, existe kg tal

que
€
Z Oa,ar (1) < 3
|| >ko
Como 1 — ¢,, tente a zero em L4(£2), segue que
dola- ) Du|| o™ 279" (A1)
la]>0
< 37 I b D e D 3 Dy, D <
lor|<ko la|>ko
para m suficientemente grande. ]

Teorema 2.1.1. Seja Q C R?, w funcdo peso nao quase analitica, 1 < g < oo e A’ > LA

(L como no Lema 2.1.4). Entdo a inclusdo
€47 () = €57(Q)

€ compacta.

Demonstracao. Ja vimos na Observacao 2.1.2 que a inclusao é continua. Para provar que
também ¢ compacta, mostremos que se {ty, ey ¢ uma sequéncia limitada de £%%(Q),
entao existe uma subsequéncia {un,, }jen que converge em E%°(€2).

Considere as aproximagoes t, p () = up, () (), sendo ¢ como no Lema 2.1.4. Sera
suficiente mostrar que a sequéncia dupla {um as}m,a)en2 satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(i) Para cada M € N fixo, a sequéncia {u, s }men ¢ um subconjunto pré compacto de
ELT ().
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(i) Um s — Uy, em E%7(Q) uniformemente em m quando M — oo.
Valendo (i) e (ii), basta utilizar o processo de diagonalizacao de Cantor para concluir a
demonstracao.

Para a prova de (i), note que {tm, ar fmen € uma sequéncia limitada em €% (2), unifor-
memente em M por consequéncia da prova do Lema 2.1.2 (basta tomar na demonstragao
h = Uy = Um@Ppr € que {u,,} é limitada em E%47(Q), portanto a limitacao é uniforme).
Além disso, para cada M fixo, supp(um, a) C B(0, Mr) para algum r > 0 fixo e para todo
m € N. Dado ¢ > 0 seja ky € N tal que

1 * 1 * / ! 5
> o | 3¢ (Alal) - gt (Ala))| | <55

|| >ko

sendo C' > 0 constante tal que [[uy[lgz» < C. Ainda, considere @ a norma em E%°(Q2)

definida por

QN =1 > eanlf)
la<ko+d
Como {1 }men ¢ limitada em £%7(€2), é também uniformemente limitada coma norma
Q, que por sua vez é equivalente & norma padrao de W**44(Q), segue do teorema de com-
pacidade de Rellich-Kondrachov [1, Theorem 6.3] que £%(Q) < C*(Q) compactamente.
Assim, para cada M € N fixo, existe uma subsequéncia {um;as}jen de {tm,ar}men que
converge em C*(2), em particular, é de Cauchy, entdo para j,¢ suficientemente grandes,

temos

Q|

(Z 1D (tgn; vr — umhM)Hque,Z/s@*(A’lal))

a<ko
< |B(0, M) (Z D (U 01 = umZ,M>||%oo€_:/<p*(Ala|)> <.

a<ko

Ainda, pela desigualdade triangular,

1
q
(Z | D (0 = umbM)H%qe—}@*(A’al))

a>ko
¢ 1
! q
- (Z HD“umj,MH%qu(A/“'O + (Z \\Daum,Mu%qef'“"*‘A"a)>
agko agko

1
q

| e
<20 | 3 e [ 5o Ala) - polap)] | <

|| >ko
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Portanto )
q
[t 01 = g, na [lene = Z Oa, A (U vt — Uy nr)? | < 20.
a>0
Ou seja, a subsequéncia é de Cauchy, logo converge. O que conclui a prova de (i).

A prova de (ii) estd inclusa na demonstragao do Lema 2.1.4. ]

A seguinte proposicao nos diz que o espaco £9%(R?) o qual estamos trabalhando neste
capitulo ¢ diferente do espago £7(R?) das fungoes ultradiferencidveis locais. Desta forma,

os duais também serdo diferentes, sendo £9¢(R%)" 0 espago com mais elementos.

Proposicao 2.1.4. Para quaisquer k =0,1,2,... e 1 < q < 00, temos
E1(RY) € WH(RT) N EX(RY),

sendo E“(R?) o espaco das funcdes ultradiferencidveis.

Demonstragdo. Fixe k e q. Seja ¢ € £9¢(R?) ndo negativa com suporte suppy C B(0, 1).
A existéncia de v satisfazendo tais condigoes é garantida pelo Corolario 2.1.1. Para cada
¢ € N, considere

04

2l

lembrando que ||¢||yyrqe = Z\a|§k D[ La.

Y(x) = Y(l(x— L)), L:=((..0) N,

Temos
Zw e WhHIRY) N EY(RY) \ £9(RY).
De fato,
o' gi 1
I LN o [ [ 1pzutets = o das]

= P llwra 42,
e fq 5

H U U Do () }
— ﬁ’““l\zﬂllwkq et
> 1

<> > 1D
= Clldllwes 4=,
=1

<> z<C
/=1

Logo ¥ € WH4(R?).

Lembre, como visto na Definigao 1.2.3,

EY(RY) := {f € C*(R?) : para cada compacto K C R? existe A > 0 tal que |f|x.4 < o0},
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sendo
|f|K,A = sup sup \Daf(x)|e—%@*(A\al)'
zeK aezi
Note que para cada ¢, suppyyy C B(L,1/¢). Para cada K, denote por My o conjunto de

indices ¢ tais que B(L,1/¢) C K, como K é compacto, segue que M é finito, assim

d

e’} ga )
[Wlic.a = sup sup 3 s | DUl — L) e 1A
=1

veK aczd 4= 2|l lwra

< Csup sup [D(a)|e 5 D 37 it < ¢

d
v€K aczy teM

pois a soma em /£ é finita e como ¢ € £9¢(RY), suas derivadas sdo uniformemente limitadas.
Obtemos portanto que ¥ € E¥(R?).
Por outro lado, ao tomarmos a norma &%“(R?) de ¥, como nao hd um controle por

compactos, a série em ¢ divergird. Segue que W ¢ 9 (R?). O
2.2 Espacos duais e Teorema de Paley-Weiner

Consideraremos nesta segao fungoes peso w tais que w(t) = o(t) quando t — oco. Os
resultados obtidos sao validos tanto para a classe nao quase analitica, quanto para a quase
analitica, o que os tornam mais gerais que os apresentados em [28]. As demonstracoes
foram feitas para a classe Roumieu, a qual denotaremos apenas por £9¢(Q2) (em vez de
€219}(Q) para ndo carregar a notacio). No caso Beurling sdo necessarias algumas ressalvas
que detalhamos ao final.

A caracterizacao de classes de funcoes por meio da transformada de Fourier ou FBI, é
um resultado classico conhecido como Teorema de Paley-Wiener, sendo uma ferramenta
fundamental para o estudo de regularidade de operadores definidos na referida classe. Por
exemplo, no caso local, Braun, Meise e Taylor obtiveram uma caracterizagao satisfatoria
[18, Theorem 1.2.1].

A transformada de Fourier nao é uma ferramenta eficiente para caracterizar os espacos
globais quanto ao seu decaimento exponencial. Um exemplo construido em [28] é o exem-
plo de Salem, isto é, tem-se uma medida de Radon positiva em R, compactamente supor-
tada em um conjunto de dimensao Hausforff estritamente menor que 1 cuja transformada
de Fourier pertence a G%°. (Veja mais exemplos na Proposicao 5.3.1).

Para suprir tal deficiéncia, utilizaremos a transformada Fourier-Bros-lagolnitzer (FBI)

seguindo referéncias como [6] e [19].
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Definimos a fungao ay(z,§), para A € (0, 1], e a forma w da seguinte maneira

w=dx; A Adrg ANd(E + iz (E) A Ad(Eq + iza(E))
=ax(z,§)dry N ANdrg Nd& N - NdEy

p 1/2
x,¢& € R sendo (€)= (1 + Zf?) .
j=1

Para uma funcio g € LP(R?), definimos a transformada FBI de g por
iﬂa@%O“/)é@yM@wa%Mwaﬂ$—ﬂh@d% (2.4)
Rd

lembre que estamos denotando (z — y)? := |z — y|2.

Para uma distribuicio u € £9“(R?)’, definimos a transformaciao FBI de u por
Fru(z, €) = (u, e IO 0y () (2.5)

sendo que (-,-) denota o pareamento de £%*(R?)’ (dual) com uma funcio em €% (R?).
A funcdo Fyu estd bem definida para u € £ (R?)’, pois como visto no Exemplo 2.1.1 a
Gaussiana é um elemento de £9%(R%) desde que w(t) = o(t) (como estamos considerando
nesta segao). Note também que passaremos a considerar apenas os espagos de fungoes em
que ©Q = R? para mais uma vez garantir a boa definicao da transformada FBI.

Vamos provar a seguinte versao do Teorema de Paley-Wiener para as funcgoes L9 ul-

tradiferenciaveis globais.

Teorema 2.2.1. Seja u € E7(RY), entdo para todo B € Z% e todo r com q¢ < r < oo,
Fyu(-, &) € E9(R?) e existem constantes C, A, M > 0 tais que

HDf?,\u(x,é)HU < Ce’%“(%)e%“’*(“w'), £ eR? (2.6)

para todo \ € (0,1).
Por outro lado, se u € E7(R?) e existe A € (0,1) tal que (2.6) ocorre, entio u é uma
fungdo e u € €9 (RY).

Tem-se um resultado percursor [28, Theorem 1.2] feito para a classe Gevrey global,
no presente trabalho, além de fazer as estimativas utilizando funcoes peso, generalizamos
para o caso em que ¢ utilizado A < 1 na definicdo da transformada FBI (2.5). Este
parametro A < 1 se mostrou fundamental como veremos na se¢ao 4.2.1.

Separamos a demonstragao do Teorema 2.2.1 em partes, primeiro provamos a neces-
sidade, entao somente apds mostrar uma férmula para a inversa da transformada FBI é

que provamos a suficiéncia.

31



2.2.1 Prova da necessidade do Teorema 2.2.1

Utilizando apenas propriedades das fungoes em £9%(R%) e da funcio peso w é possivel

obter a estimativa (2.6), veja a seguir.

(Demonstracio necessidade do Teorema 2.2.1). Se u € £ (R?), entao,

Fau(z, €) = / @ E M=y () (z — y, €) dy.

R4

Observe que
d
A€ +iny(€)) = de; + iy 3 ey
—~ (£)

entdo, ay(z,£) pode ser escrita como a soma de termos da forma iea:a(ig;)’y, sendo

la] = |y = e 0 < ¢ < d. Logo, para obter a estimativa (2.6), pela definicao da

transformada FBI, é suficiente mostrar a mesma limitacao para

fu(‘r7€> _ /Rd ei(z—y)§—<§>/\|z—y|2 (ZE o y)a (£<<€§>>2 ) U(y) dy

_ /Rd ez’y&%&)*\yl?ya <%)7 u(z —y) dy (2.7)

Primeiro assuma |¢] > 1, neste caso, () = (1 + [¢[2)2 < V/2[¢]. Além disso,

€] < (dmax£2): < d2 max|¢;] < d3[¢].

Sem perda de generalidade, assuma |§;| = max |¢;|. Vamos agora aplicar D” em f, e

integrar por partes k vezes, para qualquer k € Z, obtemos

Difu(e6) = [

Rd

e I o (%)V DPu(x — ) dy

_ tz; <g<<§>>:)w [ o 88_; (- @y Dol — ) d.

k k!
Utilizando a regra de Leibniz, com ( b > = e passando o médulo
,C

a, alblc!

D, (x 5)‘<L Z ( k )/ eiyéﬁe%ﬂ*ly\za_byaﬁljﬁu(m_y)dy
G| o \abe) g Oyt oyy” Ay Y '
b<t

Tomando a norma L"(R"), e utilizando a inequacao de Young para p satisfazendo
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1,11
5+5—;+1, obtemos

C k
(-, il < —— X 2.8
10 e < i (5 ) (25)
a+b+c=k
b<t
" ez, sl O TN
(L (Ll ggee - | o) )
1 1
¢ ( k ) {5’“ 1P e—b} © 48
== Z e || * -0"u
|§| a+2-<$-E:k a,b,c 8y1 8yl Lr
< ( K ) O e e || 2L g,
|€|k a_’_gchk a,b,c/ || 0yt P oyt La
Por um lado, temos que existe Ay > 0 tal que u € 8?4’;0(]1%6!). Entao
Haac Pull < CeAs? (AolBlHe)  rpmip @ (2400) iy @™ (240181). (2.9)
Y La B
Para a limitacao da outra norma, utilizaremos a Proposicao 5.2.1. Tem-se
0 e S0 08 ((E)N)F o 5O bl
03/“6 < C22%az2((€)")z e 2% W0, (2.10)
1

Além disso, como ¢** = p, temos para todo A > 0,

taefiap*(Aa) < eblogtf%go*(Aa) _ e%[Aalogtfgo*(Aa)] < e%w(t)7 t> O,
ainda, pelo Lema 1.2.2, a* < C’ea+%“"*(’4“), entdo podemos estimar a expressao em (2.10)
por

<930 539" (40) et (A0) () =16 bl

' O -
dyy

< CQ%GQ% e%(p*(Aa) 62%40.1((5))‘ €—§<§>>‘|y\2‘ (211)
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Tomando a norma LP(R?), temos

e’ pen  \"
< —e WV P dy) 2.12
‘ Lr (/Rd ’ayl | ’ ( )
o (A

1 A 1 )\ 2 l/p
W) ool >< / ¢~ HE DI |y (e dy)
R4

P
— C’(Q%e)aeiw*(Aa) eﬁw((f”) /\(Z b)+>\d </ |t|pg b) _£|t‘2A dt)

o —(H . (b
oyt

< C(2%e)e

sendo que a constante nao depende de p pois a integral é limitada uniformemente em
p € [1,¢]. Escolheremos A = 24, e m = (23¢)
Voltamos agora a estimar (2.8) substituindo na mesma (2.9) e (2.12). Ainda, pelo

Teorema Multinomial 7 ., (a'z ) =3k

k 1 . ) \
p k E Aa)+ 5 w((€ Ac)+L " (Al)
”a fu('yg)HLr(Rd) <Cm (a’ b, C)W ot (Aa)t 550 (©) )6 T (Ae)+ g7 (AlB|

a+b+c=k ’5‘ k
b<t

k
< C ke (A e(©) (i"’gk) oh (AR)

_ ekt AN () o—klog (1) + 4 (an)

O ek (AR o 2rl(©) o~ {aklog () o7 (a))

para todo k € Z,, sendo M = 3m. Logo,

* I | *
10% Fu(, ) gty < C €9 I 270 o~ sup S {Aklog (1)~ (ak)} (2.13)

L O ek AIB) e ((€) o~ he g (1))

_ O ke (@) ke (1)
Pela Proposicao 1.2.1, existe R > 0 tal que para todo [£| > R,

s <o (£) <o ().
Portanto, para |{| > R

10° o €)lar sy < € e A () ¢

3w (i) (2.14)

< CCp e A ()
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Para || < R, basta obtermos uma estimativa do tipo
10° ful-, )|l e < CCy e (AIPD, (2.15)

pois temos

i~

eﬁ‘”(%) < eiﬁw(%) =C.

Basta retomarmos a prova a partir de (2.7). Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = (£)2
—dX

entdo dy = ()2 e

Y,

1
= DPu(x —t)dt
EEAC

< 0/ e Pl | Do — )| e
]Rd

w%mwns/ew%%*%@%w
Rd

=C <| lele=l P D5u> (x).

Mais uma vez utilizando a inequacao de Young, obtemos

,HQ

107 ful, )l r(ray < CIT - [*e™ T o | D ] o

e, portanto, segue (2.15). [

2.2.2 Caracterizagao do dual para a classe Roumieu

Em se tratando da topologia do limite indutivo, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.1 (p.54, [49]). Seja E um espago vetorial munido com a topologia in-
dutiva com respeito a familia {(E,, gn), n € N}. Uma aplicagio v de E em um espago
localmente convexo F € continua se, e somente se, cada aplica¢ao vog, (n € N) é continua

em FE,,.

Como a topologia do espago das funcoes ultradiferenciaveis globais de tipo Roumieu

¢ dada pelo limite indutivo, ¢ uma consequéncia direta da Proposi¢ao anterior.

Proposicao 2.2.2. Uma aplicagao em EP¥() € continua se e somente se, para cada

A >0, sua restrigao em EL(Q) € continua. Isto implica que

E1e(Q) = (U egwm) =) ex (). (2.16)

A>0 A>0

A seguinte caracterizacao torna mais facil o trabalho com o dual do espaco das fungoes

ultradiferencidveis de tipo Roumieu €4 (R?).

35



Proposicao 2.2.3. Fize 1 < q < 00 e seja p o expoente conjugado de q. O dual do
espaco das fungoes ultradiferencidveis de tipo Roumieu E9¢(QY), pode ser identificado

com o espaco EPAH(Q) definido por

F= [ em () £, € LP(Q) eVA>0, Y £y lpe™ 3 AP < o0 & (2.17)

d d
76.7[4+ 7€Z+

Demonstrag¢ao. Como pela Proposicao 2.2.2

e (@) = () €5’

A>0

basta mostrarmos que £%4”(RY)" ¢ da forma (2.17) para um A > 0 fixo.
Seja f € EP¥(Q) e ¢ € EL7(Q), entao

(A< DD ) =D (fr e < C Y I fyllured 40D < oo,
WGZi WGZi 7€Zi

Por outro lado, por [2, Lema 2.18] ¢7(L9(Q2)) = ¢*(LP(2)). Considere, entao, a

aplicagao

Pa: €57(Q) — £1(L1())

¢ s pMemae (AN,

logo P4 é uma isometria de % (Q) em P4(E%7(Q2)) := S, subespago de ¢4(L4(2)). Dado
um subespago S de ¢9(L%(€2)), pelo teorema de Hahn-Banach, qualquer elemento u € S’
pode ser estendido a um elemento U € (9(L%(R2))'; ou seja, U = (U,) tal que Y [|U, ||}, <
00. Seja U € §" e ¢ € £47(Q) tem-se

(U, Pag) = Z/ U, (2)p0) (z)e~ a9 (AR dy
y IR
— Z/ (—1)‘7‘U§7)(a:)e‘%“’*(f‘W')qS(a:) dx
R4
v
= (P4U, 9),
sendo PLU = S (=1)MU{ e=xe* (AN,
Portanto a aplicagdo dual nos dé um isomorfismo entre S’ e £%“(2). De fato, basta

notar que se f € E4Y(Q), entdo fo Pyl € S ese U € S, entdao U o Py € E4°(Q), mas

como vimos anteriormente, PyU = U o Py. O
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2.2.3 Inversa da FBI e prova da suficiéncia do Teorema 2.2.1

O teorema a seguir apresenta uma férmula para a inversa da transformada FBI, cuja

demonstragao segue a técnica utilizada em [19] e [28].

Teorema 2.2.2. Sejam u € E7¢(RY)', para cada X € (0,1) fivo, denote
wi@) = [ Falds
€] <e—t

Entao uc — u em E9%(RY)" quando ¢ — 0.

Demonstragdo. Faremos primeiramente para v € £9“(R?). Neste caso mostraremos que
ue — u em E9¥(R?). Assuma também que u estd suportada em uma bola B(zg,7) com 7

a escolher. Pelo Exemplo 2.1.2 podemos escrever

dl // zx:pffeéﬂd d
u(z) = i [ ] ' dg,

sendo que a convergéncia ocorre em E9¢(R?).

Para ¢ pequeno, mudamos o contorno de integragao

(a,6) = (y,m) = T(2',€) = (2, £ + () Nz — 2')).

O integrando é holomorfo com relagdo a £ e decai rapidamente, com |I'(z/,&,t)| — oo

quando |z — 2’| é suficientemente pequeno, sendo
F(.T/,f,t) = (1 - t)(.%'/,f) + tF(.T/’f)? O S t S 1

A principio escolhemos r =

ﬁi e tomemos x na vizinhanga B(xg,2r) de B(zg,r). Obte-

mos
1
Re(—T (a6, 1)%) = ¢ + P2QP (x — ') < €
para |z — 2| < 1/v/2:=2r.
Pela definigao da transformada FBI, dz’ A d§ = a,(y,n)dy A dn, assim

u(z) = dhm/ / eile=y)n— <>A(a¢—11)20Q(x_y)n)e—er"(n%(?ﬁ*(ﬂﬂ—y))2 dydn (2.18)
Rd JRdA

e—0

Vamos analisar tal convergéncia em E%(B(xzg,2r)). Temos que ay(z,n) é a soma de
termos da forma igxo‘(%)w, com |a| = |y| =¢e0 < ¢ <d. Vamos estimar a integral em

y que aparece acima. Integrando por partes e utilizando o Lema 5.2.1 e a Proposicao 5.2.1
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/ d ()= =) (5 =) (a ) dy‘
R

/ Julz — y) et v ye =it dy'
R

D (abcd)/| DI ey e e i) g

|77‘ a+b+c—&€-d:k

M* .
CW > / o y) e A+ 3z =3Py lal—cede (md) =0 gy
a+b+c+d k

Mk:
<M Z oot (Alb+a) () >/ o8 )|yl —ce55? gy

k
|77| a+b+ct+d=k
c</t

Mk * P
<0 Z o i ? (Ab+d)) 5w ” ® | (/ |y|p(|a\fc)€f§<n>*y2 dy)
Rd

k
|7]| a-‘rb-l—c—léd:k

n

< CeH108 (5) + 3o (), ot < o390 () gzt

a inequacgao acima ¢é valida para todo n > ¢, constante referente ao Lema 5.2.1. Pela

Proposicao 1.2.1, para n suficientemente grande, temos

/ u(y)ei(ﬂc*y)n%n)A(w*y)?(x _ y>ae*62(n+i<n>*(x*y))2 dy| < Ce2a®/M), (2.19)
R4

De forma mais simples obtemos para n < ¢ (veja, por exemplo, o argumento usado para
concluir (2.15)). Logo, para u € €9“(R%) suportada em B(zg,r) a férmula de inversao
é vélida para todo = € B(xg,2r) e, portanto, pela desigualdade de Minkowski, temos a
convergéncia em L?(B(xg,2r)). Da mesma forma, obtemos (2.19) para todas as derivadas

de u(x), isto é,

Pu(y)ei@vn- (77>A(x—y)2(x_y)ae—EZ(n+i<n>*(x—y))2 dy| < Cex? (ABD =239 (/)

“ (2.20)

entdo, temos a convergéncia (2.18) em £9%(B(xg,2r)). Por outro lado, se definirmos
v(x) = [ Fau(z, §) dE, também temos a convergéncia da fungao a direita para v(z) quando
e — 0; logo, v = u = 0 em B(xg,2r) \ B(zg, 7). Mas v é real analitica fora do suporte
de u, entao ela é nula em todo B(zg,7)° e segue que v = u; isto é, u(z) = [ Fru(z,&)dE
neste caso. Claramente u. — v quando € — 0, entao pela observagao anterior, u, — u
quando € — 0.

Considerando uma particao da unidade suportada em bolas de raio r com a proprie-

dade da intersecao limitada, podemos escrever u = » ; uj em que cada u; esta suportada
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numa bola B(z;,r). Pela identidade obtida anteriormente, podemos escrever

k
u:Zu]—hmZ/”f,\ujxf §—hm/”f,\ Zuj (x,€)dE = /fﬁumfd{,
J 7j=1

sendo que a convergéncia ¢ dada pelo Teorema da Convergéncia Dominada, pois se u €

£ (RY), por (2.6) temos que Fy é limitada por uma funcao integravel em £. Obtemos,

portanto, a identidade (em particular a convergéncia) em €% (R%) no caso geral.
Assuma agora, u € &7%(R?). Dada v € £%*(R?), e escrevendo u como na Pro-

posicao 2.2.3
o) = (Cm [ Tt e ) (221

—d F d
/]Rd /f<e—1 Au . 5 §¢( )
= 27T)d/ / <u,el(x*- E— ()M w—-)? Oé,\($ — 76)) dé“w(x) dx
R Jjgl<e
27T /Rd /£<€_1 M /Rd uy)(g;/)ei(x—ac’)ﬁ—(ﬁ)*(ac—z’Pa}\<x o x/7£) dz’ df¢($) do

(2m)~ / / / (m')8z{ei(x_x,)§_<§>k(x_x/)2oz,\(x — 2, &)} da' dEp(x) da
Rd J|¢]<e—1 R4

Para cada v fixo, queremos que a funcao u, (') {1 = (z — 2/ €)} seja
integravel em (2/,¢, z) para |£] < ¢! e dominada por uma funcao cuja soma em 7 ¢é
finita.

/d /d /II |U7($/)8;{ei(m_ml)5—(5>k(ﬂﬂ—w’)r" Az — a2’ ) yib(x)| d€ do da’
R JRA J|g|<e—1 A
Re JR &l<e

< / / / s (= ') e~ P p(|af)) o ()] de de da’
RE JRE J|g|<e—?
< Ollus o104 / e3P p(12!)) da

< CG%@*(AM)HUVHLP

sendo p(]z’|) um polinémio positivo em z’. Pela Proposigao 2.2.3 obtemos que a soma em

~ é de fato finita.
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Podemos portanto aplicar o teorema de Fubini em (2.21)
() = 20) ¢ [ 3 (=) ()
R4
.
% a;/ {/ / ei(—m+x/)5—<§>k(—z+x/)2a}\(_x+I/’£)w(_aj) de’dg} dx’
‘§|§6_1 ]Rd
= / D (=D (=) {(%)‘d / (. ) dg} da’
Rd ~ |§|§6—1

= (u(=a"),2m) [ T &) dg
[]<et

— (u(=2"),¥(=2")) = (u,v), quandoe—0

e obtemos portanto o resultado, sendo que a convergéncia se da pelo caso anterior, valido

para fungoes em £9¢(RY). O

A férmula para a inversa da transformada FBI é uma ferramenta fundamental para a

prova da suficiéncia do Teorema 2.2.1, que apresentaremos a seguir.

(Demonstracao da reciproca do Teorema 2.2.1). Utilizaremos o Teorema 2.2.2, isto é, para

) fixo, tem-se que u, — u em E9“(R?)" quando € — 0, sendo

ue(x) = (27?)_d/ Fyu(zx, &) dE. (2.22)

€<t

Como por hipétese Fyu satisfaz (2.6), em particular para r = oo, podemos fazer € — 0
em (2.22) para concluir que u(z) = (27)~¢ [ Fyu(z,£) d€ é uma fungao bem definida.

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada para as derivadas de u, obtemos
DPu(x) = (QW)_d/fof,\u(x,g) d¢

utilizando a desigualdade de Minkowski para integrais e (2.6)

1D%ul| 10 < (27T)_d/ (/ \Df?AU(x,E)\qu) " de < Cene (A /e—i“’(“@ dg

< Clex? (A8

completando a demonstracao. O]

2.2.4 Casos particulares
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Se compararmos o Teorema 2.2.1 com a Proposicao 1.1.2, mesmo que considerando
sequéncias, podemos notar que nao héa necessidade de impor A admissivel. Essa condi¢ao
é necessaria no caso local para controlar o suporte de u, fator inexistente no caso global.

O Teorema 2.2.1 nao ¢é valido para A = 1 pois estamos utilizando condig¢oes mais gerais
para as fungoes peso, o que torna certas estimativas impossiveis. Neste caso, é necessario
introduzir um outro parametro x na transformada FBI como feito em trabalhos como [6]
e [9]:

Sz, £) = <u =) RO @) (r — .,5)>, (2.23)

sendo «, tal que

w=dry A Ndxg Nd(& +ikz () A+ ANd(Eq + ikxg(§))
= (2, &) dxt Ao Ndag ANdEL A -+ A dEy.

Utilizando a transformada de Fourier com o parametro k, obtemos um resultado
analogo ao anterior. Tal parametro x < 1 independe da funcao, dimensao ou qualquer

outra informacao.

Teorema 2.2.3. Seja u € E7%(RY), entao para todo § € Z% e todo r com g < r < oo,
Fru(-, &) € E99(R?) e existem constantes C, A, M > 0 tais que

| D2Fru(z, )| < Cem2*Gene (A8 ¢ ¢ RY (2.24)

para k suficientemente pequeno.
Por outro lado, se u € E¥*(RY) € tal que Fru(-,€) € E9%(RY) e (2.24) ocorre para

algum k, entdo u € uma funcdo e u € E*(RY).

Demonstra¢ao. A demonstracao segue de forma andloga a do Teorema 2.2.1 até (2.13).

Neste caso teriamos

< Clen® (Al g gxw(sleh o= 5(57).

Lr(R4)
Escolhendo k < %, sendo M = (362%> como aparece na demonstracao anterior, obtemos

< Cen® (Al =3 (51).

Lr(RY)
A prova da reciproca também segue como antes. O]

No caso Beurling, devido a forma com a qual é tomada a topologia do espaco, nao

temos uma caracterizacao do espaco dual tao precisa quanto no caso Roumieu, dada
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pela Proposicao 2.2.3 devido a topologia do limite projetivo. Porém, podemos fazer uma

analise sobre um conjunto contido no dual como segue.

Proposicao 2.2.4. Fize 1 < q < o0 e seja p o expoente conjugado de q. Considere o
espaco EP@)(Q) definido por

f= Z f,(yv) em S‘Iv(w)(Q)’; f7 e Lp(Q) e A\ > 0 tal que Z ||f7||LP6—§¢*(>\IWI) < 00
VGZi WEZi

(2.25)
Entio EP©)(Q) estd contido em E2)(Q)'.

Demonstracao. Basta utilizar a relacao obtida para o dual de £€%”(€2) na prova da Pro-

posicao 2.2.3. O

Teorema 2.2.4. Seja u € 8‘7’(“)(Rd), entdo para todo [ € Zi e todo r com q < r < o0,
Fyu(-,€) € E2@(RY) e existem constantes C, A, M > 0 tais que

| DPFyu(z, &) < Ce’%“(%)e%‘p*(“w'), £ € R (2.26)

para todo \ € (0,1).
Por outro lado, se u € EP“)(Q) e existe A\ € (0,1] tal que (2.26) ocorre, entdo u é

uma funcdo e u € E4) (RYY.

Demonstracao. Note que a caracterizacao da inversa da transformada FBI como no Teo-
rema 2.2.2 é valida em EP“)(Q) também. Logo, a demonstracio segue de forma andloga

ao feito no Teorema 2.2.1. ]

Observacao 2.2.1. Fica em aberto a questdao de quando E¢(®) é igual a €2(%),
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CAPITULO 3

Solucbes Aproximadas

Em 1984, Petzsche e Vogt [44] caracterizaram funcoes ultradiferencidveis por suas
extensoes quase analiticas, estendendo e simplificando os resultados anteriormente obtidos
por Komatsu [37].

Em [4] Adwan e Hoepfner provam a existéncia de solugoes aproximadas de sistemas
involutivos de campos vetoriais complexos V = {L;}1<;<, nas classes Denjoy-Carleman
(local) ndo quase analiticas, definidos em uma vizinhanga da origem de R” x R™. Em um

sistema de coordenadas especial, os campos L; sao dados localmente por

0 - 0
L. = — k —
=5 —l—;a](x,t)axk

sendo que os coeficientes a? sao de classe €M, Utilizando as mesmas ideias tem-se o resul-
tado para fungoes LI-Gevrey globais §2° em [2]| para campos vetoriais em uma vizinhanga
da origem em R"™ x R x C™ da forma
n m
L= % - ;ak@,t,g)a% - ;bj(x,t,oa%
com coeficientes ay, b; de classe §°° em z e holomorfos em (.

Campos da mesma forma (com coeficientes de classe €M na primeira varidvel) sao
trabalhados em [21] e [48], o grande diferencial desses trabalhos ¢ que estes tltimos incluem
o caso quase analitico; nesse caso, existe uma dificuldade: a auséncia de casos nao-triviais
de funcgoes com suporte compacto, o que obstrui as técnicas utilizadas nos trabalhos
citados anteriormente.

O que fazemos neste capitulo é utilizar a técnica de Rodrigues e Silva [48], valida
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em classes Denjoy-Carleman quase analiticas, para funcoes L?-ultradiferenciaveis globais

estendendo o feito em trabalhos citados anteriormente.

3.1 Ferramentas

Consideraremos ao longo deste capitulo w uma funcao peso como na Definicao 1.2.1,
satisfazendo w(t) = o(t) quando t — co. Retomando a notagao utilizada anteriormente,
parak €Z, e A>0

ea®"(Ak)
Q. A = T (31)

Nesta secao, pediremos também que a seguinte condicao seja satisfeita: para todo
keNeA>0

ai,A < Ap—1,A0k41,4- (3.2)

Note que no caso dos espagos gerados a partir de sequéncias, ¢ muito comum de se exigir

tal condi¢ao, também conhecida como convexidade logaritmica, veja (4.3).

Proposicao 3.1.1. Para toda fungdao peso w e ay 4 como descritas anteriormente, tem-se
que dados n,k, N € N tais quen < k < N

N—n S a/N*k kfn. (33)

Demonstragao. Faremos por indugao em ¢ = N —n. Os casos { = 0 e { = 1 seguem
trivialmente, pois ha a igualdade quando £ = n ou k = N. Para ¢ = 2, o0 tinico caso nao
trivial é quando se tem n =k —1e N = k + 1, logo segue por (3.2). Considere valido
para /, isto é,

V4 n+l—k k—n
Apa < Qpg g g (3.4)

Facamos para ¢ + 1, isto é,
0+1 n+l4+1—k  k—n
Ap'a < Gy (AR T
Para tal, considere a seguinte afirmagao, que provaremos adiante

, j
(nija < Gnp (&"“—“A) Vj e N. (3.5)

Qpij,A

44



Pela hipétese de indugao (3.4), (3.2) e (3.5), considerando k =n + j, com j < ¢

041 ¢
A4 = Ak, AQL A
n+l—k _k—n
S A AGy g Oy g
a k—n
n+l—k n+l—1,A k—n
S,y OnyjA <— Apypy1,A
Ap4e,A
Ayt i T/ J
< anij( n+y+1,A) ( n+£—LA) akf—m N
= Wy, n+l+1,
Ap4j5,A Ap40,A
n+l+1—k k—n
S a“n,A &n—l-Z—l-l,A’
1 . Ak, A Qk41,A Ap4j+1,A Ap40,A
sendo que a ultima desigualdade segue de (3.2), < = <
Ar—1,A Ak, A Af+j,A Ap4r—1,A

ao repetir o processo £ — j — 1 vezes.
Para concluir a demonstracao, resta provar a afirmagao (3.5), para isso faremos mais
uma inducdo, agora em j. Para j = 1, por (3.2)
2
an—l—l,A

Ap+1,A = < (p, A .
Ap+1,A Ap+t1,A

Ap42.A

Suponha vélido para j — 1, isto é,

7j—1
< Ap4j,.A
Apyj—1,4 > ApA .

Ap45—1,A

Portanto,

Jj—1 J
Ap45+1,A Ap4j5,A An45+1,A Ap4j+1,A
An4j5,A S Ap4j—1,A S Qp, A S Qn, A
Qptj—1,A Ap4j—1,A Ap4j—1,A Ap4j,.A

para todo j € Z,, confirmando a afirmagao. [

A seguir apresentamos algumas notagoes introduzidas em [21] trocando a utilizagao
sequéncias por fungoes peso. Tal notagao é essencial, pois facilita o trabalho em algumas

estimativas que serao utilizadas ao longo do capitulo.
Definicao 3.1.1. Para cada r > 0 definimos

h’f‘(r) = inf akArk_l,
keZ

i (r) = kienzﬂ g ar"

N(r) = min{n : h{(r) = apar™'}.
Proposicao 3.1.2. A funcio N definida acima satisfaz as sequintes propriedades.
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1. N(r) =0 parar > 1.

Qn, A -
2. Ser =—"" entio N(r) = n.
Qp+1,A

3. N € decrescente e lim, o N(r) = co.

Demonstragao. (1) Como apa =1 e a4 > 1 para todo k > 1 (devido ao fato de ay 4 ser

crescente), para r > 1 temos
apartt>1>rt= a07Ar0’1, vk > 1.

Portanto, o infimo é atingido em 0.

(2) Por (3.2), para todo k € Z,

A, A Ar—1,A (3 6)

Ap+1,A g, A

Seja r = A Para k < n, por (3.6)

Ap+y1,A
a4 @ a a nk a kol
_ k,A k+1,A n—1,A _ n,A n,A _
a;ﬁArk = anyArk L> (—) (p A ( ) = Qp AT" L
Af41,A Q+2,A Qp, A Qp+1,A Ap+y1,A

Entao hi'(r) < a, ar" ™ < axar*!, logo N(r) > n. Por outro lado, se j > n

j—n n—1

Unp A G a;_ a a .

n—1 __ n, TL+1,A J 17A k—1 TL,A 7L,A _ -1

p AT = ajar’ " < aj. = ajar’”,
Ap+41,4 Any2.A a5 A Ap+1,A Qp+1,A

ou seja, hi'(r) < a, ar"* < aj a1, Portanto, N(r) = n.

A . p Qn, A
(3) Provaremos que a sequéncia monétona —=— — 0 quando n — oo; o resultado

Qp+1,A
. Qn, A ~ . .
seguira de (2). Suponha que —~— nao converge para 0, ou seja, que existe 0 < € < 1
Apy1,A
Q(p, A . N ’
tal que > € para todo n, pois a sequéncia mondtona decrescente converge para seu
Ap+t1,A

infimo. Entao, escrevendo § = 1/e > 1, teriamos a,11,4 < 0a, 4, Ou seja

ea# (AMHD) < §eae"(An) (4 1)

< F2ea? A=y <

< 6" (n 4 1)) & ea@o O
sendo ©j(t) a transformada de Young de €', temos a equivaléncia pelo Exemplo 1.2.2.
Deverfamos ter entao w coincidindo com a classe analitica gerada pela fun¢ao peso wy(t) =
t, o que é uma contradigdo, ja que estamos considerando w = o(t) quando ¢t — co. Segue

N Qn, A
portanto que a sequéncia —— converge para 0. O]
an—i—l,A
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Proposicao 3.1.3. Dado n € Z,, existem constantes Cy,Cy > 0 tais que
Lo 24 Lo 24
r_"hl (r) < Cihi%(r) e r_”h (r) < Coh™(r)

para todo r > 0.

Demonstracao. Se k > n

k—1 k—n—1
A ATT T S 240k —n 24T
,
k—n—1
- Cnak—n,2AT
Entao
1 1 1
—hf(r) = — inf a; Ar <~ inf q, At
rn 7 kel " k>n
< inf Chag_poa(c” )kl
k—n>0
A
< Cphi'(r).
Tome C) = ap24.
A prova para h é andloga. O

Lema 3.1.1. Sejar >0, se n < k < N(r), entdo
k n
g, AT < A AT
Demonstragao. Por (3.3) da Proposicao 3.1.1,
an,A AN(r),A°

Entao, pela definicao de N (r)

r)—n N(r)—k T)n —n—kn
k)N() < an,fq) PNtk k (aN(r),AT

< aN(T’)—kTN(T)n-l—k—n—kn(

(ak,AT N(r)—l)k—n

n—1\k—n
n,A Qn, AT )
< aNX)—nTN(r)n—n
-n
= (an AT )

e portanto obtemos a estimativa. ]

Podemos relacionar a notacao dada anteriormente para a funcao associada h com w*
utilizada em [44], mais comum em se tratando de fungoes peso. Em [45] essa relacao é

amplamente discutida.
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Definicao 3.1.2. Seja w uma funcao peso. Para ¢ > 0 definimos

w*(t) := sup(w(s) — st). (3.7)

s>0

Proposicao 3.1.4. Seja w uma funcdo peso, h* e w* definidas como anteriormente,

entao
e %w*(%) S hA(t) < e—fw (At)

Demonstracao. Pelas defini¢oes, podemos ecrever

w*(At) = sup(w(s) — sAt) (3.8)

s>0

= Asup { *(log(s)) — st}
s>0

= Asup {sup (Aklog s — p*(Ak)) — log eSt}
s>0 L k>0 A

= Asup {suplog (S ) +loge™ e (Ak)} )
k>0 (>0

Considere f(s) = s*e~*!. Tomando a derivada

fl(s) =0« ks" e — sFte

-1

=t& s =

0
< ks E
t

temos que f(s) assume valor maximo em k/¢. Substituindo em (3.8) e utilizando a relagao
k! < kF < ekl

w*(At) = sup(w(s) — Ast) = Asuplog g

520 k>0

k!
< —_ A .
< A ig%) log (ei@*(f”f)tk‘) Alog h”(t)

Por outro lado,

—Alogh(t) = Asuplo M < Asuplo M =w" AE
& a8\ aeramgn ) = AN TR | T e)

Portanto,

ou seja,
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como queriamos. O

Definicao 3.1.3. Sejam ' C R™, e Q" C R? conjuntos abertos e w funcao peso. Denote
por E4¥(LY,C*(Q")) o espago das fungoes f(x,y) € C°(Q x Q") e E2¥(Y') na varidvel

x uniformemente em y, isto é, existem constantes A, C' > 0 tais que
||Dgf( ) y) ||Lq(Q/) S Ce%‘p*(A‘O‘D’

sendo que C' nao depende de y.

3.2 Solucoes aproximadas para campos vetoriais

Nesta segao utilizando artificios que aparecem em [48], iremos construir solugoes apro-
ximadas para campos vetoriais; porém, os resultados do trabalho citado sao feitos para as
classes Denjoy-Carleman locais. Nosso desafio é inserir as fungoes peso e trabalhar com
normas em L9.

Denotaremos 2 = Q' x R sendo ' uma vizinhanca da origem em R™ . Seja

0 - 0
L=2 () 3.9
REDWICEL (3.9)
um campo vetorial em €, com a; C*(§Y) parai=1,2,...,n.

Definigao 3.2.1. Seja uy € C'(€Y). Uma fungao u(z,t) € C*(Q) é chamada 9% (Q)-
solugao aprorimada de L em §2 com condicao inicial ug se satisfaz as seguintes proprieda-

des:
1. Para todo = € ', tem-se u(x,0) = uy(z);

2. Existem constantes C, A, ), > 0 tais que

| L, )|y < CeXe" @) vt € (=6,5). (3.10)

Note que (3.10) é equivalente a dizer que para todo k € Z,

T9*(Ak)
Lo Dl € QU at) € 2 x (<6.9).

Nosso objetivo é mostrar a existéncia de uma solugao aproximada de L como em (3.9)

para toda f € £9¢(€)') como condi¢ao inicial, supondo os coeficientes de L, a; elementos
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de £>¢(Q). Defina

uo(x) = f(x) (3.11)

para k € Z; \ {0} e para todo x € €.

Entao a(x,t) = Y oo, uk(x)t* é uma solugao formal do problema

{ Lii(z,t) =0 (312)

u(x,0) = f(z)

A seguir construiremos ferramentas para entao provar a existéncia da solugao aproxi-

mada para campos vetoriais como descrito acima.

Lema 3.2.1 (Lemma 4.1 [7]). Sejam A > 0 e G > 1 constantes fizas. Ewxiste L > 1 tal

que para todo multi-indice o € Zi
A
_ Gl-le=8l < 1.
-1 <
Bl
Proposigao 3.2.1. Fxzistem constantes A, B, D > 0 tais que

Bk Dlal+1 ke (Adal+k)
k! ’

10 ug || e < Vk € Zy, a€ZL. (3.13)

Demonstracao. Temos f € E9%(Q) e ai, € E°¥(Y'), entao existem constantes A, Dy, By >
0 tais que
10%ugl| e = [|0“f||ra < Doe%“”*(ma'), Vo € Z‘i (3.14)

10%a;]| oo < Boex? (Aloh i =1, 4. (3.15)

Faremos a prova por inducao em k. Sejam G e L as constantes no Lema 3.2.1, vamos
escolher B = dByL e D = G = max{1, Dy}. Para k = 0, por (3.14) temos

10°up|| 4 < Doe##"(Aleh < BOplalieie (Alah,

Suponha (3.13) vélido para k — 1, isto é, para todo a € Z%

BE-1 plol+1 ke (Allal+h-1))

”aauk—lnLq < (k’ — 1)|

(3.16)
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Pela definicao de u; e utilizando a regra de Leibniz

AN
T =

*[ai(2) 0z, up—1(2)]] (3.17)

Uk|

VA
T =

IIM& HM&

Z( ) a0 ()]

Pela hipétese de inducao (3.16)

BE-1 DlBteil+1 % 0" (A8 +(k-1))
(k—1)! ’

107 up 1 || e <

e por (3.15)
10° P a;| oo < Byes#" (A=A,

Por (3.17) e pelo Lema 3.2.1

BE-1plBl+2 |
Alal=IBN == z¢"(AlBI+F)
0% 10 < kzz( )B e

i=1 p<a
1
< [@BoL)B ™ e (aial ) S pléie
KL 2

k
< B aeagareny (l ZDﬂlaH) plal+1
=T I}

B

k al+1
- ﬂeiwwuwk»
—_— kj. )

sendo que a segunda desigualdade se deve ao item (a) da Proposigao 1.2.4 junto ao fato
e (5)= (1)
e que <
B Iel

O\ Lo (Allal-180) o ko a0+ < (105N 1omagal-180) ket (A08148) < e (Allal+k)
B e € |B| X kj € € .

Portanto segue a demonstracao. O]

Denote por E7¥(€Y)[t] o espago das séries de poténcias formais na varidvel ¢ e coefici-

entes em E7¢(QY).

Definicao 3.2.2. Paran € Z,, defina T™ : £ () [t] — £9%(Q)[t] por

n

Z sk(x)tk] = Z sp(2)tF,

k=0

sendo > sp(x)th € E1+(Q)[t].
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Proposigao 3.2.2. Existem constantes A', M > 0 tais que
| L(T" %) (-, t) || e < M ag, arlt]" (3.18)

para todon € Z .

Demonstracao. A seguinte igualdade é valida em se tratando de séries de poténcias formais

L(T"u)(x,t) = L Zuk(x)tk] =L |a(x,t)— Z wy ()t
:k:0 k=n+1
=L Z uk(x)tk] = (n+ Dupp(2)t" + Q(x,t)
Lk=n+1

sendo que Q(x,t) tem ordem maior ou igual que n+ 1. Como, por definigdo, o lado

esquerdo da equacao é um polinomio de grau n na variavel ¢, segue que
L(T"u)(x,t) = (n+ Duyeq (2)t".
Portanto, pela Proposicao 3.2.1,

IL(T" @) (-, )] Lo = (n 4 DJE]" |uns1 ]| 2a
n+1
(TL + 1)B e%w*(
(n+1)!
2P (2An)+ 5597 (24)

S Bn+1e |t|n

n!

S Mn+1an,2A|t|na

sendo a pentltima desigualdade obtida pela convexidade de ¢*. O

Dyn’Kin [21] demonstra a existéncia de extensoes analiticas para as classes de Holder
e Carleman. Em [48] a demonstragao de [21] é adaptada para provar a existéncia de
solucoes aproximadas de campos vetoriais também nas classes Denjoy-Carleman quase
analiticas. Aplicamos a mesma técnica no seguinte teorema para obtermos a existéncia

de E9“-solugodes aproximadas.

Teorema 3.2.1. Seja Q = x R C R? x R uma vizinhanca aberta da origem. Seja

um campo vetorial definido em Q, com a; € E°%(Q). Se f € £9¥(QY), entdo existe uma
fungao u € E2°(QY, C*(R)) tal que u(x,0) = f(x) para todo x € Q. Além disso, existem
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constantes C, A, Q,6 > 0 para as quais vale a sequinte estimativa
[ Lu(- )]s < Ce™ 7" @D vt e [—4,4), (3.19)

ou seja, existe solucao aprorimada.

Demonstragao. Fixe 0 < € < 1 e tome ¢ € C*(D,(0)) uma fungao radial tal que ¢p > 0 e
Jo¥(2)dz A dz = 2/i. Utilizando w;, como em (3.11), defina

N((14+€)Clz|)

: .y .
u(z, t) = # /C@D <Z|t| ) Z u () 2"dz A dZ,

k=0

sendo N(r) uma fungao step e o integrando mensuravel, segue que u estd bem definida.

Pela escolha de 1, temos que lim;_,ou(z,t) = ug(x) = f(x), entdo podemos definir
u(z,0) = f(x).

Ao fazer a mudanca de varidveis (z —t)/t — 2/, temos

1+e)CHt|z +t|)

/w ug(z)(|t|2" +t)5d2’ A d2.

0

Provaremos agora a estimativa (3.19). Para tal utilizaremos o seguinte: para todo

polinomio P(z)

i z—1 _
T (C;[)( m )P(z) dzNdz = P(t). (3.20)

De fato, note que 55 [ v <Z|T_|t) P(z) dz Ndz = P %1y (t), sendo dz A dz = (2m)*dV.
Como ) é radial e todo polindémio é uma fun¢ao harmonica, por (5.3) decorrente da prova
do Teorema 5.1.1, segue que P(t) = P * 1y (t) e, portanto, (3.20) é valida.

Entao, utilizando (3.20) para P(z) = >, uk(z)z,

N((1+)Cl2])

z—1t _
Zuk tk—l-@ Cw( n ) Z u(2)2"dz N dz

k=n-+1
. L /gy MA90kD
= L(T"u(x,t)) + 5 / L t—21/1 ( i > Z ug(z) | 2Fdz A dz
C k=n-+1

N((1+€)Cz])

= L(T"(x,t)) + % : L t%w (%tﬂ > up(r)Fdz ndz

k=n-+1
N (e i
+ 5/ t—zw ( i Z Llug(z)]2"dz A dz. (3.21)
C k=n+1
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Como v e suas derivadas sao limitadas, para t > 0, temos

'L [thﬁ (Zﬁfﬂ ‘ - Cg_f‘” (Z|;|t) + 0V <Z|t—|t)'
< @

para alguma constante C; > 0; para t < 0 prosseguimos de forma andloga. Entao,

tomando a norma L? em (3.21); pelo Teorema de Minkowski para Integrais,

c, N((14€)Cz])
[ Lu, )| e < LTl )0 + 57 /D " > ukllzal2*ldz ndz] - (3.22)
[t]elt

2[¢)*
k=n+1
C, N((1+€)Clz])
+w/ > I Lukl|pelzl|dz A dz].
D|t\5( k=n+1

Sejam B e M as constantes referentes as Proposicoes 3.2.1 e 3.2.2 respectivamente.
Tome C' = 2max{B, M} e fixe n = N((1 + ¢)*C|t|) — 1. Além disso, assuma também
It < 1/((1+€)C) =8 < 1.

O Lema 3.1.1 nos garante para n < k < N((1 + €)C|z]|)

oS (Ak) A9 (A(n+1))

(1+eCz)F < =

i < W((1+€)C|Z|)n+l-

Com isso, pela Proposicao 3.2.1 e por ser |z| < 2¢|t|, temos

N((146)Clz)) N((1+e)Clz)) " (AK)
S el < Y gt 1l
k=n-+1 k=n+1
N((14€)Clz]) ©* (AK) 3
< (14 oC
k=n+1
1. N((1+6)C]z])
o k@ (A(n+1)) 1
<5 (1 Cy n+1
< (@A™ Y oo
k=n+1
1
< (1 + O) el 1
€
< Capyr,a((1+€)*Clt)"H
< Cylt|hi (1 + €)*Clt). (3.23)
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Da mesma forma,

N((1+€)Clz]) N((1+e)Cl2l) || d
Z | L || zo| 2| Z Zai gl |2|F
k=n+1 k=n+1 i=1 La
N((1+)Clz) 1
e3A¥ (2AKk 1
< sup |la;|| o C?*—————((1 + €)C|z|)*
< X O 0k
e N((1+€)Clz])
3% (2A(n+1)) 1
Ci———— (L +Cz)" Y
< | k
(n+1)! Nt (1+¢€)
< Cytnsr24((1 4 €)*Clt])"H
< Cylt| R (1 + €)*Clt]). (3.24)
Pela Proposicao 3.2.2
IL(T"@) (-, )| e < M appalt]" < Cagza((1+€)*CJt))"
< Csh*A((1 + €)2Ct)). (3.25)

Portanto, utilizando as estimativas (3.23), (3.24) e (3.25) em (3.22), e também pela
Proposicao 3.1.3

/ O !
1Zu(,)llze < C5h™Y (1 + €)*Clt]) + ﬁ(ltk)wsltlhf‘ (1 +€)*Clt])
C /
+ #(\tk)%dﬂhf‘ (1 +e)*Clt])

< Ceh™ (Qut]),
sendo A’ = 4A. Por fim, pela Proposicao 3.1.4, para Q = A’Q; segue que
| Lu(-,1)]| o < Crear" (@),
Mostraremos agora que u ¢ uma funcao C'*°. Suponha ¢t > 0

92 u(z,t) = %/(JD (2) Z O%ug () [(t(z 4+ 1))*]dz A dz (3.26)

N((1+€)Cz])

T4 o ) _
! /Det(t) % {Q_ﬁw ( t )} Z 9, uk<x)zkd2 Adz.

k=j+1

Vamos estimar a primeira parte da soma, observando que para k < j tem-se 8{ th =0e
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para j =k, /) = j!, obtemos

/ V(2 Z@auk t(z +1))¥dz A dz

1 ,
<3 / ) 105ua(@) = + 1P )dz A ]
2 Jp.(0)

< C (1 + ) |02 ug ()],

tomando a norma L? em €)', pela Proposicao 3.2.1

< Cg! (1 + e[| 03 un| ooy
La(Y)

2) > 0w (x)0][(t(z + 1))¥|dz A dz
k=0

oot (Alat)
7!
< Olel+itl g 379" (240) 579" (247)

S C|a|+j+1j!

Da mesma forma estimamos a segunda parte

) y—1 N((1+¢)Cz])
| o k _
/Det(t) ag |:@¢ < t >:| Z aﬂcuk(x)z dz N\ dz

k=j+1
N(1+C)

Itlf“/ S (0tun(a)l|2Fldz A dzl,
k=j+1

entao, como neste caso |z| < (1 + €)|t| e por sua vez t < 9

N((1+€)Cz)

iE 2! o k _
Det(t)ag {Q_t?w< t )} Z Oouy(z)2"dz N dz

k=j+1

La(QY)
((1+e) C|z\)

‘t’j+2 /Det(t 10%ug || Lo (1 + €)[t))*|dz A dZ|

k=j+1

N((1+€)C‘Z|) eﬁﬂa*(QAk)

——— (1 Cle)* —|dz A dZ]

< C«|a|+1€2Ago (2Ac) 9 O /
L2 I

k=j+1
C; eza¢ (RAG+L)
th+ (G +1)!

aj+1,2AC',e,5

< C|a|+leﬁgo* (2Aa)

(L +e)Clt) T Ceft]?

< O|a|+leﬁgp* (24a)

O caso t < 0 segue de forma analoga. Note também que caso N(z) < j entao sé temos a

primeira parte da soma em (3.26). Portanto
02 u(-, 1) || Laran < C(j,8)CloH ezae” (242), 3.27
x Ut («)
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O resultado acima garante que 0%d/u(-,t) € Li(Q,[—6,8]) para todo a € Z4 e todo
j € Z. Pelo teorema de imersao de Sobolev, segue que u(z,t) € C>(Q).
Em particular, por (3.27), tem-se que u € EYM(Q, C>®(—4,6))
O]

O Teorema 3.2.1 também ¢ valido para campos vetoriais complexos como enunciado
a seguir. A prova é feita analogamente, mas para nao carregar a notacao, apresentamos

apenas a prova no caso mais simples.

Teorema 3.2.2. Seja Q= Q' x I x Q" C R xR x C™ uma vizinhanca aberta da origem.

Seja

0 0

J

9 d m
Lza%—;ai(ag{) 2
um campo vetorial definido em , com a; € E¥¥(Q). Seja f € C®( x Q") uma
fungao E9*(QY) na varidvel x e holomorfa em (. Entao existe um aberto V-C Q" e uma
fungao u € C*(Q) de classe E¥*(Y) na variqvel x, tal que u(x,0,() = f(z,¢) para todo
(x,¢) € (¥ x V). Além disso, existem constantes C, A, Q,0 > 0 para as quais vale a

sequinte estimativa

| Lu(z,t,¢)||s < Ce a7 @) vy e (=5,6) e € V. (3.28)
3.3 Sistemas de campos vetoriais

Nesta secao generalizaremos o Teorema 3.2.1 para sistemas de campos vetoriais. Ob-
servando que em [48] esse tépico nao é investigado, podemos encontrar resultados apenas
para as classes nao quase analiticas locais como por exemplo em [4] e [8]. Além disso,
conseguimos provar mais uma versao de existéncia de solugoes aproximada onde sao con-
sideradas estruturas do tipo tubo.

Considere os abertos  C R™ e V C RY e campos vetoriais da forma
L-:—+ia’?(:¢ y)i j=1,...d (3.29)
7 j ) 3xk ) ) )

com coeficientes a;‘? € E2¥(Q x V). Seja V um sistema involutivo global gerado pelos

campos vetoriais L;, isto ¢é,
V=span{L;: 1 <j<d},

é tal que cada comutador [L;, Ly] j,k =1, ...,d, é a combinacao linear de Ly, ..., L.

o7



Dada uma fungao f € £%%(2), queremos encontrar uma E%“-solu¢do aprorimada de
V, isto é, u(z,y) € C*(Q2x V) tal que u(x,0) = f(x) para todo x € (2 ¢ para qual existem
constantes C, A, () > 0 tais que para cada j =1, ...,d

ILsu(- )l oy < Ce 5@y € =3, o]". (3.30)

A existéncia de solugoes aproximadas serd garantida pelo Corolario 3.3.2 adiante.
Comecaremos provando casos mais simples. Primeiro assumiremos que os campos sao

da forma
a m
Li=——+Y di(x)5—, j=1,..d (3.31)

com ag? de classe £°¢(Q)); note que neste primeiro caso os coeficientes nao dependem da
variavel y.
Seja f € £2¥(Q), como podemos ver em [4], tem-se que u(z,y) = ZﬁeZi ug(x)y? é

solucao formal de

{ Lyii(z,t) =0
u(z,0) = f(z)

ao tomarmos
e para 3 € Z, |B| # 0
we) = -3 Y % (Z a’z<x><axkuu><x>) (332)

sendo Ag = #{¢: B, # 0}, B = (P, ..., Ba). A construcao dessas ug ¢ feita em [4].
Definicao 3.3.1. Seja ' C R™ e Q" C R™ abertos. Uma fungao f(z/,2") € £9¢(Q') x

E2°(Q") se, e somente se, existe A > 0 tal que

L ) ST}

Considere Q = Q' x Q" C R x R" e f(a/,2") € E9%(QY) x £2°°(2"), quando possivel,
denote x = (2/,2”) € R™™. A norma mista L? x L* estd sendo inserida pois é uma
ferramenta importante quando passaremos a tratar de campos com coeficientes af(x, Y)
(que dependem também da varidvel y). A seguir vamos fazer algumas estimativas como

na se¢ao anterior, agora trabalhando com multi-indices.

Proposicao 3.3.1. Existem constantes B, D > 0 tais que

81 plal+1
1D s 2”1 xps, < Do e (Al 18I,

>, < i aeZ", Bell. (3.33)
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Demonstragio. Estamos considerando f € £7¢(Q) x €2%(Q") e af € E9™(Q x ),

entao existem constantes C, A > 0 tais que para todo o € Z7", k=1,...,mej=1,...d

107 f (2!, 2") || g s, < Doea®" (AlaD
x x

Haaa?(lj,l‘”)HLq,xL“}, < Boe%w(A\al)'
€T €T

Provaremos (3.33) utilizando indugao em (. Considerando as constantes do Lema 3.2.1,
vamos denotar D = G > max{1, Dy} e escolher B = dByL. No caso || = 0, como visto

acima, temos
1
Haau0<x/7 x//)“LZ/XL;% |’aaf(‘r/7'r//>||Li/XLZc’>/ <— DIa|+1€A(p (AlaD

Vamos supor que (3.33) vale para qualquer multi-indice v com |y| < n — 1. Se || = n,
temos

ICEED YD D>

0:8,£0 k=1 y<a
u=pB—eg

(%) ab oz ru, ol

Pela hipétese de inducao, pela superaditividade de ¢* e a Proposicao 1.2.4

BIMIDWH . .
10%up (@', ") || 2, x5, < Z Z Z Z ( ) Te*(Ala—)) T o* (Allr+exl+ul)

ZB;AOk 1 7% y<a

p=p—e
Bl=1 plyl+2
980 5 5 (19 ) o 22D
6 5567£07<o¢ h/| + |B| ﬁem
M €y

ke (Allal+A) |

1
<pBl=—___ " - Z - Z:DIOAI*IVH1 plel+t
- B! Ap (L

n=p—eg v<a
e%s@*(z‘l(lalﬂﬂl))

18] plal+1

sendo a ultima desigualdade obtida pelo Lema 3.2.1. Obtemos portanto, (3.33) para todo
Bezs. O
Para k € Z,, defina
5| S us@?| = 3 ws(ay.
pezd 1Bl<~

Proposicao 3.3.2. Existem constantes A, M > 0 tais que para todo k € Z, ej=1,....d

¢*(An)

IL;(S"a) (2, 2", y)llne, xpes, < M“+1T|y|“~
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Demonstragcao. Temos a seguinte identidade no sentido de séries formais

L;(5"u)(z,y) = L; <ﬂ($ay) - uﬂ(ff)?ﬁ)

B>k+1

= 3 L) Y Y @l - Y Lilusay’)

1Bl=k+1 77 |8|=k+1 k=1 |B|>k+2
= Y Buse)y” 9 + Qx,y),
|Bl=r+1

sendo que Q(x,y) tem termos y? com |y| > k + 1. Mas, pela definigao, o lado esquerdo

da equacao tem grau s, portanto

Li(S*u)(x,y) = > Bjus(a)y’ .

|B]=r+1

Pela Proposicao 3.3.1

LS o Dlirrin, < S Bllusllzowsnlyl (3.34)
Bt 1
S (AlB)
. pae”
A aa
Bt
SBn+l|y|n€%<p*(A(n+l)) Z

|Bl=r+1
B;#0

(24r) (M + 1)
k!

(B —e)!

< B |y|rceza”

1 *
e24% (24k)
k+1 K

Sendo que a pentltima desigualdade se da pelo Teorema Multinomial, ou seja,
. K! N
(1 4+ ... +xg)" = Z —‘($1,~--;$d) ]

=k

tomando = = (1, ..., 1), como (5 — e;)! = p!/5;, temos

1 B Kk+1
> [CE > G X

|
Bl=r+1 Bi=rt1 7 et
B #0
o 1 Z (/‘i + 1)' dlﬁ—l
o I al
LS K!
a prova segue por (3.34). O
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Teorema 3.3.1. Seja V = {L;}i1<j<m um sistema involutivo gerado por campos vetoriais
£ como em (3.31), definidos em uma vizinhan¢a da origem Q = ' x Q" xV C
R™ x R" x RY. Seja f(a',2") € E9¢(Q) x E4(Q"), entdo existe uma funcdo u(z', 2", y) €
C>*(Q) tal que u(z’',2",0) = f(a',2"). Além disso, existem constantes C, A, Q, 0 tais que
para cada j =1,...,m

|Lju(a', "yl er, < Ce @) vy €[5, ] (3.35)

//_

Demonstrag¢ao. Denote x = (2, z").

Fixe € > 0, considerando ug como em (3.32), defina

. d B
u(z,y) == (2%2) /ccd (0 (z‘y‘y) 5<N(Z ug(x)2’dz A dz,

(1+6)Clz])

sendo ¢ uma fungao C>(D,(0)), radial, tal que ¢» > 0 e [L1(2)dz Adz = (2)*/i.
Fazendo a mudanca de varidveis (z — y)/|y| — 2/, temos z = 2/|y| + y e dz2 A dz =
ly|?ddz" A dz', entdo

u(z,y) 22d/ ¥ (2 Z 5($)(|y|2/+y)5dz’Ad,§’.
5<N( 1+6)Cllylz"+yl)

Tomando y =0
u(z,0) = 22du0 / Y(2dZ Nd2 = f(x).

Vamos trabalhar para obter a estimativa (3.43). Para tal utilizaremos o seguinte: para

(2ly2) /«; y (%f’) P(2) dz Adz = P(y). (3.36)

De fato, note que (i/2y*)? [ v ( ) z) dzA\dz = Pxy,(y), sendo dzA\dz = (2/i)%dV.
Como 1 é radial e todo pohnomlo ¢ uma fungao harmonica, por (5.3) segue que P(y) =
P x 1)y, (y) e portanto (3.36) é vélida.

todo polinémio P(z)
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Entéo, utilizando (3.20) para P(z) = 5., ug(x)2?,

Lyu(a,y) = L; | ug(a)y’ + (QLyQ)d /(C K (Z — y) 3 ug(z)2Pdz A dz

<k W/ <o <mGsactsn

= L;(S*u(z,y)) + (%)d/Cd L %qp <z - y) 3 ug(x) | 2Pdz A dz

[yl k+1<BIN((1+€)C)2])

= Lij(S*u(x,y)) + (%)d/Cd L, [%w <%)} > ug(x)2Pdz N dz

k+1<B<N((14€)Cl2|)

*’(%)djédfzﬁ’(zﬁhy> 2 Lilwla)tdznds

k+1<B<N((1+€)C|2|)

Como v é limitada, e |z — y| < |y|

Y AV Y 1 —Iy\—(z—y)yjly!‘l} 9 (z—y)‘
L{wﬂ(|m)” ‘Mﬂ¢<@|)+m{ 72 OOy
&
§|y‘2d+l

para alguma constante C7 > 0.

Entao, pelo Teorema de Minkowski para Integrais,

||LjU(x’,x",y)||Lile;<;, < ’|LJ(Snﬁ(I/Jx/,7y>)||Li,><L;?, (3.37)

Cy )
T o d / § : HU,B(CU/JT”)HLQ,xLo%|Z\|B|\dz A dZ|
2[y| Dyyie(y) o' "
lyleW) k4+1<B<N((1+€)Cz])

Cs )
+|y|2d/ Z “Ljuﬂ(x/’x//>HLi,xLZ?,|Z||5||dZ/\dz’,
D\y\e(y) k+1SBSN((1+E)C‘z|)

Sejam B e D constantes referentes a Proposicao 3.33 e Proposicao 3.3.2 respectiva-
mente. Tome C' = 2max{B, D,cD} efixe k = N((1+¢)C|y|) —1. Agora, assuma também
lyl <1/(1+¢€)C) =6 < 1.

Pelo Lema 3.1.1 e o fato que |3|! < 2/%13! temos

1,5 (AlB 8l Lo (A8 Lo (A(k+1
ea® (' | |)((1+€>B|Z|>‘B| - ol |er¢|‘( 181) ea?" (A(k+1))
B! - Al!

para k < |B] < N((1+¢€)C|z|) .
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Com isso, pela Proposi¢ao 3.2.1 e por ser |z| < 2¢|y|, temos

) 1
B e o1
DR IR PN EL RS (9B
k1< IBISN ((1+6)C]2)) k+1<|BISN((14+)C)2)
ke (A(R+D) 1
< ————((1+ Oz > R
| 18]
(k+1)! wri<ipienarocty (T
< aprra((1+€)C) 2y
< Calylhi((1 +€)Clyl). (3.38)
Da mesma forma,
Z%* (AlB+e;])
> Ml < Y DB 2|
(B + €;)!
k+1<|B[<N((1+¢€)C|z]) k+1<|BI<N((1+€)C)z])
o2 (2418) 1
- B__ -
E+1<|BISN((14€)Cz])
c2a®" (2A(k+1)) 1
< D—————((1 + &)C2)**! > e —
= | ]
(k+1)! rr1<iglEn o) (LT
Ak+1,2A k+1 E+1
<C 1 C
< GG (14 0) ()
< Cyly[PH (1 + ) Clyl). (3.39)
Pela Proposicao 3.3.2
IL(S*@) (-, y)|naxee < M™ ag alyP < CshA((1+ €)Cly)). (3.40)

Portanto, utilizando as estimativas (3.38), (3.39) e (3.40) em (3.37), também pelas
Proposicoes 3.1.3 ¢ 3.1.4

C
IZju(y)llzaxre < Csh™((1+€)*Clyl) + |y|2§+1 (lyle)*'Cslylhi' (1 + €)*Clyl)

C
+ gyl Calylni (1 +Cly)

< Csh® (@ ]y])
< Cle— A" (Qv)

Para ver que u € C*®() x [—4,6]%) e que é E9* na primeira varidvel. Basta prosseguir

como na demonstragao do Teorema 3.2.1, utilizando o teorema de imersao de Sobolev. [

Corolario 3.3.1 (Extensao quase analitica). Seja Q € R? e f € £2%(Q). Entao eziste
F e &%(Q,C([-6,6]%)) tal que F(z,0) = f(x) para todo x € Q e existem constantes
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A, C,Q > 0 tais que

< Cea®" (@) (3.41)
La(Q)

H aF( y)

0z,

para todo y € [—4,0]4 e j =1,2,....d.

Demonstracao. Basta tomar campos de coeficientes constantes da forma

L._i 9 0\ 2
! 0y, 83:] -0z

e utilizar o Teorema anterior. O]

A funcao F obtida acima é chamada extensao quase analitica de f. Diferente de
trabalhos como [8], [4] e [2], obtemos a extensdo quase analitica para ambas as classes,

nao quase analiticas e quase analiticas.

Corolario 3.3.2 (Solucao aproximada). Seja V = {L;}1<j<m um sistema involutivo de
campos vetoriais £ definidos em uma vizinhanca da origem Q x V. C R™ x R? sendo

L; campos da forma
; + E a (x y 3.42
Ly 9% - ( )

com a;? € EX¥(QA x V). Seja f € EM(Q), entao existe solugao aprorimada de 'V, isto €,
uma fungdo u € C°(Q x [0,0]¢) tal que u(x,0) = f(x). Além disso, existem constantes
C,A,Q >0 tais que para cada j = 1,....m

Liju(-,y)||Laqy < Ce™ a Q) vy e (-6, 0] 3.43
J

Demonstragao. Enfatizando que agora os campos L; sao como em (3.42), isto é, com

coeficientes que dependem das variaveis x e y. Considere os campos

definidos em Q x V x R?, sendo s € R% Defina f : Q x V — R como f(x,y) = f(x),
entdo claramente f € E9¢(Q) x E>¥ (V).

Pelo Teorema 3.3.1, existe @(x,y,s) € &99(Q) x &% (V) x C*®([-4,0]?) tal que
w(z,y,0) = f(x, y) e existem constantes C, @, A, § > 0 tais que

|Lji(w, y, )|l paxr < Cen @) Vs € [=4,0]¢ (3.44)
Tome u(zx,y) := u(z,y,y), entdo
u(z,0) = a(z,0,0) = f(z,0) = f(z).
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Além disso, observe que u(z,y,y) é constante em s, entao
Lyu(z,y) = [0, + Ly] a(z,y,y) = Lii(z,y,y),
portanto, por (3.44)
IZju(, v)lle < | Lji(z,y,y)llpaxpe < Ced @),

o que completa a prova do corolario. O

Trataremos de mais um caso solucoes aproximadas, agora para estruturas do tipo

tubo, cuja definicao apresenta-se a seguir.

Definicao 3.3.2. Fixe abertos Q C R™ e 0 € V C R? Dizemos que V é uma %%
estrutura global de tipo tubo (de posto m e coposto d) se V é globalmente gerada por
{L1,..., L4}, com
0 =L 0D, 0
Li=——1 —(y)—, j=12,...,d 3.45
oy 2y, () TR (3.45)
Sendo ®(y) : V — R™, &(z,y) = (P1(y), ..., Pru(y)) é tal que ®(0) =0 e &y € E¥(V)
para cada k = 1,..,m. A funcao Z(x,y) dada por

Z(x,y) = z+1iP(y)
= (z14+1P1(y), ..., zm + 1P (y))
= (Z1(z,y), s Zm(x, 7)) (3.46)

faz com que as Z,’s sejam as primeiras integrais de V, no sentido que para cada j =

1,2,...,necada k=1,...,m tem-se L;Z;, = 0.

Exemplo 3.3.1. Os operadores k-Mizohata
My = 0, +i(k + 1)y*0,

definidos em R? sdo do tipo tubo com ® : R — R dadas por ®(y) = —y**L.

Exemplo 3.3.2. Operador de Cauchy-Riemann em R?

0. — % (9, + i0,)

¢ do tipo tubo com ® : R — R dada por ®(y) = —y.

Teorema 3.3.2. Seja V uma E9% estrutura global de tipo tubo como na Definicao 3.3.2
gerada por campos {Li,...,Lq} como em (3.45). Se f(x) € E¥(Q), entdo eziste uma
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solugdo aprozimada adaptada a 'V, isto é, F(x,y) € C®(Q x [—¢,¢€|?) tal que F(x,0) =
f(z) para todo x € Q e, além disso, existem constantes C, A, Q > 0 tais que para cada
j=1,...d

|Lyu(z, )y < Ce k" @¥OD vy e [—e (3.47)

Demonstragao. Se f(x) € £7(Q), entao, pelo Corolario 3.3.1 ela possui uma extensao
quase analitica, isto é, existe u € £9%(Q, C>([-4,4]?)) tal que u(z,0) = f(z) para todo
x € () e satisfaz a estimativa (3.41). Em particular, como ®(0) = 0, existe € tal que se

y € [—€, €], entdo ®(y) € [—4,]™, logo,

para A, C e @) constantes.
Defina F(z,y) = uo Z(x,y) = u(z, ®(y)), entao

0

5o U @) < Cer @AW gy € e ¢, (348)
J

La(Q)

F(z,0) = u(x,®(0)) = u(z,0) = f(x).

Como 0 = L;Zy, = Lj(xy) +iL;(Py), entdo L;(Py) = iL;(xx) = 9,,Py. Utilizando isso
e denotando ®(y) =t temos

LiF(z,y) = Lj(uo Z)(z,y)

_ %M o) =13 %@)%u(w, o(y))

= Z(@tku)(x, t)L;Pr(y) + Z(azku)($7t)l’y (@)
k=1 k=1

= " [i(Oyu) (@, ) Lj(wy) + (Da,u)(w, ) Ly )]
k=1

=2 Z Lj (:Ek)aku(iC, (I)(y>>'

Temos que &), € E¢(V) para k = 1,...m, logo

||Lj($k)||Loo = H(()yjfbk(y)HLoo < cei? @A _ o
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Portanto

ILiE (s y)llee = QZL wx) Oz, u(z, D(y))
L3
< Cll0zul-, @)l g
< Cexw Q2w
sendo a tultima desigualdade obtida por (3.48). O

3.3.1 Conjunto frente de onda

Obtemos anteriormente a existéncia de extensoes quase analitica para fung¢oes £9¢(£2)
inclusive para as classes quase analiticas. Dessa forma, resultados apresentados em [29]
de existéncia de valores de fronteira e caracterizagao do £%*-conjunto frente de onda para
classes mais restritivas seguirao da mesma forma. Pelo Teorema 2.2.1, podemos introduzir

a seguinte definicao

Definigao 3.3.3. Seja u € £9%(R?)’ e €Y € RY. Dizemos que u é E¥“-microglobal regular
em R? x {£°) (ou simplesmente em £°) se existe uma vizinhanga conica Iy de € em

R\ {0} e constantes C,a, > 0 tais que para cada ¢ < r < oo e  multi-indice
I D2 Fyu(z, &)||r < Ce2a@@eae (A8 e e 1y, (3.49)

Definimos o £9“-conjunto frente de onda de u, W Feqwu como sendo o complemento

do conjunto das direcoes & onde u é E“-microglobal regular.

Seja I' € R um cone, denote por I's := I' N Bs(0) o cone truncado de altura §. Se
Sl ={yeRe: |y|=1},entao [s={ry: 0<7<dey e NS 1}

Os seguintes resultados foram obtidos por Hoepfner e Raich [29] para classes Denjoy-
Carleman globais nao quase analiticas do tipo Roumieu. Como as demonstracgoes de-
pendem da existéncia de extensoes quase analiticas, a qual obtemos na secao anterior
Corolario 3.3.2, generalizamos os resultados nao somente para classes ultradiferenciaveis

globais geradas por fungoes peso mas também para classes quase analiticas.

Teorema 3.3.3. Sejam W := Q x I's C R x RY, e f € C(W) N LP(W) satisfazendo o

sequinte: existe uma constante C' > 0 tal que

1. pamtodolgjgdepam%jL%:l

)
sup / 105, £(- + 7)1 dr < C < o0
0

y' ernsd—1
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2. para todo x € Q) e para todo A > 0,

6
sup / {IfC-+imy)||pe e P b dr < O < oo
0

y'eI'nsd—1

Entao limps,_ f( - +iy) eziste em E9(QY)', isto €,

0f,6) = Jim [ f(o+ ig)o(o) da (3.50

existe e define uma ultradistribuicao em €91« (Q)'.

Demonstra¢ao. A demonstragao segue adaptando-se a prova de [29, Theorem 2.2] e uti-
lizando o Corlario 3.3.2. O

Teorema 3.3.4. Sejam u € EX1HRY) ¢ €0 € R Tem-se que £© ¢ W Fequy(u) se e
somente se existem cones abertos I'y,....Ty € RT\ {0} e § > 0 tal que
1. para cada j € {1,....k}, - T, < 0;

2. para cada j € {1,..,k}, existem funcies f; em R? x (I';)s satisfazendo (1) do
Teorema 3.3.3

3. para todo p <r < oo (sendoptalque%—i-%:l)etodo)\>0

sup (- +ir)|oe O < Ay,
ye(l;)s

para algum Ay, > 0;

4. bf; existe em E91HRY) e
k
u— Y bf; € EMHRY),
7j=1

Demonstracao. A prova segue como feito em [29, Theorem 2.5], utilizando o Teorema 3.3.4.
O

Uma aplicacao interessante em [29], que também se comporta bem nas classes ultradi-
ferenciaveis globais gerada por sequéncias, é uma versao global do resultado classico que o
conjunto frente de onda de Pu esta contido no conjunto frente de onda de u, que por sua
vez esta contido no conjunto frente de onda de Pu uniao com o conjunto caracteristico.
A seguir explanaremos tal afirmacao.

Considere um operador diferencial parcial de ordem m

m

P=>"Pyz,D)

=0
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sendo Py(z,£) um polinomio de grau no méximo ¢ em & e suave em .

O conjunto caracteristico de P ¢é definido por
Char P = {(z,¢) € (R x R\{0}) : P,(z,£) = 0}.
Definicao 3.3.4. Definimos o conjunto caracteristico global de P por
Charg P = {¢: (z,§) € Char P}. (3.51)

Teorema 3.3.5. Seja P um operador diferencial de coeficientes constantes de ordem m.

FEntao

Demonstragao. Segue como o feito em [29, Theorem 2.8]. O

No caso Beurling temos resultados andlogos quando substituimos o dual pelo conjunto
EP(©) definido em (2.25).

Também podemos obter um resultado mais geral do que o Teorema 3.3.3. Considere V
uma €% estrutura global de tipo tubo (de posto m e coposto d) gerada por {L1, ..., Ls},
como na Definicao 3.3.2, para o proximo resultado pediremos uma propriedade adicional

para ®: para cada y € R? fixo , a aplicacao
p— |®(yp)| ¢ crescente. (3.53)

Note que as fungoes dadas pelos operadores k—Mizohata definidos no Exemplo 3.3.1
satisfazem (3.53).

Teorema 3.3.6. Sejam W := Q x I's C R™ x R, ¢ V = {L;}1<j<qa uma 9% estrutura
global de tipo tubo como na Definicio 3.3.2. Se f € C(W) N LP(W) satisfaz o sequinte:

existe uma constante C' > 0 tal que

1. pamtodolgjgdepam%jL%:l

)
sup / VL f(- i) dr < C < oo
0

y'ernsd—1

2. para todo x € ) e para todo A > 0,

0
sup / {IFC+ iyl e OO a7 < € < o0,
0

y'ensd—1
Entao limps, o f( -+ 1y) existe em EP¥(Q)', isto €,
(bf,¢) := lim /f(x +iy)p(x) dx (3.54)
I'sy—0
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existe e define uma ultradistribuicao em E¥1<H Q).

Demonstragdo. Primeiro consideraremos f € C(W)NWHP(W) e mostraremos a existéncia
do limite (3.54) ao longo de uma direcao fixa y' = (y},...,y;) € L NS

Vamos fixar algumas notagoes e observar estimativas. Seja

L' :=yLi+...y,Lq

= Qx {ry} :={(z,7/) 12 € 2,7 €(0,20)} CR} x RY.

Tome IT = Q x (0,20) e f'(z,7) : I - C a fungao dada pela restri¢ao de f(x,y) em II',
isto 6, f'(x,7):= f(x,7y"),0 <7 < 26. Podemos escrever

=0, —1i Z 0y P (y'7) 00,
k=1

Pois

L/: /<y1 ZZ CIDkyT >++y£l<yd ZZ (I)kyT )
d
= _uidy, ZZ% , Pr(y'T)0
=1
=

7j=1 k=1

e quando derivamos y = Ty’ com respeito a 7 tem-se
aTy - yiayl +oeet y:zaym

o mesmo para 0. P(y)

0- Dk (y Z <I>k,y7' Z (IDkyT

Desta forma, podemos considerar L' como um tnico campo vetorial em (m + 1) varidveis

(x,7) € II com primeiras integrais
Z'x,7) = (Zi(x,7),..., 2}, (x,7)), sendo Zj(x,T):=ux;+i®;(ry), j=1,...,d.

Por (1), segue que

d

L'f'(x,7)=> yLif (x, 1) € L’(Q x (0,0)).

j=1
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Denote fl(x,7) := f'(z,e +7) para 0 < € < §/2,, entdo por (1) e (2)

d

5/2 5/2
sup / WA dr <3 sup / 1L ) G (7 + ), dr - (3.55)

y’eFﬂS"*l ]:1 yIGFﬂS"71
d )
<Y s [ Crldr < <o,

j:l y’EFﬂS"il 0

tem-se que w* é decrescente e |®| é crescente por (3.53), entao

5/2 6/2
sup || £(.r)e | gy S/ sup ||f (. (re)y) e et gy
/0 y'elrsn—t 27 Lr 0 yeron-t (( ) Lr
0
< / sup || £ () e o] gr
0 y’ernsn—1 Lr
< C < oo (3.56)

Vamos agora provar o Teorema no caso considerado.
Tome uma funcio ¢ € £¥1«H(Q), pelo Coroldrio 3.3.1, existe ¢ € 21} (Q, > (V))
extensao quase analitica de ¢. Defina ¢/(z,7) = 9 (z, 7t'), por (3.41), temos

‘L/¢/(',T) L (-, 7y)

“(A[@(ry’ )\)‘

<Z’

< Z S;llp | Ziw(- y)e” (qu(y)‘)”m <(C <o (3.57)
— yeTs

La

Por outro lado, se g(z,7) € WP(II), entao

dg(x,7) = Org(x, 7)dr + > 0y, g(x, 7)day,
k=1

= Lg(x,7)dr + Y 0y, g(x,7)dZ} (7).
k=1

Seja dZ'(x,7) = dZ{ A---AdZ); o volume das integrais, entao, se g(x, 7) = fl(x, 7)Y (z, ),
0<e<d/2el(x,7)=g(x,7)dZ (x,T), segue que

df = L'g(x,7)dr AdZ' + Y Oa,g(x,7)dZ, AdZ'

k=1

= [z, 7) LY (x, 7)dr AdZ' + (L' f2) (z, )¢ (&, 7)dT A dZ'.
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Pelo Teorema de Stokes, para ¢ < §/2,

/Q/Oéld(‘)(:c,t):/QQ(x,(S’)—/Q@(x,O),

entao, substituindo
/ (2, )p(x)de = / F (2.0 + ) (z,8)dZ (. 8) (3.58)
Q Q
5/
—/ /L’fe’(a:,T)w'(:E,T)dT/\dZ’(:E,T)
0o Ja
6/
—/ /fE’(x,T)L’w'(x,T)dT/\dZ'(x,T).
o Ja

Mostraremos agora que o limite quando € — 0 existe para cada uma das integrais em
(3.58). Como estamos assumindo f continua, a funcao f’ (z,9’ + €) estd bem definida e a
suposicao LP a priori definida para algum e, agora é continua em . Consequentemente, a
integral, como uma funcao em &, é continua em um compacto; logo, possui um maximo.
Podemos, entao, utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada.

Para a primeira integral dupla, utilizando a desigualdade de Hoélder, (3.55) e o fato de

1) ser solucao aproximada

/(S /L’fé(x,T)@//(x,T)dT/\dZ’(m,T)
o Ja

0
<C [ IEF Dl dr s )l < C
0 yel’

a integral nao depende de ¢ e t/, entao utilizamos o Teorema da Convergéncia Dominada.

Para a segunda integral dupla, utilizamos (3.56) e (3.57)

6/
‘/ /f;(l’,T)L/w/(x,T)dT/\dZ/(x,T)
o Ja

6/
<[]
0 Q
)
sc/[
0

entao o limite quando ¢ — 0 existe independentemente da direcao 7. Logo

[z, ) AEN= O L1y (0 Y dr A dZ (2, 7)

L fu(ey 7y Jem 02D

dr - sup ||L'p (-, y)e” AP L, < ¢ < C,
Lp yel

lim [ f(a.e9))o(a)dr = / £z, 6l 6)AZ'(x,6)
Q Q

)
_ /O /Q (L) + L)@ 1)dr AdZ (7). (3.59)
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Segue portanto

[ 11 oo <

E finalizamos a prova pra f € C(W) N WhP(W).
Para f € C(W)NLP(W), basta regularizar f fazendo convolugao com uma distribuigao.

Para vermos que (3.59) independe de ¥/, basta fazer como em [32, Theorem 3.1]. [
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CAPITULO 4

Aplicacoes

4.1 Classe L!-Denjoy-Carleman global

Nesta secao apresentaremos a definicao dos espacos Denjoy-Carleman globais e um
resumo dos resultados que acabaram sendo generalizados por esse trabalho, no sentido em
que algumas condigoes impostas nos trabalhos precursores [28], [29] eram mais restritivas
devido as técnicas utilizadas.

Comegaremos com as defini¢oes, como podem ser vistas em [29].

Dados k > 0,1 < ¢ < oo e Q C R? considere W*4(Q) o espaco das funcoes k-vezes
diferencidveis em L?(2). Para um multi-indice a = (ay, ..., aq) de inteiros nao negativos,
uma constante positiva A > 0, defina a seminorma g, 4,04 : W4(Q) — [0, 00)

D%l Lo
00,A00M(9) = 0a(9) =~
g Alal Mg

Suprimimos alguns indices e denotamos g, quando possivel.

Definicao 4.1.1. Seja 1 < ¢ < oo e fixe uma sequéncia de nimeros nao negativos M =
(Mp)kez, . Dizemos que uma funcao g € W4(Q2) é uma funcao L9-Denjoy-Carleman

global de ordem M se existem constantes A, C' > 0 tais que para todo multi-indice «

1D%g| Loy < CA My, (4.1)
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Para um A > 0 fixo, temos

£1(0)) = {g € WS(Q) : {omnp(9)}atoo € wzio)}

erl(Q) = | J &% ().
A>0

Ao utilizar a sequéncia My = (k!)® na definigdo acima, chamamos as fungdes que
satisfazem (4.1) de L9 Gevrey globais e denotamos o espago por §%°(€).

Estimativas deste tipo, surgiram primeiro no trabalho de Boggess e Raich [11], entao
Adwan, Hoepfner e Raich em [2] formalizaram a notagao, iniciaram uma discussao sobre
a transformada de Fourier e a relacao desses espacos globais com as classes de Gevrey
(locais).

Para o desenvolvimento dos trabalhos citados acima, foram consideradas sequéncias
que satisfazem certas propriedades, tais condigdes foram introduzidas por Lambert [39].

As demonstracoes feitas neste trabalho, quando adaptadas para o uso de sequéncias,
resultam no enfraquecimento das condigoes antes necessarias nos trabalhos citados acima
e detalhadas a seguir.

(Convezidade logaritmica forte) Para algum A > 0 fixo e r tal que 0 < r < 1/A, se
denotarmos P, = My /(k!)", entao

Py
kPy_y

a sequéncia < ) é crescente. (4.2)

Com as novas demonstragoes, basta utilizarmos a convexidade logaritmica mais fraca,

decorrente de (4.2), isto é

k — DIk + 1)
Note que esta condigao é equivalente a (3.2) que pedimos no Capitulo 3 para fungoes peso,
no caso das sequéncias é uma propriedade frequentemente exigida.
(Estabilidade sobre operadores diferenciais forte) Existem A, H > 1 tais que para todo
kelZ,
M < AH® min M; M, ;. (4.4)

0<j<k
A condigao acima implica na estabilidade sobre operadores diferenciais (usual), podemos
entao considerar tal condicao mais fraca: existem constantes A, H > 1 tais que para todo
0<j<k
My < AHMM; M, ;. (4.5)
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(Nao quase analiticidade forte) Existe uma constante A > 1 tal que para todo k € Z,.

Sy (4.6)

Tem-se que (4.6) nao é mais necesséria, os resultados passam a valer também para a classe

quase analitica, dada a partir de sequéncias tais que

oo

M,
M1

= 00, (4.7)
k=0

e quando consideradas as classes nao quase analiticas, basta considerarmos uma versao
mais fraca que (4.6):

M,
— M1

< 00. (4.8)

Observe ainda que, como visto no Capitulo 1, Proposicao 1.3.1, quando deixamos
de considerar as condigoes (4.4) e (4.6), os espagos ultradiferencidveis locais gerados por
sequéncias e fungoes peso nao coincidem.

A seguir enunciaremos resultados que foram generalizados; porém, abstemos as provas,
pois seguem de forma analoga ao apresentado anteriormente. Os resultados sao validos
para sequéncias M = (My)gez, satisfazendo apenas as condigoes (1.1), (1.2) e (1.3) apre-

sentadas no Capitulo 1. Portanto incluem as classes quase analiticas.

Teorema 4.1.1. Seja E9M(R?) contendo G%2(R?). Suponha u € E9M(RY), entio para
todo B € Z% e todo r com q < r < oo, Fyu(-,§) € EXM(R?Y) e existem constantes
C, A, B,c >0 tais que

DPFyu(z, €)||pr < CAPBIN e eMBIED. ¢ ¢ R 4.9
. 181

para A < 1.
Por outro lado, se u € EPM(RT) € tal que Fyu(-, &) € EXM(R) e (4.9) ocorre, entdo

u € uma funcio e u € ELM(RY).

A func¢ao associada M (t) presente no Teorema 4.1.1 é definida da seguinte forma

4
M(t) := suplog — 4.10
(1) i= suplog - (4.10)
e sua conjugada de Young é
M (s) = —loginf { 2 (4.11)
o) = ~loglaf |- '

E sabido que a funcdo M*(s) é compardvel com w*(s) da Definicdo 3.1.2, veja [44].
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Isto é, para todo H > 0, existe uma constante positiva C' > 0 tal que

M*(Hs) — C <w*(s) < M*(s), paratodos > 0. (4.12)

Pode-se encontrar a prova do seguinte resultado em [2, Theorem 6.6], feita de modo que
as condicoes (4.2) e (4.6) impostas sobre a sequéncia M = (M;);cz, sao imprescindiveis.
Por outro lado, analogamente ao visto na secao anterior, com os novos resultados de

existéncia de extensoes analiticas, tais condigoes mais fortes se tornam desnecessarias.

Teorema 4.1.2. Seja f € E9M(Q), entdo ela possui uma EPM -extensio quase analitica,
isto é, existe '€ EXM(Q, L>(V)) tal que F(z,0) = f(z) para todo x € Q e satisfaz

sendo C' e \ constantes positivas que independem de y.

0 .
5.1 -,y>H <Ce MWy =12, dey€eV,
Zj

Definigao 4.1.2. Seja u € EPM(RY) e £° € R?. Dizemos que u é E4M-microglobal regular
em R? x {£°} (ou apenas em &°) se existe uma vizinhanca conica 'y de €% em R?\ {0} e

constantes C, B, A, ¢ > 0 tais que para cada ¢ < r < oo e  multi-indice
IDEFsu(w, €)||r < CAPIMgeeMBKD: v € T, (4.13)

Definimos o £9M-conjunto frente de onda de u, W Fgqots como sendo o complemento

do conjunto das direcdes £ onde u é E¥M-microglobal regular.

Teorema 4.1.3. Sejam W := Q x I's C R x R4, e f € C(W) N LP(W) satisfazendo o

sequinte: existe uma constante C' > 0 tal que

1. paratodolgjgdepaméjL%:l

)
sup /H%ﬂ~wwwmmg0<m;
0

y'ernsd—1

2. para todo x € Q) e para todo A > 0,

)
sup / (FC+ i) e™ O7dr} < © < oo;.
0

y'ernsd—1
Entao limps, o f( -+ iy) existe em M (Q)', isto €,
0F.6) = T f(o+iy)o(e) do
Sy—0

existe e define uma ultradistribuicio em €M (Q)’.
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Teorema 4.1.4. Suponha que €9 (RY) contenha §72(RY), u € EM(RIY ¢ &0 ¢ RY.
Tem-se que £° ¢ W Feon(u) se e somente se existem cones abertos I'y,..T, € R4\ {0} e
0 >0 tal que

1. para cada j € {1,....k}, - T; < 0;

2. para cada j € {1,...k}, existem funcies f; em R? x (T';)s satisfazendo (1) do
Teorema 4.1.3

3. existe a > 0 tal que para todo p < r < oo (sendo p tal que % + i =1)etodo A >0

sup ||f( . Z'Ty/)HLpe—aM*(/\r) < AA,r

ye(l;)s
para algum Ay, > 0;

4. bf; existe em EPM(R?) e

k
u— Y bf; € EXM(RY).
1

j=

Consequentemente, também se torna valido de forma mais geral para as classe globais

o seguinte resultado classico.

Teorema 4.1.5. Seja P um operador diferencial de coeficientes constantes de ordem m.
Entao

Wng,M (P’LL) C Wng,M (’LL) C Wng,M(P’LL) U CharG P. (4.14)

4.2 Vetores ultradiferenciaveis globais

Apresentaremos nesta secao a prova de uma versao global do Teorema de Kotake-
Narasimhan. O problema com iterados, foi introduzido por Nelson [42] e Komatsu [35],
que caracterizaram funcoes analiticas f em termos de vetores analiticos, isto é, itera-
das P(D)’f da fungao f, sendo P(D) um operador diferencial com coeficientes constan-
tes. Esse resultado foi generalizado posteriormente para operadores com coeficientes nao
constantes por Kotake e Narasimhan [38] e entao para a classe Gevrey por Newberger e
Zielezny [43].

Na ultima década, esforcos foram feitos para estudar este problema de regularidade
para vetores ultradiferenciaveis definidos por fungoes de peso, conhecidos como iterados,
quando os operadores possuem coeficientes constantes. Foi provado que a completude
desses espagos é equivalente a hipoelipticidade de P em [34] e depois foi obtida uma

caracterizacao em termos do decrescimento da transformada de Fourier ([33], [15], [14]).
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Recentemente, Boiti e Jornet [13] deram uma prova simples do Teorema de Kotake-
Narasimhan no espago das fungoes ultradiferencidveis no sentido de [18]. Estendemos
este resultado para a classe das funcoes ultradiferenciaveis globais, sendo considerado
somente o caso Roumieu.

Primeiramente introduziremos algumas defini¢oes e notacoes, considere {2 um subcon-

junto aberto de R?. Seja

P(z,D) = Y  an(x)D"

la|<m

um operador diferencial de ordem m e coeficientes a, € C*(2), podemos escrever

P(z, D) = P. Denotamos o simbolo principal de P por

Py (2, &) = Z aq (7)€"

|a|l=m

Considere também

Vif(x) =Y Df(x).

laf=j

Seja j € N, considere P’ a j-ésima iterada do operador P(x, D), isto é,

PI=Po .. oP,
_—
J

se j =0, entao P°f = f.

Definigao 4.2.1. Dada uma func¢ao peso w, ¢ e ¢* como na Secao 1.2, para cada A > 0

e j € Z,, considere a seminorma

£y i= exp (o ) ) P21 - (1.15)

Definimos
567 i= {1 € @) 1 = sup Iy < oo . (4.16)
je

O espaco das fungoes ultradiferencidveis de tipo Roumieu com respeito as iteradas de P é
EY(QP):={f e C®(Q): existe A >0, f]la < c0}. (4.17)

O espacgo é munido com a topologia dada por
EY(Q; P) := limind 4,00 E4(2; P). (4.18)

Neste capitulo consideraremos apenas fungoes peso subaditivas, ou seja, aquelas que

satisfazem a condigao (ap) como visto no Capitulo 1. Pode-se encontrar outros trabalhos
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como [13] e [44] que também utilizam fungoes satisfazendo tal condicao.
Antes de enunciar o resultado principal, trabalharemos em algumas estimativas fun-

damentais para este trabalho.

Proposigao 4.2.1. Sejam f € W™2(Q) e 0 <r < m, entao existe C > 0 tal que
[V f]l 2 < CT(IV™ fll 2 + 7™ 1 fllz2) (4.19)

para todo € > 0.
Demonstragao. Veja [36, Lemma 5.3]. O

Definigao 4.2.2. Um operador diferencial parcial P(z, D) = Z a.(z)D® é eliptico em

laj<m

) se
Pz, &) #0 V(x,6) € Q xR\ {0}

Diremos que P é uniformemente eliptico em {2 se existir uma constante A > 1 (indepen-

dente de z) tal que
ATHE™ < P(2,€) < AlE™, z€Q, £ eRY (4.20)

Exemplo 4.2.1. Os seguintes operadores sao uniformemente elipticos

2

d
1. Laplaciano A = Z em qualquer aberto de R?. Em geral todo operador dife-

Ox?
7=1 J
rencial parcial eliptico com coeficientes constantes é uniformemente eliptico.
0? 0?
2. Operador de Tricomi L = Va2 + 52 1@ faixa {(z,y) : e <y < 1} sendo 1/e = A
£z Y

em (4.20). Observe que na faixa {(z,y) : 0 < y < 1}, o operador de Tricomi é

apenas eliptico.

Observacao 4.2.1. Por [23, Proposigao 7.1], temos que se o operador P é eliptico e a
dimensao do espaco é d > 3, ou d = 2 e os coeficientes a, assumem valore reais, entao m

é par. Ou seja, doravante trabalharemos apenas com operadores de ordem par.

Proposicao 4.2.2. Sejam P um operador diferencial parcial uniformemente eliptico de
ordem m, coeficientes em E%%(Q) e f € W™2(Q), entdo existe C > 0 tal que

IVl < CUPFz + 11 z2) - (4.21)

Demonstracao. Podemos escrever P = P° + P! sendo

po— Z ao(2)0% e P = Z ao ()0,

la|]=m lal<m
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Para um z, € Q fixo, denotamos PJ f(x) = D la|=m @a(20)0 f ().

Se P é uniformemente eliptico, existe A > 0 tal que para xg € (2

Z aa(z0)&*| > AlE|™.

|a|=m

Entao, pelo Teorema de Plancherel

197 e = | S oo =Y |
|a|=m

la|=m L2

< Co[[lofF| , < CuA || D aalwo)af
|e|=m 1.2
Z aa(xO)Daf
|a|=m 1.2
= C|| Py fllzz < CUIP fllze + |1 Py f = PP fllz2). (4.22)
Como a, € EX%(Q)
IV™ fllze < CUP fllze + [1f112). (4.23)

Por outro lado, como f € W™%(Q)

1P fllzz= || > aaDf|| < ) max|aal|z= [|1D°f || .

la|<m 12 la|<m

< Ol e (4.24)

Portanto, por (4.23) e (4.24),

V" fllee < C(I1P°f + P f = P fllzz +11.f] )
< C(IPfllee + 1P fllz + (11 22)
< CIPfllrz + [If[]z2)
como queriamos demonstrar. O]

Proposicao 4.2.3. Considere P um operador diferencial parcial uniformemente eliptico
de ordem m e coeficientes em £%(Q). Dada uw € W™?(Q), existem constantes A > 0 e

C > 0 tais que
. . *(gmA)
V|, < C (HV(Jl (Pu)| 12 +Z Gl vzmuum> . (4.25)
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Demonstragao. Por (4.21), Proposigao 4.2.2

95y = [0 o < CUPT 0o+ 97l a2

I, Iz

Pela formula de Leibniz,

VIm Py = Z DF
|B|=jm

vy Z( >Dwa D)

lo] <m | Bl=jm <8

=Y aalz) Y DPu@)+ Y >N ( ) 2) DOy ()

|a|<m |B|=7m la|<m |B|=jm 1<|y|<pm

=P(Vmu)+ Y Y > ( ) 2) DTy (z). (4.27)

|| <m | Bl=gm 1<|y|<jm

> aa(z)Du(x)

la|<m

Utilizando (4.27) em (4.26), obtemos

m  jm
R (LRI 3 o G T e I R M T
s=0 r=1
sendo Pl .= Z|a\:r | D%ag || Lo -
m jm
Precisamos estimar S : ZZ (]m) ||P[T vims T+SUHL2 Como a, € E>(1),
s=0 r=1

existe A > 0 tal que
Jjm . m
S < CZ (]:1) 6%@*(147’) Z ijmfrﬁeu”LQ
<oy (\vm 3 )

s=1

Fazendo a mudanca de varidveis r = (j — i)m + t, temos

Jm i+ 1)ym— m)!  ex? A .
S<CZZ i = aG—iyma || VO tu}|L2+cZ )(jm m+thV |,

i=1 t=1 =
7j—1

LA [VO ] + O Z

i=1 t=1

] i)m+t,A Hv z+1)m—tuHL2

+ C’Z(jm)!ajm,A ||Vm_tuHL2

t=1

= Sl + SQ -+ Sg. (429)
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Por (4.19), tomando € = (jm)~*

]m

| /\

Ms IIMS

D a9 O

<C (JmYam,Aft(HV““)’”UHLQ e[| )

1
< CMma(||VI |, + (GGm)™ |Vl )
< Gt a([[ VI 0| 1, + Cong™ ([ V770 )

oo ((+1)mA)

~+~
I

< €[5, + © 97 (4:30)

f<p (gmA)
sendo que a ultima desigualdade se deve ao item (c¢) da Proposicao 1.2.4:

Lot (GHma)
(G £ Ymt - e

m <
Jm,A = (ym)! ea® (GmA)

e utilizando o fato que j™(jm)! < ((j + 1)m)L.
Para estimar S,, utilizamos (4.19), agora com ¢ = 1 e a propriedade (¢) da Pro-

posicao 1.2.4

Sy < CZ Z (].m)'a(j—z’)m,Aam,A Hv(ZJrl)m_tuHL2

STt 7]
1 A
Mais uma vez por (4.19), com ¢ =1

S5 < C Y (7m)ajm (V™ ull 2 + lull 2)

t=1
< Cmex? Um0 (V™| 2 + ul] )

Lo (jmA) »
<c (— |97l ehertma ||u||L2) - (132

e x P (mA)

Substituindo (4.30), (4.31) e (4.32) em (4.29), obtemos a estimativa desejada para S

e portanto o resultado segue. O]

Todos os resultados anteriores sao nada mais que uma construgao para encontrarmos

uma estimativa nos moldes que desejamos como na proposi¢ao seguinte.
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Proposicao 4.2.4. Seja P um operador diferencial parcial uniformemente eliptico de
Dada uw € W>2%(Q), existem constantes A,C > 0

ordem m e coeficientes em E°%(Q)
(4.33)

tais que
| ' j . Lo*(jmA) )
Il €32 () | P s
i=0

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao por inducao em j. Para j = 0 segue trivial-
mente pois tem-se apenas ||ul|z2 = C°||ul|z2 e para j = 1 segue diretamente da Proposigao

,J — 1 e vamos provar para j
1, existem constantes positivas

4.2.3.
ey ] —

Assuma (4.33) vélida para 0, 1,
Aplicando a Proposigao 4.2.3, (4.25), para 1,2

A e C tais que
IV ullze < € (IPullzze Va2

iso ((j—1)mA) )
IVl )

|92 < € (nw D (Pu)| 2 + Z e

Substituindo em (4.25),
V7" | 2
F#*(GmA) 172 o xe((G—2)mA)
(j-1)m e g-m im
SO(HV (Pu)llz= + Lso*((j—l)mA)Hv uHLQ_i_; e a ¢ (imA) Iv UHLQ)
(—Dym eaP"(imA) i 2)m ea®" (((—1)mA) i—2)m
c[rv (Pl + e € (V92 Pulle + S s 199l
L¢*((G—3)mA)
vauup)]

e OV (PU) 12 + GO 07| 2.

| /\

-1
Z ((i+1)mA)

Portanto, utilizando a hip6tese de inducao e a propriedade (d) da Proposigao 1.2.3

@*(imA) 1A
(P )|l 2 + C7ea® 0D ]| 12

*(jmA) i i i\ ei
ij U||L2 < Z eAgO (Z+1 mA J C ZO (r)m
g—l 7j—1 . 190*(ij) . »
= ZZ (72"> e;@*((rﬂ)mA) [(P* ) || . + CIex?" 0 [u| 2.
r=0 i=r
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-1 . .
Tem-se que Z (2> = ( j_ 1), entao fazendo ' =r +1
, r r

Y (jmA)
im j J ea” T i Lo*(im
IVl < C7 ) (r t 1)% 1P|, + G 0m D a2
r=0
J ; *(jmA)
> () e P
< J
completando a prova. O

A seguir enunciamos a versao do Teorema de Kotake-Narasimhan para as fungoes
ultradiferenciaveis globais de tipo Roumieu. Resultado andlogo foi obtido para a classe das
fungoes ultradiferencidveis no caso local em [13] porém a demonstragao apresentada requer
ajustes. Seguiremos o roteiro da demonstragao do mesmo resultado em [13], simplificando

e arrumando uma das estimativas principais a serem demonstradas (compare (4.34) com

[13, desigualdade (3.3)]).

Teorema 4.2.1. Seja w uma funcdo peso subaditiva, Q@ C R? um aberto e P(x, D) um

operador diferencial de ordem m com coeficientes em E°°“(S2). Entao
(1) E2¥(Q) C &Y (Q; P).
(it) Se P(z, D) € uniformemente eliptico, entao E**(Q) = E¥(Q; P).

Demonstragdo. (i) Sejau € E**(Q), vamos provar por indugao em j que existem A, B > 0

tais que para todo 3 € Z4
| D8P, < Bt eae" (GrimA), (4.34)
Em particular, quando tomarmos 5 = (0,0, ...,0), entao
[Pl . < Blea? (Aim) < Ceare” (Aqm)

e obtemos o resultado pretendido, sendo que a tltima desigualdade se dd por (¢) da
Proposicao 1.2.3.

Para j = 0, como u € £**(Q), pela definicao do espago, existem Ay, By > 0 tais que
1 *
D%l < By,

Ainda faremos a escolha de A e B, onde consideraremos valores maiores do que A; e By
presentes na ultima inequacao, que continuara valida pois a expressao a direita é crescente

nesses parametros.
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Assuma (4.34) vélida para j e para todo § € Z4 denotando || = ¢, vamos provar que

é verdadeiro também para j + 1. Pela férmula de Leibniz

> (5 )DmaDaWW(Pju)

jaf<m <13 N7

1077 | =

D? [ > aaD*(Pu)

lal<m

L2 L2

Como a, € €™ existe M > 0 tal que, possivelmente aumentando A;, vale a seguinte

desigualdade
1 *
Pl e < max DYagl|, e < Mear? (A1r).
I1PF e < max 3 10700l <
[v|=r
Temos
D2 P, < 3 (||5||) S|Pl petspiy |,
r<p N fazm
¢ / )
— " (A7 a+p— j
< (T)M€A1<P( 17) Z HD +8 vauHLz
r=0 |y|=r la|<m
¢ 0
< MZ = r)[a’”vAl Z [P P,
=0 |y|=r laj=m
: 0 et +8-7 pi
- pA a -
- MZ Z ne—n Z D Phuf[,. (4.35)
=0 |y|=r |o|<m—1
Utilizando a hipdtese de inducao nas expressoes acima e escrevendo || = s para
s = m na primeira soma a direita e s € {0,...,m — 1} na segunda soma a direita,

podemos continuar estimando (4.35) por

J4
HDﬁpj—HUH <M E 2TdLefl@*(AlT)2mdBj+1€%<p*(A(m+€—r+jm))
L2 = 7!
r=0

(0 —r)!
i () N oed i o (A mrpim))
T A T s s+e—r+ym
+M22 r!(ﬁ—r)!el 22 B’ TeA
r=0 s=0
=1+ 1I. (4.36)
No segundo termo a direita de (4.36), II, vamos separar as somas em r € {0,...,0} e
s € {0,...,m — 1} de acordo com o fato de que se o := s+ ¢ — r é maior ou igual a

m, ou menor que m, os quais denotaremos por II-,, e Il.,, respectivamente. Observe
que quando consideramos o > m entao para cada r € {0,..., ¢} teremos, no maximo, m

valores de s € {0,...,m — 1} para os quais ¢ > m assim, podemos dominar a segunda
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soma & direita de (4.36) para os quais ¢ > m por

| 1 % X 1 .
s, < mM E 27"(1%6141‘? (A1r)2mdB]+lech (A(m~+L—r+jm)) (437>
- T —T)
r=0

que é, essencialmente, igual ao primeiro termo a direita de (4.35). Ao considerarmos
os termos da segunda soma a direita de (4.36) para os quais 0 < ¢ < m — 1 e usando

argumento analogo ao anterior, vemos que podemos dominar estes termos por

l m—1
4 o (Arr ‘ 1, .
II<m = mM E 2Tdm€‘411w (Al )QOdB]H E GASO (A(U+Jm)) (438)
r=0 ' ’ o=0

Utilizando o Lema 1.2.1, item (b), para p = d existe A > A; tal que

1 1
A1 O (Ayr) — i (Ar) < Oy, — rd.
Somando e subtraindo ¢*(Ar), segue que

oA gp (AlT) < 6‘41 (Al"') A‘P (AT‘) ASO (AT < Cle eACP (AT‘), <439)

Este ultimo fato, juntamente com as propriedades de a, 4 presentes na Proposicao 1.2.4
itens (a) e (b), nos permitem refinar ambas expressoes em (4.36), (4.37) e (4.38), da

seguinte maneira

l
| i
I+IIZm S (m -+ 1>M2mdB]+1C1 Z 2rd6_Td (6 — 7”)' ar,A(g —7r+ (] + 1)m)!ag_r+(j+1)m’,4

(l—r+(j+1)m)!
C—r) (0+(5+1)m))!

0<%>”<fi> wfarm

< ((m—i— 1) M2mBI+1 0y >6A<p A(t+(j+1)m erd —rd

. (m_|_ 1)M2mdB(j+1)+1C’1 6%4.0*(14(€+(j+1)m))

Me\

= B -
m . 4
o (m+1)M?2 ‘BUTIHC, o AP (ALHG+)m)) (2)rd
— B e
r=0

md R(j+1)+1
_ (m+1)M2mBUTITIC O, oA (AWHG+)m)) (4.40)

B B
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e, analogamente, mais simples desta vez,

m2M2mdB(j+1)+lcl ¢ . /) m—1
:[:[<m§ B Z %)d(é—’r‘) aTAZ 0-+]m) aa+]mA
r=0 o=0
3M2mdB j+1) +101 T
< i Olag ; U+ Dym)lag1ym,a
) ¢
- mAM2mIBUDHIC, AP (AWHG+m Z rd MG +1)m)!
- B — 0+ (7 +1)m)!
31 romd R(+1)+1
o miM2 B;” GOy Lo irm) (4.41)

Escolhendo
B 2 max {2(m + ].)MClCQ, 2m3MC'1C'2, Bl}

lembrando que II = I, +1I5,,, juntamente com (4.36), (4.40) e (4.41), vemos que (4.34)
¢ véalida para j + 1. Concluindo a demonstragao de (7).
Fagamos agora a prova de (i7). Suponha u € (2, P) e P uniformemente eliptico,

pela Proposicao 4.2.4,

im J ! j e%w*(jm i
vl < 653 () S 1Pl
J . 1 % (s
, g\ ea® GmA) | o
< C(J)Z (Z) Woew (imA)

i=0
U S
< CCl2exn? (gmA)

para todo j € Z*.
Dado r € Z", podemos escrevé-lo da forma r = jm+t, sendo 1 < t < m—1. Tomando
t' =m —t >0, utilizando (4.19) temos

197ull 2 = 7] = [0 (97|

L2
< G (VU] + [Vl )
< Cg(eiw*((jJrl)mA)e%so*(ij))

< Cle e (Gm+024)

< Clean®"(rA”)

Y

sendo que C' nao depende de r devido a Proposigao 1.2.3 (c).
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Portanto, se a € Z% com |a| = r, entdo

ID%ulfa < | 32 Dl = [[V7ull2 < Cedr' 04 =< Ceatre" (el
|Bl=r 12
e u € EM(Q), completando a prova do Teorema. ]

Observe que em compactos, todo operador eliptico é uniformemente eliptico, bem como
os espagos £¥(Q2) (global) e £¥(€2) (local) coincidem, portanto, neste caso o Teorema 4.2.1

recupera [13, Theorem 1.4].

4.2.1 Caso Gevrey e coeficientes constantes

Os resultados desta se¢ao foram obtidos em conjunto com os professores Andrew Raich
e Gustavo Hoepfner em [30] e iremos enunciar sem demonstracao para ilustrar a im-
portancia dos resultados envolvendo a transformada FBI, &) (2.4) desenvolvidos neste
trabalho.

Como visto anteriormente, trabalhamos com vetores ultradiferenciaveis globais gerados
por funcoes peso obtendo uma versao do Teorema de Kotake-Narasimhan sob a hipétese
do operador ser uniformemente eliptico. Quando nos restringimos a vetores Gevrey globais
para operadores hipoelipticos com coeficientes constantes é possivel caracterizar os vetores
em termos de transformacao do FBI e obter versoes global e microglobal do Teorema de
Kotake-Narasimhan. Além disso, o teorema microglobal de Kotake-Narasimhan fornece

uma versao mais geral do Teorema 4.1.5 demonstrado em [29].

Definigao 4.2.3. Seja s > 1, Q € R¢, P(D) um operador diferencial parcial com coefi-
cientes constantes de ordem m. Para cada A > 0 e j € Ny considere || - ||, seminormas

em W?2™I(Q)) como segue:

1Fllag = G A) T P2 £ oy

Para j = 0 tomamos a norma L? usual. Definimos
o0 1
2,5 . — oo . — 2
5@ P) = {rec=@:lfla = (X II3,)" <o} (4.42)
Jj=0

O espago dos L? vetores Gevrey globais com respeito a P(D) de ordem s é

G25(R% P) = {f € 0%(Q) s existe A > 0, ||f]l4 < oo}. (4.43)
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munido com a topologia dada por
G%*(Q; P) := limind 4,00 §5°(, P). (4.44)

No caso Gevrey, tem-se o seguinte teorema, que é uma versao microglobal do Teorema

de Paley-Wiener para os iterados.

Teorema 4.2.2. Seja s > 1 e P(D) um operador diferencial parcial hipoeliptico com
coeficientes constantes de ordem m e u € §**(RY. Entio u € §**(R% P) se, e somente
se existe A € (0,1/s] e constantes positivas co, C, A tais que para todos N € Ny, J € N&,

er > 2 tem-se

[D7TA(PYu)(-, 6))

Lr(R) < C’ANH‘”NN’”S|J||J|/’\e_c‘)|§‘k, para todo € € RY. (4.45)

Demonstra¢ao. A demonstragao é feita em [30]; porém, faremos um esbogo para mostrar
que foi neste ponto que usamos fortemente a transformada FBI F,. Especificamente, seja

p o indice dado por Hormander, isto é p < 1 é tal que
P> ClElr™, Vil > K. (4.46)
Esta variacao da FBI, nos permitiu chegar a uma estimativa da forma
IDIFA(PNw) (-, €)|| ety < CsANFIINNmS| g1 01D —smele)? (4.47)

para todo 0 < 6 < 1 e com ¢ independente 6. Portanto a estimativa (4.45) segue dimi-

nuindo 0 e escolhendo A := p/s para obter
||D£§A(PNU>('75)HU(W) < C(SANHJ‘NN"LS|J||J|/Ae_co|£‘p/s, Vgl > K (4.48)

como em (4.45). O

Observe que quando se tem uma forma de caracterizacao do espaco, é possivel definir

o conjunto frente de onda e fazer sua analise microglobal.

Definicao 4.2.4. Seja s > 0 e P um operador diferencial parcial de ordem m com
coeficientes constantes e hipoeliptico. Para u € 92’S(Rd)/, definimos o conjunto frente de
onda microglobal de u com respeito as iteradas de P de ordem s, W Fga.sgay(u; P) como
o complemento dos pontos €% € R?\ {0} para os quais existe uma vizinhanca conica Iy
de £° tal que a seguinte propriedade ocorre: existe A € (0,1/s] e constantes C, ¢y, A, tais

que para todo N € Z, e cada r > 2

[FA(PYu) (8]

Lr(rd) S CANNNmsemald ¢ e 1y,
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O préximo corolario relaciona os iterados de um operador hipoeliptico de coeficien-
tes constantes (vetor Gevrey global) com as fungdes Gevrey globais. Na demonstragao
fica explicita a importancia de termos inserido o coeficiente A < 1 que introduzimos no

Teorema 2.2.1.

Corolario 4.2.1. Seja s > 1 e P(D) um operador diferencial parcial hipoeliptico de ordem

m e coeficientes constantes. Entdio existe ' > s tal que G>*(R%: P) C G>¥'(R?).

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 4.2.2, em que (4.45) é valida para A\ =

p/s :=1/s', juntamente com o Teorema 4.1.1. O
Unindo esses tltimos resultados, obtemos uma versao mais completa do Teorema 4.1.5.

Teorema 4.2.3. Se P é um operador diferencial parcial com coeficientes constantes hi-

poeliptico de ordem m, dada u € G**(R%), temos
WF92,5(Rd)<’LL; P) - WFQ?,s(Rd)(PU) C WFSQ,S(Rd)(U) C WF92,5(Rd)(U; P)UChargP (449)

O resultado seguinte é a versao global Gevrey do Teorema de Kotake-Narasimhan.

Corolario 4.2.2. Seja s > 1 e P(D) um operador diferencial parcial eliptico com coefi-

cientes constantes e ordem m. Entdo §**(R%, P) C G**(R%).

Note que, apesar de obtermos o resultado para operadores elipticos também, o Teo-
rema 4.2.1 ainda tem sua relevancia pois neste caso considera-se apenas operadores com

coeficientes constantes.
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CAPITULO B

Apéndice

5.1 Teoremas importantes

Comegaremos falando sobre fung¢oes harmonicas. Uma fungao harmonica em um

dominio Q C R? é uma fungio u € C?() satisfazendo Au = 0 (A é o operador La-
d 92

placiano A = E 92 Veja mais em [24].
€T~
j=1 "3

O seguinte teorema caracteriza fungoes harmonicas pela propriedade do valor médio.
Além disso, parte de sua demonstragao é uma ferramenta utilizada na prova do teorema

que da a existéncia de solugoes aproximadas para campos vetoriais.

Teorema 5.1.1. Seja u uma funcdo continua em um dominio Q € R  Entdo u ¢é
harménica em ) se, e somente se, u satisfaz a sequinte propriedade (conhecida como
propriedade do valor médio): para todo xo € S e todo r > 0 tal que m ={reR?:
|z — x| <71} CQ,

u(zg) = e /Sd—l u(xog +ro)do (5.1)
sendo w™! = [, do, a medida da esfera S"'.

Demonstrag¢ao. Suponha u harmonica, entao Au = 0 em §2. Seja xg € 2 e r > 0 tal que
B(xzg,7) C Q. Para 0 < s <r, defina
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Note que f é diferenciavel e

d
f/(s) — 1 / Zu(mo—f—sa)()’j do,
gd—1

wi—1 /
Jj=1

o integrando é igual a D,u(xo+ so), derivada de u na dire¢ao da normal externa do ponto

o + so. Entao, fazendo uma mudanca de variaveis,

o) = b
fi(s) = — /8B(mO’S)D0u(;E) —dog(z),

wnl s
dos é a medida de Lebesgue em 0B(xy, s). Aplicando o Teorema de Green, obtemos

1
"(8) = ——— A dz = 0.
F0) = G [, Bule)ds

Entao f(s) é constante para 0 < s < r. Por um lado, temos que f(s) — u(zg) quando

s — 0, por outro, f(s) — f(r) quando s — r. Portanto, f(r) = u(zg) e segue (5.1).
Facamos agora a reciproca, supondo valida a propriedade do valor médio e facamos

primeiramente o caso em que u € C?*(£2). Utilizando a mesma notagao que anteriormente

temos que f(s) = u(zg) é constante em (0,7]. Entao f'(s) =0e

! / Au(z)dz = —" / Au(z)dz = 0
—_— u(z)der = —— u(z)dr = 0.
’B<x07 8)‘ B(xo,s) sdn—1 B(zo,s)

Como Awu é continuo,

1

—_ Au(z)dr — Au(zg) quando s — 0
‘B(‘r()’ S)| B(=0,s)

segue que Au(xzg) = 0, xy é arbitrario, portanto u é harmonica.
Para o caso em que u é apenas continua e satisfaz (5.1), como o problema é local,

podemos considerar € limitado e entao u limitada também. Seja ¢ € CF(B(0,1)) radial
(¢(x) = ¢(|z])) com [ ¢ =1 e denote ¢.(x) = e *¢(e 'z). Tome
ule) =us () = [ ulwnls—v)dy
R

Como ¢ é suave, u, é suave também. Além disso, u, satisfaz a propriedade do valor médio
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em Q. = {z € Q: dis(z,00) > €}, de fato, se o € Q. e B(zg,7) C ., entio

1
wdl/snl (o +10) da— Snl

=/Rd (0~ 9)6.{y) dy

= ue(z)

u(xg +ro — y)o(y) dydo
Rd

utilizamos o fato de u satisfazer (5.1) em 2 e que B(xzg—y,r +¢€) C . Consequente-

mente, pelo primeiro caso, u. ¢ harmonica em §2.. Por outro lado, para z € €2,
wie) = [ we-patay= [ v [ uta-roproydedr (52
Rd 0 Sd—1

= /OO rd-1 /sd 1 u(x — ro)o.(ro) do dr
:_/ (e /Sdlu(a:—ra)dadr

== r (et r)w ™ u(z) do dr

_ / /Sd1 r* Y (ro) do dr = u(x) Rd¢e()

Entao, para cada = € (2, existe uma vizinhanca em que u coincide com u. a qual é

harmonica. Segue portanto que u é harmonica. O

O mesmo resultado acima é valido para funcdes harmonicas em Q C C? Note a a
demonstracao é valida pois as ferramentas utilizadas, como por exemplo o Teorema de
Green sao vélidas em C? (visto como variedade) também. Em paticular, tem-se que se u

é harmonica em C?, entao
() = /C ulw — 2)9u(2) AV () = ufw), (5.3)

d ,_ i\d _

sendo dV (z) = (£)"dz Adz = (£)"dz A dz.
No presente trabalho, utilizamos diversas vezes o teorema de imersao de Sobolev para
demonstrar a suavidade de funcoes. E pertinente apresentar o enunciado, que tem diversas

versoes como se pode ver em [1].

Teorema 5.1.2. [Teorema de Imersio de Sobolev] Sejam Q um dominio em R?, j > 0,

m > 1 inteiros e 1 < p < 0o. Se Q) satisfaz a condi¢ao do cone e mp > d (oum =d e
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p=1), entao
WItme(Q) < CL(Q).

Demonstracao. Veja em [1] O

Sendo C%(€2) o espago das fungoes limitadas, com derivadas de ordem até j continuas
em ().
Dominios suaves satisfazem a condigao do cone, logo o Teorema 5.1.2 também ¢ valido

em tais dominios.

5.2 Estimativas &%

Nesta se¢ao seguem algumas estimativas necessarias para a demonstracao de resultados
como os Teoremas 2.2.2 e 2.2.1, tais resultados seguem de forma andloga ao feito em [28],
com as adequagoes necessarias trocando o uso de sequéncia por fungao peso nas estimativas

finais.
Proposicao 5.2.1. Seja s > 0. FExistem constantes B,C > 0 tais que para todo n € N,

a

all2 _ 5,2 a a
— WP < OB% ¥ 5345,

’ oy§

Demonstragao. Pela a féormula de Faa di Bruno, (veja [20, Coroldrio 2.11]) , temos

0° oslul2 _ mslyl? { 3| |}
o ”ZZ H y ) (5.4)

r=1 p(a,r)

sendo
pla,r) = {(kh--.,kq):kj >0, Zk'p:rj Zpkp:a}-
p=1 p=1

Como em (5.4) os termos com p > 3 nao tém contribui¢ao, podemos fazer uma identi-

ficacdo do conjunto p(a,r) com
pa(a,r) = {(k17k2) EN: ky+ ke =1, ki + 2k, I&}a

desta forma podemos simplificar as somas que aparecem em 5.4.
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5 k %-ﬁ-kz _a ,1
Como (31) k’ <C(71+k2) < (C2 z2alz

eS| <

o sl Z Z al(Hk NP > 28‘3/])’“(23)’“2

r=1 po(a,r)

< Sy 4 2k Y (Hk,p,kp) (2s[y[) ¥ (25) 7 (25"

r=1 pa(ar)

dy¢

2

<SS 3 (I ) e 2o ¥ o

r=1 py(a,r) p=1

PREVAN 20rlky (k) 9k1(24)5
=€ > Fel fgl2F2 \ 2 (25)
r=1 pZ(‘ZvT)
5 o~ 5lul> ga—g—katki+% 15 - - 1
<C(S)2€ 21¥17 2@ 2TRITS 12 rl _
k,!
r=1 p(a,r) p=1 p
< 022‘1@'%(5);@_;'3/25: a—1
- —\r— 1
< 023 a!%( )% e~ 5l (5.5)

sendo que na pentltima equagao usamos [20, p.515]

O

Lema 5.2.1. Para cada A > 0, existem constantes positivas ci,cs e C' tais que para todo
o€zl
85{6’62(’”“”))9)2} < caCloleae" (Ao g=gein®

para |y| < ci, |n| > e 0 <A< 1.

Demonstracao. Note que

—(n+i(n)y)* = = — M)y + 2i(n)n - y),

entao, para |y| < 1/2e|n| > 1

Re{—e2(1 + i{u)0)?] = ~07 — (1)) <
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Ainda, se o é um multi-indice,

0, se |o| > 3

—e(2i(n)*n; — 2(n)* y;) sea=e;

I —e2(n +i(n) y)?) = J 3 j

=€ +i(n)"y)"} ot o
07 SeOéZBj—‘reg,j?éf

Entao em todos os casos, como consideramos A < 1,

Oy {=€*(n +i(n)*y)*H < 4 (m)*, [yl < 1.
Utilizando [20, Corolério 2.10] (consequéncia da Férmula de Faa di Bruno), obtemos

|al |al

|8o¢{6—5 (n+i{n Ze—e (n+i(n Z H |8 { 6277‘ f< > ) }|k
eyt s (€;1)%
|ot] ||
St 5 ] el
plar)

sendo ZL@;II kj=re zljaz\l kil; = . Como (a + b)! < 297qlbl, temos

|al |a

[T =TIy > a7 al.

=1 i=1
Com isso, e com as propriedades de p(c,r), veja [20, p.515]

|al

4Ial+r < >2)r o
af,—e2(n+i(n — p 3¢ _ —
O {0 = 5N TS fall I

r=1 p(a,r) j=1
Lo |ex] o] 1
] \al —5¢€
< el TS T
p(a,r) j=1
< C\a|(€2<n>2)\aleﬁe U
< clol (19l 2

€
S C\a|€Ago* (%I)-FCAefie?nz,

sendo a ultima desigualdade obtida pelo Lema 1.2.2. O]

5.3 Transformada de Fourier em &%
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Comentamos ao londo do trabalho que a transformada de Fourier nao é uma ferramenta
adequada para se trabalhar nos espacos globais como os que apresentamos aqui. A seguir
mostramos alguns resultados com relacao a transformada de Fourier, em quais casos ela

serve para caracterizar a classe, e 0s casos em que nao nos da nenhuma comparacao.

Lema 5.3.1. Seja f : RY — [0,00). Sdo equivalentes:

(i) Ezitem constantes C,e > 0 tais que
f(&) < Cem® ¢eRY
(i1) Existem constantes C, A > 0 satisfazendo
IV F(E) < Cen?™ AN N =1,2, .., £ R
Demonstracao. (ii) = (i), lembrando que ¢™* = ¢,

f(z) < C inf |§|N€%¢*(AN) < O inf e~ A(NAlglél—¢"(AN)
NezZ+ NezZ+

< Cle— 7 5uPy>0(Wloglél—¢" (1)) — re—5¢ " (loglé]) — o—%w(€)
(1) = (di), da mesma forma que o feito acima, note que
1 1 .. 1 . 1,
—w(le) = 9™ (I€)) = 5 sup(ylog €] — ¢*(y)) > sup (Nlogl¢| — ¢ (NA)).
A A A y>0 Nez+ A
Tomando A tal que % < €, segue que

€IV F(E) < Cen®™ AN N =12, ...

Teorema 5.3.1. Seja f: R — C.
(1) Suponha que existam constantes C; A > 0 tais que

1t f (1)) < Cen# 40

para todo £ € N, entdo f € £+ (R%).
(2) Suponha f € E2(RY). Entdo existe C > 0 tal que

[[E°f ()] < Cex (49,

para todo ¢ € N.
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Demonstragao. Para a prova de (1), note que

|| f(x)| dx
) < [ el

- / 2] | £ (2)] de + /
B(0,1) B(0,1

)

D2F(E)] = \Dg [esas

1] f ()| da.
)C
Temos pela hipdtese

/ 2|l £ (2)| dar < C|B(0, 1)]e# (AleD
B(0,1)

J A Ly A R L C T

B(0,1)¢

< C€;¢*(A(|a+d+1))/ \~d- =1 gy
1
< CG%sO*(A(IaHdH)) < Ceﬁw*(mlal)ﬁw*(%(dﬂ))

< Ce%w*(fl’lalk

sendo A" = 2A. Logo
1D° 1 < Cerr# (Vlal),

A prova de (2) também é simples, pois

)] =105 )] = 1570 ) (a)| = |(2m) ¢ [ <D e

< C|D*fllpr < Ceare leb,

]

A seguir, temos um claro exemplo do comportamento ruim da transformada de Fourier.
Temos o caso de fungoes que pertencem a £%¢(€2) cuja transformada de Fourier sequer

define uma funcao (e tao pouco caracterizam o decrescimento da fungao).

Proposicao 5.3.1. Denote por Exp,(S2) o conjunto das funcgoes f mensurdveis em )
para as quais evistem constantes C)e > 0 tais que |f(x)] < Ce™®) q.t.p., tem-se para
qualquer fun¢ao peso w

(1) F(E>¢(Q)) € Eap, ()

(2) F(Eap,(Q)) £ ().

Demonstragao. Para a prova de (1) basta tomar f(z) = 1, entdao claramente estd em

€ (Q), mas f = (2m)%5, sequer é funcdo.
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e™@  se|x| > 1

0 w| <1 se tivéssemos f € EL¥(Q), em particular
: se |z| <

Considere f(x) = {

f e L) e entdao F1(f) = f deveria ser continua, o que nao ocorre. Obtemos portanto
(2). O

Proposicao 5.3.2. Seja A > 0 e tome 1 < p,q < 0o expoentes conjugados.
(i) Se 1 < q¢<2ege & (RY), entdo para todo multi-indice o, x*g € LP(R?) e satisfaz

2%l e < Cea#" (Al (5.6)

(i) Se 2 < q < oo ex*ge LP(R?) e satisfaz (5.6) para todo o € Z<%, entio g € E¥*(R?).

Demonstragio. Seja g € 8'(R?). (i) Seja g € €9%(R?), entdao g € 8'(R?), além disso, a
suavidade de ¢, d4 o decaimento de §. Em particular, se ¢ € §(RY), temos o mesmo para
x*1). Veja

(g, 2°0)| = (g, D*D)| = |(D%g, )]
<N\ D%gllpalld]| e < O] oea# Aloh,

Entao, pela desigualdade de Hausdorff-Young, para 1 < ¢ < 2,
[(2%g, )| < C||v|| Laea® Al

Pelo fato de (LP(R?)) = L4(R%) e por §(R?) ser denso em LP(R?), segue que 2§ € LP(R?)
e

on‘QHLq < CB%W(A‘O‘D.

(ii) Seja z%g € LP(RY) satisfazendo (5.6) e 1 € §(R?), entdo

[(D%g,4)| = [(D2g,¢)| = [(D%g, )]
< NG o [0l o < O] paea® Al

Dai, se 2 < ¢ < oo, entao 1 < p < 2. Assim, mais uma vez pela desigualdade de
Housdorff-Young,
(D%, )| < C||)]| rea® oD,

portanto, como feito no item anterior,
HDaf]HLq < Ce%so*(A\al)

e g € E1¥(RY). O

Segue imediatamente do resultado acima o seguinte.
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Corolario 5.3.1. Uma distribuicao temperada g é um elemento de Eiw(Rd) se e somente

se,
. 1o (Al
{lz®g|| paea® D}aezi € (Z3).

Concluimos portanto que temos a caracterizacao da classe das ultradiferenciaveis glo-
bais via transformada de Fourier somente quando ¢ = 2.

No presente trabalho, focamos os resultados com o uso da transformada FBI como visto
na Se¢ao 2.2. Vale ressaltar que no caso local ainda nao havia sido inserido o uso dessa
transformada em espacos gerados a partir de funcoes peso, sendo necessario a utilizacao
da transformada de Fourier de forma trabalhosa via sequéncias como pode-se ver em [5]
por exemplo. Tal ferramenta pode ser interessante para as classes locais também, no caso
dos espagos Denjoy-Carleman local, ja existem resultados de caracterizacao do espago via
transformada FBI [27].
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