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RESUMO

BIONDO, T. R. Modelos de Sobrevivência Bivariados Baseados na Cópula PVF. 2020. 106
p. Dissertação (Mestrado em Estatística – Programa Interinstitucional de Pós-Graduação em
Estatística) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo,
São Carlos – SP, 2020.

Uma alternativa desenvolvida para estudar associações entre os tempos de sobrevivência multi-
variados é o uso dos modelos baseados em funções cópulas.

Neste trabalho, utilizamos o modelo de sobrevivência derivado da cópula PVF, baseada na
distribuição Power Variance Function, para modelar a dependência de dados bivariados na
presença de covariáveis e observações censuradas. Para fins inferenciais, realizamos uma
abordagem Bayesiana usando métodos Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Algumas
discussões sobre os critérios de seleção de modelos são apresentadas. Com o objetivo de detectar
observações influentes utilizamos o método Bayesiano de análise de influência de deleção de
casos baseado na divergência ψ . Por fim, ilustramos a aplicabilidade dos modelos propostos a
conjuntos de dados simulados e reais.

Palavras-chave: Análise de Sobrevivência, Funções cópulas, Cópula PVF, Inferência Bayesiana,
Simulação.





ABSTRACT

BIONDO, T. R. Bivariate Survival Models Based on PVF Copula. 2020. 106 p. Disserta-
ção (Mestrado em Estatística – Programa Interinstitucional de Pós-Graduação em Estatística) –
Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos –
SP, 2020.

An alternative developed to study associations among multivariate survival times is the use of
models based on copula functions.

In this work, we use the survival model derived from the PVF copula, based on the Power
Variance Function distribution, to model the dependence of bivariate data in the presence of
covariates and censored observations. For inferential purposes, we perform a Bayesian approach
using Monte Carlo Markov Chain (MCMC) methods. Some discussions about model selection
criteria are presented. In order to detect influential observations, we used the Bayesian method
of deletion influence analysis of cases based on divergence ψ . Finally, we show the applicability
of the proposed models to simulated and real datasets.

Keywords: Survival analysis, Copula functions, PVF Copula, Bayesian Inference, Simulation.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

A Análise de Sobrevivência se caracteriza como um conjunto de técnicas que visam
estudar os tempos até a ocorrência de um evento de interesse, como por exemplo, em estudos
médicos temos o tempo até a morte, início de uma doença ou o tempo de sobrevida dos pacientes
a partir do início de um tratamento. Em aplicações de engenharia, o tempo até falha(s) de sistemas
mecânicos. Em análise de risco, o tempo transcorrido até uma pessoa se tornar inadimplente. E
em análise de confiabilidade, a capacidade de um produto funcionar bem durante um período
de tempo especificado. Em Lawless (2003), Louzada et al. (2002a) e Rodrigues et al. (2008)
encontramos uma base teórica geral para tratar de análise de sobrevivência e confiabilidade.
Freitas & Colosimo (1997) fazem uma análise de tempo de falha em testes de vida acelerados.
Nelson (1990) oferece aos engenheiros, cientistas e estatísticos um recurso confiável sobre o uso
eficaz de testes de vida acelerados para medir e melhorar a confiabilidade de produtos. Meeker
& Escobar (1998) apresentam métodos estatísticos computacionais para análise de dados de
confiabilidade e planejamento de testes para produtos industriais. Carvalho et al. (2011) trazem
teoria e aplicações na área de saúde. César (2005) e Gyõrffy et al. (2013) apresentam aplicações
de modelos de sobrevivência para dados de câncer de mama e de pulmão, respectivamente.
Louzada et al. (2002b) analisam dados da vida útil associados às funções em forma de banheira
e de risco multimodal em modelos de mistura. Santos & Achcar (2011) introduzem uma análise
Bayesiana para dados multivariados de sobrevivência na presença de um vetor de covariáveis e
observações censuradas.

Como o tempo até o evento de interesse é uma variável aleatória, muitas vezes deseja-se
estimar a função de sobrevivência utilizando a Tabela de Vida e o estimador de Kaplan-Meier
(Souza, 2015). Além disso, uma das principais características dos dados de sobrevivência é a
presença de censura, que é a observação parcial da resposta acarretada por uma interrupção no
acompanhamento do paciente, seja porque o paciente abandonou o estudo, ou o estudo terminou
para a análise dos dados ou porque o indivíduo morreu de causa diferente da estudada.
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Com o surgimento de problemas cada vez mais complexos, novas metodologias e varia-
ções à tradicional análise de sobrevivência foram sendo propostas, como, por exemplo, modelos
de riscos proporcionais ou testes de sobrevivência acelerados. Porém, essas metodologias aten-
dem a casos em que o objetivo é analisar os dados de sobrevivência quando cada unidade
experimental sofre apenas uma vez o evento de interesse. Em geral, baseiam-se no pressuposto
de que os tempos de falha observados são independentes, no entanto, essa suposição de inde-
pendência não é satisfeita para dados de sobrevivência multivariados, isto é, situações em que
cada indivíduo pode experimentar recorrências do mesmo tipo de eventos, por exemplo, ataques
recorrentes de asma. Os pressupostos de independência também são violados quando os dados
consistem em eventos paralelos, como o aparecimento de retinopatia no olho esquerdo e direito,
bem como para tempos de falha agrupados, como o tempo de sobrevida de gêmeos ou pacientes
no mesmo leito de hospital. Nesses casos, mais de um tempo de sobrevivência é observado para
cada indivíduo em estudo e, desse modo, supõe-se que exista associação entre os tempos de um
mesmo indivíduo (Colosimo & Giolo, 2006).

Na literatura, esta provável dependência entre os tempos de sobrevivência é frequen-
temente modelada por meio de modelos de fragilidade, que foram propostos por Vaupel et al.
(1979), em que um ou mais efeitos aleatórios, denominado fragilidade, são introduzidos na
função de risco para descrever essa possível heterogeneidade entre as unidades em estudo. Além
disso, nestes tipos de modelos, os tempos marginais são condicionalmente independentes dada a
variável fragilidade.

Uma alternativa para modelar a dependência entre dados multivariados são os modelos
baseados em funções cópulas. Estes modelos vêm sendo cada vez mais utilizados atualmente,
como por exemplo, nas áreas biológicas, ciências atuariais e finanças, pois esta teoria permite a
criação de distribuições multivariadas sem a necessidade de se supor qualquer tipo de restrição
às distribuições marginais e muito menos às multivariadas.

As funções cópulas são descritas em Nelsen (2006), Mikosch (2006), Viola (2009) e
Joe (2014), dentre outras fontes, e conceituam-se como funções que ligam (conectam) a função
de distribuição conjunta com suas funções de distribuição marginais univariadas. De acordo
com Fischer (1997), cópulas são de interesse para estatísticos por duas razões: primeiro, é uma
forma de estudar medidas de dependência e, segundo, a partir delas se constroem famílias de
distribuições bivariadas.

Funções cópulas são usadas, por exemplo, no estudo dos tempos de vida de pessoas
“associadas” tais como os cônjuges, em que, de acordo com estudos, estes tempos podem
apresentar “dependência” devido às condições como desastre comum, estilo de vida comum, ou
a chamada “síndrome do coração partido”, sendo este tipo de estudo extremamente importante
para empresas de seguro de vida (Purwono, 2005). Outros exemplos são para a construção da
distribuição conjunta de intensidade e profundidade de precipitação, intensidade e duração da
chuva, ou profundidade e duração de chuvas, que são elementos fundamentais na elaboração
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de um projeto hidrológico (Zhang & Singh, 2007); para a determinação de uma estrutura de
dependência entre as taxas de resgate dos seguros de capital diferido e as taxas de juro (Leal,
2010). Há inúmeras outras situações nas quais o uso de funções cópulas é adequado e eficiente,
tais como nas ciências atuariais, em que cópulas são utilizadas na modelagem de mortalidade
e perdas (Frees & Wang, 2005), em finanças (Cherubini et al., 2004; Cherubini et al., 2011;
Irene & Klaus, 2014), na classificação de crédito e modelagem de risco (Embrechts et al., 2003),
assim como na modelagem do contágio financeiro (Santos, 2010), em estudos biomédicos, na
modelagem de eventos correlacionados e riscos competitivos (Achcar & Boleta, 2012; Louzada
et al., 2013) e, até mesmo, na política (Quiroz Flores, 2008).

Como mostrado por Oakes (1989) e exemplificado por Romeo et al. (2006), um modelo
de fragilidade induz um modelo de cópula arquimediana, ou seja, a cópula arquimediana com
a transformada de Laplace da densidade da fragilidade como seu gerador. Por exemplo, a
distribuição da fragilidade gama leva à cópula de Clayton, a distribuição de fragilidade positiva
estável à cópula de Gumbel. A transição dos modelos de fragilidade para o modelo de cópula tem
uma vantagem adicional, além de fornecer uma abordagem mais geral. Embora as covariáveis
possam ser incluídas em um modelo de fragilidade, a interpretação dos coeficientes de regressão
está condicionada a fragilidades não observadas e elas precisam ser integradas se houver interesse
nos efeitos das covariáveis sobre os tempos de falha marginal. Em um modelo baseado em
cópulas, por outro lado, as covariáveis atuam diretamente nas distribuições marginais (ver
também Goethals et al. (2008) para uma discussão mais aprofundada sobre semelhanças e
diferenças de modelos de fragilidade e modelos de cópulas Arquimedianas).

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é modelar dados de sobrevivência bivariados,
que são os dados que caracterizam situações em que se observam dois tempos de vida para um
mesmo equipamento ou indivíduo, baseados na cópula PVF que é derivada da distribuição Power

Variance Function (PVF) de três parâmetros, proposta por Tweedie (1984). Como será mostrado
adiante, a classe de cópulas PVF engloba uma família de cópulas Arquimedianas que inclui as
cópulas de Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa como casos especiais.

De acordo com Romeo (2017), usar uma abordagem unificada considerando modelos
da grande família PVF ao invés de se adequar as cópulas individuais de Clayton, Gumbel e
Gaussiana Inversa e escolhendo uma com o melhor ajuste, tem várias vantagens. Entre elas, a
análise não depende mais de suposições restritivas e possivelmente não verificadas de modelos
individuais, mas encontra a melhor combinação de parâmetros na família maior que engloba os
modelos mais simples e especiais. Se o modelo de melhor ajuste dentro da família geral se revelar
um (ou próximo a um) dos modelos especiais, isso aumentará a confiança no uso desse modelo
especial. Além disso, elimina a necessidade de comparação dos modelos cópulas candidatos.

O restante do texto está organizado da seguinte maneira: no Capítulo 2 iniciamos com
uma breve revisão dos conceitos básicos de Análise de Sobrevivência e funções cópulas, bem
como a apresentação do modelo proposto e a sua formalização.



26 Capítulo 1. Introdução

No capitulo 3, descrevemos a abordagem bayesiana e o procedimento de estimação dos
parâmetros de interesse considerando a distribuição Wiebull.

No capitulo 4 expandimos a utilização da cópula PVF para uma distribuição marginal
mais flexível: a distribuição Exponencial Generalizada.

Por fim, no Capítulo 5 apresentamos as considerações finais juntamente com nossas
perspectivas futuras para pesquisa.

Modelamos a dependência de dados de sobrevivência bivariados na presença de covariá-
veis e observações censuradas por meio da cópula PVF. Para fins inferenciais, foram utilizados
métodos Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Com o objetivo de detectar observações
influentes nos dados foi utilizado o método Bayesiano de análise de influência de deleção de caso
baseado na divergência ψ (Cook Weisberg, 1982). E ainda aplicamos os modelos estudados em
um conjunto de dados reais de retinopatia diabética (The Diabetic Retinopathy Study Research
Group, 1976) e em um conjunto de dados reais de apendicectomia em gêmeos adultos (Australian
NH MRC Twin Registry dado por Duffy et al. (1990)).
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CAPÍTULO

2
ANÁLISE DE SOBREVIVÊNCIA E FUNÇÕES

CÓPULAS

Neste capítulo apresentamos alguns conceitos básicos de Análise de Sobrevivência que
são essenciais para a compreensão do trabalho, assim como algumas propriedades e teoremas
envolvendo funções cópulas.

2.1 Análise de Sobrevivência
Esta seção é subdividida em conceitos em Análise de Sobrevivência e Análise de So-

brevivência Bivariada, na qual definimos como foi feito o trabalho com dados de sobrevivência
bivariados.

2.1.1 Alguns Conceitos em Análise de Sobrevivência

Segundo Colosimo & Giolo (2006), os principais componentes constituintes de um
conjunto de dados de sobrevivência são os tempos de falha e os tempos de censura.

2.1.1.1 Tempo de Falha

Tempo de falha é o tempo decorrido, a partir de um instante inicial, até a ocorrência de
um evento de interesse (morte, falha, recorrência de uma doença, etc.).

O tempo de falha é definido pelo tempo inicial, a escala de medida e o evento de interesse
(Colosimo & Giolo, 2006). O tempo inicial do estudo deve ser definido com precisão. Na área
médica, por exemplo, pode-se considerar a data do início do tratamento ou do diagnóstico da
doença como possíveis escolhas.

A escala de medida depende do problema em estudo. Para dados médicos, a escala
de medida é o tempo real (em horas, dias, etc.). Nas engenharias, a escala pode ser dada, por



28 Capítulo 2. Análise de Sobrevivência e Funções Cópulas

exemplo, pelo número de ciclos, de quilometragem de um carro, entre outros.

Quanto ao evento de interesse, também chamado de falha, precisa ser definido de forma
clara e precisa. Em algumas situações o evento de interesse é simples de ser diagnosticado, tais
como morte ou recidiva de uma doença, mas às vezes pode ser mais complexo de ser demarcado,
como por exemplo, para os fabricantes de produtos alimentícios que desejam saber quando seu
produto fica inapropriado para o consumo.

Outro tipo de evento de interesse bem comum em Análise de Sobrevivência são os
eventos recorrentes, que acontecem mais de uma vez para um mesmo indivíduo ou equipamento,
dentre os quais podemos citar gestações, internações, cáries, infartos do miocárdio, fraturas
e danificação de máquinas que podem ser reparadas. Por fim, temos também os diferentes
tipos de eventos decorrentes de um mesmo fator de risco em estudo, como efeitos adversos de
medicamentos e doenças oportunistas da AIDS.

2.1.1.2 Censura

A censura ocorre quando o tempo de falha de um indivíduo (ou peça) não é observado,
ou seja, o paciente deixa de ser observado (ou o experimento deve ser encerrado e ainda existem
itens em funcionamento). Outro fator de censura é quando a falha acontece por outras causas
que não é a esperada no estudo.

Segundo Colosimo & Giolo (2006), podemos classificar a censura em:

∙ Tipo I: o estudo é conduzido até um tempo limite L pré-fixado e os indivíduos que ainda
não experimentaram o evento são censurados;

∙ Tipo II: é aquela em que o teste será terminado após ter ocorrido a falha em um número
pré-estabelecido de elementos sob teste;

∙ Aleatória: semelhante à censura do Tipo I, porém com os indivíduos sendo incorporados
de maneira aleatória.

Quanto aos mecanismos, a censura é subdividida em:

∙ À direita: não se observa o desfecho e sabe-se que o tempo entre o início do estudo e o
evento é maior do que o tempo observado. Por exemplo, um paciente não respondeu ao
tratamento até ao final do experimento;

∙ À esquerda: acontece quando não conhecemos o momento da ocorrência do evento,
mas sabemos que ocorreu antes do tempo observado. Por exemplo, em um estudo para
determinar a idade em que crianças aprendem a ler, o pesquisador pode encontrar crianças
que já sabiam ler e não se lembravam com que idade isto tinha acontecido, caracterizando,
desta forma, observações censuradas à esquerda;
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∙ Intervalar: ocorrência do evento entre tempos conhecidos. Pode ocorrer, por exemplo,
em estudos que pacientes são acompanhados em visitas periódicas e é de conhecimento
que o evento de interesse ocorreu em um certo intervalo de tempo.

A Figura 1 apresenta a ilustração de alguns mecanismos de censura, em que ∙ representa
a falha e ∘ a censura. No caso (a) todos os pacientes experimentaram o evento antes do final do
estudo, não havendo assim censura. No caso (b) temos uma censura do tipo I, com o tempo limite
L pré-fixado em 15 anos e o paciente 1 não experimentou o evento de interesse até o final do
estudo e sofreu censura à direita. Em (c) temos a censura do tipo II em que o estudo foi finalizado
após a ocorrência de um número pré-estabelecido de duas falhas, e os pacientes 1 e 4 sofreram
censura à direita por não apresentarem o evento de interesse. Em (d) o acompanhamento de
alguns pacientes foi interrompido por alguma razão e alguns pacientes não experimentaram o
evento até o final do estudo, sofrendo assim censura à direita.

Figura 1 – Mecanismos de censura. (Fonte: Elaborado pelo autor)
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2.1.1.3 Função de Sobrevivência e Função de Taxa de Falha

Seja T uma variável aleatória contínua não-negativa com função densidade de probabi-
lidade f (t | θ), descrevendo os tempos de vida de uma população, em que θ é o parâmetro de
interesse. Em Análise de Sobrevivência a variável aleatória T é geralmente especificada pela sua
função de sobrevivência ou pela função taxa de falha. Em termos probabilísticos, a função de
sobrevivência é dada por (Colosimo & Giolo, 2006):

S(t | θ) = P(T > t | θ). (2.1)

Em consequência, a função de distribuição acumulada é definida como a probabilidade
de uma observação não sobreviver até o tempo t, isto é, F(t | θ) = 1−S(t | θ).

Assim, a probabilidade de ocorrer uma falha no intervalo [t1, t2) é dada por:

P(t1 ≤ T < t2 | θ) =F(t2 | θ)−F(t1 | θ) = (1−S(t2 | θ))−(1−S(t1 | θ)) = S(t1 | θ)−S(t2 | θ).

(2.2)

A taxa de falha no intervalo [t1, t2) é definida como sendo a probabilidade de que a falha
ocorra neste intervalo, dado que não ocorreu antes de t1, dividida pelo comprimento do intervalo
(Colosimo & Giolo, 2006), isto é,

P(T ∈ [t1, t2)|T ≥ t1)
(t2 − t1)

=
P(T ∈ [t1, t2))

(t2 − t1)P(T ≥ t1 | θ)
=

S(t1 | θ)−S(t2 | θ)

∆(t)S(t1 | θ)
, (2.3)

em que ∆(t) = t2 − t1.

De forma geral, redefinindo o intervalo como [t, t +∆t), a expressão (2.3) se torna:

S(t | θ)−S(t +∆t | θ)

∆tS(t | θ)
. (2.4)

Assumindo ∆t bem pequeno, λ (t) representa a taxa de falha instantânea no tempo t

condicional à sobrevivência até o tempo t.

Então, a função de taxa de falha de T é definida como:

λ (t | θ) = lim
∆t→0

P(t ≤ T < t +∆t|T ≥ t)
∆t

= lim
∆t→0

P(t ≤ T < t +∆t,T ≥ t)
∆tP(T ≥ t | θ)

= lim
∆t→0

P(t ≤ T < t +∆t)
∆tS(t | θ)

=
1

S(t | θ)
lim

∆t→0

F(t +∆t | θ)−F(t | θ)

∆t

=
F ′(t | θ)

S(t | θ)
=

f (t | θ)

S(t | θ)
. (2.5)
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Além disso, como F(t) = 1−S(t | θ), temos que:

λ (t | θ) =
F ′(t | θ)

S(t | θ)
=

1
S(t | θ)

dF(t | θ)

dt
=

1
S(t | θ)

d(1−S(t | θ))

dt
=− 1

S(t | θ)

dS(t | θ)

dt
.

Portanto,

λ (t | θ) =−d log(S(t | θ))

dt
. (2.6)

As taxas de falha são números positivos sem limite superior. Este fato é útil para descrever
a distribuição do tempo de vida de indivíduos (ou produtos, máquinas, entre outros) que pode
ser: crescente, decrescente, constante ou em forma de banheira, como ilustrado na Figura 2.

Figura 2 – Formas da curva de risco. Crescente (superior esquerdo), decrescente (superior direito), cons-
tante (inferior esquerdo), banheira (inferior direito). (Fonte: Colosimo & Giolo, 2006)
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2.1.1.4 O Estimador de Kaplan-Meier

O estimador não-paramétrico de Kaplan-Meier (Kaplan & Meier, 1958) para estimar a
função de sobrevivência, é também chamado de estimador limite-produto. É uma adaptação da
função de sobrevivência empírica que, na ausência de censuras, é definida como (Colosimo &
Giolo, 2006):

Ŝ(t) =
no de observações que não falharam até o tempo t

no total de observações no estudo
. (2.7)

A função Ŝ(t) é uma função do tipo escada com degraus nos tempos observados de falha
de tamanho 1/n, em que n é o tamanho da amostra. Se existirem empates em um certo tempo t,
o tamanho do degrau fica multiplicado pelo número de empates.

Para obtermos a expressão geral do estimador de Kaplan-Meier, considere:

∙ t1 < t2 < ... < tk, os k tempos distintos e ordenados de falha;

∙ d j o número de falhas em t j, j = 1, ...,k;

∙ n j o número de indivíduos sob risco em t j, ou seja, os indivíduos que sobreviveram e não
foram censurados até o instante imediatamente anterior a t j.

O estimador de Kaplan-Meier é, então, definido como:

Ŝ(t) = ∏
j:t j<t

(
n j −d j

n j

)
= ∏

j:t j<t

(
1−

d j

n j

)
. (2.8)

2.1.2 Alguns Conceitos em Análise de Sobrevivência para Dados Bi-
variados

Como já destacado ao longo do trabalho, há muitos casos em que se observa dois tempos
de vida para um mesmo paciente ou equipamento. Por exemplo, o tempo entre a primeira e a
segunda internação de um paciente decorrente de infecções oportunistas em pessoas com HIV,
que são importantes causas de mortalidade em pessoas com o vírus. Pessoas infectadas com HIV
estão sujeitas a inúmeras infecções e complicações neoplásicas relacionadas à sua doença.

Através da Figura 3, podemos ver que o comportamento da função de sobrevivência
estimada pelo Kaplan-Meier tem comportamentos bem diferentes para os tempos de primeira
(T1) e segunda (T2) internação.

Como nossa proposta de pesquisa é trabalhar com dados de sobrevivência bivariados,
apresentamos alguns conceitos essenciais para a realização do estudo.
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Figura 3 – Estimativas de Kaplan-Meier da função de sobrevivência para os dados de HIV. (Fonte: Pereira
et al. (2012))

2.1.2.1 Gráfico do Tempo Total sob Teste

Com o objetivo de verificarmos o comportamento da função de risco dos tempos obser-
vados, utilizamos um método gráfico baseado no Tempo Total sob Teste (TTT plot), em que
podemos encontrar mais detalhes em Aarset (1985). A versão empírica do gráfico do Teste do
Tempo Total é dada por:

G(r/n) =
∑

r
i=1Yi:n − (n− r)Yr:n

∑
r
i=1Yi:n

, (2.9)

em que r = 1, ...,n e Yi:n representam as estatísticas de ordem da amostra, com n sendo o tamanho
da amostra.

Temos que a função de risco cresce (decresce) se o gráfico do Teste do Tempo Total é
côncavo (convexo). Se o gráfico aproxima de uma linha diagonal temos função de risco constante
e, se a curvatura é côncava e depois convexa a função de risco tem forma unimodal. Se o gráfico
apresentar curvatura convexa e depois côncava a função de risco é em forma de banheira. O
gráfico do Teste do Tempo Total é apenas uma condição suficiente e não necessária para indicar
a forma da função de risco. A Figura 4 representa exemplos dos gráficos TTT aplicados a um
conjunto de dados simulados, indicando função de risco crescente e decrescente.

Para o exemplo de tempos entre as internações para pacientes com HIV, temos, pela
Figura 5, que a função de risco é crescente.
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Figura 4 – Gráfico do Tempo Total sob Teste para dados com função de risco crescente (esquerda) e
função de risco decrescente (direita). (Fonte: Dados simulados pelo autor).

Figura 5 – Gráfico TTT para os dados de HIV, tempo da primeira internação (esquerda) e tempo da
segunda internação (direita). (Fonte: Pereira et al. (2012))

2.1.2.2 Função de Verossimilhança

Vamos supor que T1 e T2 são duas variáveis aleatórias relativas aos tempos até a ocorrência
de falha, e t1i e t2i observações amostrais de T1 e T2, respectivamente, para o i-ésimo indivíduo,
i = 1, . . . ,n. Ao classificar os n pares de observações (t1i, t2i) em classes, tem-se:

∙ C1: t1i e t2i são tempos de sobrevida observados;

∙ C2: t1i é o tempo de sobrevida observado e t2i é o tempo de censura;

∙ C3: t1i é o tempo de censura e t2i é o tempo de sobrevida;
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∙ C4: t1i e t2i são os tempos de censura.

Considere θ1 e θ2 vetores de parâmetros desconhecidos para as distribuições marginais
de T1 e T2, respectivamente, e φ o vetor de parâmetros de dependência. Então, a função de
verossimilhança para θ1,θ2 e φ é dada por (Lawless, 2003):

L(θ1,θ2,φ |t1, t2) = ∏
i∈C1

f (t1i, t2i | θ1,θ2,φ) ∏
i∈C2

S
′
(t1) ∏

i∈C3

S
′
(t2) ∏

i∈C4

S(t1i, t2i | θ1,θ2,φ), (2.10)

em que f (t1i, t2i | θ1,θ2,φ) é a função densidade de probabilidade conjunta para T1i e T2i,
S(t1i, t2i | θ1,θ2,φ) é a função de sobrevivência conjunta e S

′
(t1)

= −∂S(t1i,t2i|θ1,θ2,φ)
∂ t1i

e S
′
(t2)

=

−∂S(t1i,t2i|θ1,θ2,φ)
∂ t2i

.

Por outro lado, considere:

δ ji =

{
0, se t ji é uma observação censurada
1, se t ji é o tempo de sobrevida observado

para j = 1,2 e i = 1, ...,n, em que n é o número de observações, como uma função indicadora
de censura e seja D = {x1, ...,xn}, em que xi = (t1i, t2i,δ1i,δ2i), os dados observados. Assim, a
função de verossimilhança em (2.10) pode ser reescrita como:

L(θ1,θ2,φ |D) =
n

∏
i=1

[
f (t1i, t2i | θ1,θ2,φ)

δ1iδ2iS
′
(t1)

δ1i(1−δ2i).

× S
′
(t2))

δ2i(1−δ1i)S(t1i, t2i | θ1,θ2,φ)
(1−δ1i)(1−δ2i)

]
. (2.11)

Observe que, se não houver dados censurados, a função verossimilhança (2.11) se reduz
a:

L(θ1,θ2,φ |D) =
n

∏
i=1

f (t1i, t2i | θ1,θ2,φ), (2.12)

que é produto das funções densidade de probabilidade conjunta.

2.1.2.3 Distribuições Marginais

A seguir, apresentamos algumas características que envolvem as distribuições marginais
mais comumente usadas em Análise de Sobrevivência: Exponencial, Weibull e, a alternativa,
Exponencial Generalizada.

∙ Distribuição Exponencial
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A distribuição Exponencial se caracteriza por uma função taxa de falha constante, sendo a
única distribuição absolutamente contínua com essa propriedade. É considerada uma das
mais simples em termos matemáticos e tem sido extensivamente utilizada para modelar o
tempo de vida de certos produtos e materiais, tais como óleos isolantes, dielétricos, entre
outros (ver Walpole et al, 2016).

Para uma variável aleatória T com distribuição Exponencial, a função densidade de
probabilidade é dada por:

f (t | α) = αe−αt , (2.13)

em que t ≥ 0 e α > 0.

As funções de sobrevivência e de risco associadas a essa densidade são dadas, respectiva-
mente, por:

S(t | α) = P(T > t) = exp(−αt) (2.14)

e

λ (t | α) = α. (2.15)

Como a função de risco dada em (2.15) é constante, temos que tanto uma unidade que
está em operação há 20 horas quanto uma unidade que está em operação há 40 horas
tem a mesma chance de falharem em um intervalo futuro de mesmo comprimento. Esta
propriedade é chamada de falta de memória da distribuição.

Na Figura 6 apresentamos os gráficos da função densidade, da função de sobrevivência e
da função de risco da distribuição Exponencial. O objetivo destes gráficos é verificar o
comportamento desta distribuição para diferentes valores de seu parâmetro α .
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Figura 6 – Gráfico da função densidade de probabilidade (esquerda), da função de sobrevivência (centro)
e da função de risco (direita) para diferentes valores do parâmetro α do modelo Exponencial.
(Fonte: Elaborado pelo autor).

∙ Distribuição Weibull

A distribuição Weibull (Weibull, 1939), nomeada devido a Waloddi Weibull que, em 1951,
lançou um artigo descrevendo a distribuição em detalhes e propondo diversas aplicações, é
frequentemente usada em estudos biomédicos e industriais e é amplamente conhecida em
virtude de sua simplicidade e flexibilidade em acomodar diferentes formas de função de
risco.

Para uma variável aleatória T com distribuição Weibull, a função densidade de probabili-
dade é dada por:

f (t | α,λ ) =
α

λ α
tα−1 exp

(
−
( t

λ

)α
)
, (2.16)

em que t > 0, α > 0 e λ > 0 são os parâmetros de forma e escala, respectivamente.

A função de sobrevivência do modelo Weibull é dada por:

S(t | α,λ ) = exp
(
−
( t

λ

)α
)

(2.17)

e a função de risco por:

λ (t | α,λ ) =
α

λ α
tα−1. (2.18)

Esta distribuição possui riscos crescentes para α > 1, decrescentes para α < 1 e constantes
para α = 1, em que o modelo se reduz à distribuição Exponencial com parâmetro λ * = 1

λ
,

neste caso.
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Os gráficos da função densidade, da função de sobrevivência e da função de risco da
distribuição Weibull são apresentados na Figura 7, em que verifica-se o comportamento
desta distribuição para diferentes valores de seus parâmetros α e λ .
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Figura 7 – Gráfico da função densidade de probabilidade (esquerda), da função de sobrevivência (centro)
e da função de risco (direita) para diferentes valores dos parâmetros α e λ do modelo Weibull.
(Fonte: Elaborado pelo autor).

∙ Distribuição Exponencial Generalizada

A distribuição Exponencial Generalizada (Gupta & Kundu, 1999) pode ser uma boa
alternativa ao uso das tradicionais distribuições Exponencial e Weibull utilizadas na análise
de dados de sobrevivência (Boleta, 2012).

A distribuição Exponencial Generalizada de dois parâmetros tem função densidade de
probabilidade dada por:

f (t | α,λ ) = αλ (1− exp(−λ t))α−1 exp(−λ t), (2.19)

em que t > 0; α > 0 e λ > 0 são os parâmetros de forma e escala, respectivamente.

As funções de sobrevivência e de risco associadas a essa densidade são dadas, respectiva-
mente, por:

S(t | α,λ ) = P(T > t) = 1− (1− exp(−λ t))α (2.20)

e

λ =
f (t | α,λ )

S(t | α,λ )
=

αλ (1− exp(−λ t))α−1 exp(−λ t)
1− (1− exp(−λ t))α . (2.21)
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Na Figura 8 apresentamos os gráficos da função densidade, da função de sobrevivência e
da função de risco da distribuição Exponencial Generalizada. O objetivo destes gráficos é
verificar o comportamento desta distribuição para diferentes valores de seus parâmetros
α e λ .
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Figura 8 – Gráfico da função densidade de probabilidade (esquerda), da função de sobrevivência (centro) e
da função de risco (direita) para diferentes valores dos parâmetros α e λ do modelo Exponencial
Generalizada. (Fonte: Elaborado pelo autor).

2.1.2.4 Análise Bayesiana

Utilizando a metodologia Bayesiana para inferirmos sobre os parâmetros do modelo, e
assumindo que não há conhecimentos prévios sobre eles, utilizamos distribuições a priori pouco
informativas.

Consideramos que as marginais Tj têm distribuição Weibull com parâmetros α j e λi j =

exp(β0 j +β1 jxi), em que xi representa a covariável dicotômica do modelo, i = 1, ...,n e j = 1,2

Com o objetivo de garantir que a distribuição a posteriori conjunta seja própria, conside-
ramos uma distribuição a priori conjunta própria para os parâmetros do modelo e assumimos
distribuições a priori independentes. A densidade a priori conjunta de θ = (φ ,α1,α2,β1,β2),
em que β1 = (β01,β11) e β2 = (β02,β12), e ainda, φ é o vetor de parâmetros de dependência da
função cópula vista com detalhes na Seção 2.2, é dada por:

π(θ) = π(φ)
2

∏
j=1

π(α j)
2

∏
j=1

π(βj), (2.22)



40 Capítulo 2. Análise de Sobrevivência e Funções Cópulas

em que

π(βj) = π(β0 j,β1 j, ...,βq j) =
q

∏
k=0

2

∏
j=1

π(βk j), e (2.23)

q representa o número de covariáveis, j = 1,2 e k = 0, ...,q.

Combinando as distribuições a priori independentes (2.22) com a função de verossimi-
lhança (2.11), obtemos a distribuição conjunta a posteriori do vetor de parâmetros θ , π(θ |D),
em que D é o conjunto de dados observados. As estimativas dos parâmetros são dadas pelas
médias da distribuição a posteriori.

Esta densidade a posteriori conjunta é analiticamente intratável e suas condicionais não
são conhecidas. Assim, para inferência utilizamos métodos MCMC. Realizamos aplicações em
conjuntos de dados simulados e reais. Todas as implementações computacionais foram realizadas
utilizando os sistemas JAGS - Just Another Gibbs Sampler (Plummer, 2003) e R (R Core Team,
2019) por meio do pacote rjags (Denwood et al., 2016).

2.1.2.5 Critérios de Comparação de Modelos

Por diversas vezes pode não ser intuitivo avaliar a adequabilidade de um modelo a certo
conjunto de dados e/ou propor um melhor modelo para seus dados, por isso uma etapa importante
no processo de modelagem se deve ao estudo de metodologias para seleção e comparação de
modelos, a fim de, dentro de uma coleção de modelos, escolher o que mais se adequa ao seu
problema em estudo.

Na literatura encontramos diversas metodologias que se propõem a analisar essa ade-
quabilidade. Neste trabalho, assim como foi feito em Louzada et al. (2013), utilizamos quatro
critérios Bayesianos de seleção de modelos: o DIC (Deviance Information Criterion), o EAIC
(Expected Akaike Information Criterion), o EBIC (Expected Bayesian (ou Schwarz) Information

Criterion) e o LPML (Logarithm of the pseudomarginal likelihood).

Três desses critérios, o critério DIC proposto por Spiegelhalter et al. (2002), o EAIC
proposto por Brooks et al. (2002) e o EBIC por Carlin & Louis (2001), são baseados na média a

posteriori da deviance, E[D(θ)], que é uma medida de ajuste e que pode ser aproximada por:

D̄ =
1
M

M

∑
m=1

D(θm), (2.24)

sendo m indicando a m-ésima realização de um total de M realizações (após o burn-in) e D(θ) =

−2∑
n
i=1 ln( f (t1i, t2i|θ)), em que f (.) é a função densidade de probabilidade correspondente ao

modelo.

Dessa forma, os critérios EAIC, EBIC e DIC podem ser calculados, respectivamente, por
ÊAIC = D̄+2q, ÊBIC = D̄+q ln(n) e D̂IC = 2D̄− D̂, em que q é o número de parâmetros no
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modelo e D̂ = D
(

1
M ∑

M
q=1 θq

)
, que é um estimador para D{E(θ)}.

Comparando modelos alternativos, o modelo preferido é aquele com menor valor desses
critérios.

Um outro critério que será utilizado nesse trabalho é derivado das ordenadas da densidade
preditiva condicional (CPO) (Ibrahim et al., 2001).

Para o modelo proposto não é possível encontrar uma forma fechada de CPO. Entretanto,
uma estimativa Monte Carlo de CPO pode ser obtida por meio de uma simples amostra MCMC
a partir da distribuição a posteriori π(θ |D). Considere θ (1),θ (2), . . . ,θ (M) uma amostra de
tamanho M de π(θ |D) após o burn-in. Uma aproximação Monte Carlo de CPO é dada por:

ĈPOi =

(
1
M

M

∑
q=1

1

f (t1i, t2i|θ (q))

)−1

. (2.25)

Utilizamos a estatística LPML = ∑
n
i=1 log(ĈPOi) na seleção de modelos, em que maiores

valores de LPML indicam o melhor modelo.

2.1.2.6 Diagnóstico de Observações Influentes

Com início na análise de resíduos (Cox & Snell, 1968), várias metodologias de avaliar a
influência de uma observação no ajuste de um modelo foram sendo discutidas na literatura. Cox
& Weisberg (1982) propuseram uma forma de avaliação da influência de uma observação no
ajuste de um modelo por meio da exclusão de casos.

Sob pequenas perturbações no modelo e/ou nos dados, Cook (1986) propôs a avaliação
da influência conjunta das observações, ao invés da retirada individual ou conjunta de pontos.
Caso essas perturbações causem efeitos desproporcionais, pode-se ter evidências de que há um
mau ajuste do modelo, ou problemas com as suposições adotadas.

Técnicas de influência local têm sido amplamente utilizadas, por exemplo em Cancho
et al. (2010), Vidal & Castro (2010), Suzuki et al. (2012), Louzada et al. (2013) e Suzuki et al.
(2016).

Neste trabalho, vamos considerar a análise de influência de deleção de casos baseada na
divergência ψ . Seja Dψ(P;P(−i)) a divergência ψ entre P e P(−i), em que P indica a distribuição
a posteriori de θ para os dados completos e, P(−i) a distribuição a posteriori sem o i-ésimo caso.
Especificamente,

Dψ(P;P(−i)) =
∫

ψ

(
π(θ |D(−i))

π(θ |D)

)
π(θ |D)dθ , (2.26)

em que ψ é uma função convexa com ψ(1) = 0. Várias escolhas de ψ são dadas em Dey &
Birmiwal (1994). Por exemplo, ψ(z) =− log(z) define a divergência de Kullback-Leibler (K-
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L), ψ(z) = (z−1) log(z) a distância J (ou a versão simétrica da divergência de K-L), ψ(z) =

0,5|z−1| a distância variacional ou norma L1.

Temos que Dψ(P;P(−i)) pode ser calculado considerando uma amostra da distribuição a

posteriori de θ via métodos MCMC. Considere θ
(1), . . . ,θ (M) uma amostra de tamanho M de

π(θ |D). Então, uma estimativa Monte Carlo é dada por:

D̂ψ(P;P(−i)) =
1
M

M

∑
q=1

ψ

(
π(θ (q)|D(−i))

π(θ (q)|D)

)
. (2.27)

Dizemos que esta medida Dψ(P;P(−i)) define a divergência ψ do efeito da exclusão do
i-ésimo caso dos dados completos na distribuição a posteriori de θ .

Para um profissional na área médica, é uma tarefa muito difícil tentar avaliar o ponto
de corte da medida de divergência, de modo a determinar se uma observação ou um pequeno
subconjunto de observações é influente ou não. Sendo assim, usaremos a proposta dada por Peng
& Dey (1995) e Weiss (1996), em que uma moeda viesada com probabilidade de sucesso p é
considerada. Então, a divergência ψ entre a moeda viesada e a não viesada é:

Dψ( f0; f1) =
∫

ψ

(
f0(x)
f1(x)

)
f1(x)dx, (2.28)

em que f0(x) = px(1− p)1−x e f1(x) = 0,5 para x = 0,1. Se Dψ( f0, f1) = dψ(p), então pode
ser facilmente verificado que dψ satisfaz a seguinte equação:

dψ(p) =
ψ(2p)+ψ(2(1− p))

2
. (2.29)

Observa-se que, para as medidas de divergência consideradas, dψ aumenta à medida que p

afasta-se de 0,5. Além disso, dψ(p) é simétrica em torno de p = 0,5 e dψ atinge seu mínimo em
p = 0,5. Neste ponto, dψ(0,5) = 0 e f0 = f1. Portanto, se considerarmos p > 0,80 (ou p ≤ 0,20)
como uma moeda muito viciada, então dL1(0,80) = 0,30. Esta relação implica que o i-ésimo
caso é considerado influente quando dL1(0,80)> 0,30.

Assim, se usarmos a divergência de Kullback-Leibler, podemos considerar que uma
observação é influente quando dK-L > 0,223. Da forma análoga, utilizando a distância J, uma
observação na qual dJ > 0,416 pode ser considerada influente.

2.2 Funções Cópulas
Nesta seção apresentamos uma breve introdução sobre as funções cópulas, bem como

alguns de seus resultados básicos. O uso destas funções permite a construção da distribuição
conjunta de uma variável multivariada com as distribuições marginais conhecidas.

Há duas maneiras básicas de dizer o que são cópulas. Primeiramente, cópulas são funções
que ligam (conectam) a função distribuição conjunta com suas funções distribuição marginais
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univariadas. Alternativamente, cópulas são funções distribuição multivariadas cujas marginais
unidimensionais são Uniformes em [0,1]. As cópulas representam uma abordagem útil para
modelar e entender o fenômeno de dependência, ressaltando sua estrutura.

As referências básicas para o estudo destas funções são os livros de Cherubini et al.
(2004), Nelsen (2006), Kolev et al. (2006) e Jaworski et al. (2010).

A seguir apresentamos alguns conceitos em relação as cópulas e suas propriedades.

Definição 2.2.1. Uma cópula é uma distribuição multivariada cujas marginais são Uniforme

(0,1). Considerando o vetor aleatório U = (U1, . . . ,Un) ∈ In com cópula n-dimensional C, temos:

C(u1, . . . ,un | φ) = P(U1 ≤ u1, . . . ,Un ≤ un | φ), (2.30)

em que φ é o parâmetro, ou vetor de parâmetros, associado à função cópula.

O Teorema de Sklar (Sklar, 1959) enunciado a seguir, é um dos resultados mais impor-
tantes referente a teoria e aplicações de cópulas, em que a partir deste, temos que uma cópula
conecta as distribuições marginais univariadas formando uma distribuição multivariada, ou então
que uma função distribuição multivariada pode ser decomposta nas marginais univariadas e na
estrutura de dependência dada pela cópula.

Teorema 2.2.1. Seja H uma função de distribuição conjunta com marginais F1(t1), ...,

Fn(tn). Então existe uma cópula n-dimensional C tal que:

H(t1, . . . , tn | φ) =C(F1(t1), . . . ,Fn(tn) | φ). (2.31)

Se F1(t1), . . . ,Fn(tn) são todas absolutamente contínuas, então C é única.

Reciprocamente, se C é uma cópula n-dimensional e F1(t1), . . . ,Fn(tn) são funções de
distribuição, então a função H é uma função de distribuição conjunta n-dimensional.

Atualmente, a classe de cópulas Arquimedianas é a mais utilizada na prática, pois
sua representação permite reduzir o estudo de cópula multivariada ao estudo de uma função
univariada ϕ , comumente chamada de gerador de uma cópula Arquimediana. Além disso, a
classe de cópulas Arquimedianas é bastante flexível, permitindo a modelagem de diversas formas
de dependência, incluindo assimetria e dependência nas extremidades. Alguns exemplos dessas
cópulas são a de Clayton (Clayton, 1978), a de Frank (Frank, 1979), a de Gumbel-Hougard
(Hougaard, 1986) e a de Ali-Mikhail-Haq (AMH) (Ali, Mikhail and Haq, 1978).

Nesse contexto, uma distribuição bivariada pertence à família de cópulas Arquimedianas
se tem a seguinte representação:

Cφ (u,v) = ϕ(ϕ(u)−1 +ϕ(v)−1), 0 ≤ u,v ≤ 1, (2.32)
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em que ϕ(t) assume valores entre 0 e 1, limt→0 ϕ(t) = 1, ϕ ′(t) é estritamente decrescente, ϕ ′′(t)

é estritamente crescente e φ é o parâmetro de dependência da cópula.

Todas as cópulas Arquimedianas usualmente encontradas possuem expressões com forma
fechada. O Teorema 2.2.2 é um importante resultado em relação às cópulas Arquimedianas, pois
apresenta algumas propriedades que este tipo de cópula possui.

Teorema 2.2.2. Seja C uma cópula Arquimediana com gerador ϕ . Então:

1. C é simétrica, isto é, C(u,v) =C(v,u) para todo u,v ∈ I;

2. C é associativa, isto é, C(C(u,v),w) =C(u,C(v,w)) para todo u,v,w ∈ I;

3. Se c > 0 é uma constante qualquer, então cϕ é também um gerador de C.

2.2.1 Dependência

Aqui, serão exploradas formas com as quais as funções cópulas podem ser usadas no
estudo de dependência ou associação entre variáveis aleatórias.

2.2.1.1 Concordância

Seja (xi,yi) e (x j,y j) duas observações de um vetor (X ,Y ) de variáveis aleatórias contí-
nuas. Dizemos que (xi,yi) e (x j,y j) são concordantes se xi < x j e yi < y j, ou se xi > x j e yi > y j.
Por outro lado, dizemos que (xi,yi) e (x j,y j) são discordantes se xi < x j e yi > y j ou se xi >

x j e yi < y j. De maneira análoga, (xi,yi) e (x j,y j) são concordantes se (xi − x j)(yi − y j)> 0 e
discordantes se (xi − x j)(yi − y j)< 0, (Nelsen, 2006). As principais medidas de concordância
são o tau de Kendall e o rho de Spearman, dadas a seguir.

∙ Tau de Kendall: De acordo com Kruskal (1958), Hollander & Wolfe (1973) e Lehmann
(1975), o tau de Kendall é dado em termos de concordância da seguinte forma: considere
uma amostra aleatória {(x1,y1),(x2,y2), ...,(xn,yn)} de n observações de um vetor (X ,Y )

de variáveis aleatórias contínuas. Há

(
n

2

)
pares distintos (xi,yi) e (x j,y j) de observações

na amostra, sendo cada par concordante ou discordante. Considere c o número de pares
concordantes e d o número de pares discordantes. Então, o tau de Kendall para a amostra
é definido como:

t =
c−d
c+d

. (2.33)

Equivalentemente, t é a probabilidade da concordância menos a probabilidade da dis-
cordância para um par de observações (xi,yi) e (x j,y j) que é escolhido aleatoriamente
da amostra. A versão populacional do tau de Kendall para o vetor (X ,Y ) de variáveis
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aleatórias contínuas com função de distribuição conjunta H é definida de maneira análoga.
Sejam (X1,Y1) e (X2,Y2) vetores aleatórios independentes e identicamente distribuídos,
cada um com função de distribuição conjunta H. Então a versão populacional do tau
de Kendall é definida como a probabilidade da concordância menos a probabilidade da
discordância:

τ = τX ,Y = P[(X1 −X2)(Y1 −Y2)> 0]−P[(X1 −X2)(Y1 −Y2)< 0]. (2.34)

Apresentamos, no Teorema 2.2.3, a expressão da versão populacional do tau de Kendall
para X e Y .

Teorema 2.2.3. Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas cuja cópula é C. Então a

versão populacional do tau de Kendall para X e Y (denotado por τX ,Y ou τC) é dada por:

τX ,Y = τC = 4
∫ ∫

I2
C(u,v)dC(u,v)−1. (2.35)

∙ Rho de Spearman: Para obtermos a versão populacional da medida do rho de Spearman
(Kruskal, 1958; Lehmann, 1966), considere (X1,Y1),(X2,Y2) e (X3,Y3) três vetores aleató-
rios independentes com uma função de distribuição conjunta H comum (cujas marginais
são F e G) e cópula C. A versão populacional ρX ,Y do rho de Spearman é definida como
sendo proporcional a probabilidade da concordância menos a probabilidade da discor-
dância para os dois vetores (X1,Y1) e (X2,Y3), isto é, um par de vetores com as mesmas
marginais, mas um vetor tem função de distribuição H, enquanto os componentes do outro
são independentes:

ρ = ρX ,Y = 3(P[(X1 −X2)(Y1 −Y3)> 0]−P[(X1 −X2)(Y1 −Y3)< 0]). (2.36)

Note que, enquanto a função de distribuição conjunta de (X1,Y1) é H(x,y), a função de
distribuição conjunta de (X2,Y3) é F(x)G(y), já que X2 e Y3 são independentes.

No Teorema 2.2.4 temos a expressão da versão populacional do rho de Spearman para
X e Y .

Teorema 2.2.4. Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas cuja cópula é C. Então, a

versão populacional do rho de Spearman para X e Y (denotado por ρX ,Y ou ρC) é dada

por:

ρX ,Y = ρC = 12
∫ ∫

I2
C(u,v)dudv−3. (2.37)
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2.2.2 Alguns Exemplos de Cópulas Arquimedianas

Nesta seção apresentamos algumas das principais cópulas Arquimedianas existentes.

∙ Cópula de Clayton: A cópula Arquimediana bivariada de Clayton (Clayton, 1978), tem a
seguinte forma:

Cφ (u,v) = (u−φ + v−φ −1)−
1
φ ,φ ∈ R+. (2.38)

Para φ tendendo a 0 temos Cφ (u,v) = uv, que denota independência. Além disso, a sua
função geradora é dada por:

ϕ(t) =
1
φ
(t−φ −1), (2.39)

e sua medida de concordância tau de Kendal é τφ = φ

φ+2 .

Na Figura 9, observamos o comportamento da cópula de Clayton a partir dos gráficos
de superfície da densidade, do contorno e de dispersão para um valor de parâmetro de
dependência φ = 0,8.
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Figura 9 – Gráfico de superfície da densidade, contorno e dispersão para a cópula de Clayton. (Fonte:
Elaborado pelo autor).
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∙ Cópula de Gumbel: A cópula bivariada de Gumbel (Hougaard, 1986), tem a forma:

Cα(u,v) = exp
{
−
[
(−logu)1/α +(−logv)1/α

]α}
,α ≥ 1. (2.40)

Para α , parâmetro de dependência da cópula, tendendo a 1 temos Cα(u,v) = uv, que
denota independência. Além disso, a sua função geradora é dada por:

ϕ(t) = (−log(t))α , (2.41)

e sua medida de concordância tau de Kendal é τα = 1−α .

Na Figura 10, observamos o comportamento da cópula de Gumbel a partir dos gráficos
de superfície da densidade, do contorno e de dispersão para um valor de parâmetro de
dependência α = 1,5.
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Figura 10 – Gráfico de superfície da densidade, contorno e dispersão para a cópula de Gumbel. (Fonte:
Elaborado pelo autor).

∙ Cópula Gaussiana Inversa: A cópula bivariada Gaussiana Inversa (Schlösser A., 2011),
tem a forma:

Cη(u,v) = exp
{
−2
[
η

1/2(b(u)2 +b(v)2 −η
)1/2 −η

]}
(2.42)

em que b(s) = η1/2 − (1/2)η−1/2log(s), sendo η o parâmetro de dependência.

O valor η → ∞ representa independência, ou seja, Cη(u,v) = uv.

Além disso, a sua função geradora é dada por:

ϕ(t) =
1
4

η
−1(log(t))2 − log(t). (2.43)

O tau de Kendall para a cópula Gaussiana Inversa não tem forma fechada e pode ser obtido
numericamente mas, sabe-se que τη ∈ (0;0,5).
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2.3 O Modelo de Sobrevivência PVF Bivariado
A distribuição Power Variance Function (PVF) univariada de três parâmetros foi sugerida

pela primeira vez por Tweedie (1984) e derivada, independentemente, como uma extensão da
distribuição estável positiva por Hougaard (1986). Mallick & Ravishanker (2006) descreveram
uma abordagem Bayesiana ao modelo de fragilidade PVF assumindo distribuições Exponenciais
para o risco base. Abordagens clássicas foram exploradas em Hougaard (2000), Duchateau &
Janssen (2008) e Wienke (2010). Uma mistura univariada da distribuição de fragilidade Weibull e
PVF foi aplicada em Wasinrat et al. (2013) e uma mistura Weibull-PVF bivariada foi considerada
em Hanagal (2009).

Uma variável aleatória W possui distribuição PVF de três parâmetros se sua função
densidade de probabilidade for dada por:

f(w | α,δ ,θ) =− 1
πw

exp(−θw+δθ
α/α)

∞

∑
k=1

Γ(kα +1)
Γ(k+1)

(
−w−αδ

α
)ksin(kπ), 0 < α < 1,δ > 0,θ ≥ 0.

(2.44)

A transformada de Laplace LW (s) = E[exp(−sW )] de W é dada por:

LW (s) = exp
{
− δ

α
[(θ + s)α −θ

α ]
}
.

No caso p-variado, sejam T1, . . . ,Tp variáveis aleatórias contínuas não negativas com
funções de sobrevivência S1, . . . ,Sp. Se T1, . . . ,Tp são condicionalmente independentes dado
uma variável aleatória W , não negativa, em um modelo de fragilidade, isto é, S(t1, . . . , tp | w) =

∏
p
j=1 S j(t j | w) = ∏

p
j=1 Ḡw

j , em que Ḡ j são as funções de sobrevivências basais, então a função
de sobrevivência conjunta tem a seguinte representação de cópula Arquimediana (Oakes, 1989):

S(t1, . . . , tp) =Cφ (S1(t1), . . . ,Sp(tp)) = φ
−1
[ p

∑
j=1

φ(S j(t j))
]
,

com gerador da cópula Cφ dado por φ(.) = L−1
W (.), a inversa da transformada de Laplace de W .

Isso é visto a partir da representação da cópula de sobrevivência:

C(u1, . . . ,up) = S
(

S−1
1 (u1), . . . ,S−1

p (up)
)
,

em que S−1
j = Ḡ−1

j

(
exp(−L−1

W (u j))
)
,0 < u j < 1, j = 1, . . . , p.

As distribuições de fragilidade comumente usadas são a distribuição estável positiva,
Gaussiana Inversa e Gama. Ao considerar uma distribuição de fragilidade da família da distribui-
ção PVF, englobamos essas distribuições de fragilidade comuns.

Como apontado por Romeo (2017), para tornar os parâmetros identificáveis, estabe-
lecemos δ = η1−α e θ = η com α ∈ (0,1) e η > 0. Assim, a transformada de Laplace de
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W ∼ PV F(α,η) é dada por:

φ
−1(s) = exp

{
− 1

α

[
η

1−α(η + s)α −η

]}
.

Se η = 0 obtemos a transformada de Laplace da distribuição estável positiva com parâ-
metro α ∈ (0,1), isto é, LW (s) = exp(−sα). A distribuição Gaussiana Inversa é obtida fazendo
α = 0.5 com LW (s) = exp{2η [1−(1+sη−1)1/2]}. E, no caso quando α → 0 a transformada de
Laplace se reduz à transformada de Laplace de uma distribuição Gama com média 1 e variância
η > 0, isto é, LW (s) = (1+ sη)−1/n (Duchateau & Janssen, 2008).

Observação 2.3.1. A transformada de Laplace é LW (s) = E[exp(−sW )] e caracteriza a distri-

buição. Basta tomar −s = t que temos a função geradora de momentos MW (t) = E[exp(tW )].

Observação 2.3.2. O gerador da cópula Cφ é dado por φ(.) = L−1
W (.), a inversa da transformada

de Laplace de W.

Definindo g(s) = ηα −αηα−1log(s) como a inversa da transformada de Laplace de W ,
o gerador da cópula PVF é dado por φ(s) = g(s)

1
α −η . A função cópula multivariada PVF pode

ser escrita como:

Cα,η(u1, . . . ,up) = exp
{
− 1

α

[
η

1−α

( p

∑
j=1

g(u j)
1/α − (p−1)η

)α

−η

]}
,

em que u j = S j(t j).

Quando p = 2, a cópula bivariada PVF, com parâmetros de dependência α e η , é dada
por:

Cα,η(u1,u2) = exp
[
− 1

α

[
η

1−α(g(u1)
1/α +g(u2)

1/α −η)α −η

]]
.

Essa cópula contém, como casos especiais, as cópulas de Gumbel, Gaussiana Inversa e
Clayton.

O modelo de cópula PVF permite apenas a modelagem da dependência positiva. Deve-se
ressaltar que os tempos de sobrevivência bivariados (T1,T2) são independentes se α → 1 para
todos η ∈ R+ ou quando η → ∞ para todos α ∈ (0,1). A cópula de comonotonicidade, isto é,
τ → 1, é obtida quando ambos os parâmetros vão para zero.

Para a cópula PVF, o coeficiente tau de Kendall não tem uma expressão de forma fechada,
mas pode ser calculado numericamente e é dado por (Romeo, 2017)

τ = 1+4
∫ 1

0

ϕ(t)
ϕ

′
(t)

dt = 1− 4
ηα−1

∫ 1

0

g(t)1/α −η

g(t)1/α−1 dt,

em que ϕ
′
(s) =−ηα−1g(s)1/α−1s−1.
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A Figura 11 mostra os gráficos de dispersão de 1000 simulações de uma cópula PVF
para diferentes valores de tau de Kendall, 0,9; 0,7; 0,5 e 0,2, respectivamente.
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Figura 11 – Gráfico de dispersão com τ = 0,9 (superior esquerdo), τ = 0,7 (superior direito), τ = 0,5
(inferior esquerdo) e τ = 0,2 (inferior direito). (Fonte: Elaborado pelo autor).
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CAPÍTULO

3
MODELO DE SOBREVIVÊNCIA PVF

BIVARIADO COM MARGINAIS WEIBULL

Nesta seção, estudamos o modelo de sobrevivência PVF bivariado considerando que
ambas as distribuições marginais têm distribuição Weibull.

Realizamos um estudo de simulação com a presença de covariáveis, considerando o caso
com e sem censura. Por fim, mostramos a aplicabilidade do modelo a um conjunto de dados
reais.

3.1 Simulação
Um resultado importante nos conceitos de cópulas e na parte de simulação é a Transfor-

mada Integral de Probabilidade.

Definição 3.1.1. Seja X uma variável aleatória com função distribuição F(x) = P(X ≤ x) para

x ∈ R. Suponha que F(x) seja contínua. Então, para u ∈ (0,1), existe um valor mínimo único

x(u), tal que F(x(u)) = u. Formalmente,

x(u) = F−1(u) = in f{x;F(x)≥ u},

o qual define a função distribuição inversa. Então F(x)≤ u se, e somente se, x ≤ F−1(u). Uma

vez que F(x) é não decrescente e contínua então sua inversa F−1(u) também é não decrescente

e contínua sobre u ∈ (0,1). Portanto,

P(F(X)≤ u) = P(X ≤ F−1(u)) = F(F−1(u)) = u

e

P(F(X)≤ u) =

{
1 , para u ≥ 1
0 , para u < 0
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Consequentemente, F(X) tem distribuição uniforme em [0,1].

A transformação U = F(X) é conhecida como transformada integral de probabilidade
e tem aplicações importantes em simulação computacional quando é necessário se gerar uma
amostra aleatória de uma dada distribuição de probabilidade (dos Anjos et al, 2004).

Partindo do pressuposto de que os parâmetros do modelo são conhecidos, geramos
conjuntos de dados para estudar as propriedades dos estimadores Bayesianos. O objetivo deste
estudo de simulação é verificar o bom comportamento das estimativas Bayesianas, com base na
média a posteriori, além de realizar comparação de modelos por meio das medidas EAIC, EBIC,
DIC e LPML.

Para simular n observações (ti1, ti2) do modelo baseado na cópula PVF, assumindo que
as marginais T1 e T2 têm distribuição Weibull, com parâmetros α j, η e λi j = exp(β0 j +β1 jxi),
j = 1,2, realizamos os seguintes passos:

Passo 1: Faça i = 1 e fixe o tamanho da amostra n.

Passo 2: Gerar as covariáveis xi de uma distribuição de Bernoulli com parâmetro 0,5.

Passo 3: Gerar os tempos de censura Ci j a partir de uma distribuição Uniforme U(0;τ j),
com τ j controlando o percentual de observações censuradas, j = 1,2.

Passo 4: Gerar u1 ∼ U(0,1) para obter Ti1 e calcular ti1 da seguinte forma: Ti1 =

(−log(1− u1)/λ1)
1/α1 . Comparar Ti1 com o valor de censura Ci1 a fim de determinar o in-

dicador de censura δi1 e o valor observado dado por ti1 = min(Ti1;Ci1).

Passo 5: Gerar u2 ∼ U(0,1) e obter w ∈ (0,1), em que w é a solução da equação não
linear u2 − ∂C(u1,w)

∂u1
= 0.

Passo 6: Obter Ti2 da seguinte forma: Ti2 = (−log(1−w)/λ2)
1/α2 . Comparar Ti2 com o

valor de censura Ci2 a fim de determinar o indicador de censura δi2 e o valor observado dado por
ti2 = min(Ti2;Ci2).

Passo 7: Faça i = i+1. Se i = n pare. Caso contrário, retorne ao passo 2.

No R, podemos usar o pacote rootSolve para encontrar a solução da equação não linear.
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3.1.1 Estudo de simulação para casos sem censura

Neste estudo de simulação, geramos os conjuntos de dados assumindo ausência de dados
censurados, (0%,0%), para três diferentes tamanhos de amostras N = 100,200 e 300. Para cada
caso, geramos 200 conjuntos Monte Carlo (amostras) de dados.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para o amostrador
de Gibbs: α j ∼ Gama(0,1;0,1), βi j ∼ N(0,103), i = 0,1 e j = 1,2. Assumimos φ ∼ Beta(1;1)
e η ∼ Gama(0,1;0,1) para os parâmetros da cópula.

Para o modelo com marginais Weibull foram considerados os seguintes valores para os
parâmetros: α1 = 5, β01 =−1, β11 = 0,5, α2 = 3, β02 = 1,5, β12 =−0,5, η = 1 e φ = 0,2.

Para cada conjunto de dados gerados, consideramos duas cadeias de tamanho 30.000.
Para eliminar o efeito dos valores iniciais, foram desconsideradas as primeiras 10.000 iterações.
Para evitar problemas de autocorrelação, considerou-se um salto de tamanho 10, obtendo uma
amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferência a posteriori é baseada. Para cada
amostra, a média e o desvio-padrão a posteriori dos parâmetros são obtidos.

A convergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
por Cowless & Carlin (1996), por meio do pacote CODA (Plummer et al., 2006). Em todos
os casos, a convergência foi verificada por meio do diagnóstico de Gelman-Rubin (Gelman &
Rubin, 1992) sendo muito próximo a 1 (≤ 1,01).

Na Tabela 1 temos a média MC das estimativas dos parâmetros ajustando a cópula
PVF com distribuição marginal Weibull para o caso sem censura, (0%,0%), juntamente com
o percentual de cobertura (PC) para cada parâmetro e o erro quadrático médio (EQM) para
três tamanhos de amostras simuladas (N = 100, N = 200 e N = 300). Podemos observar que o
percentual de cobertura está próximo, em média, de 0,95 e os resultados são, em média, melhores
para tamanhos de amostras maiores, em que o EQM diminui com o aumento da amostra.
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Tabela 1 – Média MC, percentual de cobertura (PC) e EQM das estimativas dos parâmetros ajustando o
modelo de PVF bivariado com marginais Weibull para as diferentes configurações de tamanhos
de amostras simuladas.

Parâmetro Valor real
N = 100 N = 200 N = 300

Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM
β01 -1 -1,030 0,95 0,033 -1,007 0,99 0,013 -1,001 0,98 0,011
β02 1,5 1,524 0,98 0,023 1,511 0,94 0,014 1,513 0,96 0,008
β11 0,5 0,524 0,95 0,040 0,518 0,95 0,019 0,496 0,95 0,014
β12 -0,5 -0,479 0,99 0,035 -0,507 0,97 0,020 -0,518 0,98 0,011
α1 5 5,119 0,91 0,188 5,032 0,96 0,064 5,030 0,94 0,051
α2 3 3,073 0,92 0,065 3,029 0,96 0,025 3,016 0,96 0,016
φ 0,2 0,372 0,96 0,048 0,302 0,97 0,026 0,254 0,97 0,013
η 1 0,970 0,94 0,197 0,890 0,95 0,112 0,970 0,95 0,099

3.1.1.1 Diagnóstico de Observações Influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnóstico, geramos uma amostra de
tamanho 200 para o modelo de cópula PVF bivariado com marginais Weibull, considerando os
seguintes valores para os parâmetros: β01 =−1,0, β11 = 0,5, α1 = 1,5, β02 = 1,5, β12 =−0,5,
α2 = 1.5, η = 1 e φ = 0,2.

Selecionamos os casos 50,100 e 175 para perturbação. Para criar observações artificial-
mente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou três destes casos selecionados.
Para cada caso, perturbamos os dois tempos de vida da seguinte forma: t̃ jb = t jb + 5Dt , j =

1,2 e b ∈ {50,100,175}, em que Dt é o desvio-padrão dos ti’s.

Para a implementação do algoritmo MCMC, assim como a verificação da convergência
das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente na Seção 3.1.

Na Tabela 2 vemos que as inferências a posteriori são sensíveis à perturbação do(s)
caso(s) selecionado(s), em que o conjunto de dados (a) denota os dados originais simulados sem
nenhuma perturbação e os resultados estão mais próximos dos reais valores considerados como
parâmetros, e os casos (b) a (h) denotam os conjuntos de dados com pelo menos algum caso
perturbado, em que os valores simulados diferem bastante dos valores dos parâmetros reais.
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A Tabela 3 evidência que que o conjunto de dados (a), sem nenhum caso perturbado, teve
o melhor ajuste de acordo com todos os critérios Bayesianos dentre todos os diferentes casos de
conjuntos de dados.

Tabela 3 – Critérios Bayesianos ajustando o modelo de sobrevivência PVF bivariado para cada conjunto
de dados simulados.

Conjunto de dados DIC EAIC EBIC LPML

a 935,559 901,523 927,909 -466,600
b 993,120 976,720 1003,106 -495,848
c 1079,412 1050,788 1077,174 -542,966
d 1034,990 1013,013 1039,400 -522,678
e 1043,962 1029,007 1055,393 -520,487
f 1010,953 1001,316 1027,702 -507,263
g 1077,337 1055,734 1082,121 -540,676
h 1038,550 1025,062 1051,448 -516,611

Consideramos as amostras da distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo de
sobrevivência PVF bivarido para obter uma estimativa das três medidas de divergência apresen-
tadas. Os resultados da Tabela 4 mostram que todos os casos que não foram perturbados tiveram
pequenas medidas de divergência, mesmo quando fazem parte do conjunto de dados com algum
caso perturbado, entretanto evidenciam que as três medidas aumentam e detectam quando algum
caso é influente.
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Tabela 4 – Medidas de divergência para os dados simulados.

Conjunto de dados Casos perturbados dK−L dJ dL−1

a
50 0,247 0,520 0,278

100 0,083 0,172 0,162
175 0,099 0,205 0,177

b
50 2,136 5,021 0,734

100 0,051 0,103 0,129
175 0,066 0,132 0,147

c
50 0,247 0,516 0,280

100 0,628 1,423 0,447
175 0,086 0,176 0,167

d
50 0,240 0,489 0,277

100 0,068 0,136 0,149
175 2,224 6,464 0,780

e
50 1,341 3,014 0,615

100 0,851 1,836 0,513
175 0,059 0,12 0,137

f
50 2,442 6,068 0,784

100 0,026 0,051 0,090
175 2,462 5,998 0,796

g
50 0,199 0,407 0,249

100 0,627 1,575 0,440
175 1,552 4,214 0,683

h
50 1,252 2,655 0,587

100 0,703 1,552 0,472
175 1,367 2,976 0,634

A Figura 19 mostra os gráficos de índices das três medidas de divergência para os casos
(b) e (f). Claramente, podemos ver que as três medidas de divergência detectaram os pontos
influentes.
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Figura 12 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (b) (superior) e (f)
(inferior). (Fonte: Elaborado pelo autor).

3.1.2 Estudo de simulação para casos com censura

Neste estudo de simulação, geramos os conjuntos de dados assumindo a presença de
dados censurados, (15%,15%), para três diferentes tamanhos de amostras N = 100,200 e 300.
Para cada caso, geramos 200 conjuntos Monte Carlo (amostras) de dados.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para o amostrador
de Gibbs: α j ∼ Gama(0,1;0,1), βi j ∼ N(0,103), i = 0,1 e j = 1,2. Assumimos φ ∼ Beta(1;1)
e η ∼ Gama(0,1;0,1) para os parâmetros da cópula.

Para o modelo com marginais Weibull foram considerados os seguintes valores para os
parâmetros: α1 = 5, β01 =−0,5, β11 = 1, α2 = 3, β02 =−1, β12 = 2, η = 1 e φ = 0,2.

Para cada conjunto de dados gerados, consideramos duas cadeias de tamanho 30.000.
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Para eliminar o efeito dos valores iniciais, foram desconsideradas as primeiras 10.000 iterações.
De forma análoga ao caso anterior, para evitar problemas de autocorrelação, considerou-se um
salto de tamanho 10, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferência a

posteriori é baseada. Para cada amostra, a média e o desvio-padrão a posteriori dos parâmetros
são obtidos.

A convergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
por Cowless & Carlin (1996), por meio do pacote CODA (Plummer et al., 2006). Em todos
os casos, a convergência foi verificada por meio do diagnóstico de Gelman-Rubin (Gelman &
Rubin, 1992) sendo muito próximo a 1 (≤ 1,01).

Na Tabela 5 temos a média MC das estimativas dos parâmetros ajustando a cópula
PVF com distribuição marginal Weibull para o caso considerando censura, (15%,15%), e três
tamanhos de amostras simuladas (N = 100, N = 200 e N = 300). Apesar de individualmente
algumas estimativas dos parâmetros não ficarem mais próximas conforme aumenta o tamanho da
amostra, o EQM dessas estimativas diminuem com o aumento do tamanho da amostra, indicando
que o aumento da amostra faz com que as estimativas sejam melhores avaliando-se o erro médio.
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Tabela 5 – Média MC, percentual de cobertura (PC) e EQM das estimativas dos parâmetros ajustando o
modelo de PVF bivariado com marginais Weibull para as diferentes configurações de tamanhos
de amostras simuladas para o caso com censura.

Parâmetro Valor real
N = 100 N = 200 N = 300

Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM
β01 -0,5 -0,463 0,98 0,042 -0,417 0,98 0,025 -0,416 1,00 0,021
β02 -1 -0,867 0,99 0,065 -0,854 0,99 0,047 -0,856 0,99 0,039
β11 1 1,015 0,98 0,055 0,975 0,94 0,035 0,973 0,94 0,022
β12 2 1,941 0,93 0,109 1,929 0,93 0,052 1,921 0,90 0,037
α1 5 5,131 0,96 0,267 5,038 0,95 0,106 5,022 0,98 0,065
α2 3 3,023 0,90 0,126 2,996 0,93 0,044 2,979 0,95 0,024
φ 0,2 0,445 0,95 0,083 0,358 0,95 0,044 0,295 0,98 0,023
η 1 1,145 0,97 0,656 0,968 0,97 0,204 1,021 0,98 0,122

3.1.2.1 Diagnóstico de Observações Influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnóstico, geramos uma amostra de
tamanho 200 para o modelo de cópula PVF bivariado com marginais Weibull, considerando os
seguintes valores para os parâmetros: β01 =−1,0, β11 = 0,5, α1 = 2, β02 = 1,5, β12 =−0,5,
α2 = 0.5, η = 1 e φ = 0,2.

Selecionamos os casos 45,90 e 160 para perturbação, em que nos casos 45 e 90 são
observados ambos tempos de falha e o caso 160 apresenta os dois tempo censurados. Para criar
observações artificialmente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou três destes
casos selecionados. Para cada caso, perturbamos os dois tempos de vida da seguinte forma:
t̃ jb = t jb +5Dt , j = 1,2 e b ∈ {45,190,160}, em que Dt é o desvio-padrão dos ti’s.

Para a implementação do algoritmo MCMC, assim como a verificação da convergência
das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente na Seção 3.1.

Na Tabela 6 vemos que as inferências a posteriori são sensíveis à perturbação do(s)
caso(s) selecionado(s), em que o conjunto de dados (a) denota os dados originais simulados sem
nenhuma perturbação, e os casos (b) a (h) denotam os conjuntos de dados com pelo menos algum
caso perturbado. Observamos que o melhor ajuste considerando a coleção de todos os parâmetros
do modelo foi dado no conjunto de dados (a), sem nenhuma perturbação, principalmente nos
parâmetros β01 que teve estimativa igual a −0,919 contra −0,582 como estimativa para o caso
em que perturbamos apenas a observação 45 no caso (b), por exemplo. Essa grande superioridade
no ajuste também é observada em outros parâmetros como, por exemplo, β02, β12 e η .
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A Tabela 7 evidencia que o conjunto de dados (a), sem nenhum caso perturbado teve o
melhor ajuste de acordo com todos os critérios Bayesianos dentre todos os diferentes conjuntos
de dados.

Tabela 7 – Critérios Bayesianos ajustando o modelo de sobrevivência PVF bivariado para cada conjunto
de dados simulados com censura

Conjunto de dados DIC EAIC EBIC LPML

a 1435,822 1413,754 1440,140 -718,113
b 1493,664 1465,901 1492,288 -756,026
c 1524,370 1492,797 1519,183 -775,590
d 1547,010 1522,792 1549,179 -777,673
e 1524,370 1492,797 1519,183 -775,590
f 1547,010 1522,792 1549,179 -777,673
g 1571,034 1538,979 1565,366 -796,161
h 1741,763 1691,360 1717,746 -884,941

Consideramos as amostras da distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo de
sobrevivência PVF bivariado para obter uma estimativa das três medidas de divergência apresen-
tadas. Os resultados da Tabela 8 mostram que todos os casos que não foram perturbados tiveram
pequenas medidas de divergência, mesmo quando fazem parte do conjunto de dados com algum
caso perturbado, entretanto evidenciam que as três medidas aumentam e detectam quando algum
caso é influente.
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Tabela 8 – Medidas de divergência para os dados simulados com censura.

Dados Perturbados dK−L dJ dL−1

a
45 0,210 0,441 0,260
90 0,183 0,384 0,244

160 0,368 0,753 0,341

b
45 1,344 4,786 0,654
90 0,109 0,227 0,187

160 0,277 0,576 0,298

c
45 0,147 0,318 0,218
90 1,028 2,61 0,569

160 0,327 0,685 0,321

d
45 0,136 0,280 0,209
90 0,129 0,265 0,204

160 0,699 1,883 0,476

e
45 0,595 1,460 0,434
90 0,623 1,533 0,444

160 0,335 0,696 0,325

f
45 1,061 2,712 0,592
90 0,105 0,220 0,184

160 0,651 1,829 0,447

g
45 0,111 0,238 0,188
90 1,385 3,608 0,678

160 1,164 3,290 0,622

h
45 0,588 1,567 0,441
90 0,607 1,634 0,448

160 0,605 1,602 0,438

A Figura 13 mostra os gráficos de índices das três medidas de divergência para os casos
(d) e (h). Claramente, podemos ver que as três medidas de divergência detectaram os pontos
influentes, mesmo o caso (d) tendo a observação 160 com ambos os tempos censurados.

3.2 Aplicação a Dados Reais

Nesta seção, aplicamos o modelo proposto a um conjunto de dados reais de retinopatia
diabética (The Diabetic Retinopathy Study Research Group, 1976).

3.2.1 Dados Reais de Retinopatia Diabética

A retinopatia diabética é uma complicação que ocorre quando o excesso de glicose no
sangue danifica os vasos sanguíneos de dentro da retina, tornando esta doença uma das principais
causas de cegueira no mundo e os diabéticos 25 vezes mais propensos de se tornarem cegos do
que os não diabéticos.
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Figura 13 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (d) (superior) e (h)
(inferior). (Fonte: Elaborado pelo autor).

O sintoma mais comum é a vista embaçada, sendo que a perda visual pode ser um
sintoma tardio, expressando a gravidade da situação.

O interesse do estudo é verificar a eficácia do tratamento de fotocoagulação com raio
laser, para a retinopatia diabética, em retardar o aparecimento da cegueira. Para esta análise do
tratamento foi realizada uma pesquisa composta por 197 pacientes (The Diabetic Retinopathy
Study Research Group, 1976).

O tratamento foi aleatoriamente atribuído para um olho de cada paciente. O olho que não
recebeu tratamento foi considerado como controle. A censura foi causada por morte, abandono
ou término do estudo, sendo que estas observações censuradas aconteceram em 73% dos olhos
tratados e 49% dos olhos não tratados.

A idade no início da diabete foi considerada como covariável e para criar dois grupos
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foi considerado um ponto de corte de 20 anos (58% dos pacientes tinham menos de 20 anos de
idade). Considerou-se T1 como um vetor de tempos até a perda visual para o olho de tratamento
e T2 como o vetor de tempos até a perda visual para o olho controle.

Com uma breve análise desse conjunto de dados, podemos ver na Figura 14 pela curva
de Kaplan-Meier a existência de indivíduos que poderiam ser ditos curados, principalmente
no Tempo 1, e pelo gráfico TTT, notamos que a maioria das observações estão acima da reta
identidade, concluindo que a função de risco é crescente, sugerindo que a distribuição Weibull
adotada é adequada para a modelagem desses dados.

Figura 14 – Estimativas de Kaplan-Meier da função de sobrevivência e gráficos TTT para os dados de
retinopatia diabética. (Fonte: Elaborado pelo autor).
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Outra informação que podemos ter através de uma análise inicial da Figura 15, é que os
tempos são correlacionados. O valor da correlação através da medida tau de Kendall é de 0,46,
mostrando uma associação fraca entre os tempos.
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Figura 15 – Gráfico de dispersão para o conjunto de dados de retinopatia diabética. (Fonte: Elaborado
pelo autor).

Ajustamos o modelo PVF bivariado com ambas distribuições marginais Weibull, consi-
derando duas cadeias de tamanho 100.000 para cada parâmetro, desconsiderando as primeiras
60.000 iterações para eliminar o efeito dos valores iniciais e, para evitar problemas de autocorre-
lação, foi considerado um salto de tamanho 20, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000
sobre a qual a inferência a posteriori é baseada. A convergência das cadeias foi monitorada de
acordo com os métodos recomendados por Cowless & Carlin (1996).

Para todos os parâmetros do modelo especificamos distribuições a priori não informativas.
Sendo que, para os parâmetros da cópula foi especificado φ ∼ Beta(1,1) e η ∼ Gamma(0.1,0.1).
Para as marginais foi especificado βi j ∼ N(0,103) e α j ∼ Gamma(0.1,0.1), em que i = 0,1 e
j = 1,2.

Na Tabela 9 são apresentados as médias a posteriori para os parâmetros PVF bivariado
com ambas distribuições marginais Weibull. Vale notar que as estimativas dos parâmetros φ e η ,
de dependência da cópula, não dependem das marginais utilizadas.



3.2. Aplicação a Dados Reais 67

Tabela 9 – Média a posteriori, desvio padrão (DP) e intervalo de credibilidade de 95% para os parâmetros
do modelo PVF bivariado com distribuições marginais Weibull.

Parâmetro Média DP IC[0.025 ; 0.975]

Tempo 1
α1 0,802 0,099 [0,607 ; 0,987]
β01 -4,012 0,404 [-4,775 ; -3,212]
β11 -0,495 0,289 [-1,106 ; 0,021]

Tempo 2
α2 0,826 0,071 [0,689 ; 0,963]
β02 -3,669 0,297 [-4,262 ; -3,114]
β12 0,369 0,199 [0,003 ; 0,762]

Cópula
φ 0,321 0,212 [0,001 ; 0,689]
η 1,068 1,237 [0,002 ; 2,998]

Na literatura, é de conhecimento que nesse conjunto de dados não há nenhum ponto
influente. Na Figura 16 vemos pelos gráficos de índices, considerando o modelo PVF com
distribuição Weibull, que todas as medidas não detectaram nenhum ponto influente.
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Figura 16 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados reais. (Fonte: Elabo-
rado pelo autor).

A Figura 17 mostra as curvas de Kaplan-Meier para as variáveis T1 e T2 dicotomizadas
pela idade do paciente, juntamente com os ajustes do modelo de sobrevivência bivariado baseado
na cópula PVF com distribuições marginais Weibull.
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Figura 17 – Curvas de Kaplan-Meier e curvas de sobrevivências Weibull estimadas para o conjunto de
dados reais. (Fonte: Elaborado pelo autor).

Podemos observar, na medida do possível, o bom ajuste do modelo bivariado PVF.
Observamos também, de acordo com as curvas de Kaplan-Meier, que o tempo de sobrevivência
para a variável T1, tempo até a perde visual para o olho de tratamento, não tende a zero, isto é,
pode-se considerar que há uma fração de cura e, com isso, fazendo que o ponto que há o menor
ajuste do modelo proposto seja exatamente esse.
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CAPÍTULO

4
MODELO DE SOBREVIVÊNCIA PVF

BIVARIADO COM MARGINAIS
EXPONENCIAL GENERALIZADA

Nesta seção, estudamos o modelo de sobrevivência PVF bivariado considerando que
ambas as distribuições marginais têm distribuição Exponencial Generalizada.

Análogo ao capítulo anterior, realizamos um estudo de simulação com a presença de
covariáveis, considerando o caso com e sem censura. Por fim, mostramos a aplicabilidade do
modelo a um conjunto de dados reais e o comparamos ao modelo PVF bivariado com distribuição
Weibull.

4.1 Simulação

Para simular n observações (ti1, ti2) do modelo baseado na cópula PVF, assumindo
que as marginais T1 e T2 têm distribuição Exponencial Generalizada, com parâmetros α j, η e
λi j = exp(β0 j +β1 jxi), j = 1,2, realizamos os passos de 1 a 7 apresentados na Seção 3.1.

4.1.1 Estudo de simulação para casos sem censura

Neste estudo de simulação, geramos os conjuntos de dados assumindo ausência de dados
censurados, (0%,0%), para três diferentes tamanhos de amostras N = 100,200 e 300. Para cada
caso, geramos 200 conjuntos MC (amostras) de dados.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para o amostrador
de Gibbs: α j ∼ Gama(0,1;0,1), βi j ∼ N(0,103), i = 0,1 e j = 1,2. Assumimos φ ∼ Beta(1;1)
e η ∼ Gama(0,1;0,1) para os parâmetros da cópula.

Para o modelo com marginais Exponencial Generalizada foram considerados os seguin-
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Tabela 10 – Média MC, percentual de cobertura (PC) e EQM das estimativas dos parâmetros ajustando
o modelo de PVF bivariado com marginais Exponencial Generalizada para as diferentes
configurações de tamanhos de amostras simuladas.

Parâmetro Valor real
N = 100 N = 200 N = 300

Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM
β01 1 1,012 0,93 0,049 1,008 0,96 0,020 0,996 0,97 0,012
β02 1,5 1,508 0,94 0,027 1,506 0,92 0,013 1,499 0,94 0,008
β11 -0,5 -0,493 0,95 0,080 -0,496 0,98 0,036 -0,503 0,99 0,020
β12 -0,5 -0,472 0,99 0,036 -0,500 0,96 0,018 -0,488 0,97 0,012
α1 0,5 0,509 0,98 0,003 0,510 0,94 0,002 0,505 0,96 0,001
α2 1 1,032 0,94 0,021 1,016 0,96 0,008 1,020 0,94 0,006
φ 0,4 0,411 0,90 0,010 0,410 0,96 0,005 0,400 0,92 0,003
η 0,1 0,139 0,90 0,012 0,114 0,94 0,004 0,113 0,92 0,003

tes valores para os parâmetros: α1 = 0,5, β01 = 1, β11 = −0,5, α2 = 1, β02 = 1,5, β12 =

−0,5, η = 0,1 e φ = 0,4.

Para cada conjunto de dados gerados, consideramos duas cadeias de tamanho 30.000.
Para eliminar o efeito dos valores iniciais, foram desconsideradas as primeiras 10.000 iterações.
Para evitar problemas de autocorrelação, considerou-se um salto de tamanho 10, obtendo uma
amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferência a posteriori é baseada. Para cada
amostra, a média e o desvio-padrão a posteriori dos parâmetros são obtidos.

A convergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
por Cowless & Carlin (1996), por meio do pacote CODA (Plummer et al., 2006). Em todos
os casos, a convergência foi verificada por meio do diagnóstico de Gelman-Rubin (Gelman &
Rubin, 1992) sendo muito próximo a 1 (≤ 1,01).

Na Tabela 10 temos a média MC das estimativas dos parâmetros ajustando a cópula
PVF com distribuição marginal Exponencial Generalizada para o caso sem censura, (0%,0%),
juntamente com o PC para cada parâmetro e o EQM para três tamanhos de amostras simuladas
(N = 100, N = 200 e N = 300). Podemos observar que o percentual de cobertura está próximo,
em média, de 0,95 e os resultados são, em média, melhores para tamanhos de amostras maiores,
em que o EQM diminui com o aumento da amostra.
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4.1.1.1 Diagnóstico de Observações Influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnóstico, geramos uma amostra de
tamanho 300 para o modelo de cópula PVF bivariado com marginais Exponencial Generalizada,
considerando os seguintes valores para os parâmetros: β01 = 1,0, β11 =−0,5, α1 = 0,5, β02 =

1,5, β12 =−0,5, α2 = 1, η = 0,1 e φ = 0,4.

Selecionamos os casos 8,63 e 210 para perturbação. Para criar observações artificial-
mente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou três destes casos selecionados.
Para cada caso, perturbamos os dois tempos de vida da seguinte forma: t̃ jb = t jb + 5Dt , j =

1,2 e b ∈ {8,63,210}, em que Dt é o desvio-padrão dos ti’s.

Para a implementação do algoritmo MCMC, assim como a verificação da convergência
das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente na Seção 3.1.

Na Tabela 11 vemos que as inferências a posteriori são sensíveis à perturbação do(s)
caso(s) selecionado(s), em que o conjunto de dados (a) denota os dados originais simulados sem
nenhuma perturbação e os resultados estão mais próximos dos reais valores considerados como
parâmetros, e os casos (b) a (h) denotam os conjuntos de dados com pelo menos algum caso
perturbado, em que os valores simulados diferem bastante dos valores dos parâmetros reais.
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A Tabela 12 evidencia que o conjunto de dados (a), sem nenhum caso perturbado, teve o
melhor ajuste de acordo com todos os critérios Bayesianos dentre todos os diferentes casos de
conjuntos de dados.

Tabela 12 – Critérios Bayesianos ajustando o modelo de sobrevivência PVF bivariado Exp. Gen. para
cada conjunto de dados simulados.

Conjunto de dados DIC EAIC EBIC LPML

a -415,186 -415,261 -385,631 204,052
b -358,304 -355,538 -325,908 172,636
c -356,638 -356,991 -327,361 174,303
d -356,449 -354,916 -325,286 172,813
e -286,195 -290,417 -260,787 139,810
f -283,414 -288,536 -258,906 139,195
g -290,800 -293,712 -264,082 141,312
h -245,767 -253,627 -223,997 121,122

Consideramos as amostras da distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo de
sobrevivência PVF bivarido para obter uma estimativa das três medidas de divergência apresenta-
das. Os resultados da Tabela 13 mostram que todos os casos que não foram perturbados tiveram
pequenas medidas de divergência, mesmo quando fazem parte do conjunto de dados com algum
caso perturbado, entretanto evidenciam que as três medidas aumentam e detectam quando algum
caso é influente.
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Tabela 13 – Medidas de divergência para os dados simulados com marginais Exp. Gen..

Conjunto de dados Casos perturbados K-L J L-1

a
8 0,118 0,244 0,193
63 0,03 0,060 0,097

210 0,002 0,004 0,024

b
8 0,682 1,397 0,447
63 0,03 0,061 0,100

210 0,002 0,004 0,025

c
8 0,119 0,247 0,193
63 0,623 1,274 0,424

210 0,002 0,004 0,025

d
8 0,123 0,257 0,198
63 0,028 0,057 0,095

210 0,545 1,176 0,404

e
8 0,658 1,350 0,442
63 0,655 1,331 0,441

210 0,002 0,004 0,024

f
8 0,679 1,477 0,441
63 0,028 0,056 0,094

210 0,586 1,255 0,412

g
8 0,137 0,288 0,203
63 0,61 1,322 0,421

210 0,591 1,28 0,415

h
8 0,637 1,377 0,438
63 0,610 1,321 0,428

210 0,564 1,220 0,413

A Figura 18 mostra os gráficos de índices das três medidas de divergência para os
casos (a) e (g). Podemos ver que para os dados originais, isto é, sem nenhuma perturbação, as
três medidas de divergência não detectaram os pontos influentes. E, para caso em que houve
perturbação, as três medidas de divergência apontaram corretamente os pontos perturbados.
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Figura 18 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (a) (superior) e (g)
(inferior). para o modelo com marginais Exp. Gen. (Fonte: Elaborado pelo autor).

4.1.2 Estudo de simulação para casos com censura

Neste estudo de simulação, geramos os conjuntos de dados assumindo a presença de
dados censurados, (15%,10%), para três diferentes tamanhos de amostras N = 100,200 e 300.
Para cada caso, geramos 200 conjuntos Monte Carlo (amostras) de dados.

As seguintes distribuições a priori independentes foram consideradas para o amostrador
de Gibbs: α j ∼ Gama(0,1;0,1), βi j ∼ N(0,103), i = 0,1 e j = 1,2. Assumimos φ ∼ Beta(1;1)
e η ∼ Gama(0,1;0,1) para os parâmetros da cópula.

Para o modelo com marginais Exponencial Generalizada foram considerados os seguin-
tes valores para os parâmetros: α1 = 0,5, β01 = 1, β11 = −0,5, α2 = 1, β02 = 1,5, β12 =

−0,5, η = 0,1 e φ = 0,4.
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Tabela 14 – Média MC, percentual de cobertura (PC) e EQM das estimativas dos parâmetros ajustando
o modelo de PVF bivariado com marginais Exponencial Generalizada para as diferentes
configurações de tamanhos de amostras simuladas para o caso com censura.

Parâmetro Valor real
N = 100 N = 200 N = 300

Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM Estimativa PC EQM
β01 1 1,143 0,86 0,076 1,171 0,86 0,051 1,127 0,90 0,034
β02 1,5 1,532 0,94 0,030 1,524 0,95 0,013 1,521 0,96 0,008
β11 -0,5 -0,472 0,96 0,097 -0,464 0,98 0,044 -0,493 0,94 0,031
β12 -0,5 -0,494 0,98 0,044 -0,505 0,96 0,021 -0,500 0,96 0,014
α1 0,5 0,572 0,79 0,010 0,582 0,82 0,009 0,558 0,86 0,005
α2 1 1,059 0,96 0,018 1,043 0,97 0,008 1,036 0,96 0,004
φ 0,4 0,438 0,92 0,012 0,432 0,94 0,007 0,419 0,94 0,003
η 0,1 0,140 0,90 0,014 0,113 0,95 0,005 0,107 0,96 0,002

Para cada conjunto de dados gerados, consideramos duas cadeias de tamanho 30.000.
Para eliminar o efeito dos valores iniciais, foram desconsideradas as primeiras 10.000 iterações.
De forma análoga ao caso anterior, para evitar problemas de autocorrelação, considerou-se um
salto de tamanho 10, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 4.000 sobre a qual a inferência a

posteriori é baseada. Para cada amostra, a média e o desvio-padrão a posteriori dos parâmetros
são obtidos.

A convergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
por Cowless & Carlin (1996), por meio do pacote CODA (Plummer et al., 2006). Em todos
os casos, a convergência foi verificada por meio do diagnóstico de Gelman-Rubin (Gelman &
Rubin, 1992) sendo muito próximo a 1 (≤ 1,01).

Na Tabela 14 temos a média MC das estimativas dos parâmetros ajustando a cópula
PVF com distribuição marginal Exponencial Generalizada para o caso considerando censura,
(15%,10%), e três tamanhos de amostras simuladas (N = 100, N = 200 e N = 300). As estimati-
vas dos parâmetros estão próximas do verdadeiro valor e, com o aumento do tamanho da amostra,
chegamos a resultados mais satisfatórios. Avaliando o percentual de cobertura, saímos de uma
média de 0,91 para o caso com N = 100, para 0,95 no caso com N = 300. Quando avaliamos
o erro quadrático médio, também temos que o aumento da amostra faz com que as estimativas
sejam melhores neste aspecto.
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4.1.2.1 Diagnóstico de Observações Influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnóstico, geramos uma amostra de
tamanho 300 para o modelo de cópula PVF bivariado com marginais Exponencial Generalizada,
considerando os seguintes valores para os parâmetros: β01 = 1,0, β11 =−0,5, α1 = 0,5, β02 =

1,5, β12 =−0,5, α2 = 1, η = 0,1 e φ = 0,4.

Selecionamos os casos 50,116 e 225 para perturbação, em que são observados ambos
tempos de falha para os três casos. Para criar observações artificialmente influentes no conjunto
de dados, escolhemos um, dois ou três destes casos selecionados. Para cada caso, perturbamos
os dois tempos de vida da seguinte forma: t̃ jb = t jb +5Dt , j = 1,2 e b ∈ {50,116,225}, em que
Dt é o desvio-padrão dos ti’s.

Para a implementação do algoritmo MCMC, assim como a verificação da convergência
das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente na Seção 3.1.

Na Tabela 15 vemos que as inferências a posteriori são sensíveis a perturbação do(s)
caso(s) selecionado(s), em que o conjunto de dados (a) denota os dados originais simulados sem
nenhuma perturbação, e os casos (b) a (h) denotam os conjuntos de dados com pelo menos algum
caso perturbado. Podemos observar também que os maiores impactos são dados marginalmente,
em que há as maiores diferenças das estimativas dos conjuntos de dados sem perturbação para os
com pelo menos alguma obervação perturbada.
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A Tabela 16 evidencia que o conjunto de dados (a), sem nenhum caso perturbado, teve o
melhor ajuste de acordo com todos os critérios Bayesianos dentre todos os diferentes conjuntos
de dados.

Tabela 16 – Critérios Bayesianos ajustando o modelo de sobrevivência PVF bivariado Exp. Gen. para
cada conjunto de dados simulados com censura

Conjunto de dados DIC EAIC EBIC LPML

a -577,241 -530,804 -501,174 254,674
b -493,266 -474,346 -444,716 233,250
c -516,447 -485,538 -455,908 235,101
d -476,564 -465,072 -435,442 230,402
e -449,199 -436,923 -407,292 215,289
f -435,578 -430,218 -400,588 212,986
g -439,598 -432,449 -402,818 214,128
h -401,070 -397,429 -367,799 195,410

Consideramos as amostras da distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo de
sobrevivência PVF bivariado para obter uma estimativa das três medidas de divergência apresen-
tadas. Os resultados da Tabela 17 mostram que todos os casos que não foram perturbados tiveram
pequenas medidas de divergência, mesmo quando fazem parte do conjunto de dados com algum
caso perturbado, entretanto evidenciam que as três medidas aumentam e detectam quando algum
caso é influente, principalmente quando o conjunto de dados é composto por três observações
perturbadas. Em negrito é destacado o ponto perturbado e suas medidas de divergência.
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Tabela 17 – Medidas de divergência para os dados simulados com censura com marginais Exp. Gen..

Dados Perturbados dK−L dJ dL−1

a
50 0,306 0,596 0,294

116 0,180 0,326 0,208
225 0,265 0,504 0,26

b
50 1,025 2,175 0,542

116 0,158 0,313 0,215
225 0,243 0,498 0,269

c
50 0,302 0,607 0,291

116 0,636 1,314 0,424
225 0,269 0,525 0,269

d
50 0,245 0,501 0,278

116 0,127 0,252 0,197
225 0,611 1,229 0,430

e
50 0,963 2,407 0,525

116 0,633 1,310 0,431
225 0,261 0,545 0,281

f
50 0,812 1,718 0,488

116 0,150 0,311 0,218
225 0,684 1,487 0,451

g
50 0,336 0,760 0,324

116 0,571 1,204 0,415
225 0,688 1,517 0,461

h
50 0,936 2,252 0,529

116 0,980 2,832 0,547
225 0,866 2,089 0,511

A Figura 19 mostra os gráficos de índices das três medidas de divergência para os casos
(b) e (f). Claramente, podemos ver que que as três medidas de divergência detectaram os pontos
influentes. Ainda na Figura 19, podemos observar também algumas medidas que não foram
perturbadas com alto valor de divergência, mas que não foram erroneamente apontadas.
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Figura 19 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (b) (superior) e (f)
(inferior) com marginais Exp. Gen. (Fonte: Elaborado pelo autor).

4.2 Aplicação a Dados Reais

Nesta seção, aplicamos os modelos propostos para analisar dados sobre o tempo de
apendicectomia para gêmeos adultos no Australian NH & MRC Twin Registry dado por Duffy
et al. (1990).

4.2.1 Dados Reais de Apendicectomia para gêmeos adultos

O Australian Twin Registry é um registro voluntário de gêmeos que existe desde 1981
e foi formado pela fusão de vários registros baseados em instituições - principalmente os do
Dr. John Mathews baseado na Universidade de Melbourne, e dos Drs Nicholas Martin e John
Gibson, da Universidade Nacional Australiana.
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Este estudo foi realizado para investigar se a força da dependência entre pares gêmeos
quanto ao risco de aparecimento de várias doenças, incluindo apendicite aguda, é diferente para
gêmeos monozigóticos (MZ) e dizigóticos (DZ).

Os gêmeos podem ser de dois tipos: monozigóticos e dizigóticos. Os gêmeos monozigó-
ticos são também chamados de idênticos ou univitelinos. Eles se originam de um único zigoto
(célula-ovo), ou seja, um único óvulo fecundado por um único espermatozóide. Do ponto de vista
genético, esses gêmeos são idênticos e, obviamente, pertencem sempre ao mesmo sexo. Cerca
de 25% dos gêmeos são monozigóticos. Os gêmeos dizigóticos ou bivitelinos são o resultado de
fertilização de dois óvulos e dois espermatozóides. Eles compartilham até 50% de informação
genética, podem ou não ser do mesmo sexo e ter ou não o mesmo fator sanguíneo. E não se
assemelham mais do que dois irmãos com a mesma idade. (Departamento de Embriologia,
UFMG).

Como seria de esperar que qualquer efeito potencial de um ambiente compartilhado
fosse muito semelhante para os gêmeos MZ e DZ, uma dependência mais forte nos riscos de
apendicite entre os membros de dois pares de MZ seria indicativo de um efeito genético no risco
de apendicite aguda e evidências do papel da hereditariedade no início da apendicite.

O banco de dados é composto por 1798 gêmeos MZ (1231 mulheres e 567 homens), 1098
gêmeos DZ do mesmo sexo (748 mulheres e 350 homens) e 912 gêmeos DZ de sexo diferentes,
totalizando 3808 pares de gêmeos. Os sujeitos que não foram submetidos a apendicectomia antes
da pesquisa foram censurados (aproximadamente 73% para ambos os tipos de zigotos).

Com uma breve análise desse conjunto de dados, podemos ver na Figura 20 pela curva
de Kaplan-Meier a existência de indivíduos que poderiam ser ditos "curados".

0 20 40 60 80

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Tempo 1 (anos)

S
ob

re
vi

vê
nc

ia

0 20 40 60 80

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Tempo 2  (anos)

S
ob

re
vi

vê
nc

ia

Figura 20 – Estimativas de Kaplan-Meier da função de sobrevivência para os dados de apendicectomia
para gêmeos adultos. (Fonte: Elaborado pelo autor).



4.2. Aplicação a Dados Reais 83

Tabela 18 – Média a posteriori, desvio padrão (DP) e intervalo de credibilidade de 95% para os parâmetros
do modelo PVF bivariado.

Parâmetro
Weibull Exponencial Generalizada

Média DP IC[0.025 ; 0.975] Média DP IC[0.025 ; 0.975]

Tempo 1
α1 1,179 0,094 [1,600 ; 1,965] 5,339 0,058 [5,210 ; 5,436]
β01 -5,985 0,350 [-6,666 ; -5,298] -2.350 0,058 [-2,461 ; -2234]
β11 0,080 0,141 [-0,216 ; 0,329] 0,061 0,071 [-0,080 ; 0,197]

Tempo 2
α2 1,751 0,091 [1,570 ; 1,923] 5,365 0,066 [5,234 ; 5,497]
β02 -5,854 0,344 [-6,584 ; -5,217] -2,341 0,057 [-2,456 ; -2,231]
β12 0,023 0,140 [-0,262 ; 0,278] 0,031 0,071 [-0,111 ; 0,165]

Cópula
φ 0,544 0,035 [0,483 ; 0,617] 0,643 0,059 [0,517 ; 0,744]
η 0,000 0,001 [0,000 ; 0,003] 0,028 0,050 [0,000 ; 0,126]

Como o objetivo do estudo é avaliar evidências de possível hereditariedade no início
da apendicite, e não estamos trabalhando com fração de cura, vamos seguir o que foi feito em
Romeo (2017) e retirar uma amostra desse conjunto de dados. Nossa amostra será uma amostra
aleatória de 560 gêmeos com ambos os sexo feminino (366 DZ e 194 MZ), tal que o percentual
de censura fique em torno de 10%, valor esse que está próximo dos estudos de simulação que
realizamos.

O tipo de zigosidade (DZ ou MZ) foi considerada como covariável. Considerou-se T1 o
tempo (em anos) até o primeiro gêmeo ser submetido a cirurgia de apendicite e T2 o tempo até o
segundo gêmeo ser submetido a cirurgia de apendicite.

Ajustamos o modelo PVF bivariado com ambas as distribuições marginais Weibull ou
ambas Exponencial Generalizada, para os dois casos consideramos duas cadeias de tamanho
70.000 para cada parâmetro, desconsiderando as primeiras 10.000 iterações para eliminar o
efeito dos valores iniciais e, para evitar problemas de autocorrelação, foi considerado um salto de
tamanho 20, obtendo uma amostra final de tamanho 3.000 sobre a qual a inferência a posteriori

é baseada. A convergência das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
por Cowless & Carlin (1996).

Para todos os parâmetros do modelo especificamos distribuições a priori não informativas.
Sendo que, para os parâmetros da cópula foi especificado φ ∼ Beta(1,1) e η ∼ Gamma(0.1,0.1).
Para as marginais foi especificado βi j ∼ N(0,103) e α j ∼ Gamma(0.1,0.1), em que i = 0,1 e
j = 1,2.

Na Tabela 18 são apresentadas as médias a posteriori para os parâmetros PVF bivariado
considerando ambas as distribuições estudadas.
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Tabela 19 – Valores dos critérios para comparação dos modelos.

Marginais
Critérios Bayesianos

DIC EAIC EBIC LPML
Weibull 2481,220 2731,919 2760,090 -1431,084

Exp. Gen. 2325,470 2662,687 2690,859 -1415,220

Para comparar e avaliar qual das distribuições teve o melhor ajuste, iremos novamente
nos basear nos quatro critérios que discutimos ao longo do trabalho.

Na Tabela 19 destacamos que os quatro critérios apontam que o modelo que obteve o
melhor ajuste foi o modelo considerando ambas as marginais Exponencial Generalizada.

Podemos ver, pela Figura 21, que nenhum ponto influente foi detectado pelos gráficos de
índices considerando o modelo PVF com distribuição Exponencial Generalizada.
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Figura 21 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados reais considerando a
distribuição Exp. Gen. (Fonte: Elaborado pelo autor).

A Figura 22 mostra as curvas de Kaplan-Meier para as variáveis T1 e T2 dicotomizadas
pelo tipo de zigosidade do paciente, juntamente com os ajustes do modelo de sobrevivência
bivariado baseado na cópula PVF com distribuições marginais Exponencial Generalizada.
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Figura 22 – Curvas de Kaplan-Meier e curvas de sobrevivências Expg. Gen. estimadas para o conjunto de
dados reais. (Fonte: Elaborado pelo autor).

Podemos observar o bom ajuste do modelo bivariado PVF, e que ele se molda bem às
curvas das estimativas de Kaplan-Meier, devido à flexibilidade que a inclusão de um parâmetro a
mais de dependência ao modelo traz. Observamos também, de acordo com as curvas de Kaplan-
Meier, que os tempos de sobrevivência para as variáveis T1 e T2 são muito próximas, indicando
não haver uma relação entre hereditariedade e tipo de zigosidade com a apendicite.
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CAPÍTULO

5
CONSIDERAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS

FUTURAS

Neste trabalho foram apresentados alguns conceitos referentes à Análise de Sobrevivência
e às funções cópulas, em especial as cópulas Arquimedianas, como eficientes ferramentas para
modelar dados de sobrevivência.

Quanto ao procedimento inferencial, foi realizado sob uma abordagem Bayesiana assu-
mindo ausência de informação a priori. Foi feito todo um estudo de simulação com o objetivo de
mostrar o bom comportamento das estimativas Bayesianas com base no Erro Quadrático Médio.
Por meio destas simulações também foi verificado que, com diferentes tamanhos amostrais e
diferentes configurações de censura, as estimativas obtidas foram próximas do verdadeiro valor,
para ambos os modelos de cópulas. O código utilizado pode ser encontrado no Apêndice A.

A comparação de modelos foi realizada via critérios Bayesianos EAIC, EBIC, DIC e
LPML. Simulamos amostras a partir dos modelos de PVF, que tem como casos particulares
os modelos de Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa, com marginais Weibull e Exponencial
Generalizada.

Além disso, aplicamos o método Bayesiano de análise de influência de deleção de casos
baseado na divergência ψ , cujo objetivo é detectar possível(is) observação(ões) influente(s) nos
dados analisados. Para isso, foram assumidas três particulares escolhas para a função ψ nas quais
resultaram a divergência de Kullback-Leibler (K-L), a distância J e a distância variacional ou
norma L1. Para uma amostra simulada do modelo, perturbamos uma, duas ou três observações
e, a partir disso, conseguimos averiguar que as três medidas de divergência detectaram os
pontos perturbados. Todos os casos considerando a distribuição Weibull, além dos que já foram
apresentados no decorrer do texto, estão disponíveis nos Anexos A e B.

Por fim, aplicamos os modelos propostos a dois conjuntos de dados reais.

Como continuidade do trabalho, pretendemos flexibilizar ainda mais o modelo proposto
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utilizando distribuições marginais mais flexíveis, assumir modelos com proporção de cura e
incluir mais do que uma covariável ao modelo final. Além disso, também é possível a comparação
com outras cópulas, e explorar aspectos da dependência caudal.
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APÊNDICE

A
CÓDIGO DO MODELO PVF USANDO JAGS

Código-fonte 1 – Código para ajuste do modelo bayesiano PVF

1: cat( "model

2:

3: {

4:

5: for (i in 1:N){

6:

7: theta1 [i]<-exp( beta01 + beta11 *x1[i])

8: theta2 [i]<-exp( beta02 + beta12 *x2[i])

9:

10: # Sobreviv ência marginal

11: S1[i]<-exp(- theta1 [i]* pow(t1[i],r1))

12: S2[i]<-exp(- theta2 [i]* pow(t2[i],r2))

13:

14: f1[i]<- r1* theta1 [i]* pow(t1[i],r1 -1)

15: f2[i]<-r2* theta2 [i]* pow(t2[i],r2 -1)

16:

17:

18: A1[i]<-pow(eta ,alpha)-alpha*pow(eta ,alpha -1)*log(S1[i])

19: A2[i]<-pow(eta ,alpha)-alpha*pow(eta ,alpha -1)*log(S2[i])

20:

21: A1A2eta [i]<-pow(A1[i],1/ alpha)+pow(A2[i],1/ alpha)-eta

22:

23: Cs1s2[i]<-exp ( -(1/ alpha)*( pow(eta ,1- alpha)*pow( A1A2eta [i],

alpha)-eta))

24:

25: parte1 [i]<-log(
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26: pow(A1[i]*A2[i],1/ alpha -1)*f1[i]*f2[i]* Cs1s2[i]* pow(

A1A2eta [i],alpha -2)*

27: (pow( A1A2eta [i],alpha)+(1- alpha)*pow(eta ,alpha -1)) )

28:

29: parte2 [i]<-log(Cs1s2[i]* pow( A1A2eta [i],alpha -1)*pow(A1[i

],1/ alpha -1)*

30: r1* theta1 [i]* pow(t1[i],r1 -1))

31:

32: parte3 [i]<-log(Cs1s2[i]* pow( A1A2eta [i],alpha -1)*pow(A2[i

],1/ alpha -1)*

33: r2* theta2 [i]* pow(t2[i],r2 -1))

34:

35: parte4 [i]<-log(Cs1s2[i])

36:

37: llike[i]<-d1[i]*d2[i]* parte1 [i]+d1[i]*(1 - d2[i])* parte2 [i]

38: +(1-d1[i])*d2[i]* parte3 [i]+(1 - d1[i])*(1-d2[i])* parte4 [i]

39:

40: L[i]<-exp(llike[i])

41:

42: phi[i]<-L[i]/C

43:

44: zeros[i]~ dbern(phi[i])

45:

46: }

47:

48: alpha~dbeta (1 ,1)

49: eta~ dgamma (0.1 ,0.1)

50: r1~ dgamma (0.1 ,0.1)

51: r2~ dgamma (0.1 ,0.1)

52: beta11 ~dnorm (0 ,0.001)

53: beta12 ~dnorm (0 ,0.001)

54: beta01 ~dnorm (0 ,0.001)

55: beta02 ~dnorm (0 ,0.001)

56:

57: C < -100000

58:

59: }",

60:

61: file="PVFR.jags" )
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ANEXO

A
MEDIDAS DE DIAGNÓSTICO PARA O CASO

SEM CENSURA.

A seguir apresentamos todos os gráficos de medidas de diagnóstico para os dados sem
censura. Na Figura 23 temos a amostra sem nenhum caso perturbado. Nas Figuras 24, 25 e 26
temos a amostra com uma das observações perturbadas. Nas Figuras 27, 28 e 29 temos a amostra
com duas observações perturbadas e, por fim, na Figura 30 temos a amostra com três observações
perturbadas.
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Figura 23 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (a).
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Figura 24 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (b).
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Figura 25 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (c).
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Figura 26 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (d).



101

0 50 100 150 200

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

Índice

D
iv

er
gê

nc
ia

 K
−

L
50

100

0 50 100 150 200

0
1

2
3

4

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 J

50

100

0 50 100 150 200

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 L

1

50

100

Figura 27 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (e).
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Figura 28 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (f).
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Figura 29 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (g).
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Figura 30 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (h).
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ANEXO

B
MEDIDAS DE DIAGNÓSTICO PARA O CASO

COM CENSURA.

A seguir apresentamos todos os gráficos de medidas de diagnóstico para os dados com
censura. Na Figura 31 temos a amostra sem nenhum caso perturbado. Nas Figuras 32, 33 e 34
temos a amostra com uma das observações perturbadas. Nas Figuras 35, 36 e 37 temos a amostra
com duas observações perturbadas e, por fim, na Figura 38 temos a amostra com três observações
perturbadas.
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Figura 31 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (a), considerando
censura.
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Figura 32 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (b), considerando
censura
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Figura 33 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (c), considerando
censura
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Figura 34 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (d), considerando
censura
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Figura 35 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (e), considerando
censura
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Figura 36 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (f), considerando
censura
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Figura 37 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (g), considerando
censura



106 ANEXO B. Medidas de diagnóstico para o caso com censura.

0 50 100 150 200

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

Índice

D
iv

er
gê

nc
ia

 K
−

L

45
90 160

0 50 100 150 200

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 J

45

90
160

0 50 100 150 200

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

Índice

D
is

tâ
nc

ia
 L

1

45 90
160

Figura 38 – Gráfico de índices das medidas de divergência para o conjunto de dados (h), considerando
censura
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