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como parte dos requisitos necessários
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Matemática.

São Carlos-SP

06 de fevereiro de 2020





Agradecimentos

Aos professores Dr. Gustavo Hoepfner e Dr. Tiago H. Picon, pela sábia
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma decomposição atômica via atómos radias

para distribuições em um subespaço Hp
rad(R

n), para 0 < p 6 1 do espaço de

Hardy radial Hp
rad(R

n)
.
= Hp(Rn) ∩ S ′rad(Rn). Tal decomposição atômica nos

diz que se f ∈ Hp
rad(R

n) ⊆ Hp
rad(R

n) então f possui uma decomposição atômica

e os átomos da sua decomposição são radiais.

Este trabalho é uma extensão de um teorema publicado por R. R. Coifman

e G. Weiss em [7] no qual os autores apresentam uma decomposição atômica

para funções radiais f ∈ H1(Rn) no qual os átomos dessa decomposição são

funções radiais.

A decomposição atômica que tratamos aqui neste trabalho nos fornece

informações sobre a radialidade dos átomos para 0 < p 6 1. Especificamente,

definimos um espaço de Hardy radial maximal e demonstramos uma

decomposição atômica para este espaço via átomos radiais.



Abstract

One presents in this work an atomic decomposition via radial atoms for

distributions on subspace Hp
rad(R

n) for 0 < p 6 1, of Hardy radial spaces

Hp
rad(R

n)
.
= Hp(Rn) ∩ S ′rad(Rn). Such atomic decomposition tell us that, if

f ∈ Hp
rad(R

n) ⊆ Hp
rad(R

n), then f has an atomic decomposition and the

atoms of its decomposition are radials.

This work extends a theorem proved by R. R. Coifman and G. Weiss [7] in

which the authors give a radial atomic decomposition for radial functions in

H1(Rn) where the atoms of such decomposition are radial functions.

The decomposition that we present here give us similar about the atoms

radiallity for 0 < p 6 1. Specifically we define a maximal radial Hardy space

and we prove an atomic decomposition for this spaces via radial atoms.
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Introdução

A teoria clássica dos espaços de Hardy tem origem no ińıcio do século

XX com o estudo sobre a caracterização de valores de fronteira de funções

holomorfas F : D → C no disco unitário D, em uma variável complexa. Em

1915, G. H. Hardy no artigo [14] estudou o comportamento de funções da forma

µp(F ; r)
.
=

(∫ 2π

0

|F (reit)|pdt
)1/p

, 0 < p <∞,

no qual 0 6 r < 1 e investigou propriedades como o prinćıpio do módulo

máximo. Em 1923, F. Riesz no artigo [19] motivado pela propriedade que

µp(F ; r) é uma função crescente com respeito a r considerou o conjunto

Hp(D)
.
=

{
F : D→ C holomorfa : sup

0<r<1
‖µp(F ; r)‖Lp([0,2π)) <∞

}
,

cuja a notação utilizada Hp foi dada em homenagem a Hardy, e investigou a

existência do valor de fronteira da função

f(eit) = lim
r↗1

Re
{
F (reit)

}
(1)

em quase todo ponto t ∈ [0, 2π). Observe que a função F pode ser reconstrúıda

a partir de f pela integral de Poisson

F (reit) =

∫ 2π

0

Pr(e
i(t−θ))f(eiθ)dθ, (2)
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no qual Pr é o núcleo de Poisson que satisfaz
∫ 2π

0
Pr(e

iη)dη = 1. Fixado

1 < p < ∞, Riesz demonstrou que para cada f(eit) ∈ Lp([0, 2π)) a fórmula

(2) define F ∈ Hp(D) e µp(F ; r) 6 Ap‖f(ei·)‖Lp([0,2π)) uniformemente para

0 6 r < 1, sendo Ap > 0 independente de f , além disso, o limite em (1) pode ser

estendido em norma para Lp([0, 2π)). Dessa forma, cada f(eit) ∈ Lp([0, 2π))

é identificada como o valor de fronteira da parte real de funções em Hp(D) no

sentido de (1).

Os espaços de Hardy, nas décadas subsequentes, evolúıram para outras

caracterizações como Hp(R2
+) associado ao semi-plano superior R2

+, Hp(R)

associado a reta, além de outras extensões como Hp(X ) para espaços X do

tipo homogêneo desenvolvida por R. R. Coifman e G. Weiss em [7]. Para um

maior aprofundamento dos espaços clássicos de Hardy citamos [9].

Em meados do século XX, com o desenvolvimento da Teoria de Calderón-

Zygmund em Análise Harmônica (iniciado no artigo [5]), os espaços de Hardy

tiveram um novo protagonismo. No célebre artigo de C. Fefferman e E. M.

Stein [11] de 1972, uma extensão dos espaços de Hardy no espaço euclidiano Rn

é apresentada. Nesse artigo, o espaço de Hardy em Rn, denotado por Hp(Rn),

é definido via funções (famı́lias) maximais que haviam sido apresentadas de

maneira preliminar no artigo [4] de Burkholder, Gundy e Silverstein publicado

em 1971. Conforme a definição apresentada em [11] dizemos que uma

distribuição temperada f ∈ S ′(Rn) pertence ao espaço Hp(Rn) quando existe

ϕ ∈ S(Rn) com
∫
Rn
ϕ(x) dx 6= 0 tal que

Mϕf(x)
.
= sup

t>0
|(ϕt ∗ f)(x)| ∈ Lp(Rn),

no qual ϕt(x)
.
= t−nϕ(t−1x). Além disso ‖f‖Hp

.
= ‖Mϕf‖Lp define em Hp(Rn)

uma p-norma (também chamada de quasi-norma) quando 0 < p < 1 e uma

norma quando 1 6 p <∞, que induz uma métrica tornando o espaço completo.

Como consequência da definição podemos concluir, por exemplo, que os espaços

Hp(Rn) equivalem os espaços de Lebesgue Lp(Rn) quando 1 < p 6 ∞ e que

H1(Rn) é um subespaço próprio de L1(Rn) (veja [22]). Os espaços de Hardy

Hp(Rn) são considerados ótimos substitutos dos espaços de Lebesgue Lp(Rn),

uma vez que estes espaços coincidem para 1 < p 6∞ com suas normas sendo
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equivalentes e o espaço dual de Hp(Rn) para 0 < p < 1, não é trivialmente

nulo.

Como destacado na definição, os elementos dos espaços de Hardy Hp(Rn)

são distribuições temperadas para p < 1 e funções 1 6 p < ∞. C.

Fefferman, no artigo [10] de 1971, demonstrou uma importante propriedade

dos espaços de Hardy na reta quando p = 1, a saber: o dual do espaço

de Hardy H1(R) é identificado com o espaço BMO(R), conhecido como o

espaço de F. John e L. Nirenberg das funções de oscilação média limitada,

apresentado no clássico artigo [16]. Na demonstração dessa surpreendente

identificação, de maneira impĺıcita, C. Fefferman propôs uma decomposição

do espaço H1(R) em elementos mais simples, que no futuro dariam origem a

funções especiais denominada átomos. Em 1974 no artigo [6], R. R. Coifman

apresenta um teorema de decomposição para H1(R) denominado por teorema

de decomposição atômica que é estendido por R. Latter para o espaço Hp(Rn),

para 0 < p 6 1 no artigo [17] de 1978. Dizemos que uma função mensurável a

é um Hp átomo ou simplesmente um (p,∞)-átomo quando

(i) a possui suporte contido numa bola B
.
= B(x0, r);

(ii) ‖a‖L∞(Rn) 6 |B|−1/p;

(iii) a satisfaz condições de momento∫
Rn
a(x)xα dx = 0, ∀ |α| 6 Np

.
=
⌊
n
(1

p
− 1
)⌋
.

O teorema de decomposição atômica provado por Latter afirma que dada f ∈
Hp(Rn) existe uma famı́lia de (p,∞)-átomos {aj}∞j=1 e escalares {λj}∞j=1 (reais

ou complexos) tais que f =
∑∞

j=1 λjaj em norma Hp(Rn) (e também em

distribuição) e além do mais ‖f‖Hp é comparável a

inf
{( ∞∑

j=1

|λj|p
) 1
p

: f =
∞∑
j=1

λjaj

}
,

no qual o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições atômicas de f .

O teorema anterior possui uma vasta lista de aplicações (veja [22] para

algumas delas) no qual podemos ilustrar como exemplo uma aplicação sobre

a limitação de operadores lineares T : S ′(Rn) → S ′(Rn) em Hp(Rn). Seja T
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um operador linear cont́ınuo em S ′(Rn). Se T é limitado uniformemente sobre

(p,∞)-átomos, então T é limitado em Hp(Rn). De fato, se f ∈ Hp(Rn) então

f =
∑∞

j=1 λjaj em Hp(Rn) no qual {aj}∞j=1 é uma sequência de (p,∞)-átomos

e {λj}∞j=1 ⊂ `p(N) uma sequência de escalares (reais ou complexos). Usando

o fato de T ser um operador linear, temos T (
∑N

j=1 λjaj) =
∑N

j=1 λjT (aj),

e sendo {T (
∑N

j λjaj)}∞N=1 uma sequência de Cauchy no espaço métrico

completo Hp(Rn), existe g ∈ Hp(Rn) tal que T (
∑N

j=1 λjaj) → g quando

N → ∞. Segue pela continuidade do operador T e pela unicidade do limite

que T (
∑N

j=1 λjaj) → Tf quando N → ∞. Consequentemente temos T um

operador limitado em Hp(Rn). A rećıproca deste resultado também é válida,

ou seja, se T for um operador linear cont́ınuo e limitado em Hp(Rn), então T

é uniformemente limitado em (p,∞)-átomos. Isto decorre imediatamente do

fato que os (p,∞)-átomos são uniformemente limitados em Hp(Rn).

Vimos anteriormente que os espaços de Hardy coincidem com os espaços

de Lebesgue quando p > 1 e que algumas propriedades sobre os espaços de

Lebesgue podem ser transferidas para os espaços Hp(Rn). Como exemplo

podemos citar os operadores de Calderón-Zygmund (veja [22]) que são

limitados em Lp(Rn) para p > 1 (em geral não são limitados em L1(Rn))

e limitados em Hp(Rn) para algum p0 < p 6 1. Um exemplo para ilustrar

o comentário anterior é o operador Transformada de Riesz Rj definido pelo

multiplicador R̂ju(ξ) = (ξj/|ξ|−1)û(ξ), para j = 1, . . . , n que é limitado em

Lp(Rn) para p > 1 e em H1(Rn), mas não é limitado em L1(Rn).

Outras caracterizações dos espaços de Hardy Hp(Rn) são conhecidas

no qual citamos definições via funções maximais (grande função maximal

MF e função não tangencial M∗
ϕ), fórmula da área de Lusin, além de

caracterizações via teoremas de decomposição atómica e molecular. Uma

interessante caracterização apresentada dos espaços Hp(Rn) foi recentemente

obtida por A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier em [2] para funções f ∈ L1
loc(R

n)

associada a famı́lias de funções no espaço de Sobolev W 1,q(Rn) para q > n.

A caracterização obtida pelos autores em [2] é a caracterização a qual nos

inspiramos para definir um espaço do tipo Hardy radial que apresentamos

nesta tese, vamos descrever tal caracterização.
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Considere f ∈ L1
loc(R

n) ∩Hp(Rn), x ∈ Rn e seja

Mqf(x)
.
= sup

ψ∈Fqx

∣∣∣ ∫
Rn
f(y)ψ(y)dy

∣∣∣,
no qual F qx é o conjunto das funções ψ ∈ W 1,q(Rn) suportadas em alguma bola

B(x, r) satisfazendo

‖ψ‖Lq(Rn) + r‖∇ψ‖Lq(Rn) 6 |B(x, r)|1−
1
q .

Em [2] os autores demonstram que

‖Mqf‖Lp(Rn) ≈ ‖f‖Hp(Rn),

no qual n
n+1

< p 6 1 e 1
q
< n+1

n
− 1

p
. Em particular o resultado é válido para

q =∞.

Considere agora uma distribuição temperada radial f ∈ Hp(Rn). O

teorema da decomposição atômica enunciado anteriormente não nos fornece

nenhuma garantia que os átomos que compõem a decomposição f =
∑∞

j=1 λjaj

em Hp(Rn) sejam átomos radiais. Então, podemos formular o seguinte

problema: dada f ∈ S ′rad(Rn) ∩Hp(Rn) é posśıvel escolher os átomos radiais

na decomposição anterior? Qual deveria ser a noção natural de átomos

radiais? Vamos considerar inicialmente o caso p = 1, para refletir sobre tais

questionamentos. Suponhamos inicialmente que f seja radial e f ∈ H1(Rn).

Segue pelo teorema da decomposição atômica e da convergência em norma

H1(Rn) ↪→ L1(Rn) que

f(x) =
∞∑
j=1

λjaj(x)

em quase todo ponto. Considere a mudança de coordenadas esféricas, dada

por x = rω, no qual ω ∈ Sn−1 e r = |x|, além disso como f é radial podemos

escrever f(x) = f o(|x|). Logo,

f o(r)|Sn−1| =
∫
Sn−1

f o(r)dθ =

∫
Sn−1

f(rθ)dθ =
∞∑
j=1

λj

∫
Sn−1

aj(rθ)dθ.

12



0.0

Os autores R. R. Coifman e G. Weiss em [7] definiram a função

Ao(r)
.
=

∫
Sn−1

a(rθ) dθ

e em seguida estenderam a função Ao radialmente, isto é, A(x)
.
= Ao(|x|) para

x ∈ Rn. Também, provaram que a função A satisfaz as seguintes condições:

(i) supp A ⊂ Ar,R, no qual Ar,R ⊂ Rn é um anel;

(ii) ‖A‖L∞(Rn) 6 cn |Ar,R|−1, no qual cn é uma constante que depende somente

da dimensão n;

(iii)

∫
Rn
A(x) dx = 0.

Na prova apresentada pelos autores, a condição (ii) está parcialmente

demonstrada, pois os argumentos apresentados por eles requer uma análise

adicional (uma ressalva na argumentação é apresentada pelos autores é dada

na página 4.5). Inspirados pela definição acima de R. R. Coifman e G. Weiss

em [7] definimos o conceito de átomo radial da seguinte forma: uma função

a ∈ L∞(Rn) é um átomo radial para 0 < p 6 1 se satisfaz as seguintes

condições:

(i)∗ A função a é radial;

(ii)∗ supp a ⊂ Ar,R, no qual Ar,R ⊂ Rn é um anel;

(iii)∗ ‖a‖L∞(Rn) 6 |Ar,R|−
1
p ;

(iv)∗
∫
Rn
a(x) |x||α| dx = 0, para todo |α| 6

⌊
n
(

1
p
− 1
)⌋

.

Motivados pelo resultado apresentado em [7] que nos diz que, se f é uma

distribuição radial emH1(Rn), então f tem uma decomposição atômica no qual

seus átomos são funções radiais, surge o seguinte questionamento: é posśıvel se

obter uma decomposição atômica para distribuições radiais em Hp(Rn) para

0 < p < 1 no qual os átomos sejam radiais satisfazendo (1)∗ − (iv)∗?

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma versão do teorema da

decomposição atômica (vide o Teorema 4.3.1) para distribuições radiais em

espaços de Hardy, no qual as propriedades dos átomos definidos nos itens

(i)∗ − (iv)∗ possam ser satisfeitas em algum sentido para funções radiais.

Os seguintes conceitos e resultados foram obtidos:

• Uma versão radial do teorema de decomposição de Caldéron-Zygmund;
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• Um conceito sobre átomos radiais;

• Decomposição atômica radial para distribuições radiais;

• Uma extensão e comentários do Corolário 2.27 apresentado em [7].

Existem também caracterizações dos espaços de Hardy por outros espaços

funcionais, como por exemplo a caraterização dos espaços Hp(Rn) com os

espaços de Lizorkin-Triebel homogêneo Ḟ 0
p,2(Rn), isto é Hp(Rn) = Ḟ 0

p,2(Rn)

(veja [24]-[25]). Em [21] os autores W. Sickel e L. Skrzypczak provaram

um teorema de decomposição atômica para distribuições radiais no espaço de

Lizorkin-Triebel e consequentemente para os espaços Hp’s, porém os átomos

por eles obtidos não são necessariamente radiais.

As técnicas utilizadas para definirmos os espaços de Hardy radial e os

resultados obtidos nesta tese são mais simples para serem utilizadas em

aplicações e mais naturais do que as apresentadas nos espaços de Lizorkin-

Triebel, pois as técnicas utilizadas resgatam a maneira como os espaços de

Hardy foram originalmente definidos via funções maximais.

Este texto está dividido em quatro caṕıtulos e um apêndice. O primeiro

caṕıtulo e o apêndice podem ser lidos separadamente, pois no Caṕıtulo 1

tratamos apenas de pré-requisitos os quais nos auxiliam na compreensão dos

demais caṕıtulos e no apêndice apresentamos uma aplicação das fórmulas de

Faa di Bruno (veja [1] e [8]). Esta aplicação nos auxilia nas demonstrações dos

teoremas que abordamos no texto.

No Caṕıtulo 1, apresentamos todos os pré-requisitos e notações como por

exemplo: teorema de caracterização maximal, definição dos espaços de Hardy

Hp(Rn), definição de átomos e o teorema da decomposição atômica para os

espaços de Hardy. Além disso, apresentamos o conceito de distribuições radiais

e teoremas de caracterização para distribuições radiais.

Já no Caṕıtulo 2, constrúımos uma partição da unidade radial (suporte

radial, mais precisamente o suporte é um anel em Rn), definimos os espaços

de Hardy radial Hp
rad(R

n), para 0 < p 6 1, demonstramos que Hp
rad(R

n) é um

subespaço fechado do espaço das distribuições radiais e que Hp
rad(R

n) é um

espaço métrico completo.
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Um dos resultados centrais deste texto trata-se de uma versão radial do

teorema da decomposição de Calderón-Zygmund (vide [22], página 3.1) para

distribuições pertencentes ao espaçoHp
rad(R

n)∩L1
loc(R

n), para 0 < p 6 1. Esta

versão radial do teorema da decomposição de Calderón-Zygmund enunciamos

e demonstramos no Caṕıtulo 3. A versão radial da decomposição de Calderón-

Zygmund nos impulsiona a definir átomos radiais.

Por fim, no Caṕıtulo 4 demonstramos teoremas de densidades, como por

exemplo que o espaço de Hardy radial H1
rad(R

n) é denso em Hp
rad(R

n), para

0 < p 6 1. Utilizando os resultados obtidos até então é posśıvel concluir que o

espaço Hp
rad(R

n) ∩ L1
loc(R

n) é denso em Hp
rad(R

n) para 0 < p 6 1. Definimos

o conceito de átomo radial e demonstramos que o espaços de Hardy radiais

Hp
rad(R

n) possuem decomposição atômica radial, para 0 < p 6 1. Finalmente,

demonstramos que o espaço de Hardy radial Hp
rad(R

n) é um subespaço próprio

de Hp
rad(R

n)
.
= Hp(Rn) ∩ S ′rad(Rn) para 0 < p < 1 . Quando p = 1, temos

H1
rad(R

n) = H1
rad(R

n) e a demonstração deste caso foi inicialmente apresentada

por R. R. Coifman e G. Weiss em [7], como mencionado anteriormente.

15



Caṕıtulo

1
Preliminares

Neste caṕıtulo vamos apresentar o espaço de Hardy em Rn o qual foi

introduzido no ano de 1971 pelos autores E. M. Stein e G. Weiss em [23].

Além desta referência, estaremos usando a caracterização do espaço de Hardy

apresentada por E. M. Stein em [22], sendo esta a principal referência que será

usada no texto.

Algumas propriedades que os espaços de Hardy possuem serão apenas

enunciadas, para mais propriedades e suas respectivas demonstrações vide a

referência E. M. Stein [22].

1.1 Notações e definições básicas

Seja x0 ∈ Rn. Definimos a bola aberta em Rn de centro x0 e raio r > 0 por

B(x0, r)
.
= {x ∈ Rn : |x− x0| < r},

no qual | · | denota a norma euclidiana em Rn.

Definimos a função parte inteira b·c : R→ R por

bxc .= max{m ∈ Z : m 6 x}.
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1.1 Notações e definições básicas

Analogamente, definimos a funçã d·e : R→ R por

dxe .= min{m ∈ Z : x 6 m}.

Denotaremos por C(Rn) o espaço das funções ϕ : Rn → C cont́ınuas,

C∞(Rn) o espaço das funções ϕ : Rn → C infinitamente diferenciáveis (também

chamado de funções suaves) e C∞c (Rn) o espaço das funções suaves ϕ : Rn → C

com suporte compacto.

Definição 1.1.1 Considere o espaço formado por todas as funções ϕ ∈ C(Rn)

que satisfazem

lim
|x|→+∞

|ϕ(x)| = 0. (1.1)

Esse espaço é chamado de espaço das funções cont́ınuas que se anulam no

infinito e será denotado por C0(Rn). Em śımbolos, temos de (1.1) que, dado

ε > 0, existe um compacto K ⊂ Rn tal que |ϕ(x)| < ε, para todo x /∈ K.

Em C0(Rn) a topologia considerada é a topologia induzida pela norma

N (ϕ)
.
= supx∈Rn |ϕ(x)|.

Definição 1.1.2 Sejam Ω ⊆ Rn um aberto e 1 6 p < ∞. Definimos o

espaço Lp(Ω) como sendo o espaço das (classes de equivalência de) funções

mensuráveis em Ω tal que

∫
Ω

|f |p dx <∞, isto é,

Lp(Ω) = {f : Ω→ Cmensuráveis :

∫
Ω

|f |p dx <∞}.

O espaço Lp(Ω) é um espaço vetorial no qual o funcional

‖f‖Lp(Ω)
.
=
(∫

Ω

|f |pdx
) 1
p

define uma norma em Lp(Ω).

Quando p =∞ o espaço L∞(Ω) é definido como sendo o espaço das funções
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1.1 Notações e definições básicas

mensuráveis limitadas, isto é,

L∞(Ω) = {f : Ω→ Cmensuráveis : ess sup
Ω
|f | <∞}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço vetorial no qual o funcional

‖f‖L∞(Ω)
.
= ess sup

Ω
|f|

define uma norma em L∞(Ω).

Para um melhor entendimento dos teoremas que apresentaremos no

decorrer do texto é necessário apresentarmos algumas definições e resultados

prévios.

Definição 1.1.3 (σ-Álgebra) Sejam X 6= ∅, P(X) o conjuntos das partes

de X e A ⊂ P(X) não vazio. Dizemos que A é uma álgebra se:

(i) Se E1, E2, . . . , Ek ∈ A =⇒
⋃k
j=1 Ej ∈ A;

(ii) Se E ∈ A =⇒ Ec ∈ A.

Além disso, se A satisfaz

(i)∗ {Ej}∞j=1 ⊂ A =⇒
⋃∞
j=1 Ej ∈ A,

dizemos que A é uma σ-álgebra.

Definição 1.1.4 Uma medida positiva em M é uma função µ : M→ [0,+∞]

que satisfaz as seguintes condições:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) Se {Ej}∞j=1 é uma sequência arbitrária disjunta de conjuntos em M, então

µ
( ∞⋃
j=1

Ej
)

=
∞∑
j=1

µ(Ej).

Se ao invés de (ii) a função µ satisfazer

(ii)∗ E1, E2, . . . , Ek ∈M disjuntos, então

µ
( k⋃
j=1

Ej
)

=
k∑
j=1

µ(Ej);
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1.1 Notações e definições básicas

dizemos que µ é medida finitamente aditiva.

Seja X 6= ∅ e M uma σ-álgebra em X. Ao par (X,M) damos o

nome de espaço mensurável e os elementos de M são chamados de conjuntos

mensuráveis. Se µ : M → [0,+∞] é uma medida, então a terna (X,M, µ) é

chamado de espaço medida.

Definição 1.1.5 (Medida com Sinal) Seja (X,M) um espaço mensurável.

Uma medida com sinal em (X,M) é uma função

ν : M→ [−∞,+∞) ou ν : M→ (−∞,+∞]

que satisfaz as seguintes condições:

(i) ν(∅) = 0;

(ii) Se {Ej}∞j=1 ⊂M disjuntos, então

ν
( ∞⋃
j=1

Ej
)

=
∞∑
j=1

ν(Ej).

Definição 1.1.6 (Mutuamente Singular) Dizemos que duas medidas com

sinal µ e ν em (X,M) são mutuamente singulares e denotaremos este fato por

ν ⊥ µ se existem A,B ∈ M tal que A ∩ B = ∅, A ∪ B = X, µ(A) = 0 e

ν(B) = 0.

Definição 1.1.7 Dizemos que (X,M, µ) é σ-finito se:

(i) Existir uma coleção {Ej}∞j=1 ⊂M tal que µ(Ej) <∞ para todo j ∈ N;

(ii) X = ∪∞j=1Ej.

Definição 1.1.8 (Medida Complexa) Uma medida complexa no espaço de

medida (X,M) é uma função ν : M→ C que satisfaz as seguintes condições:

(i) ν(∅) = 0;

(ii) Se {Ej}∞j=1 ⊂M é uma sequência de conjuntos disjuntos, então

ν
( ∞⋃
j=1

Ej

)
=
∞∑
j=1

ν(Ej)

no qual a série converge absolutamente.
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1.1 Notações e definições básicas

Definição 1.1.9 A álgebra de Borel BX de um espaço métrico (ou topológico)

é a σ-álgebra gerada pelos conjuntos abertos em X (ou, equivalentemente, pelos

fechados em X). Os conjuntos pertencentes a BX são chamados conjuntos de

Borel de X ou, simplesmente, borelianos de X.

Uma medida de Borel é uma medida definida sobre os borelianos de Rn.

Definição 1.1.10 (Medida Regular) Uma medida de Borel µ definida em

Rn é regular se satisfaz as seguintes condições:

(i) µ(K) <∞, para todo compacto K ⊂ Rn;

(ii) µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E compacto};
(iii) µ(E) = sup{µ(U) : U ⊃ E aberto}.

Definição 1.1.11 (Absolutamente Cont́ınua) Seja ν uma medida com

sinal e µ uma medida positiva em (X,M). Dizemos que ν é absolutamente

cont́ınua em relação a µ e denotada por ν � µ. Se µ(E) = 0 para todo

E ∈M, então ν(E) = 0.

Definição 1.1.12 Seja µ uma medida de Lebesgue em Rn e definimos a

medida σn−1 sobre a esfera Sn−1 da seguinte forma: Se A ⊂ Sn−1 no qual A é

um conjunto de Borel, seja Ã o conjunto dos pontos r · u no qual 0 < r < 1 e

u ∈ A. Definimos

σn−1(A)
.
= nµ(Ã).

Além disso, se f é uma função Borel mensurável e não negativa, temos∫
Rn
f(x) dx =

∫ ∞
0

rn−1dr

∫
Sn−1

f(rθ) dσn−1(θ).

Observação 1.1.1 Por simplicidade de notação, denotaremos apenas por σ

a medida sobre a esfera Sn−1. Para mais propriedades sobre a medida σn−1

vide W. Rudin [20]. Além disso, para não sobrecarregarmos as notações, por

muitas vezes denotaremos por |Sn−1| .= σ(Sn−1).

Teorema 1.1.1 (Representação de Riesz) Se Ψ : C0(Rn) → C é um

funcional linear cont́ınuo, então Ψ pode ser representado por uma única medida
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1.1 Notações e definições básicas

µ de Borel complexa e regular, isto é,

Ψ(ϕ) =

∫
Rn
ϕ(x) dµ, ∀ϕ ∈ C0(Rn).

Demonstração. Vide W. Rudin [20], Teorema 6.19, página 130.

Teorema 1.1.2 (Lebesgue-Radon-Nykodym) Sejam ν uma medida com

sinal e σ-finita em (X,M), e µ uma medida positiva σ-finita em (X,M).

Então, existem únicas λ e ρ medidas com sinal em (X,M) satisfazendo as

seguintes condições:

(i) ν = λ+ ρ;

(ii) λ ⊥ µ;

(iii) ρ� µ.

Além disso, existe uma função f : X → R a qual é µ-integrável estendida,

tal que dρ = f dµ e f é única µ-q.t.p.

Demonstração. Vide G. B. Folland [12], Teorema 3.8, página 90.

Definição 1.1.13 (Espaço de Schwartz) Definimos o espaço de Schwartz

das funções suaves que decaem rapidamente no infinito por

S(Rn) = {ϕ ∈ C∞(Rn) : sup
x∈Rn

|xα∂βϕ(x)| 6 cα,β, ∀α, β ∈ Nn
0}.

Em S(Rn) definimos a seminorma Pα,β(ϕ)
.
= supx∈Rn |xα∂βϕ(x)|, para

todo α, β ∈ Nn
0 . Esta seminorma induz uma topologia S(Rn) a qual o torna

um espaço de Fréchet.

Observação 1.1.2 A topologia gerada pelas seminormas Pα,β pode ser

consultada em L. Hörmander [15].

Definição 1.1.14 O espaço dos funcionais lineares cont́ınuos via a topologia

fraca definidos em C∞c (Rn) e S(Rn) serão denotados respectivamente por

D′(Rn) e S ′(Rn). Os espaços D′(Rn) e S ′(Rn) recebem o nome de “espaço

das distribuições” e “espaço das distribuições temperadas”, respectivamente.

Se f ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ C∞c (Rn), denotaremos a ação da distribuição f sobre

a função ϕ por 〈f, ϕ〉. E analogamente, denotaremos a ação da distribuição

temperada f sobre a função ϕ ∈ S(Rn) por 〈f, ϕ〉.
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1.1 Notações e definições básicas

Definição 1.1.15 (Convolução) Sejam f ∈ L1
loc(R

n) e g ∈ C(Rn) sendo que

f ou g tenham suporte compacto. Definimos a convolução de f por g como

(f ∗ g)(x)
.
=

∫
Rn
f(y)g(y − x) dy.

De modo mais geral temos a seguinte definição.

Definição 1.1.16 Se f ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ C∞c (Rn) denotaremos por f ∗ ϕ a

função

f ∗ ϕ(x)
.
= 〈f, ϕ̌x〉

sendo ϕ̌x(y)
.
= ϕ(x− y). Dizemos que f ∗ ϕ é a convolução da distribuição f

pela função ϕ.

Definição 1.1.17 Sejam f, g : A → R funções e Rn ⊇ A 6= ∅. Diremos

que f é comparável com g e denotaremos por f ≈ g se existirem constantes

C1, C2 > 0 tais que

C1 g(x) 6 f(x) 6 C2 g(x), ∀x ∈ A.

Denotaremos por f(x) . g(x) quando f(x) 6 Cg(x) para todo x ∈ A e C > 0

uma constante indepentende de x ∈ A.

1.2 Espaços de Hardy

Nesta seção apresentaremos os espaços de Hardy Hp(Rn) para 0 < p 6 1

e algumas propriedades e aplicações associadas a eles. Os espaços de Hardy

aqui tratados são os mesmos da referência E. M. Stein [22], assim como suas

respectivas propriedades.

Definição 1.2.1 (Distribuição Limitada) Seja f ∈ S ′(Rn). Dizemos que

f é uma distribuição limitada, se para toda ϕ ∈ S(Rn), tem-se f ∗ϕ ∈ L∞(Rn).

Definição 1.2.2 Seja ϕ ∈ S(Rn) uma função suportada na bola unitária

B(0, 1) tal que
∫
Rn
ϕ(x) dx = 1. Para f ∈ S ′(Rn) definimos a função maximal
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1.2 Espaços de Hardy

Mϕf associada a função ϕ por

Mϕf(x)
.
= sup

t>0
|(f ∗ ϕt)(x)|,

no qual ϕt(x) = t−nϕ(x
t
).

Definição 1.2.3 Fixado N ∈ N definimos uma subcoleção FN ⊂ S(Rn) por

F .
= FN = {ϕ ∈ S(Rn) : Pα,β(ϕ) 6 1, |α|, |β| 6 N}.

Definimos a grande função maximal de f ∈ S ′(Rn) associada à coleção F
por

MFf(x)
.
= sup

ϕ∈F
Mϕf(x).

Se f é uma distribuição temperada e ϕ ∈ S(Rn), a convolução f ∗ϕ é uma

função bem definida e de classe C∞(Rn). Denotando por Rn+1
+ o semi-plano

superior composto de todos os pontos (x, t) ∈ Rn+1 tais que x ∈ Rn e t > 0, o

núcleo de Poisson de Rn+1
+ é definido por

P (x)
.
=

cn

(1 + |x|2)
n+1
2

e Pt(x)
.
=

1

tn
P
(x
t

)
,

no qual cn é uma constante a qual depende somente da dimensão n. Quando f

é uma distribuição limitada, definimos u(x, t)
.
= f ∗Pt(x) como sendo a integral

de Poisson de f definida no semi-plano superior.

A função maximal não-tangencial de u é definida por

u∗(x) = sup
|x−y|6t

|u(y, t)|.

Os espaços de Hardy podem ser caracterizados de diferentes formas, como

mostra o teorema a seguir (veja E. M. Stein [22] na página 91).

Teorema 1.2.1 (Caracterização Maximal) Seja 0 < p 6∞. Então, para

f ∈ S ′(Rn) as seguintes condições são equivalentes:

(i) Existe ϕ ∈ S(Rn) com
∫
Rn
ϕ(x) dx 6= 0 tal que Mϕf ∈ Lp(Rn);

(ii) Existe uma coleção F tal que MFf ∈ Lp(Rn);
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1.2 Espaços de Hardy

(iii) A distribuição f é limitada e u∗(x)
.
= sup|x−y|6t |(f ∗Pt)(y)| ∈ Lp(Rn), no

qual P é o núcleo de Poisson.

Uma quarta condição pode ser inclúıda ao Teorema 1.2.1, que consiste em

trocar “existe” por “para toda” na condição (i). De fato, suponha que (i) seja

válida para alguma ϕ1 ∈ S(Rn). Seja ϕ ∈ S(Rn) com integral não nula. Dada

f ∈ S ′(Rn), vamos mostrar que

Mϕf ∈ Lp(Rn).

Desde que (i)⇒ (ii), existe, portanto, FN tal queMFNf ∈ Lp(Rn). Tomemos

ε > 0 suficientemente pequeno de modo que εϕ ∈ FN . Assim, para todo

x ∈ Rn, temos

εMϕf(x) = ε sup
t>0
|(f ∗ ϕt)(x)| = Mεϕf(x) 6MFNf(x),

implicando em Mϕf ∈ Lp(Rn).

Uma distribuição temperada f pertence ao espaço de Hardy Hp(Rn), se

f cumpre qualquer uma das condições do Teorema 1.2.1. Mais precisamente,

definimos o espaço de Hardy da seguinte forma.

Definição 1.2.4 (Espaço de Hardy) Seja 0 < p 6 ∞. Uma distribuição

temperada f ∈ S ′(Rn) pertence ao espaço de Hardy Hp(Rn) se, e somente, se

Mϕf ∈ Lp(Rn), isto é,

‖f‖Hp(Rn)
.
= ‖Mϕf‖Lp(Rn) <∞.

Em notação de conjuntos

Hp(Rn)
.
= {f ∈ S ′(Rn) : Mϕf ∈ Lp(Rn)}.

Quando 0 < p < 1 o funcional ‖ · ‖Hp(Rn) : Hp(Rn)→ R+ é uma p-norma,

isto é, se f, g ∈ Hp(Rn), então

(i) ‖f‖Hp(Rn) = 0 ⇐⇒ f ≡ 0 no sentido das distribuições, isto é, 〈f, ϕ〉 = 0

para toda ϕ ∈ S(Rn);
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1.2 Espaços de Hardy

(ii) ‖λ f‖Hp(Rn) = |λ| ‖f‖Hp(Rn), ∀λ ∈ R;

(iii) ‖f + g‖pHp(Rn) 6 ‖f‖
p
Hp(Rn) + ‖g‖pHp(Rn).

Por simplicidade diremos que ‖ · ‖Hp(Rn) é uma norma em Hp(Rn).

Afirmamos que a norma em Hp(Rn) é invariante por translação. De fato,

definindo Th(ϕ)(x) = ϕ(x+ h), temos

Mϕ(Tha)(x) = sup
t>0
|Th(a) ∗ ϕt(x)|

= sup
t>0
|Th(a ∗ ϕt)(x)|

= sup
t>0
|a ∗ ϕt(x+ h)|

= Mϕ(a)(x+ h).

Disto, decorre que

‖Th(a)‖Hp(Rn) = ‖Mϕ(Tha)‖Lp(Rn) = ‖Mϕ(a)‖Lp(Rn) = ‖a‖Hp(Rn).

Para 0 < p 6 1, o espaço Hp(Rn) é um espaço métrico completo munido

da métrica

ρ(f, g) = ‖f − g‖pHp(Rn), ∀ f, g ∈ Hp(Rn).

Uma outra propriedade que os espaços Hp(Rn) possuem é que, se fj → 0

em Hp(Rn), então fj → 0 em S ′(Rn), isto é, a topologia de Hp(Rn) é mais

fina do que em S ′(Rn).

Observação 1.2.1 Uma propriedade interessante que relaciona os espaços

Hp(Rn) e os espaços Lp(Rn) é que Hp(Rn) = Lp(Rn) para p > 1. Além do

mais H1(Rn) ⊂ L1(Rn) e a inclusão vale em norma. A demonstração deste

fato pode ser consultada em E. M. Stein [22] na página 112.

Os espaços de Hardy são inicialmente definidos para distribuições

temperadas S ′(Rn), porém o próximo teorema nos diz que os espaços de Hardy

também podem ser definidos sobre o espaço de distribuições D′(Rn).

Teorema 1.2.2 Seja f ∈ D′(Rn) uma distribuição (não necessariamente

temperada) e ϕ ∈ C∞c (Rn) com
∫
Rn
ϕ(x) dx 6= 0. Se Mϕf ∈ Lp(Rn) para

p > 0, então f ∈ S ′(Rn) e consequentemente f ∈ Hp(Rn).
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1.2 Espaços de Hardy

Demonstração. Vide a referência A. Uchiyama [26].

A seguir iremos apresentar uma outra caracterização dos espaços de Hardy

Hp(Rn), e esta caracterização é de grande relevância para este texto.

Sejam f ∈ D′(B(x, r)) e N ∈ N0. Para todo r > 0 definimos

Mr,Nf(x)
.
= sup

ϕ∈C∞c,N (B(x,r′))

0<r′6r

|〈f, ϕ〉|, (1.2)

no qual o supremo em (1.2) é tomado na classe de funções definida por

C∞c,N(B) = {ϕ ∈ C∞c (B(x, r)) : |∂αϕ| 6 r−n−|α|, ∀ |α| 6 N}.

Observe que, se ϕ ∈ C∞c,N(B), então t−nϕ(tB) ∈ C∞c,N(tB) para todo t > 0.

Quando r =∞ denotaremos a função maximal em (1.2) por M∞,Nf(x).

Uma observação importante em E. M. Stein [22], página 99 é que,

assumindo N grande o suficiente (dependendo somente de p e n), uma

distribuição f ∈ S ′(Rn) pertence aHp(Rn) se, e somente, seM∞,Nf ∈ Lp(Rn).

De fato, seja ϕ ∈ C∞c (Rn), supp ϕ ⊂ B(0, 1), ϕ > 0 e
∫
Rn
ϕ(x) dx = 1.

Note que

Mϕf(x) = sup
t>0
|f ∗ ϕt(x)| = sup

t>0
|〈f, ϕt(x− ·)〉|. (1.3)

Se definirmos ψt(y)
.
= t−nϕ((x− y)/t), temos que

supp ψt ⊂ B(x, t) e ‖∂αψt‖ 6 cαt
−n−|α|.

Definindo a função ψ̃t = c−1ψt no qual c = max|α|6N{cα}, temos claramente

que ψ̃t ∈ C∞c,N(B(x, t)). Portanto, assumindoM∞,Nf ∈ Lp(Rn) temos por (1.3)

que

Mϕf(x) 6 cM∞,Nf(x) q.t.p. x ∈ Rn (1.4)
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1.2 Espaços de Hardy

e consequentemente

‖Mϕf‖Lp(Rn) 6 c‖M∞,Nf‖Lp(Rn) <∞.

Portanto, f ∈ Hp(Rn).

Reciprocamente, seja ϕ ∈ C∞c,N(B(x, r)). Definindo ϕ̃(y)
.
= rnϕ(x − ry),

temos ϕ̃ ∈ C∞c,N(B(0, 1)) e ‖∂αϕ̃‖L∞(Rn) 6 1. Consequentemente, temos

Pα,β(ϕ̃) 6 1, para todo |α|, |β| 6 N , no qual N indexa a famı́lia FN da grande

função maximal MFNf ∈ Lp(Rn). Portanto, como ϕ̃ ∈ FN , ϕ ∈ C∞c,N(B(x, r))

e

ϕ(y) =
1

rn
ϕ̃
(x− y

r

)
= ϕ̃r(x− y)

temos

〈f, ϕ〉 = 〈f, ϕ̃r(x− ·)〉 = f ∗ ϕ̃r(x) 6MFf(x). (1.5)

Segue de (1.5) que M∞,Nf(x) 6 MFf(x) q.t.p. x ∈ Rn e

consequentemente ‖M∞,Nf‖Lp(Rn) 6 ‖f‖Hp(Rn) <∞.

A seguir, apresentaremos uma outra forma de definir os espaços de Hardy

Hp(Rn) para n
n+1

< p 6 1 desde que f ∈ L1
loc(R

n). A caracterização é obtida

por A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier em [2].

Seja q > n. Fixe x ∈ Rn, definimos a famı́lia F qx como sendo o conjunto das

funções ψ ∈ W 1,q(Rn) com suporte em alguma bola B(x, r) as quais satisfazem

‖ψ‖Lq(Rn) + r‖∇ψ‖Lq(Rn) 6 |B(x, r)|−
1
q′ ,

no qual 1
q

+ 1
q′

= 1. Desde que q > n, o teorema de Sobolev nos garante que

as funções testes são limitadas.

Para f ∈ L1
loc(R

n) e x ∈ Rn definimos

Mqf(x)
.
= sup

ψ∈Fqx

∣∣∣ ∫
Rn
ψ(x)f(x) dx

∣∣∣.
Lema 1.2.1 Seja f ∈ L1

loc(R
n).
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1.2 Espaços de Hardy

(i) Existe uma constante C > 0 independente de f tal que

Mϕf 6 CM∞f, q.t.p. x ∈ Rn;

(ii) Para
n

n+ 1
< p 6 1 e

1

q
<

n

n+ 1
− 1

p

‖Mqf‖Lp(Rn) ≈ ‖f‖Hp(Rn).

Demonstração. Vide a referência A. Bonami, J. Feuto e S. Grellier [2].

O exemplo apresentado a seguir é de uma função a qual pertence ao espaço

de Hardy H1(R).

Exemplo 1.2.1 Seja a : R→ R uma função definida por

a(x) =


1, se x ∈ [0, 1

2
];

−1, sex ∈ (1
2
, 1];

0, caso contrário.

Note que, a função a cumpre as seguintes propriedades:

(i) supp a ⊂ [0, 1];

(ii) ‖a‖L∞(R) 6 1;

(iii)
∫
R

a(x) dx = 0.

A função a é um caso particular de uma classe de funções especiais

denominadas “átomo” a qual iremos definir a seguir.

Definição 1.2.5 (Átomo) Sejam 0 < p 6 1 e q ∈ [1,∞] ∩ (p,∞]. Uma

função a ∈ Lq(Rn) é chamada de (p, q)-átomo se satisfaz as seguintes

condições:

(i) supp a ⊂ B(x0, r), para algum x0 ∈ Rn e r > 0;

(ii) ‖a‖Lq(Rn) 6 |B(x0, r)|
1
q
− 1
p ;

(iii)

∫
Rn
a(x)xαdx = 0, ∀α ∈ Nn

0 com |α| 6
⌊
n(1

p
− 1)

⌋
.
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1.2 Espaços de Hardy

Afirmamos que, todo (p,∞)-átomo é um (p, q)-átomo para q > 1. De fato,

seja a um (p,∞)-átomo, então

‖a‖Lq(Rn) 6
(∫

B(x0,r)

|a(x)|q dx)
) 1
q
6
(
|B(x0, r)|−

q
p

+1
) 1
q

= |B(x0, r)|
1
q
− 1
p .

Teorema 1.2.3 Os (p,∞)-átomos são uniformemente limitados em Hp(Rn),

isto é, existe c = c(n, p) > 0 tal que

‖a‖pHp(Rn) =

∫
Rn

(Mϕa(x))pdx 6 c, (1.6)

no qual c > 0 é independente de qualquer (p,∞)-átomo.

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞c (Rn) tal que supp ϕ ⊂ B(0, 1) e
∫
Rn
ϕ(x)dx = 1.

Suponhamos que a seja um (p,∞)-átomo e supp a ⊂ B
.
= B(x0, r). Usando o

fato de que a norma ‖ · ‖Hp(Rn) é invariante por translação, podemos supormos

que B = B(0, r) e consideremos B∗ = B(0, 2r). Para demonstrarmos (1.6)

basta estimarmos uniformemente I1 e I2 abaixo

‖a‖pHp(Rn) =

∫
B∗

(Mϕ(a)(x))pdx+

∫
(B∗)c

(Mϕ(a)(x))pdx
.
= I1 + I2.

Note que

(i) |(a ∗ ϕt)(x)| 6 ‖a‖L∞(Rn)‖ϕt‖L1(Rn) 6
1

|B|
1
p

;

(ii) |(a ∗ ϕt)(x)| 6
‖ϕ‖L∞(Rn)

tn

∫
B

|a(x)| dx 6
c

tn|B|
1
p
−1
.

Vamos estimar a integral I1. Com efeito, por (i), temos∫
B∗

(Mϕ(a)(x))pdx 6
∫
B∗

1

|B|
dx = 2n <∞. (1.7)

Em (1.7) o argumento usado para se obter a estimativa é válido para todo

0 < p 6 1.

Para estimarmos I2, vamos supor inicialmente que n
n+1

< p 6 1. Neste

caso, tal condição implica que

0 6 n
⌊

1
p
− 1
⌋
< 1
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1.2 Espaços de Hardy

e, portanto, se α ∈ Nn
0 tal que |α| 6 nb1

p
− 1c, então α = 0, isto é, se

n
n+1

< p 6 1, então os (p,∞)-átomos possuem momentos nulos, ou seja,∫
Rn
a(x) dx = 0. (1.8)

Seja x ∈ (B∗)c, então |x| > 2r. Consequentemente,

1

2
|x| 6 |x− y| < t, ∀ y ∈ B ∩ supp ϕt(x− ·). (1.9)

Por (1.8), temos

(a ∗ ϕt)(x) =
1

tn

∫
B

a(y)ϕ

(
x− y
t

)
dy

=
1

tn

∫
B

a(y)

[
ϕ

(
x− y
t

)
− ϕ

(x
t

)]
dy.

Segue, pela desigualdade do valor médio e (1.9), que

|(a ∗ ϕt)(x)| 6 1

tn

∫
B

|a(y)|
∣∣∣∣ϕ(x− yt

)
− ϕ

(x
t

) ∣∣∣∣dy
6

c

tn+1

∫
B

|a(y)||y|dy

6
c r

tn+1|B|
1
p
−1

6
c r

|x|n+1|B|
1
p
−1
.

Logo, ∫
(B∗)c

(Mϕa(x))pdx 6
cp rp

|B|1−p

∫
(B∗)c

|x|−p(n+1)dx

6
cp r

|B|1−p

∫ ∞
2r

ρ−p(n+1)+n−1dρ

6 cn,p r
p−n(1−p) r−p(n+1)+n

= cn,p <∞.
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1.2 Espaços de Hardy

Portanto, ∫
(B∗)c

(Mϕa(x))pdx 6 cn,p. (1.10)

Combinando (1.7) com (1.10) temos (1.6), desde que n
n+1

< p 6 1.

Agora, suponhamos n
n+Np+1

< p 6 n
n+Np

e Np
.
= bn(1

p
− 1)c. Pela expansão

de Taylor com resto integral, temos

ϕt(x− y) = PNp(y) +RNp(y),

no qual

PNp(y) =
∑
|α|6Np

1

α!
∂αϕt(x)yα

e

RNp(y) =
∑

|β|=Np+1

Np + 1

tn+|β|β!

∫ 1

0

(1− s)Np(∂βϕ)

(
x+ sy

t

)
yβds.

Então,

|RNp(y)| 6 c |y|Np+1

tn+Np+1
. (1.11)

Usando a condição de momento de a, temos

(ϕt ∗ a)(x) =

∫
(B∗)c

[ϕt(x− y)− PNp(y)]a(y) dy

=

∫
(B∗)c

RNp(y)a(y) dy.
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1.2 Espaços de Hardy

Logo, pela condição de controle da norma ‖ · ‖L∞(Rn) do átomo a e (1.11),

obtemos

|(ϕt ∗ a)(x)| 6
∫
B

|RNp(y)||a(y)| dy

6
∫
B

c |y|Np+1

tn+Np+1
|a(y)| dy

6
c rNp+1

tn+Np+1 |B|
1
p
−1

6
c rNp+1

|x|n+Np+1 |B|
1
p
−1
,

devido a (1.9). Disto segue que∫
(B∗)c

(Mϕa(x))pdx 6 cn,p r
(Np+1)p−n(1−p)

∫
(B∗)c

|x|−p(n+Np+1)dx

6 cn,p r
(Np+1)p−n(1−p)

∫ ∞
2r

ρ−p(n+Np+1)+n−1dρ

= cn,p r
(Np+1)p−n(1−p) r−p(n+Np+1)+n

= cn,p <∞

e, portanto ∫
(B∗)c

(Mϕa(x))pdx 6 cn,p. (1.12)

Combinando (1.7) com (1.12) temos (1.6) para n
n+Np+1

< p 6 n
n+Np

e,

consequentemente temos (1.6) para todo 0 < p 6 1.

A seguir listaremos algumas propriedades que os (p,∞)-átomos possuem.

As demonstrações de tais propriedades podem ser encontradas na referência

E. M. Stein [22].

Teorema 1.2.4 Seja Θ o conjunto formado pelas combinações lineares finitas

de (p,∞)-átomos. Então, Θ é denso em Hp(Rn).

O Teorema 1.2.4 segue do seguinte resultado.
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1.2 Espaços de Hardy

Teorema 1.2.5 (Decomposição Atômica) Se f ∈ Hp(Rn), então existe

uma sequência {aj}∞j=1 de (p,∞)-átomos e uma sequência de escalares (reais

ou complexos) {λj}∞j=1 ⊂ `p(N) tais que

f =
∞∑
j=1

λjaj, em Hp(Rn).

Além disso,

‖f‖Hp(Rn) ≈ inf
{( ∞∑

j=1

|λj|p
) 1
p

: f =
∞∑
j=1

λjaj

}
, (1.13)

o ı́nfimo em (1.13) é tomado sobre todas as decomposições atômicas de f .

A rećıproca do teorema da decomposição atômica 1.2.5 também é válida e

é apresentada a seguir.

Teorema 1.2.6 Sejam 0 < p 6 1, {λj}∞j=1 ⊂ `p(N) uma sequência de

escalares (reais ou complexos) e {aj}∞j=1 uma sequência de (p,∞)-átomos.

Então, a série
∑∞

j=1 λjaj converge para uma distribuição f ∈ Hp(Rn) no

sentido das distribuições. Além disso,

‖f‖Hp(Rn) 6 c inf
{( ∞∑

j=1

|λj|p
) 1
p

: f =
∞∑
j=1

λjaj

}
.

1.3 Decomposição de Whitney

A partir de agora, F ⊂ Rn denotará um conjunto fechado não vazio e Ω

o seu complementar. Por cubos em Rn entenderemos cubos fechados cujas

as faces são paralelas aos planos coordenados. Dizemos que dois cubos são

“disjuntos” se seus interiores forem dois a dois disjuntos.

Denotaremos o diâmetro de um cubo Q ⊂ Rn por

diam(Q) = sup{‖x− y‖ : x, y ∈ Q}
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1.3 Decomposição de Whitney

e por

d(Q,F ) = inf{‖x− y‖ : x ∈ Q, y ∈ F}

a distância entre Q a F . Além disso,

d(x, F ) = inf{‖x− y‖ : y ∈ F}

denotará a distância de um ponto x ∈ Rn a F . Por fim, denotaremos o lado

de um cubo Q por `(Q).

Teorema 1.3.1 (Decomposição de Whitney) Seja F ( Rn fechado.

Então, existe uma coleção de cubos V = {Q1,Q2, . . .} com interiores dois

a dois disjuntos tais que:

(i) Ω = F c =
⋃
j∈NQj;

(ii) Existem constantes C1, C2 > 0 satisfazendo

C1diam(Qj) 6 d(Qj, F ) 6 C2diam(Qj).

Demonstração. Considere todas as n-uplas com coordenadas inteiras. Estas

definem cubos unitários cujos os vert́ıces são n-uplas com coordenadas inteiras.

A este conjunto denotemos por M0. Dado k ∈ Z, definamos Mk = 2−kM0.

Note que, cada cubo de Mk dá origem a 2n cubos de Mk+1. Além disso, os

cubos de Mk tem comprimento de aresta 2−k e diâmetro 2−k
√
n.

Definamos para cada k ∈ Z as camadas Ωk por

Ωk = {x ∈ RN : C 2−k < d(x, F ) 6 C 2−k+1},

no qual C > 0 é uma constante a qual será escolhida no decorrer da

demonstração. Então, decorre da definição de Ωk que

Ω =
⋃
k

Ωk.

Considere a seguinte famı́lia de cubo

F0 =
⋃
k

{Q ∈Mk : Q ∩ Ωk 6= ∅}
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1.3 Decomposição de Whitney

e consequentemente, afirmamos que:

(i) diam(Q) 6 d(Q,F ) 6 4 diam(Q), ∀Q ∈ F0;

(ii)
⋃
Q∈F0

Q = Ω.

De fato, mostremos inicialmente (i). Dado Q ∈ F0, temos por definição

que Q ∈Mk e Q ∩ Ωk 6= ∅. Logo, existe x ∈ Q tal que

C 2−k < d(x, F ) 6 C 2−k+1.

Tomando C = 2
√
n, obtemos que

d(Q,F ) 6 d(x, F ) 6 C 2−k+1 = 4 · 2−k
√
n = 4 diam(Q).

Seja y 7−→ d(y, F ) a função que a cada y ∈ Rn calcula a distância de y

a F . A função y 7−→ d(y, F ) é cont́ınua, então possui um valor máximo e

mı́nimo sobre Q, uma vez que Q é compacto. Deste modo, existe y ∈ Q tal

que d(y, F ) = d(Q,F ).

Portanto,

d(x, F )− d(y, F ) 6 |d(x, F )− d(y, F )| 6 d(x, y) 6 diam(Q).

Logo,

d(Q,F ) = d(y, F )

> d(x, F )− 2−k
√
n

> 2
√
n2−k − 2−k

√
n

=
√
n2−k

= diam(Q),

o que prova (i).

Vejamos a demonstração de (ii). Seja x ∈ Ω, então pelo fato de que

∪kΩk = Ω, existe k ∈ Z tal que x ∈ Ωk. Como a malha gerada pelos cubos de

Mk é uma cobertura para Rn, em particular, também é uma cobertura para
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1.3 Decomposição de Whitney

Ωk, portanto x ∈ Q para algum Q ∈ F0. Assim, mostrando que

Ω ⊂
⋃
Q∈F0

Q.

Seja x ∈ Q, para algum Q ∈ F0. Então, existe k ∈ Z tal que Q ∈ Mk e

existe y ∈ Q ∩ Ωk. Note que, pelo item (i) temos

2
√
n2−k−1 =

√
n2−k = diam(Q) 6 d(Q,F ) 6 d(x, F ).

Por outro lado,

d(x, F ) 6 d(x, y) + d(y, F )

6
√
n2−k + 2

√
n2−k+1

= 5
√
n2−k

6 23
√
n2−k

= 2
√
n2−(k−1)+1.

Portanto,

d(x, F ) ∈ [2
√
n2−(k+1), 2

√
n2−(k−1)+1] ⊂ (2

√
n2−(k+2), 2

√
n2−(k−1)+1].

Observando que

k+2⋃
j=k−1

Ωj = {x ∈ Rn : 2
√
n2−(k+2) < d(x, F ) 6 2

√
n2−(k−1)+1},

o que mostra x ∈ Ωj, para algum j = k − 1, k, . . . , k + 2. Logo, x ∈ Ω,

concluindo o item (ii).

A construção acima não garante que os cubos tenham interiores dois a dois

disjuntos, pois os cubos da malha Mk contém os cubos da malha Mk+1, para

todo k ∈ Z. Observe ainda que, se Q1 ∈Mk1 e Q2 ∈Mk2 não disjuntos, então

um contém o outro. Por exemplo, se Q1 ⊂ Q2, então é porque k2 < k1. Para

contornarmos este problema, vamos proceder do seguinte modo: dado Q ∈ F0,

existe um único cubo Q′ tal que Q ⊂ Q′ ou Q′ ∩Q = ∅, isto é, Q′ é um cubo
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1.3 Decomposição de Whitney

maximal e ainda está na famı́lia e satisfaz as condições (i) e (ii) do enunciado

do teorema.

Para escolhermos os cubos maximais que satisfazem as condições (i) e (ii),

basta usarmos o axioma da escolha para obtermos tais cubos.

Observação 1.3.1 Se existir uma coleção V = {Q1,Q2, . . .} como a descrita

no Teorema 1.3.1, então
1

4
6
`(Qk)
`(Qj)

6 4

desde que, os cubos Qj e Qk se interceptam somente na fronteira.

De fato,

√
n`(Qj) 6 dist(Qj, F ) 6 dist(Qj,Qk) + dist(Qk, F ) 6 0 + 4

√
n`(Qk).

1.4 Funções e distribuições radiais

Apresentaremos nesta seção o conceito de funções radiais e de distribuições

radiais. Os resultados apresentados nesta seção, são adaptações dos resultados

e conceitos publicados por L. Grafakos e G. Teschl em [13].

A transformada de Fourier de uma aplicação Φ ∈ L1(Rn,C) é definida pela

convergência da integral oscilatória

Φ̂(ξ)
.
=

∫
Rn

Φ(x) e−2πix·ξdx.

Se a função Φ é radial, isto é, Φ(x) = ϕ(|x|) no qual ϕ : R → R é

uma função par, então a transformada de Fourier de Φ é radial. Para ver

a demonstração deste resultado veja E. M. Stein e G. Weiss [23] nas páginas

155 a 170.

Definição 1.4.1 Definimos por O(n) o espaço formado por todas as

transformações lineares A : Rn → Rn as quais são ortogonais, isto é,

|A(x)| = |x|.

Definição 1.4.2 Uma função ϕ ∈ S(Rn) é dita radial, se para toda
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1.4 Funções e distribuições radiais

transformação ortogonal A ∈ O(n) tivermos que

ϕ = ϕ ◦ A.

Denotaremos o espaço de todas as funções ϕ ∈ S(Rn) radiais por Srad(Rn).

É claro que quando n = 1 temos

Srad(R) = {ϕ ∈ S(R) : ϕ(x) = ϕ(−x)},

em outras palavras, as funções Schwartz radiais em R são as funções pares de

Schwartz.

Definição 1.4.3 Uma distribuição f ∈ S ′(Rn) é dita radial, se para toda

transformação ortogonal A ∈ O(n) tivermos que

〈f, ϕ〉 = 〈f, ϕ ◦ A〉, ∀ϕ ∈ S(Rn).

Denotaremos por S ′rad(Rn) o espaço de todas as distribuições temperadas em

Rn radiais.

Analogamente, uma distribuição f ∈ D′(Rn) é dita radial, se para toda

transformação ortogonal A ∈ O(n) tivermos que

〈f, ψ〉 = 〈f, ψ ◦ A〉, ∀ψ ∈ C∞c (Rn).

Denotaremos por D′rad(Rn) o espaço de todas as distribuições em Rn radiais.

Observação 1.4.1 Denotaremos por C∞c,rad(Rn) o espaço formados pelas

funções ϕ ∈ C∞c (Rn) e radias.

Seja n > 1. Existe um homomorfismo natural C∞c (Rn) −→ C∞c,rad(R)

definido por

ϕ(x) 7−→ ϕo(r)
.
=

1

|Sn−1|

∫
Sn−1

ϕ(rθ) dθ.

É claro que o homomorfismo está bem definido, pois ϕo ∈ C∞c,rad(R). No
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1.4 Funções e distribuições radiais

caso n = 1, temos

ϕrad(x)
.
= ϕo(x) =

1

2
(ϕ(x) + ϕ(−x)).

Reciprocamente, dada uma função ϕ ∈ C∞c,rad(R) podemos definir uma função

radial em C∞c (Rn) pela aplicação

C∞c,rad(R) −→ C∞c,rad(Rn)

ϕ(r) 7−→ ϕO(x)
.
= ϕ(|x|).

Além disso, a aplicação ϕ 7→ ϕO é claramente um homomorfismo entre os

espaços C∞c,rad(R) e C∞c,rad(Rn).

A composição ϕ 7−→ ϕo 7−→ (ϕo)O
.
= ϕrad dá origem a um homomorfismo

entre os espaços C∞c (Rn) e C∞c,rad(Rn). Um outro fato que podemos observar é

que, ϕ é radial se, e somente, se ϕ = ϕrad.

Outra propriedade interessante é que, se ϕ, ψ ∈ Srad(Rn), então a

convolução ϕ ∗ ψ também é radial. De fato, se A ∈ O(n), então

(ϕ ∗ ψ)(Ax) =

∫
Rn
ϕ(y)ψ(Ax− y) dy

=

∫
Rn
ϕ(y)ψ(A(x− A−1y) dy

=

∫
Rn
ϕ(y)ψ(x− ATy) dy

=

∫
Rn
ϕ(z)ψ(x− z)|detA| dz

=

∫
Rn
ϕ(z)ψ(x− z) dz

= (ϕ ∗ ψ)(x).

Também temos que f ∈ S ′rad(Rn) e ϕ ∈ Srad(Rn), então f ∗ ϕ também é

radial. De fato, se A ∈ O(n), então

(f ∗ ϕ)(Ax) = 〈f, ϕ̌Ax〉 = 〈f, ϕ̌x〉 = (f ∗ ϕ)(x), (1.14)
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1.4 Funções e distribuições radiais

no qual ϕ̌(y)
.
= ϕ(−y) e usamos o fato de que ϕ é radial (portanto ϕ̌ é radial)

para escrevermos ϕ̌Ax(y) = ϕ̌(y − Ax) = ϕ̌(ATy − x) = ϕ̌x(A
Ty).

Os argumentos acima continuam válidos para f ∈ D′rad e ϕ ∈ C∞c,rad(Rn).

Proposição 1.4.1 Se f ∈ D′rad(Rn) e ϕ ∈ C∞c (Rn), então

〈f, ϕ〉 = 〈f, ϕrad〉.

Demonstração. Inicialmente vamos supor que f ∈ C∞c,rad(Rn). Então, se

ϕ ∈ C∞c (Rn), usando mudança de variável esférica juntamente com o fato de

que f(x) = f o(|x|), obtemos

〈f, ϕ〉 =

∫
Rn
f(x)ϕ(x)

=

∫ +∞

0

f o(r)

∫
Sn−1

ϕ(rθ) dθrn−1dr

= |Sn−1|
∫ +∞

0

f o(r)ϕo(r)rn−1dr

=

∫
Rn
f(x)(ϕo)O(x) dx

= 〈f, (ϕo)O〉

= 〈f, ϕrad〉.

No caso em que f é uma distribuição radial, seja ψ ∈ C∞c,rad(Rn) tal que∫
Rn
ψ(x) dx = 1. Então, usando o caso feito anteriormente e o Teorema 4.1.4

em [15], temos

〈f, ϕ〉 = lim
ε→0
〈f ∗ ψε, ϕ〉 = lim

ε→0
〈f ∗ ψε, ϕrad〉 = 〈f, ϕrad〉.

Observação 1.4.2 Note que, uma distribuição radial é determinada exclu-

sivamente por sua ação em funções ϕ ∈ C∞c,rad(Rn). Além disso, dada uma

distribuição f , podemos definir uma distribuição radial f rad ∈ D′rad(Rn) por

〈f rad, ϕ〉 .= 〈f, ϕrad〉.
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1.4 Funções e distribuições radiais

Proposição 1.4.2 Se f ∈ L1
loc(R

n) e radial, então

〈f, ϕ〉 = |Sn−1|〈f o, ϕo(r)rn−1〉, ∀ϕ ∈ C∞c,rad(Rn).

Demonstração. Suponhamos que f(x) = f o(|x|) para f o : [0,∞) → C.

Então, usando coordenadas esféricas

〈f, ϕ〉 =

∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx

= |Sn−1|
∫ ∞

0

f o(r)ϕo(r)rn−1dr

= |Sn−1|〈f o, ϕo(r)rn−1〉, ∀ϕ ∈ C∞c,rad(Rn)

como queŕıamos demonstrar.

A Proposição 1.4.2 nos diz que dada uma função L1
loc(R

n) a qual é radial,

podemos encontrar uma função par em R+ a qual sua ação sobre a função

rn−1ϕo é determinada pela ação da função f sobre a função ϕ.

Seja n ∈ N e definamos Rn
.
= rn−1C∞c,rad(R+) o espaço das funções da forma

rn−1ϕ(r), no qual ϕ ∈ C∞c (R+) e é par. Este espaço é munido pela topologia

induzida de C∞c (Rn) e o dual de Rn denotaremos por R′n.

Sempre é posśıvel construirmos distribuições radiais em Rn começando com

distribuições em R′n. De fato, dada f o ∈ R′n e ϕ ∈ C∞c (Rn) podemos definir

uma distribuição radial f por

〈f, ϕ〉 .= |Sn−1|〈f o, ϕo(r)rn−1〉.

A rećıproca deste fato também é válida e a apresentaremos a seguir, mas

antes é necessário o seguinte lema.

Lema 1.4.1 Seja f ∈ C∞rad(R). Então, existe uma função g ∈ C∞(R) tal que

f(x) = g(x2), ∀x ∈ R.
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1.4 Funções e distribuições radiais

Além disso, para todo t > 0

|g(k)(t)| 6 ck sup
06s6

√
t

|f (2k)(s)|. (1.15)

Demonstração. Pelo teorema de Whitney em [27], existe g ∈ C∞(R) tal que

f(t) = g(t2).

Para demonstrarmos (1.15), basta usarmos o teorema de Taylor com resto

integral, para obtermos

g(k)(t2)

k!
= (2t)−2k+1k

(
2k

k

)∫ t

0

(t2 − s2)k−1f
(2k)(s)

(2k)!
ds

= 2−2kk

(
2k

k

)∫ 1

0

(1− s2)k−1f
(2k)(st)

(2k)!
ds. (1.16)

Em particular,

g(k)(0)

k!
=
f (2k)(0)

(2k!)
(1.17)

desde que

2−2kk

(
2k

k

)∫ 1

0

(1− s2)k−1f
(2k)(st)

(2k)!
ds =

Γ(k)Γ(1
2
)

Γ(k + 1
2
)

= 1.

Segue de (1.16) que

|g(k)(t2)| 6 c̃k t
−2k+1

∫ t

0

(t2 − s2)k−1 sup
06s6t

|f (2k)(s)|ds

6 c̃k t
−2k+1 sup

06s6t
|f (2k)(s)|

∫ t

0

(2t2)k−1ds

6 ck t
−2k+1 t2k−1 sup

06s6t
|f (2k)(s)|

= ck sup
06s6t

|f (2k)(s)|.
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1.4 Funções e distribuições radiais

Portanto, fazendo a mudança de variável t2 = w obtemos (1.15).

Proposição 1.4.3 A aplicação Rn → C∞c,rad definida por ϕ(r)rn−1 7→ ϕO é um

homeomorfismo e para toda distribuição radial f ∈ D′rad(Rn) podemos definir

f o ∈ R′n por

〈f o, ϕ(r)rn−1〉 .= 1

|Sn−1|
〈f, ϕO〉.

Demonstração. Seja f ∈ D′rad(Rn), então para cada compacto K ⊂ Rn,

existem um inteiro m̃ e uma constante C > 0 tais que

|〈f, ψ〉| 6 C
∑
|α|6m̃

sup
x∈Rn

|∂αψ(x)|, ψ ∈ C∞c (Rn), supp ψ ⊂ K.

Para demonstrarmos esta proposição é suficiente provarmos que

sup
x∈Rn

|∂α(ϕ(|x|)) 6
∑

06`,m64(|α|+n)

sup
r>0

∣∣∣rm( d
dr

)`
(rn−1ϕ(r))

∣∣∣.
Vamos considerar inicialmente r

.
= |x| 6 1. Usando o Lema 1.4.1 para

ϕ(t) = g(t2) temos

|∂αϕ(|x|)| 6 cα

|β|∑
k=0

|g(|x|2)||x|k

6 cα

|β|∑
k=0

|g(k)(|x|2)|

6 cα

|β|∑
k=0

ck sup
0<s<r

|ϕ(2k)(s)|.

Precisamos fazer uso da desigualdade

|ϕ(s)| 6 sup
0<t<s

∣∣∣( d
dt

)M
(tMϕ(t))

∣∣∣. (1.18)

A desigualdade em (1.18) decorre da aplicação do teorema fundamental do
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1.4 Funções e distribuições radiais

cálculo M vezes na identidade

sM
dm

dsm
ϕ(s) =

m∑
`=0

(−1)``!

(
m

`

)(
M

`

)( d
ds

)m−`
(sM−`ψ(s)) (1.19)

a qual é válida desde que M > m.

Aplicando (1.18) para ϕ(2k)(s) temos

|ϕ(2k)(s)| 6 sup
0<t<s

∣∣∣( d
dt

)M
(tMϕ(2k)(t))

∣∣∣ (1.20)

Usando a desigualdade em (1.19) para sMϕ(2k)(s) com M = 2|β| + n − 1

e m = 2k temos que |ϕ(2k)(s)| é pontualmente limitada por uma soma de

derivadas dos termos sn−1ψ(s), pois as potências de s que são diferente de n−1

podemos estimar por 1 desde que s 6 1. Disto segue que, sups>0 |ϕ(2k)(s)|
é controlada por uma quantidade finita de somas de derivadas da função

sn−1ϕ(s).

Suponhamos agora que |x| > 1. Pelo Corolário A.0.1 temos

|∂αϕ(|x|)| 6
|α|∑
k=0

|ϕ(k)(|x|)| ck,α
|x||α|−k

,

e tomando M = |α|+ n− 1 temos

sup
|x|>1

|∂α(ϕ(|x|))| 6 cα

|α|∑
k=1

sup
s>1
{sM |ϕ(k)(s)|} (1.21)

a qual é controlada por uma soma finita de derivadas da função sn−1ϕ(s) vezes

potências de s, mas como supp ϕ ⊂ K podemos limitar os s’s com potências

diferente de n− 1 por uma constante e este fato decorre de (1.19).

Por fim, note que a aplicação ϕ(r)rn−1 7→ ϕO é uma função bijetora a

qual a sua inversa ϕO 7→ ϕ(r)rn−1 é cont́ınua. Para a prova da continuidade

da função ϕ(r)rn−1 7→ ϕO basta combinar (1.21) com o argumento prévio da

estimativa do caso |x| 6 1.
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1.5 Espaços de Hardy radial segundo R. R. Coifman e G. Weiss

1.5 Espaços de Hardy radial segundo R. R. Coifman e G.

Weiss

Nesta seção temos como objetivo central apresentarmos os espaços de Hardy

radial segundo R. R. Coifman e G. Weiss.

Definição 1.5.1 Definimos o espaço de Hardy radiais Hp
rad(R

n) como sendo

o subespaço de Hp(Rn) o qual é formado por todas as distribuições radiais em

Hp(Rn), isto é, Hp
rad(R

n)
.
= Hp(Rn) ∩ S ′rad(Rn).

Considere um conjunto de seminormas sobre o espaço das funções radiais

no espaço de Schwartz Frad
.
= FN,rad no qual N ∈ N0, dado por

FN,rad
.
= {ϕ ∈ Srad(Rn) : Pα,β(ϕ) 6 1, |α|, |β| 6 N} ⊂ FN .

Definimos a grande função maximal (radial) de uma distribuição temperada

f ∈ S ′rad(Rn) associada a famı́lia FN,rad por

MFN,radf(x)
.
= sup

ϕ∈FN,rad
Mϕf(x). (1.22)

A funçãoMFN,radf definida em (1.22) é radial, pois Mϕf é radial para cada

ϕ ∈ FN,rad e, além disso,

|(f ∗ ϕt)(Ax)| = |(f ∗ ϕt)(x)| 6Mϕf(x) 6MFN,radf(x),

para toda ϕ ∈ Frad,N e A ∈ O(n).
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Caṕıtulo

2
O Espaço Hprad(R

n)

O objetivo inicial deste caṕıtulo é apresentarmos uma partição da

unidade radial e na sequência definirmos um espaço de Hardy radial maximal.

Antes de iniciarmos a contrução da partição da unidade radial, vamos

apresentar algumas definições e notações as quais serão usadas no decorrer

da construção.

2.1 Resultados preliminares

Definição 2.1.1 Seja 0 6 r < R 6∞. Definimos como sendo um anel aberto

em Rn o conjunto

Ar,R = {x ∈ Rn : r < |x| < R}

e definimos o tamanho do anel Ar,R como sendo o número `(Ar,R) = R−r > 0.

Analogamente, definimos o anel fechado como sendo

Ar,R = {x ∈ Rn : r 6 |x| 6 R}

e definimos o tamanho do anel Ar,R como sendo o número `(Ar,R) = R−r > 0.

Definição 2.1.2 (Centro do anel) Seja Ar,R ⊂ Rn um anel. Definimos

como centro do anel Ar,R a esfera Sn−1
δ centrada na origem e de raio δ

.
= R+r

2
.

Quando x ∈ Sn−1
δ diremos que x pertence ao centro do anel Ar,R.
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2.1 Resultados preliminares

Observação 2.1.1 Se B(0, R) é uma bola em Rn podemos identificá-la com

o anel A0,R. Disto decorre que para este caso em especial, anéis podem ser

interpretado como bolas. A partir de agora, não faremos distinção entre a bola

B(0, R) e o anel A0,R.

Seja Ar,R um anel genérico (aberto ou fechado) e seja 1 < ν < R+r
R−r uma

constante fixa. Considere Aνr,R o anel de mesmo centro de que Ar,R porém

dilatado na proporção ν, isto é,

Aνr,R =
{
x ∈ Rn :

R(1− ν) + r(1 + ν)

2
< |x| < R(1 + ν) + r(1− ν)

2

}
.

Note que, se ν > R+r
R−r temos Aνr,R ≡ B(0, R(1−ν)+r(1+ν)

2
).

A seguir apresentaremos uma relação entre a medida do anel Ar,R e seu

tamanho `(Ar,R).

Lema 2.1.1 Se Ar,R é um anel (aberto ou fechado), então |Ar,R| & `(Ar,R)n.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponhamos que n > 1. Note

que ∫
Ar,R

dx = |Sn−1|
∫ R

r

ρn−1dρ =
|Sn−1|
n

Rn − rn.

Basta mostrar que Rn − rn > (R− r)n. Para isto, defina a função

φ :
(1

2
,+∞

)
→ R

dada por φ(t) = (t− 1)n + 1− tn. Note que

φ′(t) = n(t− 1)n−1 − ntn−1.

Assim, como φ′(t) < 0, para todo t > 1
2

temos que φ é decrescente. Então,

φ(1) > φ(R
r
) o que conclui Rn − rn > (R− r)n.

Lema 2.1.2 Seja ν > 1 uma constante fixada. Seja

Ar,R = {x ∈ Rn : r < |x| < R}
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2.1 Resultados preliminares

um anel e

Aνr,R =
{
x ∈ Rn :

R(1− ν) + r(1 + ν)

2
< |x| < R(1 + ν) + r(1− ν)

2

}
o anel de mesmo centro que Ar,R, porém dilatado na proporção ν. Então

|Aνr,R| 6 νn|Ar,R|.

Demonstração. Usando coordenadas esféricas podemos escrever

Rn \ {0} ∼= {(ρ,Θ) ∈ R+ × Sn−1} (2.1)

no qual ρ = |x| e Θ = x
|x| . Seja π1(Ar,R) a projeção na coordenada radial da

decomposição em coordenadas esféricas de Ar,R dada por (2.1), isto é,

π1(Ar,R) = {ρ ∈ (0,∞) : (ρ,Θ) ∈ Ar,R para algum (para todo) Θ ∈ Sn−1}

= (r, R).

Analogamente,

π1(Aνr,R) =
(R(1− ν) + r(1 + ν)

2
,
R(1 + ν) + r(1− ν)

2

)
.

Por uma simplicidade de notação, denotaremos por Ir,R = π1(Ar,R) a projeção

na coordenada radial de Ar,R e Iνr,R = π1(Aνr,R) a projeção na primeira

coordenada radial de Aνr,R.

Note que, c = R+r
2

é o centro do intervalo Ir,R e υ = R−r
2

é o raio do

intervalo Ir,R, então podemos escrever o intervalo Iνr,R como sendo

Iνr,R = (c− ν υ, c+ ν υ).

Seja f : [1,∞)→ R uma função definida por

f(ϑ)
.
= (c+ ϑ υ)n − (c− ϑ υ)n.
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2.1 Resultados preliminares

Note que,

|Ar,R| = cn(Rn − rn)

e

|Aνr,R| = cn[(c+ ν υ)n − (c− ν υ)n].

Pela definição da função f , temos

|Ar,R| = cn(Rn − rn) = cnf(1), (2.2)

no qual cn
.
= |Sn−1|

n
. Por outro lado,

f(ϑ) = (c+ ϑ υ)n − (c− ϑ υ)n

= ϑn
[( c
ϑ

+ υ
)n
−
( c
ϑ
− υ
)n]

.
= ϑng

(1

ϑ

)
,

no qual g(w)
.
= (cw + υ)n − (cw − υ)n. Note que, g é uma função crescente,

assim temos g( 1
ϑ
) 6 g(1), pois ϑ > 1. Portanto, segue de (2.2) e do fato de

que g(1) = f(1) a estimativa

|Aνr,R| = cnf(ν)

6 cnν
ng(1)

= cnν
nf(1)

= νn|Ar,R|.

2.2 Decomposição radial de Whitney

Nesta seção vamos apresentar uma versão do Teorema 1.3.1 para conjuntos

fechados e radiais.

Definição 2.2.1 Um conjunto Ω ⊂ Rn é dito radial, se Ω satisfaz a seguinte
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2.2 Decomposição radial de Whitney

propriedade:

x ∈ Ω =⇒ y ∈ Ω, ∀ y ∈ Rn com |x| = |y|.

Como uma consequência da Definição 2.2.1 temos a seguinte propriedade.

Lema 2.2.1 Um conjunto Ω ⊂ Rn é radial se, e somente, se Ωc = Rn \ Ω é

radial.

Demonstração. Seja x ∈ Ωc e y ∈ Rn tal que |x| = |y|. Se y /∈ Ωc, então

y ∈ Ω e como Ω é radial e |x| = |y|, temos que x ∈ Ω o que é uma contradição.

A rećıproca segue de modo análago.

Observação 2.2.1 Diremos que dois anéis são disjuntos se seus interiores

forem disjuntos.

Dado um conjunto X, denotaremos por X̊ o seu interior.

Teorema 2.2.1 (Decomposição radial de Whitney) Seja F ⊂ Rn um

conjunto fechado e radial. Então, existe uma coleção de anéis fechados {Ak}∞k=1

no qual Ak = Ark,Rk para sequências de números reais não negativos {rk}∞k=1

e {Rk}∞k=1 com rk < Rk tal que:

(i) Åj ∩ Åk = ∅, para j 6= k;

(ii) Ω
.
= F c .= ∪∞k=1Ak;

(iii) Para todo k ∈ N o tamanho `(Ak) é comparável com a distância de Ak a

F . Além disso, existem constantes c e C estritamente positivas tais que

c `(Ak) 6 d(F,Ak) 6 C `(Ak).

Demonstração. Pelo Lema 2.2.1 temos que F = Ωc é um conjunto aberto e

radial. Usando coordenadas esféricas podemos escrever

Rn \ {0} ∼= {(ρ,Θ) ∈ R+ × Sn−1} (2.3)

no qual ρ = |x| e Θ = x
|x| . Note que,

(ρ,Θ) ∈ F (ou Ω)⇐⇒ (ρ,Θ′) ∈ F (ou Ω), ∀Θ′ ∈ Sn−1.
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2.2 Decomposição radial de Whitney

Denote por F1 e Ω1 as respectivas projeções na coordenada radial da

decomposição em coordenadas esféricas de F e Ω dada por (2.3), isto é,

F1
.
= {ρ ∈ (0,∞) : (ρ,Θ) ∈ F para algum (e assim para todo) Θ ∈ Sn−1}

e analogamente para Ω1. Usando (2.3) temos que F1 é um conjunto fechado em

[0,∞), Ω1 é um conjunto aberto em [0,∞) e Ω1 = [0,∞) \ F . Então, usando

o Teorema 1.3.1 para Ω1, temos que existe uma coleção de intervalos (os quais

são cubos em R) {Ik}∞k=1 denotados por Ik
.
= [rk, Rk] satisfazendo as seguintes

condições:

(i)′ I̊j ∩ I̊k = ∅, j 6= k;

(ii)′ Ω1 = ∪∞k=1Ik;

(iii)′ Para todo k ∈ N, `(Ik) = Rk− rk é comparável com a distância de Ik até

F1. Além disso, existem constantes positivas c e C tais que

c `(Ik) 6 d(F1, Ik) 6 C `(Ik)

Definamos Ak
.
= Ark,Rk , isto é, Ak é o anel associado ao intervalo Irk,Rk .

Note que, Åj ∩ Åk = ∅ se k 6= j, pois caso contrário, existiria z ∈ Åk ∩ Åj no

qual z ∼= (ρ,Θ) com ρ ∈ (0,∞) e Θ ∈ Sn−1 tal que ρ ∈ I̊j ∩ I̊k 6= ∅ o que é

absurdo por (i)′.

Seja z ∈ Ω, pela identificação (2.3) temos que z ∼= (ρ,Θ) para algum ρ ∈ Ω1

e Θ ∈ Sn−1. Por (ii)′ existe k0 ∈ N tal que ρ ∈ Ik0 e consequentemente z ∈ Ak0 .
Agora, suponha que z ∈ ∪∞k=1Ak, então existe k0 ∈ N tal que z ∈ Ak0 . Mas,

pela identificação z ∼= (ρ,Θ) com ρ ∈ Ω1 e Θ ∈ Sn−1 temos que ρ /∈ F1 e

consequentemente (ρ,Θ) /∈ F o que implica em (ρ,Θ) ∈ F c = Ω.

Finalmente, como `(Ik) = `(Ak) e d(F1, Ik) = d(F,Ak) temos por (iii)′ que

c `(Ak) 6 d(F,Ak) 6 C `(Ak).

Uma demonstração alternativa para o Teorema 2.2.1 é a seguinte:

Demonstração. A demonstração alternativa para o Teorema 2.2.1, consiste

em “repetir” demonstração do Teorema 1.3.1 da seguinte forma:
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2.2 Decomposição radial de Whitney

Consideremos M0 como sendo todas as 1-uplas com coordenadas em N,

isto define intervalos Ik = [k, k + 1] de tamanho 1.

Dado j ∈ Z, definindo Mj = 2jM0 temos que, os elementos de Mj são

intervalos Ij,k
.
= [2jk, 2j(k + 1)]. Assim, de modo análago a demonstração do

Teorema 1.3.1, obtemos uma famı́lia F ⊂ Z×N tal que a famı́lia de intervalos

{Ij,k}(j,k)∈F satisfaz as condições (i) e (ii) do Teorema 1.3.1.

Por fim, para obtermos a demonstração do Teorema 2.2.1 basta

considerarmos a famı́lia de anéis {Aj,k}(j,k)∈F definidos por

Aj,k
.
= {x ∈ Rn : 2jk 6 |x| 6 2j(k + 1)}.

Observação 2.2.2 Segue da demonstração acima, que podemos considerar os

anéis do Teorema 2.2.1 como sendo os anéis da famı́lia {Aj,k}(j,k)∈F.

Observação 2.2.3 A partir de agora, iremos denotar a projeção na

coordenada radial da decomposição em coordenadas esféricas em (2.3) de um

anel Ar,R por π1(Ar,R)
.
= (r, R).

Observação 2.2.4 Sejam F .
= {Ij,k}(j,k)∈F a famı́lia de intervalos maximais

obtida pela projeção dos anéis {Aj,k}(j,k)∈F do Teorema 2.2.1 e I∗j,k o intervalo

de mesmo centro que Ij,k, porém dilatado na proporção ν∗ > 1 com ν∗

suficientemente próximo de 1, isto é,

I∗j,k = [2jk + 2j−1(1− ν∗), 2jk + 2j−1(1 + ν∗)].

Denotemos esta famı́lia por F∗ .
= {I∗j,k}(j,k)∈F. Afirmamos que, existe ν∗ > 1

tal que, se I∗j,k ∈ F∗ então I∗j,k intercepta no máximo outros dois intervalos

da famı́lia F∗. De fato, sejam Ij,k, Ijt,kt , Ijs,ks ∈ F fixados, no qual Ijt,kt é o

intervalo à esquerda de Ij,k satisfazendo Ijt,kt ∩ Ij,k 6= ∅ e Ijs,ks é o intervalo à

direita de Ij,k satisfazendo Ijs,ks ∩ Ij,k 6= ∅. Vamos escolher ν∗ de forma que

o ponto final de I∗j,k seja menor que o ponto médio do intervalo à direita e o

ponto inicial de I∗j,k seja maior que o ponto médio do intervalo à esquerda. De
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2.2 Decomposição radial de Whitney

fato, devido escolha dos intervalos temos

2jt(kt + 1) = 2jk e 2j(k + 1) = 2jsks. (2.4)

Sejam ms e mt os pontos médios de Ijs,ks e Ijt,kt respectivamente, isto é,mt = 2jtkt + 2jt−1,

ms = 2jsks + 2js−1.

Então, precisamos encontrar ν∗ suficientemente próximo de 1 de forma que2jtkt + 2jt−1 < 2jk + 2j−1(1− ν∗)

2jk + 2j−1(1 + ν∗) < 2jsks + 2js−1.

Segue pela primeira igualdade em (2.4) que

2jtkt + 2jt−1 = 2jt
(
kt +

1

2

)
= 2jt(kt + 1)− 2jt−1

= 2jk − 2jt−1.

Agora, vamos escolher ν∗ de forma que

−2jt−1 < 2j−1(1− ν∗).

Pela Observação 1.3.1, temos

1

4
6

2jt

2j
6 4.

Dáı,

−2jt−1 6 −2j−1

4
.

Portanto, basta escolher ν∗ de forma que

−1

4
< (1− ν∗),
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2.2 Decomposição radial de Whitney

isto é,

−5

4
< −ν∗ ⇐⇒ ν∗ <

5

4
.

Analogamente, pela segunda igualdade em (2.4) temos

2jsks + 2js−1 = 2j(k + 1) + 2js−1.

Precisamos escolher ν∗ tal que

2j−1(ν∗ − 1) < 2js−1.

Pela Observação 1.3.1, temos

1

4
6

2js

2j
6 4.

Então, escolhendo ν∗ tal que (ν∗ − 1) < 1
4
, isto é, ν∗ < 5

4
temos

2j−1(ν∗ − 1) <
2j−1

4
6 2js−1.

Portanto, escolhendo 1 < ν∗ < 5
4

temos que o intervalo I∗j,k intercepta no

máximo outros dois intervalos da famı́lia F∗, para todo (j, k) ∈ F.

2.3 Construção da partição da unidade associada a

conjuntos radiais

Sejam ν̃ e ν∗ constantes suficientementes próximas de 1 e satisfazendo

1 < ν̃ < ν∗.

Seja I ⊂ R um intervalo. Então, definimos os intervalos Ĩ e I∗ como

sendo os intervalos abertos Ĩ
.
= ν̃I e I∗

.
= ν∗I, isto é, os intervalos Ĩ e I∗ são

intervalos com o mesmo centro que I porém dilatados na proporção ν̃ e ν∗

respectivamente.

Seja Ij,k
.
= [2jk, 2j(k + 1)], k ∈ N e j ∈ Z fixados. Consideremos Aj,k o

anel gerado pelo intervalo Ij,k, isto é,

Aj,k
.
= {x ∈ Rn : 2jk 6 |x| 6 2j(k + 1)}.
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Sejam Ĩj,k e I∗j,k os intervalos de mesmo centro que Ij,k, porém dilatados na

proporção ν̃ e ν∗ respectivamente e consideremos Ãj,k e A∗j,k os anéis gerado

por esses intervalos.

Vamos construir funções Φj,k que satisfazem as seguintes condições:

(i) supp Φj,k ⊂ Ãj,k;

(ii) Φj,k é radial;

(iii) Φj,k ≡ 1 em Aj,k;

(iv) ‖∂αΦj,k‖L∞(Rn) 6 cα(2j)−|α|.

De fato, seja ϕ ∈ C∞c (R) não-negativa, 0 6 ϕ 6 1, ϕ ≡ 1 em I = [−1
2
, 1

2
] e

supp ϕ ⊂ Ĩ. Denote por xj,k
.
= 2jk + 2j−1 o centro de Ij,k = [2jk, 2j(k + 1)] e

note que, o seu tamanho é `(Ij,k) = 2j. Definamos

ϕj,k(w)
.
= ϕ

(xj,k − w
2j

)
.

Temos que ϕj,k é identicamente 1 em Ij,k e supp ϕj,k ⊂ Ĩj,k. Além disso,

‖∂lwϕj,k‖L∞(R) 6 cα(2j)−l, ∀ l ∈ N0.

Finalmente, se definirmos Φj,k(x)
.
= ϕj,k(|x|), com x ∈ Rn, afirmamos

que Φj,k é a função procurada. As condições (i) − (iii) são imediatas. A

demonstração de (iv) segue do Corolário A.0.1.

A construção da função Φj,k pode ser feita para todos os pares (j, k) ∈ F

os quais os anéis fechados Aj,k associados a estes pares decompõem o Ω do

Teorema 2.2.1. Podemos considerar os anéis dessa forma devido ao que foi feito

na Observção 2.2.2. Dessa forma é posśıvel contruir uma famı́lia de funções

{Φj,k}(j,k)∈F associada a famı́lia de anéis {Aj,k}(j,k)∈F e satisfazendo as condições

(i)− (iv).

O próximo resultado apresenta uma partição da unidade radial associada

a famı́lia {Aj,k}(j,k)∈F.

Teorema 2.3.1 Seja {Aj,k}(j,k)∈F a famı́lia de anéis que decompõem o Ω do

Teorema 2.2.1. Então, existe uma famı́lia de funções {ηj,k}(j,k)∈F satisfazendo

as seguintes condições:

(i)∗ supp ηj,k ⊂ Ãj,k ⊂ A∗j,k;
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2.3 Construção da partição da unidade associada a conjuntos radiais

(ii)∗ ηj,k é radial;

(iii)∗
∑

j,k ηj,k(x) = 1,∀x ∈ Ω;

(iv)∗ ‖∂αηj,k‖L∞(Rn) 6 cα(2j)−|α|, ∀α ∈ Nn
0 .

Demonstração. Seja H
.
=
∑

j,k Φj,k, no qual as Φj,k’s definidas acima. Note

que, se x ∈ Ω, então H > 1. Agora, para cada (j, k) ∈ F definamos ηj,k(x)
.
=

Φj,k(x)

H(x)
. Claramente ηj,k cumpre as condições (i)∗ − (iv)∗

Agora, temos como objetivo introduzir o espaçoHp
rad(R

n) para p > 0. Mais

adiante, mostraremos que este espaço possui uma decomposição atômica cujo

os átomos são funções radiais.

2.4 Definição e propriedades de Hp
rad(R

n)

Vamos introduzir nesta seção uma famı́lia de funções que darão origem a

uma função maximal radial. A construção dessa famı́lia assim como a função

maximal radial é baseada na construção apresentada por A. Bonami, J. Feuto

e S. Grellier em [2].

Definição 2.4.1 Seja x0 ∈ Rn dado. Definimos C∞c,N,rad(x0) como sendo a

famı́lia das funções ϕ’s cumprindo as seguintes condições:

(i) supp ϕ ⊂ Ar,R, no qual x0 ∈ Sn−1
δ com δ = R+r

2
;

(ii) ϕ ∈ C∞rad(Rn);

(iii) ϕ ∈ BL1(Rn)(0, 1), isto é, ‖ϕ‖L1(Rn) 6 1;

(iv) ‖∂αϕ‖L∞(Rn) 6 cα `(Ar,R)−n−|α|, ∀ |α| 6 N .

Em notação de conjuntos

C∞c,N,rad(x0)
.
= {ϕ ∈ C∞c,rad(Rn) ∩BL1(Rn)(0, 1) : supp ϕ ⊂ Ar,R, x0 ∈ Sn−1

δ e

‖∂αϕ‖L∞(Rn) 6 cα `(Ar,R)−n−|α|, ∀ |α| 6 N}.

Exemplo 2.4.1 Seja x0 ∈ Rn \ {0} fixado. Sempre é posśıvel encontrar uma

famı́lia de funções {Φt}t ⊂ C∞c,N,rad(x0), para todo 0 < t < |x0|.
De fato, seja ϕ ∈ C∞c (I) sendo I = (−1

2
, 1

2
) com 0 6 ϕ 6 1 e considere a

função Φ(x)
.
= ϕ(|x0| − |x|), que é radial. Definindo Φ̃t(x)

.
= 1

t
ϕ( |x0|−|x|

t
) que
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n)

é radial, temos para todo 0 < t < |x0| vale

‖Φ̃t‖L1(Rn) =

∫
Rn
|Φt(x)| dx

= |Sn−1|
∫ |x0|+ t

2

|x0|− t2

1

t
ϕ
( |x0| − r

t

)
rn−1 dr

6 |Sn−1|1
t

∫ |x0|+ t
2

|x0|− t2

rn−1dr

6 |Sn−1|(2|x0|)n−1

t

∫ |x0|+ t
2

|x0|− t2

dr

6 2n−1|Sn−1||x0|n−1.

Além disso, como

supp Φ̃t ⊂ At
.
=
{
x ∈ Rn : |x0| −

t

2
< |x| < |x0|+

t

2

}
,

temos para x ∈ At que |x| > |x0| − t
2

e sendo t < |x0| segue que

|x| > |x0| −
t

2
>
t

2
. (2.5)

Reproduzindo o Corolário A.0.1 para a função Φ̃t e combinando com (2.5)

temos

|∂αΦ̃t(x)| 6 cα
t1+|α| .

Agora, se definirmos

Φt
.
=

Φ̃t

c 2n−1|Sn−1||x0|n−1
,
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n)

temos que ‖Φt‖L1(Rn) 6 1 e

|∂αΦt| =
|∂αΦ̃|

c 3n−1|Sn−1||x0|n−1

6
cα,n

t1+|α||x0|n−1

6
cα,n
t|α|+n

.

Assim, a famı́lia {Φt}0<t<|x0| ⊂ C∞c,N,rad(x0).

Definição 2.4.2 Definimos a grande função maximal de f ∈ D′rad(Rn)

associada a famı́lia C∞c,N,rad(x) por

MNf(x)
.
= sup

ϕ∈C∞c,N,rad(x)

|〈f, ϕ〉|, (2.6)

no qual o supremo em (2.6) é tomado sobre todos os anéis que contêm o suporte

de ϕ e x pertencente ao centro do anel.

A função em (2.6) é radial, pois a famı́lia C∞c,N,rad(·) é invariante por

transformações ortogonais

MNf(Ax)
.
= sup

ϕ∈C∞c,N,rad(Ax)

|〈f, ϕ〉| = sup
ϕ∈C∞c,N,rad(x)

|〈f, ϕ〉| = MNf(x), ∀A ∈ O(n).

Proposição 2.4.1 A grande grande função maximal MNf é semicont́ınua

inferiormente.

Demonstração. Para demonstrarmos que a função MNf é semicont́ınua

inferiormente, vamos mostrar que, dado λ > 0 o conjunto

Ω = {x ∈ Rn :MNf(x) > λ}

é aberto. De fato, seja x0 ∈ Ω, então MNf(x0) > λ. Dado ε = 1
k

para k ∈ N,

existe ϕ ∈ C∞c,N,rad(x0) tal que

MNf(x0) 6 |〈f, ϕ〉|+ 1

k
(2.7)
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n)

e supp ϕ ⊂ Ar,R para algum anel Ar,R. Como x0 ∈ Sn−1
δ e sendo π1(Ar,R) = Ir,R

a projeção na primeira coordenada esférica do anel Ar,R, temos

Ir,R = (|x0| − ρ, |x0|+ ρ),

no qual ρ > 0 é o raio do intervalo Ir,R e |x0| seu centro.

Vamos mostrar que B(x0, ρ) ⊂ Ω. Com efeito, se y ∈ B(x0, ρ) definamos

A
.
= {z ∈ Rn : |y| − 2ρ < |z| < |y|+ 2ρ}.

Note que, Ar,R ⊂ A, pois Ir,R ⊂ I no qual I = π1(A). Consequentemente,

supp ϕ ⊂ A e como `(A) = 4ρ temos

‖∂αϕ‖L∞ 6 cα
1

`(Ar,R)n+|α| = cα
1

`(Ir,R)n+|α| = c̃α`(A)−n−|α|

e assim ϕ ∈ C∞c,N,rad(y). Portanto, fazendo k → +∞ em (2.7) temos

MNf(y) > λ

o que mostra que y ∈ Ω e isto implica em Ω ser um conjunto aberto.

Definição 2.4.3 Definimos o espaço Hp
rad(R

n) para 0 < p 6∞ como sendo

Hp
rad(R

n)
.
= {f ∈ D′rad(Rn) :MNf ∈ Lp(Rn)}. (2.8)

Em Hp
rad(R

n), 0 < p 6∞, consideraremos a p-norma dada por

‖f‖Hprad(Rn)
.
= ‖MNf‖Lp(Rn).

É claro que ‖ · ‖Hprad(Rn) só é uma norma no sentido usual se p > 1. Porém,

como ‖ · ‖Hprad(Rn) é subaditiva, podemos definir em Hp
rad(R

n) para 0 < p 6 1

a métrica

ρ(f, g)
.
= ‖f − g‖pHprad(Rn)

, f, g ∈ Hp
rad(R

n).

Afirmamos que, D′rad(Rn) é um subespaço fechado de D′(Rn). De fato,

seja {fj}∞j=1 ⊂ D′rad(Rn) tal que fj → f em D′rad(Rn) quando j → +∞. Além
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disso, temos 〈fj, ϕ◦A〉 = 〈fj, ϕ〉, para toda ϕ ∈ C∞c (Rn) e para toda A ∈ O(n).

Então, usando o fato de que ϕ ◦ A ∈ C∞c (Rn) temos

〈f, ϕ ◦ A〉 = lim
j→+∞

〈fj, ϕ ◦ A〉 = lim
j→+∞

〈fj, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉.

Teorema 2.4.1 O espaço Hp
rad(R

n) é um espaço métrico completo.

Demonstração. É claro que Hp
rad(R

n) é um espaço métrico, pois satisfaz as

seguintes condições:

(i) ρ(f, g) = 0⇐⇒ f ≡ g, ∀ f, g ∈ Hp
rad(R

n);

(ii) ρ(f, g) = ρ(g, f), ∀ f, g ∈ Hp
rad(R

n);

(iii) ρ(f, g) 6 ρ(f, h) + ρ(h, g), ∀ f, g, h ∈ Hp
rad(R

n).

Sejam {fj}∞j=1 ⊂ H
p
rad(R

n) uma sequência de Cauchy e ϕ ∈ C∞c (Rn) com

supp ϕ ⊂ B(x, r). Vamos mostrar que {fj}∞j=1 é uma sequência de Cauchy em

D′rad(Rn).

Pela Proposição 1.4.1 temos que

〈f, ϕ〉 = 〈f, ϕrad〉. (2.9)

Além disso, ϕrad é radial, é de classe C∞ e

supp ϕrad ⊂ A
.
= {y ∈ Rn : |x| − r < |y| < |x|+ r}.

Afirmamos que, existe 0 < ε = ε(ϕrad) tal que εϕrad ∈ C∞c,N,rad(x). De fato,

tome

0 < ε <
1

max|α|6N{‖∂αϕrad‖L∞(Rn)}
1

max|α|6N{`(A)|α|}
1

|A|
.

Devido a essa escolha de ε temos que |ε∂αϕrad| 6 cn `(A)−n−|α| e∫
Rn
|εϕrad(x)| dx 6 1.

Pelo fato anterior, temos

|〈fj − fk, ϕ〉| =
1

ε
|〈fj − fk, εϕrad〉| 6

1

ε
MN(fj − fk)(x). (2.10)
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n)

Seja K ⊂ Rn um compacto. Segue de (2.10) que

|〈fj − fk, ϕ〉|p 6
1

εp|K|

∫
K

(MN(fj − fk)(x))pdx

6
1

εp|K|

∫
Rn

(MN(fj − fk)(x))pdx

6
ρ(fj, fk)

εp|K|
−→ 0, j, k → +∞.

Portanto, a sequência {fj}∞j=1 é uma sequência de Cauchy em D′rad(Rn)

e sendo D′rad(Rn) subespaço fechado de D′(Rn), existe f ∈ D′rad(Rn) tal que

fj → f em D′rad(Rn). Agora, vamos mostrar que f ∈ Hp
rad(R

n). De fato, sem

perda de generalidade, podemos supor que

ρ(fj+1, fj) 6 2−j.

Como fj → f em D′rad(Rn) obtemos

|〈f − fj, ϕ〉| =
∣∣∣ ∞∑
k=j

〈fk+1 − fk, ϕ〉
∣∣∣ 6 1

ε

∞∑
k=j

MN(fk+1 − fk)(x). (2.11)

Usando o fato da norma em Hp
rad(R

n) ser subaditiva temos em (2.11) que

‖f − fj‖pHprad(Rn)
6

∞∑
k=j

‖fk+1 − fk‖pHprad(Rn)
6

∞∑
k=j

2−k 6 21−j. (2.12)

Portanto, segue de (2.12) que f = (f − fj) + fj ∈ Hp
rad(R

n).

Proposição 2.4.2 Se {fj}∞j=1 ⊂ H
p
rad(R

n) e ‖fj‖Hprad(Rn) → 0, então fj → 0

em D′rad(Rn).

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞c (B(x, r)). Então, pela Proposição 1.4.1, temos

〈fj, ϕ〉 = 〈fj, ϕrad〉,

pois as f ′js são radiais. Procedendo de maneira análoga a demonstração do

Teorema 2.4.1, temos que
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n)

|〈fj, ϕ〉|p 6
1

εp|K|

∫
Rn

(MNfj(x))pdx. (2.13)

Fazendo j → +∞ em (2.13) temos que |〈fj, ϕ〉| → 0, ou seja, fj → 0 em

D′rad(Rn).
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Caṕıtulo

3
Decomposição Radial de

Calderón-Zygmund

Apresentaremos neste caṕıtulo um teorema de decomposição radial

baseado no clássico teorema de decomposição de Calderón-Zygmund que pode

ser consultado em E. M. Stein [22] na página 101.

3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Teorema 3.1.1 (Decomposição radial de C-Z) Sejam 0 < λ, 0 < p 6 1

e f ∈ L1
loc(R

n)∩Hp
rad(R

n). Então, existe uma decomposição f
.
= g+ b na qual

b =
∑

(j,k)∈F bj,k e g são funções radiais, e uma coleção de anéis {A∗j,k}(j,k)∈F

satisfazendo as seguintes condições:

1. |g(x)| 6 cλ q.t.p. x ∈ Rn;

2. supp bj,k ⊂ A∗j,k e∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx .
∫
A∗j,k

(MNf(x))pdx;

3.
⋃

(j,k)∈FA
∗
j,k = {x ∈ Rn : MNf(x) > α} e a coleção {A∗j,k}(j,k)∈F tem

a propriedade da interseção limitada, isto é, existe Ñ > 0 tal que para
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

cada j e k ambos fixados tem-se:

∀x ∈ Ω =⇒ #{A∗j,k ∈ F : x ∈ A∗j,k} 6 Ñ .

Demonstração. Suponhamos inicialmente que n
n+1

< p 6 1. Sejam f ∈
L1
loc(R

n) ∩Hp
rad(R

n) e λ > 0. Definamos

Ω
.
= {x ∈ Rn :MNf(x) > λ}.

Como Ω é aberto e radial, poisMNf é semicont́ınua inferiormente e radial,

temos pelo Teorema 2.2.1 que existe uma coleção de anéis fechados {Aj,k}(j,k)∈F

tal que Ω = ∪(j,k)∈FAj,k. Note que, dado x ∈ Ω temos que x pertence no

máximo em Ñ = 2 anéis da famı́lia {A∗j,k}(j,k)∈F, isto decorre da Observação

2.2.4. Disto segue que, a famı́lia F tem a propriedade da interseção limitada.

Portanto, o item 3. está demonstrado. Além disso, segue pela propriedade da

interseção limitada que Ω = ∪(j,k)∈FA
∗
j,k, pois se x ∈ A∗j,k para algum (j, k) ∈ F

temos x ∈ As,t para algum (s, t) ∈ F no qual As,t é um dos anéis que A∗j,k
intercepta devido a propriedade da interseção limitada.

Seja {ηj,k}(j,k)∈F como no Teorema 2.3.1, isto é,

(i)∗ supp ηj,k ⊂ Ãj,k ⊂ A∗j,k;

(ii)∗ ηj,k é radial;

(iii)∗
∑

j,k ηj,k(x) = 1,∀x ∈ Ω;

(iv)∗ ‖∂αηj,k‖L∞(Rn) 6 cα(2j)−|α|, ∀α ∈ Nn
0

Definamos

cj,k
.
=

∫
Rn
f(x) ηj,k(x) dx∫
Rn
ηj,k(x) dx

e bj,k
.
= (f − cj,k)ηj,k. (3.1)

Claramente, temos que supp bj,k ⊂ A∗j,k, bj,k é radial e
∫
Rn
bj,k(x) dx = 0.

Além disso, se x ∈ A∗j,k existe Ñ ∈ N tal que
∑

j,k Φj,k(x) 6 Ñ pela propriedade
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

da interseção limitada. Então,∫
A∗j,k

ηj,k(x) dx >
∫
Aj,k

ηj,k(x) dx =

∫
Aj,k

Φj,k(x)∑
Φj,k(x)

dx >
|Aj,k|

2
.

Portanto,∫
Aj,k

ηj,k(x) dx > c |Aj,k| > cn{2jn(k + 1)n − 2jnkn} > cn2jn, (3.2)

no qual cn
.
=
|Sn−1|

2n
. Note que,

f = fχΩ + fχΩc

= f
(∑

ηj,k

)
+ fχΩc

=
∑

(f − cj,k)ηj,k +
∑

cj,kηj,k + fχΩc

.
=
∑

bj,k + g,

no qual

g
.
=
∑

cj,kηj,k + fχΩc . (3.3)

Afirmamos que |g(x)| 6 c λ q.t.p. x ∈ Rn. De fato, seja x0 ∈ ∂Ω tal que

d(Aj,k, ∂Ω) = d(Aj,k, x0), pois ∂Ω é fechado. Segue do Teorema 2.2.1 que

d(A∗j,k, x0) 6 d(Aj,k, x0) 6 4 `(Aj,k) = 2j+2 ≈ `(A∗j,k).

Seja π1(A∗j,k)
.
= I∗j,k, isto é,

I∗j,k = (2jk + 2j−1(1− ν∗), 2jk + 2j−1(1 + ν∗))
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R+

R+
|x0|

( )( )

I∗j,k

π1(Ω)

|x0|
( )

Îj,k

Figura 3.1: I∗j,k ⊂ Îj,k

e definamos Îj,k como sendo o intervalo de centro |x0| e de raio r̃j,k = 2j+2+ν∗2j.

Claramente, I∗j,k ⊂ Îj,k, pois se r ∈ I∗j,k temos |r − xj,k| <
`(I∗j,k)

2
e

|r − |x0|| 6 |r − xj,k|+ ||x0| − xj,k|

<
`(I∗j,k)

2
+
`(I∗j,k)

2
+ d(I∗j,k, |x0|)

< `(I∗j,k) + d(Ij,k, |x0|)

< ν∗2j + 2j+2

= r̃.

Seja Âj,k o anel associado ao intervalo Îj,k. Definindo Ψj,k
.
=

ηj,k
‖ηj,k‖L1(Rn)

temos que, supp Ψj,k ⊂ Âj,k, ‖Ψ‖L1(Rn) = 1 e por (3.2) obtemos

‖∂αΨj,k‖L∞(Rn) = ‖ηj,k‖−1
L1(Rn)‖∂

αηj,k‖L∞(Rn)

6 cα,n
1

2jn
1

(2j)|α|

6 cα,n(2j)−n−|α|

6 c̃α,n`(Âj,k)
−n−|α|.
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Logo, Ψj,k ∈ C∞c,N,rad(x0) para x0 ∈ ∂Ω. Como f ∈ L1
loc(R

n) podemos definir

cj,k = 〈f,Ψj,k〉. Além disso, segue do fato que Ψj,k ∈ C∞c,N,rad(x0) e da definição

de MNf que

|cj,k| = |〈f,Ψj,k〉| 6MNf(x0) 6 λ, (3.4)

uma vez que x0 ∈ ∂Ω.

Agora, se x ∈ Ω segue da definição de g em (3.3) que

g(x) =
∑

cj,kηj,k(x)

e, portanto segue de (3.4) que

|g(x)| =
∣∣∣∑ cj,kηj,k(x)

∣∣∣ 6∑ |cj,k|ηj,k(x) 6 λ.

Vejamos agora o caso em que x ∈ Ωc. Neste caso, segue de (3.3) que

f(x) = g(x). Sejam I = (−1
2
, 1

2
) e ϕo ∈ C∞c (I), ϕo > 0 tal que

∫
R
ϕo(r) dr = 1.

Se definirmos a função ϕot (w) = 1
t
ϕo
(
w
t

)
, temos que ∂kwϕ

o
t (w) = 1

t1+k
∂kwϕ

o
(
w
t

)
e supp ϕot ⊂ (− t

2
, t

2
). Além disso, ϕot → δ0 quando t→ 0+.

Definamos para cada x0 ∈ Ωc fixado, x0 6= 0 a função

Φt(x)
.
=

1

t
ϕo
( |x0| − |x|

t

)
= ϕot (|x0| − |x|), 0 < t < |x0|.

Assim, temos que supp Φt ⊂ At,x0 no qual

At,x0
.
=
{
x ∈ Rn : |x0| −

t

2
< |x| < |x0|+

t

2

}
e `(At,x0) = t. Afirmamos que

‖∂αΦt‖L∞(Rn) 6 cα`(At,x0)
−1−|α|, 0 < t < |x0|. (3.5)

De fato, reproduzindo o Corolário A.0.1 do apêndice para Φt e combinando

com o fato que |x| > |x0| − t
2
> t

2
obtemos (3.5).
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Seja x0 ∈ Ωc e x0 6= 0. Como f ∈ L1
loc(R

n) é radial, pela Proposição 1.4.2

temos

〈f,Φt〉 = |Sn−1|〈f o(r), ϕot (|x0| − r)rn−1〉

= |Sn−1|
∫
R

f o(r)ϕot (|x0| − r)rn−1 dr

= |Sn−1|(f̃ o ∗ ϕot )(|x0|),

no qual f̃ o(r)
.
= f o(r)rn−1. Fazendo t→ 0+ obtemos

lim
t→0
〈f,Φt〉 = |Sn−1|〈δ|x0|, f̃ o〉

= |Sn−1|f̃ o(|x0|)

= |Sn−1| |x0|n−1f o(|x0|)

= |Sn−1| |x0|n−1f(x0).

Definindo Φ̃t(x)
.
=

Φt(x)

(3|x0|)n−1|Sn−1|
para 0 < t < |x0| temos por (3.5) que

|∂αΦ̃t(x)| 6 cn,α
t1+|α||x0|n−1

6
c̃n,α
tn+|α| . (3.6)

Pela definição de Φ̃t e assumindo que 0 < t < |x0| temos que

∫
Rn
|Φ̃t(x)| dx =

1

(3|x0|)n−1

∫ |x0|+ t
2

|x0|− t2

1

t
ϕ
( |x0| − r

t

)
rn−1dr

6
( |x0|+ t

2

3|x0|

)n−1
∫ |x0|+ t

2

|x0|− t2

1

t
ϕ
( |x0| − r

t

)
dr

6
( |x0|+ t

2

3|x0|

)n−1
∫ 1

2

− 1
2

ϕ(w) dw

6 1.
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Segue de (3.6) e pelos fatos demonstrados anteriormente que a famı́lia de

funções {Φ̃t}0<t<|x0| ⊂ C∞c,N,rad(x0). Portanto,

MNf(x0) > |〈f, Φ̃t〉| =
1

(3|x0|)n−1|Sn−1|
|〈f,Φt〉|

e fazendo t→ 0+, obtemos

|f(x0)| 6 3n−1MNf(x0) 6 cnα,

no qual cn = 3n−1.

Para demonstrarmos 2. é suficiente demonstrarmos que, existem constantes

positivas c1 e c2 as quais dependem apenas da dimensão n e de p tais que:

(i) MNbj,k(x) 6 c1MNf(x), x ∈ A∗j,k;

(ii) MNbj,k(x) 6 c2 λ
2j

||x| − xj,k|n+1
|A∗j,k|, x /∈ A∗j,k,

Vamos assumir que as estimativas (i) e (ii) estejam ambas demonstradas.

Então,∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx =

∫
A∗j,k

(MNbj,k(x))pdx+

∫
(A∗j,k)c

(MNbj,k(x))pdx. (3.7)

Vamos estimar a segunda parcela do lado direito de (3.7). Com efeito,

assumindo (ii) e combinando com o Lema 2.1.1 temos∫
(A∗j,k)c

(MNbj,k(x))pdx 6 cp2λ
p|A∗j,k|p(2j)p

∫
(A∗j,k)c

1

||x| − xj,k|p(n+1)
dx

6 2cp2
λp|A∗j,k|
|A∗j,k|(1−p)

(2j)p
∫
B(0,2j−1ν∗)c

1

|x|p(n+1)
dx

6 2cp2
λp|A∗j,k|

(2jn)(1−p) (2j)p|Sn−1|
∫ ∞
ν∗2j−1

r−p(n+1)+n−1dr

6
(2cpn|Sn−1|(ν∗)n−p(n+1)

p(n+ 1)− n

)∫
A∗j,k

λp dx

6
(2cpn|Sn−1|(ν∗)n−p(n+1)

p(n+ 1)− n

)∫
A∗j,k

(MNf(x))p dx,
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

o que implica em∫
(A∗j,k)c

(MNbj,k(x))pdx 6 cn,p

∫
A∗j,k

(MNf(x))p dx. (3.8)

Segue de (3.7) combinado com (i) e (3.8) que∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx 6 c̃n,p

∫
A∗j,k

(MNf(x))p dx.

Inicialmente vamos demonstrar (i). Fixe x ∈ A∗j,k e seja ϕ ∈ C∞c,N,rad(x)

com supp ϕ ⊂ A sendo A um anel e x ∈ Sn−1
δ , no qual Sn−1

δ é o centro do anel

A. Então, pelas definições apresentadas de bj,k e cj,k em (3.1) temos

|〈bj,k, ϕ〉| 6 |〈ηj,kf, ϕ〉|+ |〈ηj,kcj,k, ϕ〉|. (3.9)

Vamos estimar cada uma das parcelas em (3.9). Com efeito, usando o fato

que |cj,k| 6 λ 6MNf(x) temos que a segunda parcela à direita de (3.9) pode

ser estimada por

|〈ηj,kcj,k, ϕ〉| = |cj,k||〈ηj,k, ϕ〉|

6 λ
∣∣∣ ∫
Rn
ϕ(y)ηj,k(y) dy

∣∣∣
6 λ‖ηj,k‖L∞(Rn)

∫
Rn
|ϕ(y)| dy

6MNf(x), x ∈ A∗j,k.

Para estimarmos a primeira parcela à direita da desigualdade (3.9), iremos

supor inicialmente que `(A) > d(Aj,k,Ω
c) >

`(A∗j,k)

ν∗
e que x ∈ A. Para este caso

definamos Â como sendo o anel de centro x e tamanho 3`(A∗j,k), desta forma

temos que A∗j,k ⊂ Â e `(Â) ≈ `(A∗j,k).
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Agora, para |α| 6 N , temos

|∂α(ηj,kϕ)| =
∣∣∣ ∑
|β|+|γ|=|α|

Cβ,γ ∂
β(ηj,k) ∂

γ(ϕ)
∣∣∣

6 c
∑

|β|+|γ|=|α|

cβ cγ (2j)−|β|`(A)−n−|γ|

6 c c1 c2

∑
|β|+|γ|=|α|

(ν∗)n+|γ|(2j)−|β|`(A∗j,k)
−n−|γ|

6 c c1 c2

∑
|β|+|γ|=|α|

(ν∗)n+|γ|+|β|`(A∗j,k)
−|β|`(A∗j,k)

−n−|γ|

6 c c1 c2 cα `(Â)−n−|α|

no qual c = max|β|,|γ|6N{Cβ,γ}, cβ = ‖∂βηj,k‖L∞(Rn), c1 = max|β|6N{cβ}, cγ =

‖∂γϕ‖L∞(Rn), c2 = max|γ|6N{cγ} e cα = (ν∗)n+|α|. Além disso, usando o fato

de que supp ηj,kϕ ⊂ Â, ‖ηj,k‖L∞(Rn) 6 1 e ‖ϕ‖L1(Rn) 6 1 obtemos∫
Rn
|ηj,k(x)ϕ(x)| dx 6 1.

Isto implica que ηj,kϕ ∈ C∞c,N,rad(x). Portanto, |〈ηj,kf, ϕ〉| . MNf(x) desde

que `(A) > d(Aj,k,Ω
c).

Caso tenhamos d(Aj,k,Ω
c) > `(A), basta definirmos Â o anel contendo x

em seu centro e de tamanho 3`(A). Desta forma A ⊂ Â, `(Â) ≈ `(A) e sendo

4`(Aj,k) > d(Aj,k,Ω
c), temos

|∂α(ηj,kϕ)| =
∣∣∣ ∑
|β|+|γ|=|α|

Cβ,γ ∂
β(ηj,k) ∂

γ(ϕ)
∣∣∣

6 c
∑

|β|+|γ|=|α|

cβ cγ (2j)−|β|`(A)−n−|γ|

6 4 c c1 c2

∑
|β|+|γ|=|α|

`(A)−|β|`(A)−n−|γ|

. 12 c c1 c2 `(Â)−n−|α|

. `(Â)−n−|α|,

no qual as constantes c, c1 e c2 são tomadas como no caso anterior.
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Antes de iniciarmos a demonstração de (ii) vamos realizar a seguinte

observação:

Seja ρ ∈ R+. Definindo a aplicação Xρ : Rn \ {0} → Rn por

Xρ(x) =
x

|x|
ρ,

temos que |Xρ(x)| = ρ. Considere ψ ∈ C∞c (Rn) tal que ψ(x) = ψo(|x|) para

alguma função ψo : R+ → R. Se Ψ : Rn → R é uma função definida por

Ψ
.
= ψ ◦Xx0 temos que

Ψ(x) = (ψ ◦Xx0)(x) = ψ(Xx0(x)) = ψo(|Xx0(x)|) = ψ(x0). (3.10)

Segue de (3.10) que Ψ é constante e, portanto ∂αΨ = 0, para qualquer que

seja x ∈ Rn \ {0}.
Agora, vamos demonstrar (ii). Fixe x /∈ A∗j,k e seja ϕ ∈ C∞c,N,rad(x) com

supp ϕ ⊂ A. Usando a propriedade de que bj,k tem momento nulo e denotando

xj,k
.
= Xxj,k(y), (3.11)

temos

|〈bj,k, ϕ〉| =
∣∣∣ ∫

A∗j,k∩A
bj,k(y)ϕ(y) dy

∣∣∣
=
∣∣∣ ∫

A∗j,k∩A
bj,k(y)(ϕ(y)− ϕ(xj,k)) dy

∣∣∣
6
∣∣∣ ∫

A∗j,k∩A
f(y)ηj,k(y)(ϕ(y)− ϕ(xj,k)) dy

∣∣∣
+ |cj,k|

∣∣∣ ∫
A∗j,k∩A

ηj,k(y)(ϕ(y)− ϕ(xj,k)) dy
∣∣∣

.
= |〈f, ηj,k(ϕ− ϕ(xj,k))〉|+ |cj,k||〈ηj,k, ϕ− ϕ(xj,k)〉|. (3.12)

Vamos estimar cada um dos emparelhamentos em (3.12). Primeiramente

vejamos uma estimativa para o emparelhamento à esquerda de (3.12). De

fato, note que |x| /∈ I∗j,k, supp bj,k ⊂ Ãj,k ⊂ A∗j,k e assim, temos as seguintes

conclusões (veja a Figura 3.2):
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

xj,k

xj,k

xj,k

Ij,k

Ĩj,k

I∗j,k

[ ]
xj,k −

`(Ij,k)

2
xj,k +

`(Ij,k)

2

( )
xj,k −

`(Ĩj,k)

2
xj,k +

`(Ĩj,k)

2

( )
xj,k −

`(I∗j,k)

2
xj,k +

`(I∗j,k)

2

|x|

Figura 3.2: Ij,k ⊂ Ĩj,k ⊂ I∗j,k

(i)∗ |x| − xj,k 6 ν̃2j−1 + `(A);

(ii)∗ |x| − xj,k > ν∗2j−1.

Segue de (i)∗ que

`(A) > (|x| − xj,k)− ν̃2j−1. (3.13)

Por outro lado, de (ii)∗ temos

−ν̃
( |x| − xj,k

ν∗

)
6 −ν̃2j−1. (3.14)

Combinando (3.13) com (3.14) podemos concluir que

`(A) >
ν∗ − ν̃
ν∗

(|x| − xj,k) >
ν∗ − ν̃
ν∗

ν∗2j−1 = c̃ `(A∗j,k). (3.15)

Agora, vamos construir um anel Âj,k tal que A∗j,k ⊂ Âj,k e `(Âj,k) ≈ `(A∗j,k).

De fato, seja x0 ∈ ∂Ω tal que d(∂Ω, Aj,k) = d(x0, Aj,k), a escolha de x0 é

posśıvel, pois ∂Ω é fechado. Então pelo Teorema 2.2.1 temos

d(x0, Aj,k) 6 4`(Aj,k) =
4

ν∗
`(A∗j,k) = c `(A∗j,k).
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Definindo Âj,k como sendo o anel com centro contendo x0 e de tamanho

`(Â) = 2(c + 1)`(A∗j,k) no qual c > 0 é uma constante independente de j e k,

temos A∗j,k ⊂ Âj,k e `(Âj,k) ≈ `(A∗j,k).

Seja ψj,k
.
= ηj,k

(ϕ− ϕ(xj,k))

|A∗j,k|
e note que supp ψj,k ⊂ Âj,k. Pelo fato de que

‖ηj,k‖L∞(Rn) 6 1, combinado com a desigualdade do valor médio, pela definição

em (3.11), o Lema 2.1.1 e pelo controle (3.15), obtemos

|ψj,k(y)| 6 ‖∂ϕ‖L∞(Rn) ||y| − xj,k| |A∗j,k|−1

6 cn
ν∗2j−1

`(A)n+1
(2j)−n

6
c̃n 2j

||x| − xj,k|n+1

1

`(Âj,k)n
,

no qual c̃n
.
= 2n
|Sn−1|

(
ν∗−ν̃
2ν∗

)−n−1
(2(c+ 1))n e cn

.
= n
|Sn−1| . Portanto,

∣∣∣ ||x| − xj,k|n+1

2j
ψj,k(y)

∣∣∣ 6 c̃n

`(Âj,k)n
.

Suponhamos que |α| 6 N . Segue da desigualdade do valor médio, do fato

de ϕ ∈ C∞c,N,rad(x), da definição em (3.11), do Lema 2.1.1 e do controle em

(3.15), que

|∂αψj,k(y)| 6 c |A∗j,k|−1
∑

|β|+|γ|=|α|

cβ
(2j)|β|

|∂γϕ(y)− ∂γϕ(xj,k)|

6 c c1 |A∗j,k|−1
∑

|β|+|γ|=|α|

cγ
(2j)|β|

|y − xj,k|
`(A)n+|γ|+1

6 2−1 ν∗ c c1 c2 c3 c4
2j

||x| − xj,k|n+1

∑
|β|+|γ|=|α|

1

`(Aj,k)n+|β|+|γ|

6 2−1 ν∗ c c1 c2 c̃n,α c3 c4
2j

||x| − xj,k|n+1

1

`(Âj,k)n+|α|

.
1

`(Âj,k)n+|α|
,
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

no qual c, cβ, c1, cγ e c2 são tomadas como nos casos anteriores e aqui temos,

c3 = ( ν∗

2(ν∗−ν̃)
)n+1, c4 = max|γ|6N{( 1

2(ν∗−ν̃)
)|γ|} e c̃n,α =

(
2
(

4
ν∗

+ 1
))n+|α|

.

Portanto, ∣∣∣ ||x| − xj,k|n+1

2j
∂αψj,k(y)

∣∣∣ . 1

`(Âj,k)|α|+n
.

Definindo Ψj,k
.
=
||x|−xj,k|n+1

2j
ψj,k, temos∫

Rn
|Ψj,k(y)| dy =

∫
Rn

||x| − xj,k|n+1

2j
ψj,k(y) dy

6 c

∫
A∗j,k

||x| − xj,k|n+1

2j
ν∗2j−1

`(A)n+1
|A∗j,k|−1dy

6
ν∗

2

( ν∗

ν∗ − ν̃

)n+1 .
= c.

Portanto, redefinindo Ψj,k e combinando com as conclusões acima, conclui-se

que Ψj,k ∈ C∞c,N,rad(x0). Assim, usando a definição da função maximal MNf e

o fato de que x0 /∈ Ω temos |〈f,Ψj,k〉| 6MNf(x0) 6 λ o que implica devido a

definição de Ψj,k em

|〈f, ηj,k(ϕ− ϕ(xj,k))〉| . λ |A∗j,k|
2j

||x| − xj,k|n+1
. (3.16)

Agora, vamos estimar o segundo emparelhamento lado esquerdo de (3.12).

Usando que `(A) & ||x|−xj,k|mostrado em (3.15) juntamente com (3.4), temos

|cj,k||〈ηj,k, ϕ− ϕ(xj,k)〉| 6 λ

∫
A∗j,k

|ηj,k(y)(ϕ(y)− ϕ(xj,k))| dy

6 λ

∫
I∗j,k

|r − xj,k|
`(A)n+1

rn−1dr

6 λ
ν∗2j−1

`(A)n+1
|A∗j,k|

. λ
2j

||x| − xj,k|n+1
|A∗j,k|.
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3.1 Decomposição radial de Calderón-Zygmund

Portanto,

|〈ηj,k, ϕ− ϕ(xj,k)〉| . λ
2j

||x| − xj,k|n+1
|A∗j,k|. (3.17)

Seguem das estimativas (3.16) e (3.17) que

MNbj,k(x) . λ
2j

||x| − xj,k|n+1
|A∗j,k|,

como queŕıamos demonstrar.

3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Assim como no caso clássico, para demonstrarmos o teorema da

decomposição radial de Calderón-Zygmund para o caso 0 < p 6 n
n+1

é

necessário melhorarmos a estimativa

MNbj,k(x) . λ
2j

||x| − xj,k|n+1
|A∗j,k|, x /∈ A∗j,k, (3.18)

a qual obtemos no caso n
n+1

< p 6 1, pois esta não é suficiente para

demonstrarmos o teorema quando 0 < p 6 n
n+1

. Isto será feito modificando a

definição inicial das funções bj,k’s de modo que as novas funções bj,k’s tenham

uma condição adicional de momento, isto é, as funções bj,k’s devem cumprir∫
Rn
bj,k(x)p(x) dx = 0. (3.19)

para todo “polinômio” p(x)
.
= po(|x|) em que po é um polinômio em R de grau

menor ou igual a Np
.
=
⌊
n
(

1
p
−1
)⌋

. Obteremos a condição de momentos nulos

em (3.19) a partir de ∫
I∗j,k

boj,k(r)p
o(r) rn−1dr = 0,

no qual boj,k(|x|)
.
= bj,k(x).

Antes de apresentarmos a demonstração para o caso 0 < p 6 n
n+1

vamos

apresentar algumas definições e resultados que nos auxiliarão na demonstração.
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Seja {ηj,k}(j,k)∈F a partição da unidade constrúıda no Caṕıtulo 2.

Lembrando que a partição {ηj,k}(j,k)∈F satisfaz as seguintes condições:

(i) ηj,k(x)
.
= ηoj,k(|x|);

(ii) supp ηj,k ⊂ A∗j,k
.
= {x ∈ Rn : 2jk+2j−1(1−ν∗) < |x| < 2jk+2j−1(1+ν∗)};

(iii)
∑

(j,k)∈F ηj,k(x) = 1, para todo x ∈ Ω;

(iv) ‖∂αηj,k‖L∞(Rn) 6 cα(2j)−|α|. Além disso,

supp ηoj,k ⊂ I∗j,k
.
= (2jk + 2j−1(1− ν∗), 2jk + 2j−1(1 + ν∗))

e `(I∗j,k) = 2jν∗. Denotando por x = r · ω para r = |x| e ω ∈ Sn−1, temos

|∂κr ηoj,k(r)| = |∂αr ηj,k(r · ω)|

=
∣∣∣ ∑
|α|=κ

∂αηj,k(r · ω) · ωα
∣∣∣

6
∑
|α|=κ

|∂αηj,k(x)| |ω||α|

6 cα(2j)−κ, (3.20)

no qual ωα =
∏n

j=1 ω
αj
j , α = (α1, α2, . . . , αn) e ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Sn−1.

Em adicional, usando o fato de que a famı́lia {A∗j,k}(j,k)∈F possui a propriedade

da interseção limitada, temos∫
A∗j,k

ηj,k(x) dx >
∫
Aj,k

ηj,k(x) dx

=

∫
Aj,k

Φj,k(x)∑
(j,k)∈F Φj,k(x)

dx

>
|Aj,k|

2

> cn (2j)n,

no qual cn = |Sn−1|
2

e consequentemente, usando o fato de ηj,k ser radial obtemos∫
I∗j,k

ηoj,k(r)r
n−1dr > c (2j)n. (3.21)
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Definindo

η̃oj,k(w)
.
=

ηoj,k(w)∫
I∗j,k

ηoj,k(r)r
n−1dr

, (3.22)

temos por (3.22) combinado com (3.20) e (3.21) que

‖∂|α|r η̃oj,k‖L∞(I∗j,k) 6 c|α| (2
j)−n−|α| e

∫
I∗j,k

ηoj,k(r) r
n−1dr 6 cn |A∗j,k|. (3.23)

Seja H = L2(I∗j,k, η̃
o
j,kr

n−1dr) o espaço de Hilbert munido pelo produto

interno

〈f, g〉H
.
=

∫
I∗j,k

f(r)g(r) η̃oj,k(r)r
n−1dr

= 〈f, g η̃oj,k rn−1〉
.
= 〈f, g η̃oj,k〉rn−1dr.

Considere HNp o subespaço de H formado pelos polinômios em R de grau

menor ou igual a Np
.
=
⌊
n
(

1
p
− 1
)⌋

, referente ao espaço HNp temos a seguinte

proposição.

Proposição 3.2.1 Se q é um polinômio em R de grau menor ou igual a Np,

então

‖∂|α|q‖L∞(I∗j,k) 6 cα `(I
∗
j,k)
−|α|‖q‖H, ∀ q ∈ HNp . (3.24)

Demonstração. Inicialmente observamos que

r(t)
.
= `(I∗j,k)t+ 2jk + 2j−1(1− ν∗) ∈ I∗j,k ⇐⇒ t ∈ I .

= (0, 1). (3.25)

Além disso, temos para k > 1 e do fato de r(t) ∈ I∗j,k que

r(t) > `(I∗j,k)t+ 2j
(

1 +
1

2
(1− ν∗)

)
> `(I∗j,k)t, ∀ t ∈ I, (3.26)

para ν∗ > 1 e suficientemente próximo de 1. Quando k = 0 basta definir
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

r(t)
.
= 2j−1t(1 + v∗) e proceder de modo análago as contas que serão feitas a

seguir. Combinando (3.25) com (3.26) obtemos

r(t)− 2jk − 2j−1(1− ν∗) = `(I∗j,k)t < r(t), ∀ t ∈ I. (3.27)

Definamos a função

ψj,k(t)
.
=

(2j)n

|A∗j,k|
ηoj,k(r(t)). (3.28)

Note que, ψj,k ∈ C∞c (I) e que quando o parâmetro t percorre o intervalo I a

função r(t) percorre o intervalo I∗j,k e supp ηoj,k ⊂ I∗j,k. Consideremos o espaço

de Hilbert Ho .= L2(I, ψj,k t
n−1dt). Se Ho

Np
é o subespaço de Ho formado pelos

polinômios de grau menor ou igual a Np, então

‖∂|α|t p‖L∞(I) 6 c|α| ‖p‖L2(I,ψj,k tn−1dt), ∀ p ∈ Ho
Np . (3.29)

O controle em (3.29) segue do fato que em espaços normados de dimensão

finita a seminorma é controlada pela norma.

Agora, vamos demonstrar (3.24). De fato, se definirmos

p(t)
.
= q(r(t)) (3.30)

temos da definição (3.30) que

∂
|α|
t p(t) = `(I∗j,k)

|α| ∂
|α|
t q(r(t)) (3.31)

e, consequentemente, combinando (3.31) com (3.25) obtemos que

‖∂|α|t p‖L∞(I) = `(I∗j,k)
|α|‖∂|α|t q‖L∞(I∗j,k). (3.32)

Por outro lado, temos por (3.27) que fazendo a mudança de variáveis r =
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

r(t), obtemos∫ 1

0

p2(t)ψj,k(t) t
n−1dt =

(2j)n

|A∗j,k|

∫ 1

0

q2(r(t)) ηoj,k(r(t)) t
n−1dt

=
1

|A∗j,k|

∫
I∗j,k

q2(r) ηoj,k(r) [r − 2jk − 2j−1(1− ν∗)]n−1dr

6
1

|A∗j,k|

∫
I∗j,k

q2(r) ηoj,k(r)r
n−1dr,

o que implica em

‖p‖L2(I,ψj,ktn−1dt) 6
( 1

|A∗j,k|

∫
I∗j,k

q2(r) ηoj,k(r)r
n−1dr

) 1
2
. (3.33)

Combinando a segunda estimativa em (3.23) com (3.33) obtemos que

‖p‖L2(I,ψj,ktn−1dt) 6
(∫

I∗j,k

q2(r) η̃oj,k(r)r
n−1dr

) 1
2
. (3.34)

Finalmente, se combinarmos (3.32), (3.29) e (3.34) nesta ordem, temos

‖∂|α|r q‖L∞(I∗j,k) = `(I∗j,k)
−|α| ‖∂|α|r p‖L∞(I)

6 c|α| `(I
∗
j,k)
−|α| ‖p‖L2(I,ψj,krn−1dr)

6 c|α| `(I
∗
j,k)
−|α|
(∫

I∗j,k

q2(r) η̃oj,k(r)r
n−1dr

) 1
2

= c|α| `(I
∗
j,k)
−|α|‖q‖H.

Portanto,

‖∂|α|r q‖L∞(I∗j,k) 6 c|α| `(I
∗
j,k)
−|α|‖q‖H.

Agora temos todos os ingredientes necessários para obtermos a demon-

stração do Teorema 3.1.1 para o caso em que n
n+Np+1

< p 6 n
n+Np

.

Demonstração: Seja B .
= {e0, e1, . . . , eNp} uma base ortornormal de HNp
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

e complete-a a uma base ortonormal de H. Assim, toda u ∈ H se escreve como

u =
∞∑
l=0

〈u, el〉H el.

Logo, o operador projeção Pj,k : D′rad(Rn)→ HNp é definido por

Pj,k(f)(r) =

Np∑
l=0

〈f o, el〉H el(r). (3.35)

Note que, Pj,k é uma extensão do operador projeção H → HNp . Seja coj,k
definido como sendo o único polinômio em R tal que

〈f o − coj,k, q〉H = 0, ∀ q ∈ HNp . (3.36)

Agora, estendemos radialmente cj,k(x)
.
= coj,k(|x|). Afirmamos que para a

nova função

bj,k
.
= (f − cj,k)ηj,k (3.37)

as seguintes estimativas são válidas:

|cj,k(x)ηj,k(x)| 6 c λ, q.t.p. x ∈ Rn (3.38)

e

|MNbj,k(x)| 6 cMNf(x), x ∈ A∗j,k. (3.39)
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Vamos demonstrar primeiramente (3.38). De fato,

cj,k(x) = coj,k(|x|)

=

Np∑
l=0

〈f o, el〉H el(|x|)

=

∫
I∗j,k

f o(r)

Np∑
l=0

el(r) el(|x|)η̃oj,k(r)rn−1dr

=

∫
I∗j,k

f o(r)P (r, |x|) η̃oj,k(r)rn−1dr

= 〈f o, P (·, |x|) η̃oj,k〉rn−1dr

no qual P (r, |x|) .
=
∑Np

l=0 el(r)el(|x|) é um polinômio em r para cada x fixado.

Agora, o objetivo é demonstrarmos que

‖∂|α|r (P (·, |x|)η̃oj,k)‖L∞(R) 6 c|α| `(I
∗
j,k)
−n−|α|, (3.40)

uniformemente em x. Uma vez provado (3.40), podemos em seguida estender

radialmente P (·, |x|)η̃oj,k, e assim obteremos uma função a qual pertencerá a

famı́lia C∞c,N,rad(x) com x a ser escolhido em ∂Ω e, consequentemente, vamos

conseguir provar (3.38).

Vamos provar (3.40). Segue da Proposição 3.2.1 que

‖∂|α|r P (·, |x|)‖L∞(R) 6 c|α|`(I
∗
j,k)
−|α|‖P (·, |x|)‖H

6 c|α|`(I
∗
j,k)
−|α| max

06l6Np
‖el‖L∞(I∗j,k)

Np∑
l=0

‖el‖H

6 c̃|α|`(I
∗
j,k)
−|α|.

Portanto,

‖∂|α|r P (·, |x|)‖L∞(R) 6 c̃|α|`(I
∗
j,k)
−|α|. (3.41)

Combinando (3.23) com (3.41) junto com a regra de Leibniz obtemos (3.40).
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Agora, estendendo radialmente ψO(y)
.
= P (|y|, |x|)η̃oj,k(|y|) temos

‖∂αψO‖L∞(Rn) 6 cα `(A
∗
j,k)
−n−|α| e supp ψO ⊂ A∗j,k, (3.42)

no qual a estimativa em (3.42) é uniforme em x. Procedendo de modo análago

ao argumento usado nas páginas 65 a 66, podemos escolher x ∈ ∂Ω e construir

um anel A de modo que A∗j,k ⊂ A com x pertencente ao seu centro e `(A) ≈
`(A∗j,k). Disto segue que, se x /∈ Ω e usando a Proposição (1.4.3), existe uma

constante cn > 0 independente de j e k tal

|cj,k(x)ηj,k(x)| 6 cn|〈f, ψO〉|

6 cnMNf(x)

6 cn λ.

Agora vamos provar (3.39). Para isto, fixe x ∈ A∗j,k e seja ϕ ∈ C∞c,N,rad(x).

Então, pela definição da função bj,k dada em (3.37) temos

|〈bj,k, ϕ〉| 6 |〈f, ηj,kϕ〉|+ |〈cj,k, ηj,kϕ〉|
.
= I1 + I2. (3.43)

Vamos estimar cada uma das parcelas em (3.43). Para estimarmos I1, basta

observarmos que ηj,kϕ ∈ C∞c,N,rad(x) e, consequentemente,

|〈f, ηj,kϕ〉| 6MNf(x). (3.44)

Para I2, usamos primeiramente (3.38), em seguida o fato de que x ∈ A∗j,k e

obtemos que

|〈cj,k, ηj,kϕ〉| 6
∫
A∗j,k

|cj,k(y)ηj,k(y)||ϕ(y)| dy 6 cn λ 6 cnMNf(x), (3.45)

no qual c > 0 é a constante dada por (3.38) e é independente de j e k.

Combinando (3.44), (3.45) com (3.43) obtemos

MNbj,k(x) 6 cMNf(x), x ∈ A∗j,k. (3.46)
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Por fim, para a conclusão da demonstração do teorema no caso 0 < p 6 n
n+1

,

basta provarmos que

|MNbj,k(x)| 6 c λ
(2j)Np+1

||x| − xj,k|n+Np+1
|A∗j,k|, x /∈ A∗j,k, (3.47)

pois uma vez provado (3.47) e combinando com (3.46) obtemos∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx .
∫
A∗j,k

(MNf(x))pdx.

De fato,∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx =

∫
A∗j,k

(MNbj,k(x))pdx+

∫
(A∗j,k)c

(MNbj,k(x))pdx. (3.48)

Vamos estimar a segunda parcela do lado direito de (3.48). Com efeito,

assumindo (3.47) e usando o Lema 2.1.1 temos∫
(A∗j,k)c

(MNbj,k(x))pdx 6 cpλp|A∗j,k|p(2j)p(Np+1)

∫
(A∗j,k)c

1

||x| − xj,k|p(n+Np+1)
dx

6 2cp
λp|A∗j,k|
|A∗j,k|(1−p)

(2j)p(Np+1)

∫
B(0,2j−1ν∗)c

1

|x|p(n+Np+1)
dx

6
(2cp|Sn−1|(ν∗)n−p(Np+n+1)

p(Np + n+ 1)− n

)
λp|A∗j,k|

6
(2cp|Sn−1|(ν∗)n−p(Np+n+1)

p(Np + n+ 1)− n

)∫
A∗j,k

λp dx

6
(2cp|Sn−1|(ν∗)n−p(Np+n+1)

p(Np + n+ 1)− n

)∫
A∗j,k

(MNf(x))p dx,

o que implica em∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx 6 cn,p

∫
A∗j,k

(MNf(x))p dx. (3.49)
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Segue de (3.48) combinado com (3.46) e (3.49) que∫
Rn

(MNbj,k(x))pdx 6 c̃n,p

∫
A∗j,k

(MNf(x))p dx.

Agora vamos demonstrar (3.47). De fato, sejam x /∈ A∗j,k e ϕ ∈ C∞c,N,rad(x)

com supp ϕ ⊂ A, x pertencente ao centro do anel A e ϕ(x) = ϕo(|x|). Seja

PNp o polinômio de Taylor com resto de Lagrange de grau Np centrado em xj,k

da função R+ 3 w 7→ ϕo(w), isto é,

ϕo(w) =
∑
|β|6Np

∂
|β|
w ϕo(xj,k)

|β|!
(w − xj,k)|β|︸ ︷︷ ︸

=PNp (r)

+RNp+1(w),

em que RNp+1 é o resto de Lagrange, dado por

RNp+1(w) =
∂
Np+1
w ϕo(θw)

(Np + 1)!
(w − xj,k)Np+1 (3.50)

para algum θw ∈ [xj,k, w]
.
= txj,k + (1− t)w para t ∈ [0, 1]. Note que, de (3.50)

e supondo w ∈ I∗j,k temos

|∂|α|w RNp+1(w)| 6 CNp
∑

|β|+|γ|=|α|

|∂|β|+Np+1
w ϕ(θw)||∂|γ|w (w − xj,k)Np+1|

6 CNp
∑

|β|+|γ|=|α|

1

`(A)Np+1+n+|β| (2
j)Np+1−|γ|

6 CNp
∑

|β|+|γ|=|α|

1

`(A)Np+1+n
(2j)Np+1−|γ|−|β|

6 CNp
(2j)Np+1−|α|

`(A)Np+1+n
, (3.51)

no qual a constante CNp > 0 depende apenas de Np. Consequentemente usando

as estimativas em (3.20), (3.51) e fazendo uso do mesmo argumento que prova
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

(3.15), temos que `(A) & |v − xj,k| com v = |x| e obtemos a estimativa

|∂|α|w (RNp+1(w)ηoj,k(w))| 6 CNp,|α|
(2j)Np+1−|α|

|v − xj,k|n+Np+1
, (3.52)

no qual CNp,|α| > 0 é uma constante independente de j e k. Por outro lado,

〈bj,k, ϕ〉 = |Sn−1|〈boj,k, ϕo(r) rn−1〉 − |Sn−1| 〈boj,k, PNp(r) rn−1〉︸ ︷︷ ︸
=0

= |Sn−1|(〈f o, RNp+1η
o
j,k〉rn−1dr − 〈coj,k, RNp+1η

o
j,k〉rn−1dr). (3.53)

Definindo ζ(w)
.
= RNp+1(w)ηoj,k(w) e ψ(w)

.
= c ζ(w)

|v − xj,k|n+Np+1

(2j)n+Np+1
no qual

c > 0 é independente de j e k, obtemos

|∂|α|w ψ(w)| 6 c `(A∗j,k)
−n−|α| e supp ψ ⊂ A∗j,k. (3.54)

Escolhendo x ∈ ∂Ω como feito na página 65, podemos construir um anel

A tal que A∗j,k ⊂ A com x pertence ao seu centro e `(A) ≈ `(A∗j,k). Por fim,

estendendo radialmente ψO(y) = ψ(|y|) e usando a Proposição 1.4.3 temos

|〈f o, RNp+1 η
o
j,k〉rn−1dr| = c |〈f o, ψ〉rn−1dr|

(2j)n+Np+1

|v − xj,k|n+d+1

= cn|〈f, ψO〉|
(2j)n+Np+1

|v − xj,k|n+Np+1

6 cnMNf(x)
(2j)n+Np+1

|v − xj,k|n+Np+1

6 cn λ
(2j)n+Np+1

|v − xj,k|n+Np+1
,

consequentemente,

|〈f o, RNp+1 η
o
j,k〉rn−1dr| 6 cn λ

(2j)Np+1

|v − xj,k|n+Np+1
|A∗j,k|. (3.55)
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Usando as estimativas (3.38) e (3.52) otemos

|〈coj,k, RNp+1η
o
j,k〉rn−1dr| 6 cnλ

(2j)Np+1

|v − xj,k|n+Np+1
|A∗j,k|. (3.56)

Por fim, combinando (3.55) e (3.56) obtemos a partir de (3.53) que

MNbj,k(x) 6 c λ
(2j)Np+1

||x| − xj,k|n+Np+1
|A∗j,k|, x /∈ A∗j,k.

Observação 3.2.1 Seja f ∈ Hp
rad(R

n) uma distribuição não necessariamente

localmente integrável. Então, valem as seguintes estimativas:

(i) MNbj,k(x) .MNf(x), x ∈ A∗j,k;

(ii) MNbj,k(x) . c λ
(2j)n+1

||x| − xj,k|n+1
, x /∈ A∗j,k;

(iii)

∫
Rn

(MNbj,k(x))p dx .
∫
A∗j,k

(MNf(x))pdx;

(iv) |MNbj,k(x)| 6 c λ
(2j)Np+1

||x| − xj,k|n+Np+1
|A∗j,k|, x /∈ A∗j,k.

As demonstrações dos itens (i) − (iv) requer que troquemos algumas

integrais na demonstração do Teorema 3.1.1 por emparelhamento com funções

testes. De fato, se n
n+1

< p 6 1 e f uma distribuição, definimos a distribuição

de suporte compacto bj,k
.
= (f − cj,k)ηj,k no qual sua ação em funções testes

ϕ ∈ C∞c (Rn) é definida por

〈bj,k, ϕ〉
.
= 〈fηj,k, ϕ〉 − cj,k〈ηj,k, ϕ〉,

no qual cj,k
.
= 〈f, ηj,k〉‖ηj,k‖−1

L1(Rn). Usando o argumento análago ao feito nas

páginas 65 a 67 temos |cj,k| 6 λ. Agora, usando argumentos análagos aos

usados nas páginas 69 a 76, obtemos as conclusões (i) − (iii) listadas acima

para a distribuição bj,k.
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3.2 Demonstração do caso 0 < p 6 n
n+1

Agora, se 0 < p 6 n
n+1

definimos

cj,k(x)
.
= 〈f o, P (·, |x|) η̃oj,krn−1〉,

no qual P (r, |x|) .
=
∑Np

l=0 el(r)el(|x|) é um polinômio em r para cada x fixado.

Note que os el’s são os elementos da base B da página 80. Procedendo de modo

análago ao feito nas páginas 80 a 87 obtemos (iii) e (iv).
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Caṕıtulo

4
Átomos Radiais e Decomposição

Atômica de Hprad(R
n)

O objetivo deste caṕıtulo é apresentarmos uma decomposição atômica

radial para as distribuições no espaço Hp
rad(R

n) para 0 < p 6 1 no qual

Hp
rad(R

n) é o espaço de Hardy radial definido no Caṕıtulo 2.

Antes de apresentarmos os átomos radiais e o teorema de decomposição

atômica radial em questão introduziremos alguns resultados preliminares.

4.1 Hp
rad(R

n) ∩ L1
loc(R

n) é denso em Hp
rad(R

n)

O objetivo desta seção é demonstrarmos que o espaço Hp
rad(R

n)∩L1
loc(R

n)

é denso em Hp
rad(R

n) para 0 < p 6 1. Este resultado nos proporcionará uma

maior facilidade para demonstrarmos o teorema da decomposição atômica.

Para isto precisaremos do seguinte resultado.

Proposição 4.1.1 O espaço H1
rad(R

n) é denso em Hp
rad(R

n), para 0 < p 6 1.

Demonstração. Seja f ∈ Hp
rad(R

n) (não necessariamente localmente

integrável). Consideremos bj,k
.
= (f−cj,k)ηj,k como na Observação 3.2.1, então

bj,k é uma distribuição com suporte compacto. Assim, o emparelhamento de

bj,k com a função constante c(x) ≡ 1 a qual é C∞(Rn), está bem definido e
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4.1 Hprad(R
n) ∩ L1

loc(R
n) é denso em Hprad(R

n)

consequentemente, obtemos

〈bj,k, c〉 = 0. (4.1)

Por (iii) da Observação 3.2.1 temos que, a série
∑

j,k bj,k pertence a Hp
rad(R

n),

pois usando o fato de {A∗j,k}(j,k)∈F ter a propriedade da interseção limitada e a

subaditividade da função p 7→ sp temos∥∥∥∑
j,k

bj,k

∥∥∥p
Hprad(Rn)

6 c
∑
j,k

‖bj,k‖pHprad(Rn)

6 c
∑
j,k

∫
A∗j,k

(MNf(x))pdx

6 c

∫
∪j,kA∗j,k

(MNf(x))pdx

6 c

∫
Rn

(MNf(x))pdx = ‖f‖pHprad(Rn)
.

Portanto, definindo b
.
=
∑

j,k bj,k temos que g
.
= f − b = f −

∑
j,k bj,k está bem

definida e g ∈ Hp
rad(R

n).

Afirmamos que

MNg(x) 6 cMNf(x)χΩc(x)+c̃ λ
∑
j,k

`(A∗j,k)
n+1

(`(A∗j,k) + ||x| − xj,k|)n+1
q.t.p. x ∈ Rn,

no qual

Ω = {x ∈ Rn :MNf(x) > λ}.

Consideremos incialmente o caso em que x ∈ Ωc. Então, pela definição da

distribuição g temos

MNg 6MNf +
∑
j,k

MNbj,k.
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Para x ∈ Ωc temos que ||x| − xj,k| >
`(A∗j,k)

2
e

||x| − xj,k| =
||x| − xj,k|

2
+
||x| − xj,k|

2

>
`(A∗j,k)

4
+
||x| − xj,k|

2

>
1

4

(
||x| − xj,k|+ `(A∗j,k)

)
. (4.2)

Portanto, combinando o item (ii) com (4.2) temos

MNg(x) 6 c1MNf(x)χΩc(x) + c2 λ
∑
j,k

`(A∗j,k)
n+1

(`(A∗j,k) + ||x| − xj,k|)n+1
.

Agora, fixemos x ∈ Ω. Então, existe (j0, k0) ∈ F tal que x ∈ Aj0,k0 . Vamos

dividir a partição {A∗j,k}j,k em duas partes: uma parte em anéis “próximos”

a qual denotaremos por P e uma outra parte em anéis “longes” a qual

denotaremos por L. Por anéis “próximos” entederemos como sendo os anéis

da famı́lia {A∗j,k}(j,k)∈F tais que A∗j,k ∩ A∗j0,k0 6= ∅ e entederemos como anéis

“longes” como sendo os anéis da famı́lia {A∗j,k}(j,k)∈F tais que A∗j,k ∩A∗j0,k0 = ∅.
Note que, existem apenas dois anéis em P independente de x, tais que

A∗j,k ∩ A∗j0,k0 6= ∅, pois a coleção {A∗j,k}(j,k)∈F tem a propriedade da interseção

limitada.

Podemos escrever a função g da forma

g = (f −
∑
P

bj,k)−
∑
L

bj,k.

Para os anéis em L temos por (ii) da Observação 3.2.1 que

MNbj,k(x) . λ
`(A∗j,k)

n+1

||x| − xj,k|n+1
,
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pois x ∈ Aj0,k0 e x /∈ A∗j,k. Além disso, como ||x| − xj,k| >
`(A∗j,k)

2
temos

consequentemente que ||x| − xj,k| & (`(A∗j,k) + ||x| − xj,k|) e, portanto

(
MN

∑
L

bj,k

)
(x) . λ

∑
L

`(A∗j,k)
n+1

(`(A∗j,k) + ||x| − xj,k|)n+1
. (4.3)

Analisemos agora os anéis em P , para isto escrevemos

f −
∑
P

bj,k = f −
∑
P

fηj,k +
∑
P

cj,kηj,k
.
= h+

∑
P

cj,kηj,k, (4.4)

em que h
.
= f −

∑
P

fηj,k. Afirmamos que MNηj,k(x) 6 1. De fato, sejam

x ∈ Aj0,k0 e ϕ ∈ C∞c,N,rad(x). Então,

|〈ηj,k, ϕ〉| =
∣∣∣ ∫
Rn
ηj,k(y)ϕ(y) dy

∣∣∣ 6 1 (4.5)

e, como (4.5) vale para todo ϕ ∈ C∞c,N,rad(x), temos

MNηj,k(x) 6 1. (4.6)

Usando o fato de que |cj,k| . λ na segunda parcela em (4.4) junto com (4.6),

temos (
MN

∑
P

cj,kηj,k

)
(x) 6

∑
P

|cj,k|(MNηj,k)(x) 6 c λ, (4.7)

pois a quantidade de anéis em P os quais tem-se A∗j,k ∩ A∗j0,k0 6= ∅ é finita.

Vamos agora refinar a estimativa (4.7), para isso, se x ∈ Aj0,k0 , temos que

||x| − xj0,k0| 6
`(A∗j0,k0

)

2
e, consequentemente,

`(A∗j0,k0) + ||x| − xj0,k0| 6
3

2
`(A∗j0,k0) (4.8)

e

2

3`(A∗j0,k0)
6

1

`(A∗j0,k0) + ||x| − xj0,k0|
. (4.9)
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Combinando (4.8) e (4.9) temos

1

`(A∗j0,k0)
n
6

3n

2n(`(A∗j0,k0) + ||x| − xj0,k0 |)n
6

3n

2n||x| − xj0,k0|n
. (4.10)

Aplicando (4.10) em (4.7) obtemos que

(
MN

∑
P

cj,kηj,k

)
(x) 6 c λ

`(A∗j0,k0)
n+1

`(A∗j0,k0)
n+1

6 cnλ
`(A∗j0,k0)

n+1

||x| − xj0,k0|n+1
.

Para finalizarmos a demonstração da afirmação, inicialmente devemos estimar

MNh(x). Para isto, seja ϕ ∈ C∞c,N,rad(x), supp ϕ ⊂ A sendo x pertencente ao

centro do anel A e tal que ‖∂αϕ‖L∞(Rn) 6 cα`(A)−n−|α|.

Suponhamos inicialmente que `(A) 6 c0 d(Aj0,k0 ,Ω
c) para algum c0 > 0.

Note que, se y ∈ A então

||y| − xj0,k0| 6 ||y| − |x||+ ||x| − xj0,k0| 6 (4c0 + 1)
(`(Aj0,k0)

2

)
, (4.11)

o que implica em y ∈ A∗j0,k0 . Portanto, A ⊂ A∗j0,k0 e como 1−
∑

P ηj,k ≡ 0 em

A∗j0,k0 , segue que 〈h, ϕ〉 = 0 6 λ.

Agora, se `(A) > c0d(Aj0,k0 ,Ω
c) > c0`(Aj0,k0) consideremos x0 ∈ ∂Ω tal que

d(x0, Aj0,k0) = d(∂Ω, Aj0,k0). Segue do Teorema 2.2.1 que `(Aj0,k0) ≈ `(Aji,ki)

para i = 1, 2 desde que Aj1,ki intercepta Aj0,k0 somente na fronteira.

Vamos estimar cada uma das parcelas

〈h, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 − 〈f,
∑
P

ϕηj,k〉. (4.12)

Procedendo de modo análago ao caso feito em (i) do Teorema 3.1.1 nas

páginas 69 a 71, temos

MNh(x) . λ . λ
`(A∗j0,k0)

n+1

||x| − xj0,k0|n+1
, x ∈ Aj0,k0 .
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Agora, vamos mostrar que MNg ∈ L1(Rn). De fato,∫
Rn
MNg(x) dx =

∫
Ωc
MNg(x) dx+ c λ

∑
j,k

∫
Aj,k

`(A∗j,k)
n+1

(`(A∗j,k) + ||x| − xj,k|)n+1
dx

6 c λ
∑
j,k

|Aj,k|+
∫

Ωc
MNf(x) dx

= c λ
∑
j,k

|Aj,k|+
∫

Ωc
(MNf(x))p(MNf(x))1−p dx

6 c λ|Ω|+ λ1−p
∫
Rn

(MNf(x))pdx <∞,

pois f ∈ Hp
rad(R

n) e
∑

j,k |Aj,k| = |Ω| <∞.

Por fim, consideremos Ωl
.
= {x ∈ Rn :MNf(x) > 2l}. Note que,⋂

l∈Z

Ωl = {x ∈ Rn :MNf(x) = +∞}.

Então, usando o fato de MNf ∈ Hp
rad(R

n) temos

|Ωl| =
∫

Ωl

dx <
1

2l

∫
Rn
|MNf(x)|pdx = 2−l‖f‖pHprad(Rn)

−→ 0, (4.13)

quando l→ +∞.

Pelo que foi provado anteriormente temos bl
.
=
∑

j,k b
l
j,k pertence aHp

rad(R
n)

e temos que gl
.
= f − bl está bem definida e pertence a H1

rad(R
n). Além disso,

usando o fato de {A∗j,k}(j,k)∈F ter a propriedade da interseção limitada e (4.13),
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obtemos

‖bl‖pHprad(Rn)
=

∫
Rn

(MNb
l(x))pdx

6
∑
j,k

∫
Rn

(MNb
l
j,k(x))pdx

6 c
∑
j,k

∫
(Alj,k)∗

(MNf(x))pdx

6 c′
∫
∪j,k(Alj,k)∗

(MNf(x))pdx

= c′
∫

Ωl

(MNf(x))pdx −→ 0

quando l→ +∞.

Afirmamos que gl → f em Hp
rad(R

n), quando l→ +∞. De fato,

‖gl − f‖Hprad(Rn) =
∥∥∑

j,k

bl
∥∥
Hprad(Rn)

→ 0, l→ +∞.

Portanto, H1
rad(R

n) é denso em Hp
rad(R

n).

Teorema 4.1.1 H1
rad(R

n) ⊂ L1(Rn).

Demonstração. Fixe f ∈ H1
rad(R

n). Seja x ∈ Rn \ {0} e definamos

Φx
t (w)

.
=

1

|Sn−1||x|n−1t
ϕ
( |x| − |w|

t

)
no qual ϕ ∈ C∞c,rad((−1

2
, 1

2
)) com

∫
ϕ(x) dx = 1. Note que, Φx

t ∈ C∞c,N,rad(x)

desde que 0 < t < |x| e a demonstração desse fato decorre do Corolário A.0.1.

Pela definição da função maximal MNf temos

|〈f,Φx
t 〉| 6MNf(x) =⇒

∫
Rn
|〈f,Φx

t 〉| dx 6
∫
Rn
MNf(x) dx <∞. (4.14)

Segue de (4.14) que Ft(x)
.
= 〈f,Φx

t 〉 pertence ao espaço L1(Rn)

uniformemente em t > 0 e ainda por (4.14) podemos extrair uma subsequência

{Ftj}∞j=1 a qual é limitada, pois {Ft}t>0 é limitada devido a (4.14). Pelo

teorema de Banach-Alaoglu (vide [3], Teorema 3.16, página 66), existe uma
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subsequência de {Ftj}∞j=1 a qual também denotaremos por {Ftj}∞j=1 e uma

medidade de Borel µ tal que

lim
j→+∞

∫
Rn
Ftj(x)g(x) dx =

∫
Rn
g(x) dµ, ∀ g ∈ C0(Rn). (4.15)

Em particular, segue de (4.15) que

lim
j→+∞

∫
Rn
Ftj(x)φ(x) dx =

∫
Rn
φ(x) dµ, ∀φ ∈ C∞c (Rn). (4.16)

Por outro lado, devemos ressaltar que, se definirmos

ϕ
|x|
t (w)

.
=

1

|x|n−1t
ϕ
( |x| − w

t

)
temos que Φx

t (w) = (ϕ
|x|
t )O(w). Consequentemente, pela Proposição 1.4.3

obtemos que

Ftj(x)
.
= 〈f,Φx

t 〉

=
1

|Sn−1|
〈f o, ϕ|x|tj (r)rn−1〉

=
1

|x|n−1
〈f o, ϕtj(|x| − r)rn−1〉

=
( 1

|x|n−1
f̃ o ∗ ϕtj

)
(|x|),

em que f̃ o
.
= f o · ζ e ζ(r)

.
= rn−1 e r > 0.

Afirmamos que {Ftj}∞j=1 converge para f em D′(Rn). De fato, fixemos

φ ∈ C∞c (Rn) e combinando as Proposições 1.4.1 e 1.4.2 e 1.4.3 respectivamente,
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temos que

lim
j→+∞

〈Ftj , φ〉 = lim
j→+∞

〈Ftj , φrad〉

= |Sn−1| lim
j→+∞

〈F o
tj
, (φrad)o(r)rn−1〉

= |Sn−1| lim
j→+∞

∫ ∞
0

F o
tj

(r)(φrad)o(r)rn−1 dr

= |Sn−1| lim
j→+∞

∫ ∞
0

(f̃ o ∗ ϕtj)(r)(φrad)o(r) dr

= |Sn−1| lim
j→+∞

(f̃ o ∗ ϕtj) ∗ (φrad)o(0)

= |Sn−1| lim
j→+∞

f̃ o ∗ (ϕtj ∗ (φrad)o)(0)

= |Sn−1| lim
j→+∞

〈f̃ o, [ϕtj ∗ (φrad)o](r)〉

= |Sn−1|〈f̃ o, (φrad)o(r)〉

= |Sn−1|〈f o, (φrad)o(r)rn−1〉

= 〈f, φrad〉

= 〈f, φ〉.

Usando a convergência de {Ftj}∞j=1 para f em D′(Rn) com a igualdade em

(4.16), segue que f = µ em D′(Rn) pela unicidade do limite. Pelo teorema de

Lebesgue-Radon-Nykodyn 1.1.2 temos que, existem medidas µa e µs tais que

µ = µa + µs (4.17)

sendo µa � dx e µs ⊥ dx e além disso, existe uma única h ∈ L1(Rn) tal que

µa(E) =

∫
E
h(x) dx, ∀ E mensurável. (4.18)

Afirmamos que µs ≡ 0. De fato, para provarmos essa afirmação, basta

provarmos que

|X | = 0 =⇒ µ(X ) = 0, ∀X mensurável. (4.19)
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Seja X um conjunto Lebesgue mensurável qualquer. Como µs ⊥ dx, temos

que existem conjuntosA e B ambos Lebesgue mensuráveis tais que Rn = A∪B,

µs(B) = 0 e |A| = 0. Disto segue que |X ∩ A| = 0, µs(X ) = µs(X ∩A) e

µs(X ) = µs(X ∩A) = µ(X ∩A)−
∫
X∩A

h(x) dx = µ(X ∩A).

Vamos demonstrar (4.19). De fato, sem perda de generalidade, suponhamos

que µ seja uma medida positiva, uma vez que os mesmos argumentos que

faremos a seguir podem ser usados para as variações positiva e negativa de µ,

µ+ e µ− respectivamente. Pelo fato de que µ é uma medida regular, temos

µ(X ) = sup{µ(K) : K ⊂ X compacto}. (4.20)

Assim, para concluirmos (4.19) será suficiente mostrar que, se K é compacto

com |K| = 0, então µ(K) = 0. De fato, seja K ⊂ X compacto e consideremos

{ψj}∞j=1 ⊂ C∞c (Rn) satisfazendo as seguintes condições:

(i) 0 6 ψj 6 1, ∀ j ∈ N;

(ii) ψj ≡ 1 numa vizinhança de K, para todo j ∈ N;

(iii) ψj → χK, quando j → +∞. Em particular, pelo teorema da convergência

dominada, temos

lim
j→+∞

∫
Rn
ψj(x) dµ = µ(K).

Segue de (iii) que dado ε > 0, existe k0 = k0(ε) tal que

µ(K) 6
∣∣∣ ∫
Rn
ψk(x) dµ

∣∣∣+ ε, ∀ k > k0. (4.21)

Por (4.15), temos

lim
j→+∞

∫
Rn
Ftj(x)ψk(x) dx =

∫
Rn
ψk(x) dµ. (4.22)
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Pela convergência em (4.22), temos que, dado ε > 0 e fixado k > k0, existe

j0 = j0(ε, k) tal que∣∣∣ ∫
Rn
ψk(x) dµ

∣∣∣ 6 ∣∣∣ ∫
Rn
Ftj(x)ψk(x) dx

∣∣∣+ ε, ∀ j > j0. (4.23)

Combinando (4.21) com (4.23) temos que

µ(K) 6
∣∣∣ ∫
Rn
Ftj(x)ψk(x) dx

∣∣∣+ 2ε, ∀ j > j0, ∀ k > k0. (4.24)

Portanto, segue de (4.24) combinado com (4.14) que

µ(K) 6
∫
Rn
MNf(x)ψk(x) dx+ 2ε, ∀ k > k0. (4.25)

Fazendo k → +∞ em (4.25) e usando o fato de que |K| = 0 temos

µ(K) 6 2ε.

Isto prova que µ(K) = 0 e consequentemente mostramos que vale (4.19).

Logo, para todo E mensurável temos

µ(E) = µa(E) =

∫
E
h(x) dx,

ou seja, dµ = h dx. Usando o fato de que f = µ em D′(Rn) temos que, dada

φ ∈ C∞c (Rn)

〈f, φ〉 = 〈µ, φ〉 =

∫
Rn
φ(x)dµ =

∫
Rn
h(x)φ(x) dx = 〈h, φ〉.

Portanto, f ∈ L1(Rn).

Corolário 4.1.1 O espaço Hp
rad(R

n) ∩ L1
loc(R) é denso em Hp

rad(R
n), para

0 < p 6 1

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 4.1.1 e do Teorema 4.1.1.
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4.2 Átomos radiais

Antes de apresentarmos o principal resultado desta tese, vamos introduzir

o conceito de átomo radial.

Definição 4.2.1 (átomo radial) Sejam 0 < p 6 1 e q ∈ [1,∞] ∩ (p,∞].

Uma função a ∈ Lq(Rn) é chamada de Hp,q
rad(R

n)-átomo se satisfaz as seguintes

condições:

(i) A função a é radial;

(ii) supp a ⊂ A, sendo A um anel em Rn ;

(iii) ‖a‖Lq(Rn) 6 |A|
1
q
− 1
p ;

(iv)

∫
Rn
a(x) |x||α|dx = 0, ∀ |α| 6 Np

.
=
⌊
n
(

1
p
− 1
)⌋

.

Quando q =∞ denotaremos por Hp
rad(R

n)-átomo ao invés de denotarmos

por Hp,∞
rad (Rn)-átomo, devido a simplicidade de notação.

Exemplo 4.2.1 Sejam 0 < p 6 1, ϕ : R→ C uma função não identicamente

nula, suave e tal que supp ϕ ⊂ I = (r, R) e 0 6 r < R < ∞. Definamos

ã
.
= ϕ(κ) (κ-ésima derivada da função ϕ) para algum κ > Np+n−1, no qual κ

é um inteiro positivo. Usando o fato de que supp ϕ ⊂ I, integração por partes

e sendo l ∈ N tal que l 6 Np, temos∫
R

ϕ(κ)(r) rl+n−1dr =

∫ 1

0

ϕ(κ)(r) rl+n−1 dr

= (l + n− 1)

∫ 1

0

ϕ(κ−1)(r) rl+n−2dr.

Repetindo o processo acima κ-vezes e usando os fatos de que supp ϕ ⊂ I,

k > Np + n− 1 e l 6 Np temos∫
R

ã(r) rl+n−1dr = 0.

Por fim, estendendo radialmente ã e definindo

a(x)
.
= ã(|x|)(‖ã‖L∞(Rn)|Ar,R|

1
p )−1,
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temos que a é um Hp
rad(R

n)-átomo.

Teorema 4.2.1 Se a é um Hp
rad(R

n)-átomo, então a ∈ Hp
rad(R

n). Além disso,

‖a‖Hprad(Rn) . 1.

Demonstração. Seja a um Hp(Rn)-átomo. Então, existe um anel A tal que

supp a ⊂ A.

Sejam 5
4
ν∗ > ν̃ > 1 como no Caṕıtulo 2. Vamos mostrar que∫

Rn
(MNa(x))p dx =

∫
Aν
∗
(MNa(x))p dx+

∫
(Aν
∗

)c
(MNa(x))p dx <∞,

independente de a.

Sejam x ∈ Aν∗ , ϕ ∈ C∞c,N,rad(x), supp ϕ ⊂ Â e x pertencente ao centro do

anel Â. Então

|〈a, ϕ〉| =
∣∣∣ ∫

A∩Â
a(y)ϕ(y) dy

∣∣∣
6 ‖a‖L∞(Rn)

∫
Rn
|ϕ(y)| dy

6 ‖a‖L∞(Rn)

6 |A|−
1
p .

Portanto, pelo Lema 2.1.2 e para 0 < p 6 1 temos∫
Aν∗

(MNa(x))p dx 6
|Aν∗|
|A|

6 (ν∗)n. (4.26)

Sejam x ∈ (Aν
∗
)c e ϕ ∈ C∞c,N,rad(x). Procedendo de modo análago ao que

foi feito na página 72 temos que `(Â) & ||x| − |xA||, no qual |xA| é o centro do

intervalo IA = π1(A) e Â o anel tal que x pertence ao centro, supp ϕ ⊂ Â e

|∂αϕ| 6 cα `(Â)−n−|α|. Fazendo a expansão de Taylor com resto de Lagrange

para a função R+ 3 w 7→ ϕo(w) em torno de |xA|, isto é,

ϕo(w) =
∑
|α|6Np

∂
|α|
w ϕo(|xA|)
|α|!

(w − |xA|)|α| +RNp+1(w),
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no qual Np = bn(1
p
− 1)c e RNp+1 é o resto de Lagrange, dado por

RNp+1(w) =
∂Np+1ϕo(θw)

(Np + 1)!
(w − |xA|)Np+1, (4.27)

para algum θw ∈ [w, |xA|]
.
= (1 − t)w + t|xA|, para t ∈ [0, 1]. Segue de (4.27)

que

|RNp+1(w)| 6 cNp
|w − |xA||Np+1

`(Â)n+Np+1
. (4.28)

Combinando a Proposição 1.4.2 com (4.28) obtemos

|〈a, ϕ〉| = |Sn−1||〈ao(r), ϕo(r)rn−1〉|

= |Sn−1||〈ao(r), ϕo(r)rn−1〉 − 〈ao, PNp(r)rn−1〉|

= |Sn−1||〈ao(r), RNp+1(r)rn−1〉|

6 |Sn−1|cNp
∫
π1(A)

|ao(r)| |r − |xA||
Np+1

`(Â)n+Np+1
rn−1dr

6 c̃Np |A|
− 1
p

+1 `(A)Np+1

2Np+1

1

||x| − |xA||n+Np+1
. (4.29)

Elevando a potência p a estimativa (4.29) e usando o Lema 2.1.1 temos∫
(Aν∗ )c

(MNa(x))pdx

6 2−Np−1c̃Np|A|−1+p`(A)(Np+1)p

∫
(Aν∗ )c

1

||x| − |xA||(n+Np+1)p
dx

6 2−Np c̃Np |Sn−1| |A|−1+p`(A)(Np+1)p

∫ ∞
2j−1ν∗

r−p(n+Np+1)+n−1dr

6
( 2−Np c̃Np |Sn−1|(ν∗)−p(n+Np+1)+n

2−p(n+Np+1)+np(n+Np + 1)− n

)
|A|−1+p`(A)(Np+1)p−p(n+Np+1)+n

6
( 2−Np c̃Np |Sn−1|(ν∗)−p(n+Np+1)+n

2−p(n+Np+1)+np(n+Np + 1)− n

)
|A|−1+p`(A)n(1−p)

6
( 2−Np c̃Np |Sn−1|2(ν∗)−p(n+Np+1)+n

n2−p(n+Np+1)+n(p(n+Np + 1)− n)

)
|A|−1+p|A|−p+1

6 CNp,n,
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4.2 Átomos radiais

o que implica em ∫
(Aν∗ )c

(MNa(x))pdx 6 Cn,p. (4.30)

Portanto, todo Hp
rad(R

n)-átomo pertence a Hp
rad(R

n) é uniformemente

limitados em Hp
rad(R

n) devido a (4.26) combinado com (4.30).

O Teorema 4.2.1 também é válido para Hp,q
rad(R

n)-átomos, isto é, os

Hp,q
rad(R

n)-átomos são uniformemente limitados em Hp
rad(R

n), para 0 < p 6 1.

A demonstração deste fato segue de modo análoga a feita no Teorema 4.2.1

4.3 Decomposição atômica radial

Esta seção é devotada ao principal resultado desta tese. A seguir

enunciaremos o teorema de decomposição atômica radial para f ∈ Hp
rad(R

n).

Teorema 4.3.1 (Decomposição atômica radial) Sejam 0 < p 6 1 e f ∈
Hp
rad(R

n). Então, existem Hp
rad(R

n)-átomos {aj,k}j,k ⊂ L∞(Rn) e escalares

{λj,k}j,k ⊂ `p(N) tais que

f =
∑
j,k

λj,k aj,k, em Hp
rad(R

n)

e ∑
j,k

|λj,k|p 6 c ‖f‖pHprad(Rn)
.

Reciprocamente, sejam {λj}∞j=1 ⊂ `p(N) uma sequência de escalares e

{aj}∞j=1 ⊂ L∞(Rn) uma sequência de Hp
rad(R

n)-átomos. Então a série

∞∑
j=1

λjaj

converge em Hp
rad(R

n) para uma distribuição f ∈ Hp
rad(R

n). Além disso,

‖f‖Hprad(Rn) . inf
{( ∞∑

j=1

|λj|p
) 1
p

: f =
∞∑
j=1

λjaj

}
, (4.31)
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4.3 Decomposição atômica radial

no qual o ı́nfimo em (4.31) é tomado sobre todas as decomposições atômicas

radiais de f .

A demonstração do Teorema 4.3.1, por ser longa, será dividida em três

teoremas intermediários.

Teorema 4.3.2 Sejam 0 < p 6 1 e f ∈ Hp
rad(R

n) ∩ L1
loc(R

n). Então, existem

Hp
rad(R

n)-átomos {aj,k}j,k ⊂ L∞(Rn) e escalares {λj,k}j,k ⊂ `p(N) tais que

f =
∑
j,k

λj,k aj,k, em Hp
rad(R

n)

e ∑
j,k

|λj,k|p 6 c ‖f‖pHprad(Rn)
.

Demonstração. Seja f ∈ Hp
rad(R

n) ∩ L1
loc(R

n). Note que, se

Ωl
.
= {x ∈ Rn :MNf(x) > 2l}, l ∈ Z

então Ωl+1 ⊂ Ωl e ∪l∈ZΩl = Rn. Pelo Teorema 3.1.1 temos que f = gl + bl

com bl e gl ambas radiais. Além disso, temos as seguintes propriedades:

(i) Ωl =
⋃
j,k(A

l
j,k)
∗;

(ii) |gl| 6 c 2l q.t.p. x ∈ Rn;

(iii) bl =
∑

j,k b
l
j,k e

∫
Rn
blj,k(x)|x||α| dx = 0, ∀ |α| 6

⌊
n
(1

p
− 1
)⌋

;

(iv)

‖blj,k‖
p
Hprad(Rn)

6 c

∫
(Alj,k)∗

(MNf(x))pdx.

Vimos na demonstração do Teorema 4.1.1 que bl → 0 em Hp
rad(R

n) quando

l → +∞. Logo, pela Proposição 2.4.2 temos que bl → 0 em D′(Rn), ou seja,

gl → f em D′(Rn) quando l → +∞. Além disso, quando l → −∞ temos

por (ii) que gl → 0 uniformemente e, consequentemente, gl → 0 em D′(Rn)

quando l → −∞ (note que, por (ii) temos gl é localmente integrável). Por
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4.3 Decomposição atômica radial

outro lado,

sM =
∑
|l|6M

gl+1 − gl = g−M+1 − gM+1.

Fazendo M → +∞ e combinando com os argumentos anteriores, temos

f =
∞∑
−∞

(gl+1 − gl), em D′(Rn). (4.32)

Note que Ωl = ∪j,k(Alj,k)∗,
∑

j,k η
l
j,k ≡ 1 em (Alj,k)

∗,

gl+1 − gl = f − bl+1 − (f − bl) = bl − bl+1

e supp (gl+1 − gl) ⊂ Ωl+1 ∪ Ωl ⊂ Ωl. Disto segue que, podemos reescrever a

igualdade (4.32) como

f =
∞∑
−∞

∑
j,k

(gl+1 − gl)ηlj,k

=
∑
l∈Z

∑
j,k

λj,k,l(λ
−1
j,k,l(g

l+1 − gl)ηlj,k)

.
=
∑
j,k,l

λj,k,l aj,k,l,

definindo aj,k,l
.
= λ−1

j,k,l(g
l+1 − gl)ηlj,k e λj,k,l

.
= c 2l|(Alj,k)∗|

1
p (no qual c é uma

constante que será escolhida). Temos as seguintes conclusões:

(i)∗ supp aj,k,l ⊂ (Alj,k)
∗;

(ii)∗ |aj,k,l(x)| 6 |g
l+1(x)− gl(x)|
c 2l|(Alj,k)∗|

1
p

6
c̃(2l+1 + 2l)

c 2l|(Alj,k)∗|
1
p

6 |(Alj,k)∗|
− 1
p .

Em vista dos ı́tens (i)∗ e (ii)∗ acima, para concluirmos a demonstração do

teorema basta mostrar que as funções aj,k,l possuem momentos nulos o que, não

necessariamente, acontece. Para resolver a falta de momentos, iremos refinar a

soma tripla acima. Antes de iniciarmos o refinamento dos átomos é necessário

ressaltarmos que não faremos distinção entre as funções ηj,k’s e as projeções

cj,k’s das suas partes radiais ηoj,k e coj,k para não sobrecarregarmos as notações
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4.3 Decomposição atômica radial

que usaremos no decorrer da demonstração do teorema.

Sejam

ψlj,k(r)
.
=

ηlj,k(r)∫
(Ilj,k)∗

ηlj,k(r) r
n−1dr

e H .
= L2((I lj,k)

∗, ψlj,kr
n−1dr) o espaço de Hilbert munido pelo produto interno

〈f, g〉 .=
∫

(Ilj,k)∗
f(r)g(r)ψlj,k(r) r

n−1dr.

Além disso, de modo análogo ao caso feito na demonstração do Teorema 3.1.1

em (3.23) temos |∂|α|r ψlj,k(r)| 6 c|α|`((I
l
j,k)
∗)−n−|α|.

Seja P lj,k
.
= Pj,k a projeção usada na demonstração do Teorema 3.1.1

na página 81 em (3.35). Neste caso t́ınhamos que clj,k(x) era a extensão

radial de clj,k(|x|)
.
= P lj,k(f o)(|x|) e, consequentemente, cl+1

j,k (|x|) .
= P l+1

j,k (f o).

Consideremos HNp o subespaço de H formado pelos polinômios em R de grau

menor ou igual a Np
.
= bn(1

p
− 1)c e P lj,k : H → HNp a projeção de H sobre

HNp a qual é linear e cont́ınua. Então, para cada g ∈ HNp temos

f o − P lj,k(f o) ⊥ HNp ⇐⇒ 〈f o − P lj,k(f o), g〉H = 0. (4.33)

Agora, seja cl(j,k),(s,t) o único polinômio em R de grau menor ou igual a Np dado

por

cl(j,k),(s,t)(r)
.
= P l+1

s,t [(f o − cl+1
s,t )ηlj,k](r), (4.34)

no qual satisfaz (4.33). Estendendo radialmente o polinômio cl(j,k),(s,t) temos∑
j,k c

l
(j,k),(s,t)(x) = 0. De fato, usando o fato de que o operador P lj,k é
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4.3 Decomposição atômica radial

idempotente, isto é, P lj,k ◦ P lj,k = P lj,k temos∑
j,k

cl(j,k),(s,t) =
∑
j,k

P l+1
s,t [(f o − cl+1

s,t )ηlj,k]

= P l+1
s,t

[
(f o − cl+1

s,t )
∑
j,k

ηlj,k

]
= P l+1

s,t [(f o − cl+1
s,t )]

= P l+1
s,t (f o)− P l+1

s,t (cl+1
s,t )

= P l+1
s,t (f o)− P l+1

s,t (f o)

= 0.

Além disso, se (I lj,k)
∗ ∩ (I l+1

s,t )∗ = ∅, então cl(j,k),(s,t) = 0. Com efeito,

cl(j,k),(s,t) = 〈f o − cl+1
s,t , η

l
j,k P (·, |x|)ψl+1

s,t r
n−1〉 = 0,

pois supp ηlj,k ∩ supp ψl+1
s,t = ∅ e, portanto, ηlj,k · ψl+1

s,t ≡ 0. Por outro lado, a

famı́lia de anéis {(Alj,k)∗}(j,k)∈F forma uma cobertura para Ωl, e como Ωl+1 ⊂ Ωl

temos em particular que {(Alj,k)∗}(j,k)∈F também é uma cobertura de Ωl+1.

Assim,

gl+1 − gl = bl − bl+1

=
∑
j,k

blj,k −
∑
j,k

bl+1
j,k

=
∑
j,k

(f − clj,k)ηlj,k −
∑
j,k

(f − cl+1
j,k )ηl+1

j,k

=
∑
j,k

(f − clj,k)ηlj,k −
∑
j,k

∑
s,t

(f − cl+1
s,t )ηl+1

s,t η
l
j,k +

∑
j,k

∑
s,t

cl(j,k),(s,t)η
l+1
s,t ,

disto segue que podemos reescrever gl+1 − gl =
∑

j,k F
l
j,k, no qual

F l
j,k = (f − clj,k)ηlj,k −

∑
s,t

(f − cl+1
s,t )ηl+1

s,t η
l
j,k +

∑
s,t

cl(j,k),(s,t)η
l+1
s,t (4.35)
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4.3 Decomposição atômica radial

e por (4.32) temos

f =
∞∑

l=−∞

∑
j,k

F l
j,k. (4.36)

Note que, pelo fato de que
∑

s,t η
l+1
s,t = 1 e f ∈ L1

loc(R
n) temos

ηlj,k

(
f −

∑
s,t

fηl+1
s,t

)
= ηlj,kf − ηj,kfχΩl+1

= ηlj,k(1− χΩl+1
)

= ηlj,kfχΩl\Ωcl+1
. (4.37)

Combinando (4.35) com (4.37) podemos reescrever F l
j,k como sendo

F l
j,k = ηlj,kfχ(Ωl+1)c − clj,kηlj,k +

∑
s,t

cls,tη
l+1
s,t η

l
j,k +

∑
s,t

cl(j,k),(s,t)η
l+1
s,t . (4.38)

Vamos estimar cada uma das parcelas em (4.38). De modo análago ao caso

feito em (3.38) temos

|clj,kηlj,k| 6 c 2l (4.39)

e, portanto, ∣∣∣∑
s,t

cls,tη
l+1
s,t η

l
j,k

∣∣∣ 6∑
s,t

|cls,tηl+1
s,t η

l
j,k| 6 c 2l.

Por outro lado, se repetirmos a demonstração do item 1. do Teorema 3.1.1

temos |f | 6 c2l em Ωc
l+1 o que implica em |ηlj,kfχ(Ωl+1)c | 6 c2l.

Para estimarmos a última parcela restante, note que

cl(j,k),(s,t) = 〈f o, P (·, |x|)ηlj,kψl+1
s,t r

n−1〉︸ ︷︷ ︸
.
=I1

−〈cl+1
s,t , P (·, |x|)ηlj,kψl+1

s,t r
n−1〉︸ ︷︷ ︸

.
=I2

. (4.40)

Vamos estimar inicialmente I2. Com efeito, usando (4.39), o fato de que

a famı́lia de intervalos {(I ls,t)∗}s,t tem a propriedade da interseção limitada

juntamente com as estimativas ‖P (·, |x|)‖L∞(R) 6 c0, ‖ηlj,k‖L∞(R) 6 c1 e o
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4.3 Decomposição atômica radial

Lema 2.1.2 obtemos

|〈cl+1
s,t , P (·, |x|)ηlj,kψl+1

s,t r
n−1〉| 6

∫
(Il+1
s,t )∗
|cl+1
s,t (r)P (r, |x|)ηlj,k(r)ψl+1

s,t (r)rn−1dr

6 c 2l
∫

(Il+1
s,t )∗

rn−1dr
(∫

(Il+1
s,t )∗

ηl+1
s,t (r)rn−1dr

)−1

6 c̃n 2l
∫

(Il+1
s,t )∗

rn−1dr|Al+1
s,t |−1

6 c̃n 2l.

Para estimarmos a parcela I1 basta proceder de modo análago ao caso feito

no Teorema 3.1.1 nas páginas 82 e 82. Combinando as estimativas provadas

obtemos que |F l
j,k| 6 c 2l. Como f o − P lj,k(f) ⊥ HNp e

F l
j,k = (f − clj,k)ηlj,k −

(∑
s,t

[(f − cl+1
s,t )ηlj,k − cl(j,k),(s,t)]η

l+1
s,t

)

temos que
∫
Rn
F l
j,k(x) |x||α|dx = 0 para todo |α| 6 Np, pois∫ ∞

0

blj,k(r) r
|α|+n−1 = 0,

no qual bj,k(r) = (f o(r)− clj,k(r))ηlj,k(r). Além disso, por (4.34) temos∫ ∞
0

[(f o(r)− cl+1
s,t (r))ηlj,k(r)− cl(j,k),(s,t)(r)]η

l+1
s,t (r)r|α|+n−1dr = 0.

Afirmamos que, se (Alj,k)
∗∩ (Al+1

s,t )∗ 6= ∅, então existe uma constante C > 0

independente de j, k, s, e t tal que `((Alj,k)
∗) > C `((Al+1

s,t )∗). Com efeito, pelo

Teorema 2.2.1 temos que `((Al+1
s,t )∗) ≈ d((Al+1

s,t )∗,Ωc
l+1) e, consequentemente,

`((Al+1
s,t )∗) 6 c1 d((Al+1

s,t )∗,Ωc
l+1). Pela definição de distância temos

d((Al+1
s,t )∗,Ωc

l+1) = inf{d(p,Ωc
l+1) : p ∈ (Al+1

s,t )∗}.
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4.3 Decomposição atômica radial

Então,

d((Al+1
s,t )∗,Ωc

l+1) 6 d(p,Ωc
l ),

pois sendo l+ 1 > l temos Ωl+1 ⊂ Ωl. Agora, como `((Alj,k)
∗) ≈ d((Alj,k)

∗,Ωc
l ),

devido ao Teorema 2.2.1, temos que dado ε > 0, existe p̃ ∈ (Alj,k)
∗ tal que

d(p̃,Ωc
l ) 6 c2 `((Aj,k)

∗) + ε.

Assim, dado p ∈ (Al+1
s,t )∗ ∩ (Als,t)

∗ temos

d(p,Ωc
l ) 6 d(p, p̃) + d(p̃,Ωc

l )

6 c1 `((A
l
j,k)
∗) + d(p̃,Ωc

l )

6 c1 `((A
l
j,k)
∗) + c2 `((A

l
j,k)
∗) + ε.

Disto segue que,

`((Al+1
s,t )∗) 6 c1 d(p,Ωc

l ) 6 C `((Alj,k)
∗) + ε, ∀ p ∈ (Al+1

s,t )∗ ∩ (Alj,k)
∗.

Fazendo ε→ 0+, temos a demonstração da afirmação.

Definindo o anel Ãlj,k como sendo o anel de mesmo centro que (Alj,k)
∗ e

de tamanho c `((Alj,k)
∗) no qual c

.
= C−1. Segue desta construção, que o anel

Ãlj,k contém (Alj,k)
∗ e todos os anéis `((Al+1

s,t )∗) tais que (Alj,k)
∗ ∩ (Al+1

s,t )∗ 6= ∅.
Portanto, supp F l

j,k ⊂ Ãlj,k.

Para finalizarmos a demonstração da decomposição atômica, note que por

(4.36) temos f =
∞∑

l=−∞

∑
j,k F

l
j,k e definindo aj,k,l

.
= λ−1

j,k,lF
l
j,k no qual λj,k,l

.
=

c 2l |Ãlj,k|
1
p vemos que estes são os átomos procurados.

Por fim, para concluirmos a demonstração do teorema é necessário

provarmos que
∑

j,k,l |λlj,k|p < ∞ e para isto é necessário o seguinte resultado

(vide G. B. Folland [12], 6.17 e página 193).

Se F é uma função mensurável, então

∞∑
l=−∞

2lp|{x ∈ Rn : F (x) > 2l}| 6 c

∫
Rn
F p(x) dx.
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4.3 Decomposição atômica radial

Segue do resultado citado acima e do Lema 2.1.2 que

∑
j,k,l

|λj,k,l|p = c
∑
j,k,l

2lp|Ãlj,k|

.
∑
j,k,l

2lp|Alj,k|

.
∞∑

l=−∞

2lp|{x ∈ Rn) :MNf(x) > 2l}|

.
∫
Rn

(MNf(x))pdx

≈ ‖f‖pHprad(Rn)
.

Portanto,
∑

j,k,l |λj,k,l|p . ‖f‖pHprad(Rn)
e isto conclui a demonstração do

teorema.

Teorema 4.3.3 Sejam 0 < p 6 1 e f ∈ Hp
rad(R

n). Então, existem escalares

{λj,k}j,k ⊂ `p(N) e Hp
rad(R

n)-átomos {aj,k}j,k ⊂ L∞(Rn) tais que

f =
∑
j,k

λj,k aj,k, em Hp
rad(R

n)

e ∑
j,k

|λj,k|p 6 c ‖f‖pHprad(Rn)
.

Demonstração. Seja f ∈ Hp
rad(R

n). Pelo Cororário 4.1.1, existe

uma sequência {fj}∞j=0 em Hp
rad(R

n) ∩ L1
loc(R

n) satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) f0 ≡ 0;

(ii) fi → f em Hp
rad(R

n);

(iii) ‖fi − f‖pHprad(Rn)
6 2−i−1‖f‖pHprad(Rn)

.

Por (iii) temos, f =
∑∞

i=0 fi+1 − fi converge uniformemente em Hp
rad(R

n).

Aplicando o Teorema 4.3.2 para fi+1−fi temos que, existem Hp
rad(R

n)-átomos
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4.3 Decomposição atômica radial

{aij,k}j,k ⊂ L∞(Rn) e escalares {λij,k}j,k ⊂ `p(N) tais que

fi+1 − fi =
∑
j,k

λij,ka
i
j,k, em Hp

rad(R
n).

Segue de (i) e (ii) que,

f =
∞∑
i=0

∑
j,k

λij,ka
i
j,k

e disto combinado com (iii) obtemos

∑
i,j,k

|λij,k|p 6 C
∞∑
i=0

‖fi+1 − fi‖pHprad(Rn)
6 c ‖f‖pHprad ,

o que conclui a demonstração do teorema.

Teorema 4.3.4 Sejam 0 < p 6 1, {λj}∞j=1 ⊂ `p(N) uma sequência de

escalares e {aj}∞j=1 ⊂ L∞(Rn) uma sequência de Hp
rad(R

n)-átomos. Então,

a série
∞∑
j=1

λjaj

converge em Hp
rad(R

n) para uma distribuição f ∈ Hp
rad(R

n). Além disso,

‖f‖Hprad(Rn) . inf
{( ∞∑

j=1

|λj|p
) 1
p

: f =
∞∑
j=1

λjaj

}
.

Demonstração. Definamos fM(x)
.
=
∑M

j=1 λjaj(x). Vamos mostrar que,

fM ∈ Hp
rad(R

n).
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4.3 Decomposição atômica radial

De fato, seja x ∈ Rn fixo e seja ϕ ∈ C∞c,N,rad(x), pelo Teorema 4.2.1 e do

fato de 0 < p 6 1 temos

|〈fM , ϕ〉|p =
∣∣∣〈 M∑
j=1

λjaj, ϕ〉
∣∣∣p

6
M∑
j=1

|〈aj, ϕ〉|p|λj|p

6
M∑
j=1

(MNaj(x))p|λj|p

6 cn,p

M∑
j=1

|λj|p.

Disto segue que,

(MNfM(x))p 6 cn,p

M∑
j=1

|λj|p <∞.

Segue da conclusão acima que se M 6 M̃ então

‖fM − fM̃‖
p
Hprad(Rn)

.
M̃∑

j=M+1

|λj|p <∞.

Dada ψ ∈ C∞c (Rn), existe ε > 0 tal que εψrad ∈ C∞c,N,rad(·). Então,

|〈fM , ψ〉 − 〈fM̃ , ψ〉|
p .

1

εp
‖fM − fM̃‖

p
Hprad(Rn)

.
1

εp

M̃∑
j=M+1

|λj|p −→ 0,

quando M, M̃ → ∞. Logo, para cada ψ ∈ C∞c (Rn) a sequência {〈fj, ψ〉}∞j=1

é uma sequência de Cauchy em D′rad(Rn) e sendo D′rad(Rn) completo, existe

f ∈ D′rad(Rn) tal que fj → f em D′rad(Rn).

Portanto,

f =
∞∑
j=1

λjaj em D′rad(Rn),
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4.3 Decomposição atômica radial

consequentemente f ∈ Hp
rad(R

n).

4.4 Partições de anéis em Rn que preservam medida

Seja Ar,R = {x ∈ Rn : r < |x| < R} ⊂ Rn e σ a medida de área definida

sobre a esfera Sn−1. Afirmamos que é posśıvel dividir o anel Ar,R em K-partes

com cada uma destas partes possuindo a mesma medida (induzida na esfera) e

com diâmetros comparáveis. De fato, em [18] o autor provou que dado K > 1

é posśıvel encontrar uma partição S = {S1, S2, . . . , SK} da esfera Sn−1 a qual

cada elemento Sl ∈ P é um conjunto fechado e os quais possuem a mesma

medida de área σ
.
= σn−1 (σ como na Definição 1.1.12)

σ(Sl) =
σ(Sn−1)

#S
, l = 1, 2, . . . , K (4.41)

no qual #S = K indica a cardinalidade de S e σ(Sn−1) = 2π
n
2

Γ(n
2

)
. Além disso,

cada um dos elementos que compõem a partição da esfera tem fronteira de

área nula, isto é, σ(∂Sl) = 0, para todo l = 1, 2, . . . , K. Em adicional, os

elementos que compõem a partição da esfera Sn−1 possuem diâmetro limitado

por C K−
1

n−1 , sendo C > 0 uma constante independente de Sl e K vide [18],

isto é,

diam(Sl) 6 C K−
1

n−1 , l = 1, 2, . . . , K. (4.42)

Portanto, uma vez obtida a partição P da esfera Sn−1 projetamos

radialmente cada um dos elementos de Sl ∈ P no anel Ar,R. Assim, obtemos

uma partição L = {L1, L2, . . . , LK} de Ar,R com estas partes possuindo

medidas iguais entre si. Note que

Lj =
{
x ∈ Ar,R :

x

|x|
∈ Sj

}
.

É claro que, para todo l = 1, 2, . . . , K tem-se de (4.41) que

|Ll| =
∫
Ll∩Sn−1

∫ R

r

ρn−1dρ dσ = σ(Ll)
(Rn − rn)

n
= σ(Sn−1)

(Rn − rn)

nK
. (4.43)
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r R

Figura 4.1: Diâmetro da porção Sl

Para melhor ilustrarmos esta partição, vamos considerar primeiramente

o caso em que n = 2. Seja Sl um elemento da partição P da esfera S1 e

suponhamos que diam(Sl) seja dado pelo diâmetro do trapézio como na Figura

4.1. Escolhendo K ∈ N tal que

R2 − r2

(R− r)2
6 K 6 2

R2 − r2

(R− r)2
,

temos que

K ≈ R2 − r2

(R− r)2
=
R + r

R− r

e, consequentemente,

1

K
≈ R− r
R + r

=
`(Ar,R)

R + r
. (4.44)

Note que h = r diam(Sl), em que diam(Sl) denota o diâmetro de Sl e

Sl ∈ P . Segue de (4.44) e por propriedade da geometria do trapézio (vide a

Figura 4.2) que

d 6 `(Ar,R) + h 6 `(Ar,R) + r
`(Ar,R)

R + r
6 2`(Ar,R). (4.45)

Portanto, por (4.45) segue que a seção do anel Ar,R está contida numa bola de

raio 2`(Ar,R).

De modo geral, podemos estender o argumento anterior para todo n > 2.
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`(Ar,R) `(Ar,R)

h

H

d

Figura 4.2: Diâmetro do trapézio

De fato, seja Sl um elemento da partição P da esfera Sn−1 e suponhamos que

diam(Sl) seja dado pelo comprimento do segmento γ : [0, 1] → Rn no qual os

pontos final e incial γ(0) e γ(1) pertencem a Sl

diam(Sl) =

∫ 1

0

|γ′(t)| dt. (4.46)

Note que, o segmento de reta γ projetado sobre uma esfera centrada na origem

e de raio r > 0 nos dará um novo segmento de reta ζ : [0, 1]→ Rn definido por

ζ(t)
.
= rγ(t) a qual seu comprimento será igual ao diâmetro da projeção de Sl

sobre a esfera de raio r. De fato, por (4.46) temos

‖ζ‖ = ‖rγ‖ =

∫ 1

0

|rγ′(t)| dt = r

∫ 1

0

|γ′(t)| dt = r diam(Sl), (4.47)

como queŕıamos demonstrar.

Por outro lado, escolhendo K ∈ N tal que

Rn − rn

(R− r)n
6 K 6 2

Rn − rn

(R− r)n
(4.48)

temos que existe uma partição {Sl}Kl=1 da esfera Sn−1 tal que

σ(Sl) =
σ(Sn−1)

K
e diam(Sl) .

( Rn − rn

(R− r)n
)− 1

n−1
.

Segue de (4.48) que projetando radialmente cada Sl sobre o anel Ar,R obtemos
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uma partição {Ll}Kl=1 do anel Ar,R tal que

|Ll| = σ(Ll)
(Rn − rn)

n

=
σ(Sn−1)

K

(Rn − rn)

n

> cn(R− r)n, l = 1, 2, . . . K,

no qual cn
.
= σ(Sn−1)

2n
.

Agora, vamos provar que para cada l = 1, 2 . . . , K, existe uma bola

B(xj, 2`(Ar,R)) tal que Lj ⊂ B
.
= B(xj, `(Ar,R) e xj ∈ Lj é o seu centro

de massa. De fato, note que

( Rn − rn

(R− r)n
)− 1

n−1
=
((R− r)(Rn−1 + rRn−2 + · · ·+ rn−1)

(R− r)n
)− 1

n−1

=
R− r

(Rn−1 + rRn−2 + · · ·+ rn−1)
1

n−1

6
`(Ar,R)

max{R, r}

e, portanto,

diam(Sl) .
( Rn − rn

(R− r)n
)− 1

n−1
.

`(Ar,R)

max{R, r}
. (4.49)

Denotando por S̃l a projeção de Sl para cada l = 1, . . . , K, sobre a esfera

centrada na origem e de raio r > 0 temos por (4.47) e (4.49) que

diam(S̃l) = rdiam(Sl) . `(Ar,R). (4.50)

Analogamente, denotando por Ŝl a projeção de Sl para cada l = 1, . . . , K,

sobre a esfera centrada na origem e de raio R > 0 temos

diam(Ŝl) . `(Ar,R). (4.51)

Portanto, combinando (4.50) com (4.51) e denotando a projeção radial

de Sl sobre o anel Ar,R por Ll para l = 1, 2, . . . K, obtemos que Ll ⊂
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B(xl, 2C`(Ar,R)).

Teorema 4.4.1 Se f ∈ Hp
rad(R

n), então f ∈ Hp
rad(R

n), para 0 < p 6 1. A

inclusão Hp
rad(R

n) ↪→ Hp
rad(R

n) é cont́ınua.

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que f = a seja um Hp
rad(R

n)-

átomo. Então, existem 0 6 r < R <∞ de forma que supp a ⊂ Ar,R e a satisfaz

as propriedades da Definição 4.2.1. Escolhendo K como em (4.48), existem

uma partição {Lj}Kj=1 do anelAr,R e uma constante positiva C, independente de

r e R dada por (4.42), tal que tal que Lj ⊂ Bj
.
= B(xj, 2C`(Ar,R)) com xj ∈ Lj

sendo seu centro de massa e |Lj| > |B|
cn

no qual cn = 2nC é independente de r

e R. Usando a propriedade (iv) da Definição 4.2.1 de átomo radial, temos

0 =

∫
Rn
a(x)|x||α| dx

= |Sn−1|
∫ R

r

ao(r)rn−1+|α|dr, ∀ |α| 6
⌊
n
(1

p
− 1
)⌋

o que implica em ∫ R

r

ao(r)rn−1+|α|dr = 0. (4.52)

Definindo aj
.
= aχLj em que χLj é a função caracteŕıstica da porção Lj, temos

por (4.52) que∫
Rn
a(x)xα dx =

∫
Lj∩Sn−1

∫ R

r

ao(r)rn−1(rσ)αdrdθ

=

∫
Lj∩Sn−1

θα
∫ R

r

ao(r)rn−1+|α|drdθ

= 0.

Além disso,

‖aj‖L∞(Rn) 6
1

|Ar,R|
1
p

=
1

(K|Lj|)
1
p

6
1

K
1
p |Lj|

1
p

6
c

1
p
n

K
1
p |B|

1
p

.

118
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Sejam ãj
.
= ajK

1
p c
− 1
p

n e λj
.
= K−

1
p c

1
p
n . Então, ãj é um (p,∞)-átomo,

a =
K∑
j=1

aj =
K∑
j=1

λj ãj (4.53)

e
∑K

j=1 |λj|p = cn < ∞. Segue de (4.53) que o Hp
rad(R

n)-átomo a tem

uma decomposição atômica finita em (p,∞)-átomos e, consequentemente,

a ∈ Hp
rad(R

n).

Consideremos agora o caso geral. Se f ∈ Hp
rad(R

n), então temos pelo

Teorema 4.3.3 que, existem Hp
rad(R

n)-átomos {aj}j e escalares {λj}j ⊂ `p(N)

tais que

f =
∑
j

λjaj em Hp
rad(R

n).

Pelo caso anterior, temos que, para cada j que λjaj = λj
∑Kj

k=1 ã
j
k α

j
k sendo

ãjk um (p,∞)-átomo e
∑Kj

k=1 α
j
k = cn, para todo j ∈ N. Além disso, segue pelo

Teorema 1.2.3 e de (4.53) que

|λj|p‖aj‖pHp(Rn) 6 c̃n,p|λj|p
Kj∑
k=1

|αjk|
p 6 cn,p |λj|p

Portanto, f ∈ Hp
rad(R

n), pois

‖f‖pHp(Rn) 6 cn,p
∑
j

|λj|p <∞. (4.54)

Além disso, segue de (4.54) que a inclusão Hp
rad(R

n) ↪→ Hp
rad(R

n) é cont́ınua.

4.5 Caracterização do espaço H1
rad(R

n) segundo R. R.

Coifman e G. Weiss

O resultado enunciado a seguir é devido a R. R. Coifman e G. Weiss

publicado em [7]. Eles afirmam encontrar uma caracterização das funções

radiais que pertencem a H1(Rn).
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Teorema 4.5.1 (Corolário 2.27, [7]) Suponha que f seja uma função

definida em [0,∞), então Rn 3 x 7→ f(|x|) ∈ H1(Rn) se, e somente se,

[0,∞) 3 r 7→ f(r)rn−1 ∈ H1(R).

Iremos acompanhar os passos da demonstração da implicação

Rn 3 x 7→ f(|x|) ∈ H1(Rn) =⇒ [0,∞) 3 r 7→ f(r)rn−1 ∈ H1(R) (4.55)

Demonstração. Suponhamos que f ∈ H1
rad(R

n). Segue pelo Teorema 1.2.5,

que existem (1,∞)-átomos {aj}∞j=1 (não necessariamente funções radiais) e

{λj}∞j=1 ⊂ `1(N) tais que f =
∑

j λjaj em H1(Rn).

Definamos, para cada j ∈ N

Aj(|x|)
.
=

∫
Sn−1

aj(|x|θ)dθ, x ∈ Rn (4.56)

e afirmamos que Aj é um múltiplo (independente de j) de um (1,∞)-átomo

radial no sentido da Definição 4.2.1.

Para mostrarmos esta afirmação fixemos j ∈ N e denotamos a = aj e

A = Aj. Primeiramente notemos que A possui média zero, pois o mesmo vale

para o (1,∞)-átomo a. De fato,∫
Rn
A(x)dx = |Sn−1|

∫ ∞
0

A(r)rn−1dr

= |Sn−1|
∫ ∞

0

(∫
Sn−1

a(rθ) dθ
)
rn−1dr

= |Sn−1|
∫ ∞

0

∫
Sn−1

a(rθ) rn−1dθ dr

= |Sn−1|
∫
Rn
a(x)dx = 0. (4.57)

Para mostrarmos a condição de tamanho, isto é, a condição (ii) dada pela

Definição 4.2.1 dividiremos a demonstração nos casos em que 0 ∈ supp a e

0 /∈ supp a. Suponhamos inicialmente que 0 ∈ supp a ⊂ B(x0, d) em que

B(x0, d) é a bola dada pela Definição 1.2.5 satisfazendo (i) e (ii). Neste caso,
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B2

B1

Bj

Bj+1

Bj+2

Figura 4.3: supp aj ∩ supp ak = ∅, j 6= k

o suporte de A(x) está contido no anel A(0, 2d) = B(0, 2d) e vale

|A(x)| 6 ‖a‖L∞
∫
Sn−1

dθ 6 d−n = 2n
|Sn−1|
|B(0, 2d)|

. (4.58)

Agora, seja B(x0, d) a bola que contém o suporte de a e satisfaz as condições

(ii) da Definição 1.2.5 e tal que 0 /∈ supp a. Neste caso, considere r a distância

de B(x0, d) até a origem, ` = 2d e R = r + `. Assim o suporte de A está

contido no anel Ar,R. Agora escolhemos um natural K > Cd r
d
en−1 e rotações

ρ1, . . . , ρK (veja a Figura 4.3 a qual representa este fato em R2) de forma que

os suportes de al
.
= a ◦ ρl são conjuntos disjuntos dois a dois. Observamos que

A(x) =
1

K

∫
Sn−1

K∑
l=1

al(|x|θ)dθ, x ∈ Rn. (4.59)
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A partir dáı, obtém-se segundo R. R. Coifman e G. Weiss em [7] a seguinte

estimativa

|A(x)| 6 1

K
‖a‖L∞(Rn)

K∑
l=1

∫
Sn−1∩supp al(|x|·)

dθ

6
1

K

|Sn−1|
|B(x0, d)|

=
1

K
d−n

6 C
(d
r

)n−1

d−n = C
1

drn−1

6 C
1

(r + `)n − rn
(♦)

6 cn
1

|Ar.R|
. (4.60)

no qual supp A ⊂ Ar,R e cn
.
= C |Sn−1|

n
.

A desigualdade (♦) acima só é posśıvel se ` = 2d = O(r) (ordem de r) e

não é válida para ` � r. De fato, primeiramente note que, se f =
∑∞

j=1 βjaj

com {βj}∞j=1 ⊂ `1(N) e {aj}∞j=1 são (1,∞)-átmos, então podemos redefinir via

translação e dilatação os (1,∞)-átomos aj’s de modo que, supp a1 ⊂ B(x1, d1),

supp a2 ⊂ B(x2, 2d1), . . ., supp ak ⊂ B(xk, kd1) e assim sucessivamente.

Agora, queremos comparar as expressões

1

(r + `)n − rn
e

1

`rn−1
. (4.61)

Caso ` = O(r), pelo teorema binomial, temos que

(r + `)n − rn =
n∑
j=1

(
n

j

)
`jrn−j = `

n∑
j=1

(
n

j

)
`j−1rn−j 6 C`rn−1. (4.62)

Note que, por (4.61) e (4.62) temos

(r + `)n − rn

`rn−1
=

n∑
j=1

(
n

j

)( `
r

)j−1

a qual tende para o infinito quando `→∞ e r permanece limitado, mostrando

que (♦) não vale neste caso.
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r + 2dr

d

d

r

Figura 4.4: Rotações simétricas

Para consertarmos o problema acima, basta procedermos da seguinte forma:

Se ` < r, então a demonstração apesentada por R. R. Coifman e G. Weiss em

[7] é válida e (♦) se verifica. Caso contrário, basta escolhermos K = 2, isto

é, quando r < ` basta fixarmos uma rotação ρ1 (a qual é sempre posśıvel

encontrar) e definirmos e ρ2
.
= −ρ1. Note que a1 e a2 tem suporte disjuntos,

mesmo quando r está fixado e `→ +∞ (veja a Figura 4.4). Assim,

|A(x)| 6 1

2
‖a‖L∞(Rn)

2∑
l=1

∫
Sn−1∩supp al(|x|·)

dθ

6
1

2

|Sn−1|
|B(x0, d)|

=
2n−1

`n

6
(∫ r+`

r

ρn−1dρ
)−1

(4.63)

desde que r < `, pois∫ r+`

r

ρn−1dρ 6 (r + `)n−1` 6 2n−1`n.

Assim, definindo Ã
.
= (2(2n−2)|Sn−1|)−1A, temos Ã um H1

rad(R
n)-átomo.
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Agora, vamos mostrar que f ∈ H1
rad(R

n). Com efeito, como provado

anteriormente Ã é um H1
rad(R

n)-átomo no sentido da Definição 4.2.1. Por

fim, note que dados x ∈ Rn e ϕ ∈ C∞c,N,rad(x) temos

〈f, ϕ〉 =
∞∑
j=1

λj〈aj, ϕ〉

=
∞∑
j=1

λj

∫
Rn
aj(x)ϕ(x) dx

=
∞∑
j=1

λj

∫ ∞
0

∫
Sn−1

aj(rθ) dθ ϕ
o(r)rn−1dr

=
∞∑
j=1

λj2
(2n−2)

∫
Sn−1

∫ ∞
0

Ãoj(r)ϕ
o(r)rn−1dr dθ

=
∞∑
j=1

λj2
(2n−2)〈Ãj, ϕ〉

=
∞∑
j=1

〈λ̃jÃj, ϕ〉.

Portanto, pelo Teorema 4.3.4 segue que f ∈ H1
rad(R

n).

Agora, vamos mostrar que a inclusão H1
rad(R

n) ↪→ H1
rad(R

n) é cont́ınua.

Com efeito, se f ∈ H1
rad(R

n) temos pelo que foi provado anteriormente que,

existem escalares {λ̃j}∞j=1 ⊂ `1(N) e H1
rad(R

n)-átomos {Ãj}∞j=1 ⊂ L∞(Rn) tais

que

f =
∑
j

λ̃jÃj, em H1
rad(R

n).

Pelo Teorema 4.2.1 e pelo fato de {λ̃j}∞j=1 ⊂ `1(N) temos

‖f‖H1
rad(Rn) 6 cn

∞∑
j=1

|λ̃j|

=
cn
|Sn−1|

∞∑
l=1

|λj|

6 c̃n‖f‖H1(Rn) <∞.
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Portanto, temos que a inclusão H1
rad(R

n) ↪→ H1
rad(R

n) é cont́ınua.

Uma pergunta que podemos fazer em função do Teorema 4.4.1 é a seguinte:

se f ∈ Hp
rad(R

n), então f ∈ Hp
rad(R

n) para 0 < p < 1?

O questionamento anterior é uma pergunta em aberto, entretanto iremos

realizar alguns comentários e observações.

1. Para uma posśıvel adaptação dos argumentos de R. R. Coifman e G.Weiss

é necessário resultados sobre empacotamentos de esferas em Rn, isto é,

se Sn−1
R é uma esfera de raio R > 0 quantas esferas Sn−1

r de raio r > 0

tangenciam Sn−1
R de modo que as esferas de raio r sejam todas disjuntas?

2. Caso n
n+1

< p < 1, a demostração seguirá como no caso p = 1,

desde que seja posśıvel escolher K > Cd r
d
e
n−1
p transformações ortogonais

ρ1, ρ2, . . . , ρK tais que suporte dos átomos al
.
= a ◦ ρl sejam dois a dois

disjuntos. Note que a condição de momentos para n
n+1

< p < 1 segue

análago como no caso p = 1.

3. No caso em que 0 < p 6 n
n+1

os átomos têm condição de momentos

de ordem |α| = bn(1
p
− 1)c > 1. Procedendo de modo análago a

demonstração de R. R. Coifman e G.Weiss em (4.56) podemos definir

um “átomo” radial a partir do (p,∞)-átomo a. Afirmamos que este

“átomo” radial A obtido via (4.56) possui momentos radiais de ordem

par nulos, isto é, se 2|γ| 6 |α|, então∫
Rn
A(x)|x||γ|dx = 0.

De fato, inicialmente note que,

θ ∈ Sn−1 ⇐⇒ |θ|2 = θ2
1 + θ2

2 + · · ·+ θ2
n = 1

e consequentemente |θ|k = 1. Usando coordenadas esféricas e o fato de
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4.5 Caracterização do espaço H1
rad(R

n) segundo R. R. Coifman e G. Weiss

a ser um (p,∞)-átomo, temos∫
Rn
A(x)|x||γ| dx =

∫
Sn−1

∫ ∞
0

Ao(r)r2k+n−1drdθ

= |Sn−1|
∫ ∞

0

∫
Sn−1

a(rθ)r2krn−1dr dθ

= |Sn−1|
∫ ∞

0

∫
Sn−1

a(rθ)(θ2
1 + · · ·+ θ2

n)kr2krn−1dr dθ

= |Sn−1|
∫ ∞

0

∫
Sn−1

a(rθ)
∑
|γ|=k

(
k

α

)
((rθ1)2, . . . , (rθn)2)γrn−1dr dθ (♣)

= |Sn−1|
∑
|α|=k

(
k

α

)∫
Sn−1

∫ ∞
0

a(rθ)(rθ)2γrn−1dr dθ

= |Sn−1|
∑
|γ|=k

(
k

α

)∫
Rn
a(x)x2γ dx

= 0.

A técnica utilizada para provar que A tem momentos nulos de ordem

par não é aplicável quando os momentos são de ordem ı́mpar, pois a

igualdade em (♣) não é válida. Pelo fato da técnica acima não valer

para momentos de ordem ı́mpar e também devido a possibilidade do

teorema de empacotamento de esferas ser falho para K grande, isto é,

K > ( r
d
)
n−1
p → +∞ quando r > d e p → 0, nos faz acreditar que a

inclusão Hp
rad(R

n) ⊂ Hp
rad(R

n) não seja válida para o caso 0 < p 6 n
n+1

.

4.6 Perguntas abertas

Algumas perguntas naturais surgem após a conclusão do Teorema 4.3.3 e

as listaremos a seguir.

1. É posśıvel encontrar uma decomposição atômica para f ∈ D′rad(Rn), no

qual os átomos sejam (p, q)-átomos radias?

2. É posśıvel encontrar uma decomposição atômica para f ∈ D′rad(Rn), no

qual os átomos sejam C∞?
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4.6 Perguntas abertas

3. Se 0 < p 6 1, qual o espaço dual dos espaços de Hardy radial Hp
rad(R

n)?
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Apêndice

A
Fórmula Faa di Bruno e

aplicações

O principal objetivo deste apêndice é apresentar uma aplicação das

fórmulas de Faa di Bruno a qual nos é útil para concluirmos algumas

demonstrações de resultados que apresentamos no texto. As demonstrações

das fórmulas de Faa di Bruno podem ser encontradas nos artigos [1] e [8].

Teorema A.0.1 Sejam Ω ⊂ Rp e U ⊂ Rn conjuntos abertos. Sejam f ∈ C(Ω)

e g ∈ C(U,Rp) tal que g(U) ⊂ Ω e definamos h como sendo a composição

f ◦ g .
= h. Para todo α ∈ Zn+ \ {0}, temos que

∂αh(x) =
∑
Sα

(∂κf)(g(x))α!

(
∂δ1g(x)

)β1
β1!δ1!|β1|

· · ·
(
∂δ`g(x)

)β`
β`!δ`!|β`|

, (A.1)

no qual κ = β1 + · · ·+ β` e Sα é o conjunto {δ1, . . . , δ`} de todos os elementos

distintos de Zn+ \ {0} e todos os (β1, . . . , β`) ∈
(
Z
p
+ \ {0}

)`
, ` = 1, 2, 3, . . . , tais

que

α =
∑̀
j=1

|βj|δj.
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Queremos aplicar a fórmula Faa di Bruno, dada por (A.1), no caso especial

em que p = 1 e Ω = R, neste caso a fórmula Faa di Bruno pode ser simplificada:

Teorema A.0.2 Sejam Ω = R e U ⊂ Rn conjuntos abertos. Sejam f ∈
C∞(Ω) e g ∈ C∞(U) e definamos por h a composição f ◦ g .

= h. Para todo

α ∈ Zn+ \ {0}, temos que

∂αh(x) = α!
∑
Sα

f (κ)(g(x))

(
∂δ1g(x)

)β1
β1!δ1!β1

· · ·
(
∂δ`g(x)

)β`
β`!δ`!β`

, (A.2)

no qual k = β1 + · · ·+β` and Sα é o conjunto {δ1, . . . , δ`} de todos os elementos

distintos de Zn+ \ {0} e de todos os (β1, . . . , β`) ∈
(
Z+ \ {0}

)`
, ` = 1, 2, 3, . . . ,

tais que

α =
∑̀
j=1

βjδj. (A.3)

Seja ϕ ∈ C∞c (R) e defina

f(t)
.
= ϕ

(
b(a− t)

)
, a, b ∈ R, b 6= 0

e

g(x)
.
= |x|, x ∈ Rn \ {0}.

Note que

‖Dκf‖L∞(R) 6 ‖Dκϕ‖L∞(R)b
κ = cκb

κ, (A.4)

no qual Dκ .
=
( d
dx

)κ .
= f (κ) desde que x ∈ R.

Para obter estimativas para a função g, aplicaremos a fórmula Faa di Bruno

simplificada dada pelo Teorema A.0.2.

Lema A.0.1 Para todo α ∈ Nn existe uma constante cα > 0 tal que

|∂αg(x)| ≤ cα|x|1−|α| (A.5)
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Demonstração. Primeiramente, observamos que g(x) = f1(g1(x)) em que

g1(x)
.
=
∑

x2
j , e f1(t)

.
= t

1
2 .

Pela fórmula Faa di Bruno, dada por (A.2), obtemos

∂αg(x) = α!
∑
Sα

(f
(κ)
1 )(g1(x))

(
∂δ1g1(x)

)β1
β1!δ1!β1

· · ·
(
∂δ`g1(x)

)β`
β`!δ`!β`

, (A.6)

e como g1 é um polinômio de grau 2, os únicos valores de δj que irão contribuir

para a fórmula acima na decomposição descrita em (A.3) são aqueles em que

δj = 2ek ou δj = ek. Temos

∣∣∂αg(x)
∣∣ 6 α!

∑
Sα

Ck|x|1−2k |x|(2−|δ1|)β1
β1!δ1!β1

· · · |x|
(2−|δ`|)β`

β`!δ`!β`

6 Cα
∑
Sα

Ck|x|1−2k |x|2(β1+···β`)−(|δ1|β1+···+|δ`|β`)

β1!× · · · × β`!

6 Cα|x|1−|α|, (A.7)

como queŕıamos demonstrar.

Como uma consequência, podemos estimar as derivadas de ordem α ∈ Nn

da função h(x)
.
= (f ◦ g)(x), x ∈ Rn \ {0}.

Corolário A.0.1 Seja N ∈ N fixado. Para todo α ∈ Nn existe uma constante

cα > 0 tal que

|∂αh(x)| 6 cα

|α|∑
κ=1

bκ|x|κ−|α|, ∀ |α| 6 N (A.8)

Demonstração. Pela fórmula Faa di Bruno, dada por (A.2), obtemos

∂αh(x) = α!
∑
Sα

f (κ)(|x|)
(
∂δ1g(x)

)β1
β1!δ1!β1

· · ·
(
∂δ`g(x)

)β`
β`!δ`!β`

, (A.9)

no qual k = β1 + · · ·+β` and Sα é o conjunto {δ1, . . . , δ`} de todos os elementos

distintos de Zn+ \ {0} e de todos os (β1, . . . , β`) ∈
(
Z+ \ {0}

)`
, ` = 1, 2, 3, . . . ,
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tais que

α =
∑̀
j=1

βjδj. (A.10)

Combinando (A.9) com o resultado obtido no Lema A.0.1 obtemos

|∂αh(x)| 6 cα
∑
Sα

|f (κ)(|x|)||x|(1−|δ1|)|β1| · · · |x|(1−|δ`|)|β`|

6 cα

|α|∑
κ=1

|f (κ)(|x|)| |x|κ−|α|, (A.11)

em que c = max16j6`{cδj} é finito, pois a quantidade de `’s é finito uma vez

que |α| 6 N . Além disso, a quantidade de elementos que compõem Sα os quais

satisfazem (A.10) é limitado por |α| e isto justifica a estimativa do lado direito

de (A.11). Usando estimativa em (A.4) combinada com a estimativa (A.11)

obtemos

|∂αh(x)| 6 cα

|α|∑
κ=1

bκ|x|κ−|α|, ∀ |α| 6 N.
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