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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar equações diferenciais parciais parabólicas não
autônomas não clássica da forma

∂u

∂t
− γ(t)∆

∂u

∂t
−∆u = g(u) + f(t, ut) em (s,+∞)× Ω

u = 0 em (s,+∞)× ∂Ω

u(t, x) = φ(t− s, x) t ∈ [s− h, s], x ∈ Ω

onde s ∈ R é o tempo inicial, Ω ⊂ Rn (n ≥ 3) um domı́nio suave limitado, ∆ representando o
operador Laplaciano com respeito as variáveis espaciais. Vamos mostrar resultados de existência
de atrator pullback para esse tipo de problema e para a equação sem o retardo.

Palavras-chaves: semigrupos, processos de evolução, atratores pullback, problema não
autônomo, equação com retardo.





ABSTRACT

Our goal in this work is to study a nonautonomous parabolic differential equation, which
is written as 

∂u

∂t
− γ(t)∆

∂u

∂t
−∆u = g(u) + f(t, ut) em (s,+∞)× Ω

u = 0 em (s,+∞)× ∂Ω

u(t, x) = φ(t− s, x) t ∈ [s− h, s], x ∈ Ω

where s ∈ R is the inicial time, Ω ⊂ Rn (n ≥ 3) is a smooth bounded domain, ∆ represents the
Laplacian operator with respect to the spatial variables. We are going to show some results
about existence of pullback attractors for this type of problem and for the equation without
delay.

Key-words: semigroups, evolution process, pullback attractors, nonautonomous
problem, equation with delay.
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Introdução

A grande relevância da Matemática reside no fato de que, além de existir como ciência,
com suas teorias e problemas; ela tem a caracteŕıstica ı́mpar de penetrar em outros ramos do
conhecimento humano. As ráızes de várias teorias matemáticas estão em fenômenos naturais
que impulsionaram o notável crescimento de grande parte da Matemática. As Equações
Diferenciais fazem parte desta Matemática comprometida com o estudo de problemas concretos

Aprofundaremos o estudo das Equações Diferenciais Parciais garantindo a existência de
soluções, a unicidade e continuidade em relação aos seus dados inicias. Além disso, quando
existe localmente a solução para a equação, queremos estudar se podemos transformá-la em
uma solução global. O nosso objetivo é o estudo de um tipo particular de equações, as equações
diferenciais parciais parabólicas não autônomas.

Para isto, começaremos o estudo de sistemas dinâmicos, que é uma famı́lia de parâmetro
(em geral o tempo) de aplicações de um espaço abstrato nele mesmo. Geralmente, um sistema
dinâmico está associado a uma equação diferencial. Quando trabalhamos num sistema dinâmico
podemos estudar a dinâmica backwards (comportamento do sistema no passado, quando o
parâmetro é o tempo) e a dinâmica forwards (comportamento no futuro, quando o parâmetro é
o tempo). Nos sistemas de caráter autônomo, as dinâmicas backwards e forwards tem o mesmo
comportamento, o que pode não ser verdade nos sistemas não-autônomos, o qual estamos
interessados em estudar.

Iremos nos aprofundar nas equações diferenciais parciais semilineares, envolvendo um
operador ilimitado (que depende explicitamente do tempo t) que seja gerador infinitesimal de
um C0-semigrupo anaĺıtico. Para isso estudaremos o conceito de Semigrupos e Processos que
serão utilizados para a resolução de equações não autônomas.

Em particular, daremos enfoque a uma equação do tipo
∂u

∂t
− γ(t)∆

∂u

∂t
−∆u = g(u) + f(t, ut) em (s,+∞)× Ω

u = 0 em (s,+∞)× ∂Ω
u(t, x) = φ(t− s, x) t ∈ [s− h, s], x ∈ Ω

onde s ∈ R o tempo inicial, Ω ⊂ Rn (n ≥ 3) um domı́nio suave limitado, ∆ representando o
operador Laplaciano com respeito as variáveis espaciais. Suponha g satisfazendo as seguintes
condições:

g ∈ C1(R), lim sup
|a|→+∞

g(a)

a
< 0, |g(a)− g(b)| ≤ c|a− b|(1 + |a|ρ−1 + |b|ρ−1)

com 1 < ρ <
n+ 2

n− 2
. O termo de retardo que depende do tempo f(t, ut) representa, por exemplo,

a influência de uma força externa com algum tipo de retardo, memória ou caracteŕısticas
hereditárias.
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Um segmento de solução será denotado por ut e o valor inicial φ ∈ C([−h, 0], L2(Ω)) tal
que φ(0) ∈ H1

0 (Ω). Ou seja, dado h > 0 e a função u : [s− h,+∞)× Ω→ R, para cada t ≥ s
definimos a aplicação ut : [−h, 0]× Ω→ R por

ut(θ, x) = u(t+ θ, x), para θ ∈ [−h, 0], x ∈ Ω.

Neste sentido, a formulação abstrata relacionada ao retardo inclui vários tipos de retardo
de uma forma única. Por exemplo, termos do tipo

F1(t, u(t− h)), F2(u(t− τ(t))) e

∫ 0

−h
F3(t, θ, u(t+ θ))dθ,

com Fi (i = 1, 2, 3) sendo funções adequadas e τ : R → [0, h], podem ser descritas com as
seguintes fi correspondentes, definidas por

f1(t, φ) = F1(t, φ(−h)), f2(t, φ) = F2(φ(−τ(t))) e f3(t, φ) =

∫ 0

−h
F3(t, θ, φ(θ))dθ,

com φ : [−h, 0] → X. X denotando um espaço de Banach ou Hilbert em relação as variáveis
espaciais. No nosso caso de estudo, basta substituir φ por ut.

Mais ainda, suponha a função γ : R → (0,+∞) uniformemente cont́ınua que satisfaz
0 < γ0 ≤ γ(t) ≤ γ1 < ∞. A qual representa a variabilidade da viscosidade devido ao tempo,
por exemplo, a temperatura do ambiente externo. Este coeficiente dependendo do tempo que
transforma o nosso problema de natureza autônoma

Deste modo, para o estudo deste sistema dinâmico não autônomo consideramos a teoria
de processos de evolução e atratores pullback. Primeiro garantimos a existência local de solução
e boa-colocação do problema usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Em seguida,
conseguimos a existência global de solução e o comportamento das soluções são abordadas
no sentido do atrator pullback.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, apresentamos a definição e resultados básicos sobre a teoria de semigrupo,
sendo baseados em [14]. No Caṕıtulo 2, vamos mostrar a construção do espaço das potências
fracionárias.

No Caṕıtulo 3, contém resultados relacionados a atratores globais para problemas
autônomos e ainda, definimos processos de evolução para estudar os atratores pullback para os
problemas não autônomos, baseados em [8]. No Caṕıtulo 4, temos o estudo efetivo da equação
de difusão não clássica não autônoma com retardo, seguindo [5].

Por fim, o Caṕıtulo 5, contém a equação de difusão não clássica não autônoma, mas agora
sem o retardo, com o intuito de comparar com o estudo feito no Caṕıtulo 4, baseado em [15].
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Caṕıtulo 1

Semigrupos para problemas autônomos

Neste caṕıtulo, iremos estudar brevemente a teoria de semigrupos. Dando enfoque
na teoria dos semigrupos fortemente cont́ınuos e semigrupos anaĺıticos. Utilizamos como
referências principais [10], [11] e [14].

1.1 Semigrupos uniformemente cont́ınuos para

operadores lineares limitados

Definição 1. Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia a um parâmetro T (t), 0 ≤ t < ∞
de operadores lineares limitados de X em X, é um semigrupo de operadores lineares limitados
em X se:

(i) T (0) = I, sendo I o operador identidade em X;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0.

Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T (t) : t ≥ 0}, é uniformemente
cont́ınuo se

lim
t→∞
‖T (t)− I‖ = 0.

O operador linear A : D(A) ⊂ X → X definido por

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→∞

T (t)x− I(x)

t
existe

}
e

Ax = lim
t→∞

T (t)x− x
t

=
d+T (t)

dt
x

∣∣∣∣
t=0

para x ∈ D(A)

é o gerador infinitesimal do semigrupo {T (t) : t ≥ 0}.

Note que se {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente cont́ınuo, então

lim
s→t
‖T (s)− T (t)‖ = 0.

Teorema 1.1.1. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente cont́ınuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.
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Demonstração. Suponha que A seja um operador linear limitado em X e defina

T (t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
.

Observe que a série converge em norma para todo t ≥ 0 e defina para cada t, o operador

linear limitado T (t). Temos T (0) = e0A =
∞∑
n=0

(0A)n

n!
= I e queremos calcular T (t + s), para

isto utilizaremos o binômio de Newton, sendo

(t+ s)p =

p∑
k=0

p!

k!(p− k)!
tksp−k

o que implica

(t+ s)p

p!
=

p∑
k=0

tksp−k

k!(p− k)!
.

Assim,

T (t+ s) = e(s+t)A =
∞∑
n=0

(t+ s)nAn

n!
= lim

n→∞

n∑
p=0

(t+ s)pAp

p!

= lim
n→∞

n∑
p=0

[
p∑

k=0

tksp−k

k!(p− k)!

]
Ap = lim

n→∞

n∑
p=0

p∑
k=0

tkAk

k!

sp−k

(p− k)!
Ap−k.

(1.1)

Como
∞∑
n=0

(tA)n

n!
converge absolutamente, então em (1.1) temos etAesA. Portanto,

T (t+ s) = T (t)T (s). Temos ainda

‖T (t)− I‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

n!
− I

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥(tA)
∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!

∥∥∥∥∥
= ‖tA‖

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!

∥∥∥∥∥ ≤ ‖tA‖
∞∑
n=0

‖tnAn‖
(n+ 1)!

≤ ‖tA‖
∞∑
n=0

‖(tA)n‖
n!

= ‖tA‖ e‖tA‖ = ‖tA‖ et‖A‖ ≤ |t| ‖A‖ et‖A‖.

Logo,

‖T (t)− I‖ ≤ |t| ‖A‖ et‖A‖.

Assim, quando t→ 0, temos et‖A‖ → 1, consequentemente ‖T (t)− I‖ → 0 quando t→ 0,
ou seja, T (t) é uniformemente cont́ınuo.
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Resta mostrarmos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo. De fato,

∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

(tA)n

n!
− I

t
− A

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥A
(
∞∑
n=0

(tA)n

(n+ 1)!

)
− A

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥A
(
∞∑
n=0

(tA)n

(n+ 1)!
− I

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖A‖
∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(tA)n

(n+ 1)!

∥∥∥∥∥
≤ ‖A‖ ‖tA‖ et‖A‖ ≤ |t| ‖A‖2 et‖A‖,

assim, fazendo t → 0, obtemos

∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥ → 0, ou seja, lim

t→0

T (t)− I
t

= A. Portanto,

{T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em
X e A é seu gerador infinitesimal.

Reciprocamente, suponha que {T (t) : t ≥ 0} seja um semigrupo uniformemente cont́ınuo
em X. Pela continuidade uniforme de {T (t) : t ≥ 0}, podemos falar em integrabilidade e
aplicando o Teorema A.2.1 temos

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)ds = T (0) = I

assim, dado ε > 1, existe ρ > 0 tal que∥∥∥∥1

ρ

∫ ρ

0

T (s)ds− I
∥∥∥∥ < 1.

Pelo Teorema A.2.13, existe o operador inverso

I −
(
I − ρ−1

∫ ρ

0

T (s)ds

)
= ρ−1

∫ ρ

0

T (s)ds.

Logo, ρ−1

∫ ρ

0

T (s)ds é um operador inverśıvel, assim

∫ ρ

0

T (s)ds também será. Agora,

T (h)− I
h

∫ ρ

0

T (s)ds =
1

h

[∫ ρ

0

T (s+ h)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds

]
=

1

h

[∫ ρ−h

h

T (s)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds

]
=

1

h

[∫ ρ

h

T (s)ds+

∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds−
∫ ρ

h

T (s)ds

]
=

1

h

[∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

]
logo,

T (h)− I
h

=
1

h

[∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

](∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

. (1.2)

Fazendo h→ 0 em (1.2) conclúımos

lim
h→0

T (h)− I
h

= [T (ρ)− I]

(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

.
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Suponha que A seja o limite uniforme de
T (h)− I

h
quando h→ 0 assim

A = lim
h→0

T (h)− I
h

= lim
h→0

T (h)− T (0)

h
=
d+T (0)

dt
.

Para t > 0 e h > 0, temos

T (h+ t)− T (t)

h
=
T (h)T (t)− T (t)

h
= T (t)

(
T (h)− I

h

)
(1.3)

mas
T (h)− I

h
converge em norma para A, logo (1.3) converge uniformemente para T (t)A

quando h→ 0+. T é derivável à direita para todo t ≤ 0

d+T (t)

dt
= T (t)A. (1.4)

Para t, h > 0 com 0 < h < t obtemos

T (t− h)− T (t)

−h
=
T (t)− T (t− h)

h
= T (t− h)

(
T (h)− I

h

)
.

Como T é continuamente uniforme, então quando h→ 0 temos T (t−h)→ T (t) e também
T (h)− I

h
→ A, logo

lim
h→0

T (t− h)− T (t)

−h
=
d−T (t)

dt
= T (t)A. (1.5)

Portanto, de (1.4) e (1.5) temos

dT (t)

dt
= AT (t), ∀t ≥ 0,

provando assim que o operador linear (T (ρ) − I)

(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

é o gerador infinitesimal de

{T (t) : t ≥ 0}.

Observação 1.1.1. Pela definição de semigrupos e pelo Teorema 1.1.1, temos que {T (t) : t ≥
0} possui um único gerador infinitesimal.

Se {T (t) : t ≥ 0} é uniformemente cont́ınuo seu gerador infinitesimal é um operador
linear limitado. A rećıproca vale, todo operador linear limitado é um gerador infinitesimal de
um semigrupo uniformemente cont́ınuo, a pergunta a se fazer é se esse semigrupo é único.

Teorema 1.1.2. Seja {T (t) : t ≥ 0} e {T1(t) : t ≥ 0} semigrupos uniformemente cont́ınuos
de operadores lineares limitados. Se

lim
t→0

T (t)− I
t

= A = lim
t→0

T1(t)− I
t

.

Então T (t) = T1(t) para todo t ≥ 0.
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A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [14], assim como a prova do
corolário a seguir.

Corolário 1.1.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo uniformemente cont́ınuo. Então,

(a) Existe uma constante ω ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ eωt;

(b) Existe um único operador linear limitado A tal que T (t) = etA;

(c) O operador A em (b) é o gerador infinitesimal de {T (t) : t ≥ 0};

(d) A aplicação t 7−→ T (t) é diferenciável em relação a norma do operador e

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A.

1.2 Semigrupos de operadores lineares limitados

fortemente cont́ınuo

Nessa seção sempre consideraremos X um espaço de Banach.

Definição 2. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} de operadores lineares limitados em X é um
semigrupo fortemente cont́ınuo se

lim
t→0+

T (t)x = x , ∀x ∈ X.

Um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X será chamado
de semigrupo de classe C0 ou simplesmente C0-semigrupo.

Teorema 1.2.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1
tal que

‖T (t)‖ ≤Meωt, para 0 ≤ t <∞.

Demonstração. Primeiro mostraremos que existe η > 0 tal que ‖T (t)‖ é limitado para
0 ≤ t ≤ η. Se isso não fosse verdade, existiria uma sequência (tn)n∈N, com tn → 0, sendo
tn ≥ 0, para todo n, mas ‖T (tn)‖ ≥ n, para todo n ∈ N. Pelo Teorema de Banach-Steinhauss
(A.2.3), ‖T (tn)x‖ não seria limitado para algum x ∈ X, contradizendo o fato de {T (t) : t ≥ 0}
ser fortemente cont́ınuo.

Logo, existe uma constante M > 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ M , para 0 ≤ t ≤ η. Além disso,
como ‖T (0)‖ = ‖I‖ = 1, então M ≥ 1. Considere t ≥ 0, escreva t = nη + δ com n ∈ Z+ e
0 ≤ δ < η. Então,

‖T (t)‖ = ‖T (nη + δ)‖ = ‖T (nη)T (δ)‖ ≤ ‖T (nη)‖‖T (δ)‖ ≤ ‖T (η)n‖ ‖T (δ)‖

≤ ‖T (η)‖n ‖T (δ)‖ ≤MnM ≤M
t
ηM = Meωt

considerando
t

η
= n +

δ

η
, o que implica em Mn ≤ M

t
η . E ainda ω =

1

η
logM ≥ 0, sendo a

constante procurada, pois

Me( 1
η

logM)t = MelogM
t
η

= MM
t
η .
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Corolário 1.2.1. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0-semigrupo, então a aplicação, (t, x) 7−→ T (t)x é
uma função cont́ınua de [0,+∞)×X em X.

Teorema 1.2.2. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo e seja A o seu gerador infinitesimal.
Então,

1. Para x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x;

2. Para x ∈ X,

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x;

3. Para x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

dT (t)

dt
x = AT (t)x = T (t)Ax;

4. Para x ∈ D(A),

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ ;

5. (Transformada de Laplace) Para Re(λ) > ω (sendo ω do Teorema 1.2.1 ), λ ∈ ρ(A) então

(λ− A)−1x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [16].

Corolário 1.2.2. Se A é o gerador infinitesimal do C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, o domı́nio
de A, denotado por D(A), é denso em X e A é um operador linear fechado.

A demonstração dos próximos dois teoremas pode ser encontrada em [14].

Teorema 1.2.3. Seja {T (t) : t ≥ 0} e {T1(t) : t ≥ 0} C0-semigrupos de operadores lineares
limitados com geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B então T (t) = T1(t),
para t ≥ 0.

Se A é um gerador infinitesimal do C0-semigrupo então pelo Corolário 1.2.2, D(A) = X.
Na verdade temos um resultado mais forte.

Teorema 1.2.4. Seja A o gerador infinitesimal do C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0}. Se D(An) é

o domı́nio de An, então
∞⋂
n=1

D(An) é denso em X.

10



1.3 O teorema de Hille-Yosida

Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Pelo Teorema 1.2.1 segue que existem constantes
ω ≥ 0 e M ≥ 1 tal que ‖T (t)‖ ≤Meωt, para t ≥ 0. Se ω = 0, então o semigrupo {T (t) : t ≥ 0}
é chamado de uniformemente limitado e, mais ainda, se M = 1 chamamos de C0-semigrupo de
contração.

Esta seção será dedicada para a caracterização do gerador infinitesimal dos C0-semigrupos
de contração. Condições sob o comportamento do resolvente do operador A que são necessárias
e suficientes para que A seja o gerador infinitesimal do C0-semigrupo de contração.

Recordando que se A é o operador linear em X, não necessariamente limitado, o
conjunto resolvente de A, ρ(A), é o conjunto de todos os números complexos λ para os quais
(λI − A) é invert́ıvel, isto é, (λI − A)−1 é um operador linear limitado em X. A famı́lia
R(λ : A) = (λI −A)−1, λ ∈ ρ(A), de um operador linear limitado é chamando resolvente de A.

Teorema 1.3.1. (Hille-Yosida) Seja A um operador linear, este será o gerador infinitesimal
de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} que satisfaz

‖T (t)‖ ≤ eωt e M = 1

se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) O conjunto resolvente de A contém R+ e para cada λ > 0

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ− ω
.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [14].

1.4 O teorema de Lumer-Phillips

O teorema de Lumer-Phillips é uma ótima ferramenta quando estamos querendo encontrar
qual é o operador que é o gerador infinitesimal associado ao C0-semigrupo.

Definição 3. Seja X um espaço de Banach real ou complexo com norma ‖ · ‖X , e seja
X∗ = {f : X → C (ou R) : f é linear e cont́ınua }, isto é, X∗ é o dual topológico de X,
com a norma usual de X∗,

‖ξ‖X∗ = sup{Re(〈ξ, x〉); ‖x‖X ≤ 1 } = sup
x∈X
‖x‖≤1

|〈ξ, x〉|.

A aplicação dualidade, J : X → 2X
∗
, sendo 2X

∗
o conjunto das partes de X∗, é uma

função definida por

x ∈ X 7−→ J(x) = {x∗ ∈ X∗ : Re(〈x∗, x〉) = ‖x‖2
X , ‖x∗‖X∗ = ‖x‖2

X }.

Temos que J(x) 6= ∅, pois como consequência do Teorema de Hahn-Banach, se X é um
espaço vetorial normado. Então para todo x0 ∈ X existe um funcional linear cont́ınuo f tal
que

‖f‖X∗ = ‖x0‖X e 〈f, x0〉 = ‖x0‖2.
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Definição 4. Um operador A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo, se para cada x ∈ D(A) existe
x∗ ∈ J(x) tal que

Re(〈x∗, Ax〉) ≤ 0.

As demonstrações dos próximos resultados podem ser consultadas em [14].

Lema 1.4.1. Um operador A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo se, e somente se,

‖(λ− A)x‖ ≥ λ‖x‖, para todo λ > 0 e x ∈ D(A).

Teorema 1.4.1. (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear tal que
D(A) = X

(i) Se A gera um C0-semigrupo de contração, então A é dissipativo;

(ii) Se A é dissipativo e R(λ0−A) = X, para algum λ0 > 0. Então A gera um C0-semigrupo
de contração.

Definição 5. Seja X um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X → X um operador linear com
D(A) = X. O adjunto de A, denotado por A∗, é dado pela aplicação A∗ : D(A∗) ⊂ X∗ → X∗

definida por x∗ 7→ A∗x∗ = f ∗, para todo x∗ ∈ D(A∗). Sendo o domı́nio de A∗ definido por

D(A∗) = {x∗ ∈ X∗ tais que 〈x∗, Ax〉 = 〈f ∗, x〉, para todo x ∈ D(A) e para alguma f ∗ ∈ X∗}.

Corolário 1.4.1. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador fechado, densamente definido com A
e A∗ dissipativos, então A gera um semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações.

Teorema 1.4.2. Seja A um operador dissipativo em X.

(i) Se para algum λ0 > 0 temos R(λ0I − A) = X, então R(λI − A) = X para todo λ > 0;

(ii) Se A é fechável então A também é dissipativo;

(iii) Se D(A) = X então A é fechável.

Anteriormente vimos que podemos expressar o operador resolvente (λ−A)−1 em termos
de {T (t) : t ≥ 0}, isto é,

(λ− A)−1 =

∫ ∞
0

e−λtT (t)dt

sempre que Re(λ) seja suficientemente grande. Agora queremos obter {T (t) : t ≥ 0} a partir
do operador.

Teorema 1.4.3. Suponha que A é o gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo {T (t) :
t ≥ 0} ⊂ L(X) satisfazendo

‖T (t)‖L(X) ≤Meβt.

Para qualquer x ∈ D(A2) e t > 0

T (t)x = lim
N→+∞

1

2πi

∫ γ+iN

γ−iN
eλt(λ− A)−1x dλ

onde a integral está sendo calculada ao longo do segmento de reta Re(λ) = γ, com γ >

máx {0, β}. O limite converge uniformemente para ε ≤ t ≤ 1

ε
, onde ε > 0.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [6].
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1.5 Operadores setoriais e analiticidade

Definição 6. Seja A : D(A) ⊂ X → X, dizemos que −A é um operador setorial se A é
densamente definido, A é fechado, e para a ∈ R temos o setor

∑
a,ϕ ⊂ ρ(A) definido por∑

a,ϕ

= {λ ∈ C : |arg(λ−a)| < ϕ }, para algum ϕ ∈
(π

2
, π
)
.

E existe C > 0 tal que∥∥(λ− A)−1
∥∥ ≤ C

|λ− a|
, para todo λ ∈

∑
a,ϕ

.

ϕ

a

Na figura, observe que
∑

a,ϕ é ilustrado pela área sombreada.

Afirmação: Seja −A setorial, com a = 0, então A gera um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0}
com ‖T (t)‖ ≤M , considerando no Teorema 1.4.3 β = 0 e γ > máx {0, β} = 0.

De fato, observe que para λ à direita do contorno, λ ∈ ρ(A), pela setoriedade de −A.
Sobre o contorno, eλt(λ−A)−1 é anaĺıtica então∮
eλt(λ− A)−1dλ = 0.

Vamos mostrar que as integrais nas linhas
horizontais são iguais a 0, consequentemente,
integrar sobre o segmento em γ é o mesmo
que integrar sobre o contorno. Denote este
contorno por Ψ. Seja ρ o segmento inferior da
figura e tome x ∈ D(A2), queremos calcular∣∣∣∫
ρ
eλt(λ− A)−1xdλ

∣∣∣. Utilizaremos a seguinte

mudança de variável tan(π − φ) =
−d
−N

, que

implica em 0 <
1

K
= tan(π − φ) =

d

N
. Logo,

d = NK.

−d

−N

γ

N

π − ϕ
π − φ

φ

Assim,∣∣∣∣∣
∫
ρ

eλt(λ− A)−1xdλ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ γ

−KN
e(θ−iN)t ((θ − iN)− A)−1 x dθ

∣∣∣∣∣
≤
∫ γ

−KN
eθt
∣∣e−iNt∣∣ ∥∥((θ − iN)− A)−1

∥∥ ‖x‖ dθ
≤
∫ γ

−∞
eθt

C

|θ − iN |
‖x‖ dθ ≤

∫ γ

−∞
eθt

C√
θ2 +N2

‖x‖ dθ

Chamando fN(θ) =
eθt√

θ2 +N2
, temos

eθt√
θ2 +N2

≤ eθt√
θ2 + 1

e sabemos que∫ γ

−∞

eθt√
θ2 +N2

dθ < ∞. Como lim
N→∞

eθt√
θ2 +N2

= 0, segue do Teorema da Convergência
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Dominada que ∫
ρ

eλt(λ− A)−1xdλ −→ 0 quando N −→ +∞.

De maneira análoga, podemos fazer para o segmento da parte superior. Isto posto, temos

1

2πi

∫ γ+iN

γ−iN
eλt(λ− A)−1x dλ =

∫
Ψ

eλt(λ− A)−1x dλ.

Logo, considerando Γ o contorno estendido

T (t)x =
1

2πi

∫
Γ

eλt(λ− A)−1x dλ ∀x ∈ D(A2).

Note que a integral

∫
Γ

eλt(λ − A)−1x dλ em limitados converge, o problema está no

−∞ e +∞. Mas, para λ grande, temos λ = |λ| e±iφ = |λ| (cos(±φ) + i sen (±φ)), tome

K1 = cos(φ) < 0, então
∥∥eλt(λ− A)−1

∥∥ ≤ e−K1|λ|t C

|λ|
. Deste modo,∫

Γ

∥∥eλt(λ− A)−1x dλ
∥∥ ≤ ∫

Γ

e−K1|λ|t C

|λ|
|dλ| <∞.

Portanto,

∫
Γ

eλt(λ − A)−1x dλ é um operador linear cont́ınuo. Como D(A2) é denso em

X vale para todo x ∈ X que

T (t)x =
1

2πi

∫
Γ

eλt(λ− A)−1x dλ ∀t > 0 (1.6)

Teorema 1.5.1. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador com −A sendo um operador setorial,
ou seja, existem a,M e ϕ ∈ (π/2 , π), com

∑
a = {λ ∈ C : |arg(λ− a)| < ϕ+ ε} ⊂ ρ(A), para

ε > 0 dado e ‖(λ− a)(λ− A)−1‖ ≤M , para todo λ ∈
∑

a.

Então A gera um semigrupo anaĺıtico {T (t) : t ≥ 0} dado por

T (t) =
1

2πi

∫
Γa

eλt(λ− A)−1 dλ

sendo, Γa = ∂ (
∑

a \{λ ∈ C : |λ− a| ≤ r}) no setor { t ∈ C : |arg(t)| < ϕ− π/2 }.
Além disso, existe K > 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ Keat, para todo t ≥ 0 e ‖AT (t)‖ ≤ Kt−1eat,

com t > 0, de modo que
d

dt
T (t) = AT (t), ou seja,

d

dt
T (t) é um operador linear cont́ınuo.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [6].

14



Caṕıtulo 2

Potências fracionárias

Neste caṕıtulo, queremos estudar a potência fracionária de um operador A, que está
definido em um espaço de Banach, utilizando como referência [6]. A nossa motivação para
a definição da potência vem de que se considerarmos a ∈ C \ (−∞, 0] e γ uma curva fechada,
retif́ıcavel e simples tal que η(γ, a) = 1 (sendo η(γ, a) o ı́ndice da curva γ em torno do ponto
a) com tr(γ) ⊂ C \ (−∞, 0] temos que

aα =
1

2πi

∫
γ

λα

λ− a
dλ

sendo λα = eα ln(λ), onde ln(λ) é o ramo principal do logaritmo.

Seja A ∈ L(X), isto é, A é um operador linear e cont́ınuo, com σ(A) ⊂ C \ (−∞, 0] e γ
uma curva fechada, retif́ıcavel e simples tal que η(γ, λ) = 1, para todo λ ∈ σ(A). Definimos

Aα :=
1

2πi

∫
γ

λα(λ− A)−1 dλ.

Como A é um operador linear e limitado então σ(A) é um conjunto compacto com
σ(A) ⊂ [−‖A‖ , ‖A‖].

Se, considerarmos o caso particular em que α = n ∈ N temos

An :=
1

2πi

∫
γ

λn(λ− A)−1 dλ =
1

2πi

∫
γ

λn
(
λ(I − λ−1A)

)−1
dλ

=
1

2πi

∫
γ

λn−1
(
I − λ−1A

)−1
dλ =

1

2πi

∫
|λ|=R

λn−1
(
(I − λ−1A)

)−1
dλ

sendo R > 2‖A‖. Como ‖λ−1A‖ = |λ−1|‖A‖ < R

2

1

R
=

1

2
< 1, usando o Teorema de Neumann

A.2.13 temos

(I − λ−1)−1 =
∞∑
j=0

(λ−1A)j =
∞∑
j=0

λ−jAj.

Logo,

λn−1(I − λ−1)−1 =
∞∑
j=0

λn−1−jAj =
n−1∑
j=0

+λ−1An +
∞∑

j=n+1

λn−1−jAj
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assim Res(λn−1(I − λ−1)−1, 0) = An, ou seja,

1

2πi

∫
|λ|=R

λn−1
(
(I − λ−1A)

)−1
dλ = Res(λn−1(I − λ−1)−1, 0) = An.

Mas,

1

2πi

∫
γ

λn(λ− A)−1 dλ =
1

2πi

∫
|λ|=R

λn−1
(
I − λ−1A

)−1
dλ.

Portanto, obtemos para todo n ∈ N,

An =
1

2πi

∫
γ

λn(λ− A)−1 dλ

ou seja, quando a potência é n ∈ N, esta coincide com a definição usada.

2.1 Az, quando Re(z) < 0

Teorema 2.1.1. Seja
∑

= {λ ∈ C : |arg(λ)| < ϕ} \ {λ ∈ C : |λ| < r}, sendo ϕ ∈
(
π
2
, π
)

e
r > 0. Defina Γ = ∂

∑
, com Γ ⊂ ρ(A) e A um operador linear com ‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤ M ,

para todo λ ∈ Γ então

Aα =
1

2πi

∫
Γ

λα(λ− A)−1 dλ ∈ L(X), para Re(α) < 0. (2.1)

Demonstração. Considere a figura abaixo e seja α ∈ C com Re(α) < 0, temos∫
γR

λα(λ−A)−1 dλ =

∫ ϕ

−ϕ
(Reiθ)α(Reiθ−A)−1iReiθ dθ.

Como R < 2‖A‖ e para λ /∈ σ(A), temos

‖λ(λ− A)−1‖ = ‖(I − λ−1A)−1‖

≤ 1

1− ‖λ−1A‖

=
|λ|

|λ| − ‖A‖
≤M

consequentemente, ‖(λ− A)−1‖ ≤ M

|λ|
.

ΓR R

ϕ

r
0

σ(A)

γ

Assim,∥∥∥∥∥
∫ ϕ

−ϕ
(Reiθ)α(Reiθ − A)−1iReiθ dθ

∥∥∥∥∥ ≤
∫ ϕ

−ϕ

∥∥(Reiθ)α
∥∥ ∥∥(Reiθ − A)−1

∥∥ R ∣∣eiθ∣∣ dθ
≤
∫ ϕ

−ϕ

∣∣(Reiθ)α∣∣ M

R|eiθ|
Rdθ =

∫ ϕ

−ϕ

∣∣(Reiθ)α∣∣ M dθ.
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Como,
∣∣(Reiθ)α∣∣ = RRe(α)e−Im(α)θ, temos∥∥∥∥∥

∫ ϕ

−ϕ
(Reiθ)α(Reiθ − A)−1iReiθ dθ

∥∥∥∥∥ ≤
∫ ϕ

−ϕ

∣∣(Reiθ)α∣∣ M dθ = M

∫ ϕ

−ϕ
RRe(α)e−Im(α)θ dθ

= MRRe(α) 1

−Im(α)

[
e−Im(α)ϕ − eIm(α)ϕ

]
−→ 0

quando R→ +∞,

já que Re(α) < 0.

Agora, consideremos Γ∞ = Γ, ou seja, Γ∞ = ΓR quando R→∞ temos

Aα =
1

2πi

∫
Γ

λα(λ− A)−1 dλ.

Assuma que ‖λ(λ − A)−1‖L(X) ≤ M , para todo λ ∈ Γ. Para t ∈ Γ, com t na parte
inferior de Γ, é da forma te−iϕ então∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫ ∞

1

(
te−iϕ

)α (
te−iϕ − A

)−1
dt

∥∥∥∥∥ ≤ M

2π

∫ ∞

1

∣∣(te−iϕ)
α∣∣

t
dt.

Mas, já sabemos que, |(te−iϕ)α| = tRe(α)e−Im(α)ϕ, logo

M

2π

∫ ∞

1

∣∣(te−iϕ)
α∣∣

t
dt =

M

2π

∫ ∞

1

tRe(α)−1e−Im(α)ϕ dt

=
M

2πRe(α)
eIm(α)ϕ

(
lim
t→∞

tRe(α) − 1
)

= − M

2πRe(α)
eIm(α)ϕ.

Do mesmo modo, mostramos que para t ∈ Γ, com a parte superior de Γ, a integral
converge. Lembrando que esta integral esta convergindo na topologia uniforme dos operadores,
provando assim o desejado.

Observe que este resultado nos mostra que temos uma classe mais geral de operadores A
para os quais podemos definir as potências Az, com Re(z) < 0. Esta classe é a dos operadores
fechados, densamente definidos e com o resolvente contendo C \

∑
e tais que λ(λ + A)−1 é

limitada em C \
∑

. Com isto mostramos que se A um operador linear tal que −A gera um
C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} com ‖T (t)‖ ≤ K, para todo t ≥ 0, então podemos definir Aα

como em (2.1) para Re(α) < 0.

Definição 7. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador linear
fechado, densamente definido. Dizemos que A : D(A) ⊂ X → X é do tipo positivo se:

(a) R+ ⊂ ρ(−A);

(b) Existe M ≥ 1 tal que ‖(1 + s)(s+ A)−1‖ ≤M , para todo s ≥ 0.

O conjunto dos operadores do tipo positivo é denotado por P(X).

O operador Laplaciano, ∆ é um exemplo de operador do tipo positivo.
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Proposição 2.1.1. Seja A um operador linear tal que −A gera um C0-semigrupo {T (t) : t ≥
0} com ‖T (t)‖ ≤M . Então A é do tipo positivo.

A demonstração desta proposição é resumida basicamente na aplicação do Teorema 1.3.1
(Teorema de Hille-Yosida).

Lema 2.1.1. Para todo α, β ∈ C com Re(α) < 0 e Re(β) < 0 tem-se AαAβ = Aα+β.

A demonstração deste lema pode ser consultada em [6].

Seja 0 < Re(λ) < 1, temos −1 < Re(−λ) < 0. Estamos interessados em calcular a
potência fracionária de A, com o expoente negativo, −α, sob a curva Γ que será definida como
Γ = Γ+ ∪ Γ−, representada pela figura a seguir.

Assim,

1

2πi

∫
Γ+

(−λ)−α(λ+A)−1dλ =
1

2πi

∫ ∞

r

(−s)−α(s+A)−1ds

e

1

2πi

∫
Γ−

(−λ)−α(λ+A)−1dλ =
1

2πi

∫ ∞

r

(−s)−α(s+A)−1ds.

Agora,

Γ+

Γ−

r

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

2πi

∫
λ=reiθ

0<θ<2π

(−λ)−α(λ+ A)−1dλ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∫ 2π

0

(
−reiθ

)−α (
reiθ + A

)−1
ireiθ dθ

∥∥∥∥∥
≤
∫ 2π

0

∣∣∣(rei(θ−π)
)−α∣∣∣ M

1 + |reiθ|
r dθ

=

∫ 2π

0

∣∣∣(rei(θ−π)
)−α∣∣∣ M

1 + r
r dθ

= M

∫ 2π

0

∣∣e−α(ln r+i(θ−π))
∣∣ r

1 + r
dθ

=
M

1 + r

∫ 2π

0

rr−Re(α)eIm(α)(θ−π)dθ

=
r1−Re(α)

1 + r
Me−Im(α)πC −→ 0 se r → 0,

onde

∫ 2π

0

e−Im(α)θdθ = C e lembrando que 0 < Re(α) < 1. Assim,

Aα =
1

2πi

∫ ∞

0

eiπαs−α (s+ A)−1 ds− 1

2πi

∫ ∞

0

e−iπαs−α(s+ A)−1ds

=
1

π

eiπα − e−πα

2i

∫ ∞

0

s−α (s+ A)−1 ds =
sen(πα)

π

∫ ∞

0

s−α (s+ A)−1 ds.
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Logo, para 0 < Re(α) < 1, temos

A−α =
sen(πα)

π

∫ ∞

0

s−α (s+ A)−1 ds.

Em particular, se A ≡ 1 e X = C, temos

sen(πα)

π

∫ ∞

0

s−α (s+ 1)−1 ds = 1 para 0 < Re(α) < 1.

Teorema 2.1.2. {Az : Re(z) < 0 } ∪ {A0 = I } é um C0-semigrupo anaĺıtico.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [6].

2.2 Az, quando Re(z) ≥ 0

Como Az é injetora para Re(z) < 0, segue que Az tem inversa sobre a imagem, desta
forma a seguinte definição é consistente.

Definição 8. Seja z ∈ C com Re(z) > 0. Defina

Az :=
(
A−z

)−1

com D(Az) = R(A−z).

Observe que Az : D(Az) ⊂ X → X é fechada, injetora, tem inversa limitada. Em geral,
Az /∈ L(X) quando Re(z) > 0.

A seguir, descreveremos algumas propriedades relacionadas ao operador Az, com Re(z) >
0.

Propriedades:

(i) Sejam z, w ∈ C com Re(w) > Re(z) > 0, então D(Aw) ⊂ D(Az).

(ii) D(Az) é denso em X, para todo z ∈ C com Re(z) > 0, ou seja, D(Az) = X.

(iii) Az+wx = AzAwx = AwAzx, sendo Re(z) > 0 e Re(w) > 0, para todo x ∈ D(Az+w).

(iv) Se Re(z) > Re(w) > 0, então A−z+wx = A−zAwx e Az−wx = A−wAzx, para x ∈ D(Aw) e
x ∈ D(Az), respectivamente.

A demonstração destas propriedades esta presente em [6].

Proposição 2.2.1. Suponha m = 0, 1, 2, · · · , então

A−z =
sen(πz)

π
· m!

(1− z)(2− z) · · · (m− z)

∫ ∞

0

sm−z(s+ A)−m−1 ds (2.2)

para 0 < Re(z) < m+ 1.
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2.3 Az, quando Re(z) = 0

Conhecemos Az para z ∈ C e Re(z) 6= 0. Vamos definir Az quando Re(z) = 0. Seja
−1 < Re(z) < 1, logo, 0 < Re(z) + 1 < 2, definimos o operador Az da seguinte forma

Azx :=
sen(πz)

πz

∫ ∞

0

sz(s+ A)−2Axds, ∀x ∈ D(A).

Observe que o operador Az é fechável. Logo, temos a seguinte definição.

Definição 9. Seja z ∈ C com Re(z) = 0, definimos Az = (Az)
−, sendo que (Az)

− significa Az,
isto é, o fecho do operador Az.

Desta forma, temos para todo z ∈ C, Az é fechado e densamente definido.

Teorema 2.3.1. Seja A ∈ P(X). Então, Az com z ∈ C é dito ser um operador de potência
fracionária Az, para cada z ∈ C, um operador fechado e densamente definido em X. Se
Re(z) < 0, então Az ∈ L(X) e é dado pela integral

Az =
1

2πi

∫
Γ

(−λ)z (λ+ A)−1 dλ

onde Γ é qualquer curva simples suave por partes em C\R+, percorrendo de∞e−iϕ a∞eiϕ para
algum ϕ ∈ (0, π) tal que σ(−A) fica estritamente a esquerda de Γ. Além disso, as seguintes
propriedades são satisfeitas:

(i) Az coincide com a potência usual quando z ∈ Z;

(ii) Para x ∈ D(A), −1 < Re(z) < 1,

Azx =
sen(πz)

πz

∫ ∞

0

sz(s+ A)−2Axds;

(iii) Suponha que

1. x ∈ D(A2m), com m = 0, 1, 2, · · · e máx {Re(z), Re(w)} < m

ou

2. Re(z), Re(w) e Re(z + w) são não nulos e x ∈ D(Au) , sendo u ∈ {z, w, z + w}
satisfaz Re(u) = máx{Re(z), Re(w), Re(z + w)}

então,
AzAwx = Az+wx;

(iv) Para Re(z), Re(w) > 0, temos AzAw = Az+w;

(v) Para 0 < Re(z) < Re(w),

D(Aw)
d
↪→ D(Az)

d
↪→ X;

(vi) Denotemos Lis como sendo o conjunto dos isomorfismos linear. Assim, Az ∈
Lis(D(Az+w), D(Aw)) ∩ Lis(D(Az), X), com Re(z), Re(w) > 0;
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(vii) Dado m = 0, 1, 2, · · · a aplicação

{z ∈ C : Re(z) < m} −→ L(D(Am), X)
z 7−→ Az

é anaĺıtica.

A demonstração destas propriedades esta presente em [6].

Definição 10. Sejam A ∈ P(X) e z ∈ C com Re(z) ≥ 0. O espaço de Banach Xz :=
(D(Az), ‖Az, ·‖) é chamado espaço de potência fracionária associada ao operador A.

Lembrando que como Az é fechado, seu domı́nio D(Az) dotado da norma D(Az) 3 x 7−→
‖Azx‖X + ‖x‖X ∈ R+ é um espaço de Banach.

Pela limitação de A−z conseguimos ver que

D(Az) 3 x 7−→ ‖Azx‖X ∈ R+

é uma norma equivalente a

D(Az) 3 x 7−→ ‖Azx‖X + ‖x‖X ∈ R+.
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Caṕıtulo 3

Atratores

Neste caṕıtulo estudaremos atratores globais para semigrupo e a teoria de atratores pullback
para processos de evolução. Utilizando como referências [2], [7] e [9].

3.1 Atratores para semigrupos

Seja X um espaço de Banach e {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo.

O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é chamado de compacto se T (t) : X → X é uma aplicação
compacta para cada t > 0, isto é, dado um subconjunto limitado B de X, T (B) é pré-compacto,
em outras palavras, T (B) é compacto no contra-domı́nio.

O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é chamado completamente cont́ınuo se é compacto e para

cada conjunto limitado B ⊂ X e cada t > 0, a união
⋃
s∈[0,t]

T (s)B é limitado em X.

Sejam W1 e W2 dois subconjuntos de X. Dizemos que W2 é T (t)-atráıdo por W1 se,

d(T (t)W2,W1) −→ 0 quando t→∞,

sendo, para cada t ≥ 0,

d(T (t)W2,W1) := sup
w2∈T (t)W2

(
inf

w1∈W1

distX(w2, w1)

)
de maneira geral, o número d(T (t)W2,W1) mede quanto do conjunto T (t)W2 está fora do
conjunto W1.

Dados quaisquer dois subconjuntos W1,W2 ⊂ X, dizemos que W1 absorve W2 sob
{T (t) : t ≥ 0} se, existe um número t0 ≥ 0 tal que T (t)W2 ⊂ W1, para todo t ≥ t0.
Note que W1 atrai W2 se e somente se cada vizinhança aberta NW1 de W1 em X absorve W2.

Um elemento v ∈ X é chamado ponto de equiĺıbrio para {T (t) : t ≥ 0} se T (t)v = v
para todo t ≥ 0. Estendendo esta noção, dizemos que o conjunto A ⊂ X é {T (t)}-invariante
se T (t)A = A, para todo t ≥ 0. Além disso, chamaremos A ⊂ X por positivamente invariante
se T (t)A ⊂ A, para todo t ≥ 0.

Para qualquer conjunto B ⊂ X, os dois conjuntos γ+(B) e ω(B) são definidos por

γ+(B) :=
⋃
t≥0

T (t)B e ω(B) :=
⋂
s≥0

⋃
t≥s

T (t)B
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chamados de órbita positiva e conjunto ω-limite de B, respectivamente. Assim, o conjunto
ω(B) consiste de todos os pontos v ∈ X para os quais existem números positivos tn → ∞ e
pontos vn ∈ B com T (tn)vn → v.

Dado v ∈ X, denotamos S−v como o conjunto de todas as funções φ : (−∞, 0] → X tal
que φ(0) = v e T (t)φ(s) = φ(t+ s) para qualquer −∞ < s ≤ −t < 0. O conjunto S−v pode ser
vazio, pode ser composto de apenas um elemento φ ou pode consistir em mais de um elemento
φ.

Uma órbita negativa passando por um ponto v ∈ X dado, é definido pelo conjunto

γ−φ (v) :=
⋃
t≥0

{φ(−t)}

sendo φ ∈ S−v . Pode ou não existir uma órbita negativa não vazia.

Para cada ponto v ∈ X, uma órbita completa pelo ponto v é qualquer conjunto

γφ(v) := γ+(v) ∪ γ−φ (v)

como φ ∈ S−v . Como permitimos a órbita negativa ser vazia, notamos que a órbita completa
γφ(v) é invariante se e somente se a componente γ−φ (v) é não vazia.

Definição 11. Um atrator global para {T (t) : t ≥ 0} é um conjunto não vazio, compacto,
{T (t)}-invariante, o qual atrai todo subconjunto limitado de X.

Proposição 3.1.1. Um atrator global, quando existir, é único e é o subconjunto maximal da
classe dos subconjuntos limitados e invariantes em X.

Demonstração. Com efeito, sejam A e A1 subconjuntos compactos e invariantes no espaço de
fase X e suponha que A e A1 atraim todos os subconjuntos limitados de X. Então, lembrando
que A e A1 são limitados, temos

d(A,A1) = d(T (t)A,A1)→ 0 se t→ +∞ e d(A1, A) = d(T (t)A1, A)→ 0 se t→ +∞.

Consequentemente, d(A,A1) = d(A1, A) = 0. Mas, A e A1 são fechados, logo, A = A1.
Podemos ver também que cada subconjunto limitado invariante de X deve estar contido em
um atrator global.

Proposição 3.1.2. Um atrator global A é o minimal na classe de todos os conjuntos fechados
e limitados B ⊂ X o qual atrai conjuntos limitados.

Demonstração. De fato, consideremos um conjunto qualquer B ⊂ X sendo fechado e limitado
o qual atrai todos os subconjuntos limitados de X, argumentando similarmente a Proposição
3.1.1, obtemos que d(A, B) = 0, já que A é atrator global. Assim, A ⊂ B.

3.1.1 Existência do atrator global

O objetivo desta seção é estabelecer condições para garantir a existência do atrator global,
para isto, apresentaremos uma classe de semigrupos que possuem a propriedade: para cada
conjunto B ⊂ X compacto e invariante, a estabilidade assintótica é equivalente a estabilidade
uniformemente assintótica.

As condições para a existência do atrator está relacionada com a noção de dissipatividade
e a suavidade assintótica de {T (t) : t ≥ 0}.
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Definição 12. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é chamado pontualmente dissipativo se, e
somente se, existe um conjunto B ⊂ X não vazio e limitado que atrai todo ponto de X.

O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é chamado limitado dissipativo se, e somente se, existe um
conjunto B ⊂ X não vazio e limitado que atrai todo subconjunto limitado de X.

Definição 13. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é chamado assintoticamente suave se, e somente
se, para cada conjunto W ⊂ X, não vazio, limitado, fechado, positivamente invariante contém
um subconjunto C não vazio e compacto que atrai W .

Note que, se o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} tem um atrator global A em X, então
{T (t) : t ≥ 0} deve ser dissipativo no sentido da Definição 12. Ademais, sob as mesmas
condições, {T (t) : t ≥ 0} é necessariamente assintoticamente suave. De fato, considere
qualquer conjunto W ⊂ X não vazio, fechado e limitado tal que

T (t)W ⊂ W para todo t ≥ 0. (3.1)

Certamente, A ∩W é um subconjunto fechado do conjunto compacto A, então A ∩W é
compacto. Mais ainda, como A atrai conjuntos limitados, a condição (3.1) garante que A∩W
é não vazio e atrai W , logo {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente suave.

A prova das próximas duas proposições podem ser encontradas em [16].

Proposição 3.1.3. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0-semigrupo em X que possui um atrator global,
então {T (t) : t ≥ 0} é dissipativo limitado e assintoticamente suave.

Agora, o nosso interesse é em determinar propriedades importantes dos conjuntos ω-
limites de conjuntos limitados no caso em que o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente
suave.

Proposição 3.1.4. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo agindo em X. Suponha que
{T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente suave, B é um subconjunto não vazio de X e para algum
número tB ≥ 0, o conjunto ⋃

s≥tB

T (s)B

é limitado, então ω(B) é não vazio, compacto e invariante. Ademais, ω(B) atrai B.

Corolário 3.1.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo em X e suponha que {T (t) : t ≥ 0}
tenha um atrator global A. Então,

(a) A é a união dos conjuntos ω-limites de todos os conjuntos limitados de X;

(b) A é a união dos conjuntos ω-limites de todos os conjuntos compactos de X;

(c) A é a união de todas as órbitas limitadas, invariantes e completas que passam por v ∈ X;

(d) A é a união de todas as órbitas pré-compactas, invariantes e completas passando por
v ∈ X.

A demonstração deste corolário esta presente em [14].

O próximo resultado nos garante condições suficientes e necessárias para a existência de
atrator global.
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Teorema 3.1.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo em X. Se {T (t) : t ≥ 0} é
pontualmente dissipativo, assintoticamente suave e mantém órbitas de conjuntos limitados,
sendo limitadas, então {T (t) : t ≥ 0} tem um atrator global em X.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em dois passos:

1o passo: Primeiro iremos garantir a existência de um conjunto limitado Θ ⊂ X de modo
que cada conjunto compacto C ⊂ X, possui uma vizinhança NC tal que NC é absorvido por Θ.

Por hipótese, existe um conjunto não vazio e limitado W0 ⊂ X, com W0 atraindo os
pontos de X. Seja NW0 uma vizinhança qualquer limitada de W0. Usando a continuidade de
{T (t) : t ≥ 0} e o fato de NW0 absorver pontos de X, conclúımos que

∀ v ∈ X, ∃ τv > 0,∃ uma bola abertaBX(v, εv) tal que T (τv)BX(v, εv) ⊂ NW0 (3.2)

sendo BX(v, εv) a bola aberta de centro v e raio εv em X. Agora, escolha tNW0
≥ 0 tal que

Θ :=
⋃

t≥tNW0

T (t)NW0

seja limitado. Pelo que já sabemos, Θ é positivamente invariante e absorve pontos de X. Mais
ainda, de (3.2) temos que{

∀ v ∈ X e ∃ tv := τv + tNW0
≥ 0, ∃BX(v, εv) tal que T (t)BX(v, εv) ⊂ Θ

}
. (3.3)

Considere, qualquer subconjunto compacto C ⊂ X. Certamente C ⊂
⋃
v∈C

BX(v, εv), mas

pela compacidade de C, temos

C ⊂ BX(v1, εv1) ∪ · · · ∪BX(vK , εvK ) := NC (3.4)

para algum K ∈ N e v1, · · · , vK ∈ C. De (3.3) e (3.4) obtemos que

T (t)C ⊂ T (t)NC =
K⋃
j=1

T (t)(BX(vj, εvj)) ⊂ Θ para t ≥ máx {tv1 , · · · , tvK}.

2o caso: Iremos construir um conjunto compacto e invariante A o qual atrai cada
subconjunto limitado de X. Seja B ⊂ X um conjunto limitado, por hipótese e pela Proposição
3.1.4 garantimos que ω(B) é compacto e atrai B, ou seja,{

∀Nω(B) vizinhança de ω(B), ∃ tB ≥ 0, tal que T (t)B ⊂ Nω(B) para t ≥ tB
}
. (3.5)

Entretando, como mostrado no 1o passo, existe uma vizinhança Nω(B) de ω(B) que é
absorvida por Θ. Por isto e por (3.5) obtemos

∀B ⊂ X, B limitado ,∃ τB ≥ 0 tal que T (t)B ⊂ Θ ∀ t ≥ τB. (3.6)

Seja A := ω(Θ). Aplicando novamente a Proposição 3.1.4, obtemos que A é compacto,
invariante e atrai Θ. Mais ainda, A atrai conjuntos limitados de X, mas por (3.6) temos que
conjuntos limitados são absorvidos por Θ, finalizando a demonstração.
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Observação 3.1.1. (i) Observe que com este resultado anterior, garantimos que quando
temos alguma forma de dissipação fraca, as órbitas de conjuntos limitados converge
uniformemente para algum conjunto compacto. De fato, é muito mais fácil obter
estimativas pontuais das trajetórias do que garantir a existência de um conjunto
absorvente.

(ii) Como consequência do Teorema 3.1.1 e da Proposição 3.1.3 conclúımos que: {T (t) :
t ≥ 0} é um C0-semigrupo em X e possui um atrator global em X se, e somente se,
{T (t) : t ≥ 0} é pontualmente dissipativo e assintoticamente suave.

Em geral, a limitação das órbitas de conjuntos limitados não são necessárias para a
existência de atrator global, entretanto isto é válido para um grande número de sistemas
(como por exemplo, semigrupos compactos correspondentes de equações setoriais).

Do ponto de vista do Teorema 3.1.1, a hipótese pode ser enfraquecido, já que o que de
fato usamos na demonstração foi a propriedade que{

∀B ⊂ X, B limitado, ∃ tB ≥ 0, tal que
⋃
t≥tB

T (t) é limitado em X
}
. (3.7)

Com base nesta observação, temos

Corolário 3.1.2. Um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0} em X possui um atrator global se, e
somente se, {T (t) : t ≥ 0} é pontualmente dissipativo, assintoticamente suave e satisfaz a
condição (3.7).

Observação 3.1.2. Voltando para a demonstração do Teorema 3.1.1, note que ao invés de
dissipatividade pontual de {T (t) : t ≥ 0}, podemos assumir uma condição mais fraca{

∃B ⊂ X, ∀u0 ∈ X, ∃ tu0 ≥ 0, tal que T (tu0)u0 ∈ B
}

(3.8)

isto é, γ+(u0) ∩B 6= ∅, para cada u0 ∈ X.

Assim, podemos reescrever o Corolário 3.1.2 como

Corolário 3.1.3. Um C0-semigrupo em X possui atrator global se, e somente se, ele é
assintoticamente suave e satisfaz as condições (3.7) e (3.8).

3.1.2 Semigrupos compactos

O nosso objetivo é aplicar o Teorema 3.1.1 para o caso em que o semigrupo é compacto,
para isto devemos primeiro provar que os semigrupos compactos são assintoticamente suaves e
satisfazem (3.7).

Lema 3.1.1. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0-semigrupo compacto em X, então {T (t) : t ≥ 0} é
assintoticamente suave.

Demonstração. Utilizando a Definição 13, consideremos qualquer conjuntoB ⊂ X sendoB 6= ∅,
fechado, limitado e positivamente invariante. Como γ+(B) ⊂ B e {T (t) : t ≥ 0} é compacto,
o conjunto T (1)γ+(B) é compacto. Mas ω(B) é um conjunto fechado contido em T (1)γ+(B).
Logo, ω(B) é compacto.
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Também vimos que ω(B) ⊂ γ+(B) ⊂ B = B. Assim, resta apenas mostrarmos que
d(T (t)B,ω(B)) → 0 se t → +∞. Suponha que isto não ocorra, ou seja, que existem ε > 0 e
tn →∞ tal que

d(T (tn)B,ω(B)) > ε, n ∈ N. (3.9)

Então deve existir uma sequência {yn} ⊂ B de modo que a sequência {T (tn)yn} não
possua subsequência convergente. Entretanto, todos os elementos da sequência {T (tn)yn}
estão contidos no conjunto compacto T (1)γ+(B), exceto por uma quantidade finita. Mas isto
contradiz (3.9).

Assim, aplicando a condição de Cantor para espaços métricos que diz que a interseção
de uma famı́lia decrescente de conjuntos compactos e não vazios, é não vazia. Conclúımos que
ω(B) é vazio se B for vazio, o que é um absurdo. Portanto, d(T (t)B,ω(B))→ 0 se t→ +∞.

Corolário 3.1.4. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo em X. Se {T (t) : t ≥ 0} é compacto
e pontualmente dissipativo, então {T (t) : t ≥ 0} possui atrator global em X.

Os detalhes desta demonstração pode ser encontrada em [16].

Observação 3.1.3. Queremos analisar o caso especial em que o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é
completamente cont́ınuo para t > 0, ou seja,

O semigrupo é compacto e para cada conjunto limitado B ⊂ X

e cada número τ > 0 o conjunto
⋃

t∈[0,τ ]

T (t)B é limitado em X

 (3.10)

chamaremos estes semigrupos de semigrupos completamente cont́ınuos, omitindo a referência
explicita da desigualdade t > 0.

Note que a segunda exigência em (3.10) pode ser enfraquecida, já que para um C0-

semigrupo compacto, o Corolário 3.1.4 implica que a limitação de
⋃

t∈[0,τ ]

T (t)B por um único

número τ > 0 é equivalente a limitação de
⋃

t∈[0,τ ]

T (t)B, para todo τ > 0.

Levando em consideração a continuidade completa, obtemos

Corolário 3.1.5. Se {T (t) : t ≥ 0} é um C0-semigrupo em X e se {T (t) : t ≥ 0} é
completamente cont́ınuo e pontualemnte dissipativo em X, então {T (t) : t ≥ 0} tem um
atrator global A em X.

Observação 3.1.4. Veja que em ambos os Corolários 3.1.4 e 3.1.5 a hipótese de {T (t) : t ≥ 0}
ser pontualmente dissipativo pode ser substituido por uma condição mais fraca (3.8).

3.1.3 Compacidade assintótica do semigrupo

Queremos um outro critério para a avaliação da suavidade assintótica diferente do que já
definimos anteriormente. Com isto, queremos introduzir a seguinte condição:

Para qualquer conjunto não vazio B com a propriedade de que existe

tB ≥ 0 tal que
⋃
t≥tB

T (t)B seja limitado, e cada sequência

{T (tn)vn}, com tn → +∞ e {vn} ⊂ B, possui uma subsequência convergente

 (3.11)

Dizemos que {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente compacto em X se (3.11) é satisfeito.
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Proposição 3.1.5. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo em X. Então, {T (t) : t ≥ 0} é
assintoticamente suave se, e somente se, {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente compacto.

A demonstração pode ser consultada em [16].

Agora, apresentaremos o resultado que é utilizado como ferramenta para garantir a
existência de atratores. Seja B um conjunto limitado do espaço de Banach X, definimos

‖B‖X = sup
b∈B
‖b‖X .

Teorema 3.1.2. Seja X um espaço de Banach e {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo definido em
um subconjunto fechado e positivamente invariante M de X. Assuma que podemos escrever,
para qualquer t > 0 e qualquer u ∈M

T (t)u = U(t)u+ V (t)u (3.12)

com U(t) e V (t) sendo aplicações de M em X, com a propriedade de que, para qualquer conjunto
limitado B ⊂M , existe τ0(B) > 0 tal que sejam satisfeitas as seguintes condições

(i) U(t)B é relativamente compacto para qualquer t > τ0(B);

(ii) Para qualquer t > τ0(B),

‖V (t)u‖X ≤ k(t, ‖B‖X), ∀u ∈ B

sendo k : (s, r) ∈ [0,+∞)× [0,+∞) 7→ [0,+∞) é uma função tal que K(s, r)→ 0 quando
s→ +∞.

Então, {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente suave.

Reciprocamente, se um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} admite um atrator global compacto A
em um espaço de Banach X ,então {T (t) : t ≥ 0} deve ter uma representação como em (3.12)
com U(t), V (t) satisfazendo (i) e (ii).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [12].

3.2 Atratores para processos de evolução

Agora, vamos definir processos de evolução e estudaremos brevemente a teoria de atratores
pullback, tendo como principais referências [4] e [7].

Seja X um espaço métrico e d(·, ·) : X ×X → [0,+∞) a sua métrica. Denotemos C(X)
como sendo o conjunto das transformações cont́ınuas de X nele mesmo.

Definição 14. Um processo de evolução em X é uma famı́lia de transformações {S(t, s) : t ≥
s} em C(X) com as seguintes propriedades

(i) S(t, t) = I, para todo t > 0;

(ii) S(t, s) = S(t, τ)S(τ, s), para todo t ≥ τ ≥ s;

(iii) {(t, s) ∈ R2 : t ≥ s } ×X 3 (t, s, x) 7→ S(t, s)x ∈ X é cont́ınua.
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Quando X é um espaço vetorial normado e S(t, s) é linear para cada (t, s) ∈ {(t, s) ∈
R2 : t ≥ s } diremos que o {S(t, s) : t ≥ s} é um processo de evolução linear.

Definição 15. Para um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} e um conjunto B ⊂ X,
definimos:

(i) Para cada (t, s) ∈ {(t, s) ∈ R2 : t ≥ s }, a imagem de B sob S(t, s), é dado por

S(t, s)B := {S(t, s)b ; b ∈ B};

(ii) A órbita de B a partir do instante s ∈ R é dada por

γs(B) :=
⋃
t≥s

S(t, s)B;

(iii) A órbita pullback de B no instante t ∈ R é dada por

γp(B, t) :=
⋃
s≤t

S(t, s)B.

Definição 16. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução. Dado t ∈ R, diremos que
o conjunto B(t) ⊂ X atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante t sob a ação de
{S(t, s) : t ≥ s} se, para cada subconjunto limitado D de X

lim
s→−∞

distH(S(t, s)D,B(t)) = 0.

O conjunto B(t) absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante t, se existe
T = T (t,D) ≤ t tal que S(t, s)D ⊂ B(t), para todo s ≤ T e para cada subconjunto limitado D
de X.

Uma famı́lia {B(t) : t ∈ R } atrai pullback subconjuntos limitados de X sob a ação de
{S(t, s) : t ≥ s} se B(t) atrai-pullback subconjuntos limitados de X no instante t sob a ação
de {S(t, s) : t ≥ s}, para cada t ∈ R. Esta mesma famı́lia irá absorver pullback subconjuntos
limitados se X pela ação de {S(t, s) : t ≥ s} se B(t) absorve pullback subconjuntos limitados
de X, para cada t ∈ R.

Se existe uma famı́lia {B(t) : t ∈ R } de conjuntos limitados que atrai-pullback ou absorve
pullback conjuntos limitados diremos que {S(t, s) : t ≥ s} é pullback-limitado dissipativo.

Observe que na definição apresentada acima, o tempo final é mantido fixo enquanto o
tempo inicial retrocede para −∞. Isto não é o mesmo que voltar no tempo. A evolução é
sempre até um instante futuro t a partir de um instante inicial s que tende a −∞.

A partir destas definições conclúımos que, se um conjunto absorve-pullback conjuntos
limitados no instante t, então ele atrai-pullback conjuntos limitados no instante t.

Definição 17. Seja {B(t) : t ∈ R} uma famı́lia de subconjuntos de X. Diremos que esta
famı́lia é invariante pelo processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} se S(t, s)B(s) = B(t), para
todo t ≥ s.

Definição 18. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X.
Diremos que uma famı́lia {A(t) : t ∈ R } de subconjuntos compactos de X é um atrator-
pullback para {S(t, s) : t ≥ s} se é invariante, atrai-pullback subconjuntos limitados de
X e é a famı́lia de conjuntos fechados que é minimal com a propriedade de atrair pullback
subconjuntos limitados, isto é, se outra famı́lia {C(t) : t ∈ R } de conjuntos fechados atrai
pullback subconjuntos limitados de X, então A(t) ⊂ C(t), para todo t ∈ R.
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A exigência de minimalidade está relacionado ao enfraquecimento da propriedade de
invariância imposta pela natureza não autônoma dos processos de evolução juntamente com a
possibilidade dos atratores pullback serem ilimitados em −∞, isto é, permitimos que para todo

t ∈ R,
⋃
s≥t

A(t) seja ilimitado. Podemos excluir esta exigência se considerarmos que
⋃
s≤t

A(t) seja

limitado para todo t ∈ R.

Definição 19. Uma solução global ξ : R+ → X de um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s}
é chamada de backwards-limitada se existe um τ ∈ R+ tal que o conjunto {ξ(t) : t ≤ τ } seja
limitado.

Se um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R } e
ξ : R+ → X é uma solução backwards-limitada, então ξ(t) ∈ A(t), para todo t ∈ R+.

Se {A(t) : t ∈ R } é um atrator pullback para o processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} e⋃
s≤t

A(t) é limitado para todo t ∈ R+, então A(t), para todo t ∈ R+, é dado por

A(t) = { ξ(t) ; ξ : R→ X é uma solução global backwards-limitada para {S(t, s) : t ≥ s}} .

O próximo resultado relaciona atratores pullback de processos de evolução autônomos
e os atratores globais de semigrupos. Isto mostra que o conceito de atratores globais para
semigrupos é estendido naturalmente para os atratores pullback dos processos.

Teorema 3.2.1. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo e S(t, s) = T (t − s), t ≥ s o processo
autônomo associado. O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} tem um atrator global A se, e somente se,
{S(t, s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R }. Em qualquer dos casos, A(t) = A,
para todo t ∈ R+.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [7].

3.2.1 Existência do atrator-pullback

Nesta seção optamos por omitir a demonstração de alguns resultados, porém estas podem
ser encontradas em [4], [7] e [8].

Definição 20. Sejam {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X e B
um subconjunto de X. O conjunto ω-limite pullback de B é definido por

ω(B, t) :=
⋂
σ≤t

⋃
s≤σ

S(t, s)B.

Para cada subconjunto B de X, temos

ω(B, t) =

{
y ∈ X: existem sequências {sk}k∈N com sk ≤ s,∀ k ∈ N,

sk
k→∞−→ −∞ e {xk}k∈N em B, tal que y = lim

k→∞
S(t, sk)xk

}
. (3.13)

Claramente, se {S(t) : t ≥ 0 } é um semigrupo e S(t, s) = S(t − s), t ≥ s temos

ω(B, t) :=
⋂
s≤0

⋃
r≤s

S(r)B é independente de t e coincide com a definição do conjunto ω-limite

de B para semigrupos.
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Lema 3.2.1. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X. Se
B ⊂ X, então S(t, s)ω(B, s) ⊂ ω(B, t) para t ≥ s. Se B é tal que ω(B, s) é compacto e atrai-
pullback B no instante s, com t ≥ s, então S(t, s)ω(B, s) = ω(B, t). Adicionalmente, se ω(B, s)

atrai-pullback B no instante s, para cada s ≤ t, B é um conjunto conexo e
⋃
s≤t

ω(B, s) ⊂ B,

então ω(B, t) é conexo.

Teorema 3.2.2. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo de evolução em um espaço métrico X.
Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) {S(t, s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R};

(ii) Existe uma famı́lia de conjuntos compactos {K(t) : t ∈ R} que atrai-pullback
subconjuntos limitados de X sob a ação de {S(t, s) : t ≥ s}.

Em qualquer dos casos,

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B ⊂ X, B limitado} (3.14)

Demonstração. Se {S(t, s) : t ≥ s} tem um atrator pullback {A(t) : t ∈ R}, cada A(t) é
compacto e atrai-pullback subconjuntos limitados de X.

Para provar a rećıproca, primeiro observe que, como consequência imediata de (3.13),
temos ω(B, t) ⊂ K(t), para todo B ⊂ X limitado e para todo t ≥ 0. Assim, também temos
que ω(B, t) atrai B. De fato, suponha que este não é o caso, ou seja, que existem ε > 0, uma
sequência {sn}n∈N com sn → −∞ e a sequência {xn}n∈N em B tal que

dist(S(t, sn)xn, ω(B, t)) > ε, ∀n ∈ N.

Como K(t) atrai pullback B no instante t, temos

dist(S(t, sn)xn, K(t)) −→ 0 se n→∞.

Consequentemente, {S(t, sn)xn}n∈N tem uma subsequência convergente para algum x0 ∈
K(t). Segue que x0 ∈ ω(B, t) e isto nos leva a uma contradição. Do Lema 3.2.1, segue a
invariância de ω(B, t).

Definindo A(t) por (3.14), A(t) é claramente compacto e atrai pullback subconjuntos
limitados de X. A invariância de A(t) segue da invariância de cada famı́lia {ω(B, t) : t ∈ R }.
De fato, dado x0 ∈ A(s), existem xn ∈ ω(Bn, s) com xn → x0 quando n → ∞. Então,
S(t, s)xn = yn ∈ ω(Bn, t) e da continuidade de {S(t, s) : t ≥ s} temos S(t, s)xn = yn →
S(t, s)x0, o que implica que S(t, s)x0 ∈ A(t). Agora, se y0 ∈ A(t), existe yn ∈ ω(Bn, t) com
yn → y0 quando n → +∞. Da invariância da famı́lia ω(Bn, t), existe xn ∈ ω(Bn, s) com
S(t, s)xn = yn. Mas cada S(t, s)xn ∈ S(t, s)ω(Bn, s) ⊂ S(t, s)A(s). Como este último conjunto
é compacto e não depende de n, obtemos

lim
n→∞

S(t, s)xn = y0 ∈ S(t, s)A(s).

Se Â(t) é fechado e atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t temos

ω(B, t) ⊂ Â(t), para todo subconjunto limitado B de X. Consequentemente, A(t) ⊂ Â(t),
para todo t ∈ R.
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O conceito a seguir é útil nas aplicações para obter a existência de atratores pullback sem
ter que exibir uma famı́lia de conjuntos compactos que atrai pullback subconjuntos limitados.

Definição 21. Um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} em um espaço métrico X é dito
pullback assintoticamente compacto se, para cada t ∈ R, a sequência {sk}k∈N, com sk ≤ s, para
todo k ∈ N e a sequência limitada {xk}k∈N em X são tais que

sk → −∞ quando k →∞ e {S(t, sk)xk : k ∈ N} é limitada,

temos que a sequência {S(t, sk)xk}k∈N possui uma subsequência convergente em X.

Se {S(t) : t ≥ 0 } é um semigrupo, o processo {S(t − s) : t ≥ s } é pullback
assintoticamente compacto se, e somente se, para cada sequência limitada {xk}k∈N em X,
sequência {tk}k∈N em R+ tal que tk → +∞ quando k → ∞ e {S(t, sk)xk}k∈N é limitada,
a sequência {S(t, sk)xk}k∈N tem uma subsequência convergente. Neste caso, o semigrupo
{S(t) : t ≥ 0 } é assintoticamente compacto.

Definição 22. Diremos que um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} em um espaço métrico
X é pullback limitado se, para cada t ∈ R, γp(B, t) é limitada sempre que B ⊂ X é limitado.

Seja {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo {S(t− s) : t ≥ s} é pullback limitado se, e somente
se, {S(t) : t ≥ 0} é limitado.

Definição 23. Um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} é dito pullback eventualmente
compacto se ele é pullback limitado e existe τ ≥ 0 tal que , se B é um subconjunto limitado de
X e t ∈ R, então S(t, t− τ)B é compacto.

Um semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é eventualmente compacto se é limitado e existe t0 > 0 tal
que S(t0)B é compacto, para cada B ⊂ X limitado.

Teorema 3.2.3. Se {S(t, s) : t ≥ s} é um processo de evolução pullback limitado dissipativo
e pullback assintoticamente compacto, então A(t) dado por

A(t) =
⋃
{ω(B, t) : B ⊂ X, B limitado } (3.15)

é limitado, atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, a famı́lia {A(t) : t ∈ R} é
invariante e, se {C(t) : t ∈ R} atrai pullback subconjuntos limitados de X, então A(t) ⊂ C(t),
para todo t ∈ R.

Teorema 3.2.4. Se {S(t, s) : t ≥ s} é um processo de evolução pullback limitado dissipativo
e pullback eventualmente compacto, então a famı́lia {A(t) : t ∈ R} definida por (3.15)
atrai pullback subconjuntos limitados de X, é invariante, A(t) é relativamente compacto e
se, {B(t) : t ∈ R} atrai pullback subconjuntos limitados de X, então A(t) ⊂ B(t), para todo
t ∈ R.

Observe que os resultados anteriores não concluem a compacidade da seção A(t) (nem
mesmo em dimensão finita). Isto mostra uma primeira diferença entre os processos de evolução
não autônomos e autônomos. Para obter a compacidade de cada seção teremos que fazer
hipóteses adicionais sobre o processo de evolução.
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Definição 24. Um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado
dissipativo se, para cada t ∈ R, existe um subconjunto limitado B(t) de X que absorve pullback
subconjuntos limitados de X no instante τ para cada τ ≤ t, isto é, dado qualquer subconjunto
limitado D de X e τ ≤ t, existe s0(τ,D) tal que

S(τ, s)D ⊂ B(t), ∀s ≤ s0(τ,D).

Note que a famı́lia {B(t) : t ∈ R} da definição acima não precisa ter união limitada.

Contudo, podemos escolher de modo que, para cada t ∈ R,
⋃
s≤t

B(s) é limitado.

Teorema 3.2.5. Se um processo de evolução {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado
dissipativo e pullback assintoticamente compacto, então {S(t, s) : t ≥ s} tem um atrator

pullback {A(t) : t ∈ R} com a propriedade que
⋃
s≤t

A(s) é limitado, para cada t ∈ R.

Demonstração. Se A(t) é dado por (3.15), segue do Teorema 3.2.3 que, para cada t ∈ R,
A(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t e se {B(t) : t ∈ R} atrai
pullback subconjuntos limitados de X então A(t) ⊂ B(t), para todo t ∈ R. Do fato que
{S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe um subconjunto limitado
B(t) de X que absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante τ , para cada τ ≤ t.
Como ω(B(t), t) atrai pullback B(t) no instante t (considerando como um subconjunto limitado
fixo de X), ele atrai pullback todo subconjunto limitado X no instante t. De fato, é suficiente
provar que, dado um subconjunto limitado D de X, ω(D, t) ⊂ ω(B(t), t). Se x0 ∈ ω(D, t),
existem sequências {sk}k∈N, com sk ≤ t, para todo k ∈ N, com sk → −∞ quando2 k → ∞ e
{xk}k∈N ⊂ D tal que S(t, sk)xk → x0 quando k →∞.

Como {S(t, s) : t ≥ s} é pullback fortemente limitado dissipativo, dada uma sequência
{τn}n∈N, com τn ≤ t, para todo n ∈ N, sendo τ → −∞ se n → ∞, existe uma sequência
{σn}n∈N, com σn ≤ τn tal que S(τn, s)D ⊂ B(t), para todo s ≤ σn. Dado que sK → −∞
quando K →∞ para cada τn existe Kn ≥ n tal que sKn ≤ τn e S(τn, sKn)xKn ∈ B(t).

Portanto, S(t, skn)xkn = S(t, τn)S(τn, skn)xkn ∈ S(t, τn)B(t), o que implica x0 ∈
ω(B(t), t). Isto prova que A(t) ⊂ ω(B(t), t) e como ω(B(t), t) ⊂ A(t) temos A(t) = ω(B(t), t).
Consequentemente, A(t) é compacto.

Teorema 3.2.6. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo pullback fortemente limitado tal que

S(t, s) = T (t, s) + U(t, s)

onde, U(·, ·) é fortemente compacto e existe uma função k : R+ × R+ → R com k(·, r) não-
crescente para cada r > 0 e k(σ, r) → 0 se σ → ∞, tal que, para todo s ≤ t e x ∈ X com
‖x‖ ≤ r,

‖T (t, s)x‖ ≤ k(t− s, r).

Então o processo S(·, ·) é pullback fortemente assintoticamente compacto.

A demonstração deste teorema pode ser vista em [8].
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Caṕıtulo 4

Equação de difusão não clássica não
autônoma com retardo

Nosso objetivo é estudar o comportamento assintótico, do ponto de vista de atratores
pullback da equação de difusão não clássica com retardo, dada pela seguinte formulação

∂u

∂t
− γ(t)∆

∂u

∂t
−∆u = g(u) + f(t, ut) em (s,+∞)× Ω

u = 0 em (s,+∞)× ∂Ω

u(t, x) = φ(t− s, x) t ∈ [s− h, s], x ∈ Ω

(4.1)

sendo s ∈ R o tempo inicial, Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, um domı́nio suave e limitado, ∆ representando o
operador Laplaciano com respeito as variáveis espaciais, isto é,

∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

.

Mais ainda, seja g ∈ C1(R) satisfazendo a condição de dissipatividade

lim sup
|a|→+∞

g(a)

a
≤ 0 , ∀a ∈ R (4.2)

e a condição de crescimento

|g(a)− g(b)| ≤ c|a− b|(1 + |a|ρ−1 + |b|ρ−1), ∀a, b ∈ R (4.3)

com 1 < ρ < n+2
n−2

.

Suponha que a função γ : R→ (0,∞) é uniformemente cont́ınua satisfazendo

0 < γ0 ≤ γ(t) ≤ γ1 <∞.

Denotaremos ut como um segmento da solução (4.1), ou seja, dado h > 0 e a função
u : [s− h,+∞)× Ω→ R, para cada t ≥ s definimos a aplicação ut : [−h, 0]× Ω→ R por

ut(θ, x) = u(t+ θ, x), para θ ∈ [−h, 0], x ∈ Ω.
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4.1 Existência de solução local

Nesta seção queremos mostrar a existência e unicidade de solução local para nosso
problema. Denotemos CL = C([−h, 0], L2(Ω)) com a norma

‖ψ‖CL = sup
s∈[−h,0]

‖ψ(s)‖L2(Ω)

assim, dado ψ ∈ C([−h, T ], L2(Ω)), para qualquer t ∈ [0, T ] podemos definir

ψt := [−h, 0] −→ L2(Ω)
θ 7−→ ψt(θ) = ψ(t+ θ).

Claramente, ψt ∈ CL. Do mesmo modo, podemos definir CH = C([−h, 0], H1
0 (Ω)) com a

norma
‖ψ‖CH = sup

s∈[−h,0]

‖ψ(s)‖H1
0
.

Escolhemos um valor inicial φ ∈ CL tal que φ(0) ∈ H1
0 (Ω).

Assuma que f : (s,+∞) × CH → L2(Ω) é cont́ınua em t e localmente Lipschitz em CH ,
ou seja, para todo R > 0 existe uma constante C(R) > 0 tal que, para qualquer t ∈ R,

‖f(t, ξ)− f(t, η)‖L2(Ω) ≤ C(R)‖ξ − η‖CH (4.4)

para todo ξ, η ∈ CH com ‖ξ‖CH , ‖η‖CH ≤ R.

Denotaremos o operador A : D(A) → L2(Ω) por A = −∆ com condição de fronteira de
Dirichlet. Como o operador A é setorial, então o operador (λI − A)−1 está bem definido para
todo λ ∈

∑
−1,ϕ = {λ ∈ C : |arg(λ + 1)| < ϕ}, com ϕ ∈ (π

2
, π). Mais ainda, como 0 ∈ ρ(A)

temos para M > 0

‖(λI − A)−1‖ ≤ M

|λ|+ 1
, ∀λ ∈

∑
−1,ϕ

.

Assim, como |γ(t)| > 0 e |γ(t)| ∈
∑
−1,ϕ então |γ(t)−1| > 0 e |γ(t)−1| ∈

∑
−1,ϕ. Logo,

‖(I + γ(t)A)−1‖ = ‖γ(t)γ(t)−1(I + γ(t)A)−1‖
= ‖γ(t)−1(γ(t)−1)−1(I + γ(t)A)−1‖
= ‖γ(t)−1[γ(t)−1(I + γ(t)A)]−1‖
= ‖γ(t)−1(γ(t)−1 + A)−1‖

≤ 1

|γ(t)|

(
M

|γ(t)|−1 + 1

)
≤ 1

γ0

M
1
γ0

+ 1
=

M

γ0 + 1
.

(4.5)

Considere a equação

∂u

∂t
− γ(t)∆

∂u

∂t
−∆u = g(u) + f(t, ut)

a qual pode ser reescrita como

∂u

∂t
+ (I + γ(t)A)−1Au = (I + γ(t)A)−1(g(u) + f(t, ut)). (4.6)
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Deste modo podemos definir os seguintes operadores:

B(t) = (I + γ(t)A)−1 e Ã(t) = −AB(t)

e as funções
g̃(t, u) = B(t)g(u) e f̃(t, φ) = B(t)f(t, φ)

para todo t ≥ s e para todo φ ∈ CH . E ainda, reescrever

φ(θ) = ut(θ) = u(t+ θ), com θ ∈ [−h, 0], ∀φ ∈ CH

sendo φ(0) = u(t).

Seja h : (s,+∞)× CH → L2(Ω) definida por

h(t, φ) = Ã(t)φ(0) + g̃(t, φ(0)) + f̃(t, φ)

para todo t ≥ s e para todo φ ∈ CH . Com isto, podemos reescrever a equação (4.6) como

du

dt
= h(t, u).

Observe que o domı́nio do operador Ã(t) não depende do tempo. De fato, se definirmos
nosso problema em H1

0 (Ω), então D(Ã(t)) = H1
0 (Ω). Este operador é uniformemente limitado

no tempo, pois

‖Ã(t)‖ =

∥∥∥∥ 1

γ(t)
[I − (1 + γ(t)A)−1]

∥∥∥∥ ≤ 1

|γ(t)|
∥∥I − (1 + γ(t)A)−1

∥∥
≤ 1

γ0

(
1 +

M

γ0 + 1

)
=
M + γ0 + 1

γ0(γ0 + 1)
, ∀ t ∈ R.

(4.7)

Como o operador A é setorial podemos definir os espaços de potências fracionárias
Xα = D(Aα), para todo α ≥ 0, munido da norma do gráfico.

Novamente como A é um operador setorial e I − (1 + γ(t)A)−1 ∈ R(λ : A), podemos
comutar o operador com seu resolvente, logo para x ∈ D(Aα),

AαÃ(t)x = Ã(t)Aαx.

Note que a função t ∈ R 7→ B(t) ∈ L(H1
0 (Ω)) é cont́ınua, pois dados quaisquer t, s ∈ R,

temos

B(t)−B(s) =

= (1 + γ(t)A)−1 − (1 + γ(s)A)−1

= γ(t)−1(γ(t)−1 + A)−1 − γ(s)−1(γ(s)−1 + A)−1

= [γ(t)−1 − γ(s)−1](γ(t)−1 + A)−1 + γ(s)−1[(γ(t)−1 + A)−1 − (γ(s)−1 + A)−1]

=
[
γ(t)−1 − γ(s)−1

] [
(γ(t)−1 + A)−1

(
I − γ(s)−1(γ(s)−1 + A)−1

)]
= γ(t)−1(γ(t)−1 + A)−1

(
I − (I + γ(s)A)−1

)
− γ(s)−1(γ(t)−1 + A)−1

(
I − (I + γ(s)A)−1)

)
= (I + γ(t)A)−1

(
I − (I + γ(s)A)−1

)
−

− γ(s)−1γ(t)(I + γ(t)A)−1)
(
I − (I + γ(s)A)−1)

)
=
[
I − γ(s)−1γ(t)

] [
(I + γ(t)A)−1)

(
I − (I + γ(s)A)−1

)]
=
[
γ(s)γ(s)−1 − γ(s)−1γ(t)

] [
(I + γ(t)A)−1)

(
I − (I + γ(s)A)−1

)]
= [γ(s)− γ(t)]γ(s)−1(I + γ(t)A)−1

[
I − (I + γ(s)A)−1

]
.
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Assim,

‖B(t)−B(s)‖L(H1
0 ,H

1
0 ) = ‖[γ(s)− γ(t)]γ(s)−1(I + γ(t)A)−1)

[
I − (I + γ(s)A)−1

]
‖

= |γ(s)− γ(t)||γ(s)−1|‖I + γ(t)A)−1‖‖I − (I + γ(s)A)−1‖

≤ |γ(s)− γ(t)| 1
γ0

M

γ0 + 1

(
1 +

M

γ0 + 1

)
≤ D|γ(s)− γ(t)|

(4.8)

sendo D uma constante positiva dada por D =
M [(γ0 + 1) +M ]

γ0(γ0 + 1)2
. Pelo fato de γ ser

uniformemente cont́ınua e usando (4.8) temos que a aplicação t 7−→ B(t) é cont́ınua.

Além disso,

‖Ã(t)− Ã(s)‖L(H1
0 (Ω)) = ‖A[B(t)−B(s)]‖L(H1

0 (Ω))

=
∥∥[γ(s)− γ(t)]γ(s)−1A(I + γ(t)A)−1

(
I − (I + γ(s)A)−1

)∥∥
= |γ(s)− γ(t)||γ(s)−1|‖A(I + γ(t)A)−1‖‖I − (I + γ(s)A)−1‖

≤ |γ(s)− γ(t)| 1
γ0

M + γ0 + 1

γ0(γ0 + 1)

(
1 +

M

γ0 + 1

)
.

(4.9)

Defina C =
1

γ0

M + γ0 + 1

γ0(γ0 + 1)

(
1 +

M

γ0 + 1

)
, temos

‖Ã(t)− Ã(s)‖L(H1
0 (Ω)) ≤ C|γ(t)− γ(s)|. (4.10)

Com isso, estamos aptos a enunciar e provar o resultado de existência local de soluções
para nosso problema.

Teorema 4.1.1. Para cada φ ∈ CH e sob as hipóteses (4.2), (4.3) e (4.4), existe δ > 0 tal que
existe uma única solução para o problema (4.1) definida no intervalo [s− h, s+ δ). Em outras
palavras, existe um função u ∈ C([s − h, s + δ), H1

0 (Ω)) com u(t, s;φ) = φ(t − s), para todo
t ∈ [s− h, s] que satisfaz

u(t, s;φ) = φ(0) +

∫ t

s

h(r, ur)dr

para todo t ∈ [s, s + δ). Mais ainda, se f é cont́ınua em relação ao tempo, então u ∈
C([s− h, s+ δ), H1

0 (Ω)) ∩ C1((s, s+ δ), H1
0 (Ω)), isto é, u é uma solução forte.

Demonstração. A prova é baseada no Prinćıpio da Contração de Banach. Seja φ ∈ CH e T > 0,
o qual será determinado mais adiante, definimos o seguinte espaço

XT
φ =

{
u ∈ C([s− h, T ), H1

0 (Ω)) : u(t) = φ(t− s), ∀t ∈ [s− h, s] e ‖u‖XT
φ
≤ 2‖φ‖CH

}
com ‖u‖XT

φ
= sup

σ∈[s−h,T )

‖u(σ)‖H1
0
.

Observe que XT
φ é um subespaço fechado de C([s − h, T ), H1

0 (Ω)). De fato, considere
{un}n∈N sequência em XT

φ tal que un → v quando n → +∞. Em particular, para cada n,
un ∈ C([s− h, T ), H1

0 (Ω)), logo {un}n∈N é uma sequência em C([s− h, T ), H1
0 (Ω)).
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Mais ainda,

‖un − um‖Xφ
T

= sup
t∈[s−h,T )

‖un(t)− um(t)‖H1
0 (Ω)

= sup
t∈[s−h,T )

‖un(t)− v + v − um(t)‖H1
0 (Ω)

≤ sup
t∈[s−h,T )

‖un(t)− v‖H1
0 (Ω) + sup

t∈[s−h,T )

‖v − um(t)‖H1
0 (Ω) <

ε

2
+
ε

2
.

Existe N ∈ N tal que

‖un − v‖ <
ε

2
, ∀n ≥ N com ε > 0.

Logo, {un} é uma sequência de Cauchy em C([s − h, T ), H1
0 (Ω)), o qual é um espaço de

Banach, então un → z quando n → +∞, sendo z ∈ C([s − h, T ), H1
0 (Ω)), mas pela unicidade

do limite z = v.

Note que, para t ∈ [s− h, s] e para todo n ∈ N

un(t) = φ(t− s)→ v(t)

logo,
v(t) = φ(t− s), ∀t ∈ [s− h, s].

E,

‖v‖XT
φ

= ‖v + un − un‖XT
φ
≤ ‖v − un‖XT

φ
+ ‖un‖XT

φ
≤ ‖v − un‖XT

φ
+ 2‖φ‖CH

n→+∞−→ 2‖φ‖CH .

Assim, ‖v‖XT
φ
≤ 2‖φ‖CH . Portanto, un → v quando n → +∞ e v ∈ XT

φ , isto é, XT
φ é

fechado. Assim, XT
φ é um subconjunto fechado em um espaço de Banach, logo, XT

φ é um espaço
de Banach.

Defina o operador Φ : XT
φ → XT

φ

Φ(u)(t) =

{
φ(t− s) , se t ∈ [s− h, s]
φ(0) +

∫ t
s
h(r, ur)dr , se t ∈ (s, T ).

Primeiro devemos verificar que para todo u ∈ XT
φ Φ, Φ(u) ∈ XT

φ , isto é, que o operador
Φ está bem definido. Com efeito, pela continuidade de φ e da aplicação t ∈ (s, T ) 7−→ h(t, ut),
obtemos que a aplicação Φ(u)(·) : [s− h, T )→ L2(Ω) é cont́ınua.

Para todo t ≥ s

‖Φ(u)(t)‖H1
0 (Ω) =

∥∥∥∥φ(0) +

∫ t

s

h(r, ur)dr

∥∥∥∥
H1

0 (Ω)

≤ ‖φ(0)‖H1
0 (Ω) +

∫ t

s

‖h(r, ur)‖H1
0 (Ω)dr

= ‖φ(0)‖H1
0 (Ω) +

∫ t

s

(
‖Ã(r)‖ ‖ur(0)‖+ ‖g̃(r, ur(0))‖+ ‖f̃(r, ur)‖

)
dr

= ‖φ(0)‖H1
0 (Ω) +

∫ t

s

(
‖Ã(r)‖ ‖ur(0)‖+ ‖B(r)g(ur(0))‖+ ‖B(r)f(r, ur)‖

)
dr

≤ ‖φ(0)‖H1
0

+

∫ t

s

(
‖Ã(r)‖ ‖ur‖H1

0
+ ‖B(r)g(ur(0))‖+ ‖B(r)f(r, ur)‖

)
dr.
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Mas o operador Ã é limitado uniformemente, ou seja, ‖Ã(r)‖ ≤ a, para todo r ≥ s.
Sendo a a constante definida em (4.7). Queremos garantir que g̃ = B ◦ g é localmente Lipschitz
uniformemente em t em H1

0 (Ω). De fato, por (4.3)

‖g(u)− g(v)‖
L

2n
n+2

=

[∫
Ω

|g(u)− g(v)|
2n
n+2dµ

]n+2
2n

≤ c

[∫
Ω

(
|u− v| (1 + |u|ρ−1 + |v|ρ−1)

) 2n
n+2 dµ

]n+2
2n

.

(4.11)

Observe que[∫
Ω

(
|u− v| (1 + |u|ρ−1 + |v|ρ−1)

) 2n
n+2 dµ

]n+2
2n

=
∥∥|u− v| (1 + |u|ρ−1 + |v|ρ−1)

∥∥
L

2n
n+2

. (4.12)

Considere
1

r
=
n+ 2

2n
,

1

p
=
n− 2

2n
e

1

q
=
n

2
para que seja satisfeito

1

r
=

1

p
+

1

q
. Aplicando

a desigualdade de Hölder generalizada, em (4.12) temos∥∥|u− v| (1 + |u|ρ−1 + |v|ρ−1)
∥∥
L

2n
n+2
≤ ‖u− v‖

L
2n
n−2

∥∥1 + |u|ρ−1 + |v|ρ−1
∥∥
L
n
2
. (4.13)

Note que

‖|u|ρ−1‖
L
n
2

=

(∫
Ω

|u|(ρ−1)n
2

) 2
n

=

[(∫
Ω

|u|(ρ−1)n
2

) 2
n(ρ−1)

]ρ−1

= ‖u‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

(4.14)

podemos fazer o mesmo para v, ou seja,

‖|v|ρ−1‖
L
n
2

= ‖v‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

(4.15)

assim, em (4.13), utilizando (4.14) e (4.15) temos a seguinte desigualdade

‖u− v‖
L

2n
n−2

∥∥1 + |u|ρ−1 + |v|ρ−1
∥∥
L
n
2
≤ ‖u− v‖

L
2n
n−2

(
|Ω|+ ‖u‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

+ ‖v‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

)
. (4.16)

Considere c̃ > 0 dada por c̃ =
c

|Ω|
(lembrando que |Ω| < +∞) e utilizando as

desigualdades (4.11), (4.12) e (4.16) temos

‖g(u)− g(v)‖
L

2n
n+2
≤ c̃ ‖u− v‖

L
2n
n−2

(
1 + ‖u‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

+ ‖v‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

)
. (4.17)

Como, por hipótese ρ <
n+ 2

n− 2
então, 1 − n

2
≥ −2n

n(ρ− 1)
. Deste modo, utilizando as

imersões dos espaços de Sobolev, temos

H1
0 (Ω) ↪→ L

n(ρ−1)
2 . (4.18)

Mais ainda, considere q =
2n

n− 2
, assim H1

0 (Ω) ↪→ Lq, pois 1 − n

2
≥ −n

q
⇔ q ≤ 2n

n− 2
.

Consequentemente Lq
∗
↪→ H−1(Ω) sendo

1

q
+

1

q∗
= 1, onde q∗ =

2n

n+ 2
.
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Pelo fato de H−1 ↪→ L
2n
n+2 , existe d > 0 tal que

‖g(u)− g(v)‖H−1(Ω) ≤ d ‖g(u)− g(v)‖
L

2n
n+2

≤ dc̃‖u− v‖
L

2n
n−2

(
1 + ‖u‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

+ ‖v‖ρ−1

L
n(ρ−1)

2

)
.

(4.19)

Observe que

1− n

2
≥ −n(n− 2)

2n
⇔ 2n

2
≥ 2− n

2

o que implica

H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 . (4.20)

Agora, usando as imersões (4.18) e (4.20) na desigualdade (4.19) obtemos

‖g(u)− g(v)‖H−1(Ω) ≤ dc̃‖u− v‖H1
0 (Ω)

(
1 + ‖u‖ρ−1

H1
0 (Ω)

+ ‖v‖ρ−1

H1
0 (Ω)

)
.

Considerando ‖u‖H1
0 (Ω) , ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ r, temos

‖g(u)− g(v)‖H−1(Ω) ≤ e‖u− v‖H1
0 (Ω)

sendo e uma constante positiva dada por e = dc̃(1 + r + r). Isto mostra que g : H1
0 (Ω)→ H−1

é localmente Lipschitz. Como

H1
0 (Ω)

g−→ H−1(Ω)
B(t)−→ H1

0 (Ω)

então a função B(t) ◦ g é localmente Lipschitz em H1
0 (Ω).

Mais ainda, denote X
1
2 = H1

0 (Ω) e X−
1
2 = H−1, queremos provar que

‖B(t)‖L(H−1,H1
0 (Ω)) ≤ a. (4.21)

De fato, seja u ∈ X− 1
2 ,

‖B(t)u‖
X

1
2

=
∥∥∥A 1

2B(t)u
∥∥∥
X

=
∥∥∥A 1

2B(t)A
1
2A−

1
2u
∥∥∥
X

= ‖AB(t)‖L(X)

∥∥∥A− 1
2u
∥∥∥
X
≤ M + γ0 + 1

γ0(γ0 + 1)
‖u‖

X−
1
2

então
sup

u∈X−
1
2

‖u‖
X
− 1

2
≤1

‖B(t)u‖
X

1
2
≤ a

provando (4.21).

Deste modo, para R = 2‖φ‖CH , existe Lg(R) > 0 tal que

‖B(r)g(u(r))‖H1
0 (Ω) ≤ ‖B(r)g(u(r))−B(r)g(0) +B(r)g(0)‖H1

0 (Ω)

≤ ‖B(r)(g(u(r))− g(0))‖H1
0 (Ω) + ‖B(r)g(0)‖H1

0 (Ω)

≤ Lg(R)‖u‖H1
0 (Ω) + ‖B(t)‖L(H−1,H1

0 (Ω)) |g(0)|
≤ Lg(R)‖u‖H1

0 (Ω) + a|g(0)|.
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Por outro lado, temos
‖B(t)‖L(L2(Ω),H1

0 (Ω)) ≤ b0, (4.22)

com b0 > 0. Com efeito, seja X = L2(Ω), H1
0 (Ω) = X

1
2 e u ∈ X, temos

‖B(t)u‖
X

1
2

= ‖A
1
2B(t)u‖X .

Utilizando a Desigualdade do Momento com α > 0, β =
1

2
e γ = 1, temos

‖A
1
2B(t)u‖X ≤ c‖A0B(t)u‖

1
2
X ‖AB(t)u‖

1
2
X

≤ c‖B(t)‖
1
2
X ‖u‖

1
2
X ‖AB(t)‖

1
2
X ‖u‖

1
2
X

pelas estimativas (4.5) e (4.7)

‖B(t)u‖
X

1
2
≤ c

(
M

γ0 + 1

) 1
2

a
1
2 ‖u‖X

logo,
sup
u∈X
‖u‖X≤1

‖B(t)u‖
X

1
2
≤ b0

onde b0 = c

(
M

γ0 + 1

) 1
2

a
1
2 . Portanto, (4.22) é válida.

Por hipótese, f é localmente Lipschitz e devido a (4.22), obtemos

‖B(r)f(r, ur)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖B(r)(f(r, ur)− f(r, 0)) +B(r)f(r, 0)‖H1

0 (Ω)

≤ ‖B(t)‖L(L2(Ω),H1
0 (Ω)) ‖f(r, ur)− f(r, 0)‖H1

0 (Ω)

+ ‖B(t)‖L(L2(Ω),H1
0 (Ω))‖f(r, 0)‖H1

0 (Ω)

≤ b0C(R)‖ur‖CH + b0‖f(r, 0)‖L2(Ω).

Então, para todo t ≥ s,

‖Φ(u)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖φ(0)‖H1

0 (Ω) + a

∫ t

s

‖u(r)‖H1
0 (Ω)dr + Lg(R)

∫ t

s

‖u(r)‖H1
0 (Ω)dr + a|g(0)|(t− s)

+ b0C(R)

∫ t

s

‖ur‖CHdr + b0

∫ t

s

‖f(r, 0)‖L2(Ω)dr

≤ ‖φ(0)‖H1
0 (Ω) + (a+ Lg(R))

∫ t

s

‖u(r)‖H1
0 (Ω)dr

+ a|g(0)|(t− s) + b0C(R)

∫ t

s

‖ur‖CHdr + b0

∫ t

s

‖f(r, 0)‖L2(Ω)dr.

Agora, levando em consideração que

‖ur‖CH = sup
θ∈[−h,0]

‖u(r + θ)‖H1
0 (Ω) ≤ sup

σ∈[s−h,T )

‖u(σ)‖H1
0 (Ω) = ‖u‖XT

φ
≤ R

para todo s ≤ r ≤ t ≤ T , segue que

‖Φ(u)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖φ(0)‖H1

0 (Ω)+R(t−s)(a+Lg(R)+b0C(R))+a|g(0)|(t−s)+b0

∫ t

s

‖f(r, 0)‖L2(Ω)dr,
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para todo t ∈ (s, T ).

Se escrevermos T = s+ δ, então

‖Φ(u)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖φ‖H1

0 (Ω) +Rδ(a+ Lg(R) + b0C(R)) + a|g(0)|δ + b0

∫ s+δ

s

‖f(r, 0)‖L2(Ω)dr,

para todo t ∈ (s, T ), e tomando δ > 0 pequeno o suficiente, obtemos que

‖Φ(u)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ 2‖φ‖CH , ∀t ∈ (s, T ).

Temos a mesma conclusão para t ∈ [s − h, s] e portanto, conclúımos que o operador Φ
está bem definido.

Agora, usando o Pŕıncipio da Contração de Banach, provamos a existência de um ponto
fixo para Φ(·), o qual será a solução para o problema. Para isto, precisamos garantir que Φ é
uma contração. Dados u, v ∈ XT

φ , com ‖u‖H1
0 (Ω), ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ R e para todo t ∈ [s, T ), temos

‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖H1
0 (Ω) ≤

∫ t

s

‖h(r, ur)− h(r, vr)‖H1
0 (Ω)dr

≤
∫ t

s

‖Ã(t)‖L(H1
0 (Ω))‖u(r)− v(r)‖H1

0 (Ω)dr

+

∫ t

s

‖B(r)(g(u(r))− g(v(r)) + f(r, ur)− f(r, vr))‖H1
0 (Ω)dr.

Usando a limitação uniforme em relação ao tempo para os operadores Ã(t) e B(t) e o fato
de f ser localmente Lipschitz em relação a segunda variável, defina as constantes K1 = a+Lg(R)
e K2 = a. Logo

‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ K1

∫ t

s

‖u(r)− v(r)‖H1
0 (Ω)dr +K2

∫ t

s

‖f(r, ur)− f(r, vr)‖L2(Ω)dr

≤ K1

∫ t

s

‖u(r)− v(r)‖H1
0 (Ω)dr+

+K(R)

∫ t

s

sup
θ∈[−h,0]

‖u(r + θ)− v(r + θ)‖H1
0 (Ω)dr.

Tomando o supremo em [s, T ) com T = s+ δ, obtemos

‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ K1δ‖u− v‖XT

φ

+K(R)δ

(
sup
r∈[s,T )

(
sup

θ∈[−h,0]

‖u(r + θ)− v(r + θ)‖H1
0 (Ω)

))

mas, se u, v ∈ XT
φ , temos

sup
r∈[s,T )

(
sup

θ∈[−h,0]

‖u(r + θ)− v(r + θ)‖H1
0 (Ω)

)
≤ sup

r∈[s−h,T )

‖u(r)− v(r)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖u− v‖XT

φ

Desta forma,

‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖H1
0 (Ω) ≤ K1δ‖u− v‖XT

φ
+K(R)δ‖u− v‖H1

0 (Ω).
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Considerando δ = máx

{
1

4K1

,
1

4K(R)

}
, temos

‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖H1
0 (Ω) ≤

(
K1

1

4K1

+K(R)
1

4K(R)

)
‖u− v‖XT

φ
=

1

2
‖u− v‖XT

φ
,

ou seja, Φ está bem definida e é uma contração em XT
φ , o qual é um espaço completo. Logo,

garantimos a existência local para o problema (4.1).

Ademais, pelo fato de f ser cont́ınua em relação ao tempo, aplicando o Teorema 2.9
de [14] temos que se u ∈ C([s−h, s+ δ], H1

0 (Ω))∩C1((s, s+ δ), H1
0 (Ω)) então, u é uma solução

forte.

4.2 Solução global e famı́lia pullback absorvente

Nesta seção, estamos interessados em garantir a existência de uma solução global, já que no
Teorema 4.1.1 foi provada a existência e unicidade local. Ou seja, queremos que a solução para
o problema (4.1) seja definida em todo tempo futuro e não somente em um pequeno intervalo
de tempo. Entretanto, vamos deduzir este resultado depois de obtermos alguma estimativa a
priori desta solução. Mais ainda, esta estimativa será útil para provar a existência de conjuntos
absorventes para o processo de evolução gerado pelo modelo.

Como g ∈ C1(R) e lim sup
|a|→+∞

g(a)

a
≤ 0, temos que para cada ε > 0, existe uma constante

Kε > 0 tal que ∫
Ω

g(u)udx ≤ ε‖u‖2
L2(Ω) +Kε (4.23)

e ∫
Ω

G(u)dx ≤ ε‖u‖2
L2(Ω) +Kε (4.24)

para todo u ∈ L2(Ω), com G(r) =

∫ r

0

g(θ)dθ. De fato, aplicando a definição do lim sup, temos

∀ δ > 0, ∃ Mδ > 0, : ∀ |u| ≥ δ ⇒ g(u)

u
≤ δ. (4.25)

Como |u| ≥ δ, então ug(u) ≤ δu2.

Note que, se considerarmos conjuntos limitados, como {u ∈ R : |u| ≤ Mδ} ⊂ R então,
como g é cont́ınua, obtemos |ug(u)| ≤ mδ.

Deste modo, para todo δ > 0, existe mδ > 0, tal que para todo u ∈ R

ug(u) ≤ mδ + δ u2,

integrando em Ω, teremos∫
Ω

g(u)u dx ≤
∫

Ω

mδ +

∫
Ω

δ u2 =

∫
Ω

mδ + δ

∫
Ω

u2 ≤ δ

∫
Ω

|u|2 +

∫
Ω

mδ = δ‖u‖2
L2(Ω) +

∫
Ω

mδ.

Considere

∫
Ω

mδ dx = Kδ, logo∫
Ω

g(u)u dx ≤ δ‖u‖2
L2(Ω) +Kδ,
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provando (4.23).

Agora, para provar (4.24), queremos mostrar primeiramente que

G(s) ≤ δs2 +Kδ

para todo s ∈ R. Considere os seguintes casos:

(i) s > 0

Se s ∈ [0,Mδ], com Mδ > 0, então

|g(s)| ≤ mδ, ∀s ∈ [0,Mδ]

assim ∫ s

0

g(u)du ≤
∫ s

0

mδdx = mδ(s− 0) ≤ mδMδ ≤ mδMδ + δs2,

chamando mδMδ = Cδ, temos

∫ s

0

g(u)dx ≤ Cδ + δs2.

Agora, se s > Mδ > 0, então∫ s

0

g(u)du =

∫ Mδ

0

g(u)du+

∫ s

Mδ

g(u)du

usando o fato do intervalo [0,Mδ] ser limitado e a função g cont́ınua, temos |g(θ)| ≤
mδ, ∀ θ ∈ [0,Mδ]. Utilizando a definição de lim sup dada em (4.25) e pelo fato de |u| ≥ δ,
temos g(u) ≤ δu, então ∫ Mδ

0

g(u) du ≤ mδ

e ∫ s

Mδ

δ u du = δ
u2

2

∣∣∣∣s
Mδ

=
δs2

2
− δM2

δ

2

logo ∫ s

0

g(u) du ≤ mδ +
δs2

2
− δM2

δ

2
≤ mδ +

δs2

2
.

Fazendo mδ = Cδ e δ̃ =
δ

2
, segue que

∫ s

0

g(u)du ≤ Cδ̃ + δ̃s2.

Englobando todos os casos temos

g(u) :=


≤ mδ, se u ∈ [0,Mδ]

≤ δu, se u > Mδ

≥ δu, se u < −Mδ

(4.26)
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(ii) s < 0
Se s ∈ [−Mδ, 0], com Mδ > 0 então pela continuidade de g, ela será limitada, isto é, existe
mδ > 0 tal que

|g(s)| ≤ mδ, ∀s ∈ [−Mδ, 0],

assim, ∫ s

0

g(u)du =

∫ 0

s

−g(u)du ≤
∫ 0

s

mδdu = mδ(−s) ≤ mδMδ ≤ mδMδ + δs2,

tomando Cδ = mδMδ, com Mδ > 0, temos∫ s

0

g(u)du =

∫ 0

s

−g(u)du = −
∫ −Mδ

s

g(u)du+

∫ 0

−Mδ

−g(u)du

mas se u ∈ [−Mδ, 0], como g é cont́ınua, então g é limitada em [−Mδ, 0], isto é, existe
mδ > 0

|g(u)| ≤ mδ, ∀u ∈ [−Mδ, 0],

então

−
∫ 0

−Mδ

g(u)du ≤ mδMδ

e ainda, de (4.26)

−g(u) ≤ −δu, já que u < −Mδ.

Com isso,

∫ s

0

g(u)du ≤ mδMδ +

∫ −Mδ

s

(−δu)du = mδMδ +

(
−δu

2

2

) ∣∣∣∣∣
−Mδ

s

= mδMδ +

(
−δM2

δ

2
+
δs2

2

)
≤ mδMδ +

δs2

2
.

Se Cδ = mδMδ e δ =
δ

2
, temos

∫ s

0

g(u)du ≤ Cδ + δs2, ∀s ∈ R.

Deste modo, integrando em relação a Ω∫
Ω

(∫ s

0

g(u)du

)
dx ≤

∫
Ω

Cδdx+

∫
Ω

δs2dx,

logo, ∫
Ω

G(s) ≤ Kδ + δ

∫
Ω

|s|2 = Kδ + δ‖s‖2
L2(Ω),

onde G(s) =
∫ s

0
g(u)du. Concluindo a prova de (4.24).
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Definimos o funcional de energia Lb(ϕ) dado por

Lb(ϕ) =
1

2

(
‖ϕ‖2

L2(Ω) + b‖ϕ‖2
H1

0

)
− b
∫

Ω

G(ϕ) dx

com b > 0 e ϕ ∈ H1
0 (Ω). Considere a desigualdade de Poincaré dada por

‖u‖2
L2(Ω) ≤ λ−1

1 ‖u‖2
H1

0 (Ω), u ∈ H1
0 (Ω)

sendo λ1 > 0 o primeiro autovalor de −∆. Usando a desigualdade para δ > 0

−bδ‖u‖2
L2(Ω) ≤ −bδλ−1

1 ‖u‖2
H1

0 (Ω).

Com isto,

Lb(ϕ) =
1

2

(
‖ϕ‖2

L2(Ω) + b‖ϕ‖2
H1

0 (Ω)

)
− b
∫

Ω

G(ϕ) dx

≥ 1

2

(
‖ϕ‖2

L2(Ω) + b‖ϕ‖2
H1

0 (Ω)

)
− bδ‖ϕ‖2

L2(Ω) − bKδ

≥ 1

2
‖ϕ‖2

L2(Ω) +
b

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) − bδλ

−1
1 ‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) − bKδ

≥ b

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) − bδλ

−1
1 ‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) − bKδ.

Tome, δ = λ1
6

, logo

Lb(ϕ) ≥
(
b

2
− bλ1

6

1

λ1

)
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) − bKλ1

6

ou seja,

Lb(ϕ) ≥ b

3
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) − bKλ1

6

. (4.27)

E ainda, para qualquer δ > 0

Lb(ϕ) =
1

2

(
‖ϕ‖2

L2(Ω) + b‖ϕ‖2
H1

0 (Ω)

)
− b
∫

Ω

G(ϕ) dx

≤ 1

2λ1

‖ϕ‖2
H1

0 (Ω) +
b

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) + b

∫
Ω

G(ϕ) dx

≤ 1

2λ1

‖ϕ‖2
H1

0 (Ω) +
b

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) + bδ‖ϕ‖2

L2(Ω) + bKδ

≤
(

1

2λ1

+
b

2

)
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) +

bδ

λ1

‖ϕ‖2
H1

0 (Ω) + bKδ

então

Lb(ϕ) ≤ 1 + b(λ1 + 2δ)

2λ1

‖ϕ‖2
H1

0 (Ω) + bKδ. (4.28)

Considere b > 0 e o funcional de energia Lb(·) aplicado em u(t, s;φ), sendo esta a solução
de (4.1) temos

Lb(u) =
1

2

(
‖u‖2

L2(Ω) + b‖u‖2
H1

0

)
− b
∫

Ω

G(u) dx
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assim, derivando o funcional em relação ao tempo, obtemos

d

dt
(Lb(u)) =

1

2

[
d

dt

(
‖u‖2

L2(Ω)

)
+ b

(
d

dt

(
‖u‖2

H1
0 (Ω)

))]
− b
(
d

dt

(∫
Ω

G(u) dx

))
=

1

2

[
d

dt
(〈u, u〉L2(Ω)) + b

d

dt

(
〈∇u,∇u〉L2(Ω)

)]
− b
(∫

Ω

(
g(u)

∂u

∂t

)
dx

)
=

1

2

[
2

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ 2b

〈
∇u, ∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

]
− b
∫

Ω

(
g(u)

∂u

∂t

)
dx

=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

(I)

+ b

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

(II)

−b
∫

Ω

(
g(u)

∂u

∂t

)
dx.

(4.29)

Analisaremos cada elemento de (4.29) separadamente. Em (I), substituindo a equação

em
∂u

∂t
, temos〈
u, γ(t)∆

∂u

∂t
+ ∆u+ g(u) + f(t, ut)

〉
L2(Ω)

= γ(t)

〈
u,∆

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ 〈u,∆u〉L2(Ω) +

+ 〈u, g(u)〉L2(Ω) + 〈u, f(t, ut)〉L2(Ω)

= γ(t)

(∫
Ω

u∆
∂u

∂t
dx

)
+

∫
Ω

u∆u dx

+

∫
Ω

ug(u) dx+

∫
Ω

uf(t, ut) dx.

Calculando uma estimativa para cada elemento da igualdade acima, temos

(a)

∫
Ω

u∆u dx = −
∫

Ω

∇u∇u dx = ‖u‖2
H1

0 (Ω).

(b)

∫
Ω

ug(u) dx ≤ δ‖u‖2
L2(Ω) +Kδ ≤ δλ−1

1 ‖u‖2
H1

0 (Ω) +Kδ.

(c)

∫
Ω

uf(t, ut) dx

Primeiro, observe que

〈u, f(t, ut)〉L2(Ω) ≤
∣∣∣〈u, f(t, ut)〉L2(Ω)

∣∣∣ ≤ ‖u‖L2(Ω)‖f(t, ut)‖L2(Ω)

mas, aplicando as desigualdades de Young e de Poincaré, temos∫
Ω

uf(t, ut) dx ≤
ε2

2λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) +
1

2ε2

‖f(t, ut)‖2
L2(Ω), ∀ ε2 > 0

(d) γ(t)

∫
Ω

u∆
∂u

∂t
dx
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Note que integrando por partes e usando as condições de fronteira, obtemos∫
Ω

u∆
∂u

∂t
dx =

∫
Ω

∇u∇∂u
∂t

dx,

assim

−γ(t)

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

≤

∣∣∣∣∣−γ(t)

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣ = | − γ(t)|

∣∣∣∣∣
〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣
≤ γ(t)‖∇u‖L2(Ω)

∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ γ(t)‖u‖H1
0 (Ω)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
H1

0 (Ω)

aplicando a desigualdade de Young e a limitação de γ(t), temos

γ(t)‖u‖H1
0 (Ω)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
H1

0 (Ω)

≤ γ1

(
ε1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

)
.

Agora, levando em consideração (II), podemos reescrever a equação (4.1) como

−∆u = −∂u
∂t

+ γ(t)∆
∂u

∂t
+ g(u) + f(t, ut).

Substituindo esta expressão em (II) obtemos

b

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= b

〈
−∂u
∂t

+ γ(t)∆
∂u

∂t
+ g(u) + f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= −b
〈
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ bγ(t)

〈
∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b

〈
g(u),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b

〈
f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

.

Assim, estudando cada parcela da igualdade acima, temos

(e) −b
〈
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= −b
∫

Ω

(
∂u

∂t

)2

dx = −b
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

(f) bγ(t)

〈
∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

Temos que

bγ(t)

∫
Ω

∆
∂u

∂t

∂u

∂t
dx = −bγ(t)

∫
Ω

∇∂u
∂t
∇∂u
∂t

dx = −bγ(t)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

≤ −bγ0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

assim,

bγ(t)

〈
∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

≤ −bγ0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)
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(g) b

〈
g(u),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= b

∫
Ω

g(u)
∂u

∂t
dx.

(h) b

〈
f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

Note que

b

〈
f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

≤

∣∣∣∣∣b
〈
f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣ ≤ b‖f(t, ut)‖L2(Ω)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
L2(Ω)

pelas desigualdades de Young e de Poincaré, temos

b

〈
f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

≤ b

(
ε3

2λ1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

+
1

ε3

‖f(t, ut)‖L2(Ω)

)
, ∀ ε3 > 0.

Usando (a)-(h), podemos reescrever (4.29) como

d

dt
(Lb(u)) ≤ γ1ε1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

γ1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− ‖u‖2
H1

0 (Ω) +
δ

λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) +Kδ

+
ε2

2λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) +
1

2ε2

‖f(t, ut)‖2
L2(Ω) − b

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

− bγ0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

+ b

∫
Ω

(
g(u)

∂u

∂t

)
dx+

bε3

2λ1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

+
b

2ε3

‖f(t, ut)‖2
L2(Ω) − b

∫
Ω

(
g(u)

∂u

∂t

)
dx

ou seja

d

dt
(Lb(u)) ≤

(
γ1ε1

2
− 1 +

δ

λ1

+
ε2

2λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
1

2ε2

+
b

2ε3

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω)

+

(
γ1

2ε1

− bγ0 +
bε3

2λ1

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− b
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+Kδ

≤ −
(

1− γ1ε1

2
− 2δ + ε2

2λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
1

2ε2

+
b

2ε3

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω)

+

(
γ1

2ε1

− bγ0 +
bε3

2λ1

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

+Kδ,

para todo ε1, ε2, ε3, δ > 0. Tome

b >
γ2

1

γ0

, ε1 =
1

2γ1

, ε2 =
λ1

4
, ε3 = 2λ1

(
γ0 −

1

b
γ2

1

)
e δ =

λ1

8
.

Logo,

d

dt
(Lb(u)) ≤ −1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
8γ0b− 8γ2

1 + b2

λ1(4γ0b− 4γ2
1)

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω) +Kλ1
8

. (4.30)

Usando (4.28), segue que para todo δ̃ > 0

Lb(u) ≤ 1 + b(λ1 + 2δ)

2λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) + bKδ̃,
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então
−λ1

1 + b(λ1 + 2δ̃)
(Lb(u)− bKδ̃) ≥ −

1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω). (4.31)

Substituindo a desigualdade (4.31) em (4.30) temos

d

dt
(Lb(u)) ≤ −λ1

1 + b(λ1 + 2δ̃)
Lb(u) +

(
8γ0b− 8γ2

1 + b2

λ1(4γ0b− 4γ2
1)

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω)

+

(
bλ1

1 + b(λ1 + 2δ̃)

)
Kδ̃ +Kλ1

8

.

Denote

Cb =
λ1

1 + b(λ1 + 2δ̃)
, Cλ1 =

(
8γ0b− 8γ2

1 + b2

λ1(4γ0b− 4γ2
1)

)
e K̃b = bCbK̃δ +Kλ1

8

assim
d

dt
(Lb(u)) ≤ −CbLb(u) + Cλ1‖f(t, ut)‖2

L2(Ω) + K̃b.

Observe que

d

dt

(
eCbtLb(u)

)
= Cbe

CbtLb(u) + eCbt
(
d

dt
Lb(u)

)
≤ Cbe

CbtLb(u) + eCbt
(
−CbLb(u) + Cλ1‖f(t, ut)‖2

L2(Ω) + K̃b

)
= eCbtCλ1‖f(t, ut)‖2

L2(Ω) + eCbtK̃b.

Integrando entre s e t, obtemos∫ t

s

[
d

dr

(
eCbrLb(u)

)]
dr ≤

∫ t

s

(
eCbrCλ1‖f(r, ur)‖2

L2(Ω) + eCbrK̃b

)
dr.

Com isso,

eCbtLb(u(t)) ≤ eCbsLb(φ(0)) + Cλ1

∫ t

s

eCbr‖f(r, ur)‖2
L2(Ω)dr +

K̃b

Cb
(eCbt − eCbs). (4.32)

Mais ainda,∫ t

s

‖f(r, ur)‖2
L2(Ω)dr =

∫ t

s

‖f(r, ur)− f(r, 0) + f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

≤
∫ t

s

‖f(r, ur)− f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr +

∫ t

s

‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

≤ C(R)

∫ t

s

‖ur‖2
L2(Ω)dr +

∫ t

s

‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

assim

eCbtLb(u(t)) ≤ eCbsLb(φ(0)) + Cλ1C(R)

∫ t

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr+

+ Cλ1

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr +

K̃b

Cb
(eCbt − eCbs).
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Usando (4.27), segue que

eCbtLb(u(t)) ≥ b

3
eCbt‖u‖2

H1
0 (Ω) − e

CbtbKλ1
6

(4.33)

deste modo, comparando as desigualdades (4.32) e (4.33), obtemos

b

3
eCbt‖u‖2

H1
0 (Ω) − e

CbtbKλ1
6

≤ eCbtLb(u(t))

≤ eCbsLb(φ(0)) + Cλ1C(R)

∫ t

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr+

+ Cλ1

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr +

K̃b

Cb
(eCbt − eCbs)

o que implica

b

3
eCbt‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eCbtbKλ1

6

+ eCbsLb(φ(0)) + Cλ1C(R)

∫ t

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr

+ Cλ1

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr +

K̃b

Cb
(eCbt − eCbs).

(4.34)

Porém, usando (4.28) temos para qualquer δ2 > 0

eCbs

(
Lb(φ(0))− K̃b

Cb

)
≤ eCbs

(
1 + b(λ1 + 2δ2)

2λ1

‖φ(0)‖2
H1

0 (Ω) + bKδ2 −
K̃b

Cb

)
.

Defina

C̃b =
1 + b(λ1 + 2δ2)

2λ1

assim,

eCbs

(
Lb(φ(0))− K̃b

Cb

)
≤ eCbs

(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
.

Utilizando a desigualdade acima em (4.34), temos

b

3
eCbt‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eCbtbKλ1

6

+ eCbs
(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
+
K̃δ

Cb
eCbt

+ Cλ1C(R)

∫ t

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr + Cλ1

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr.

Seja θ ∈ [−h, 0] e substituindo t por t+ θ para obter

b

3
eCbt‖u(t+ θ)‖2

H1
0 (Ω) ≤ eCb(t+θ)bKλ1

6

+ eCbs
(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
+
K̃δ

Cb
eCb(t+θ)

+ Cλ1C(R)

∫ t+θ

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr + Cλ1

∫ t+θ

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr.
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Deste modo, multiplicando a desigualdade acima por e−θCb (−θ ∈ [0, h]), temos

b

3
eCbt‖u(t+ θ)‖2

H1
0 (Ω) ≤ eCbtbKλ1

6

+ eCb(s−θ)
(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
+
K̃δ

Cb
eCbt + Cλ1C(R)e−Cbθ

∫ t+θ

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr

+ Cλ1e
−Cbθ

∫ t+θ

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

≤ eCbt

(
bKλ1

6

+
K̃δ

Cb

)
+ eCb(s+h)

(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
+ Cλ1C(R)eCbh

∫ t+θ

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr

+ Cλ1e
Cbh

∫ t+θ

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr.

Agora, observe que se t > s e θ ∈ [−h, s− t], então

u(t+ θ) = φ(t+ θ − s).

Multiplicamos essa igualdade por eCbt e tomando a norma em H1
0 (Ω), obtemos

eCbt‖u(t+ θ)‖2
H1

0 (Ω) = eCbt‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω) (4.35)

mas,

eCbt‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω) ≤ sup
θ∈[−h,s−t]

eCbt‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω).

Note que,

−h ≤ θ ≤ s− t⇔ t− h ≤ t+ θ ≤ s

assim, t− h ≤ s⇒ t ≤ s+ h, neste caso, eCbt ≤ eCb(s+h).

Desta forma,

sup
θ∈[−h,s−t]

eCbt‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω) ≤ sup
θ∈[−h,s−t]

eCb(s+h)‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω)

≤ sup
θ∈[−h,0]

eCb(s+h)‖φ(θ)‖2
H1

0 (Ω) = eCb(s+h)‖φ‖2
CH

então,

eCbt‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω) ≤ eCb(s+h)‖φ‖2
CH
. (4.36)

Agora, se considerarmos t > s+ h e θ ∈ [s− t, 0], então s− t ≤ θ ⇔ s ≤ t+ θ e assim

eCbt‖u(t+ θ)‖2
H1

0 (Ω) ≤ sup
θ∈[−h,s−t]

[
3

b
eCbt

(
bKλ1

6

+
K̃δ

Cb

)
+

3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
+

3

b
Cλ1C(R)eCbh

∫ t+θ

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr +

3

b
Cλ1e

Cbh

∫ t+θ

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

]
.
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Logo, usando (4.36), (4.37) e (4.35), segue que

eCbt‖u(t+ θ)‖2
H1

0 (Ω) ≤ máx

{
eCb(s+h)‖φ‖2

CH
, sup
θ∈[−h,s−t]

[
3

b
eCbt

(
bKλ1

6

+
K̃δ

Cb

)
+

3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + bKδ2

)
+

3

b
Cλ1C(R)eCbh

∫ t+θ

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr

+
3

b
Cλ1e

Cbh

∫ t+θ

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

]}
.

Como

sup
θ∈[s−t,0]

(∫ t+θ

s

eCbr‖ur‖2
CH
dr+

∫ t+θ

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

)
≤∫ t

s

eCbr‖ur‖2
CH
dr +

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr,

obtemos

b

3
eCbt‖ut‖2

CH
≤ eCbt

(
bKλ1

6

+
K̃δ

Cb

)
+ eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
+ Cλ1C(R)eCbh

∫ t

s

eCbr‖ur‖2
L2(Ω)dr + Cλ1e

Cbh

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr.

Assumindo

C(R) <
bCb

3Cλ1e
Cbh

(4.37)

e chamando β =
3

b
Cλ1C(R)eCbh, temos β < Cb. Defina

α(t) =
3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
+

3

b
Cλ1e

Cbh

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr+

3

b
eCbt

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)
.

Assim,

eCbt‖ut‖2
CH
≤ α(t) +

∫ t

s

βeCbr‖ur‖2
CH
dr

aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos

eCbt‖ut‖2
CH
≤ α(t) + β

∫ t

s

α(r)eβ(t−r)dr. (4.38)

Agora, estudemos as seguintes integrais:
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(a)

β

∫ t

s

3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
eβ(t−r)dr =

=
3β

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
eβt
(
e−βr

−β

) ∣∣∣∣∣
t

s

=
3β

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
eβt

×
(
e−βt

−β
− e−βs

−β

)
= −3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
+

+
3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
eβ(t−s)

≤ 3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
eβ(t−s).

(b) β

∫ t

s

3

b
Cλ1e

Cbh

(∫ r

s

eCbτ‖f(τ, 0)‖2
L2(Ω)dτ

)
eβt−βrdr

Para isto, vamos fazer uma mudança na ordem de integração e obteremos,

t∫
s

r∫
s

eCbτ ‖f(τ, 0)‖2
L2(Ω) dτe

−βrdr =

t∫
s

 t∫
τ

e−βrdr

 eCbτ ‖f(τ, 0)‖2
L2(Ω) dτ

=

t∫
s

(
−e
−βt

β
+
e−βτ

β

)
eCbτ ‖f(τ, 0)‖2

L2(Ω) dτ

≤ 1

β

t∫
s

e−βτeCbτ ‖f(τ, 0)‖2
L2(Ω) dτ.

Desta forma,

β

∫ t

s

3

b
Cλ1e

Cbh

(∫ r

s

eCbτ‖f(τ, 0)‖2
L2(Ω)dτ

)
e(βt−βr)dr

≤ 3

b
Cλ1e

(Cbh+βt)

t∫
s

e(Cb−β)r ‖f(r, 0)‖2
L2(Ω) dr.

(c)

β

∫ t

s

3

b
eCbt

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)
eβte−βrdr = β

3

b
eCbr

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
e(Cb−β)r

Cb − β

) ∣∣∣∣∣
t

s

= β
3

b
eCbt

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1

Cb − β

)(
e(Cb−β)t − e(Cb−β)s

)
≤ β

3

b
eCbt

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1

Cb − β

)
.
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Obtemos, através de (a), (b) e (c), a seguinte estimativa

β

∫ t

s

α(r)eβ(t−r)dr ≤ 3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
eβ(t−s)

+
3

b
Cλ1e

(Cbh+βt)

∫ t

s

e(Cb−β)r‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

+ β
3

b
eCbt

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1

Cb − β

)
.

Portanto, (4.38) se reduz a

‖ut‖2
CH
≤ e−Cbtα(t) +

3

b
eCbhe(Cb−β)(s−t)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
+

3

b
Cλ1e

(Cbh−(Cb−β)t)

∫ t

s

e(Cb−β)r‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr

+ β
3

b

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1

Cb − β

)
.

(4.39)

Assumindo que existe η0 > 0 tal que, para qualquer η ∈ [0, η0],∫ t

−∞
eηr‖f(r, 0)‖2

L2(Ω)dr <∞

e ainda, fazendo s→ −∞, nas seguintes expressões, obtemos

(d)

lim
s→−∞

e−Cbt

(
3

b
eCb(s+h)

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
+

3

b
Cλ1e

Cbh

∫ t

s

eCbr‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr+

+
3

b
eCbt

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

))

=
3

b
e−CbtCλ1e

Cbh

∫ t

−∞
eCbr‖f(r, 0)‖2

L2(Ω)dr +
3

b

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)

(e)

lim
s→−∞

β
3

b

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1

Cb − β

)
= β

3

b

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1

Cb − β

)
(f)

lim
s→−∞

3

b
eCbh

e(Cb−β)s

e(Cb−β)t

(
C̃b‖φ‖2

CH
+ bKδ2

)
= 0

(g)

lim
s→−∞

3

b
Cλ1e

(Cbh−(Cb−β)t)

∫ t

s

e(Cb−β)r‖f(r, 0)‖2
L2(Ω)dr =

3

b
Cλ1e

(Cbh−(Cb−β)t)

×
∫ t

−∞
e(Cb−β)r‖f(r, 0)‖2

L2(Ω)dr
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Deste modo, utilizando as estimativas (d), (e), (f) e (g) e fazendo s → −∞ em (4.39),
obtemos

‖u‖2
CH
−→ l(t) quando s −→ −∞ (4.40)

sendo, l(t) definida por

l(t) =
3

b

(
K̃b

Cb
+ bKλ1

6

)(
1 +

β

Cb − β

)
+

3

b
Cλ1e

Cb(h−t)
(∫ t

−∞
eCbr‖f(r, 0)‖2

L2(Ω)dr +

+ eβt
∫ t

−∞
e(Cb−β)r‖f(r, 0)‖2

L2(Ω)dr

)
.

Observe que a função l(t) não explode em tempo finito. Portanto, temos a existência
global de qualquer solução u(t, s;φ) de (4.1), isto é, para cada φ ∈ CH , u(t, s;φ) ∈ C([s −
h,+∞), H1

0 (Ω)) no Teorema 4.1.1. E ainda, nas próximas seções iremos justificar utilizando a

convergência de ‖u‖2
CH

s→−∞−→ l(t), que as soluções para o problema geram um sistema dinâmico
não-autônomo, e que existe uma famı́lia de subconjuntos fechados

{ BCH (0, l
1
2 (t)) : t ∈ R }

a qual atrai pullback subconjuntos limitados de CH .

Também precisaremos da dependência cont́ınua dos dados iniciais.

Proposição 4.2.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.1.1, qualquer solução u(t, s;φ) de (4.1) é
cont́ınua com respeito aos dados iniciais φ ∈ CH . Mais precisamente, se ui, para i = 1, 2 são as
soluções correspondentes aos dados iniciais φi ∈ CH , i = 1, 2; a seguinte estimativa é satisfeita

‖u1
t − u2

t‖CH ≤ ‖φ1 − φ2‖CHe(a+Lg(R)+C(R))t

para todo t ∈ [s, T ), sendo R ≥ 0 dado por R = máx (2‖φ1‖CH , 2‖φ2‖CH ).

Demonstração. Sejam ui, para i = 1, 2 as soluções correspondentes para os dados iniciais
φi ∈ CH , i = 1, 2 no intervalo [s− h, T ) para um fixado T > s. Então temos

u1(t)− u2(t) = φ1(0)− φ2(0) +

∫ t

s

h(r, u1
r)− h(r, u2

r)dr

para t ∈ (s, T ).

Levando em consideração as seguintes hipóteses: que f é cont́ınua em t e localmente
Lipschitz na segunda variável; a limitação das funções no espaço XT

φ ; que ‖Ã(t)‖L(H1
0 (Ω)) ≤ a e

que B(t) ◦ g é localmente Lipschitz em H1
0 (Ω), obtemos

‖u1(t)− u2(t)‖H1
0 (Ω) ≤ ‖φ1(0)− φ2(0)‖H1

0 (Ω) + (a+ Lg(R) + C(R))

∫ t

s

‖u1
r − u2

r‖CHdr

para t ∈ (s− h, T ) e R = máx {2‖φ1‖CH , 2‖φ2‖CH},
Deste modo, substituindo t por t + θ com θ ∈ [−h, 0] e tomando o supremo em θ, segue

que

‖u1(t)− u2(t)‖CH ≤ ‖φ1(0)− φ2(0)‖CH + (a+ Lg(R) + C(R))

∫ t

s

‖u1
r − u2

r‖CHdr

para t ∈ (s, T ) e aplicando a Desigualdade de Gronwall, temos

‖u1(t)− u2(t)‖CH ≤ ‖φ1(0)− φ2(0)‖CHe(a+Lg(R)+C(R))(t−s).
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4.3 Resultados abstratos da teoria de atratores

Vamos relembrar agora alguns resultados abstratos da teoria de atratores pullback, os
quais já foram abordados no Caṕıtulo 4, porém iremos mudar a notação para nos adequarmos
a referência que esta sendo estudado, [5]. Lembrando que os resultados enunciados a seguir
foram obtidos de [8].

Considere um dado espaço métrico (X, dX). Para A e B subconjuntos de X, seja
dist(A,B) a notação para a semi-distância de Hausdorff entre A e B definida por

dist(A,B) = sup
a∈A

(
inf
b∈B

dX(a, b)

)
.

Definição 25. Um processo de evolução em um espaço métrico (X, dX) é uma famı́lia de
aplicações cont́ınuas {S(t, s) : t ≥ s} de X nele mesmo com as seguintes propriedades:

(i) S(t, t) = I, para todo t ∈ R;

(ii) S(t, s) = S(t, τ)S(τ, s), para todo t ≥ τ ≥ s;

(iii) {(t, s) ∈ R2 : t ≥ s } ×X 3 (t, s;x) 7−→ S(t, s)x ∈ X é cont́ınua.

Denotemos por P(X) a famı́lia de todos os subconjuntos não vazios de X e considere a
famı́lia de conjuntos não vazios

D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} ⊂ P(X).

Observe que não foi necessária qualquer condição adicional nesses conjuntos, como
compacidade ou limitação. Seja D uma classe não vazia de famı́lias parametrizadas no tempo

D̂ = {D(t) : t ∈ R} ⊂ P(X).

A classe D será chamada de universo em P(X).

Definição 26. A famı́lia D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} ⊂ P(X) é chamada de pullback D-absorvente

para o processo {S(t, s) : t ≥ s} em X se, para qualquer t ∈ R e qualquer D̂ ∈ D, existe um

s0(t, D̂) ≤ t tal que

S(t, s)D(s) ⊂ D0(t) , ∀s ≤ s0(t, D̂).

Definição 27. A famı́lia AD = {AD(t) : t ∈ R} é um D-pullback atrator para o processo
{S(t, s) : t ≥ s} em X se:

(i) para qualquer t ∈ R, o conjunto AD(t) é não-vazio e compacto em X;

(ii) AD é pullback D-atráıdo, ou seja,

lim
s→−∞

dist(S(t, s)D(s),AD(t)) = 0

para todo D̂ ∈ D e t ∈ R;

(iii) AD é invariante, isto é,
S(t, s)AD(s) = AD(t) ∀s ≤ t.
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A famı́lia AD é minimal no seguinte sentido, se Ĉ = {C(t) : t ∈ R } ⊂ P(X) é uma

famı́lia de conjuntos fechados tal que para qualquer D̂ = {D(t) : t ∈ R } ∈ D,

lim
s→−∞

distX(S(t, s)D(s), C(t)) = 0,

então AD(t) ⊂ C(t).

Definição 28. Dada uma famı́lia parametrizada em relação ao tempo, D̂ = {D(t) : t ∈ R } ⊂
P(X), dizemos que o processo {S(t, s) : t ≥ s} em X é D̂-assintoticamente compacto se, para
qualquer t ∈ R e qualquer sequência {sn}n∈N ⊂ (−∞, t] e {xn}n∈N ⊂ X limitada, satisfazendo
sn → −∞ e xn ∈ D(sn), para todo n, a sequência {S(t, sn)xn} é relativamente compacta em
X.

Definição 29. Um processo {S(t, s) : t ≥ s} em X é pullback fortemente limitado, se para
cada t ∈ R e para cada subconjunto limitado D de X,⋃

s≤t

⋃
τ≤s

S(s, τ)D

é limitado.

Definição 30. Um processo {S(t, s) : t ≥ s} em X é chamado de pullback D-assintoticamente

compacto se o processo é D̂-assintoticamente compacto para qualquer D̂ ∈ D.

Denotamos por

ω(D̂0, t) :=
⋂
s≤t

⋃
τ≤s

S(t, τ)D0(τ)X para todo t ∈ R

a generalização natural para o conjunto ω-limite no sentido pullback, temos o seguinte resultado
em relação à existência de atratores pullback.

Teorema 4.3.1. Considere o processo {S(t, s) : t ≥ s} em X, um universo D em P(X) e uma

famı́lia D̂0 = {D0(t) : t ∈ R } ⊂ P(X) a qual é D-pullback absorvente e assuma também que

o processo é pullback D̂0-assintoticamente compacto. Então, a famı́lia AD = {AD(t) : t ∈ R }
definida por

AD(t) =
⋃
D̂∈D

ω(D̂, t)X , t ∈ R

é o D-pullback atrator.

4.4 Existência do atrator pullback

Devido aos resultados anteriores, poderemos construir um sistema dinâmico não
autônomo. Mais precisamente, iremos construir um processo S : CH → CH associado à (4.1) e
provaremos a existência de um atrator pullback para tal processo.

Assumindo as hipóteses (4.2), (4.3) e (4.4), com f(t, 0) = 0, para todo t ∈ R e suponha
que C(R) satisfaz (4.37). Para cada φ ∈ CH e s ∈ R, pelo Teorema 4.1.1 e pelas estimativas
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da seção de Solução Global garantimos a existência de solução global u(·, s;φ) para a equação
(4.1). Assim, definimos a famı́lia de aplicações S(t, s) em CH por

S(t, s)φ = ut(·, s;φ), ∀ t ≥ s. (4.41)

De acordo com os resultados anteriores, podemos mostrar que S(·, ·) é um processo de
evolução. De fato, suponha φ ∈ CH e θ ∈ [−h, 0], devem ser satisfeitas as seguintes condições

(i) S(t, t) = I:

Temos
S(t, t)φ(θ) = ut(θ, t;φ) = u(t+ θ, t;φ) = φ(t+ θ − t) = φ(θ)

logo, S(t, t)φ(θ) = φ(θ). Ou seja, S(t, t) = I, desde que φ(θ) 6≡ 0.

(ii) S(t, r)S(r, s) = S(t, s), para todo t ≥ r ≥ s:

S(t, r) [S(r, s)φ(θ)] = S(t, r)[ur(θ, s;φ)] = S(t, r)[u(r + θ, s;φ)] = S(t, r)[φ(r + θ − s)]
= ut(r + θ − s, r;φ) = u(t+ r + θ − s, r;φ) = φ(t+ r + θ − s− r)
= φ(t+ θ − s) = u(t+ θ, s;φ) = ut(θ, s;φ) = S(t, s)φ(θ)

portanto, S(t, r)[S(r, s)φ(θ)] = S(t, s)φ(θ). Mas pela unicidade da solução,
S(t, r)S(r, s) = S(t, s).

(iii) {(t, s) ∈ R2 : t ≥ s} × CH 3 (t, s, x) 7−→ S(t, s)x ∈ CH é uma aplicação cont́ınua:

Note que pela dependência cont́ınua dos dados iniciais, temos que a função (t, s) 7→
S(t, s)φ é cont́ınua.

Portanto, S(·, ·) definido por (4.41) é um processo de evolução. Podemos escrever

S(t, s)φ(θ) = ut(θ, s;φ) = u(t+ θ, s;φ)

= T (t+ θ, s)φ(0) +

t+θ∫
s

T (t+ θ, τ)f̃(τ, uτ )dτ +

t+θ∫
s

T (t+ θ, τ)g̃(τ, u)dτ (4.42)

para todo t ≥ s e θ ∈ [−h, 0], sendo T (t, s) o processo de evolução associada a (4.1) considerando
f = 0 e g = 0.

Nosso universo, neste caso, é o universo Db de todas as famı́lias com união limitada, isto
é, a famı́lia {D(t) : t ∈ R} está em Db se, e somente se,

⋃
{D(t) : t ∈ R} é limitado em CH .

Levando isto em consideração, assumindo que f(t, 0) = 0 para todo t ∈ R e pelas
estimativas feitas na Seção de Solução Global, temos, por (4.40),

‖ut‖2
CH

s→−∞−→ l(t)

ou seja,

‖ut‖CH
s→−∞−→ [l(t)]1/2. (4.43)

Com isto, se definirmos a famı́lia de subconjuntos fechados
{
BCH (0, l(t)1/2) : t ∈ R

}
ela irá

atrair-pullback subconjuntos limitados de CH . De fato, considere E um subconjunto limitado
de CH , isto é, E = {φi ∈ CH : ‖φi‖CH ≤ e, com e > 0}, assim, temos para t ≥ s

ut(·, s;φi) −→ [l(t)]1/2 quando s −→ −∞
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ou seja,
lim

s→−∞
distH

(
ut(·, s;φi), BCH

(
0, l(t)1/2

))
= 0

mas,
ut(·, s;φi) = S(t, s)φi

assim,
lim

s→−∞
distH

(
S(t, s)φi, BCH

(
0, l(t)1/2

))
= 0.

Portanto,
{
BCH (0, l(t)1/2) : t ∈ R

}
é um famı́lia de subconjuntos fechados que atrai-

pullback subconjuntos limitados de CH .

Note que a famı́lia
B̂0 = {B0(t) : t ∈ R}

onde B0(t) = BCH (0, l(t)1/2), para todo t ∈ R, é uma famı́lia Db-absorvente em Db, pois como
vale (4.43) então, para qualquer t ∈ R, e dado ε > 0, existe s0(t) ≤ t tal que∣∣‖ut‖CH − l(t)1/2

∣∣ < ε, ∀s < s0(t)

o que implica
‖ut‖CH < l(t)1/2 + ε, ∀s < s0(t)

pela arbitrariedade de ε, temos

‖ut‖CH ≤ l(t)1/2, ∀s ≤ s0(t).

Obtemos que se φ ∈ D, com D um subconjunto limitado de CH , então

ut(·, s;φ) ∈ BCH (0, l(t)1/2), ∀φ ∈ D

ou seja,
S(t, s)D ⊂ BCH (0, l(t)1/2), ∀s ≤ s0(t)

provando que
{
B̂0(t)

}
t∈R

é uma famı́lia Db-absorvente.

Para provar a existência de atrator pullback para nosso problema vamos aplicar o Teorema
4.3.1, para isso precisaremos do seguinte resultado como principal ferramenta, cuja prova será
omitida pois é uma simples adaptação da prova do Teorema 3.2.6.

Teorema 4.4.1. Seja {S(t, s) : t ≥ s} um processo dado em (4.42) S(t, s) = T (t, s) + U(t, s),
com U(t, s) compacto e suponha que existe uma função não crescente k : R+ × R+ → R com
k(σ, r) → 0 quando σ → +∞, e para todo s ≤ t e x ∈ CH com ‖x‖CH ≤ r, ‖T (t, s)‖CH ≤
k(t− s, r). Então, {S(t, s) : t ≥ s} é Db-pullback assintoticamente compacto.

Proposição 4.4.1. O processo {S(t, s) : t ≥ s} dado em (4.42) é Db-pullback fortemente
limitado.

Demonstração. Precisamos mostrar que para cada t ∈ R e para cada conjunto limitado B do
espaço X, ⋃

s≤t

⋃
τ≤s

S(s, τ)B (4.44)

é limitado.
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Consideremos assim, B um conjunto limitado, então existe R > 0 tal que B ⊂
B(0, R). Mas como existe a famı́lia de subconjuntos fechados {B(0, l

1
2 (t))} que atrai pullback

subconjuntos limitados de CH , temos

‖u(t, s;φ)‖CH ≤ l(t)1/2

então,

sup { ‖u(t, s;φ)‖CH , t ∈ [s, s0(t)) } ≤ l(t)1/2.

Assim, para cada t, τ ∈ R, com τ ≤ t temos

S(t, s)B ⊂ B
(
0, l(t)1/2

)
, ∀s ∈ R, s ≤ τ

isto é, ⋃
s≤τ

S(t, s)B ⊂ B
(
0, l(t)1/2

)
.

Mas este resultado é válido para cada τ ≤ t, então conclúımos que⋃
s≤t

⋃
τ≤s

S(s, τ)B ⊂ B
(
0, l(t)1/2

)
ou seja, (4.44) é limitado.

Proposição 4.4.2. O processo {S(t, s) : t ≥ s} dado em (4.42) é Db-pullback assintoticamente
compacto.

Demonstração. Para isto, queremos que o processo {S(t, s) : t ≥ s} satisfaça as hipóteses do
Teorema 4.4.1, assim por um lado precisamos provar que

T (t+ θ, s)φ(0) +

∫ t+θ

s

T (t+ θ, τ)f̃(τ, uτ )dτ

tende a zero exponencialmente em CH quando s → −∞. Com efeito, T (t, s) é a solução da
equação (4.1) para f = g = 0. Defina o seguinte funcional de energia para qualquer b0 > 0

Lb0(ϕ) =
1

2

(
‖ϕ‖2

L2(Ω) + b0‖ϕ‖2
H1

0 (Ω)

)
.

Note que,

Lb0(ϕ) =
1

2
‖ϕ‖2

L2(Ω) +
b0

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) ≥

b0

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω)

e

Lb0(ϕ) =
1

2
‖ϕ‖2

L2(Ω) +
b0

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) ≤

1

2λ1

‖ϕ‖2
H1

0 (Ω) +
b0

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω)

logo,

b0

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) ≤ Lb0(ϕ) ≤

(
1

2λ1

+
b0

2

)
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω).
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Aplicando o funcional de energia em u(t, s;φ), sendo esta a solução da equação homogênea
associada à (4.1), e derivando em relação a t, temos

d

dt
(Lb0(u)) =

1

2

[
d

dt

(
‖u‖2

L2(Ω)

)
+ b0

(
d

dt
‖u‖2

H1
0 (Ω)

)]
=

1

2

[
d

dt

(
〈u, u〉L2(Ω)

)
+ b0

d

dt

(
〈∇u,∇u〉L2(Ω)

)]
=

1

2

(
2

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ 2b0

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

)

=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b0

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

.

(4.45)

Substituindo a equação homogênea e utilizando as desigualdades de Hölder e de Poincaré,
temos 〈

u, γ(t)∆
∂u

∂t
+ ∆u

〉
L2(Ω)

= γ(t)

〈
u,∆

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ 〈u,∆u〉L2(Ω)

= −γ(t)

∫
Ω

∇u∇∂u
∂t
−
∫

Ω

∇u∇u

≤ γ1
ε1
2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

γ1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− ‖u‖2
H1

0 (Ω)

≤
(
γ1
ε1

2
− 1
)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

γ1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

, ∀ ε1 > 0.

Além disso, como

b0

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= b0

〈
−∂u
∂t

+ γ(t)∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= −b0

〈
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b0γ(t)

〈
∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

≤ −b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

− b0γ0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

obtemos

d

dt
(Lb0(u)) ≤

(
γ1
ε1

2
− 1
)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
γ1

2ε1

− b0γ0

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
(
γ1
ε1

2
− 1
)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
γ1

2ε1

− b0γ1

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

para todo ε1 > 0. Considere então ε1 =
γ1

2b0γ0

e b0 >
γ2

1

4γ0

, assim

d

dt
(Lb0(u)) ≤

(
γ2

1

4b0γ0

− 1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω).
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Observe que pela escolha de b0, temos

(
γ2

1

4b0γ0

− 1

)
< 0. Seja c > 0 tal que

c = −
(

γ2
1

4b0γ0

− 1

)
. Então,

d

dt
(Lb0(u)) ≤ −c‖u‖2

H1
0 (Ω).

Consequentemente,

−c
(

2λ1

1 + b0λ1

)
Lb0(u) ≥ −c‖u‖2

H1
0 (Ω)

logo,
d

dt
(Lb0(u)) ≤ − 2cλ1

(1 + b0λ1)
Lb0(u).

Seja,

Dλ1 =
2cλ1

2(1 + b0λ1)

temos
d

dt
(Lb0(u)) ≤ −Dλ1Lb0(u) ⇔

d
dt
Lb0(u)

Lb0(u)
≤ −Dλ1 .

Integrando de s até t, obtemos∫ t

s

d
dt
Lb0(u)

Lb0(u)
dr ≤ −

∫ t

s

Dλ1dr

e, portanto
ln(Lb0(u(t, s;φ)))− ln(Lb0(u(s, s;φ))) ≤ −Dλ1(t− s).

Disto, segue que,

ln

(
Lb0(u(t, s;φ))

Lb0(φ(0))

)
≤ −Dλ1(t− s)

ou seja
Lb0(u(t, s;φ)) ≤ Lb0(φ(0))e−Dλ1 (t−s).

Então

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤
2

b0

Lb0(u(t, s;φ)) ≤ 2

b0

Lb0(φ(0))e−Dλ1 (t−s)

chamando K = 2
b0
Lb0(φ(0)),

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤ Ke−Dλ1 (t−s)

mas, neste caso, u é a solução para o problema homogêneo, assim

‖T (t, s)‖2
H1

0 (Ω ≤ Ke−Dλ1 (t−s).

Tome K0 = K1/2 e D0 =
Dλ1

2
, para obter

‖T (t+ θ, s)‖H1
0 (Ω) ≤ K0e

−D0(t+θ−s)

provando que quando s→ −∞ temos que T (t, s) tende a zero exponencialmente.
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Agora, considere a equação (4.1) com g = 0 e f 6= 0, levando em consideração que
f(t, 0) = 0, para todo t ≥ s, então a solução para o problema é dada por

T̂ (t+ θ, s) = T (t+ θ, s)φ(0) +

∫ t+θ

s

T (t+ θ, τ)f̃(τ, uτ )dτ.

Para b1 > 0 e ϕ ∈ H1
0 (Ω), defina o seguinte funcional de energia

Lb1(ϕ) =
1

2

(
‖ϕ‖2

L2(Ω) + b1‖ϕ‖2
H1

0 (Ω)

)
.

Observe que o funcional Lb1 se comporta como o funcional Lb0 , então

b1

2
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω) ≤ Lb1(ϕ) ≤

(
1

2λ1

+
b1

2

)
‖ϕ‖2

H1
0 (Ω).

Assim, substituindo ϕ por u(t, s;φ) sendo esta a solução da equação (4.1) com g = 0 e
derivando em relação a t, obtemos o mesmo que na equação (4.45) apenas substituindo b0 por
b1.

Agora, substituindo a equação em
∂u

∂t
, temos〈

u, γ(t)∆
∂u

∂t
+ ∆u+ f(t, ut)

〉
L2(Ω)

= γ(t)

〈
u,∆

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ 〈u,∆u〉L2(Ω) + 〈u, f(t, ut)〉L2(Ω)

= −γ(t)

(∫
Ω

∇u∇∂u
∂t

)
−
∫

Ω

∇u∇u+

∫
Ω

uf(t, ut).

E, utilizando a expressão −∆u = −∂u
∂t

+ γ(t)∆
∂u

∂t
+ f(t, ut), obtemos

b1

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= b1

〈
−∂u
∂t

+ γ(t)∆
∂u

∂t
+ f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

= −b1

〈
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b1γ(t)

〈
∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b1

〈
f(t, ut),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

.

Estudando cada parcela dessa igualdade e usando as desigualdades de Poincaré e de
Young, obtemos

d

dt
(Lb1(u)) ≤ −

(
1− γ1ε1

2
− ε2

2λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
1

2ε2

+
b1

2ε3

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω)

+

(
γ1

2ε1

− b1γ0 +
b1ε3

2λ1

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− b
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ −
(

1− γ1ε1

2
− ε2

2λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
1

2ε2

+
b1

2ε3

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω)

+

(
γ1

2ε1

− b1γ0 +
b1ε3

2λ1

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

para todo ε1, ε2, ε3 > 0. Considere, ε1 = 1
2γ1
, ε2 = λ1

2
, ε3 = 2λ1

(
γ0 − γ21

b1

)
e b1 >

γ21
γ0

,

assim
d

dt
(Lb1(u)) ≤ −1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
4(γ0b1 − γ2

1) + b2
1

4λ1(γ0b1 − γ2
1)

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω).
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Como
−λ1

1 + 2λ1

Lb1(u) ≥ −1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω),

segue que

d

dt
(Lb1(u)) ≤ −λ1

1 + 2λ1

Lb1(u) +

(
4(γ0b1 − γ2

1) + b2
1

4λ1(γ0b1 − γ2
1)

)
‖f(t, ut)‖2

L2(Ω).

Sejam C0 =
λ1

1 + 2λ1

e Cγ1 =

(
4(γ0b1 − γ2

1) + b2
1

4λ1(γ0b1 − γ2
1)

)
. Podemos reescrever a desigualdade

acima como
d

dt
(Lb1(u)) ≤ −C0Lb1(u) + Cγ1‖f(t, ut)‖2

L2(Ω).

Note que

d

dt

(
eC0tLb1(u)

)
= C0e

C0tLb1(u) + eC0t

(
d

dt
Lb1(u)

)
≤ C0e

C0tLb1(u) + eC0t
(
−C0Lb1(u) + Cγ1‖f(t, ut)‖2

L2(Ω)

)
= eC0tCγ1‖f(t, ut)‖2

L2(Ω).

Integrando de s a t, temos∫ t

s

[
d

dt

(
eC0tLb1(u)

)]
dr ≤

∫ t

s

(
eC0rCγ1‖f(r, ur)‖2

L2(Ω)

)
dr

logo,

eC0tLb1(u(t)) ≤ eC0sLb1(φ(0)) + Cγ1C(R)

∫ t

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr.

Lembre que

eC0tLb1(u(t)) ≥ b

2
eC0t‖u‖2

H1
0 (Ω),

e, portanto

b

2
eC0t‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eC0tLb1(u(t)) ≤ eC0sLb1(φ(0)) + Cγ1C(R)

∫ t

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr,

o que implica

b

2
eC0t‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eC0sLb1(φ(0)) + Cγ1C(R)

∫ t

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr.

Note que

eC0sLb1(φ(0)) ≤
(

1 + b1λ1

2λ1

)
‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) e

C0s,

logo se C̃0 =
1 + bλ1

2λ1

, temos

eC0sLb1(φ(0)) ≤ C̃0 e
C0s‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω),
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ou seja
b

2
eC0t‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eC0sC̃0‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + Cγ1C(R)

∫ t

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr.

Substituindo t por t+ θ, com θ ∈ [−h, 0], temos

b

2
eC0(t+θ)‖u(t+ θ)‖2

H1
0 (Ω) ≤ eC0sC̃0‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + Cγ1C(R)

∫ t+θ

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr

agora multiplicando a desigualdade acima por e−θC0 (−θ ∈ [0, h]), temos

b

2
eC0t‖u(t+ θ)‖2

H1
0 (Ω) ≤ eC0(s−θ)C̃0‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) + Cγ1C(R)e−C0θ

∫ t+θ

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr

≤ eC0(s+h)C̃0‖φ(0)‖2
H1

0 (Ω) + Cγ1C(R)eC0h

∫ t+θ

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr.

Observe que se t > s e θ ∈ [−h, s− t], então

u(t+ θ) = φ(t+ θ − s)

assim,
eC0tu(t+ θ) = eC0tφ(t+ θ − s)

o que implica
eC0t‖u(t+ θ)‖2

H1
0 (Ω) = eC0t‖φ(t+ θ − s)‖2

H1
0 (Ω).

Logo
eC0t‖φ(t+ θ − s)‖2

H1
0 (Ω) ≤ sup

θ∈[−h,s−t]
eC0t‖φ(t+ θ − s)‖2

H1
0 (Ω).

Note que −h ≤ θ ≤ s− t⇔ t− h ≤ t+ θ ≤ s, deste modo t− h ≤ s⇒ t ≤ s+ h. Neste
caso, eCbt ≤ eCb(s+h) e portanto

eC0t‖u(t+ θ)‖2
H1

0 (Ω) ≤ sup
θ∈[−h,s−t]

eC0t‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω)

≤ sup
θ∈[−h,s−t]

eC0(s+h)‖φ(t+ θ − s)‖2
H1

0 (Ω)

≤ sup
θ∈[−h,0]

eC0(s+h)‖φ(θ)‖2
H1

0 (Ω) = eC0(s+h)‖φ‖2
CH
,

ou seja
eC0t‖φ(t+ θ − s)‖2

H1
0 (Ω) ≤ eC0(s+h)‖φ‖2

CH
.

Agora, se considerarmos t > s+ h e θ ∈ [s− t, 0], então s− t ≤ θ ⇔ s ≤ t+ θ. Logo,

eC0t‖u(t+θ)‖2
H1

0 (Ω) ≤ sup
θ∈[−h,s−t]

(
2

b
eC0(s+h)C̃0‖φ(0)‖2

H1
0 (Ω) +

2

b
Cγ1C(R)eC0h

∫ t+θ

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr

)
.

Então

eC0t‖u(t+ θ)‖2
H1

0 (Ω) ≤ máx

{
eC0(s+h)‖φ‖2

CH
, sup
θ∈[−h,s−t]

[
2

b
C̃0e

C0(s+h)‖φ(0)‖2
H1

0 (Ω)

+
2

b1

Cγ1C(R)eC0h

∫ t+θ

s

eC0r‖ur‖2
L2(Ω)dr

]}
.
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Segue que

b1

2
eC0t‖ut‖2

CH
≤ C̃0e

C0(s+h)‖φ‖2
CH) + Cγ1C(R)eC0h

∫ t

s

eC0r‖ur‖2
CH
dr.

Assuma que

C(R) <
b1C0

2Cγ1e
C0h

e tome α1 =
2

b1

C̃0‖φ‖2
CH
eC0(s+h) e β =

2

b1

Cγ1C(R)eC0h. Segue que β < C0.

Assim,

eC0t‖ut‖2
CH
≤ α1 +

∫ t

s

βeC0r‖ur‖2
CH
dr

e, aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos

eC0t‖ut‖2
CH
≤ α1 + βα1

∫ t

s

eβ(t−r)dr = α1 + βα1e
βt

(
−e
−rβ

β

) ∣∣∣∣∣
t

s

= α1 + α1e
βt
(
−e−tβ + e−sβ

)
= α1e

β(t−s)

logo,

‖ut‖2
CH
≤ e−C0t

2

b1

C̃0‖φ‖2
CH
eC0(s+h)eβ(t−s).

Assim,

‖ut‖2
CH
≤ 2

b1

C̃0‖φ‖2
CH
eC0he(β−C0)te(C0−β)s

denotando,

K =

(
2

b1

C̃0‖φ‖2
CH
eC0h

)1/2

e α2 =
C0 − β

2

segue que
‖T̂ (t+ θ, s)‖CH ≤ Keα2(t−s).

Isto prova que T̂ (t+ θ, s) tende a zero exponencialmente quando s→ −∞.

Por outro lado, precisamos mostrar que U(t, s)D é compacto, onde U(t, s) : CH → CH é
definido por

(U(t, s)φ)(θ) =

∫ t+θ

s

T (t+ θ, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ.

Para isto, é suficiente provar que para qualquer subconjunto limitado D ⊂ CH e qualquer
T ≥ s, U(t, s)D é pré-compacto em CH . Para este fim, utilizaremos o Teorema de Arzelá-Ascoli
como ferramenta, então devemos checar as seguintes condições:

(i) U(t, s)D é limitado, para todo t ≥ s;

(ii) Para cada θ ∈ [−h, 0], ⋃
φ∈D

(U(t, s)φ)(θ)

é um subconjunto compacto de H1
0 (Ω);
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(iii) O conjunto U(t, s)D deve ser equicont́ınuo, isto é, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que
se |θ1 − θ2| ≤ δ, então

|(U(t, s)φ)(θ1)− (U(t, s)φ)(θ2)| ≤ ε

para todo t ≥ s e φ ∈ D.

A afirmação (i) segue das estimativas obtidas na prova da existência de um famı́lia
absorvente.

Para provar a afirmação (ii) usaremos que

ρ <
n+ 2

n− 2
e qualquer η > 0 tal que

ρ(n− 2)− n
2

< η < 1,

e, portanto temos a seguinte cadeia

H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 (Ω)

g−→ L
2n
n+2η (Ω) ↪→ H−η b H−1 B(t)−→ H1

0 (Ω). (4.46)

Com efeito, vamos estudar cada uma dessas inclusões e aplicações:

(a) H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2

(b) Note que utilizando g : H1
0 (Ω) → H−1 e H1

0 (Ω) ↪→ L
2n
n−2 , temos que se u ∈ L

2n
n−2 então

u
2n
n−2 ∈ L1. Com isso,

(uρ)
2n

(n−2)ρ ∈ L1 ⇐⇒ uρ ∈ L
2n

(n−2)ρ .

Queremos determinar para qual p, temos a seguinte cadeia de inclusão

L
2n

(n−2)ρ ↪→ Lp ↪→ H−η ↪→ H−1

mas, Lp ↪→ H−η ⇔ Hη ↪→ Lp
∗
, assim η − n

2
≥ − n

p∗
⇔ 2η−n

2
≥ − n

p∗
⇔ p∗ ≤ 2n

−2η+n
. Sendo

p∗ o conjugado de p, isto é,

1

p
+

1

p∗
= 1⇐⇒ 1

p
= 1−

(
−2η + n

2n

)
⇐⇒ 1

p
=
n+ 2η

2n
.

Logo,

L
2n
n+2η ↪→ H−η.

Devemos ter ainda
L

2n
(n−2)ρ ↪→ L

2n
n+2η ,

porém, isto é válido pois,

(n− 2)ρ− n
2

< η < 1⇔ (n− 2)ρ− n < 2η ⇔ (n− 2)ρ ≤ n+ 2η

⇔ (n− 2)ρ

2n
≤ n+ 2η

2n
⇔ −n(n− 2)ρ

2n
≥ −n(n+ 2η)

2n
.

Logo a cadeia (4.46) está bem definida. E ainda, como a última inclusão é compacta,
provamos o item (ii).
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Finalmente, para provar o item (iii) precisamos estimar,∣∣∣∣∫ t+θ1

s

T (t+ θ1, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ −
∫ t+θ2

s

T (t+ θ2, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ

∣∣∣∣ .
Suponha θ1 < θ2, assim∣∣∣∣∫ t+θ1

s

T (t+ θ1, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ −
∫ t+θ2

s

T (t+ θ2, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ t+θ1

s

(T (t+ θ1, τ)− T (t+ θ2, τ)) g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ −
∫ t+θ2

t+θ1

T (t+ θ2, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t+θ1

s

|(T (t+ θ1, τ)− T (t+ θ2, τ)) g̃(τ, u(τ, s;φ))| dτ +

∫ t+θ2

t+θ1

|T (t+ θ2, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))| dτ.

De (4.3),

|g(u)| ≤ c|u|
(
1 + |u|ρ−1

)
+ g(0) ≤ c (|u|+ |u|ρ) + g(0) ≤ c1

(
1 + |u|ρ−1

)
+ g(0).

Mas, provamos anteriormente que

‖T (t, s)‖CH ≤ Ce−α(t−s), α > 0

e que g̃(τ, u(τ, s;φ)) = B(τ)g(u(τ, s;φ)), com ‖B(τ)‖ ≤ b0. Então,∫ t+θ2

t+θ1

|T (t+ θ2, τ)g̃(τ, u(τ, s;φ))| dτ ≤
∫ t+θ2

t+θ1

Ce−α(t+θ2−τ) b0c1

(
1 + |u|ρ−1

)
dτ

≤ C̃e−α(t+θ2)

(
eατ

α

)t+θ2
t+θ1

=
C̃

α
e−α(t+θ2)

(
eα(t+θ2) − eα(t+θ1)

)
=
C̃

α

(
1− e−α(θ2−θ1)

)
−→ 0

quando |θ1 − θ2| → 0, denotando C̃ = Cc1b0(1 + dρ−1). Lembrando que u é uma solução
limitada.

Por outro lado, como o operador Ã(t) é limitado uniformemente em relação ao tempo e
T (t, s) é o processo de evolução associado à equação (4.1) com f = 0 e g = 0, temos

d

dt
T (t, τ) = Ã(t)T (t, τ) (4.47)

logo, podemos reescrever (4.47) como

T (t+ θ1, τ)− T (t+ θ2, τ) =

∫ t+θ1

t+θ2

(
d

ds
T (s, τ)

)
dτ =

∫ t+θ1

t+θ2

Ã(t)T (t, τ)dτ

assim,

|T (t+ θ1, τ)− T (t+ θ2, τ)| ≤
∫ t+θ1

t+θ2

|Ã(t)| |T (t, τ)|dτ ≤M |t+ θ1 − t− θ2| = M |θ1 − θ2|.
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Obtemos∫ t+θ1

s

∣∣∣∣∣ (T (t+ θ1, τ)− T (t+ θ2, τ))g̃(τ, u(τ, s;φ))

∣∣∣∣∣dτ ≤
≤
∫ t+θ1

s

M |θ1 − θ2| b0

(
c1(1 + |u|ρ−1

)
+ g(0))dτ

= M1|θ1 − θ2|
∫ t+θ1

s

dτ

= M1|θ1 − θ2|(t+ θ1 − s) ≤M2|θ1 − θ2|.

Concluindo que as hipóteses do Teorema de Arzelá-Ascoli estão satisfeitas. Logo U(t, s)
é compacto. Segue do Teorema 4.4.1, que {S(t, s) : t ≥ s} dado em (4.42) é assintoticamente
compacto.

Teorema 4.4.2. O problema (4.1) admite um atrator pullback.

Demonstração. Segue das Proposições 4.4.1 e 4.4.2, do fato de existir um famı́lia Db-absorvente
e do Teorema 4.3.1.
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Caṕıtulo 5

Equação de difusão não clássica não
autônoma

Neste caṕıtulo estamos interessados no estudo de uma equação de difusão não clássica não
autônoma, baseado em [15]. Observe que esta equação é parecida com a presente no Caṕıtulo
4, porém agora não estamos considerando o retardo.

Este estudo, teve como principal objetivo a comparação do comportamento assintótico do
processo de evolução associado a equação com o retardo e sem o retardo. Neste caṕıtulo, por
exemplo, apresentamos a regularidade do atrator pullback para a equação sem o retardo.

Alguns resultados não serão demonstrados de maneira detalhada, pois iremos considerá-
los provenientes do caso da equação com o retardo.

Queremos estudar a seguinte equação
∂u

∂t
− γ(t)∆

∂u

∂t
−∆u = f(u) em Ω

u = 0 em ∂Ω
(5.1)

sendo s ∈ R o tempo inicial, Ω ⊂ Rn (n ≥ 3) um domı́nio suave e limitado, ∆ o operador
Laplaciano.

Para a não linearidade f : R→ R assumimos que: f ∈ C1(R) satisfazendo a condição de
dissipatividade

lim sup
|s|→+∞

f(s)

s
≤ 0 , ∀s ∈ R (5.2)

e a condição de crescimento

|f(t)− f(s)| ≤ c|t− s|(1 + |t|ρ−1 + |s|ρ−1) , ∀s, t ∈ R (5.3)

com 1 < ρ < n+2
n−2

.

A função γ : R→ (0,∞) é assumida uniformemente cont́ınua com

0 < γ0 ≤ γ(t) ≤ γ1 <∞, ∀ t ∈ R.

5.1 Existência de solução local

Esta seção esta dedicada a prova da boa colocação do problema (5.1), ou seja, para cada
dado inicial, temos a existência de uma única solução local em H1

0 (Ω).
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Defina os operadores

B(t) = (I + γ(t)A)−1 e Ã(t) = −AB(t)

sendo, A = −∆ com condição de fronteira de Dirichlet e a função f̃(t, u) = B(t)f(u). Podemos
escrever o problema (5.1) como

du

dt
= Ã(t)u+ f̃(t, u).

Denotando, h(t, u) = Ã(t)u+ f̃(t, u), temos

du

dt
= h(t, u).

O domı́nio do operador Ã(t) não depende do tempo. De fato, se definirmos nosso problema
em H1

0 (Ω), então D(Ã(t)) = H1
0 (Ω). Este operador é uniformemente limitado em relação ao

tempo e pode ser escrito como

Ã(t) =
1

γ(t)

[
I − (1 + γ(t)A)−1

]
para qualquer t ∈ R. Mais ainda, para qualquer α > 0 podemos definir o espaço das potências
fracionárias Xα = D(Aα) de A, dotado da norma do gráfico. Assim , seja x ∈ D(Aα), temos
AαÃ(t)x = Ã(t)Aαx.

Em seguida, temos a continuidade da função R 3 t 7→ B(t) ∈ L(H1
0 (Ω)). Para qualquer

t, s ∈ R,
B(t)−B(s) = [γ(s)− γ(t)]γ(s)−1(I + γ(t)A)−1

[
I − (I + γ(s)A)−1

]
.

Ainda, seguindo os passos feitos em (4.9) e (4.10), temos

‖Ã(t)− Ã(s)‖L(H1
0 (Ω)) = ‖A[B(t)−B(s)]‖ ≤ C|γ(t)− γ(s)|.

A função f : H1
0 (Ω)→ H−1 é Lipschitz em subconjuntos limitados de H1

0 (Ω). Então, está
bem definida a composição:

H1
0 (Ω)

f→ H−1 B(t)→ H1
0 (Ω)

e R×H1
0 (Ω) 3 (t, u) 7→ f̃(t, u) = B(t) ◦ f ∈ H1

0 (Ω) é uma função uniformemente cont́ınua em
relação à t e Lipschitz em subconjuntos limitados de H1

0 (Ω).

Agora, como Ã(t) é uniformemente limitado no tempo (provado em (4.7)), então Ã(t) é
cont́ınua em relação a t. Note que, dados u, v ∈ H1

0 (Ω) temos

‖Ã(t)u− Ã(t)v‖ = ‖Ã(t)(u− v)‖ ≤ ‖Ã(t)‖ ‖u− v‖

mas, ‖Ã(t)‖ ≤ a, para todo t ∈ R, logo,

‖Ã(t)u− Ã(t)v‖ ≤ a‖u− v‖, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω)

isto é, Ã(t) é Lipschitz em H1
0 (Ω).

Deste modo, obtemos que h(t, u) é uma função cont́ınua em relação a t e localmente
Lipschitz em H1

0 (Ω). Considere s ∈ R e T > s, com [s, T ] ⊂ R e u ∈ H1
0 (Ω). Defina o seguinte

operador F : C([s, T ], H1
0 (Ω))→ C([s, T ], H1

0 (Ω)) por

F (u(t)) = u0 +

∫ t

s

h(r, u(r))dr,
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para cada u ∈ C([s, T ], H1
0 (Ω)) e t ∈ [s, T ]. Observe que, dados u, v ∈ C([s, T ], H1

0 (Ω)) e
t ∈ [s, T ], temos

‖F (u(t))− F (v(t))‖ =

∥∥∥∥u0 +

∫ t

s

h(r, u(r))dr −
(
u0 +

∫ t

s

h(r, v(r))dr

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

s

(h(r, u(r))− h(r, v(r))) dr

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

s

Ã(r)u+ f̃(r, u)− Ã(r)v − f̃(r, v)dr

∥∥∥∥ .
Já sabemos que existe C1 > 0 tal que ‖f̃(r, u)− f̃(r, v)‖ ≤ C1 ‖u− v‖. Assim,

‖F (u(t))− F (v(t))‖ =

∥∥∥∥∫ t

s

Ã(r)u+ f̃(r, u)− Ã(r)v − f̃(r, v) dr

∥∥∥∥
≤
∫ t

s

‖Ã(r)‖ ‖u− v‖+ ‖f̃(r, u)− f̃(r, v)‖ dr

≤
∫ t

s

a‖u− v‖+ C1‖u− v‖ dr = (a+ C1)‖u− v‖(t− s).

Disto, segue que

‖F (u(t))− F (v(t))‖ ≤ L‖u− v‖(t− s), (5.4)

onde L = a+ C1. Para n ∈ N∗ temos

‖F n(u(t))− F n(v(t))‖ ≤ Ln(t− s)n

n!
‖u− v‖ (5.5)

com u, v ∈ C([s, T ], H1
0 (Ω)) e t ∈ [s, T ]. De fato, usando indução, para n = 1 já está provado

em (5.4). Suponha que (5.5) seja satisfeito para n ∈ N, então devemos mostrar que é válido

‖F n+1(u(t))− F n+1(v(t))‖ ≤ Ln+1(t− s)n+1

(n+ 1)!
‖u− v‖. (5.6)

Assim,

‖F n+1(u(t))− F n+1(v(t))‖ = ‖F (F n(u(t)))− F (F n(v(t))) ‖

=

∥∥∥∥u0 +

∫ t

s

h(r, F n(u(r)))dr −
(
u0 +

∫ t

s

h(r, F n(v(r)))dr

)∥∥∥∥
≤
∫ t

s

(
‖Ã(r)‖ ‖F n(u(r)) + F n(v(r))‖

+ ‖f̃(r, F n(u(r)))− f̃(r, F n(v(r)))‖
)
dr

≤
∫ t

s

a

(
Ln(r − s)n

n!

)
‖u− v‖+ C1

(
Ln(r − s)n

n!

)
‖u− v‖ dr

=
Ln+1

n!
‖u− v‖

∫ t

s

(r − s)n dr =
Ln+1(t− s)n+1

(n+ 1)!
‖u− v‖.
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logo, (5.6) é válido. Consequentemente, para cada n ∈ N∗ temos

‖F n(u(t))− F n(v(t))‖ ≤ Ln(t− s)n

n!
‖u− v‖

com u, v ∈ C([s, T ], H1
0 (Ω)). Mas, isto mostra que para n suficientemente grande, F n é uma

contração no espaço completo C([s, t], H1
0 (Ω)). Aplicando o Prinćıpio de Contração de Banach,

existe u1 ∈ C([s, t], H1
0 (Ω)) tal que

F n(u1(t)) = u1(t).

Assim,

‖F (u1(t))− u1(t)‖ = ‖F (F n(u1(t)))− F n(u1(t))‖ = ‖F n+1(u1(t))− F n(u1(t))‖

= ‖F n(F (u1(t)))− F n(u1(t))‖ ≤ Ln(t− s)n

n!
‖F (u1(t))− u1(t)‖.

Se q =
Ln(t− s)n

n!
, temos q ∈ (0, 1), logo,

‖Fu1 − u1‖ ≤ q‖Fu1 − u1‖ ⇔ F (u1(t)) = u1(t)

ou seja, u1(t) é um ponto fixo de F (·). Mais ainda, u1(t) é o único ponto fixo, pois se existisse
outro ponto fixo, por exemplo, u2(t), então, u2(t) deveria ser ponto fixo de F n(·), mas F n possui
apenas um. Logo, o único ponto fixo de F é a solução local do problema (5.1).

Portanto, para cada valor inicial em H1
0 (Ω) e tempo inicial s ∈ R, existe τ > 0 e uma

única solução u(·, s;u0) ∈ C1([s, s+ τ ], H1
0 (Ω)).

5.2 Solução global

Seguindo os passos feitos na seção Solução Global e Famı́lia Pullback Absorvente do
Caṕıtulo 4. Devido a condição de dissipatividade (5.2) da f temos que, para cada δ > 0 existe
uma constante Cδ > 0 tal que∫

Ω

f(u)u ≤ δ‖u‖2
L2(Ω) + Cδ e

∫
Ω

G(u) ≤ δ‖u‖2
L2(Ω) + Cδ (5.7)

para cada u ∈ H1
0 (Ω) e G(r) =

∫ r

0

f(θ)dθ.

Defina os funcionais de energia Lb, L : H1
0 (Ω)→ R , com b > 0, por

Lb(u) =
1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) − b

∫
Ω

G(u) e L(u) =
1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) −

∫
Ω

G(u).

Note que, existe uma constante K = K(b) > 0 tal que

Lb(u) ≥ b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω) −K

para todo u ∈ H1
0 (Ω). De fato, temos∫
Ω

G(u) ≤ δ‖u‖2
L2(Ω) + Cδ ⇒ −b

∫
Ω

G(u) ≥ −bδ‖u‖2
L2(Ω) − bCδ.
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Aplicando a desigualdade de Poincaré, obtemos

−b
∫

Ω

G(u) ≥ −bλ−1
1 δ‖u‖2

H1
0 (Ω) − bCδ,

onde λ1 > 0 é o primeiro autovalor de −∆. Assim,

Lb(u) =
1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) − b

∫
Ω

G(u)

≥ 1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) − bλ

−1
1 δ‖u‖2

H1
0 (Ω) − bCδ

≥
(
b

2
− bδ

λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) − bCδ.

Tome δ =
λ1

8
e K = bCλ1/8, para obter

Lb(u) ≥
(
b

2
− b

λ1

λ1

8

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) −K =

3b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω) −K

≥ b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω) −K.

E ainda, para cada r > 0 existe uma constante Kr > 0 tal que

Lb(u) ≤ Kr‖u‖2
H1

0 (Ω) +K (5.8)

para todo u ∈ H1
0 (Ω) tal que ‖u‖2

H1
0 (Ω)
≤ r. Com efeito,

Lb(u) =
1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) − b

∫
Ω

G(u) ≤ 1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) + b

∫
Ω

G(u)

≤ 1

2λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) + bδ‖u‖2

L2(Ω) + Cδb

≤
(

1

2λ1

+
b

2
+
bδ

λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) + Cδb

=

(
1 + b(λ1 + 2δ)

2λ1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) + bCδ

basta tomar Kr =
1 + b(λ1 + 2δ)

2λ1

e K = bCδ, provando (5.8).

Mais ainda,

d

dt
(L(u)) =

1

2

d

dt

(
‖u‖2

H1
0 (Ω)

)
− d

dt

(∫
Ω

G(u)

)
=

1

2

d

dt

(
〈∇u,∇u〉L2(Ω)

)
−
∫

Ω

(
f(u)

du

dt

)
dx

=

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

−
∫

Ω

(
f(u)

du

dt

)
dx.
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Note que podemos reescrever a equação (5.1) como −∆u = f(u)− ∂u

∂t
+ γ(t)∆

∂u

∂t
, assim

d

dt
(L(u)) =

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

−
∫

Ω

(
f(u)

du

dt

)
dx

=

〈
f(u)− ∂u

∂t
+ γ(t)∆

∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

−
∫

Ω

(
f(u)

du

dt

)
dx

=

〈
f(u),

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

−
〈
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ γ(t)

〈
∆
∂u

∂t
,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

−
∫

Ω

f(u)
du

dt
dx

=

∫
Ω

(
f(u)

du

dt

)
dx−

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

− γ(t)

〈
∇∂u
∂t
,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

−
∫

Ω

(
f(u)

du

dt

)
dx

= −
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

− γ(t)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

.

Logo,
d

dt
(L(u)) = −

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

− γ(t)

∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Para b > 0 suficientemente grande, temos

d

dt
(Lb(u)) =

1

2

[
d

dt

(
‖u‖2

L2(Ω) + b‖u‖2
H1

0 (Ω) − 2b

∫
Ω

G(u)

)]
=

1

2

[
d

dt

(
〈u, u〉L2(Ω) + b 〈∇u,∇u〉L2(Ω) − 2b

∫
Ω

G(u)

)]
=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

− b
∫

Ω

(
f(u)

∂u

∂t

)
dx

=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b

(
d

dt
(L(u))

)
=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

− b
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

− γ(t)b

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

.

Substituindo
∂u

∂t
= γ(t)∆

∂u

∂t
+∆u+f(u) no primeiro produto interno da igualdade acima,

temos 〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

=

〈
u, γ(t)∆

∂u

∂t
+ ∆u+ f(u)

〉
L2(Ω)

= γ(t)

〈
u,∆

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ 〈u,∆u〉L2(Ω) + 〈u, f(u)〉L2(Ω)

= γ(t)

(
−
∫

Ω

∇u∇∂u
∂t

)
−
∫

Ω

∇u∇u+

∫
Ω

uf(u)

logo

d

dt
(Lb(u)) = −γ(t)

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

− ‖u‖2
H1

0 (Ω) +

∫
Ω

uf(u)− b
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

− bγ(t)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

.
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Mas, aplicando (5.7) e a desigualdade de Poincaré, obtemos∫
Ω

uf(u) ≤ δ‖u‖2
L2(Ω) + Cδ ≤ δλ−1

1 ‖u‖2
H1

0 (Ω) + Cδ

e, utilizando a limitação de γ(t) e a desigualdade de Young, respectivamente, com ε1 > 0, temos

−γ(t)

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

≤

∣∣∣∣∣−γ(t)

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣ ≤ γ1

∣∣∣∣∣
〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

∣∣∣∣∣
≤ γ1 ‖∇u‖L2(Ω)

∥∥∥∥∇∂u∂t
∥∥∥∥
L2(Ω)

= γ1 ‖u‖H1
0 (Ω)

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

≤ γ1ε1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

γ1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

logo,

d

dt
(Lb(u)) ≤ γ1ε1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

γ1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− ‖u‖2
H1

0 (Ω) + δλ−1
1 ‖u‖2

H1
0 (Ω)

+ Cδ − b
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

− bγ0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

≤ −
(

1− γ1ε1

2
− δλ−1

1

)
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

(
γ1

2ε1

− bγ0

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

+ Cδ

para ε1, δ > 0. Tome ε1 =
γ1

2bγ0

, δ =
λ1

2
e b >

γ2
1

2γ0

. Defina

C0 =
2bγ0 − γ2

1

4bγ0

e C1 = Cδ.

Logo,
d

dt
(Lb(u)) ≤ −C0‖u‖2

H1
0 (Ω) + C1.

Para cada r > 0 , temos Lb(u) ≤ Kr‖u‖2
H1

0 (Ω)
+K, logo,

−C0‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤
C0

Kr

Lb(u) +
KC0

Kr

.

Considerando, C =
C0

Kr

e K =
KC0

Kr

, obtemos

d

dt
(Lb(u)) ≤ −CLb(u) +K.

Note que

d

dt

(
eCtLb(u)

)
= CeCtLb(u) + eCt

(
d

dt
(Lb(u))

)
≤ CeCtLb(u)− CeCtLb(u) + eCtK.
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Assim, integrando a desigualdade de s a t, temos

eCtLb(u) ≤ eCsLb(u0) +
K

C

(
eCt − eCs

)
.

Mas, como Lb(u) ≥ b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω)
−K, então eCtLb(u) ≥ eCt

b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω)
− eCtK. Assim

eCt
b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω) − e

CtK ≤ eCsLb(u0) +
K

C

(
eCt − eCs

)
logo,

eCt
b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eCtK + eCsLb(u0) +

K

C

(
eCt − eCs

)
.

Note que,
eCsLb(u0) ≤ eCs‖u0‖2

H1
0 (Ω) +KeCs

assim,

eCt
b

8
‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ eCs‖u0‖2

H1
0 (Ω) +KeCs + eCtK +

K

C

(
eCt − eCs

)
.

Portanto,

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤
8

b

[
eC(s−t)‖u0‖2

H1
0 (Ω) +K +

K

C
− K

C
eC(s−t)

]
. (5.9)

Fazendo s→ −∞ em (5.9) temos

‖u‖2
H1

0 (Ω) −→ K +
K

C

Defina a função r(t) por

r(t) = K +
K

C
:= R

Observe que a função r(t) não explode em tempo finito. Portanto, temos a existência
global de qualquer solução u(t, s;u0) de (5.1), isto é, para cada u0 ∈ H1

0 (Ω), u(t, s;u0) ∈
C([s,+∞), H1

0 (Ω)). E ainda,
BH1

0 (Ω)(0, R
1/2)

é um conjunto fixo pullback fortemente absorvente de conjuntos limitados de H1
0 (Ω).

5.3 Existência e regularidade do atrator pullback

A garantia da existência do atrator pullback e o estudo da sua regularidade será abordada
nesta seção. Iremos seguir os passos feitos na seção de Existência de Atrator Pullback para
a equação de difusão não clássica não autônoma com retardo. Para isto, queremos aplicar os
Teoremas 3.2.6 e 3.2.5, respectivamente.

Seja u(t, s;u0) a solução global para a equação 5.1. Podemos definir então o processo
associado a esta equação dado por :

u(t, s;u0) = S(t, s)u0 = T (t, s)u0 + U(t, s)u0
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sendo T (t, s) o processo de evolução associado a parte linear de (5.1) (isto é, quando f ≡ 0)

U(t, s)u0 =

∫ t

s

T (t, s)f̃(τ, S(τ, s)u0)dτ.

Primeiramente, para que as hipóteses do Teorema 3.2.6 estejam satisfeitas devemos ter
que a solução u(t, s;u0) da parte linear de (5.1) ( com f ≡ 0) decaia exponencialmente para
zero e que o operador U(t, s) seja compacto.

Com efeito, defina T (t, s) como sendo a solução da parte linear de (5.1) e o seguinte
funcional de energia

Lb0(u) =
1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b0

2
‖u‖2

H1
0 (Ω)

com b0 > 0. Assim, aplicando a desigualdade de Poincaré,

Lb(u) =
1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤

1

2λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) +
b

2
‖u‖2

H1
0 (Ω)

≤
(

1

2λ1

+
b

2

)
‖u‖2

H1
0 (Ω),

logo,
Lb(u) ≤ K̃‖u‖2

H1
0 (Ω), (5.10)

com K̃ =
1

2λ1

+
b

2
.

Utilizando a igualdade
∂u

∂t
= γ(t)∆

∂u

∂t
+ ∆u e aplicando as desigualdades de Young e

Hölder, respectivamente, temos

d

dt
(Lb0(u)) =

1

2

[
d

dt

(
‖u‖2

L2(Ω) + b0‖u‖2
H1

0 (Ω)

)]
=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

+ b0

〈
−∆u,

∂u

∂t

〉
L2(Ω)

=

〈
u,
∂u

∂t

〉
L2(Ω)

− b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

− γ(t)b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

= −γ(t)

〈
∇u,∇∂u

∂t

〉
L2(Ω)

− ‖u‖2
H1

0 (Ω) − b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

− γ(t)b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

≤ γ1ε1

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) +

γ1

2ε1

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− ‖u‖2
H1

0 (Ω) − b0γ0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

− b0

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ −
(

1− γ1ε1

2

)
+

(
γ1

2ε1

− b0γ0

)∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

para todo ε1 > 0. Considere ε1 =
γ1

2b0γ0

, b0 >
γ2

1

4γ0

e C̃0 =

(
1− γ2

1

4γ0b0

)
, assim

d

dt
(Lb0(u)) ≤ −C̃0‖u‖2

H1
0 (Ω).

De (5.10)
d

dt
(Lb0(u)) ≤ −C̃0‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ −

C̃0

K̃
Lb0(u).
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Considere α =
C̃0

K̃
, então

d

dt
(Lb0(u)) ≤ −αLb0(u). Consequentemente,

d
dt
Lb0(u)

Lb0(u)
≤ −α.

Integrando de s até t, obtemos∫ t

s

d
dt
Lb0(u)

Lb0(u)
dr ≤ −

∫ t

s

αdr,

portanto
ln(Lb0(u(t, s;u0)))− ln(Lb0(u(s, s;u0))) ≤ −α(t− s)

podendo reescrever como

ln

(
Lb0(u(t, s;u0))

Lb0(u0)

)
≤ −α(t− s),

ou seja
Lb0(u(t, s;u0)) ≤ Lb0(u0)e−α(t−s).

Então

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤
2

b0

Lb0(u(t, s;u0)) ≤ 2

b0

Lb0(u0)e−α(t−s)

chamando K2 =
2

b0

Lb0(u0), temos

‖u‖2
H1

0 (Ω) ≤ K2e
−α(t−s).

Como u é a solução para o problema homogêneo, temos

‖T (t, s)‖2
H1

0 (Ω ≤ K2e
−α(t−s).

Provando que se s→ −∞ então T (t, s) tende a zero exponencialmente.

Agora, como ρ <
n+ 2

n− 2
, podemos escolher s ∈ (1/2, 1) tal que ρ ≤ n+ 2s

n− 2
e assim, temos

a seguinte cadeia

H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 (Ω)

f−→ L
2n
n+2s (Ω) ↪→ H−s b H−1 B(t)−→ H1

0 (Ω).

Logo, o operador U(t, s) é compacto.

Observe que conseguimos escrever o processo {S(t, s) : t ≥ s} associado a (5.1) como
S(t, s) = T (t, s) + U(t, s), e satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.2.6. Logo, aplicando o
Teorema 3.2.5, conclúımos que existe um atrator pullback {A(t) : t ∈ R} em H1

0 (Ω). Mais
ainda, temos ⋃

t∈R

A(t) é limitado em H1
0 (Ω). (5.11)

Devido a (5.11), temos que o atrator pode ser escrito como o conjunto de todas as soluções
globais limitadas

{A(t) : t ∈ R} = {ξ : R→ H1
0 (Ω) : ξ é uma solução global e limitada de (5.1)}.
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Observe que se ξ : R→ H1
0 (Ω) é tal que ξ(t) ∈ A(t), para todo t ∈ R, então

ξ(t) = T (t, s)ξ(s) +

∫ t

s

T (t, θ)f̃(θ, ξ(θ))dθ

usando o fato de T (t, s) decair exponencialmente e fazendo s→ −∞ temos

ξ(t) =

∫ t

−∞
T (t, θ)f̃(θ, ξ(θ))dθ.

Seja w0 = ξ(s), para s ∈ R fixado e considere

W (t, s)w0 := w(t, s; 0) =

∫ t

s

T (t, θ)f̃(ξ(θ))dθ.

Desta forma, observe que w(·, s; 0) é solução da seguinte equação
∂w

∂t
− γ(t)∆

∂w

∂t
−∆w = f(ξ(t))

w(s) = 0 .
(5.12)

Queremos estimar a solução para o problema (5.12) sendo w0 pertencente a um
subconjunto limitado de H1

0 (Ω). Denotemos Xα = D(Aα) como o espaço das potências
fracionárias relacionadas ao operador A. Considere 0 < ε < 1. Observe que a função f
leva conjuntos limitados de X

1
2 em subconjuntos limitados de X

−1+ε
2 .

De fato, devemos provar que dado B ⊂ H1
0 (Ω) um subconjunto limitado, então f(B) ⊂

X
−1+ε

2 é limitado. Para provar isto, primeiro devemos encontrar p tal que Lp ↪→ X
−1+ε

2 , para
que seja válido

‖f(u)‖
X
−1+ε

2
≤ c‖f(u)‖Lp

com c > 0. Note que

Lp ↪→ X−( 1−ε
2 ) ⇔ X

1−ε
2 ↪→ Lp

∗

sendo
1

p
+

1

p∗
= 1. Assim,

H1−ε ↪→ Lp
∗ ⇔ 1− ε− n

2
≥ − n

p∗
⇔ n− 2(1− ε)

2
≤ n

p∗

⇔ p∗ ≤ 2n

n− 2(1− ε)
.

Pelo fato de
1

p
+

1

p∗
= 1 então

1

p
=
n+ 2(1− ε)

2n
. Logo,

L
2n

n+2(1+ε) ↪→ X−( 1−ε
2 ).

Obtemos,

‖f(u)‖
X
−( 1−ε

2 ) ≤ c‖f(u)‖
L

2n
n+2(1+ε)

.
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Agora, pela condição de crescimento da f , temos

|f(u)| ≤ c|u|(1 + |u|ρ−1)

assim,
‖f(u)‖

L
2n

n+2(1+ε)
≤
∥∥c|u|(1 + |u|ρ−1)

∥∥
L

2n
n+2(1+ε)

aplicando a desigualdade de Hölder generalizada, com

r =
2n

n+ 2(1 + ε)
, p =

2n

n− 2
e q =

n

2 + ε

e, satisfazendo
1

r
=

1

p
+

1

q
, obtemos

∥∥c|u|(1 + |u|ρ−1)
∥∥
L

2n
n+2(1+ε)

≤ ‖c|u|‖
L

2n
n−2

∥∥1 + |u|ρ−1
∥∥
L

n
2+ε

≤ c1‖u‖
L

2n
n+2(1+ε)

(
|Ω|+

∥∥|u|ρ−1
∥∥
L

n
2+ε

)
. (5.13)

Note que

‖|u|ρ−1‖
L

n
2+ε

=

(∫
Ω

|u|(ρ−1) n
2+ε

) 2+ε
n

=

[(∫
Ω

|u|(ρ−1) n
2+ε

) 2+ε
n(ρ−1)

]ρ−1

= ‖u‖ρ−1

L
n(ρ−1)
2+ε

.

assim, substituindo esta igualdade em (5.13) e pelo fato de que |Ω| < +∞, podemos definir
c2 = |Ω| e c1 = c1/2, obtendo

∥∥c|u|(1 + |u|ρ−1)
∥∥
L

2n
n+2(1+ε)

≤ c1‖u‖
L

2n
n−2

(
c2 + ‖u‖ρ−1

L
n(ρ−1)
2+ε

)
.

Já sabemos que H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 . Note que

ρ <
n+ 2

n− 2
⇔ ρ− 1 ≤ 4

n− 2
⇔ (ρ− 1)(n− 2)

2
≤ 2,

e, para ε > 0, temos

(ρ− 1)(n− 2)

2
≤ 2 + ε⇔ 1− n

2
≥ −n(n− 2)

2n
.

Logo, H1
0 (Ω) ↪→ L

n(ρ−1)
2+ε . Assim,∥∥c|u|(1 + |u|ρ−1)

∥∥
L

2n
n+2(1+ε)

≤ c1c3‖u‖H1
0 (Ω)

(
c2 + c4‖u‖ρ−1

H1
0 (Ω)

)
sendo c2, c4 > 0. Com isto, considere

c̃ = máx{c1c2c3 , c1c3c4 }

logo,

‖f(u)‖
L

2n
n+2(1+ε)

≤ c̃
(
‖u‖H1

0 (Ω) + ‖u‖ρ
H1

0 (Ω)

)
.
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Como u ∈ B, o qual é um subconjunto limitado de H1
0 (Ω), então

‖f(u)‖
L

2n
n+2(1+ε)

≤ K

consequentemente
‖f(u)‖

X
−1+ε

2
≤ cK

provando que f(B) é um subconjunto limitado de X
−1+ε

2 .

Agora, observe que para qualquer u0 ∈ X
1+ε
2

‖T (t, s)u0‖
X

1+ε
2

=
∥∥∥A 1+ε

2 T (t, s)u0

∥∥∥
X

=
∥∥∥A 1+ε

2 T (t, s)A−( 1+ε
2 )A

1+ε
2 u0

∥∥∥
X
. (5.14)

Utilizando o Teorema A.2.14 temos∥∥∥A 1+ε
2 T (t, s)A−( 1+ε

2 )
∥∥∥
L(X)
≤ c1(t− s)(

1+ε
2 )−( 1+ε

2 )e−α(t−s) (5.15)

assim,

‖T (t, s)u0‖
X

1+ε
2
≤ c1e

−α(t−s)
∥∥∥A 1+ε

2 u0

∥∥∥
X

= c1e
−α(t−s)‖u0‖

X
1+ε
2

logo,
‖T (t, s)u0‖

X
1+ε
2
≤ c1e

−α(t−s)‖u0‖
X

1+ε
2
.

Com isso,

‖W (t, s)w0‖
X

1+ε
2

=

∥∥∥∥∥
∫ t

s

T (t, θ)f̃(ξ(θ))dθ

∥∥∥∥∥
X

1+ε
2

≤
∫ t

s

‖T (t, θ)‖
L
(
X

1+ε
2

) ∥∥∥f̃(ξ(θ))
∥∥∥
X

1+ε
2
dθ

≤ c1

∫ t

s

e−α(t−θ)c2dθ =
c3

α
e−αt

(
eαt − eαs

)
, (5.16)

lembrando que pelo fato de f̃(t, u) = B(t)f(u), f̃ ser uma aplicação compacta e ξ uma solução

global limitada de (5.1), temos a limitação uniforme de
∥∥∥f̃(ξ(θ))

∥∥∥
X

1+ε
2

. Mais ainda, estamos

denotando c3 = c1c2 e c =
c3

α
.

Como ξ(t) = lim
s→−∞

W (t, s), assim segue de (5.16) que

‖ξ(t)‖
X

1+ε
2

=

∥∥∥∥ lim
s→−∞

W (t, s)

∥∥∥∥
X

1+ε
2

≤ lim
s→−∞

‖W (t, s)‖
X

1+ε
2

≤ lim
s→−∞

c− ce−α(t−s) = c < +∞.

Desta forma,

sup
t∈R

{
‖ξ(t)‖

X
1+ε
2

}
< +∞, (5.17)

consequentemente,

sup
ξ∈U

(
sup
t∈R

{
‖ξ(t)‖

X
1+ε
2

})
< +∞
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sendo U o conjunto que limita as soluções globais de (5.1).

Considere, ε1 = min{1, ρε}, como ρ > 1, então ε1 > ε. Queremos estimar
‖W (t, s)w0‖

X
1+ε1

2
. Assim, temos dois casos a analisar: ε1 = 1 e ε1 = ρε. Se ε = 1, então

para u0 ∈ X1 temos
‖T (t, s)u0‖X1 ≤ e1e

−α(t−s)‖u0‖X1 . (5.18)

Desta forma,

‖W (t, s)w0‖X1 =

∥∥∥∥∥
∫ t

s

T (t, θ)f̃(ξ(θ))dθ

∥∥∥∥∥
X1

≤
∫ t

s

‖T (t, θ)‖L(X1)

∥∥∥f̃(ξ(θ))
∥∥∥
X1
dθ.

(5.19)

Queremos limitar
∥∥∥f̃(ξ(θ))

∥∥∥
X1

. Podemos escrever∥∥∥f̃(ξ(θ))
∥∥∥
X1

= ‖B(θ)f(ξ)‖X1 ≤ ‖B(θ)‖L(X1) ‖f(ξ)‖X1 . (5.20)

Para u ∈ X1, temos

‖B(θ)u‖X1 =
∥∥A1B(θ)u

∥∥
X
≤ ‖B(θ)‖L(X) ‖u‖X1

logo
‖B(θ)‖L(X1) ≤ ‖B(θ)‖L(X) ≤M. (5.21)

Precisamos encontrar p tal que Lp ↪→ X1 = H2, para limitar ‖f(ξ)‖X1 . Assim,

Lp ↪→ H1+ε1 ⇔ −n
p
≥ 2− n

2

⇔ −n
p
≥ 4− n

2

⇔ 1

p
≤ n− 4

2n

⇔ p ≥ 2n

n− 4
.

Tome p =
2n

n− 4
, assim existe e2 > 0 tal que

‖f(ξ)‖X1 ≤ e2 ‖f(ξ)‖
L

2n
n−4

. (5.22)

Devido a condição de crescimento de f , temos

|f(ξ)| ≤ c|ξ|
(
1 + |ξ|ρ−1

)
. (5.23)

com c > 0. Utilizando a estimativa (5.23) e (5.22) obtemos

‖f(ξ)‖X1 ≤ e2

∥∥c|ξ| (1 + |ξ|ρ−1
)∥∥

L
2n
n−4

.
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Aplicando a desigualdade de Hölder generalizada com
1

r
=

1

p′
+

1

q′
, onde r =

2n

n− 4
e p′

devemos escolher apropriado para que seja válido H1+ε ↪→ Lp
′
, temos

‖f(ξ)‖X1 ≤ e2

[
‖c|ξ|‖Lp′

∥∥1 + |ξ|ρ−1
∥∥
Lq′

]
. (5.24)

Determinemos p′ e q′. Para que H1+ε ↪→ Lp
′

devemos ter

1 + ε− n

2
≥ −n

p′
⇔ p′ ≤ 2n

n− 2(1 + ε)
.

Tome p′ =
2n

n− 2(1 + ε)
, consequentemente

1

q′
=

1

r
− 1

p′
⇔ 1

q′
=
n− 4

2n
− n− 2(1 + ε)

2n
⇔ 1

q′
=
ε− 1

n
.

Logo, substituindo p′ e q′ em (5.24) temos

‖f(ξ)‖X1 ≤ e2 ‖c‖
L

2n
n−2(1+ε)

‖ξ‖
L

2n
n−2(1+ε)

∥∥1 + |ξ|ρ−1
∥∥
L

n
ε−1

.

Note que, existe e3 > 0 tal que

‖ξ ‖
L

2n
n−2(1+ε)

≤ e3 ‖ξ‖H1+ε

devido a escolha de p′. Mas, ‖ξ‖H1+ε < +∞, logo

‖ξ ‖
L

2n
n−2(1+ε)

≤ e4. (5.25)

Como |Ω| = e5 < +∞, temos

∥∥1 + |ξ|ρ−1
∥∥
L

n
ε−1
≤ ‖1‖

L
n
ε−1

+
∥∥|ξ|ρ−1

∥∥
L

n
ε−1

= |Ω|+
(∫

Ω

|ξ|(ρ−1) n
ε−1

) ε−1
n

= e5 +

[(∫
Ω

|ξ|(ρ−1) n
ε−1

) ε−1
n(ρ−1)

]ρ−1

= e5 + ‖ξ‖ρ−1

L
n(ρ−1)
ε−1

.

(5.26)

Seja e6 = e2 ‖c‖
L

2n
n−2(1+ε)

e4 e pelas estimativas (5.25) e (5.26) temos

‖f(ξ)‖X1 ≤ e6

(
e5 + ‖ξ‖ρ−1

L
n(ρ−1)
ε−1

)
. (5.27)

Mas, temos que

H1+ε ↪→ L
n(ρ−1)
ε−1 (5.28)

pois,

H1+ε ↪→ L
n(ρ−1)
ε−1 ⇔ 1 + ε− n

2
≥ −n (ε− 1)

n(ρ− 1)

⇔ 2(ρ− 1)(1 + ε)− n(ρ− 1) ≥ 2(1− ε)
⇔ 2 + 2ερ− 2ε− nρ+ n ≥ 2− 2ε

⇔ 2 + (2ε− n)ρ+ n ≥ 2
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lembrando que 0 < ε < 1 e n ≥ 3 então 2ε− n < 0, assim

2 + n ≥ 2 + (2ε− n)ρ+ n ≥ 2

o que implica em 2 + n ≥ 2. Portanto, (5.28) é satisfeito. Deste modo, existe e7 > 0 tal que

‖ξ‖
L
n(ρ−1)
ε−1
≤ e7 ‖ξ‖H1+ε (5.29)

porém ‖ξ‖H1+ε < +∞. Logo, existe e8 > 0 tal que

‖ξ‖ρ−1

L
n(ρ−1)
ε−1

≤ e8.

Portanto, se escrevemos K1 = e6(e5 + e8), temos por (5.29) que

‖f(ξ)‖X1 ≤ K1. (5.30)

Substituindo (5.21) e (5.30) na desigualdade (5.20), obtemos∥∥∥f̃(ξ(θ))
∥∥∥
X1
≤MK1 := K2.

Assim,

‖W (t, s)w0‖X1 ≤
∫ t

s

e1e
−α(t−θ)K2 dθ =

e1K2

α
(1− e−α(t−s)).

Pelo fato de ξ(t) = lim
s→−∞

W (t, s), temos

‖ξ(t)‖X1 =

∥∥∥∥ lim
s→−∞

W (t, s)

∥∥∥∥
X1

≤ lim
s→−∞

‖W (t, s)‖X1

≤ lim
s→−∞

e1K2

α
(1− e−α(t−s)) =

e1K2

α
< +∞,

logo,
sup
t∈R
{‖ξ(t)‖X1} < +∞

assim

sup
ξ∈U

(
sup
t∈R
{‖ξ(t)‖X1}

)
< +∞.

Portanto, o atrator pullback é limitado em X1 = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Agora, se ε1 = ρε, então ε1 < 1 e ε1 > ε. Ademais, refazendo os passos (5.14) e (5.15)

para u0 ∈ X
1+ε1

2 temos

‖T (t, s)u0‖
X

1+ε1
2
≤ d1e

−α(t−s)‖u0‖
X

1+ε1
2
,

deste modo

‖W (t, s)w0‖
X

1+ε1
2

=

∥∥∥∥∥
∫ t

s

T (t, θ)f̃(ξ(θ))dθ

∥∥∥∥∥
X

1+ε1
2

≤
∫ t

s

‖T (t, θ)‖
L
(
X

1+ε1
2

) ∥∥∥f̃(ξ(θ))
∥∥∥
X

1+ε1
2
dθ.
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Estamos interessados em limitar
∥∥∥f̃(ξ(θ))

∥∥∥
X

1+ε1
2

, assim∥∥∥f̃(ξ(θ))
∥∥∥
X

1+ε1
2

= ‖B(θ)f(ξ)‖
X

1+ε1
2
≤ ‖B(θ)‖

L
(
X

1+ε1
2

) ‖f(ξ)‖
X

1+ε1
2
.

Mas, para u ∈ X
1+ε1

2 , temos

‖B(θ)u‖
X

1+ε1
2

=
∥∥∥A 1+ε1

2 B(θ)u
∥∥∥
X
≤ ‖B(θ)‖L(X) ‖u‖X 1+ε1

2

ou seja
‖B(θ)‖

L
(
X

1+ε1
2

) ≤ ‖B(θ)‖L(X) ≤M.

Agora, queremos determinar p, de modo que Lp ↪→ X
1+ε1

2 = H1+ε1 . Assim,

Lp ↪→ H1+ε1 ⇔ −n
p
≥ 2(1 + ε1)− n

2

⇔ p ≥ 2n

n− 2(1 + ε1)
.

Escolha p =
2n

n− 2(1 + ε1)
. Então, existe c̃1 > 0 e usando (5.3), segue que

|f(ξ)| ≤ c|ξ|
(
1 + |ξ|ρ−1

)
logo

‖f(ξ)‖
X

1+ε1
2
≤ c̃1 ‖f(ξ)‖

L
2n

n−2(1+ε1)
≤ c̃1

∥∥c|ξ| (1 + |ξ|ρ−1
)∥∥

L
2n

n−2(1+ε1)
. (5.31)

Aplicando em (5.31) a desigualdade de Hölder generalizada com
1

r
=

1

p′
+

1

q′
, sendo

r =
2n

n− 2(1 + ε1)
e p′ deve ser escolhido de modo que H1+ε ↪→ Lp

′
, assim

1 + ε− n

2
≥ −n

p′
⇔ 2(1 + ε)− n

2
≥ −n

p′

⇔ p′ ≤ 2n

n− 2(1 + ε)
.

Tome p′ =
2n

n− 2(1 + ε)
. Mas como deve ser satisfeito,

1

r
=

1

p′
+

1

q′
, então

1

q′
=
ε− ε1

n
.

Logo, em (5.31) com as escolhas de p′ e q′, temos

‖f(ξ)‖
X

1+ε1
2
≤ c̃2 ‖ |ξ| ‖

L
2n

n−2(1+ε)

∥∥1 + |ξ|ρ−1
∥∥
L

n
ε−ε1

mas, existe c̃3 > 0 tal que

‖ |ξ| ‖
L

2n
n−2(1+ε)

≤ c̃3 ‖ξ‖
X

1+ε
2
< +∞
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já que X
1+ε
2 ↪→ L

2n
n−2(1+ε) . E, lembrando que |Ω| < +∞, temos que

∥∥1 + |ξ|ρ−1
∥∥
L

n
ε−ε1
≤ ‖1‖

L
n

ε−ε1
+
∥∥|ξ|ρ−1

∥∥
L

n
ε−ε1

= |Ω|+
(∫

Ω

|ξ|(ρ−1) n
ε−ε1

) ε−ε1
n

= |Ω|+

[(∫
Ω

|ξ|(ρ−1) n
ε−ε1

) ε−ε1
n(ρ−1)

]ρ−1

= |Ω|+ ‖ξ‖ρ−1

L
n(ρ−1)
ε−ε1

.

Note que,

H1+ε ↪→ L
n(ρ−1)
ε−ε1 (5.32)

pois,

H1+ε ↪→ L
n(ρ−1)
ε−ε1 ⇔ 1 + ε− n

2
≥ −n (ε− ε1)

n(ρ− 1)

⇔ 2(ρ− 1)(1 + ε)− n(ρ− 1) ≥ 2(ε1 − ε)

⇔ ερ+
(

1− n

2

)
(ρ− 1) ≥ ε1

⇔ ερ ≥ ερ+
(

1− n

2

)
(ρ− 1) ≥ ε1

⇔ ερ ≥ ε1

e, como escolhemos ε1 = ερ, então (5.32) é válido. Portanto,

‖f(ξ)‖
X

1+ε1
2
≤ c̃2

(
c̃3 ‖ξ‖

X
1+ε1

2
+ |Ω|+ c̃4 ‖ξ‖ρ−1

X
1+ε1

2

)
observe que ‖ξ‖

X
1+ε1

2
< +∞, devido a (5.17), logo, para K > 0

‖f(ξ)‖
X

1+ε1
2
≤ K.

Assim,

‖W (t, s)w0‖
X

1+ε1
2
≤
∫ t

s

d1e
−α(t−θ)K dθ =

d2

α
e−αt

(
eαt − eαs

)
.

Mas, considerando d3 =
d2

α
e usando o fato de que ξ(t) = lim

s→−∞
W (t, s), temos

‖ξ(t)‖
X

1+ε1
2

=

∥∥∥∥ lim
s→−∞

W (t, s)

∥∥∥∥
X

1+ε1
2

≤ lim
s→−∞

‖W (t, s)‖
X

1+ε1
2

≤ lim
s→−∞

d3 − d3e
−α(t−s) = d3 < +∞,

deste modo,

sup
t∈R

{
‖ξ(t)‖

X
1+ε1

2

}
< +∞

consequentemente,

sup
ξ∈U

(
sup
t∈R

{
‖ξ(t)‖

X
1+ε1

2

})
< +∞.
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Portanto, o atrator pullback é limitado em X
1+ε1

2 .

Considere ε2 = min{1, ρε1} = min{1, ρ2ε}. Se ε2 = 1, as estimativas são análogas ao
caso em que ε1 = 1 e concluiremos que o atrator pullback é limitado em H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω). Se
ε2 = ρε1, então ε2 < 1 e ε2 > ε1 > ε. Fazendo estimativas análogas ao caso em que ε1 = ερ,

obtemos que o atrator pullback é limitado em X
1+ε2

2 .

Assim, repetindo este processo um número finito de vezes obtemos⋃
t∈R

A(t) é limitado emX
1+εk

2 , com εk = min{1, ρkε}.

Logo, ⋃
t∈R

A(t) é limitado emH2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

E, ainda, temos que o conjunto
⋃
t∈R

A(t) é um subconjunto compacto de H1
0 (Ω).

89



Bibliografia

[1] ADAMS, Robert A.; FOURNIER, John J. F. Sobolev Spaces, 2 ed. Oxford: Academic
Press, 2003. 305 p. (Pure and Applied Mathematics; 140)

[2] BABIN, Anatolii V.; VISHIK, Mark I. Attractors of evolution equations. Amsterdam:
North-Holland, 1922. 532 p. (Series in Mathematics and Applications; 25)

[3] BREZIS, Haim, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential
Equations, Nova York: Springer, 2010. 599 p. (Universitex).

[4] CARABALLO, Tomás; CARVALHO, Alexandre N.; LANGA, José A.; RIVERO, Felipe.
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[8] CARVALHO, Alexandre N.; LANGA, José A.; ROBISON, James C. Attractors for
Infinite-Dimensional Non-Autonomous Dynamical Systems, Nova York: Springer,
2013. 409p. (Applied Mathematical Sciences; 182)

[9] CHOLEWA, Jan. W.; DLOTKO, Tomasz. Global Attractors in Abstract Parabolic
Problems. Cambridge: University Press, 2000. 235 p. (London Mathematical Society
Lecture Note Series; 278).

[10] HALE, Jack K. Asymptotic Behavior of Dissipative Systems. AMS, Providence, R.
I.: Mathematical Surveys and Monographs, 1988. 198 p.

[11] HENRY, Dan. Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations. Berlim:
Springer, 1980. 348 p. (Lecture Notes in Mathematics)

[12] LADYZHENSKAYA, Olga. Attractors for Semigroups and Evolution Equations.
Great Britain: Cambridge University, Press, 1991, 73 p.

90



[13] NASCIMENTO, Marcelo J. D. Problemas parabólicos semilineares singularmente
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Apêndice A

Resultados auxiliares

A.1 Espectro de um operador linear

Neste seção, iremos apresentar alguns resultados básicos relacionados a Análise Funcional,
em particular, daremos enfoque a análise espectral de um operador linear, que será um
ferramenta importante. As principais referências são [3] e [6].

A.1.1 O operador resolvente

Definição 31. Seja X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear. O conjunto resolvente de A é o subconjunto ρ(A) de todos os λ ∈ C tais que λ − A
é injetor, R(λ− A) = X e (λ − A)−1 : R(λ − A) ⊂ X → X é limitado. Para λ ∈ ρ(A), o
operador (λ − A)−1 é chamado operador resolvente. O espectro do operador A é definido por
σ(A) = C \ ρ(A).

Definição 32. Um operador A : D(A) ⊂ X → X é fechável se para cada sequência xn → 0
sendo n→∞ com Axn → y se n→∞, então y = 0. O operador A é dito fechado se xn → x
quando n→∞ com Axn → y se n→∞ então x ∈ D(A) e Ax = y.

Lema A.1.1. Se A0 : D(A0) ⊂ X → X é um operador fechável e A : D(A) ⊂ X → X é o seu
fecho, então ρ(A0) = ρ(A).

Lema A.1.2. Suponha que um operador A0 : D(A0) ⊂ X → X tenha um conjunto resolvente
ρ(A0) não vazio.

(i) Se para algum λ0 ∈ ρ(A0), (λ− A0)−1 é injetivo então A é fechável;

(ii) Se A0 é fechável, então (λ− A0)−1 é injetivo para todo λ ∈ ρ(A0).

A partir de agora consideraremos operadores A : D(A) ⊂ X → X fechados e apenas
alguns casos espećıficos A ser fechável.

Observe que se A : D(A) ⊂ X → X é fechado e λ ∈ ρ(A), então R(λ− A) = X. Ainda,
se λ− A : D(A)→ X é bijetor, segue do Teorema do Gráfico Fechado que (λ− A)−1 ∈ L(X).

Podemos reescrever a definição de conjunto resolvente.

Definição 33. Seja X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear fechado. O conjunto resolvente de A é o subconjunto ρ(A) de todos os λ ∈ C, tais que
λ− A é bijetor.
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Teorema A.1.1. Seja X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear fechado. Então ρ(A) é um conjunto aberto de C e consequentemente σ(A) é um
subconjunto fechado de C. Mais ainda, se µ ∈ ρ(A) e λ ∈ C tal que |µ−λ|‖(µ−A)−1‖L(X) < 1,
então λ ∈ ρ(A) e

(λ− A)−1 =
∞∑
n=0

(µ− λ)n

(µ− A)n+1
.

Teorema A.1.2. Seja X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear. Se λ, µ ∈ ρ(A) temos

1. (λ− A)−1 − (µ− A)−1 = (µ− λ)(µ− A)−1(λ− A)−1;

2. Se B é um operador qualquer que comuta com A, então (λ − A)−1 também irá comutar
com B;

3. (µ− A)−1(λ− A)−1 = (λ− A)−1(µ− A)−1.

Agora estudaremos algumas particularidades do espectro para os operadores limitados.

Teorema A.1.3. O conjunto resolvente ρ(T ) do operador linear limitado T, de um espaço de
Banach X, é aberto, e consequentemente, σ(T ) é fechado.

Na demonstração do teorema anterior obtemos uma representação em série de potências
do resolvente.

Corolário A.1.1. Seja X um espaço de Banach complexo e T um operador linear limitado.
Para cada λ0 ∈ ρ(T ), conseguimos representar (T − λI)−1 por

(T − λI)−1 =
∞∑
n=0

(λ− λ0)n
[
(T − λ0I)−1

]n+1
.

A qual esta série converge absolutamente para cada λ no seguinte disco aberto

|λ− λ0| <
1

‖(T − λ0I)−1‖
,

sendo este um subconjunto de ρ(T ).

Teorema A.1.4. O espectro de um operador linear limitado T : X → X, com X um espaço de
Banach, é compacto e esta contido em um disco dado por |λ| ≤ ‖T‖. Deste modo, o resolvente
ρ(T ) de T é não vazio.

A.1.2 Operadores duais

Definição 34. Sejam X e Y espaços de Banach sobre K com duais X∗ e Y ∗. Se x∗ ∈ X∗

(y∗ ∈ Y ∗) denotaremos por 〈x∗, x〉 (〈y∗, y〉). Seja A : D(A) ⊂ X → Y um operador linear com
domı́nio denso. O dual A∗D(A∗)→ Y ∗ → X∗ de A é o operador linear definido por: D(A∗) é
o conjunto dos y∗ ∈ Y ∗, para os quais existem z∗ ∈ Y ∗ satisfazendo

〈Ax, y∗〉 = 〈x, z∗〉, ∀x ∈ D(A). (A.1)

Se y∗ ∈ D(A∗) definimos A∗y∗ = z∗, sendo z∗ é o único elemento de X∗ satisfazendo
(A.1).

Teorema A.1.5. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente definido. Então

ρ(A) = ρ(A∗) e ((λ− A)−1)∗ = (λ− A∗)−1, ∀λ ∈ ρ(A).
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A.2 Teoremas principais

Nesta seção, reunimos uma coleção dos resultados mais usados envolvendo a teoria de
medida e integração, espaços de Sobolev e análise funcional. Mais detalhes sobre estes resultados
podem ser encontrados em [1], [3], [6] e [13].

Teorema A.2.1. (Teorema da Diferenciabilidade de Lebesgue) Seja f : Rn → C uma

função mensurável com respeito a medida de Lebesgue e

∫
K

|f(x)|dx < ∞, para qualquer

conjunto de medida finita K ⊂ Rn. Então,

lim
r→0+

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

f(y)dy = f(x) quase todo ponto.

Teorema A.2.2. (Teorema da Convergência Dominada) Seja (gn)n∈N uma sequência de
funções integráveis que convergem quase todo ponto para um função integrável g. Seja (fn)n∈N
um sequência de funções mensuráveis tais que |fn| ≤ gn e fn converge para f quase todo ponto.
Se ∫

g = lim
n→∞

∫
gn,

então ∫
f = lim

n→∞

∫
fn.

Teorema A.2.3. (Teorema de Banach-Steinhauss) Sejam X um espaço de Banach, F
um espaço normado e (Ti)i∈I uma famı́lia de operadores em L(X,F ) satisfazendo a condição
de que para cada x ∈ E, existe Cx <∞ tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < Cx.

Então, sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

Teorema A.2.4. (Teorema do Gráfico Fechado) Sejam X, Y espaços de Banach e T :
X → Y uma transformação linear com gráfico fechado, ou seja,

Graf(T ) = {(x, y) ∈ X × Y tal que y = T (x)}

é um subconjunto fechado. Então T é cont́ınua.

Teorema A.2.5. (Corolário do Teorema de Hahn-Banach - forma geométrica) Seja
E um espaço vetorial normado real e F um subespaço de E tal que F 6= E, então existe f um
funcional linear limitado, f 6= 0 tal que f(x) = 0, para todo x ∈ F .

Teorema A.2.6. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja (X, d) um espaço de Banach.
Seja T uma contração definida em X. Então, existe um único ponto x ∈ X tal que T (x) = x.

Teorema A.2.7. (Teorema de Arzela-Ascoli) Sejam K e M espaços métricos com K
compacto e E ⊂ { f : K →M : f é cont́ınua}. Suponha que estão satisfeitas:

(i) Para cada x ∈ K o conjunto E(x) = {f(x) ∈ M : f ∈ E} é relativamente compacto em
M ;
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(ii) E é equicont́ınuo, ou seja, dado ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que d(x, y) < δ então
d(f(x), f(y)) < ε, para todo f ∈ E e para todo x, y ∈ K.

Então, E é relativamente compacto.

Lema A.2.1. (Desigualdade de Gronwall) Seja α ∈ R, β(t) ≥ 0, e φ(t) são funções reais
cont́ınuas que satisfazem

φ(t) ≤ α +

∫ t

a

β(s)φ(s) ds para a ≤ t ≤ b,

então
φ(t) ≤ αe

∫ t
a β(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Lema A.2.2. (Desigualdade de Gronwall generalizada) Seja α, φ : [a, b] → R funções
cont́ınuas, β(t) ≥ 0 Lebesgue integrável em [a, b] e

φ(t) ≤ α(t) +

∫ t

a

β(s)φ(s) ds para a ≤ t ≤ b.

Então

φ(t) ≤ α(t) +

∫ t

a

β(s)α(s)e
∫ t
s β(u)duds, a ≤ t ≤ b.

Teorema A.2.8. (Desigualdade de Young ) Sejam p, q ∈ R+, com p > 1 tais que
1

p
+

1

q
= 1.

Então, para todo x, y ∈ R+

xy ≤ xp

p
+
yq

q
.

Teorema A.2.9. (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X), com 1 ≤ p ≤ ∞.
Então, fg ∈ L1(X) e ∫

|fg| ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Teorema A.2.10. (Desigualdade de Hölder Generalizada) Seja f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X),

com 1 ≤ p, q ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
=

1

r
. Então fg ∈ Lr(X) e

‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Teorema A.2.11. (Desigualdade de Poincaré) Seja 1 ≤ p < +∞ e Ω ⊂ Rn um aberto
limitado. Então existe uma constante k > 0 tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ k‖∇u‖Lp(X), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Teorema A.2.12. (Teorema da Imersão) Sejam r, s ∈ N e 1 ≤ p, q < +∞. Temos

r − n

p
≥ s− n

q
⇔ W r,p(Ω) ↪→ W s,q(Ω).

No caso em que r − n

p
> s− n

q
a inclusão é compacta.

Teorema A.2.13. (Teorema de Neumann) Se A ∈ L(X), com X espaço de Banach. Se
‖A‖ < 1, então (I − A)−1 existe e é um operador linear limitado.

Teorema A.2.14. Para 0 ≤ β ≤ α < 1 + ε, temos∥∥A(t)αU(t, τ)A(τ)−β
∥∥ ≤ C(α, β)(t− τ)β−α.
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