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RESUMO

Imagens hiperespectrais possuem centenas de bandas e maior capacidade de discrimina-
cdo de diferencas sutis em comparacdo a imagens multiespectrais, o que beneficia aplica-
coes de precisdo. Entretanto, a alta resolugcdo espectral e alta correlacdo de bandas ine-
rentes dessas imagens, sugerem a possibilidade de ocorréncia da maldi¢cdo da dimensio-
nalidade em processos de reconhecimento de padrdes. Dessa forma, o estudo dos efeitos
de métodos de reducdo de dimensionalidade € relevante para esse tipo de imagem. Adi-
cionalmente, é relevante a comparacdo de comportamento de métodos de reducgdo linear
e ndo-linear. Nesse cendrio, o objetivo do presente trabalho é analisar como a extracdo
ndo-supervisionada de caracteristicas e suas diferentes abordagens afetam uma tarefa de
aprendizado ndo-supervisionado em imagens hiperespectrais. Para conduzir tal andlise, os
algoritmos Principal Component Analysis, Isometric Feature Mapping e Locally Linear
Embedding foram executados em um conjunto de sete imagens. Sob cada execugdo, fo-
ram realizados agrupamentos pelos algoritmos K-Means e Expectation Maximization. Os
desempenhos foram mensurados pelas medidas Rand, Jaccard, Kappa, Entropy, Purity e
comparados pelos testes estatisticos de Friedman e Nemenyi. Os resultados dos testes de
hipétese mostraram que, para 70% das imagens, a aplicacdo da extracdo de caracteristicas
aumentou significativamente o desempenho da tarefa de agrupamento e, em 60% desses

casos, a extragdo nio-linear gerou melhores resultados em comparacio a linear.

Palavras-chave: sensoriamento remoto, imagens hiperespectrais, reconhecimento de padrdes, extracdo

de caracteristicas, métodos ndo-supervisionados.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A maior dimensionalidade das imagens hiperespectrais (hyperspectral images - Hls) em
comparacdo a imagens multiespectrais (LOWE; POLCYN; SHAY, 1965) enriquece considera-
velmente o conteddo da informacdo - as primeiras possuem 100 ou mais bandas enquanto as
segundas entre 10 e 20. Diferentemente de dados multiespectrais, a alta resolugdo hiperespectral
aumenta a capacidade de discriminacdo de diferengas sutis em objetos, beneficiando aplicacdes
de precisdo (e.g., observacao terrestre, agricultura de precisdo, detec¢do de doencgas). Assim, o
entendimento comum € o de que, a dimensionalidade em sua totalidade deveria ser usada para

definir fronteiras precisas no espago de caracteristicas.

Entretanto, a presenca de centenas de bandas acarreta uma alta resolug¢do espectro-espacial,
isto €, transi¢Oes suaves em ambos os dominios espectral e espacial, onde os valores em locali-
zacOes e comprimentos de onda vizinhos sdo altamente correlacionados. Esse fato é observado
pela presenca de matrizes de covariincia extremamente ndo diagonais e amplas funcdes de
autocorrelacio (CAMPS-VALLS et al., 2011). Portanto, em ambos os dominios, a variacdo
intra-classe aumenta e a variacdo inter-classe diminui, o que leva a baixas acurdcias de clas-
sificacdo. Se os vetores que representam os pixels estiverem imersos em um espaco de alta
dimensdo, o mal entendimento desse tipo de espago leva a interpretagdes incorretas das ima-
gens e dificulta a escolha adequada da técnica de processamento. Dessas observagdes, surge a

suspeita da ocorréncia da maldicao da dimensionalidade em HIs.

Esses fatos justificam o desenvolvimento de estudos em redu¢@o de dimensionalidade (di-
mensionality reduction - DR) na drea. Adicionalmente, a comum indisponibilidade de infor-
macao da classe para essas imagens justifica o uso de técnicas nao-supervisionadas. Mostra-se
que um espaco com altas dimensdes € praticamente vazio e dados multivariados podem ser
representados em dimensdes menores, onde os efeitos da maldi¢ao da dimensionalidade sao
atenuados (WEGMAN, 1990; KESHAVA et al., 2000; BENEDIKTSSON; GHAMISI, 2015).
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A DR em teoria ndo prejudica a separabilidade de classes (quando corretamente parame-
trizada) e existe uma tendéncia de formacgdo de distribui¢des Normais nas projecdes de baixa
dimensdo, o que favorece o uso de DR como etapa prévia a um procedimento de reconheci-
mento de padrdes e mais especificamente ao aprendizado nao-supervisionado por misturas de

Gaussianas (Gaussian Mixture Model - GMM).

(€N

Landgrebe (1998) define que o papel de um algoritmo de analise espectral em imagens

[

o de particionar os dados em sub-regides mutuamente excludentes, cada uma pertencendo
uma classe de interesse de cobertura da superficie. De maneira genérica (i.e. independente da
implementagdo), a tarefa central dessa andlise é localizar de forma 6tima as fronteiras dessas

sub-regides.

Nessa mesma referéncia, € dito que, no caso de um nimero reduzido de bandas, o uso
do modelo gaussiano multivariado para determinar as distribuicdes das classes é uma forma
especialmente util de proceder. O modelo € eficiente para se estimar as distribuicdes mesmo
com a usual escassez de amostras em classes de substancias sutis. O modelo também representa
cada classe por uma gaussiana especifica (i.e. diferentes gaussianas no conjunto de dados), o

que também € eficiente mesmo que cada classe ndo seja uma gaussiana de fato.

Em um espago Euclidiano de baixa dimensao, € plausivel a execucdo do GMM diretamente
nos vetores em sua dimensdo original. Porém, HIs podem definir um espaco de alta dimensao
em que a assun¢do Euclidiana ndo € vélida. As propriedades de espagos de alta dimensdo e suas
consequéncias fazem com que a assuncio de independéncia linear dos vetores da base de um
espaco Euclidiano possa se tornar incorreta. Interpretando os vetores como varidveis aleatd-
rias, a alta correlagdo entre essas varidveis sugere que uma possivel premissa de independéncia

estatistica também esteja incorreta.

Assim, um método de agrupamento como o GMM, que utiliza assungdes de distancia Eucli-
diana e independéncia estatistica dos dados, pode vir a ter seu comportamento comprometido.
Surge entdo o interesse em transformar o espaco original em um segundo de comportamento
garantidamente Euclidiano, para entdo, aplicar a técnica GMM. Portanto, um processo de DR

prévio ao GMM pode vir a melhorar o desempenho do agrupamento.

Poderia-se tentar reduzir a dimensionalidade com o uso da técnica Principal Component
Analysis (PCA) porém, existe a possibilidade de ocorréncia de um erro de projecido por essa
técnica em decorréncia da relacdo entre a dispersdo das classes e a geometria que estruturas
assumem em espagos de alta dimensao. Devido a esse fato, técnicas lineares de extracio de
caracterSiticas como PCA podem produzir resultados limitados, fazendo assim com que técnicas

nao-lineares sejam exploradas.
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Tendo em vista esse cendrio, o objetivo deste trabalho de mestrado € analisar como a DR
por extracdo de caracteristicas ndo-supervisionada e suas diferentes abordagens afetam o apren-
dizado nao-supervisionado em HIs. Ou seja, pela andlise do desempenho do agrupamento por
GMM, seré verificado o beneficio da extracdo de caracteristicas e sob qual tipo de extracao

obtém-se um melhor resultado.



Capitulo 2

TRABALHOS RELACIONADOS

Feature selection for classification of hyperspectral data by SVM (PAL; FOODY, 2010) A
principal conclusdo desse estudo € a de que, em HIs a acurdcia de uma tarefa de classificacdo
que utiliza exclusivamente a técnica Support Vector Machine (SVM), € influenciada pelo nu-
mero de caracteristicas usadas. Assim, mostra-se que o método SVM ¢ de fato afetado pelo
fendmeno de Hughes. Os resultados presentes nesse artigo mostram em um conjunto de dados
do sensor AVIRIS, para todos os tamanhos de conjunto de treinamento avaliados, a adi¢do de
caracteristicas levou a um declinio estatisticamente significativo na acurdcia. Com o conjunto
de dados DAIS, tal declinio também foi observado, tanto para conjuntos de treinamento peque-
nos (25 amostras por classe ou menos) quanto para uma amostragem de treinamento grande.
Foi mostrado portanto que a selecdo de caracteristicas prové um conjunto de caracteristicas
reduzido com acurécia de classificagdo similar a de um conjunto de caracteristicas maior. Adi-
cionalmente, a andlise de quatro diferentes métodos de sele¢do exibiu uma grande variagcdo
entre a quantidade de carateristicas selecionadas por cada método, o que destaca a influéncia da

escolha do método no processo.

Assim como em nosso estudo, essa referéncia mostrou a manifestacio do fendmeno de
Hughes em HIs e a influéncia do método de DR na estimacdo da dimensionalidade intrinseca.
Entretanto, uma técnica de classificacdo foi usada ao invés de uma técnica de agrupamento,

assim como técnicas de selecdo de caracteristicas foram usadas no lugar de extracao.

Feature Mining for Hyperspectral Image Classification (JIA; KUO; CRAWFORD, 2013)

Com o argumento de que o uso do menor nimero possivel de caracteristicas discriminan-
tes como entrada para um classificador pode evitar o problema de Hughes, esse artigo fornece
uma visao geral de métodos fundamentais e modernos de selecio e extracdo de caracteristicas

aplicaveis na classificacdo de dados hiperespectrais. A comum indisponibilidade da rotulacdo
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de classes nesse tipo de dados é discutida. E enfatizado que em abordagens paramétricas su-
pervisionadas, medidas de separabildiade de classes requerem grande quantidade de dados de
treinamento, o que pode ndo ser acessivel ou fisicamente vidvel na pratica. Isso faz com que
métodos ndo-paramétricos ou nao-supervisionados sejam preferidos portanto. Informa-se que

o foco das pesquisas atuais na area estd em extracao nao-linear de caracteristicas.

Esse artigo portanto também mostra que a DR contorna o problema de Hughes em Hls e
complementa o nosso trabalho com a descri¢do de mais métodos tanto de selecdo quanto de
extragdo. E fornecido ainda mais um argumento sobre a relevincia das categorias de méto-
dos ndo-paramétricos, ndo-supervisionados e ndo-lineares, que foram as escolhidas e utilizadas
em nosso trabalho. Por fim destaca-se a relevancia atual de pesquisa em extra¢do nado-linear,

também investigada por nés.

Subspace Feature Analysis of Local Manifold Learning for Hyperspectral Remote Sensing
Images Classification (DING; TANG; LI, 2014) Essa referéncia consegue mostrar mais es-
pecificamente que, em HIs, o uso das caracteristicas obtidas por métodos de extra¢do ndo-linear
fornece maior acuricia de classificacdo do que o uso das caracteristicas originais. Esse tipo
de conclusao também reforca as evidéncias mostradas em nosso trabalho, ndo sé do beneficio
da extracdo de caracteristicas em HIs como também da possibilidade de beneficio de métodos

nao-lineares em particular.

Unsupervised Clustering and Active Learning of Hyperspectral Images with Nonlinear Dif-
Jusion (MURPHY; MAGGIONI, 2018) Nesse trabalho também é mostrado que no con-
texto de HIs, métodos lineares de DR geram melhores resultados em comparagdo com o caso
de auséncia de DR no processo de classificacdo. Adicionalmente, mostra-se também que a DR
nao-linear tem se mostrado superior a linear nesse contexto. Isso indica que HIs sdo mapeadas
em estruturas cuja dimensionalidade intrinseca € menor do que a dimensionalidade original e
também que tais estruturas sdo particularmente nao-lineares. O estudo mostra também que,
em HIs os métodos de agrupamento que utilizam distancia Euclidiana tem desempenho inferior

quando comparados a métodos que utilizam outras estratégias.

Novamente encontramos portanto mais uma referéncia que mostra o beneficio da DR em
HIs e particularmente da DR nao-linear. Adicionalmente esse trabalho também traz a infor-
macao da falha de estratégias Euclidianas nesse tipo de imagem, reforcando a validade das

suspeitas nessa mesma linha que se comprovaram no nosso caso.
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Evaluation of Nonlinear dimensionality reduction Techniques for Classification of Hypers-
pectral Images (MYASNIKOYV, 2018) Aqui também se discute que, em muitos casos, a
combinacdo da técnica PCA com o classificador SVM por exemplo fornece bons resultados
para a classificacao de HIs. Entretanto, cenas hiperepectrais podem trazer uma complexidade
advinda de efeitos ndo-lineares, que fazem com que a escolha do PCA possa ser inapropriada.
Afirma-se que para tais cenas portanto, € necessario escolher com cuidado a dimensionalidade
de saida e considerar o uso de técnicas ndo-lineares de DR. E informado também que a principal
desvantagem dos métodos nao-lineares se caracteriza pela alta complexidade computacional em

comparacao ao PCA.

Além do mesmo argumento nao-linear de outras referéncias exibidas, esse trabalho adicio-
nalmente trata de problemas como dimensionalidade intrinseca e complexidade computacional,

os quais também foram comentados por nds nas subsec¢des 3.3.4 e 3.3.5.

Unsupervised exploration of hyperspectral and multispectral images (MARINI; AMIGO,
2020) Alguns dos métodos de exploracao nio-supervisionada mais usados (principalmente
técnicas de DR e agrupamento) sdo revisados e discutidos, com foco em aplicacdes em HIs e
imagens multiespectrais. Sdo providas instru¢des de utilizagio e destacados beneficios e des-
vantagens na tentativa de desmistificar equivocos comuns. Argumenta-se que, quando o foco
final da andlise € algum tipo de predi¢cdo, o papel da andlise de dados exploratdria € subesti-
mado com frequencia. Afirma-se que, na verdade, a andlise exploratdria prové uma riqueza de
informagdes por si e fornece um primeiro insight dos dados que pode ser muito util, mesmo que
a exploracdo ndo seja o objetivo final. Conclui-se que métodos ndo-supervisionados fornecem
informacdes extremamanete valiosas e podem ser aplicados em uma primeira abordagem para
a andlise de qualquer amostra multi ou hiperespectral, haja vista que tais métodos siao indepen-

dentes de hipoteses.



Capitulo 3

FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 Sensoriamento remoto hiperespectral

A drea denominada sensoriamento remoto envolve a obtencdo de informagdo sem contato
fisico de um objeto ou cena. Essa obtencao é possivel porque diferentes objetos refletem, absor-
vem e emitem radiacio eletromagnética de forma unica, baseados na sua textura € composi¢ao
molecular (na Figura 3.1 € possivel recordar a estrutura do espectro eletromagnético). Se a ra-
diag¢do que chega em um sensor € medida em um intervalo detalhado de comprimento de onda,
a assinatura espectral consequente pode ser usada para identificar um dado objeto de interesse.
Para esse fim, a inten¢do da tecnologia de Hls € a de capturar centenas de canais espectrais que
podem caracterizar precisamente a composi¢do quimica e discriminar materiais espectralmente

similares.!

De acordo com Plaza et al. (2009), a espectroscopia de imagem (GOETZ et al., 1985),
(também conhecida como sensoriamento remoto hiperespectral), se preocupa com a medicao,
andlise e interpretacdo do espectro adquirido de uma dada cena ou objeto. Tal aquisi¢ao € feita
por um veiculo aéreo ou sensor de satélite a uma curta, média ou longa distancia. O conceito
se originou em 1980 quando A. F. H. Goetz e seus colegas do Laboratério de Jato-Propulsao da
NASA desenvolveram novos instrumentos como o Airborne Imaging Spectrometer, que resul-

tou no atual Airborne Visible Infra-Red Imaging Spectrometer (AVIRIS) (GREEN et al., 1998).

A espectroscopia de imagem em menos de trinta anos se transformou em um produto am-
plamente disponivel a comunidade. Sensores hiperespectrais amostram principalmente a por¢ao
reflexiva do espectro eletromagnético: indo da regido visivel (0,4 - 0,7 um) até a regido Infra-

Vermelho de Ondas Curtas - em torno de 2,4 um. Essa amostragem é decomposta em centenas

lessa secdio foi baseada em (GHAMISI et al., 2017) com adaptagdes e transcricdes parciais de trechos
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de canais espectrais estreitos e contiguos (e.g. 0,01 um de largura cada), constituindo uma fina
resolucao espectral. O AVIRIS por exemplo possui 224 bandas espectrais, cobrindo uma regiao
de comprimento de onda no intervalo de 0,4 a 2,5 um em uma resolu¢cdo espectral nominal
de 0,01 um. Existem entretanto outros tipos de sensores hiperespectrais que coletam dados no

intervalo de ondas infravermelhas médias e longas.
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Figura 3.1: Espectro eletromagnético. Extraida de (ALVARENGA, 2019)

HIs geralmente sdo vistas como cubos hiperespectrais, onde as imagens de banda simples
estdo empilhadas de modo que a terceira dimensao do cubo € incrementada pelos comprimentos
de onda amostrados. Uma HI que € coletada em D bandas espectrais pode ser pensada como
uma nuvem de pontos (dados pelos pixels na imagem) em um espaco D-dimensional RP. As
D bandas espectrais na imagem formam D eixos de coordenadas no hiperespaco. Cada pixel
¢ representado como um vetor D-dimensional tal que o valor da i-ésima coordenada € o valor
estimado da refletancia terrestre (ou da radiancia do alcance do sensor) medida no i-ésimo

comprimento de onda. Esse vetor € a representacdo geométrica do pixel no espaco espectral.

Um melhor entendimento das HIs pode ser obtido da Figura 3.2. Um cubo de dados hipe-
respectral tridimensional consiste em n; X ny X D pixels, onde n; X ny € o nimero de pixels em
cada canal espectral e D representa o numero de canais espectrais. Uma HI pode ser caracteri-

zada por uma das seguintes defini¢des:
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Figura 3.2: Exemplo de cubo de dados hiperespectral: (a) uma imagem em tons de cinza (b) um
cubo hiperespectral (c) vetor de um pixel e sua correspondente assinatura espectral. Extraida de
(GHAMISI et al., 2017)

1. Perspectiva espectral (ou dimensdo espectral): sob essa perspectiva, o cubo € composto
por nj X ny pixels, onde cada pixel € um vetor de D valores. Cada pixel corresponde a
radiacdo refletida em uma dada regido da imagem e possui um valor de refletancia para

cada banda espectral. Figura 3.2(c) mostra o perfil espectral de um pixel.

2. Perspectiva espacial (ou dimensao espacial): nesse contexto, o cubo consiste em D ima-
gens de tamanho n1 X np . Os valores de todos os pixels em uma banda espectral definem
uma imagem de banda simples em duas dimensdes, como mostrado na Figura 3.2(a),

onde ambas dimensdes sdo espaciais.

Ainda na Figura 3.2(b), note que a cena estd representada por uma falsa composi¢cdo RGB, que
pode ser obtida da HI pela escolha subjetiva e empirica de trés bandas que estariam fazendo
o papel das trés componentes R, G e B. A composi¢do € entdo obtida pela soma dos valores
de refletancia dessas trés bandas que resulta em uma quarta que serd exibida de fato. Outra
forma usual de se obter as trés bandas € pelo uso do PCA com parametro igual a 3. Esse tipo
de representacdo € util para visualizacdo humana para se ter uma ideia de como a cena seria

enxergada a olho nu.

Outra representacao dos dados € o Espaco de Caracteristicas. O sensor amostra uma fungao

continua de energia vs comprimento de onda e a converte para um conjunto de medidas asso-
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ciado a um pixel (que constitui um vetor no espaco D-dimensional). Essa conversdo de uma
func¢do continua para um vetor discreto é muito conveniente para uma andlise algoritimica. As
representacdes em Epacos de Caracteristicas de duas e trés dimensdes podem ser usadas para

visualizar um método de extracdo de caracteristicas (Se¢do 3.3). Observe a Figura 3.3.
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Figura 3.3: Representacio de respostas espectrais em um espaco de caracteristicas bidimensional.
Extraida de (LANDGREBE, 1998)

Os avancos recentes na tecnologia de sensores € nas técnicas de processamento contribuem
fortemente para o uso de dados hiperespectrais. Em baixas altitudes, aeronaves e veiculos aéreos
nao-tripulados podem obter dados de altissima resolucao espectral e, de modo geral, os sensores
possuem alta resolucdo espacial. Missdes de observacao e iniciativas de livre acesso aumentam
a disponibilidade desses dados e permitem a caracterizacao, identificacdo e classificacdo das
areas de cobertura com maior precisdo e robustez. A amostragem espectral detalhada é uma

valiosa fonte de informacao para uma grande variedade de aplicagdes.

Dentre as missdes de observagdo existentes podemos citar: Hyperion sensor on Earth
Observing-1 (EO-1), AVIRIS, HyspIRI da National Aeronautics and Space Administration
(NASA); PROBA, Hyperspectral Imager Suite, Environmental Mapping and Analysis Program
(EnMAP) da European Space Agency; Gaofen da China; missdes da Japan Aerospace Explora-

tion Agency. Exemplos de iniciativas de acesso livre sdo a L.Biehl e o Army Geospatial Center.

Dentre as aplica¢des destacam-se: mapeamento urbano, gerenciamento e monitoramento
ambiental, andlise de plantio e agricultura de precisao (monitoramento do desenvolvimento e
saude das plantagdes), detec¢do mineral (mineralogia), detec¢do de estruturas camufladas em
redondezas naturais, indudstria de alimentos (caracteriza¢ao da qualidade dos produtos), aplica-
cOes baseadas em seguranca, imagens quimicas, astronomia, ciéncias ecoldgicas, area médica,

estudo da atmosfera, imagens de curto alcance.
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3.2 Maldicao da dimensionalidade

O termo maldi¢do da dimensionalidade se refere a todas as dificuldades que ocorrem ao
lidar com dados em alta dimens@o. Sua primeira apari¢do ocorre em (BELLMAN; COLLEC-
TION, 1961) onde se discute que, para estimar uma fun¢do com muitos atributos (dado um certo

grau de acurdcia), o nimero de amostras precisa aumentar junto com a quantidade de atributos.

Foi mostrado em (FUKUNAGA, 1990) que para a inducdo de classificadores lineares (e.g.
Nearest Mean Classifier) o nimero de amostras necessdrias € uma funcao linear do nimero de
atributos. Para classificadores quadréticos € uma funcao quadrética (e.g. classificador Bayesi-
ano sob hipétese Gaussiana com diferentes matrizes de covariancia para cada classe). No caso
de classificadores nio-paramétricos, o nimero de amostras deve aumentar exponencialmente
com o aumento dos atributos para se ter uma estimativa efetiva das densidades multivariadas
(SCOTT, 1992; HWANG:; LAY; LIPPMAN, 1994).

Na teoria de decisdo Bayesiana, onde lidamos com um ndmero ilimitado de amostras (ja
que as distribuicdes de probabilidade sdo completamente conhecidas a priori), o erro de classi-
ficacdo decresce monotonicamente (i.e. a probabilidade de erro se aproxima de zero) conforme
o nimero de atributos aumenta (FUKUNAGA, 1990). Por outro lado, em um cendrio real onde
os pardmetros do modelo sdo estimados dos dados, o erro € se mantém acima de um limite

conforme o nimero de atributos aumenta (TRUNK, 1979).

O fendmeno de Hughes prova que para um nimero finito n de amostras, quando a quan-
tidade de atributos cresce a partir de certo ponto, o desempenho da classificacdo € degradado
(HUGHES, 1968). Um grafico relacionado a esse fendmeno € o da Figura 3.4. Na ocorréncia
de muitos atributos é comum uma alta correlagdo entre as amostras, o que faz com que o erro
quadratico 6timo na estima¢do de densidades seja grande mesmo que o ndimero de amostras

seja arbitrariamente grande (SCOTT, 1992).

Resultados relacionados a esse problema podem ser encontradas em (FUKUNAGA, 1990;
SCOTT, 1992; JIMENEZ; LANDGREBE, 1998). Mais explicacdes e ilustracdes se encontram
em (JAIN; DUIN, 2000), (MURPHY, 2013) subsecao 1.4.3, (DUDA; HART; STORK, 2001)
secdo 3.7, (BISHOP, 2006) secdo 1.4, (LANDGREBE, 2019) e (LANDGREBE, 1998).

Esses fatos estdo sob a Optica de uma tarefa de classificagdo no contexto de aprendizado de
maquina. Porém hd uma relacdo entre eles e a caracterizagdo geométrica desse tipo de espaco.
O termo maldicao da dimensionalidade também costuma ser referenciado como fendmeno do
espaco vazio, pois a quantidade de amostras disponiveis geralmente € restrita, fazendo com que

espacos de alta dimensdo sejam inerentemente esparsos.
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Figura 3.4: Ilustraciao do fenomeno de Hughes. Extraida de (FUKUNAGA, 1990)

Em contraste com o espaco Euclidiano usual, espacos de alta dimensao nao sao intuitivos
e do ponto de vista geométrico e estatistico pode-se provar que?> (JIMENEZ; LANDGREBE,
1998; LANDGREBE, 1998):

* vetores diagonais xyj,, de um espago de dimensdo baixa se tornam ortogonais aos vetores
da base em um espaco de dimensdo alta, com isso, a projecao de um grupo de veto-

res quaisquer em um desses vetores x4;,e pode arruinar a informagao contida nos dados
(WEGMAN, 1990; SCOTT, 1992).

» fendmeno da concentracdo (BEYER et al., 1999; FRANCOIS, 2007): de acordo com Lee
e Verleysen (2007), conforme a dimensionalidade cresce, o contraste provido por métri-
cas usuais decresce (a distribui¢do das normas em um dado conjunto de pontos tende a se
concentrar). Ou seja, métricas passam a ter baixo poder de discriminacdo. Por exemplo,
a norma Euclidiana de vetores de muitas coordenadas que sao independentes e identica-
mente distribuidos, se comporta de forma inesperada. A explicacdo e a prova podem ser
encontradas em (DEMARTINES, 1994) mas, em suma, seja d a dimens@o e x um vetor
aleatério nessa dimensio, a norma de vetores aleatérios cresce proporcionalmente a v/d,
mas a varianca dos valores das normas se mantem mais ou menos constante para um d
suficientemente grande. Isso significa também que o vetor x parece ser normalizado em
alta dimensao. Mais precisamente, sendo it a média, a probabilidade de que a norma de

x esteja fora de um intervalo fixo centrado em | se torna aproximadamente constante

Zjustificativas do item 1 e do caso da hiperesfera do item 2 (a) sdo exibidas no Apéndice A
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quando d cresce. Conforme (|, também cresce, o erro relativo de se tomar [, a0 inves

de ||x|| se torna desprezivel. As consequencias do fendmeno da concentragdo sio:

 vetores originalmente aleatérios independentes e identicamente distribuidos de alta di-
mensdo parecem estar localizados proximos a superficie de uma hiperesfera de raio .
O volume de uma hiperesfera ou hiperelipséide se concentra em sua borda externa (WEG-
MAN, 1990; KENDALL, 2004) e o volume de um hipercubo se concentra em seus cantos
(SCOTT, 1992; KENDALL, 2004). Isso significa que, ndo somente 0s vetores passam a
possuir quase que o mesmo valor de norma, mas também que a distancia Euclidiana en-
tre dois vetores € aproximadamente constante. A distancia Euclidiana € de fato a norma
Euclidiana da diferenca entre dois vetores aleatorios, e essa diferenca também € um vetor
aleatdrio. Outros resultados de normas e distincias sao dadas em (AGGARWAL; HIN-
NEBURG; KEIM, 2001; FRANCOIS, 2007).

¢ se os dados estdo concentrados na casca, entdo estdo distantes da média, fazendo com
que dados Normalmente distribuidos estejam concentrados nas caudas da distribui¢do em
vez de estarem ao redor da média. A diferenca entre autovetores cresce, fazendo com
que uma direcdo retenha muita variancia e outra ndo. Seja ¥ a matriz de covariancia do
conjunto de varidveis aleatdrias (vetores) no espago considerado e As os autovalores de
¥. O nimero de condi¢do de X é dado por A/ Amin. Observa-se que a diferenca entre
Amin € Amax € alta, fazendo com que a matriz de covariincia fique mal condicionada. Isso
torna a estimagdo de densidade mais dificil. Veja a Figura 3.5: note a forma alongada
indicando alta correlacdo dos dados e como a dire¢ao (autovetor) vertical retém pouca

variincia enquanto que a horizontal retém muita.

Figura 3.5: Ilustraciao de um hiperelipséide com concentracio de dados em borda

* vizinhangas locais sdo em sua maioria vazias, ou seja o problema da procura de vizi-
nhos mais préximos se torna dificil de resolver (BEYER et al., 1999; BORODIN; OS-
TROVSKY; RABANI, 1999) o que causa perda de detalhes na estimacdo da densidade.

Aggarwal, Hinneburg e Keim (2001) comentam que sob certas assuncdes razodveis na
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distribui¢do dos dados, a razdo entre as distancias do vizinho mais préximo e do mais
distante € quase 1 para uma variedade de distribui¢des e funcdes de distancia, conforme
argumentado em (BEYER et al., 1999). Isso também contribui para que o problema de vi-
zinhos mais proximos se torne mal condicionado dado que o contraste entre as distancias

de diferentes pontos ndo existe.

» fendmeno do espago vazio que faz com que os dados possam ser projetados em um subes-
paco de menor dimensdo sem perda significativa de informacdo de separabilidade entre
classes (SCOTT; THOMPSON, 1983; CARREIRA-PERPINAN, 1997) .

* vetores projetados em dimensdes menores tendem a formar uma distribuicdo Normal
(HALL; LI, 1993; DIACONIS; FREEDMAN, 1984).

A Figura 3.6 ilustra como o aumento dimensional, ou seja, a representacdo de um memsmo

conjunto de pontos em diferentes dimensdes, acarreta no fendmeno do espaco vazio.
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Figura 3.6: Extraida de http://www.cs.haifa.ac.il/~rita/ml_course/lectures/PCA_Fisher.pdf

Conhecida como rolo suico, a Figura 3.7 apresenta uma possivel configuragdo de um con-
junto de dados de natureza originalmente bidimensional imerso em um espaco tridimensional
(i.e. de alta dimensao nesse exemplo). Entende-se portanto que a dimensionalidade intrinseca
desse estrutura seja igual a 2. A ideia de dimensionalidade intrinseca sera formalizada e discu-

tida com mais profundidade na secdo a seguir. De forma complementar a Figura 3.5, a Figura
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3.7 ilustra as propriedades citadas de espaco majoritariamente vazio com dados concentrados
nas bordas, acompanhado do problema de detec¢do de vizinhos originalmente pfoximos e, de
forma relacionada, da falha da métrica Euclidiana. Note no item a) e c) que a detec¢do de vizi-
nhos pela métrica Euclidiana (azul tracejado) ndo reflete a vizinhanga original (azul continuo).
Note também que os dados podem ser projetados para o espago bidimensional com a manuten-
cdo da variancia no conjunto. Esse exemplo de dispersdo em particular serd retomado em vérias
ilustragdes na proxima secao para exemplificar, justificar e explicar os métodos de redugdo de

dimensionalidade escolhidos.
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Figura 3.7: Aproximacio da distincia pela soma das arestas de um grafo no Rolo-Suico. Extraida
de (TENENBAUM; SILVA; LANGFORD, 2000)

3.3 Reducao de dimensionalidade

A reducdo de dimensionalidade consiste na selecdo e extracdo de caracteristicas. A sele¢ao
de caracteristicas constréi um subconjunto de d caracteristicas S = {S,...,S4} do conjunto
original F = {F},...,Fp}, onde d < D e S C F, baseado em algum critério de desempenho
em uma aplicacao especifica (e.g. classificacdo, deteccdo de objeto). J4 o objetivo da extragao
de caracteristicas ¢ encontrar a fungdo f : R® — R? que transforma o ponto {x; € R°}" | em
vi = f(x;), onde { Vi € Rd}?:1 e d < D, tal que a maior parte da informac¢ao dos dados € mantida.
O termo f pode ser uma transformacao linear ou ndo-linear. Uma ilustracdo de DR para o caso
de HIs pode ser obtida na Figura 3.8. Ambas as categorias mantém as relacdes de proximidade
originais entre os pontos, sdo flexiveis a escolha do classificador posterior € t€ém se mostrado
bem sucedidas na drea de classificacao (mesmo com a inevitdvel perda relativa de informacgao
dos dados originais). Vale notar que a reducdo ndo pode ser excessiva pois o classificador
pode perder a habilidade de discriminagdo (LI et al., 2011). Qualquer método de DR também
¢ categorizado de acordo com o uso do rétulo da classe: nao-supervisionado, supervisionado
ou semi-supervisionado. Nesta subsec@o apresentaremos os trés algoritmos de extragdo nao-

supervisionada escolhidos para o trabalho.
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(a) ib)

Figura 3.8: DR hiperespectral: (a) Selecao de Caracteristicas (b) extracao de caracteristicas. Ex-
traida de (GHAMISI et al., 2017)

3.3.1 Principal Component Analysis

De acordo com Cunningham e Ghahramani (2015), métodos lineares de DR foram desen-
volvidos por muitas dreas da ciéncia (e.g. estatistica, otimizagdo, aprendizado de méquina) por
mais de um século e se tornaram ferramentas matematicas poderosas na andlise de dados rui-
dosos e de alta dimensao. Parte de seu sucesso se deve a interpretagdes geométricas simples
e propriedades computacionais atrativas. Em métodos lineares, procura-se uma matriz de pro-
jecdo T que mapeie as amostras do espaco de caractersticas original RP, para um subespaco

linear em RY com d < D. Essa tarefa pode ser definida da seguinte forma:
Definicao 1 (Reducao de Dimensionalidade linear). Dados n pontos D-dimensionais

X = [x1,...,%,] € RP e uma escolha de dimensionalidade d < D, otimizar uma fungdo ob-

Rd><D

Jjetivo fx (.) para produzir uma transformagdo linear T € responsdvel pelo mapeamento

Y =TX € R,

PCA € uma familia de técnicas para tratar dados de alta dimensionalidade, que utilizam as
dependéncias entre as varidveis para representd-los de uma forma mais compacta sem perda de
informagdo relevante. E um dos métodos mais simples e robusto de DR e uma das técnicas mais
antigas, tendo sido redescoberta muitas vezes em diversas areas da ciéncia. PCA implementa
a Transformacdo de Karhunen-Loeve (ou Transformacdo de Hotteling) como € conhecida na
literatura de reconhecimento de padrdes (Jolliffe (2002) exibe na se¢do 1.2 um breve histérico
com todas as referéncias relevantes). Além de ser o principal método linear existente, € também
ainda o mais adotado na extracio de caracteristicas no geral. Se trata de um método cléssico
de andlise estatistica de dados multivariados que realiza a expansdo de um vetor x em termos
dos d autovetores da matriz de covariincia associados aos d maiores autovalores. Por essa
razao, € limitado a estatistica de segunda ordem onde nenhuma hipétese sobre as densidades de

probabilidade € necessaria, uma vez que toda a informacdo pode ser estimada diretamente das
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amostras. Dado um conjunto de dados multivariados, o objetivo € reduzir a dimensionalidade e
a redundancia existente para encontrar a melhor representacdo que minimize o critério de Erro
Quadréatico Médio (Mean Squared Error - MSE). A redundancia € medida pela correlacdo entre
os dados. Como os atributos mais significativos sdo utilizados, a representagdo no subespaco

linear de fato minimiza esse critério.

O requisito basico em PCA € a existéncia de um vetor aleatério X com n elementos.
Considera-se X como um vetor coluna. Devem estar disponiveis amostras xi, ..., x;, desse vetor.
Nenhum modelo generativo € assumido para o vetor X, mas € necessdrio que os seus elemen-
tos sejam mutuamente correlacionados para que a compressao seja possivel. Na transformagao
PCA, primeiramente os dados sdo centralizados subtraindo-lhes a média, que na pratica é es-
timada através das amostras disponiveis. Em seguida, x é transformado linearmente em um
outro vetor y contendo d elementos, com d < D, de maneira que a redundancia introduzida
pela correlacdo € eliminada. Geometricamente, tal condi¢do € obtida através de uma rotacao do
sistema de coordenadas ortogonal, de modo que os componentes de x no novo sistema sejam
ndo-correlacionados. Simultaneamente, as variancias das projecdes de x nos novos €ixos sao
maximizadas, sendo que o primeiro eixo corresponde a maior variancia, o segundo a maior na
direcdo ortogonal ao primeiro e assim por diante. Pode ser mostrado em (FUKUNAGA, 1990)
que, se A; e u; sdo respectivamente o j-ésimo autovalor e autovetor da matriz de covariancia de

X , entdo para j # k

A>0

l/tj-btk:o

ou seja, todos os autovalores sdo positivos e os autovetores sao mutuamente ortogonais entre si.
Como consequéncia, para uma matriz de rank D, tem-se D autovetores ortonormais (assumindo
que || u; ||=1 para j = 1,...,D) associados aos autovalores A1, ..., Ap. Matematicamente, pode-
se expressar a rotacao do sistema de coordenadas definida pela Transformac¢ao Karhunen-Loeve

como uma matriz ortonormal Z = [TT,S T] , de dimensdes D x D, com
7T = [W1,...,Wa] p 4 Tepresentando os eixos do novo sistema de coordenadas e

ST = [wast,.,Wp) Dx(D—d) Tepresentando os eixos referentes as componentes eliminadas.
A condic@o de ortonormalidade implica que w;-wy = 0 para j # k, e w;-wy = 1 para j = k.
Pode-se escrever o vetor D-dimensional x através de sua expansio nos vetores da base:
D D
x= Z(x wiw; = chwj 3.1)

J=1 J=1
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onde c; € o produto interno entre x € w;. Entdo, o novo vetor d-dimensional y € obtido por:

D
yl=xTrT = chwJT- Wi,.oywq| = [c1,-.,¢4] (3.2)
j=1

Desta forma, busca-se uma transformacao 7 que maximize a variancia dos dados, ou seja,

otimize o critério PCA a seguir, com Xy sendo a matriz de covariancia do vetor centralizado X:

d
2 2
HAT) =E[lyIP] =E [y = Y E[] (3.3)
j=1
porém, sabe-se que ¢; = xT'w j» € portanto:
PCA ! T T Lo T L
Ji (wj):ZE[wjxx wj]:ijE[xx ]wj:ijwaj 3.4)
j=1 j=1 j=1

sujeito a restricdo || w; ||= 1. Trata-se de um problema de otimizagdo com restri¢do de igual-

dade. E conhecido que a solucdo é encontrada através de multiplicadores de Lagrange:

d d
I (wiy) =Y wizow; = Y ri(wiw;—1) (3.5)
j=1 j=1

Derivando a expressdo acima em relagdo a cada componente de w; e igualando a zero,

chega-se ao seguinte resultado, encontrado em (YOUNG; CALVERT, 1974):

waj = 7Ljo (3-6)

Portanto, tem-se um problema de autovetores, ou seja, os vetores w; da nova base que ma-
ximizam a variancia dos dados transformados sdo os autovetores da matriz de covariancia Xx.
Porém, informagdes a respeito de como os d autovetores devem ser selecionados tornam-se
mais claras na abordagem apresentada a seguir. E importante notar que, apés essa transforma-
¢do, os dados se encontram decorrelacionados. Ou seja, a matriz de covariancia Xy, onde Y € o
resultado da aplicagdo da transformacdo T em X, € diagonal pela decomposicao em autovalores

da matriz Xy, onde diag(Ay, ..., A,) é a matriz diagonal dos valores proprios de Ly:

Yy =TTSxT =TT Tdiag(Ay,...,,)TTT = diag(M,..., A) (3.7)

Uma outra abordagem para o PCA € a da minimizacdo do MSE. Nessa abordagem, busca-
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se um conjunto de d vetores ortonormais de base que gerem um subespaco d-dimensional tal

que, o MSE entre o vetor original x e sua projecdo nesse subespacgo, seja minima. Denotando

os vetores da base por wy, ..., w,,, pela condicdo de ortonormalidade tem-se w wj = &; onde
51' ji= 1sei= ]

6,~j:Osei7éj

A projeg¢ao de x no subespago gerado pelos vetores w;, com j=1,...,d, € dada pela equacao

3.1 e portanto o critério MSE a ser minimizado torna-se:

Jiist (w)) =

d
E ||| x— Z x! wi)w; ||2] (3.8)

Devido as propriedades de ortonormalidade e considerando o vetor média nulo, esse critério

pode ser simplificado para:

d
S ()~ Bl 5 1Y <E| 3 <xTw,->2] _
=1
d d
E | x|?] Z wixdwi] =E || x|*] = ¥ wiZxw; (3.9)

i=1 j=1

como o primeiro termo nao depende de w;, para minimizar o critério MSE basta maximizar

d
Y wiZxw; (3.10)
j=1

Porém, da equacdo 3.4, esse mesmo problema de otimizagdo foi resolvido através de mul-
tiplicadores de Lagrange, e o resultado obtido € que os vetores w; devem ser os autovetores de

Yx. Entdo, substituindo-se a equacao 3.6 em 3.9, tem-se:

QL

Tuse (wj) =E | x|?] Z (3.11)

Esse resultado mostra que para minimizar o MSE, deve-se escolher os d autovetores asso-
ciados aos d maiores autovalores da matriz de covariancia. Foi mostrado em (FUKUNAGA,

1990) que o valor do minimo MSE é:
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D
Tuse W)=Y v (3.12)
j=d+1

Para concluir, sumarizando entdo o algoritmo PCA:

Algorithm 1 Principal Component Analysis
1: function PCA(X)

2: Calcule a média e a matriz de covariincia das amostras
Uy = 5 Lij=1%i
Ty = oty T (6 — ) (i — )"
3: Calcule os autovalores e os autovetores de X,
4: Defina a matriz de transformacdo T = [w;,wy,...,wy| com os d autovetores associados aos d
maiores autovalores
5 Projete os dados X no subespaco PCA
vi=Tx; for i=1,2,...n
6: return Y

7: end function

3.3.2 Isometric Feature Mapping

O Isometric Feature Mapping ISOMAP) é um dos algoritmos pioneiros em DR ndo-linear.
Seus autores propdem uma abordagem que combina os principais recursos algoritmicos do
PCA e do Multidimensional Scaling (MDS) (COX; COX, 2001; BORG; GROENEN, 2005)
- eficiéncia computacional, otimizacdo global e garantias de convergéncia assintdtica - com a
flexibilidade de aprender uma ampla classe de estruturas ndo-lineares (TENENBAUM; SILVA;
LANGFORD, 2000). A ideia € construir um grafo unindo os vizinhos mais préximos, computar
os menores caminhos entre cada par de vértices e, conhecendo as distancias entre os pontos,
encontrar um mapeamento para um espago de menor dimensdo que preserve essas distincias.
Assume-se que os caminhos minimos no grafo aproximam as distancias reais (BERNSTEIN et

al., 2000) conforme Figura 3.7. A Figura 3.9 fornece uma ideia visual do procedimento.
O algoritmo pode ser dividido em trés passos:

Passo 1: induzir um grafo a partir do conjunto de dados X = {x;} parai=1,...,n onde x;
denota o vetor de caracteristicas que representa a i-ésima amostra. Existem basicamente duas
formas de se criar um grafo G a partir dos dados. Em ambas, cada amostra representard um
vértice do grafo e, se duas amostras estiverem ligadas em G, o peso da aresta serd a distancia

entre os respectivos vetores.



3.3 Redugdo de dimensionalidade 33

Figura 3.9: Desdobramento do Rolo-Suico. Extraida de (WEINBERGER et al., 2006)

1. Grafo KNN:
Parametro de entrada K: nimero de vizinhos de cada vértice
Para cada amostra x; do conjunto:
Calcular a distancia Euclidiana de x; a cada outro x;:
La(xi,xj) = /(xin —xj1)* + ... + (xip —xp)*

Selecionar as K amostras mais proximas de x;

Criar em G as arestas entre x; e as K amostras selecionadas

2. Grafo R-vizinhan¢a (LUXBURG, 2007):
Parametro de entrada €: raio que define a regido de influéncia de cada amostra
Para cada amostra x; do conjunto:
Calcular a distancia Euclidiana de x; a cada outro x;
Se Ly(xi,xj) < &

Criar aresta entre x; € x; em G

Passo 2: Montar a matriz D de distancias ponto a ponto: para cada amostra x; do conjunto,
aplicar o algoritmo de Dijkstra para obter os caminhos minimos de x; aos demais. Fazer D;; =

tamanho do menor caminho entre x; € x;.

Passo 3: De posse da matriz D, encontrar um conjunto de pontos em um espago de menor
dimensao tal que as distancias sejam preservadas. Esse problema é solucionado pelo algoritmo
MDS cujo objetivo é, dada uma matriz de distancias par a par, recuperar as coordenadas dos

pontos y; € R, i =1,..,n onde d é definido pelo usudrio.
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A distincia entre os vetores y; € y; €

L3 = yi—yill* = Gi—y) vi—v;)) (3.13)

Para aliviar a notacdo vamos chamar L%l. jde Ll-zj. A matriz de distancias é dada por D = {Ll-zj},

i,j=1,...,n (i é linha, j é coluna). Seja B a matriz dos produtos internos. B = {b;;}, onde
bij = yl-Ty j- O método MDS baseia-se na resolu¢do de dois sub-problemas: i) Encontrar a

matriz B a partir de D; i1) Recuperar as coordenadas dos pontos a partir de B.
Sub-problema 1: Encontrar B a partir de D

Hipoétese: a média dos dados € nula (pontos estdo ao redor do vetor nulo).

Zy,- =0 (3.14)

caso contrario hé infinitas possibilidades, basta transladar os pontos. De Lizj a partir da distribu-

tiva, temos:

Ly =yl yi+y[yj =20 y; (3.15)

assim, a partir da matriz D, podemos obter a média de uma coluna j como:

oo Ixor I & o7 27 I & o7 T
=Y L= Y i Y Vi S Y vy = Yty (3.16)
n= n= n= n=3 n=

analogamente, podemos computar a média de uma linha i como:

S oo I g I o7 2< 7 T I¢& o7
Y ==Y ylvi+= Y vy ==Y vy =vlvi+= Y vy (3.17)
= = = = "=t
e finalmente, podemos computar a média dos elementos de D como:
) Lij=— YiYit YiYi— 3 Yiyj=
2 2 2 VA) J
L Yoo i=1j=1 l izl j=1 ’ L l
J QL 1 & 7 28 7
=Y yvivi+= Y. vivi==Y vy (3.18)
iz = iz
note que de 3.15 € possivel definir b;; como:
T Lo 7 T
bij=yiyj=—5Li;=Yiyi=¥;yj) (3.19)



3.3 Redugdo de dimensionalidade 35

mas de 3.17 podemos isolar o termo —yl.Ty,-:

1 & 1 &
=y === Y L+ Y iy (3.20)
j=1 j=1

e de 3.16 podemos isolar o termo —y}ry jt

1 & 1 ¢
iy == LG+ Y i (3.21)
i=1 i=1

entdo, fazendo 3.20 - 3.21 temos:

1 & 1 & 2 &
i yi—yiyj=—= Y Li—= Y Li+=Y vl (3.22)
i3 iz i1
de 3.18 podemos escrever:
=Y vivi=— ) ¥ L (3.23)
ni=3 Ly e

de modo que temos uma expressdao completa para b;; em funcdo dos elementos de D:

i=1 j=1 i=1j=1
chamando de a;; = —%L,- j podemos escrever as médias na linha 7, na coluna j e em D respecti-
vamente como:
1 n
ai. =—- Y aj (3.25)
n .=
j=l1
1 n
aj=-Y aij (3.26)
iz
1 n n
a.=—) ) a (3.27)
i=1j=1
expressando b;;:
bij=aijj—ai.—aj+a. (3.28)
definindo a matriz A = {a;;},i,j=1,...,n como A = —%D pode-se mostrar que a relag@o entre

B e A € ainda mais simplificada, sendo dada por B = HAH onde a matriz H € definida por
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loor
H=1—--11 (3.29)
n
sendo 17 = [1,...,1] (vetor de 1s com n dimensdes). Dessa forma tem-se que
(11 1]
oy 1 1 1
11" =U = (3.30)
1 1 1
note que B = HAH nada mais € que a forma matricial da equacao 3.28 uma vez que
1 1 1 1
B=HAH=\|1--U|A(I--U|=(A--UA)|I--U )=
n n n n
1 1 1
A—-A-U--UA+ 5UAU (3.31)
n n n
portanto, temos a matriz B.
Sub-problema 2: Recuperar as coordenadas y; € R¢ a partir de B.
Note que a matriz B dos produtos internos pode ser expressa por:
Buxn = Yuxa¥ixn (3.32)

onde n denota o nimero de amostras e d denota o nimero de dimensdes. A matriz B possui trés

propriedades importantes:
a) simétrica
b) o rank de B é d (niimero de linhas/colunas linearmente independentes)

¢) positiva e semi-definida: Vy € R", yTBy >0

Isso implica em dizer que a matriz B possui d autovalores ndo negativos e n — d autovalores

nulos. Assim, pela decomposicao espectral de B pode-se escrever:

B=VAVT

onde A = diag(Ay,...,A,) é a matriz diagonal dos autovalores de B e

(3.33)
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| |
[
V=1|v »n Vi (3.34)
[
N L
¢ a matriz dos autovetores de B. Sem perda de generalidade iremos considerar A; > ... > A,,.
Devido aos n — d autovalores nulos, B pode ser escrita como:
B=V'AVT (3.35)
onde A’ = diag(A4,...,A4) é a matriz diagonal dos autovalores de B e
| |
[ I
V/ — Vl V2 Vd (336)
[ R
N L
mas como By = Yyua¥t = V' AVT = V/N'2A'2V'T temos finalmente que
Yia = V) gA'"? (3.37)

onde A" = diag(v/A1,...,A/Aq). Cada linha de Y, terd a coordenada de um vetor y; € R,

onde d € um parametro que controla o nimero de dimensdes do espaco de saida. A seguir, os

algoritmos MDS e ISOMAP sdo sumarizados:

Multidimensional Scaling:

1. Entrada: D = {L .} (obtida criando grafo e executando Dijkstra)
2. FacaA = —%D
3. Faga H =1 1117

4. Calcule B=HAH

5. Encontre os d autovetores associados aos d maiores autovalores de B e construa Vrfx 4 €

A/ = diag(/h, ...,Ad)

1n/2

6. Calcule Vg = V! A,
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Algorithm 2 Isometric Feature Mapping
1: function ISOMAP(X)
2: Dos dados de entrada Xp, construa um grafo KNN.
3 Calcule a matriz de distancias ponto a ponto Dj,x,.
4: Calcule A = —%D.
5: Calcule H =1—- %U, onde U € uma matriz n x n de 1’s.
6
7
8

Calcule B= HAH.
Encontre os autovetores e autovalores da matriz B.
Selecione os d < D maiores autovetores € autovalores de B e defina:

V=1vi v» ... .. v (3.38)

[ I
A:diag(ll,lz,...,ld) (3.39)

9: Calcule Y = A/2yT
10: return Y
11: end function

3.3.3 Locally Linear Embedding

O algoritmo ISOMAP € um método global no sentido de que, para encontrar as coordenadas
de um dado vetor x € R, ele usa a informacdo sobre todas as amostras através da matriz B. Em
contrapartida, o Locally Linear Embedding (LLE), como o nome sugere, € um método local, ou
seja, as novas coordenadas de qualquer x € RP dependem apenas da vizinhanga desse ponto. A
hipétese principal por trds do LLE € a de que, para uma densidade suficientimente grande de
amostras, € esperado que o vetor x e seus vizinhos formem um patch linear, ou seja, pertengam
todos a um sub-espaco Euclidiano (ROWEIS; SAUL, 2000), conforme Figura 3.10.

Figura 3.10: Rolo-Suico interpretado como conexdes de planos locais. Extraida de (LEE; VER-
LEYSEN, 2007)

Dessa maneira, € possivel caracterizar a geometria local por coeficientes lineares:
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X~ Zwi X (3.40)
J

para x; € U(x;) isto é, pode-se reconstruir um vetor como combinagdo linear de seus vi-
zinhos. Basicamente, o algoritmo LLE requer como entrada uma matriz X, xp com linhas x;,
o nimero de dimensdes desejado d < D e um inteiro K > d + 1 para encontrar as vizinhangas
locais. A saida € uma matriz Y,,., com linhas y;. O algoritmo LLE ¢ dividido em trés etapas

(ROWEIS; SAUL, 2000; SAUL; ROWEIS, 2003), conforme Figura 3.11:

o Y- ST
o T
o - © .
o "\I. ®
. w
o o aq
o
00® o . o ? » °
o L] !
Ry @[5 XA E
o __\"__}\l k
* Iu- .
LWy
00' ." L ]
"o (s ]
- ’

Figura 3.11: Etapas do LLE. Extraida de (SAUL; ROWEIS, 2003)

1. Para cada x; € RP encontre os K vizinhos mais proximos;

2. Encontre a matriz de pesos W que minimize o erro de reconstrucio para cada x; € R
- 2
EW)=Y [lxi—Y wix;| (3.41)
i=1 j

onde w;; = 0 a menos que x; seja um dos K vizinhos mais pfoximos de x; e para cada i,
Yiwij=1

3. Encontre as coordenadas ¥ que minimizem o erro de reconstru¢do usando pesos 6timos

DY) =Y [lyi— Y wiy; | (3.42)
i=1 j



3.3 Redugdo de dimensionalidade 40

sujeito as restri¢des ) ;¥;; = 0 para cada j, e YTy =1

A seguir serd descrito como obter a solu¢do de cada passo do LLE.

Encontrando as vizinhangas lineares locais No algoritmo usual do LLE, um nimero
fixo de vizinhos mais préximos € definido para cada exemplar através da distancia Euclidiana.
Outros critérios também podem ser usados para a escolha de vizinhos, como escolher todos
os pontos pertencentes a bola de raio fixo. Além disso, o nimero de vizinhos ndo precisa ser o
mesmo para todos os pontos. Regras alternativas também s@o possiveis, por exemplo, selecionar
todos os pontos dentro de um certo raio até uma quantidade méaxima, ou selecionar um certo

numero de vizinhos onde nenhum esteja fora de um raio méximo (SAUL; ROWEIS, 2003).

Muitos critérios devem ser levados em consideracdo para escolher K. Primeiramente, o
algoritmo vai recuperar somente as imersdes cuja dimensionalidade d seja estritamente menor
do que K. Em segundo lugar, LLE € baseado na assunc¢do de que um ponto e seus vizinhos
sejam localmente lineares. Para conjuntos de dados nao-lineares, a escolha de um K muito
grande vai em geral violar essa assuncdo. Finalmente, no caso ndo-usual onde K > D, cada
ponto pode ser perfeitamente reconstruido de seus vizinhos, e 0s pesos de reconstrucao local
deixam de ser unicamente definidos. Nesse caso, regularizacio adicional tem de ser adicionada
para quebrar essa degeneracdo (SAUL; ROWEIS, 2003).

O algoritmo LLE também precisa checar se o grafo KNN € conexo. Se o grafo € disconexo
(ou com baixa conectividade) entdo o LLE deve ser aplicado separadamente para cada um dos
componentes conexos do grafo; caso contrario, a regra de selecdo de vizinhanca tem de ser

refinada para gerar um grafo com maior conectividade (SAUL; ROWEIS, 2003).

Estimacao dos pesos por minimos quadrados A segunda etapa do LLE é reconstruir
cada ponto de seus vizinhos mais préximos. Os pesos de reconstrucao 6tima podem ser calcu-
lados de forma fechada. Sem perda de generalidade, pode-se expressar o erro de reconstru¢ao

local no ponto x; como:
E(w)=[| Y wilxi—x) P= Y Y wjwk (xi —x;) (x; —xk)" (3.43)
J J K
definindo a matriz C como:

Cjr = (xi —x;) (xi —xx)" (3.44)
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temos a seguinte expressao para o erro de reconstrugdo local:

E(w)= ZijCijK =wlCw (3.45)
7 K

A restrigdo ) jw;; = 1 pode ser entendida de forma geométrica ou probabilistica. Do ponto
de vista geométrico, ela prové invaridncia a translacdo, ou seja, a adicdo de qualquer vetor
constante ¢ a x; € a todos os seus vizinhos ndo altera o erro de reconstrugdo. Seja x; = x;+c e

xj = xj +c. Entdo o0 novo erro de reconstru¢ao local € dado por:
~ 2
E(w) =l xi— Yowps |
J

=l xi+e—Ywjlxj+e) |°
J

:H xi—|—C—ZWij—ZWjC ||2
J J

=|| xi+c—) wixj—c|?
7

— E(w) (3.46)

Em termos de probabilidade, impor que os pesos somem 1 faz de W uma matriz de transi¢ao
estocastica (SAUL; ROWEIS, 2003). Vamos mostrar que na minimizagao do erro quadrético,
a solugdo € encontrada através de um problema de autovalores. Na verdade, a estimagdo da
matriz W se reduz a n problemas de autovalores: como ndo h4 restrigoes entre as linhas de W,
podemos encontrar os pesos 6timos para cada amostra x; separadamente, o que simplifica os

calculos. Assim, temos n problemas independentes de otimizagao com restricao dados por:
argminw! Ciw; (3.47)
wi

sujeito allwi=1 parai=1,...,n

Usando multiplicadores de Lagrange, escreve-se a fun¢ao Lagrangiana como:

L(w;,y) = w!l Cow; —y(1Tw; — 1) (3.48)
Derivando em relacdo a w;:
d -
—L(w;,y) =2Ciw;i —y1 =0 (3.49)
8w,-
o que leva em
Ciw; = 11 (3.50)

2
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Se a matriz C; € invertivel, temos a solu¢do em forma fechada:

7
w; = <

Yo (351

onde A pode ser ajustado para assegurar que Y, ;w;(j) = 1. Na verdade, hd uma expressao
fechada para w;(j) (SAUL; ROWEIS, 2000):

1y
Wl(.])_ ZKcz (.]7K)

= 3.52
Yk X C (K, D) (332

Para acelerar o algoritmo, em vez de se calcular a inversa da matriz C, resolve-se o seguinte
sistema linear:

Ciw; =1 (3.53)

e entdo normaliza-se a solugdo para garantir que Y ;w;(j) = 1 dividindo-se cada coeficiente do

vetor w; pela soma de todos os coeficientes:

L wi())
() = : 3.54
para j=1,....D

Se K > D, entdo no geral os K vetores distintos geram todo o espago. Isso significa que x;
pode ser escrito exatamente como combinacdo linear dos seus k vizinhos mais préoximos. De
fato, se K > D, hd infinitas solugdes para x; =}’ ;w;x; pois hd mais varidveis desonhecidas K do
que equacdes D. Nesse caso, o problema de otimizacdo € mal-condicionado e uma regularizagao
€ necessaria. Uma técnica de regularizacdo comum € a regularizagdo de Tikonov que, em vez

de minimizar diretamente

|xi— Y wix; |2 (3.55)
J
adiciona um termo de penalizag¢do para o problema de minimos quadrados

i = Loy P +a Y w) (3.56)
J J

onde o controla o grau de regularizacdo. Em outras palavras, seleciona-se 0s pesos que mi-
nimizem a combinac¢do do erro de reconstru¢c@o e a soma dos quadrados dos pesos. Quando
o — 0 tem-se o problema de minimos quadrados. No limite oposto, &¢ — oo, 0 termo de erro
quadratico se torna desprezivel e busca-se minimizar a norma Euclidiana do vetor de peso w.

Geralmente, o € setado para ser um valor pequeno porém diferente de zero. Nesse caso, os n
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problemas independentes de otimiza¢do com restri¢ao sao:
T T
argminw; Ciw; + aw; w; (3.57)
wi

sujeito allw,=1 parai=1,...,n

A funcdo Lagrangiana € definida por:

L(w;,y) = w,-TC,-w,' + OCWiTWi — Y(TTW,- —1) (3.58)

Tomando a derivada em relagdo a w; e igualando a zero:

2Ciw; + 20w = y1 (3.59)
_ _ ¥
(Ci+al)w; = 51 (3.60)
4 17
w; = E(C,-+ocl) I (3.61)

onde A € escolhido para normalizar w;.

Encontrando as coordenadas A ideia principal por trds do terceiro passo do LLE é
usar os pesos de reconstrucdo 6timos estimados por minimos-quadrados para encontrar as novas
coordenadas. Desse modo, fixando a matriz de pesos W, o objetivo € resolver outro problema

de minimizac¢do quadrética:

o)=Y [lyi— Y wijy; |I? (3.62)
i=1 j

Em outras palavras, tem de se responder 4 questdo: quais sdo as coordenadas y; € Rque

sao reconstruidas pelos pesos de W?

Para nao degenerar o problema, duas restri¢des sao impostas:

1. a média dos dados no espaco transformado € zero, caso contrdrio teriamos um infinito

nimero de solucdes

2. a matriz de covariancia dos dados transformados € igual a Identidade, isto €, ndo ha

correlacdo entre os componentes de y € R?

Contudo, diferentemente da estimacdo dos pesos W, encontrar as coordenadas nao se simplifica
em n problemas independentes, porque cada linha de Y aparece em & diversas vezes, uma vez

como o vetor central y; e novamente como um dos vizinhos de outros vetores.
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Primeiro, vamos re-escrever a equacdo 3.62 de maneira mais significativa usando matrizes.

Note que:

T
=) (yi - ZWijyj> (yz' - Zwij)’j> (3.63)
i=1 7 '

J

Aplicando a distributiva:

T T
= Z yiyi—yl (Z%‘jh‘) - (Z‘%’j}’j) yi+ (Zwijyj> (Zwijyj) (3.64)
=1 j j j j

Expandindo o somatdrio:

Zyz Yi— Zzyl Wijyj— Zzijjlyl+zzzijjlwlkyK (3.65)

i=1j i=1 j K

Denotando por Y a matriz d X n onde cada coluna y; para i = 1,...,n armazena as coorde-
nadas do i-ésimo ponto e sabendo que w;(j) = 0 a menos que y; seja um dos vizinhos de y;,

podemos escrever ®(Y) como:

oY) =Tr(YTY)—Tr(YTwWY) —Tr(YTWTY) + Tr(YTWTWY)
=Tr(YTY) = Tr(YT(WY)) = Tr(WYT)Y) + Tr(WY)T (WY))
=Tr(YT (Y —=WY) - (WY)T (¥ —WY))
=Tr((Y =WY)" (Y —=WY))
=Tr((I-W)Y)" ((1-W)Y))
=Tr(YT(1-W)T(I-W)Y) (3.66)

Definindo a matriz M,,«, como:
M=I-W)T(1-w) (3.67)
tem-se o seguinte problema de otimizagao:
arg myin Tr(YTMY) (3.68)
sujeito a %YTY =1
Assim, a fun¢do Lagrangiana é dada por:

LY,y)=Tr(YTMY)—y (%YTY — 1) (3.69)
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Derivando e igualando a zero:

oMy —2%y =0 (3.70)
n
MY = BY 3.71)

onde f = 2—:, evidenciando que Y é composto pelos autovetores da matriz M. Ja que temos
um problema de minimizagdo, queremos que Y seja composto pelos d autovetores associados
aos d menores autovalores. Note que sendo M uma matriz n X n, ela possui n autovalores e n
autovetores ortogonais. Apesar dos autovalores serem reais e nado-negativos, o menor deles é
sempre zero com autovetor constante 1. Esse autovetor corresponde a média de Y e deve ser
descartado para garantir a restri¢do ) ' y; = 0 (RIDDER; DUIN, 2002). Note que cada linha de

W deve somar um, € portanto:

wi=1 (3.72)

T-wi=0 (3.73)
(I-W)I=0 (3.74)
I-W)TI-W)I=0 (3.75)
MI1=0 (3.76)

Portanto, para obter y; € R4, onde d < D, temos de selecionar os d + 1 menores autovetores
e descartar o autovetor constante com autovalor zero. Em outras palavras, temos de selecionar

os d autovetores associados aos menores autovalores diferentes de zero.

O algoritmo a seguir mostra um resumo do método LLE. A entrada é uma matriz Xp«, cujas
colunas sdo as amostras e a saida € a matriz Y,, 4 cujas linhas representam as novas coordenadas

dos pontos.

3.3.4 Consideracoes adicionais

Em um espaco de alta dimensdao relativa, as amostras estdo correlacionadas, garantindo
assim o pré-requisito de aplicagdo do PCA. Os trés métodos apresentados nessa secio, ao final
de suas execugdes obtém uma base ortonormal em um espaco onde os vetores de padrdes podem
ser expressos como combinagdo linear dos componentes da base. No PCA isso € feito de forma
explicita, ou seja, temos acesso direto a cada vetor da base. Nos métodos ndo-lineares isso €
feito de maneira implicita, ou seja, ao final de cada algoritmo nio temos acesso aos vetores da

base em si, apenas as coordenadas locais no espago Euclidiano de saida (pois ndo existe uma
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Algorithm 3 Locally Linear Embedding

1: function LLE(X,K,d)

2 Dos dados de entrada Xp«, construa um grafo KNN.
3: for X; € X7 do

4 Calcule a matriz C; K x K como:

. — — — — T
C,'(],K) = (xi—xj)(xi—xl() (3.77)
5: Resolva o sistema linear C;w; = 1 para estimar os pesos w; € RX.
6: Normalize os pesos em w; tal que Y ;w;(j) = 1.
7: end for
8: Construa a matriz W n x n, cujas linhas sdo os w; estimados.
9:  Calcule M = (I-W)T(1-W).
10: Encontre os autovalores e os autovetores da matriz M.
11: Selecione os d menores autovetores de M e defina:
Y= Vi V2 ... ... Vg (378)
| | xd
12: return Y

13: end function

matriz de projecdo construida explicitamente). Note que o PCA determina as coordenadas dos

pontos y dadas na matriz Y da seguinte forma:

Yd><n = Td><D “XDxn

ou seja, como uma transformacdo linear de X. Ja os métodos ndo-lineares exibem as novas

coordenadas em suas préprias matrizes, onde cada coluna é um autovetor:

== Yn T
Portanto, a matriz ¥ ndo é dada por uma transformacao linear de X e assim, tais técnicas de
reducdo sd@o denominadas ndo-lineares. Além disso, como os vetores sao vistos como varidveis
aleatdrias por alguns algoritmos subsequentes, é assegurado também que essas varidveis nao
estdo correlacionadas, o que € uma consequéncia direta da propriedade anterior. Em resumo, em

todos os trés métodos, as coordenadas sdo obtidas a partir de autovetores de uma determinada
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matriz, que por definicao sdo ortogonais. Ao final do processo de qualquer um dos trés métodos,

temos a garantia que o espago reduzido € linear.

Para justificar e ilustrar a aplicacdo de métodos nao-lineares, um exemplo classico € o “des-
dobramento” do Rolo Suico. A Figura 3.12 mostra esse conjunto de dados e como ele ndo é

bem representado pelo PCA em termos da separacdo das classes definidas nesse caso.

g
.
oy aw

LLE IsoMap

TRCTART R ol

o, 0"
¥
AN S R Oy ‘-_ Q

Figura 3.12: Projecoes do Rolo-Suico pelo PCA, ISOMAP e LLE. Extraida de (IVEZIC et al.,
2014; PEDREGOSA et al., 2011)

O exemplo do Rolo-Suico evidencia uma possivel limitacao de métodos lineares. Entretanto
vale ressaltar também as limitagdes dos métodos ndo-lineares. Primeiramente, tendo em vista
a evidéncia apresentada de que a DR ndo-linear é mais adequada quando ha ddvida sobre a
natureza estrutural dos dados, seria plausivel entdo questionar por que sequer considerar usar
o PCA em algum caso. Porém, note que, se para um dado problema os dados ja residirem
originalmente em um hiperplano, a reducdo linear é a melhor escolha devido a simplicidade,

velocidade de processamento e escalabilidade. Mais precisamente:

* Complexidade computacional: o PCA € mais eficiente tanto em tempo de execucdo
quanto em uso de memoria do que métodos de DR ndo-linear. Esses fatores sdo cru-
ciais quando se trata de conjunto de dados grandes (o que € comum nas diversas dreas de
aplicacdo). Mesmo implementacdes simples do PCA funcionam em grandes conjuntos

de dados.

¢ Pertinéncia da linearidade: em certas ocasides, os dados de fato definem uma estrutura
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quase linear em um espaco de menor dimensdo. Nesses casos, o0 PCA tende a fornecer

uma aproximacao suficiente mesmo que a estrutura ndo seja perfeitamente linear.

* Facilidade de uso: PCA € de uso direto. Dada uma implementacdo particular, o unico
parametro a ser dado é a dimensionalidade-alvo. Técnicas ndo-lineares tipicamente re-
querem a selec@o de mais de um parametro. O ajuste de pardmetros pode aumentar ainda
mais o custo computacional desses métodos. E necessdria também a selecdo entre as di-
versas técnicas ndo-lineares disponiveis e essa escolha nem sempre € 6bvia. Diferentes
técnicas funcionam bem em diferentes circunstancias e pode-se ndo conhecer a priori qual

¢ mais apropriada.

* Mapeamento direto: o PCA fornece uma transformacao que pode ser aplicada em dados
que ndo faziam parte do conjunto de treinamento (no caso de uma tarefa de classificacao

por exemplo). Algumas técnicas ndo-lineares ndo possuem esse mapeamento direto.

* Pré-processamento: no caso do LLE por exemplo, o PCA se faz necessario em algu-
mas situagdes como uma ferramenta de pré-processamento para viabilizar a execucdo do

método ndo-linear. Isso acontece em outras situacdes também.

* QOverfitting: no caso de uma tarefa de classificacao, € sabido que as técnicas ndo-lineares
possuem certa tendéncia ao overfitting devido ao aumento de complexidade que o modelo

nao-linear possui.

* Interpretabilidade: em alguns casos, pode-se desejar usar DR para se entender o processo
de geracdo dos dados. Os pesos do PCA facilitam a conclusdo a respeito da dimensao

original, o que nao é o caso de muitos métodos ndo-lineares.

* Popularidade: PCA € um método antigo, confidvel e bem conhecido pela comunidade.
Métodos ndo-lineares sdo novos e ainda estdo em processo de estudo a respeito da ca-
tegorizagdo de adequacdo em func¢do dos tipos de problemas a serem resolvidos. Além

disso, implementacdes desses métodos ainda ndo estdo amplamente disponiveis.

A respeito dos problemas especificos da extracdo nao-linear, vale ressaltar que melhores ma-
neiras de se construir um grafo de vizinhanga de X por técnicas que nao a do KNN e da &-
vizinhanca, ainda estdo sendo investigadas. Mesmo na utilizacdo da técnica KNN, ainda ndo
ha uma defini¢do precisa a respeito da escolha do parametro K para tal. A definicdo de K é
uma oportunidade para o analista incorporar um conhecimento a priori na tarefa e depende das

caracteristicas dos dados, como densidade de amostragem e geometria da estrutura.
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Como o ISOMAP e o LLE sdo baseados em intui¢des diferentes, os problemas que cada um
pode trazer também sdo de naturezas distintas. O ISOMAP tenta preservar as propriedades geo-
métricas globais do conjunto de dados (i.e. separacdo entre pontos longinquos) com o custo de
distorcer geometrias locais. Foi mostrado que o ISOMAP € vulnerdvel a erros de curto-circuito
se 0 K é muito grande em relacdo a estrutura dos dados, ou se a presenc¢a de ruido fizer com
que alguns pontos estejam ligeiramente fora do padrdo da estrutura (BALASUBRAMANIAN;
SCHWARTZ, 2002). Mesmo um pequeno erro de curto-circuito pode alterar muitas entradas
na matriz D, o que pode levar a imersdes totalmente diferentes. Por outro lado, se K € muito
pequeno, o grafo de vizinhancas pode se tornar muito esparso para aproximar os caminhos entre

pontos corretamente.

Em contraste, o LLE tenta preservar as propriedades geométricas locais, que sdo carac-
terizadas pelos coeficientes lineares locais de reconstrucdo. Ainda que as vizinhangas sejam
sobrepostas, o acoplamento entre pontos distantes pode ser severamente enfraquecido se os da-
dos sdo ruidosos, esparsos ou com baixa conectividade. Portanto, o problema mais comum do
LLE € mapear pontos de entrada distantes em pontos de saida préximos. O algoritmo LLE tem
trés parametros importantes: a dimensionalidade intrinseca d, o nimero de vizinhos mais pro-
ximos K, e em alguns casos o pardmetro de regularizacdo a. A DR com LLE € muito sensivel

a variacOes nesses parametros.

Se K € muito pequeno, o mapeamento ndo vai refletir nenhuma propriedade global; se é
muito grande, 0 mapeamento vai perder o cardter ndo-linear e vai se comportar como o PCA
(ja que todo o conjunto de dados serd interpretado como uma unica vizinhanga). Afirma-se
que dado um valor de K, o LLE s6 serd capaz de recuperar uma imersdo de dimensao d < K, e
quando d > K, o conjunto de dados possui baixa dimensionalidade intrinseca e cada ponto pode
ser perfeitamente reconstruido de seus vizinhos - fazendo com que os pesos de reconstrucao
local ndo sejam mais unicamente definidos. De modo geral, para um bom funcionamento, o
LLE espera uma curvatura e densidade de amostragem tal que cada ponto tenha na ordem de
2d vizinhos que definam um patch aproximadamente linear. Saul e Roweis (2003) afirmam
que os resultados do LLE sdo tipicamente estdveis para uma série de valores de K. Se o é
incorreto, a andlise espectral pode ndo convergir (RIDDER; DUIN, 2002). Se d € muito grande,
0 mapeamento vai realcar ruido; se € muito baixo, partes distintas do conjunto de dados podem
ser mapeadas umas sobre as outras. A seguir vamos discutir mais a respeito da dimensionalidade

intrinseca.
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3.3.5 Dimensionalidade intrinseca

Diz-se que um conjunto de dados X C R” possui dimensionalidade intrinseca d < D, se
X pode ser descrito em termos de d parametros livres. A interpretacdo geométrica é a de que
o conjunto de dados em sua totalidade reside em uma hipersuperficie d-dimensional em R”
(THEODORIDIS; KOUTROUMBAS, 2008). A detec¢cdao da dimensionalidade intrinseca é um
problema em investigacdo na drea de DR. Nao ha uma solucao tnica ou geral pois, hé influéncia
das caracteristicas de cada conjunto de dados. Diferentes métodos foram propostos e a exibicao
de todos foge do escopo desse trabalho. Para o leitor interessado no assunto, recomenda-se a
obtencdo de maiores detalhes em (MINKA, 2000; CAMASTRA, 2003; FAN et al., 2010; SUN;
MARCHAND-MAILLET, 2014; HE et al., 2014; CERUTI, 2014; CAMPADELLI et al., 2015).

Comentaremos o tema brevemente nessa subsecdo devido a sua importancia em qualquer
problema de DR. Se faz necessdrio definir uma dimensionalidade-alvo razodvel que garanta
suficientemente a retengdo de boa parte da variabilidade dos dados, caso contrario, uma re-
presentacdo inadequada compromete os demais processos da andlise. Por outro lado, uma
dimensionalidade-alvo significativamente maior do que a intrinseca € igualmente indesejivel.
Se uma estrutura unidimensional por exemplo estiver imersa em um espago tridimensional, uma
reducdo de trés para duas dimensdes poderia representar a estrutura na forma de uma curva no
plano, distorcendo assim sua caracteristica originalmente linear. Portanto é importante que a

dimensionalidade-alvo ndo seja muito inferior nem muito superior a intrinseca.

Algumas estratégias sdo empiricas. Zheng et al. (2016) testa exaustivamente a acurdcia ob-
tida em sua tarefa de classificacdo em funcao de uma série de valores de dimensao para observar

o ponto de estabilizacdo, conforme Figura 3.13 (que nesse caso se deu com dez dimensdes).

A estratégia escolhida em nosso estudo também é empirica: a razdo da soma dos maiores
autovalores da respectiva matriz do método de DR sobre a soma de todos autovalores (Equacao
3.79). Considera-se a matriz de covariancia para o PCA, a matriz B para o ISOMAP e a matriz

M para o LLE
XA

(3.79)
Y2 A

Procura-se os d primeiros maiores autovalores onde o valor da razdo ultrapasse um certo
limiar, que na literatura e na maior parte dos experimentos existentes varia entre 0,70 e 0,95.
Esse valor da razdo € entendido como a porcentagem retida da variancia total dos dados. Por-
tanto d € a quantidade de autovetores necessdrios para se reter essa porcentagem de variancia,
isto €, o nimero de dimensdes minimo suficiente para projecdo (ou ainda, os autovetores as-

sociados aos maiores autovalores). Essa abordagem é simples e amplamente empregada em
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Figura 3.13: Acuracia em funcao da dimensionalidade. Extraida de (ZHENG et al., 2016)

aplicagdes de PCA e MDS, sendo inclusive sugerida em (COX; COX, 2001).

Esse mesmo critério é citado em (IVEZIC et al., 2014) subsecao 7.3.2 , (WEBB, 1999)
subsecao 9.3.1, e (WANG; CHANG, 2006). E apresentada nessas referéncias a relagdo entre, o
valor de corte da fracdo, e o ponto de inflexdao do grafico dos autovetores pelos autovalores. No
caso do PCA e MDS, a plotagem da sequéncia de autovetores pela varidncia gera um grafico
decrescente e o ponto de inflexdo € a dimensionalidade procurada. No ISOMAP, assim como
no PCA e MDS, a verdadeira dimensionalidade pode ser estimada do decrescimento no erro
conforme o aumento da dimensionalidade-alvo (TENENBAUM; SILVA; LANGFORD, 2000).
A Figura 3.14 permite a visualizac¢io desse fato assim como a relacao entre a curva de estimagao

e o conjunto de dados particular.
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Figura 3.14: Variancia residual em diferentes conjuntos de dados (A-D) do PCA (tridngulos aber-
tos), MDS (triangulos abertos de A-C; circulos abertos em D) e ISOMAP (circulos preenchidos).
As setas indicam a dimensionalidade verdadeira quando conhecida. Extraida de (TENENBAUM;
SILVA; LANGFORD, 2000)
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Vale reforcar que essa formula foi escolhida devido a sua popularidade e simplicidade,
porém € sabido que existem dificuldades na determinacao do ponto de inflexdo em alguns casos
- conforme abordado nas referéncias citadas anteriormente e como indica a Figura 3.14 D - e
também problemas em relacdo a sua efetividade - exibidos em (CHANG, 2003; CHANG; DU,
2004; RAMAKRISHNA et al., 2006)°.

No LLE essa mesma andlise do ponto de inflexdo também pode ser feita, porém o grafico
€ crescente (pois o célculo das novas coordenadas envolve a minimiza¢do de uma fung¢do). Tal
minimizacdo € dada pelos menores autovalores da matriz M (i.e. os autovalores ndo-nulos mais
préoximos de 0). Contudo, anomalias podem existir (assim como para o PCA e o ISOMAP) no
LLE por sensibilidade a ruido por exemplo (POLITO; PERONA, 2002; GOLDBERG; RITOV,
2008). Uma forma de amenizar a influéncia de ruido € se aplicar primeiro o PCA (reduzindo as
componentes em 25% por exemplo), para depois aplicar LLE - conforme afirmado em (LEE;
VERLEYSEN, 2007) subsecdes 7.2.3 e 7.2.4. Outro problema particular do LLE também ¢é
citado em (SAUL; ROWEIS, 2003) na secdo 5.3, onde se afirma que tal estratégia s6 funciona
para dados que residam em uma estrutura essencialmente linear ou que foram amostrados de
maneira uniforme (o que ndo é garantido para todos os casos). Algumas alternativas para con-
tornar o problema sdo apresentadas nessa referéncia. Como ilustra¢do, Saul e Roweis (2003)
apresentam na Figura 3.15 como o ponto de inflexdo ndo € evidente em alguns casos onde é

sabido que a dimensionalidade intrinseca € 2.

3.4 Bootstrap aggregating

Dado um conjunto de dados X com n elementos, a técnica bootstrap aggregating (BREI-
MAN, 1996) (também conhecida por bagging), tem como fun¢do gerar, por amostragem ale-
atéria uniforme de X (com ou sem reposi¢do), m novos conjuntos X;, cada um com n’ ele-
mentos. Uma mesma tarefa de aprendizado de méquina € aplicada em cada subconjunto e os
resultados de cada tarefa sdo entdo combinados por um critério conveniente ao estudo par-
ticular (e.g. média, votacdo). Essa combinacdo é uma aproximacdo ou estimacido do re-
sultado que o procedimento teria se fosse aplicado sobre o conjunto X original. A técnica
pode ser encarada como uma abordagem de divisdao e conquista. A Figura 3.16 (adaptada de

https://towardsdatascience.com) ilustra o procedimento.

3como o foco do trabalho ndo é a investigagdo dessas medidas, vamos apenas nesse momento citar a existéncia

desses problemas (que poderdo ser investigados futuramente)
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Figura 3.15: Note como o ponto de inflexdo nao é evidente especialmente para as duas formas
inferiores. Extraida de (SAUL; ROWEIS, 2003)
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Figura 3.16: Bootstrap aggregating - ilustracao do procedimento
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3.5 Avaliacao de agrupamento

Avaliar algoritmos de DR ainda é um problema. A metodologia usual consiste em executar
o algoritmo em algum conjunto de dados artificial e analisar visualmente se os resultados sdao
intuitivamente adequados (como ilustrado na Figura 3.12). Esse procedimento € subjetivo e
medidas objetivas sdo necessdrias para permitir uma andalise quantitativa. Para realizar uma
avaliacdo experimental robusta, se faz necessario conhecer a Verdade Terrestre* (Ground Truth

- GT) e determinar se a informagao estd sendo preservada.

Nesse trabalho, tal determinagdo serd feita pela comparagdo entre o resultado do procedi-
mento de agrupamento por GMM e o GT. A seguir serdo apresentadas as medidas de avaliacdo
de agrupamento escolhidas que serdo usadas para tal comparagdo. Todas possuem a propriedade
de que quanto maior o valor retornado, melhor € o desempenho do resultado de agrupamento

avaliado.

3.5.1 Kappa

O coeficiente Kappa foi originalmente proposto por (COHEN, 1960) como um método
para determinar concordancia entre especialistas. No contexto de uma tarefa de agrupamento,
o coeficiente determina um grau de concordancia a posteriori. Ou seja, dadas amostras pre-
viamente rotuladas em classes (GT), ele mede qual € a concordancia entre a rotulacao prévia
e o resultado do agrupamento dado pela particao do conjunto de dados em grupos. A andlise
dessa estatistica indica que, para valores negativos, ndo hd concordancia alguma e, quando o
valor resultante € igual a 1, a concordancia € total. Uma possivel interpretacdo é a de que o
coeficiente expressa a propor¢do de erros que o agrupamento evita cometer quando comparado

a um resultado puramente aleatdrio. Assim, seja

L quantidade de classes
k quantidade de grupos no conjunto todo’

m;; quantidade de elementos da classe i pertencentes ao grupo I

4i.e. classes verdadeiras e seus pixels associados ou, rotulagio feita pelo especialista de dominio

>note que nesse trabalho k = L
®h4 um requisito de correspondéncia semantica entre os rétulos do agrupamento e da classificagio prévia. O
apéndice B fornece a fundamentagao tedrica da solucdo que adotamos para garantir tal requisito
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C matriz de Confusio definida como

myp cocomy
C=1|: . (3.80)

mpy occoompp
m;+ soma dos elementos da linha i
m ; soma dos elementos da coluna j (i.e. quantidade de pontos no grupo j)

n total de observagdes (i.e. quantidade de pontos no conjunto todo)

entdo a expressao do célculo do coeficiente € dada por (CONGALTON, 1991)

L L
Y My — Yl MMy

Kappa = (3.81)
n? — Z,'Lzl miym j
3.5.2 Entropy e Purity
Adicionalmente as definicdes anteriores, seja
pij probabilidade de um ponto do grupo j pertencer a classe i
M
pij=—= (3.82)
m+j
ej entropia de um grupo j
L
ej =Y pijlog pij (3.83)
i=1
purity; pureza de um grupo j
purity; = max pj; (3.84)
entdo, os coeficientes Entropy e Purity (SHANNON, 1948) sdo dados por
k mj
e= Z —e; (3.85)
j=1
ko
purity = Z jpurityj (3.86)
=1 "

onde e € entropia total do conjunto de grupos e purity € a pureza geral de um agrupamento.
Como os nomes sugerem, essas medidas mensuram a variagdo e homogenidade intra-grupo (ou

sobreposicao inter-grupos) e consequente incerteza, aleatoriedade e desordem do agrupamento.
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Ambas sdo baseadas em p;;, que pode ser interpretada como um grau de pertinéncia do
grupo j a classe i. Note que a entropia serd igual a zero quando todas as suas parcelas forem
iguais a zero, ou seja, quando e; = 0,V j. Observando o termo e, notamos que 0 mesmo assume

valor zero quando

* pij =0 (i.e. 0 grupo ndo compartilha ponto algum com determinada classe)

* log, pij =0= p;j =1 (i.e. o grupo compartilha todos os pontos com determinada classe)

A pureza resulta valores em [0, 1]. J4 a entropia resulta valores em [—log, L,0] e assume valor
maximo quando, V grupo, todos os pontos do grupo pertencem a mesma classe. Informalmente:
quanto maior o valor da medida, mais bem definida é a particio gerada pelo agrupamento;
por outro lado, quanto menor o valor da medida, mais incerto é o agrupamento (i.e. hd uma
indicacao de auséncia de estrutura de agrupamento ou inabilidade do algoritmo de agrupamento

em revelar tal estrutura).

3.5.3 Rand e Jaccard

Dado o resultado de um agrupamento e uma classificacdo prévia, um par de pontos pode

ser unicamente rotulado como

SS se ambos 0s pontos pertencem ao mesmo grupo € a mesma classe
SD se pontos pertencem ao mesmo grupo porém a classes distintas
DS se pertencem a grupos distintos porém a mesma classe

DD se pertencem a grupos distintos e a classes distintas

Sejam a, b, ¢, d as quantidades de pares SS, SD, DS, DD, respectivamente. As medidas R
(RAND, 1971) e J JACCARD, 1912) sdo definidas como’

R=(a+d)/(a+b+c+d) (3.87)
J=a/(a+b+c) (3.88)

Portanto, essas medidas se baseiam na comparacao entre discordincia e concordancia. A ideia

¢ a de que, os grupos podem ser definidos tanto pelos pontos que contém, como pelos que nao

70s termos a, b, ¢, d foram utilizados para facilitar o entendimento; a correspondéncia entre esses termos e 0s
elementos da matriz de Confusdo pode ser encontrada em (JAIN; DUBES, 1988) paginas [172,175]
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contém. Assim, se os pontos de um par estdo atribuidos a0 mesmo grupo e a mesma classe,
isso representa concordancia entre agrupamento e classificagdo pfevia. Da mesma forma, se
os pontos do par pertencem a grupos distintos e classes distintas, isso também representa con-
cordancia entre agrupamento e classificacdo pfevia. A avaliacdo R é baseada na sobreposi¢cao
entre as medidas de concordancia SS e DD. A avaliacdo J € similar, porém considera somente

a concordancia SS (o termo d ndo estd presente em seu cdlculo).



Capitulo 4

EXPERIMENTOS

Os detalhes das imagens utilizadas sdo apresentados na secao 4.1; a metodologia do projeto
serd detalhada na secdo 4.2; os resultados experimentais nas segdes 4.3 e 4.4; o texto se encerra

na secdo 4.5 com as conclusdes obtidas dos resultados e possibilidades de trabalhos futuros.

4.1 Conjunto de imagens

Sete HIs publicas tradicionais foram usadas para experimentacio': Indian Pines, Salinas,
SalinasA, Botswana, Kennedy Space Center, Pavia University, Pavia Centre. Todas sdo imagens
da superficie terrestre e foram obtidas por veiculos aéreos ou satélites. Os equipamentos fonte

sdo: AVIRIS, Reflective Optics System Imaging Spectrometer (ROSIS), NASA EO-1 Satellite.

As subsecdes seguintes trazem os detalhes de cada imagem respectivamente, com exce¢ao
da dltima subsecdo, que tem como papel somente sumarizar os aspectos principais de todas as

imagens.

4.1.1 Indian Pines

Coletada em Junho de 1992 pelo sensor AVIRIS na regido noroeste do estado americano de
Indiana, a cena identificada como Indian Pines ¢ composta de 145 x 145 pixels e 224 bandas
de refletancia com comprimento de onda no intervalo de 0,4 a 2,5 um. Utilizamos a versao
corrigida da imagem cujas bandas que cobrem regides de absorcdo de dgua foram removidas
(bandas [104-108], [150-163], 220). Uma visualiza¢do em tons de cinza € dada na Figura 4.1.
Uma visualizacdo em falsa composi¢do Red Green Blue (RGB) é dada na Figura 4.2. Dois ter-

cos da drea total correspondem a dreas de agricultura e um terco de floresta e outras vegetacoes

Thttp://www.ehu.eus/ccwintco/index.php?title=Hyperspectral Remote Sensing Scenes
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naturais. Existem duas rodovias principais de mao dupla e um trilho de trem, assim como pe-
quenos conjuntos de moradias e outras construcdes e ruas. Haja vista que a captura se deu em
Junho, algumas plantacdes como milho e soja se encontram no estdgio inicial de crescimento,
com menos de 5% de cobertura. O GT € dividido em dezesseis classes além da classe 0 e pode
ser visualizado pelo mapa de rétulos da Figura 4.3. A Tabela 4.1 apresenta a descri¢do e a
quantidade de pixels de cada classe. A fun¢dao do mapa de rétulos € exibir na dimensdo espacial
de banda simples, ndo o valor de refletincia de cada pixel em uma determinada banda, mas
sim uma coloracao ou tonalidade correspondente ao rétulo da classe associada a cada pixel. A
correspondéncia coloragdo-numeragdo do rétulo da classe € dada pela legenda vertical a direita
no mapa. Essa legenda substitui os intervalos do espectro comumente apresentado nas repre-
sentacoes de refletdncia em dimensao espacial de banda simples (presente nas Figuras 4.20 e

4.22 por exemplo).

Figura 4.1: Indian Pines - imagem em tons de cinza. Extraida de (BAUMGARDNER; BIEHL;
LANDGRESBE, 2015)

Figura 4.2: Indian Pines - falsa composicio RGB. Extraida de (SAQUI, 2018)
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Figura 4.3: Indian Pines - mapa de rétulos do GT

Rétulo Descric¢ao Quantidade de pixels
1 Alfafa 46
2 Milho - primeira fase 1428
3 Milho - segunda fase 830
4 Milho - terceira fase 237
5 Grama - pastagem 483
6 Grama - arvores 730
7 Grama - pastagem cortada 28
8 Feno 478
9 Aveia 20
10 Soja - primeira fase 972
11 Soja - segunda fase 2455
12 Soja - terceira fase 593
13 Trigo 205
14 Bosques 1265
15 Construgdes - Grama - Arvores - Ruas 386
16 Rochas - Estruturas Férreas - Edificios 93

Tabela 4.1: Indian Pines - tabela de classes

4.1.2 Salinas

Essa cena foi coletada pelo sensor AVIRIS sobre o Vale Salinas na Califérnia e possui
uma alta resolucao espacial (3,7 metros por pixel). A drea coberta inclui 512 x 217 pixels.
Foram descartadas vinte bandas de absorcao de dgua ([108-112], [154-167], 224) e portanto

foram utilizadas 204 bandas. Uma visualizacdo em tons de cinza é dada na Figura 4.4. Uma
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visualizac¢do em falsa composicdo RGB € dada na Figura 4.5. A imagem inclui vegetais, terra

nua e campos de vinhedos. O GT inclui 16 classes (Figura 4.6, Tabela 4.2).

Figura 4.4: Salinas - imagem em tons de cinza. Extraida de (MYASNIKOV, 2018)

Figura 4.5: Salinas - falsa composicio RGB. Extraida de (SAQUI, 2018)

0 100 200

Figura 4.6: Salinas - mapa de rétulos do GT
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Rétulo Descri¢ao Quantidade de pixels
1 Brocolis verde erva 1 2009
2 Brocolis verde erva 2 3726
3 Pousio 1976
4 Arado de pousio 1394
5 Pousio liso 2678
6 Restolho 3959
7 Salsao 3579
8 Uva 11271
9 Solo para plantio de vinhedo 6203
10 Milho verde ervas velhas 3278
11 Alface quarta semana 1068
12 Alface quinta semana 1927
13 Alface sexta semana 916
14 Alface sétima semana 1070
15 Vinhedo em crescimento 7268
16 Vinhedo treligas verticais 1807

Tabela 4.2: Salinas - tabela de classes

4.1.3 SalinasA

SalinasA € a menor imagem dentre as utilizadas e € um recorte da imagem Salinas. Uma
visualizagdo em tons de cinza é dada na Figura 4.7. Essa imagem possui apenas 86 x 83 pixels

e 6 classes, descritas na Tabela 4.3 e mapeadas na Figura 4.8.

Figura 4.7: SalinasA - imagem em tons de cinza. Extraida de (GRANA; VEGANZONS; AYERDI,
2020)
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Figura 4.8: SalinasA - mapa de rétulos do GT

Rétulo Descrigao Quantidade de pixels
1 Brocolis verde erva 1 391
2 Milho verde ervas velhas 1343
3 Alface quarta semana 616
4 Alface quinta semana 1525
5 Alface sexta semana 674
6 Alface sétima semana 799

Tabela 4.3: SalinasA - tabela de classes

4.1.4 Pavia Centre

Existem duas cenas adquiridas pelo sensor ROSIS durante uma campanha de voos sobre a

cidade de Pavia no norte da Itdlia: Pavia Centre e Pavia University.

Pavia Centre possui 102 bandas e 1096 x 1096 pixels com resolucdo geométrica de 1,3
metros. Uma visualizacdo em tons de cinza € dada na Figura 4.9. Alguns pixels ndo continham
informacao e tiveram de ser descartados antes da constitui¢do da imagem final. Na Figura 4.10
observa-se um setor escuro na regido desses pixels. Uma visualizagdo em falsa composi¢cdo

RGB € dada na Figura 4.11. Nove classes estdo presentes (Figura 4.12 e Tabela 4.4).
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Figura 4.9: Pavia Centre - imagem em tons de cinza. Extraida de (PLAZA et al., 2005)

Figura 4.10: Pavia Centre - faixa de pixels descartados. Extraida de (GRANA; VEGANZONS;
AYERDI, 2020)
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Figura 4.11: Pavia Centre - falsa composicao RGB
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Figura 4.12: Pavia Centre - mapa de rétulos do GT

Rétulo | Descri¢do | Quantidade de pixels
1 Agua 824
2 Arvores 820
3 Asfalto 816
4 Tijolos 808
5 Betume 808
6 Telhado 1260
7 Sombras 476
8 Prado 824
9 Solo nu 820

Tabela 4.4: Pavia Centre - tabela de classes

4.1.5 Pavia University

Esse conjunto de dados foi capturado sobre a Universidade de Pavia na Itdlia pelo instru-
mento aéreo ROSIS-03. O sensor possui 115 canais com cobertura espectral entre 0,43 e 0,86
um. Doze canais foram removidos por causa da existéncia de ruido e os 103 canais espectrais
restantes foram processados para compor a imagem. Os dados foram corrigidos atmosferica-
mente, mas ndo geometricamente. A resolucao espacial € de 1,3m por pixel. A imagem possui
610 x 610 pixels, porém, assim como Pavia Centre, alguns pixels foram descartados (Figura
4.13). Uma visualizacdo em tons de cinza € dada na Figura 4.14. Duas possiveis visualiza-

¢oes em falsa composi¢do RGB sdo dadas na Figura 4.15. O conjunto de dados cobre a Escola
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de Engenharia e consiste em 9 diferentes classes incluindo drvores, asfalto, betume, cascalho,

trechos metdlicos, sombra, tijolos, prado e solo (Figura 4.16 e Tabela 4.5).

Figura 4.13: PaviaU - faixa de pixels descartados. Extraida de (GRANA; VEGANZONS; AYERDI,
2020)

Figura 4.14: PaviaU - imagem em tons de cinza. Extraida de (GHAMISI et al., 2017)
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Figura 4.15: PaviaU - falsa composicio RGB. Extraida de (GHAMISI et al., 2017) e (BIOUCAS-
DIAS et al., 2013)

Figura 4.16: PaviaU - mapa de rétulos do GT
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Rotulo Descricao Quantidade de pixels

1 Asfalto 6631

2 Prado 18649
3 Cascalho 2099
4 Arvores 3064
5 Forros metélicos 1345
6 Solo nu 5029
7 Betume 1330
8 Tijolos 3682
9 Sombras 947

Tabela 4.5: PaviaU - tabela de classes

4.1.6 Kennedy Space Center

Essa cena foi capturada pelo sensor AVIRIS sobre o Centro Espacial Kennedy na Flérida
em 23 de Marco de 1996 a uma altitude de aproximadamente 20 kildmetros com resolugdo
espacial de 18 metros. A cena possui 512 x 614 pixels. Apds a remocgao de bandas correspon-
dentes a absor¢do de dgua e bandas com baixa relagdo sinal-ruido , 176 bandas foram utilizadas
para compor a imagem. Uma visualiza¢do em tons de cinza é dada na Figura 4.17. Uma visu-
alizacao em falsa composi¢cado RGB € dada na Figura 4.18. A Figura 4.20 exibe trés diferentes
bandas dentre as 176. Os dados de treinamento foram selecionados usando mapas de cobertura
terrestre derivados de fotografias coloridas infravermelho fornecidas pelas imagens do Centro
e do Landsat Thematic Mapper. O esquema de classificagdo da vegetacdo foi desenvolvido
pelo pessoal do Centro em um esfor¢o para definir os tipos funcionais que sdo discerniveis na
resolucdo espacial do Landsat e esses dados do AVIRIS. A discriminagdo da cobertura terrestre
para esse ambiente € dificil devido a similaridade de assinaturas espectrais para certos tipos de

vegetacio. Treze classes foram definidas”. A Figura 4.19 mostra o mapa de rétulos do GT.

2para as imagens Kennedy Space Center e Botswana nio conseguimos obter a tabela de correspondéncia de
classes como as exibidas nas imagens anteriores. Porém o arquivo usual da correspondéncia de classes (i.e rétulos
genéricos [1,2,...,k]) foi provido, o que ja é suficiente para todo o nosso processo.
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Figura 4.17: Kennedy Space Center - imagem em tons de cinza. Extraida de (MYASNIKOYV, 2018)

Figura 4.18: Kennedy Space Center - falsa composicio RGB. Extraida de (SAQUI, 2018)

1=
12
11

100 1
=]
200 -8
-7
-
300 -
o
400 3
2
1
500 0

o 100 200 300 400 500 &00

Figura 4.19: Kennedy Space Center - mapa de rétulos do GT
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Figura 4.20: Kennedy Space Center - da esquerda para a direita: bandas 11, 58, 158. Disponivel
em http://www.ehu.eus/ccwintco/uploads/2/28/KSC.gif

4.1.7 Botswana

O satélite EO-1 da NASA adquiriu uma sequéncia de dados sobre o Delta do Okavango,
Botswana entre 2001 e 2004. O sensor Hyperion EO-1 adquire dados com resolu¢do de 30 m /
pixel sobre uma faixa de 7,7 km em 242 bandas cobrindo a faixa de 400-2500 nm do espectro
em janelas de 10 nm. O pré-processamento dos dados foi realizado pelo Centro de Pesquisas
Espaciais da Universidade de Tenessee para mitigar os efeitos de detectores ruins, descalibracio
inter-detector e anomalias intermitentes. Bandas ndo calibradas e ruidosas correspondentes a
absor¢do de dgua foram removidas e as 145 bandas remanescentes foram incluidas como can-
didatas: [10-55, 82-97, 102-119, 134-164, 187-220]. A cena possui 1476 x 256 pixels. Uma
visualizagdo em falsa composi¢do RGB € dada na Figura 4.21. A Figura 4.22 exibe quatro ban-
das distintas. Quatorze classes representam os seguintes tipos de cobertura terrestre: pantanos
sazonais, pantanos ocasionais e florestas mais secas localizadas na por¢ao periférica do Delta.

A Figura 4.23 mostra o mapa de rétulos do GT.

4.1.8 Resumo

Sumarizamos na Tabela 4.6 o tamanho em megabytes e as quantidades de pixels, classes
(sem contabilizar a classe background) e bandas (apds os respectivos descartes mencionados

nas subsecoes anteriores) de cada imagem.
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Figura 4.21: Botswana - falsa composicao RGB. Extraida de (SAQUI, 2018)
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Figura 4.22: Botswana - bandas 4, 32, 82 e 117. Extraida de (GRANA; VEGANZONS; AYERDI,
2020)
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Figura 4.23: Botswana - mapa de rétulos do GT

Imagem Pixels Bandas | Tamanho MB | Classes
Indian Pines 145 x 145 204 5,7 16
Salinas 512 x 217 204 25,3 16
SalinasA 86 x 83 204 1,5 6

Pavia Centre 1096 x 1096 102 123,6

Pavia University 610 x 610 103 33,2 9
Kennedy Space Center | 512 x 614 176 56,8 13
Botswana 1476 x 256 242 78,9 14

Tabela 4.6: Resumo das informacodes do conjunto de imagens

4.2 Metodologia

O objetivo deste trabalho portanto € investigar se a DR beneficia o agrupamento em HlIs e,
nesse caso, se a abordagem ndo-linear de DR € mais eficiente que a linear. Para conduzir tal
investigacao, foram comparados os desempenhos de agrupamentos feitos sem o uso de redugao,
com o uso de reducdo linear e com o uso de reducao ndo-linear. Os algoritmos de extragdo de
caracteristicas PCA, ISOMAP e LLE foram executados em um conjunto de sete HIs. Sob cada
uma dessas trés distintas execugdes e também sob a imagem original sem aplicacdo de DR (No

Dimensionality Reduction - NDR), foram realizados agrupamentos pelo K-Means (FORGY,
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1965; MACQUEEN, 1967; LLOYD, 1982) e o Expectation Maximization (EM) (DEMPSTER;
LAIRD; RUBIN, 1977). Como o conjunto de imagens selecionado possui GT, os desempenhos
dos agrupamentos foram mensurados pelas medidas externas Rand, Jaccard, Kappa, Entropy

e Purity. Por fim, os desempenhos foram comparados pelos testes estatisticos de Friedman
(FRIEDMAN, 1937) e Nemenyi (NEMENYI, 1963).

Image

X

Original PCA Isomap LLE

GMM
/n\
Rand Jaccard Kappa Entropy Purity
Friedman
Nemenvi

Figura 4.24: Etapas experimentais

Nos nossos experimentos, com excecao de Indian Pines e SalinasA, as imagens eram muito
grandes para o hardware disponivel®. A tentativa de execucdo de DR nio-linear nio era possivel
devido a falta de espago de processamento. O ISOMAP por exemplo, em seu segundo passo
requer, para todos os pontos, o cdlculo e armazenamento da distancia de um ponto aos demais,
(o que é computacionalmente custoso). Para contornar esse problema, subconjuntos de pixels
foram escolhidos com o uso da técnica Bagging. No nosso estudo, para cada imagem foi fixada
uma porcentagem de pixels de cada classe e uma quantidade de amostragens. Os procedimen-
tos seguintes do processo experimental levaram em consideragdo cada uma dessas amostragens
para compor uma andlise global. De modo geral, procurou-se para cada imagem selecionar
aproximadamente vinte mil pixels (capacidade de processamento do hardware). Serd menci-
onada nas subsubsec¢des seguintes a quantidade de amostragens realizadas em cada imagem e

a porcentagem do tamanho total da imagem que cada amostragem corresponde. As seguintes

3memdéria RAM 24GB
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correspondéncias foram adotadas: 20% da imagem - 10 execugdes; 10% - 20; 5% - 40; 2% -
100. O fato dos algoritmos de DR escolhidos se basearem somente no dominio espectral (e ndo

espacial) quando aplicados em HIs favorece o uso dessa técnica de amostragem.

Sendo possivel executar DR com essa redu¢do amostral, a dimensionalidade-alvo de cada
método para cada imagem foi estimada pela técnica abordada na Subsubsecdo 3.3.5. Como os
métodos ndo-lineares necessitam do valor de dimensdo-alvo como parametro, utilizamos para
tal o valor de dimensao original de cada imagem. A estimagdo nio requer multiplas execucoes
dos algoritmos - € necessdria somente a acumulacdo sequencial dos autovalores dessas matrizes
(que ja estdo ordenados) sobre a soma total de autovalores até se atingir o limiar (95% para o
PCA e ISOMAP e 1% para o LLE*). Seguindo a recomendacio mencionada no tdltimo para-
grafo da Subsubse¢do 3.3.5, adotamos para quantidade de vizinhos o valor de 2D (sendo D a
dimensao original - que nesse caso também € a dimensdo de pardmetro). Como o tema ainda
estd em estudo na drea, experimentamos reduzir a quantidade de vizinhos para diminuir a co-
nectividade do grafo e possivelmente obter melhores resultados. Essa diminuicao é limitada
(como comentado na mesma Subsubsecdo) e, de fato, valores muito baixos geraram erros de
execugdo por falta de conectividade. As quantidades especificas de vizinhos utilizadas em cada

imagem serdo mencionadas nas proximas subse¢des.

A seguir o PCA, o ISOMAP e o LLE foram executados com as dimensdes estimadas em
cada imagem. Somente uma execu¢ao de cada método € necessdria pois, fixados os parametros,
os resultados de todos sdo deterministicos (invariantes). A quantidade de vizinhos utilizada foi
a menor usada na estimac¢do. A dimensao utilizada foi a correspondente a essa quantidade de

vizinhos. Esses valores sdao mencionados para cada imagem nas proximas subse¢des.

Em todas as imagens existe uma classe background (que no GT € sempre representada
pelo rétulo 0). Tal classe pode caracterizar regides de transi¢ao que ndo puderam ser rotuladas
pelo especialista ou que nao foram relevantes para a rotulacio. Como o background nao esta
no interesse de discriminagdo da nossa tarefa, uma transformacio foi aplicada definindo as
coordenadas de todos os pixels dessa classe para (0,...,0). Essa transformacgdo foi aplicada
ap6s a DR e antes do agrupamento, evitando assim distor¢des no agrupamento> e na geometria

original para a DR.

Dada uma imagem portanto, (haja vista que para as demais o0 mesmo procedimento é repe-

tido), sob cada uma das trés distintas execugoes (PCA, ISOMAP, LLE) e também sob a imagem

4como discutido na subsubsecio 3.3.5, ainda ndo se dispde de critérios objetivos tedricos para a defini¢do

precisa do limiar no caso do LLE. E comum esse valor ser determinado empiricamente e assim foi feito também
nesse trabalho. Contudo, desejamos futuramente investigar possiveis melhorias e critérios para essa estimativa.

>foi verificado experimentalmente que, apés o agrupamento, todos os pixels da classe 0 se mantiveram em um
mesmo grupo
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original sem aplicacdo de DR, foram realizados agrupamentos pelo K-Means e o EM. Esses
algoritmos foram escolhidos pelas suas assun¢des de nao-correlacio de varidveis e dispersdao
em espaco Euclidiano, o que é garantido ap6s a aplicacao de todos os trés métodos de DR uti-
lizados (subsecdo 3.3.4). Tal escolha foi considerada a mais apropriada devido as discussoes
previamente exibidas no capitulo 1. Adicionalmente, vale lembrar que os algoritmos de agrupa-
mento ndo sdo o foco da nossa investigacdo. Vdrias execucdes foram realizadas na tentativa de
minimizar o conhecido efeito de inicializacdo aleatéria de centroides. A especificagdo de quan-
tas execugOes serd dada individualmente para cada imagem nas proximas subsubsecdes pois, a

mesma varia em funcio do nimero de amostragens Bagging.

Em relacdo a essa etapa de agrupamento, aqui vale uma breve ressalva tedrica. Note que,
formalmente, o K-Means € o caso mais simples do GMM, onde se assume matriz de covariincia
igual a identidade e portanto se estima somente o parametro “média” de cada gaussiana (grupo).
Note também que o GMM emprega a técnica Expectation Maximization em seu processo de
estimagdo dos parametros (consequentemente assim também o faz o K-Means). A comunidade
de aprendizado de mdquina muitas vezes referencia 0 GMM por EM quando da estimacao das
médias e variancia de cada grupo. Portanto, por simplicidade e sem perda de rigor, hdA momentos

que referenciamos a etapa de agrupamento do nosso processo somente pelo termo GMM.

O conjunto de imagens usado nesse trabalho felizmente dispde da distribui¢do original das
classes nos dados fornecida por especialistas (GT). A avaliagdo dos resultados das diferentes
formas de extragdo de caracteristicas adotadas, serd feita pela aplicacdo de agrupamento nos
mesmos e pela consequente comparagdo entre a estrutura fornecida pelo agrupamento e o GT.
As medidas de avaliacdo de agrupamento adotadas foram aplicadas em todos as distintas exe-
cugdes. O valor representativo escolhido de cada medida foi dado pelo maximo obtido (dentre
todos os resultados dessa medida). Especificamente para o coeficiente Kappa, um emparalhe-
mento entre os rétulos gerados pelo agrupamento e os rétulos do GT foi feito antes da aplicagdo
do coeficiente. Portanto, ao final do processo experimental, dada uma imagem, obtiveram-se
para cada método de DR (PCA, ISOMAP, LLE) e também para a ndo aplicacdo de DR, cinco
valores de avaliacdo de agrupamento (cada uma dada pelo valor maximo de uma medida de

avaliagdo especifica).

O teste de Friedman foi aplicado para indicar se houve diferenca estatistica significativa
entre algum par de métodos (levando em considera¢do cada possivel par de métodos de DR
distintos). Nos casos de deteccdo de diferenca, o teste de Nemenyi foi aplicado para indicar os
pares especificos que diferiram. Os resultados desses dois testes estatisticos permitem analisar

se a DR foi benéfica para a tarefa de agrupamento e em quais imagens a DR nao-linear superou
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a linear. Os resultados dos testes sdo mostrados e analisados na secao 4.4.

A linguagem de programacio utilizada foi Python®. Utilizamos também o SciPy’, uma bi-
blioteca de rotinas numéricas do Python que possui sub-pacotes para computacdo matemaética e
cientifica. Dentre esses pacotes, utilizamos o NumPy®, que também é um pacote cientifico que
facilita a manipulacdo de arrays e o uso de técnicas de dlgebra linear. Outro pacote utilizado foi

0 ¢ uma ferramenta construida sobre os

o Matplotlib?, para plotagem de gréficos. O Scikit-learn!
trés pacotes supra-citados que possui uma infinidade de métodos de reconhecimento de padroes,
inclusive os seguintes usados nesse projeto: PCA, ISOMAP, LLE, K-Means, EM, Kappa, Jac-
card, Rand. A implementacio dos testes de significancia utilizada foi a da biblioteca STAC!.
No pareamento de rétulos, a construcdo da matriz de custos foi implementada por nds e a im-
plementacdo do algoritmo Hungaro utilizada foi a scipy.optimize.linear_sum_assignment. As
técnicas bootstrap aggregating, Entropy e Purity também sdo de propria implementacao. Todos
os c6digos e arquivos necessarios para reproduzir os experimentos se encontram disponiveis em

https://drive.google.com/open?id=1NJNw-kd-JNx4-NESEKnD68oqoKQPfuda.

4.3 Resultados - Bagging, DR e agrupamento

Da mesma forma como fizemos na secao 4.1, apresentaremos nas proximas subsecdes, para
cada imagem, os resultados referentes as etapas de Bagging, DR e agrupamento. Ao final de
cada subsecao € apresentada a respectiva tabela de valores médximos das medidas de validag@o
de agrupamento por método de DR!? (Tabelas 4.8 - 4.14), onde a ltima linha apresenta a média
dos valores das medidas dado um método. Para se ter uma ideia comparativa também a respeito
das dimensionalidades intrinsecas estimadas, sumarizamos na Tabela 4.7 tais valores para cada
método de DR.

versdo 3.6.5 - https://www.python.org/downloads/release/python-365/

versdo 1.0.0 - https://www.scipy.org/scipylib/download.html

versdo 1.15.0 - https://www.numpy.org/

versdo 3.0.0 - https://matplotlib.org/

versdo 0.20 - https://scikit-learn.org/stable/

http://tec.citius.usc.es/stac/doc/index.html

2truncamos todos os valores em trés casas decimais ou na primeira casa decimal possivel

6
7
8
9

10
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Tl

Imagem NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Indian Pines 204 5 55 36
Salinas 204 2 10 47
SalinasA 204 2 4 42
Pavia Centre 102 2 20 22
Pavia University 103 3 17 18
Kennedy Space Center | 176 47 110 65
Botswana 242 2 30 30

Tabela 4.7: Dimensionalidade estimada com menor nimero de vizinhos

4.3.1 Indian Pines

Com a aplicagdo da DR (linear ou ndo-linear), pode-se visualizar o GT na forma de gra-

ficos de dispersado fixando a dimensdo-alvo no valor 2. Esses graficos ndo possuem fun¢do no

procedimento geral de experimentagdo e servem somente para visualizacdo. Esses graficos re-

presentam o espago bi-dimensional de caracteristicas explicado na Figura 3.3. Note que o uso

de todos os pixels na plotagem gera uma nuvem de pontos densa conforme exibido na Figura

4.25. Isso fez com que uma amostragem de pontos fosse necessaria. Amostramos aleatori-

amente 5% dos pixels de cada classe'® (Figura 4.26). Note também na Figura 4.26 como a

transformacdo da classe O melhora a visualiza¢do das demais classes. Nas demais imagens exi-

biremos esse tipo de grafico somente para os métodos cuja dimensionalidade intrinseca seja 2

haja vista que uma representacdo em dimensdao menor do que a intrinseca provavelmente ndo

estaria mapeando o espalhamento dos pontos da forma mais fiel possivel.
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Figura 4.25: Indian Pines - grafico de dispersio sem amostragem de pontos (esquerda PCA, direita

ISOMAP)

13

vista a quantidade original de pixels

essa porcentagem foi escolhida por ser uma quantia razodvel que ndo prejudicaria a visualizagdo tendo em
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Em relacdo a deteccdo da dimensionalidade intrinseca, com a remocao de bandas citada
na subsecdo 4.1.1, a dimensao original do conjunto se tornou igual a 200. De acordo com a
estratégia mencionada na secdo anterior, usando 400 vizinhos obteve-se os seguintes valores
de dimensionalidade por método: PCA 5, ISOMAP 61, LLE 47. Utilizando 165 vizinhos
obtivemos: PCA 5, ISOMAP 55, LLE 36.

O resultado de um agrupamento também pode ser exibido por um mapa de rétulos para
comparacdo com o GT. Para se ter uma ideia visual da influéncia do pareamento de rétulos,
da transformacdo de background e da dimensionalidade-alvo, observe na Figura 4.27 resulta-
dos dos dois algoritmos de agrupamento para os trés métodos de DR na dimensao 2 (i.e nao-
intrinseca). Note a dificuldade de inspecdo devida ao baixo desempenho causado pela ausén-
cia de pareamento, auséncia de transformacgdo de background e uso de uma dimensionalidade
nao-intrinseca. Todos esses fatores implicam em queda de desempenho na avaliagdo do agrupa-
mento. Entretanto observe na Figura 4.28 os resultados com uso da dimensionalidade estimada,
transformacdo e pareamento. Note a melhora de discriminagdo, interpretacdo e desempenho no

agrupamento.

4.3.2 Salinas

A quantidade de pixels dessa imagem ndo permitiu seu processamento integral por nosso
hardware. Portanto, 10 redu¢des com amostragem aleatéria de 20% dos exemplares de cada
classe foram realizadas. Para se encontrar a dimensdo-alvo executamos o mesmo procedimento
de estimacdo para todas as 10 amostragens. Com isso, determinamos a dimensionalidade le-
vando em considera¢do o que a maioria das estimativas indicou. Com a dimensao original igual
a 204 e o numero de vizinhos igual a 408 obtivemos: no caso do PCA que as dez apontaram
para dimensdo 2; para o ISOMAP todas para o valor 4; para o LLE obteve-se o valor 46. Com
40 vizinhos obtivemos: PCA 2, ISOMAP 10, LLE 47.

Pelo fato do PCA ser computacionalmente mais leve em comparacdo aos métodos nao-
lineares, conseguimos executd-lo para a imagem toda na dimensao 2 e visualizar o grafico de
dispersdao do GT com e sem transformacao de background (Figura 4.29). Note na Figura 4.30

como o uso do Bagging ndo prejudica a geometria da dispersao.

Para cada amostragem foram executados dez agrupamentos de cada algoritmo por método
de DR. Como no caso dessa imagem ndo € possivel visualizar mapas de rétulos dos agrupa-
mentos (devido a aplicacdo do Bagging), vale a pena verificar os resultados de maneira visual
usando os gréficos de dispersao para o PCA (que apontou para uma dimensao igual a 2). Esses

resultados se encontram na Figura 4.31.
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Figura 4.27: Indian Pines - mapas de rétulos de agrupamentos em dimensionalidade-alvo igual a 2,
sem transformacio de background e sem pareamento de rétulos com GT (PCA esquerda, ISOMAP

centro, LLE direita)
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Figura 4.28: Indian Pines - mapas de rétulos de agrupamentos em dimensionalidade estimada,
com transformacio de background e pareamento de rotulos (PCA esquerda, ISOMAP centro, LLE

direita)

NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,881 | -0,861 -0,878 -0,874
Jaccard | 0,400 | 0,400 0,412 0,408
Purity | 0,573 | 0,586 0,571 0,584
Rand | 0,769 | 0,771 0,774 0,771
Kappa | 0,917 | 0,916 0,917 0,919
Média | 0,355 | 0,362 0,359 0,361

Tabela 4.8: Indian Pines - valores das medidas de validacao por método de DR
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Figura 4.29: Salinas - dispersao PCA GT da imagem toda com e sem transformacao de background
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Figura 4.30: Salinas - dispersao PCA GT do Bagging com e sem transformacao de background
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Figura 4.31: Salinas - graficos de dispersdo PCA agrupamentos com transformacao de background
e pareamento. EM (esquerda), K-Means (direita)
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NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,430 | -0,303 -0,408 -0,285
Jaccard | 0,463 | 0,460 0,467 0,459
Kappa | 0,800 | 0,851 0,787 0,850
Purity | 0,872 | 0,899 0,875 0,909
Rand | 0,953 | 0,960 0,954 0,959
Média | 0,531 | 0,573 0,534 0,578

Tabela 4.9: Salinas - valores das medidas de validaciao por método de DR

4.3.3 SalinasA

Esse tamanho ndo exigiu utilizacdo de Bagging. A estimacdo de dimensionalidade com
204 dimensdes e 408 vizinhos resultou nos valores 2 para PCA, 2 para ISOMAP e 51 para
LLE. Com 40 vizinhos: PCA 2, ISOMAP 4, LLE 42. Vinte execucdes de cada algoritmo de

agrupamento foram realizadas para cada método de DR.

Como a dimensao utilizada para o PCA foi igual a 2, faz sentido visualizarmos o GT e o
resultado do agrupamento por um gfafico de dispersao (Figura 4.32) com classe 0 transformada
e pareamento de rétulos. Os pontos plotados do resultado de agrupamento foram os mesmos
escolhidos para a plotagem do GT. O mapa de rétulos do PCA € exibido com e sem parea-
mento (Figura 4.33). Para o ISOMAP (Figura 4.34) e LLE (Figura 4.35) exibimos somente

com pareamento.
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Figura 4.32: SalinasA - graficos de dispersao para o PCA do GT (esquerda) e do EM
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Figura 4.33: SalinasA - PCA mapa de rétulos GT(esquerda), com pareamento (centro), sem pare-
amento (direita)
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Figura 4.34: SalinasA - mapa de rétulos GT (esquerda) ISOMAP EM (centro) e ISOMAP K-Means
(direita)
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Figura 4.35: SalinasA - mapa de rétulos GT (esquerda), LLE EM (esquerda) e LLE K-Means

(direita)

NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,358 | -0,228 -0,266 -0,246
Jaccard | 0,302 | 0,559 0,458 0,347
Purity | 0,882 | 0,910 0,906 0,931
Kappa | 0,857 | 0,869 0,859 0,843
Rand | 0,836 | 0,870 0,861 0,852
Média | 0,503 | 0,596 0,563 0,545

Tabela 4.10: SalinasA - valores das medidas de validacio por método de DR

4.3.4 Pavia Centre

Essa imagem exigiu o uso de Bagging e portanto nio foi possivel visualizar os mapas de r6-

tulos dos agrupamentos, dessa forma exiberemos somente o mapa de rétulos do GT. O Bagging

foi implantado por 100 amostragens de 2% dos pixels de cada classe. As dimensionalidades

com 20 vizinhos resultaram nos valores 2 para o PCA, 20 para o ISOMAP e 22 para o LLE.

Foram executados cinco agrupamentos para cada amostragem Bagging (e subsequente método

distinto de DR). Para o PCA podemos comparar o grafico de dispersao (Figura 4.36) de todos os

pixels com e sem transformacao de background (a) e (b), e com Bagging (c). Podemos também

analisar os resultados dos agrupamentos EM (d) e K-Means (e) dada uma execucao de exemplo

de cada método de agrupamento.
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NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,090 | -0,084 -0,080 -0,066
Jaccard | 0,747 | 0,882 0,889 0,897
Kappa | 0,864 | 0,889 0,894 0,932
Purity | 0,978 | 0,978 0,980 0,986
Rand | 0,994 | 0,993 0,993 0,994
Média | 0,698 | 0,731 0,735 0,748

Tabela 4.11: Pavia Centre - valores das medidas de validacao por método de DR

4.3.5 Pavia University

O Bagging consistiu em vinte amostragens aleatérias de 10% dos pixels de cada classe. As
dimensdes estimadas com 20 vizinhos sdo 3 para o PCA, 17 para o ISOMAP e 18 para o LLE.

Para cada amostragem executou-se 10 vezes cada algoritmo de agrupamento.

NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,210 | -0,182 -0,196 -0,284
Jaccard | 0,783 | 0,797 0,792 0,753
Kappa | 0,758 | 0,826 0,814 0,771
Purity | 0,939 | 0,949 0,944 0,936
Rand | 0,980 | 0,984 0,982 0,951
Média | 0,650 | 0,674 0,667 0,625

Tabela 4.12: PaviaU - valores das medidas de validacio por método de DR
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4.3.6 Kennedy Space Center

Note como de fato as classes de interesse possuem poucas amostras em relacdo a classe
0. Isso nos fez adotar uma estratégia de amostragem ligeiramente diferente para essa imagem.
Selecionamos todas as amostras pertencentes as classes diferentes de 0 e amostramos aleatori-
amente 5% dos pixels background, para assim, atingir no total a quantidade maxima de pixels
que conseguimos processar. Portanto essa imagem ndo exigiu multiplas amostragens nem mul-
tiplas execucdes de DR. Utilizando essa abordagem, as dimensdes deduzidas com 20 vizinhos
foram 47 para o PCA, 110 para o ISOMAP e 65 para o LLE. Como néo foram feitas multiplas
amostragens, a constru¢do dos agrupamentos seguiu a estratégia original de 20 execugdes para

cada método.

NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,683 | -0,705 -0,707 -0,289
Kappa | 0,602 | 0,577 0,602 0,792
Jaccard | 0,655 | 0,656 0,666 0,698
Purity | 0,830 | 0,819 0,829 0,929
Rand | 0,946 | 0,941 0,944 0,989
Média | 0,469 | 0,457 0,466 0,623

Tabela 4.13: KSC - valores das medidas de validaciao por método de DR

4.3.7 Botswana

Do ponto de vista da amostragem de exemplares, essa imagem possui um comportamento
muito parecido com Kennedy Space Center, portanto as mesmas estratégias de selecao e agru-
pamento foram adotadas. Quanto a dimensionalidade, com 20 vizinhos, o PCA aponta para o
valor 2, 0 ISOMAP para 30 e o LLE para 30. Mesmo o PCA apontando para dimensionalidade
2 (o que permitiria a extracao de graficos de dispersdo) note que a distribuicdo original das clas-
ses (Figura 4.23) derivaria uma dispersao de dificil visualizacdo devido a escassez de amostras

por classe. Portanto, tais graficos ndo foram gerados.
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NDR | PCA | ISOMAP | LLE
Entropy | -0,177 | -0,194 -0,144 -0,159
Jaccard | 0,802 | 0,820 0,836 0,803
Kappa | 0,802 | 0,797 0,861 0,804
Purity | 0,952 | 0,948 0,962 0,955
Rand | 0,995 | 0,995 0,996 0,994
Média | 0,674 | 0,673 0,702 0,679

Tabela 4.14: Botswana - valores das medidas de validacio por método de DR

4.4 Resultados - testes de hipoteses

Na Tabela 4.9 apresentamos o p-value de Friedman por imagem. O teste de Friedman nos
diz apenas se algum par de métodos diferiu. Usamos p-value > 0,05 para indicar equivalencia
de métodos. Um teste post-hoc é necessario para descobrir quais pares apresentam diferencga.
Mostramos na Tabela 4.8 os Nemenyi p-value menores do que 0,05 e o correspondente par de

ocorréncia por imagem.

Usando os dados da Tabela 4.8 e a linha “Média” das Tabelas 4.10 - 4.14, podemos ver para
Botswana que, para um nivel de significancia de 5%, ha evidéncia de que o ISOMAP produziu
melhores resultados de agrupamento do que os outros métodos, incluindo a auséncia de DR.
Isso implica que a DR foi benéfica para essa imagem. Também ha evidéncia de que o ISOMAP
gerou melhores atributos em comparacdo ao PCA. Isso justifica a melhor adequacdo de um
método nao-linear para essa imagem. Seguindo o mesmo raciocinio, em KSC podemos dizer
que o LLE € superior aos outros métodos. Em Pavia Centre, LLE € superior a auséncia de DR
e a0 PCA. Em PaviaU e SalinasA, o PCA foi significativamente distinto comparado a auséncia

de DR.

p-value
Botswana 0,004
KSC 0,001
PaviaU | 0,0000001
Pavia 0,003

Salinas 0,175
SalinasA 0,002
Indian Pines 0,322

Tabela 4.15: Friedman p-value por imagem
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Botswana | KSC | PaviaU | Pavia | SalinasA
NDR x PCA 0,007 0,001
NDR x ISOMAP 0,010
NDR x LLE 0,004
PCA x ISOMAP 0,004
PCA x LLE 0,001 | 0,0006 | 0,010
ISOMAP x LLE 0,019 | 0,027

Tabela 4.16: Nemenyi p-values

4.5 Conclusao

Os resultados dos testes de hipdtese mostraram que: para cinco imagens dentre as sete
consideradas, a DR trouxe beneficio para a tarefa de agrupamento; entre esses cinco casos, em
tr€s a DR ndo-linear teve um melhor desempenho em comparacdo a linear. Com o uso de testes
de hipétese ndo-paramétricos de comparagao multipla em diversas imagens reais € volumosas,

foi encontrada diferenca estatistica significativa entre a aplicacdo e a ndo-aplica¢do de DR.

Foi exibida evidéncia empirica de que a extracdo de caracteristicas aumenta significativa-
mente o desempenho de uma tarefa de agrupamento no contexto de Hls. Apresentamos essa
evidéncia usando DR ndo-supervisionada e aprendizado ndo-supervisionado. O GT foi usado

somente para se calcular as medidas externas na etapa de validacao de agrupamento.

Os resultados mostraram que, quando da presenga de diferenca significativa na aplicagdo de
DR, a aplica¢do de métodos ndo-lineares de extracao de caracteristicas em HIs implicou na mai-
oria dos casos em melhores resultados de agrupamento por GMM em comparacao a métodos
lineares. Nos demais casos, os desempenho de ambas as abordagens de DR foram equivalentes.
Justificativa tedrica para essa contribui¢do foi dada pela apresentacdo das estratégias e algorit-
mos do PCA, ISOMAP e LLE e pela discussdo dos mesmos na se¢do 3.3, onde se vislumbrou
a possibilidade da capacidade dos métodos ndo-lineares extrairem dados de forma mais fiel a

separabilidade de classes quando da ocorréncia de maldi¢ao da dimensionalidade.

A geometria de dispersdao no espago dos vetores representantes dos pixels de HIs estd re-
lacionada aos valores de refletincia dos mesmos em cada imagem e, no nosso estudo, isso diz
respeito somente a vizinhanca espectral (e ndo espacial). Dado que ndo é possivel de forma
explicita relacionar teoricamente essas distintas e inimeras possibilidades de geometrias com a
hipétese de eficiéncia de um método ndo-linear em relagdo a um linear (ou mesmo até a eficién-

cia da aplicacdo de extracdo de caracteristicas ou sua auséncia), entdo € necessario um estudo
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empirico experimental para se verificar tais hipoteses. A dispersdo de classes (GT) em cada
imagem também € um fator com forte influéncia nos resultados do estudo apresentado e cada

imagem estd associada a uma dispersao particular de definida por especialistas.

Trabalhos futuros podem incluir: outras técnicas de extracdo de caracteristicas, especial-
mente algoritmos mais modernos de reducdo ndo-linear; estratégias mais sofisticadas de des-
coberta de dimensionalidade intrinseca; outras HIs; mais métodos de agrupamento; uso de
indices internos de validacdo de agrupamento para se testar um procedimento completamente
nao-supervisionado; uso de um conjunto de classificadores supervisionados para se obter uma
perspectiva supervisionada e possivelmente mais evidéncias da maldi¢do da dimensionalidade
(poucos pixels deveriam ser usados para treinamento tendo em vista que na prética a rotulacao
dos especialistas € custosa). Acreditamos que tais expansdes possam resultar em um estudo
mais robusto em DR para Hls, compilando assim os principais pontos de interesse nessa drea e

servindo como guia para um primeiro contato.
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Apendice A

DEMONSTRACOES MATEMATICAS

A.1 Fenomeno da ortogonalizacao

Seja d a dimensao do espaco, o cosseno do angulo entre um vetor diagonal (i.e. que possui
o mesmo valor em todas as componentes) € um vetor que compde a base do espaco (i.e. um

eixo coordenado Euclidiano) é:

cos (6) = i% (A.1)

Note que limy_,..cos (0) = 0, o que implica que, em um espaco de alta dimensao, um vetor

diagonal tem a tendéncia de se tornar ortogonal aos eixos de coordenadas.

Figura A.1 (esquerda) ilustra como o angulo 6, entre um vetor diagonal e um eixo da base

se aproxima de 90° com o aumento da dimensionalidade d.

Seja xgjq um vetor diagonal qualquer em um espago d dimensional. Seja xc; a sua i-€sima

coordenada. Qualquer ponto no espaco pode ser representado na forma:

d
p=Y aixc (A.2)
i=1

A projeg¢do de p em xg;4g€ dada por pgige:

d
Pdiag = (pTxdiag) Xdiag = Z Q; (xciTxd) Xd (A.3)
i=1

Mas, conforme d aumenta xciTxdiag ~ 0 o que implica pyijq, ~ 0
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Como consequencia pyiq, € projetada para a origem, perdendo a informagdo de sua lo-
calizacdo no espago d dimensional. Entdo, a projecdo de qualquer grupo de vetores em um
vetor diagonal (i.e. que pode ser obtido como a média das caracteristicas), poderia destruir a

informacao contida nos dados.

A.2 Fenomeno da concentraciao

Dada uma esfera E de raio € e uma esfera E; inscrita em E de raio € — & dizemos que a

casca de E € a estrutura definida pela diferenca £ — E;.

Em um espaco d dimensional, a fracdo do volume s da casca é dada por r:

_sle)-s(a-e) _&-(a-a)' (&)
= = v =1—-(1-= (A4)
s(&1) € €

Note que em altas dimensdes, limy_,..7 = 1,V€ > 0, implicando que a maior parte do

volume da hiperesfera estd concentrada em sua casca

Para ilustrar esse fendmeno, observe na Figura A.1 (direita) para o caso & = % como o

volume da hiperesfera passa a se concentrar na casca conforme a dimensdo aumenta.
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Figura A.1: Dimensionalidade vs angulo entre vetor diagonal e eixo de coordenadas (esquerda).
Volume da casca de uma hiperesfera em func¢io da dimensionalidade para ¢ = z (direita). Extraida
de (LANDGREBE, 2019)



Apendice B

PROBLEMA DA ALOCACAO OTIMA

Seja P = {p1,..., px} a particdo de grupos nos dados gerada pelo agrupamento e P’ =
{p},....p;} a parti¢do de classes do GT. Uma instancia dessas parti¢des poderia ser apresen-
tada pela Figura B.1. Visualmente sabemos que o agrupamento dividiu de fato o conjunto da
forma esperada; porém, se tomarmos como critério o simples casamento entre rétulos, conclui-
se que nao houve acerto algum na estimac¢do (note que os rétulos gerados a cada execucao de

agrupamento sao arbitfarios).

&3 o
% 44444 33333
B 23 23

Fafd
[

Figura B.1: Resultado do agrupamento (centro); GT (direita)

Portanto, se faz necessario emparelhar os rétulos entre as duas parti¢des antes da aplicagao
da medida de avaliacdo Kappa. Por emparelhamento entende-se encontrar a correspondéncia
entre rétulos p; e p’j tal que a similaridade entre os mesmos seja maxima. Por exemplo o

emparelhamento a respeito da Figura B.1 seria:

erétulo ’4’ do agrupamento corresponde ao 3’ do GT
erétulo *3’ do agrupamento ao ’2’ do GT

erétulo "2’ do agrupamento ao ’1° do GT

Em teoria dos grafos, o problema da alocac¢do 6tima pode ser descrito da seguinte forma: dado

um grafo bipartido G = (V,E) comV = 0UQ e ONQ =0 tal que |O| =|Q| =k em que #;; denota
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o custo da aresta entre os vértices o; € g, 0 problema consiste em encontrar o emparelhamento
perfeito de custo minimo. O problema € representado por uma matriz de custos quadrada k X k

dada na Figura B.3 e o grafo € representado conforme Figura B.2.

Figura B.2: Grafo genérico do problema da alocac¢io 6tima

rétulos agrupamento

1 ik

Lt th

rotulos GT i | t;; ti; ty
k| he fic tak

Figura B.3: Matriz de custos do problema de alocacio 6tima

A solugdo do oroblema pode ser obtida através do algoritmo Hingaro (KUHN; YAW, 1955;
KUHN, 1956; MUNKRES, 1957) que pode ser descrito informalmente pelos seguintes passos:

1.Na matriz de custos original, identifique o valor minimo de cada linha e subtraia esse

valor de todas as entradas da linha

2.Na matriz resultante do passo 1, identifique o valor minimo de cada coluna e subtraia esse

valor de todas as entradas da coluna

3.Identifique a solucdo 6tima como a designacgdo vidvel associada com as entradas iguais a
zero da matriz obtida no passo 2
Se nao for possivel garantir nenhuma designacdo vidvel (com todas as entradas iguais a

Zero), entao

(a)trace o nimero minimo de linhas horizontais e verticais na ultima matriz reduzida

que abrange todas as entradas zero
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(b)selecione a menor entrada ndo abrangida e subtraia essa entrada de todas as entradas

ndo abrangidas e entdo adicione a todas as entradas na interse¢do de duas linhas

(c)se ndo for possivel encontrar nenhuma designacdo vidvel entre as entradas zero re-

sultantes, repita o passo 3a; caso contrdrio, determine a designacdo 6tima

O problema de emparelhamento de rétulos pode ser mapeado no problema de alocagio 6tima:
cada rétulo de uma particdo p; faz o papel de um né o; assim como cada p’j de um g;. Note
que |O] = |Q| = k ainda, com k sendo a quantidade de rétulos (i.e. nimero de parti¢des a serem
definidas, pardmetro para o algoritmo de agrupamento). O custo da aresta entre um o; € g;
passa a ser uma medida de quao dissimilar se encontra a representacao de p; em relagio a p’j.
Ou seja, informalmente, quanto maior o valor desse custo, menos provédvel é que o rétulo de p;
esteja associando & mesma classe semantica do rétulo de p’;. Uma forma de definir o custo #; €
calculando o nimero de elementos na intersecao das parti¢des p; e p’j e subtraindo o dobro desse
valor da soma do niimero de elementos das duas parti¢des. A intui¢do por trds desse célculo é
a de que, se todos os elementos estdo na intersecdo, o valor resultante € zero, o que significa
que um rétulo corresponde ao outro. Por outro lado, quanto maior for esse valor resultante,
mais distintas sdo as duas parti¢des. Desse modo, em posse de todos os vértices o; € g; € de
todos os custos f;; (i.e para todo k ), o algoritmo Hingaro pode ser aplicado para encontrar a

correspondéncia de rétulos desejada.





