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Resumo

Apresentamos neste trabalho alguns dos principais resultados a respeito da continui-
dade em LP e da definicao em quase toda parte de operadores conhecidos como Integrais
Singulares, assim como alguns exemplos cléssicos e aplicacoes. Utilizamos como principal
referéncia para este trabalho o livro “Singular Integrals and Differentiability Properties
of Functions” de Elias M. Stein.

Palavras-chave: Andlise Harmonica, Integrais Singulares, Decomposicao de Cal-
derén-Zygmund, Transformada de Riesz.



Abstract

We present in this work some of the main results regarding the continuity in LP and the
definition almost everywhere of operators known as Singular Integrals, as well as some
classic examples and applications. We have utilized as the main reference for this work
the book “Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions” by Elias M.
Stein.

Keywords: Harmonic Analysis, Singular Integrals, Calderén-Zygmund Decomposi-
tion, Riesz Transform.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo de operadores integrais singulares de valor prin-
cipal dados pela convolugao com uma funcao K que é singular na origem. Ao longo do
texto, apresentamos alguns resultados a respeito da continuidade destes operadores, assim
como exemplos e aplicagoes.

Apresentamos no Capitulo 1 alguns resultados preliminares que serao utilizados ao
longo do texto, como teoremas de Teoria da Medida, de integracao e de convergencia em
espacos LP.

No segundo capitulo, apresentamos uma ferramenta conhecida como transformada
de Fourier. Iniciamos com sua defini¢ao e propriedades para fungoes em L'(R"), assim
como sua férmula de inversdo para o caso em que a transformada pertenga a L'(R™). Em
seguida, estudamos uma forma de estender esta definigao para funcgoes em L?*(R™) por meio
de aproximacoes em norma L?, de forma que a transformada de Fourier seja uma isometria
neste espaco. Por fim, apresentamos brevemente o comportamento da transformada de
Fourier no espago de Schwartz S(R™), e veremos que esta é uma aplicagdo continua de S
em S.

O terceiro capitulo se destina a apresentacao de alguns conceitos de Analise Harmonica
que serao utilizados neste trabalho, como a funcao maximal de Hardy-Littlewood, teo-
remas de decomposi¢ao do espaco R™ em cubos, como a Decomposicao de Calderdn-
Zygmund, e um teorema de interpolacao em espagos LP.

O quarto capitulo tem como objetivo apresentar a definicao formal e os principais
resultados deste trabalho a respeito da limitagao em LP de operadores integrais singulares,
para 1 < p < oco. O primeiro resultado da segao 4.1 trata da continuidade de integrais
singulares dadas pela convolucao com um nicleo K. No entanto, tal resultado ainda
nao abrange o caso em que a integral singular é dada pelo valor principal deste nicleo,
e para cobrir este caso, apresentamos o Teorema 4.2. Na secao 4.2, vemos um caso
particular no qual a integral singular comuta com translacoes e dilatagoes, e seu nicleo
é da forma Q(z)|x|™, no qual Q é uma fungao positivamente homogénea de grau zero.
Finalizamos este capitulo com um resultado que garante a definicao em quase toda parte
destes operadores.

No Capitulo 5, apresentamos como exemplos de operadores integrais singulares a trans-
formada de Hilbert, definida para funcoes reais, e sua generalizacao para funcoes em R",
conhecida como transformada de Riesz. De forma breve, estudamos em seguida a solugao
do problema de Dirichlet para ]R?r+1 via integrais de Poisson e apresentamos na se¢ao 5.3
um resultado que estabelece uma relacao entre as transformadas de Riesz e as integrais
de Poisson.



Capitulo 1

Preliminares

Introduzimos neste capitulo alguns conceitos e resultados preliminares que serao utilizados
ao longo deste trabalho. Iniciamos com alguns dos principais resultados de Teoria da
Medida, que foram extraidos e adaptados das referéncias [3], [5] e [9].

1.1 Medida e Integracao

Definicao 1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma o-dlgebra de conjuntos em X € uma
colecao nao vazia M de subconjuntos de X tal que

(a) Se {E;}52, C M, entio |J E; € M;
j=1
(b) Se E € M, entio E°= X \ E € M.

Defini¢ao 1.2. Uma medida é uma fungao p: M — [0, 00], no qual M € uma o-dlgebra,
que satisfaz

1. w(@) =0;

2. Se {E;}52, € uma sequéncia de conjuntos disjuntos de M entdo
7 <U Ej) = uEy).
j=1 i=1

Dizemos que p é uma medida finita se p(X) < oo implica que p(E) < oo, para todo

Ee M, X =FEUE° E dizemos que p é uma medida o-finita se X = (J E;, no qual
j=1
E; € M e u(E;) < oo para todo j > 1. Um conjunto E é o-finito para pse £ = (J E
j=1

no qual £; € M e u(E;) < oo, para todo j > 1.

Dizemos que uma afirmagao é verdadeira em quase toda parte (q.t.p.) se essa afirmagao
¢ verdadeira exceto em um conjunto £ de medida nula.

Se M é uma o-algebra de X, dizemos que (X, M) é um espago mensuravel, e os
conjuntos de M sao chamados de conjuntos mensuraveis. Mais ainda, se ¢ ¢ uma medida
em (X, M), dizemos que (X, M, u) é um espago de medida.
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Defini¢ao 1.3. Sejam (X, M), (Y,N) espacos mensurdveis. Dizemos que f : X — Y
¢ (M, N)-mensurdvel, ou simplesmente mensurdvel, se para todo E € N temos que

fYE) e M.

Definigao 1.4. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, E C X. Definimos a fung¢do
caracteristica Xg de E por
1, =€k,

XE(x):{ 0, 2¢E.

Uma func¢ao simples em X é uma combinagao linear finita com coeficientes complexos
de funcgoes caracteristicas de conjuntos de M.

Definigao 1.5. Seja Lt o conjunto LT = {f : X — [0,00]; f € mensurdvel}. Se ¢ € LT

¢ uma fungdo simples com ¢ = Y a;Xp,, a; > 0, enldo definimos a integral de ¢ com
i=1
relacao a | por

n

/chdﬂ = au(E)).

J=1

Se f € LT, definimos
[ = Sup{/¢du;0 <6</ ¢s¢mpzes}.

Definicao 1.6. Dizemos que f : X — C ¢ integrdvel se [ |f| < oo. Mais ainda, dado
E € M, dizemos que f € integrdvel em E se fE |f] < oo. Assim, definimos o espago L
por L' = {f : X — C; f € integrdvel}.

Neste trabalho, utilizaremos predominantemente a medida de Lebesgue em X = R",
cuja construgao é feita com detalhes no primeiro capitulo da referéncia [3]. Em geral,
vamos considerar o espaco de medida (R", L™, m), no qual m denota a medida de Lebesgue
em R" e L™ é a classe dos conjuntos Lebesgue mensuraveis em R". Desta forma, a integral
de uma funcao mensuravel f em relacao a medida de Lebesgue em R"™ serd denotada por

f(z)dux.
R

O resultado a seguir mostra que a medida de Lebesgue é invariante por translacoes.

Teorema 1.1. Se E € L", entio E+s={z+s;x € E} € L erE = {rz;z € E} € L,
para todo r,s € R. Além disso, m(E + s) = m(E) e m(rE) = |r/m(E).

Demonstragao. Ver [3], pagina 37.

Definicao 1.7. Seja f : Q@ C R®" — C uma funcao Lebesque-mensuravel tal que, para
cada conjunto compacto K C €1, temos

/K F(2)] dz < oo.

Entdo dizemos que f € localmente integrdvel, e escrevemos f € L, .(Q).



Vejamos a seguir alguns dos principais resultados preliminares a respeito de con-
vergencia e integracao.

Teorema 1.2. Seja (X, M) um espaco mensurdvel. Se f: X — C € mensurdvel, entdo
existe uma sequéncia {¢,} de fungoes simples tal que 0 < |1 < |pa| < -+ <|f], on — f
pontualmente e ¢, — f uniformemente em qualquer conjunto no qual f € limitada.

Demonstragao. Ver [3], pagina 47.

Teorema 1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {fn}nen uma sequéncia em
LY(R™) tal que

1. fo(x) = f(z) q.t.p.;
2. Eziste g > 0 em LY(R™) tal que |fn(z)| < g(z) q.t.p. para todo n € N,
Entao f € L*(R"™) e

s f(z)dx = lim [ f.(x)dx.

n—oo
Demonstragao. Ver [3], pagina 55.

Sejam (X, M, u) e (Y, N,v) espagos de medida, F C X X Y. Entao para cada x € X
e y € Y definimos a x-secao F, e a y-secao EY de E respectivamente por

E,={yeY;(r,y) € E},
EY ={z € X;(z,y) € E}.

Se f é uma funcao definida em X x Y, definimos a z-secdo f, de f por f.(y) = f(z,y)
e a y-secao f¥ de f por f¥(z) = f(z,y).

Teorema 1.4 (Teorema de Fubini). Sejam (X, M,u) e (Y,N,v) espacos de medida o-
finitos.

(a) Se f € LT(X xY) entao as fungies g(x) = [ fo(y)dv(y) e h(y) = [ f¥(x) du(z)

estao em LT (X) e LT(Y), respectivamente, e

[ravxn = [ [ / f(x,y>dv<y>] ()
e ()

(b) Se f € LT (uxv) entao f, € L*'(v) q.t.p. em X e f¥ € L' (u) q.t.p. em Y, as funcgoes
g(x) = [ fodv e h(z) = [ fYdv estio definidas q.t.p. e estio, respectivamente, em
LY(p) e L*(v), e (1.1) € vdlida.

Demonstragao. Ver [3], pagina 67.



Os resultados a seguir tratam de integracao em coordenadas polares e serao funda-
mentais para a estimativa de algumas integrais ao longo do texto.

Seja S"7! = {z € R™|z| = 1} a esfera unitdria. Se z € R™\ {0}, definimos as
coordenadas polares (r,z') € Rt x "1 da seguinte forma:

r=lz| € (0,00) e x’—|x—|€S"1.
T

A aplicagao ¢ : R™ \ {0} — (0,00) x S"~! definida por ¢(x) = (r,2’) é bijetora e
continua, com inversa ¢! : (0,00) x "' — R"\ {0} dada por ¢~ (r,2’) = rz’ = x. Esta
aplicagao ¢ induz uma medida de Borel m, em (0,00) x S"~! com m,(E) = m(¢~*(F)),
para todo E boreliano em (0,00) x S""!. Definimos a medida p = p, em (0,00) por
p(E) = [yr"dr.

Teorema 1.5. Eziste uma tinica medida de Borel 0 = 0,_1 em S™! tal que m, = p x 0.
Se f € Borel mensurdvel em R™, entao

f(z)de = /OO fra)yr"tdo(2') dr.
Rr 0 Jen

Demonstragao. Ver [3], pagina 78.

Corolério 1.1. Se f € uma fun¢ao mensurdvel em R™ e f > 0 ou f € LY(R"™) tal que
f(x) = g(|z|) para alguma g definida em (0,00), entao

- f(@)de =0 (5"") /OOO g(r)r"tdr.

Demonstragao. Ver [3], pagina 79.

1.2 Espacos L?

Os conceitos e resultados apresentados a seguir tratam dos espacos de fungoes conhecidos
com espacgos LP, essenciais ao estudo dos operadores integrais singulares.
Seja (X, M, u) um espago de medida. Se f é uma fungdo mensuravel em X e 0 < p <

00, definimos
1
I, = (f1rran)" 0<p<

[flloe = inf{a > 0; p({z; |f(z)] > a}) = O},

com a convencao de que inf @ = oco. O valor ||f||, é chamado supremo essencial de |f],
e se || f]l,, < oo, dizemos que f é essencialmente limitada.

e se p = o0,

Definicao 1.8. Se 0 < p < o0,

LP(X, M) ={f: X = C; f é mensurdvel e | f|, < oo}



O conjunto definido acima também é denotado por LP(X), L”(u) ou apenas LP quando
o espaco de medida estiver subentendido. Pelos resultados presentes no capitulo seis da
referéncia [3], |||, de fato define uma norma em L? para 1 < p < co. Logo, L? é um
espago vetorial complexo e dizemos que f = g em LP se, e somente se, f(x) = g(z) q.t.p.

Definigao 1.9. Sejam f € LP(u) e { fn}nen uma sequéncia de fungoes em LP(u). Dizemos
que f, converge a f em norma LP se

lim || f, — fll, = 0.

n—oo

Teorema 1.6. Se 1 < p < oo, LP(u) é um espago métrico completo para toda medida
positiva L.

Demonstragao. Ver [9], pagina 67.

Proposicao 1.1. Para 1 < p < 00, o conjunto das fungoes simples, dadas por f =

n
> a;jXg,, com pu(E;) < oo para 1l < j <n, é denso em LP.
=1

Demonstragao. Ver [3], pagina 183.

Proposicao 1.2. Seja 1 < p < oco. Se f € LP(u) e {fulnen C LP(p) sao tais que
fn converge a f em norma LP, entao existe uma subsequéncia {fn, bren tal que fn, ()
converge a f(x) em quase toda parte.

Demonstragao. Ver [5], pagina 242.

Definicao 1.10. Sejam 1 < p < 00 e 1 < ¢ < oco. Dizemos que p e q sao expoentes

conjugados se

1 1
S+ =1
P q

Esep=1, entaop=1 e qg= o0 sao expoentes conjugados.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Holder). Suponha que p e q, 1 < p,q < oo, sejam
expoentes conjugados. Se f e g sao fung¢oes mensurdveis em X, entdo

19l < WA, gll - (1.2)
Demonstragao. Ver [3], pagina 182.
Os resultados a seguir nos mostram a relacao de dualidade entre os espagos LP.
Definicao 1.11. Definimos o dual V* de um espago vetorial normado V' por
V*={f:V = C,f € linear e continua}.

Sejam p e g expoentes conjugados. Para cada g € L9, considere o funcional linear e
limitado ¢, em L? dado por

Mﬁi/mwwféﬁ (1.3)



Proposicao 1.3. Sejam p e q expoentes conjugados com 1 < g < oo. Se g € L4, entao
lgll, = ll@gll, ou seja, a aplicagio g — ¢, € uma isometria de L em (LP)*.

Demonstracao. Ver [3], pagina 188.
Teorema 1.8 (Teorema de Representagao de Riesz). Sejam p e q expoentes conjugados.

Se 1 < p < o0, entao para cada ¢ € (LP)*, existe g € L7 tal que

o5 = [ radn

para toda f € LP, e portanto L9 € isometricamente isomorfo a (LP)*. Se p € o-finita, a
mesma conclusao € vadlida para p = 1.
Demonstragao. Ver [3], pagina 190.

A seguinte desigualdade sera importante na estimativa de algumas integrais.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Suponha (X, M, u) e (Y,N,v)
espagos de medida o-finitos, e seja [ uma fun¢ao (M QN )-mensurdvel em X x Y. Se
f>0el<p<oo, entao

SERT :
[([renaw) w]| < [ ([ s a) o
Demonstracao. Ver [3], pagina 194.
Vejamos agora alguns subespacos que sao densos em LP.

Teorema 1.10. Se 1 < p < o0, o espaco C.(R™) das funcgoes continuas com suporte
compacto em R"™ € denso em LP(R™).

Demonstragao. Ver [9], pagina 69.

Teorema 1.11. Sel < p < 00, 0 espaco C2°(R™) das fungoes infinitamente diferencidveis
com suporte compacto em R™ é denso em LP(R™).

Demonstragao. Ver [5], pagina 246.

Por fim, enunciamos um teorema a respeito de diferenciagao sob o sinal da integral
que nos fornece condi¢oes para que seja valida a seguinte formula:

d

@ QF(:c,y) du(x):/gg—j(xay)dﬂ(x)- (14)

Teorema 1.12. Sejam J um intervalo em R e F': Q x J — C tal que:

(a) Para todo y € J fizado, a funcao x — F(x,y) € integravel em rela¢io a fi.

OF
(b) Em todo ponto de Q2 x J, existe a derivada parcial a—(a:,y)
Y



(c) Eziste uma func¢do integrdvel g : Q@ — [0, 00] tal que

g(z) > 88—5<x,y>

I

para todos x € ), y € J.

Entao, a fungio y— [, F(x,y)du(z) € diferencidgvel em J e para cada y € J fizado,
a funcdo x %—5(:{:,3/) ¢ integravel em relagio a p. Mais ainda, vale a formula (1.4).

Demonstragao. Ver [5], pagina 103.



Capitulo 2

A Transformada de Fourier

Introduzimos neste capitulo alguns dos principais resultados a respeito da aplicacao co-
nhecida como transformada de Fourier, sendo esta uma ferramenta que serd amplamente
utilizada ao longo do texto. Denotaremos por dr a medida de Lebesgue em R™ e por
m(F) a medida de Lebesgue de um conjunto £ C R™.

2.1 Propriedades

Se f é uma fungdo em L'(R"), a transformada de Fourier de f ¢ definida como a fungao
f dada por

~

fla)y=[ fly)e™dy, (2.1)
]Rn
para todo = € R", no qual = - y denota o produto interno usual entre os vetores z e y.

Teorema 2.1. (a) A aplicagdo f — f € wma transformacao linear e limitada de LY(R™)
a L=(R") e [[flls < I f1l;-

(b) Se f e LNR™), entdo f é uma funcio uniformemente continua.

Demonstragao. (a) E evidente que a aplicagao f +— f é linear. Mais ainda,

||f]|Oo = sup ess

F () dy\ < [ Uwldy =111,
Rn Rn

(b) Sejam f € L'(R") e § > 0. Para todo z € R", temos que
) = j@) = / sy [ e
n Rn

27rzhy d
< [ e =15l dy

n

=

n

27rz (z+h)y 627rix~y] f(y) dy‘

=

627rwc Y 27r7,h Yy :| f(y) dy‘

n

=



= [ g eafiswldrs [ et -l ay
ly|<R ly|>R
= [1+127

no qual a integral em I, é tal que

b= el <z [ il <s
ly[>R

ly|>R

se R é uma constante fixada suficientemente grande, uma vez que f é integravel.
Para o termo [, observamos primeiramente que se |y| < R, entao |62”h'y — 1‘ —0
se [h| = 0. Como |e*™¥ — 1| |f(y)| < 2|f(y)| e f € L'(R"), segue do Teorema da
Convergéncia Dominada que

11:/ 2y 1) | f(y)| dy < §
ly|<R

se |h| é suficientemente pequeno. Logo, f é uniformemente continua.
]

Teorema 2.2 (Teorema de Riemann-Lebesgue). Se f € L'(R"), entdo flz) = 0 se
|z| — c0. Mais ainda, podemos concluir que f € Co(R™), isto €, f é continua e tende a
zero no infinito.

Demonstracao. A demonstracao serd dividida em quatro passos:

Primeiro passo: Comegamos mostrando que o resultado é vélido para funcoes carac-
teristicas em intervalos unidimensionais. Para isto, basta mostrarmos o resultado para
fungoes caracteristicas de intervalos simétricos da forma (—h, h). De fato, dado um inter-
valo (a,b) C R, definindo ¢ = “+b e h = %%, obtemos que

X(a) (T) = X(=np) (T — ©).

Assim,

h 2mizh —2mizh
— 2Ty gy, — e —e _ lsen (2mzxh) 0
_h 2mix s x

se |z| — oo, e pelo anterior,

V7N —— 1 sen (2n(x — c)h
Xen) (@) = Xam(@—¢) = = (2m( )h) 0

3
8
|
o

se |z| — oo.

Segundo passo: Considere agora o intervalo n-dimensional I = {z € R%a; < x; <
bj,j=1,...,n} em R". Calculando X7(z), obtemos do passo anterior que

5(7(1,) — /627rix-y dy
I

10



quando |z| — oo.

bl bn . .
/ . / XL | mianyn oy,
a an

n bj

2T Y .
H/ e ™Y dy; — 0
j=1"0;

Terceiro passo: Se f é uma funcao simples, entao esta sera dada por uma combinacao
linear finita de fungoes caracteristicas, e portanto o resultado também é valido neste caso.

Quarto passo: Seja f € L'(R"). Dado § > 0, existe uma funcao simples g tal que
If —gll; < &, uma vez que o espago das fungoes simples é denso em L'. Escrevendo

f=g+(f—g), temos

f(z) = 4(2) + (f = §)(=),

no qual g(x) — 0 se |z| — oo e, pelo Teorema 2.1,

f =gl <If =gl <o

O resultado a seguir lista algumas propriedades da transformada de Fourier.

Proposigao 2.1. Seja f € L'(R").

(a) Para cada a € R™, considere a transla¢ao por a definida por f,(z) = f(x + a).

Entao,

Jalw) = 77 f(x).

(b) Sea €R" e g(x) = e*™@f(x), entdo

§(z) = f(a+a).

(¢) Para 0 # 6 € R", considere o operador de dilatag¢ao por ¢ definido por (15f)(x) =

f(oz). Entao,

Demonstracao.

(w1le) = o (5)-

(a) Sea € R" e f,(z) = f(a+ ), entdo

fia) = [ emovpyrady
= [ ey

— e—27rix'a / 627Tix~yf(y) dy
_ 6727ria:-af<x>.
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(b) Para g(x) = e*™@f(z), temos que

627ri:r-y€27riy-af(y) dy

n

_ 627ri(x+a)'yf(y> dy

n

NajY
=
I
T

=

I
=,

(x + a).

(c) Para (15f)(x) = f(dz), temos

mfila) = [ sy dy

1 L
= W/ ™5 f(y) dy

- 5 5):

Definigao 2.1. Sejam f,g € L'(R"™). Definimos a convolugdo entre f e g por

U*QX@==Rnﬂx—ymwﬁw. (2.2)

Por meio de uma mudanca de varidveis, observa-se que (f * g)(x) = (¢ * f)(z) para
todo z € R". Observe também que, pela defini¢ao acima, fxg € L'(R") se f,g € L*(R"),
pois pelo Teorema de Fubini,

I +al = |
n Rn

< [ [ = wlaldyds

= [ ] 1= as] s ay
If

Mais ainda, a operacao de convolucao estd bem definida para f € LP(R"), 1 < p < o0,
e g € L'(R™), como mostra o resultado a seguir.

7o - y)gly) dy' iz

IN

1 llglly < oo

1 1
Teorema 2.3 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q,r < oo tais que — + — > 1 e
p q

1 1 1
—==-+4+-—1. Se f € L?(R") e g € LY(R"), entdo
r P g

1F = gll, < {171, lall, - (2:3)

12



Demonstracao. Por simplicidade, provaremos o caso em que ¢ = 1, e consequentemente,
r = p, Ou seja,
1 gll, < A1, Nl -

Iniciamos observando que

|(f * g)(x)| =

. flx—y)g(y) dy‘ < . |f(x—y)llg(y)| dy.

Utilizando a Desigualdade de Minkowski para Integrais, obtemos

Ifegl, = { |f*g|p(a:)d:zr
RTL

< [ ([ 1= lswia) d:cr

< [ ][ v -vrpera] s

~ [ ve-wpas] tawray
— A, Nl

O resultado a seguir ilustra um fato interessante a respeito da relagao entre a operagao
de convolugao e a transformada de Fourier.

Teorema 2.4. Se f,g € L'(R"), entdo
(f+9) = fa

Demonstragdo. Note que (f * g) estd bem definida, uma vez que || f * g, < oo se f,g €
LY(R™). Assim, segue por defini¢ao que

Frofla) = [ s e dy
= /R e Rnﬂy—w)g(w) dw dy
= /R ) { /R ) W) f(y — w) dy | €2 g(w) duw
= J@)i)

Exemplo 2.1. Sejam x € R e 0 < k < h. Considere a fungao par xj definida por

1, 0<z<h-k
Xnk(z) =<0, x> h+k,
hh=z v e (h—kh+k).

13



Observe que esta funcao pode ser expressa, a menos de uma constante, pela convolugao
entre xp € Xk, POIis

h
Xe(x —t) dt = 2kxn ().
h

e}

o) = [ ltste - d— |

oo _
Pelo teorema anterior, obtemos que

— 1, 1 1 sen(2mxh) sen (2wxk)
Xn(x) = %Xh(x)Xk(*T) = ok a2 . . :

H&a também algumas relacoes entre a operacao de diferenciacao e a transformada de
Fourier, como mostram os resultados a seguir.

Teorema 2.5. Seja f € LY(R") e suponha que i f(z) € LY(R™), no qual z € a funcao
projecao da k-ésima coordenada. Entao f € diferencidavel em relagcao a ) e

of )T
gor (@) = Cmitif () ().

Demonstragao. Seja h = (0,...,hg,...,0) € R™ um vetor ndo nulo no qual hy # 0
é o elemento da k-ésima coordenada. Pelo item (b) da Proposi¢ao 2.1, sabemos que

(e2mita f(1)Y(z) = f(z + a), e assim

flath) = f) _ (E@f(E) — f(1)(2)
Iy h i

=l

k
1
2miht 1 )
— / (6 >627rzt'xf(t) dt.
Rn hk

No entanto, note que

eth-t -

lim ———— = lim (2wt
W T R e

2mih-t — 27Titk7

e portanto segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

. fA(w + h) — fA(x) _ . (62m'h‘t — 1) mit-x
T Y
— / (2mity, )™ () dt
= (2mite f(1)) ().
Logo, f ¢ diferenciavel e
of N
L) = rinsoie),
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Definicao 2.2. Dizemos que f € diferencidvel em norma LP em relagao a x) se f €
LP(R™) e exziste g € LP(R") tal que

(0 )

se hy — 0, no qual h = (0,...,hg,...,0) € R™ e hy # 0 € o elemento da k-ésima
coordenada. A func¢ao g € chamada de derivada parcial de f em relacdo a xp em norma
Lr.

flz+h) - f(x)

I —g(z)

Teorema 2.6. Se f € LY(R") e g € a derivada parcial de f em relagdo a xr em norma
L', entao A
g(x) = —2mixy f(x).

Demonstracao. Pela definicao de g, sabemos que

./ flz+h) - f(z)

R,
se hy — 0. E para f,(t) = f(h +t), note que

| {fh ~f / [f(t +h) — (1)

—g(z)| dr =0

I —-g}ACr)

~gfo)] o

o
<[ f(W;L),C_ I g@‘ i
se hy — 0. Dal,
' {fhh—k f_ g]A(x) _ fh(a:)h—k f@) o
_ e-%ih'zf;;:) — @)
_ (e*m"”hk DF@) ol Lo

(e — 1) f(x)

se hy — 0, isto é, — g(x). Mas por outro lado,

h,
' e—2m’h~z -1 ¢ T . .
hlir—{lo ( i (@) = —2mizy f(x).

Por unicidade, concluimos que
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Teorema 2.7 (Férmula de Multiplicagdo). Sejam f,g € L*(R™). Entdo

f(a)g(z) do = | J@ie)d.

Rn

Demonstracao. Pelo Teorema de Riemann-Lebesgue, fg e fg§ sao integraveis, logo as
integrais acima existem. Mais ainda, temos que

/n / F@)lg(w)] dz dy < [|£] llgll, < oo,

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

fade = [ g | [ @] d

_ / ) { / g (q) dx} dy

= /. f(y)g(y) dy.

R”

Defini¢ao 2.3. Dizemos que uma funcao f € radial se f(x) = f(|z]), isto é, se f € uma
funcdo invariante sob rotagoes em torno da origem.

Teorema 2.8. A transformada de Fourier de uma funcdo radial é também uma funcao
radial.

Demonstracao. Seja p um operador de rotagdo em torno da origem e denote sua acao
sobre fungoes por p(f)(z) = f(p~'x). Afirmamos que o operador f f comuta com p.
Este fato sera provado mais adiante, quando estivermos tratando das transformadas de
Riesz. Assim,

fp™'e) = pf(x) = (pf)(x) = f(=),
pois como f ¢ radial,

(pHw) = flp~y) = fy),

e portanto f é radial. n

2.2 Formula de Inversao

Para uma fungao f € L'(R"), sabemos que sua transformada de Fourier é definida por

fo) = [ emersi)ay

Nosso objetivo nesta secao é encontrar uma férmula de inversao para a aplicagao
f — f, isto é, uma representacao para f(x) em termos de sua transformada de Fourier,
da forma

fla)= [ i) dy. (2.4
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No entanto, note que f nao necessariamente ¢ integravel. Como exemplo, considere
n =1etome f(x) = Xnpn(x), h € Rt. Como ja visto na demonstragao do Teorema 2.2,

. 2rxh
a transformada de Fourier de f é dada por f(x) = M, e assim
T
- 1 [°°|sen(2mxh
17 =2 [ =
T ) oo T

Por este motivo, introduziremos o conceito de somabilidade de integrais. Seja a(u),
0 < u < 00, localmente integravel de forma que as integrais

existam, mas o limite

lim A(w) = /000 a(u) du

wW—00

nao necessariamente exista. Considere agora a fungao H(u), 0 < u < oo, satisfazendo as
seguintes condigoes:

1) H(u) é de variagao limitada em [0, co);
2) H(u) — 0 se u— oc;

3) H(u) é continua em u=0e H(0) = 1.

Definicao 2.4. A integral / a(u) du € dita H-somdvel a um valor I se as integrais
0

I :/ a(u)H (eu) du
0
convergem para todo € >0 e I, — I se e — 0.

1
loc

Teorema 2.9. Seja a € L, ([0,00)). Se a integral / a(u) du converge a um valor I,
0

entao a mesma ¢ H-somavel ao valor I.

Demonstracao. Mostremos que as integrais

I. = /OOO a(u)H (eu) du

1

existem para cada € > 0 e que I. — I se ¢ — 0. Como a € L;,.([0,00)), entao a fungao

estd bem definida e

lim A(u) = lim ua(v) dv = /000 a(v)dv = 1.

U—00 U— 00 0
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Mais ainda, uma demonstragao analoga a que sera apresentada para provar o Teorema
de Diferenciagao de Lebesgue, presente no capitulo seguinte, nos mostra que A'(u) = a(u)
q.t.p. Denotando por V a variacao total de H(u) em [0,00) e integrando por partes,
obtemos

/Ow a(u)H(su)du = /Ow A'(u)H (eu) du
H(0)A(0) — /0 " A(u) dH (zu)
" A(u) dH (

eu),

= H(ew)A(w) —
= H(ew)A(w)—/ (u)d

no qual a dltima integral existe pois, se |A(u)| < M, entao pelo corolario presente na
pégina 140 da referéncia [3] obtemos que

(u) dH (su)| < MV,

uma vez que H(u) e H(su) possuem a mesma variagao total.
Fazendo w — oo, sabemos que H(cw) — 0 e A(w) — I, e portanto

w

I. = lim a(u)H (eu) du

w—00 0

_ JEEO[ /A ) dH au]
S /0 Alu) dH (eu).

Como A(u) — I se u — 0o, podemos escrever A(u) = I + n(u), no qual n(u) — 0 se
U — 00, e assim

L= - / (1 4 n(u)) dH (=)

_ _1/000 dH(eu)—/Ooon(u

= 7 [lim H(k) — H(O)} — [ n(u)dH(cu)

k—o0

~
IS
=

—
™

S

- I—/Ooon(u)dH(eu).

Basta agora mostrarmos que a integral n(u) dH (eu) tende a zero quando £ — 0.

Como |A(u)| é limitada, existe N > 0 tal que In(u)] < N. E como n(u) — 0 se u — o0,
entao dado § > 0, existe uy € R tal que |n(u)| < & sempre que u > uy. Assim,

/Ooo n(u) dH (eu) = /0“0 n(uw) dH (eu) + /OO n(u) dH (su) = P+ Q,

uo
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no qual @) é arbitrariamente pequeno para todo € > 0, pois

Q= /Oon(u)dH(eu) < §V.

uo

Eug

Mais ainda, se ‘({ (H(u)) denota a variagao total de H(u) em [0, cug), entao

Pl =

/0 () dH (u)

< N/ dH (su)
0

ug
= N/ eH'(eu) du

—N/ H'(u) du

= NV(H(u) =0

se € — 0, pois H(u) é de variagao limitada e continua em u = 0, e portanto segue do
Teorema 6.26 presente na pagina 136 da referéncia [3] que sua fungao varia¢ao também é
continua em u = 0.

]

Agora, vamos estender o conceito de somabilidade a integrais multiplas. Seja a €
L} (R"™) e considere

S(R) = / i

Definigao 2.5. Dizemos que/ a(u) du converge esfericamente a um valor I se S(R) —

n

I quando R — ~c.

A nocao correspondente de somabilidade esférica é definida como segue: considere as
integrais

L— / a(u) H (lul) du
no qual H(r), r = |z|, satisfaz as condigoes 1, 2 e 3 listadas anteriormente. Se I. existe

para cada e > 0e I. — [ se € — 0, entao dizemos que / a(u) du é H-somavel ao valor
1.

n

Teorema 2.10. Seja a € L}, (R"). Se a integral / a(u) du converge esfericamente a

n

um valor I, entao esta integral é H-somavel ao valor 1.
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Demonstracao. Por hipotese,
S(R) = / a(u)du — 1
lul<R
se R — oo. Afirmamos que
/ () H (e]u]) du = / H(R) dS(R). (2.5)
|u|<w 0

Com efeito, segue da definicao de S que

S(R) = /|u|§R a(u) du = /OR rt {/MT a(u) dﬁl dr,

no qual u € R", r = |u| e 6 = . Como a € L, (R"), entdo

F(r) = 7“”1/ a(u) df
|u|=r
¢ uma funcao continua e pelo Teorema Fundamental do Célculo,

S'(R) = R"™" /u:Ra(u) do.
Daf,
/u|Swa(u)H(€|“Dd“ - /sn1 /Owa(RG)H(eR)R"‘ldee
- /0 H(R) {R”l /5 (R0 d@} dR
= /OwH(eR)dS(R),

e portanto vale a igualdade em (2.5). Utilizando integragao por partes, obtemos ainda
que

/ a(u)H (elul) du = /w H(eR)dS(R)
Ju|<w 0

= H(ew)S(w) — / S(R)dH (eR).
Fazendo w — oo, H(ew) — 0 e entdo

I / a(u) H(e|u]) du = — /OOO S(R)dH(cR),

e o restante da demonstragao segue como na demonstracao do Teorema 2.9.
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Suponha agora que a funcao radial H satisfaca as condicoes 1, 2 e 3 citadas anterior-
mente e, mais ainda, satisfaca a condicao

4) H € L'(R"), isto é,
H(|e]) do = a(s"—l)/ Hr)r L dr < oo,
Rn 0

Denotando por K(z) a transformada de Fourier de H(|z|), obtemos dos teoremas 2.1
e 2.8 que K(x) é uma funcao limitada e radial. Assim, segue da Proposicao 2.1 e da
Formula de Multiplicacao que

[ ey = [ G HED dy

= [z +y)(H(elyl)) dy

Rn

= [ et () ay
=~ [ etk (Y) dy

= /. flz —y)K(y) dy
= (fxK)(v),

no qual K.(x) = e "K(x/e).
Por fim, suponha que K satisfaca as condigoes

5) K(z) = H(|lz]) = O(Jz| ") para |z| > 1, isto é, |K(z)| < C|z|™ ! para |z| < 1.
Como K ¢ uma fungao limitada, entao K € L'(R").

6) K(z)dx = 1.
Rn
Teorema 2.11. Se f € L*(R") e H(|z|) satisfaz as condigoes de 1 a 6, entdo
f(y)e > v H elyl) dy — f(x)
R"L

em quase toda parte e em norma L' se e — 0.

Demonstra¢ao. Se K(x) é a transformada de Fourier de H(|x|), vimos que
fy)e > H elyl) dy = (f * K.)(x),
R

no qual f € L'(R") e K. é uma fungdo radial, decrescente e integrével.

Utilizando um resultado a respeito de aproximagoes da identidade, que sera apre-
sentado mais adiante no Teorema 5.3, concluimos que (f * K.)(z) — f(z) q.t.p. e
| f*K:— f|l;, > 0see—0. ]
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O resultado a seguir segue diretamente do Teorema 2.11.

Corolario 2.1 (Unicidade da Transformada de Fourier). Se f € identicamente nula, entio
f(x) =0 q.t.p.

Teorema 2.12. Se a integral f(y)e_%ix'y dy converge esfericamente, entao esta con-
]Rn

verge em quase toda parte ao valor f(x).

Demonstracdao. Por hipdtese, sabemos que

Flw)e v dy <= 1
R™

para algum valor /. Mas como f € L*(R"), entao o integrando acima é localmente
integravel e pelo Teorema 2.10, temos que a integral acima ¢ H-somavel a I, isto ¢,

Fy)e ™™V H(ely|) dy — I
R"L

se € — 0. Mas pelo Teorema 2.11,
fly)e > VH(ely|) dy — f(x)
R?’L

em quase toda parte se € — 0.

n

Por unicidade, obtemos que f(z) = I q.t.p., e portanto / f (y)e™?™*Y dy converge

esfericamente a f(z) q.t.p.
u

Em particular, se f, f € L'(R"), entao a integral / f(y)e_%m'y dy é convergente, e

n

pelo Teorema 2.12, vale a igualdade

flz) = . fy)e ™™V dy  q.t.p.

2.3 Transformada de Fourier em L*(R")

Nosso objetivo nesta segao serd definir a transformada de Fourier para fungoes em L?(R")
por meio de aproximacoes por integrais truncadas. Lembremos que L?(R"™) é um espaco
de Hilbert com o produto interno

fro= [ fag)ds

e norma || fll, = (f - f)2.
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Observe que toda funcio f € L?*(R") é localmente integravel, pois dado qualquer

compacto K C R",
2
Ji@lds <, | [ 12as] <o,
K K

e portanto as integrais truncadas
Fae) = [ fwemeray
lyl<R

existem e estao bem definidas para toda f € L*(R"™).
Teorema 2.13 (Teorema de Parseval-Plancherel). Seja f € L*(R").

(a) A transformada de Fourier de f existe como um limite em norma L? das integrais
truncadas fr quando R — oo;

(b) Vale a férmula de Parseval: || f|la = || f]lo;

(c) A férmula de inversdio (2.4) vale como um limite em norma L?, isto é,

/ Fl)e 2w dy - f(x)
ly|[<R

em L? se R — oo.

Demonstracao. A demonstracao serd dividida em sete passos. Iniciamos provando o teo-
rema para fungoes simples.

Primeiro passo: Mostremos que o resultado é valido para fungoes caracteristicas em
R. Seja xn(z) a fungao caracteristica do intervalo (—h,h). Como ji observado, sua
transformada de Fourier é dada por

. 1 sen (2whx
Gila) = £ TR

e esta existe nos sentidos pontual e por aproximacao em L*(R). De fato, se f(z) = xx(2),
as integrais truncadas

Fala) = / F)endy

sao todas iguais para R > h. Além disso,

> 1 [ sen?(2mhzx)
—~\2 .
/_OO(Xh) (z)dx = = _OOTCZ-T
2h [ 2
_ 2k sen2(x) i
T ) o
= 2h
- [ @
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e portanto || Xally = [[xalls-
Agora, se x(p) € a funcao caracteristica de qualquer intervalo (a,b) = (¢ — h,c+ h),
entao

22;5(10 ::€2wmmiz(x>’
pois
X(ab) (l’) — / 627r1xy dy _ / e27r7,1’y dy _ / e27r7,ac(y—‘,-c) dy _ 627TmCXh(:E)-
a c—h —h
Assim,

X (@)]* = X ()" = (Xn)* (),

e a conclusao segue como no caso anterior.

Segundo passo: Consideramos agora fungoes caracteristicas em intervalos n-dimensionais.
No entanto, este caso segue diretamente do anterior, uma vez que se x(x) é a fungao ca-
racteristica de um intervalo n-dimensional a; < x; <b;, j =1,...,n, entao

x(x) = x1(z1) - - Xn(2n)

e as integrais n-dimensionais determinando as normas em L? de y e Y serao produtos de
integrais unidimensionais de fungoes como no primeiro passo.

Terceiro passo: Consideramos agora funcoes simples em R. Suponha que f assuma
os valores ¢y, ..., ¢, nos m intervalos disjuntos I, ..., I,,, respectivamente, e zero fora
destes intervalos. Assim,

m m

f@) =Y cale) e f@) = axi),

k=1 k=1

no qual x, é a funcao caracteristica do intervalo I;. Logo,

[ @k = [ e ds
-l

= ol [ Ri@Pde+Yag [ G@EE
k=1 —o0 —o0

ki

= A+ B.

Afirmagao: B = 0. De fato, se Iy = (x1 — hy,x1 + hy) e Iy = (xo — ha, xa + hs) s@o
intervalos disjuntos com x1 + hy < x5 — hy € hy > hy > 0, entao

Xi(r) =

- z1+h1 i e?mﬁx(xl-i—hl) - 627ri:(;(z1—h1) 627ria:a:1 sen (277'2(3]11)
Yy _
e dy = ,
T

—hy 2mix 7r x
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e também,

_— e?mierz gen (2mahs
X2(z) = ( ),
™ X
Assim,
® e = 1 [~ 2rxh orxh )
/ @)oo de = 4 sen(;x 1) sen(xmc 2) P

Definindo a funcao

Flz) = 1 sen (2mwhy) sen (2mxhy)

2 x x ’

entdo F € L'(R) e F ¢ igual, a menos de uma constante C, & transformada de Fourier
da fungao xp,n, definida no Exemplo 2.1, que é continua e integréavel. Pela férmula de
inversao, concluimos que

/ G dr = / F(a) e g — O (03 — 1) = O,

pois |x2 — 1| > hy + he e portanto xp, p,(z2 — 1) = 0. Logo, a afirmacao estd provada.
Por fim, como as fungoes x, possuem suportes disjuntos, obtemos do primeiro passo
que

[iera = St [ e

ck|2/ *(z) dx

2
dx

Ms

k=1

T
=L .

Quarto passo: O caso em que f é uma funcao simples em R" é analogo ao anterior e
pode ser tratado da mesma forma.

Cka )

e portanto vale a férmula de Parseval.

Quinto passo: Faremos agora uma extensao por continuidade. Denote por S a classe
de todas as funcoes simples em R" e seja T' o operador f — f. Dos passos anteriores,
sabemos que a formula de Parseval

1112 = 11£1l,

¢ valida para toda f € S, e portanto T é um operador linear e continuo definido em um
subespaco denso de L2
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Afirmacdo: O operador T pode ser estendido ao fecho S = L? preservando-se a norma,
isto é, de forma que a férmula de Parseval seja valida para toda f € L*(R™).

De fato, sejam f € L*(R") e {f,}neny uma sequéncia de fungoes simples tais que
fn — f em norma L?. Em particular, {f,},en ¢ uma sequéncia de Cauchy, e entao

1o = frully =0

se m,n — 0o. Pela continuidade de T,
”Tfn - Tfm||2 —0

se m,n — 00, isto &, {T f,}nen ¢ uma sequéncia de Cauchy. Como L?*(R™) é um espago
completo, existe g € L?*(R") tal que T'f, — g em norma L?. Assim, definimos Tf
por Tf = g. Note que Tf estd bem definida, pois se {f’},en C S é outra sequéncia
que converge a f em norma L? e tal que Tf, — ¢’ em norma L? entdo a sequéncia
{f1, 1, fa, f5, ...} converge a f e a sequéncia {T f,Tf{,Tfo,Tf, ...} também converge
em norma L?, e portanto g = ¢'.

Por fim, pela formula Parseval

1T fully = [1.Fll

para f, € S, f, — f em norma L?, e pela continuidade da funcdo norma, obtemos que

1l = 1T f1ly = £l

para toda f € L*(R"), e portanto a afirmagao estd provada.

Sexto passo: Vejamos que T'f = f é o limite em norma L? das integrais truncadas E.
Para isto, provemos primeiramente que se f € L?*(R™) possui suporte compacto, entiao
Tf é da forma

Falz) = /| ey
y|<

Suponha que o suporte de f esteja contido na bola B(0, R) de raio R centrada na ori-
gem. Seja { f}ren uma sequéncia de fungdes simples cujos suportes pertengam a B(0, R)
e tais que fp — f em norma L2 Pela continuidade de T, T'f;, — Tf em norma L2
e portanto segue da Proposi¢ao 13.17 da referéncia [5] que existe uma subsequéncia de
{T fr}ren que converge a T'f em quase toda parte. Mais ainda, segue da definigdo de T
que

Tfk(l’) _E(ZL‘)‘ = ‘/H Rfk(y>62m';c.y dy_/l Rf(y)emm‘m.y dy
yls yl<

IA

/| 0 = )l
< Clfe—fl,—0

se k — 00, e portanto a sequéncia {7 fi}reny converge pontualmente a ?}\{. Do anterior,
concluimos que T'f = fr em quase toda parte.
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Seja agora f € L?(R") qualquer e considere

_ ) flx), [z[ <R,
Jrlw) = {0, |z| > R.

Note que fr — f em norma L? se R — 00, e assim T frp — T'f em norma L*. Mas
pelo argumento anterior, T'f = fr em quase toda parte, e portanto

o= Tf=]

em norma L? se R — oo.

Sétimo passo: Por fim, vejamos que vale a férmula de inversao

fx)= [ fly)e vy, (2.6)
Rn
no qual a integral deve ser entendida como o limite em norma L? de suas integrais trun-
cadas sobre |y| < R.
Analogamente aos passos anteriores, é suficiente provarmos que (2.6) vale para fungoes
simples em R™. Mais ainda, segue por linearidade que ¢ suficiente provarmos para fungoes
caracteristicas de intervalos n-dimensionais, e este caso se reduz ao caso de intervalos

reais. Assim, como
1 [ sen(x)

T ) o X

temos para todo a € R que

o

™ (o ¢]
no qual sgn é a fungao sinal, definida por
Y « # 07
sgn(a) = ¢ laf
0, a=0.
Se f(x) = xap(z) é a fungdo caracteristica do intervalo (a,b) = (¢ — h,c+ h), entéo

e?™¢ sen (2mxh)

fil) = s BTl
e assim
/oo f(y)efyrixy dy = l/oo eQﬂiy(C*x)Mdy
oo ) .
1 [ 9ruh
- ‘/ cos(2my(e — 2)) 2 CTI) 4,
TJ-
_ 1/00 sen (2my(c — x + h)) — sen (27y(c — x — h)) .
= - - N )
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1 % sen(2my(b— 1)) — sen(27ry(a—x))d
L . y Y

sgn(b —x) —sgn(a — x)
2
0, x g[a’M7
= 1, z€(a,b),
%, r=aoux=>b

= [f(z) atp,
e portanto

/ T f)e Ty = f()

em quase toda parte, o que finaliza a demonstracao do teorema.

2.4 Transformada de Fourier em S(R")

O objetivo desta secao é apresentar brevemente o comportamento da transformada de
Fourier no espago S(R"), denominado espago de Schwartz.

Defini¢ao 2.6. Definimos por S(R™) o espago de todas as fungoes infinitamente dife-
rencidveis em R™ e tais que todas as suas derivadas permanecem limitadas quando multi-
plicadas por polinomios, isto é, f € S(R") se f € C*(R") e

sup ‘xo‘Dﬁf(ac)! < 00
rERn?

para todos o, 5 € N, no qual x* =z -+ - 2% || =1 + -+, ¢

Db — (i)ﬁ( 9 )ﬁ"L

Definigao 2.7. Dizemos que uma sequéncia {f;}jen C S converge a zero em S se

*DP f;(x) — 0
uniformemente para todo o, f € N".
Proposicao 2.2. Se f € S(R"), entdo f € LP(R"), 1 <p < 0.
Demonstracao. Seja f € S(R™). Tomando a € N" tal que |a] =n+1 e = 0, obtemos
por definicao que

C
|f(x)] < Pk

para todo x € R", x # 0, no qual C' é uma constante positiva. Assim,

/n\f(ar)l”dx = /x|<1 !f(x)lpdx+4|>l|f(x)|pdx
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IN

m(B(0,1)) sup |f(@)]? + /| B —

z€R™ z|>1 |z [P +)

& 1
_ n—1 -
= (B(0.1) sup 7@+ CPa(s) [T <,

z€R™

pois pn+p —n+1> 2. Logo, f € LP(R"), 1 < p < oo.
n

Observagao 2.1. Observe que C*(R™) C S(R™), porém esta inclusao é estrita, pois a
funcdo f(z) = e 1" pertence a S(R™) mas néo possui suporte compacto.

Observacao 2.2. Note ainda que, como C*(R") é denso em LP(R™) e CX(R™) C
S(R™) C LP(R"), 1 < p < oo, entdao S(R™) é denso em LP(R"), 1 < p < oc.

Da proposicdo anterior, sabemos que S(R™) C L'(R"), e assim a expressao

fla) = [ s dy (2.7
estd bem definida para toda f € S(R™). Veremos agora que o espago de Schwartz é

invariante pela transformada de Fourier.

Teorema 2.14. A aplicagio v — 4 = F(u) é uma aplicagao continua de S(R™) em
S(R™). Mais ainda, para todo o € N,

(a) D*u(x) = F((2miy)*u(y))(@).
(b) xz*u(zx) = Cp.Z# (D u)(x), no qual Cyz é uma constante que depende apenas de 5.

Demonstra¢ao. Como u € S, podemos derivar (2.7) sob o sinal da integral. Assim,

D%u(z) = D*e*™ Yy (y) dy

_ / n(2my)‘a'e2’”z'yu(y) dy
= Z(2riy)u(y)) (),

o que mostra que u € C*(R") e que vale o item (a).
Agora, multiplicando a segunda igualdade acima por z” e integrando por partes, ob-
temos que

P DY(x) = (2772')0"/ 2P ™Yy (y) dy
= (27m')0‘|/ DP [e*miwv] (2mi) " Plyeu(y) dy

— (1) zm) [ ey dy

e portanto
28 Dria)| < (20 [ D yrat)]] dy < . 2.5)
Rn
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uma vez que u € S. Logo, 1 € S.
Mais ainda, tomando a = 0 € N” na tltima igualdade, obtemos

2Pa(x) = (—1)B|(2m')_ﬁ|/ ™Y DPu(y) dy
R )

e portanto vale o item (b).
Por fim, substituindo v em (2.8) por uma sequéncia {uy}ren que converge a zero em
S, entao u, — 0 em S, e portanto .# é uma aplicacao continua de S em S.
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Capitulo 3

Funcao Maximal e Teorema de
Interpolacao

Nosso objetivo neste capitulo sera introduzir alguns conceitos fundamentais sobre funcoes
reais, como a funcao maximal de Hardy-Littlewood, teoremas de decomposicao em cubos
de abertos em R"™ e de interpolagdo em espagos LP(R™). Tais conceitos serao utilizados
nos capitulos seguintes no estudo de integrais singulares.

3.1 Funcao Maximal de Hardy-Littlewood

Definigao 3.1. Seja f € LY(R™). Definimos a funcio mazimal de Hardy-Littlewood M f
por

M (a0 = p g

onde B(xzg,r) = {z € R"; |x — x¢| < 1}.

/ ()] dr, (3.1)
B(zo,r)

A seguinte proposicao nos permite afirmar que a funcao maximal definida acima é
mensuravel.

Proposigao 3.1. Sejamr € (0,00) fizado e f € L'(R"™). A aplicagio g(x) = fB(x " fy)dy
€ continua.

Demonstragao. Seja {x,}nen uma sequéncia em R™ que converge a z. Entao

dy — d
/ S / ) y‘

[ 500 [0 = X000

l9(zn) — g(z)| =

< [ 1f0e 00 )] o
onde B(z,,r) A B(z,r) é a diferenga simétrica entre B(z,,r) e B(z,r). Mas
|XB(zn,T)AB(:r,r) (y)| —0sen— 0,
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pois z,, — x se n — oco. Dai, como

‘f(y)XB(xn,r)AB(:v,r) (?/)| < ‘f(y)|?

onde f € L'(R"), segue do Teorema da Convergéncia Dominada que g(z,) converge a
g(z), e portanto g é continua. n

Da proposicao anterior, sabemos que para r > 0 fixado, a aplicacao = — F(z,r), onde

1
F(z,r) = (B ) /B(M) |f(y)ldy,

¢é continua, e portanto mensuravel. Logo, como

1
M x:sup—/ dy = sup F'(x,r),

flw) = sup (B Sy |f(w)ldy = sup F(z,7)
entao M f é mensuravel. Além do mais, obtemos de forma andloga que para cada x € R”
fixado, a aplicagao r — F(z,r) é continua.

Definicao 3.2. Seja g : R" — R. Dizemos que g € semicontinua inferiormente se, para
todo a € R, o congunto {z € R"; g(x) > a} € aberto.

Proposicao 3.2. M f é uma funcao semicontinua inferiormente.

Demonstracao. Basta provarmos que uma funcao dada pelo supremo de funcoes continuas
é uma funcao semicontinua inferiormente, uma vez que M f(z) = sup F,(x), no qual as
r>0

funcoes F,. sao continuas para todo r > 0.
Considere entdo uma familia { f; },c; de fungdes continuas de R™ em R e defina a fungao
f por f(x) = sup fi(x). Dado a € R qualquer, mostremos que o conjunto {z € R"; f(x) >
icl

a} é aberto.

Assim, seja xy € R” tal que f(zg) > «a. Pela definicdo de supremo, existe j € [ tal
que f;(xg) > «, e como f; é continua, o conjunto {z € R™; f;(z) > a} é aberto, ou seja,
existe §; > 0 tal que f;(z) > a sempre que x € B(x, ;). Dai, para todo x € B(xy,;),
tem-se que

flz) = Sup filz) = fi(x) > a,

e portanto o conjunto {z € R™; f(z) > a} é aberto.

=
Teorema 3.1. Seja f uma fung¢ao mensurdvel em R™.
(a) Se f € LP(R"), p € [1,0¢], entdo M f(x) < 0o ¢.t.p.
(b) Se f € L'(R™) e a > 0, entdo
An
m (o € R MS@) > ah) < 5 [ (1wl 32

onde A, € uma constante que depende apenas da dimensao n.
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(c) Se f € LP(R"), p € (1,00], entdo

M, < Gl £, (3.3)

onde C,, depende apenas de p e da dimensao n.

Note que o conjunto Es(a) = {z € R"; M f(z) > a} é mensuravel, pois M f é uma
funcao mensuravel.
Antes de provarmos o Teorema 3.1, precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.1. Seja B = {By,...,By} uma familia de bolas em R™. Entao existe uma
constante C', dependendo apenas de n, tal que

C’XL:m(Bik) >m (LNJ Bj) ,

k=1
para alguma subfamilia disjunta B' = {B; }£_, de B.

Demonstragao. Iniciamos reordenando as bolas By, ..., By de forma que m(By) > m(By) >

- > m(By). Vamos construir a subfamilia B’ = {B;, }£_, da seguinte forma: Tome
B;, = B;. Se Bj intercepta todas as demais bolas em B, entao B’ = {B; }. Caso contrario,
tome jo = min{j > ji; B; N B;, = @}, isto é, B;, é a bola de maior medida em B que nao
intercepta Bj. Analogamente, se B;, intercepta todas as demais bolas em B\ By, entao
B ={Bj,, Bj,}. Caso contrério, escolha j; = min{j > js; B; N B;, = B; N B}, = &}.

Repetindo-se este processo finitas vezes, obtemos uma subfamilia disjunta B’ = {B;, }£_,
de B. Para cada k = 1,..., L, considere a bola B; = B;fk(x,iﬂr), no qual r é o raio da
bola Bj,. Afirmamos que Ujvzl B; C UL, B .

De fato, temos que B;, C Bj paracada k =1,..., L. Porém, se Bj(z;,r;) € B é uma
bola que intercepta Bj, (z;,,7;, ) para algum k, segue por construgao que m(B;) < m(Bj,)
e

|z — x| < o — @] + |25 — xy,| < 3,

para todo x € B;. Logo, B; C Bj e dail segue a afirmagao. Portanto,

L

m (C) B]) <m ( ' B;;) < im(B;k) =3") m(By,).

Demonstra¢ao do Teorema 3.1. Para provarmos o item (b), vamos supor inicialmente que
m(Ef(a)) < oo. Dado € > 0, segue da regularidade interior da medida de Lebesgue que
existe K C Ey(a) compacto tal que

m(K) =

——m(E(a)) (3.4

Como K C Ef(a), entdao M f(x) > « para cada x € K, e portanto existe uma bola
B, = B(z,r) tal que

T /B Wl >
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Note que K C U B, e, pela compacidade de K, existe uma quantidade finita de bolas

zeK
Bi,...,By em U B, tais que
zeK
" 1
Kc||B; e / |f(y)|dy > «a. (3.5)
jL:J1 ’ m(B;) B;
Se {Bj,}E£_, é a subfamilia de By, ..., By construida como na demonstragao do Lema
3.1, entao
),
|f(y)ldy > a. (3.6)
m(B;,) Ji,

J

Segue de (3.5) e (3.6) que

m(K) < m(UBj) §3nzm(3jk)§%n2/3 |f(y)| dy

e por (3.4), .
m(Er(a)) < (1 +e)m(K) = —(1+e) |[fl;-

Fazendo ¢ — 0, obtemos que

m(Eg(e)) < 211l

Por fim, note que a desigualdade m(K) < (3"/a) || f|; ndo depende da escolha do
compacto K C Ef(a). Pela regularidade interior da medida de Lebesgue, concluimos que

m(E¢(a)) =sup{m(K); K C E¢(a), K compacto} < % 11l -

Para o item (a), considere primeiramente o caso p = 1. Dada f € L', se S = {z €
R™; M f(z) = oo} entao S C Ef(a) para todo a > 0. Mostremos que m(S) = 0. De fato,
pelo item (b),

m(8) < m(Ey(@)) < = Ifl,

Mas como a desigualdade acima vale para qualquer a > 0, entao m(S) = 0.
Para f € LP, p € [1, 0], escrevemos f = f; + fo, onde

@) @) =1
file) = {o, ) <1,
f2(95) = f(f’f)—fl(ﬁ)-
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Observe que se |f]| é limitada por uma constante ¢ > 0, entdo M f também é limitada
pela mesma constante ¢, pois

= su ; csu m<B)

Note que M f(z) < M fi(x) + M fo(x) para todo x € R". Assim, como |fo(x)] < 1,
entdo M fy(x) é finita para todo x € R™. Além disso, segue da definicao de f; que
|fi(z)] < |fi(x)|P para todo z € R™ e, como f; € L, entao f; € L'. Mas pelo caso
anterior, M fi(x) é finito em quase toda parte, e portanto M f(x) < oo q.t.p.

Provemos, por fim, o item (c). Defina, para cada a > 0, a fungao de distribuigao de
uma funcao g por

= C.

A(@) =m({z € R"; g(z) > a}).

Sejam f € LP, 1 < p < o0, e Ayr(a) = Aa) a funcdo de distribuicao de M f.
Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo e o Teorema de Fubini, mostramos que

MF@)] g
M P _ o
Rn| f(x)|Pdx /n /0 T da| dx

= / |:/ pOzp_l)(Ef(a)([E) dOé:| dx
n 0

= p/ Oépfl |:/ XEf(a)(x) dl':| dOé
0 n

_ p/oooap_lm(Ef(a))da
_ p/oooozp_l)\(a)da.

Se a > 0, defina f; e fy como

@), @) = a2
file) = {o, F(@)] < af2,

folz) = flo)— fila),
de forma que f(z) = fi(z) + fo(z). Pela definicdo de M f(x),
Mf(x) £ Mfi(@) + M) < Mf@) + 5.
Assim, se M f(z) > a, entdo M fi(z) > a/2 e daf
{z e R Mf(z) > a} C{r e R"; Mfi(x) > a/2}.
Pelo anterior, segue que

m({zx € R"; Mf(x) > a}) <m({xr e R"; M fi(x) > a/2}),
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isto é, AM(a) < Ay, (a/2). Mais ainda, temos que f; € L' pois se A = {z € R™;|f(z)| >
a/2}, segue pela definigdo de f; que

[ 1h@lde = [ @R de =1 xaly < 17, I, < e

onde ¢ é expoente conjugado de p. Aplicando o item (b) a fungao f; obtemos a desigual-
dade

24,
hain(0/2) = m({z € RS MAW) > a/2) < T il = 20 [ |f(a)]do.
/ F@>a/2
Por fim, obtemos pelas desigualdades anteriores que
Pyl = [ P ds
= p/ o A(a) da
0
p/ o A (@)2) da
0

[e'e) Oép_l
24, / / (@) de da
0 o |f(z)|>a/2

2[f (=)l
= 2Anp/ ]f(q:)|/ o’ da dx
R™ 0

IN

IN

-1 2@
= 2A,p flx dx
[ w1 2|
2Anp _
= o1 L @@ tdx
2P Anp
= A1l
p—
e portanto vale o item (c).
]
Corolério 3.1 (Teorema de Diferenciagao de Lebesgue). Se f € Lj, (R"), entdo
1
lim—/ fly)dy = f(x) q.t.p. 3.7
r—=0 m(B(x,r)) B(z,r) ( ) ( ) ( )

Demonstracao. Mostremos primeiramente que o resultado é valido para f € L. Assim,
para f € L' e B = B(0,1), definimos a funcao ¢ € L! por

1

o(x) = @

x5(@).
Pela definicao de ¢, é claro que fmn = 1. Para tal ¢, definimos ainda a funcao ¢, por
1 T
o) =20 (2)
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de forma que [, @< ()

fe(z) =

como a convolugao (¢.

(e * f)(x)

x f)(x), pois

m(B(z,e))

= 1. Mais ainda, podemos escrever a integral

1
7 d
/B(m,s) (y) Y

JW)ee(z —y) dy

—/ swe (52 a
i L T (‘”EJ) dy
7 | A

m(lB /f:c—ey
/(“)f(y)dy

T /B W

ey)xs(y) dy

snm(B)
1
(

(B

Desta forma, segue que f. € L', pois pela Desigualdade de Young,
1felly = Nlge * flly < llelly Lf 11y = [[£1ly < oo

Agora, considere g € C.(R™) uma fungao continua de suporte compacto. Se g.

vejamos que g. converge a ¢ em norma L'. Com efeito, como fRn o(x

g(x) — ge(z)

g(r) — . be(r —y)g(y) dy

g(z) —

Rn

/n [9(z) — g(z — ey)]d(y) dy

ﬁ /B 9(x) — gz — ey) dy.

= Qe*g,
) = 1, obtemos

O 1ltimo termo converge a zero pontualmente se ¢ — 0, dado que g € C,. e portanto o

integrando converge a zero uniformemente em B. Além disso, como g. =

¢. * g também

possui suporte compacto, existe R > 0 tal que supp(g — g.) C B(0, R). Pela continuidade
de g e como g € L', segue do Teorema da Convergéncia Dominada que g. também é
continua e assim g — g. ¢ limitada em B(0, R). Dali,

lg = gy

/ 19(2) — g.(2)| do
B(0,R)
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< sup \g(a:) - gg(x)\m(B(O, R))
z€B(0,R)

1
- [W | o) = gt = cu) dy| m(B0, )

que converge a zero pelo argumento anterior.

Com isto, podemos afirmar que f. converge a f em norma L'. De fato, dado p >
0, existe g € C. tal que ||g— f|l; < p/3. Mais ainda, sabemos do anterior que para
e suficientemente pequeno, ||g. — g|| < p/3, e utilizando novamente a Desigualdade de
Young, concluimos que f. converge a f em norma L', pois

16+ f = flly < Ngex f=dexglly +llg— flly + ¢ g — gl
10 % (f = I + lg = flly + l¢e g = glly
< Nf=glli +llg = flli + ¢ = g = gll;

< p.

Como f. converge a f em norma L!, sabemos pela Proposicao 13.17 da referéncia
[0] que existe uma subsequéncia {f., }ren tal que f, (x) converge a f(x) q.t.p. Assim,
para concluirmos que f.(z) converge a f(x) q.t.p., basta mostrarmos que o limite pontual
existe em quase toda parte. Sem perda de generalidade, suponha que f seja uma fungao
real e considere a funcao €24 definida como

Qf(x) = limsup f.(z) — liran_}élf fe(x).

e—0

Note que Q(z) = 0 para algum x, € R" se, e somente se, o limite de f.(z() parae — 0
existe. Vamos mostrar que Q;(z) = 0 q.t.p. Para isto, observe que Qy(x) < 2M f(z), pois

fe(x) = (0 * [)(x) = fy)dy < Mf(z).

1
m(B(:E? E)) /B(x,s)

Agora note que

oo

{r e R";Qs(z) > 0} = U {x e R"; Qp(x) > %} ,

k=1

e portanto,

m({z € R"; Q(z) > 0}) < im ({x e R"; Qp(x) > %}) :

k=1

Como Q¢(x) < 2M f(z), entao

{x € R Q¢(x) > %} C {ZE eR" Mf(x) > %}7

e pelo item (b) do Teorema 3.1,

m({xER”;Qf(x)>%}> < m({mER”;Mf(x)>%}>
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< A2k fl; -
Tomando g € C. de forma que || f — g||; < p, obtemos para todo x € R" que
Qp(z) < Qpg(x) + Q) = Qpg(2) < My_y(),
uma vez que

Qp(z) = limsup(f + g = g)-(x) — liminf(f + g — g)-(2)

e—0

< limsup(f — g)-(z) + limsup g.(x) — liminf(f — g)-(x) — liminf g.(z)
e—0 e—0 e—0 e—0

Qpg(w) +Q(2)

e Qq(x) = 0 para g € C,. Dal,

m ({x e R"; Qy(x) > %})

IN

m ({:c eR" Qs y(2z) > %})

< 2kA S =gl
< 2kA,p,

e como p pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que Qf(x) = 0 q.t.p., e
portanto o coroldrio estd provado para f € L.
Suponha, por fim, que f € L (R") e defina para cada j € N a fun¢io f;(z) =

loc

f(z)xs,(z), onde B; = B(0,7). Entao f; € L' para todo j € N, pois

5= [ 15@lde< [ If@ds <.
R" B,

Pelo caso anterior, para x € Bj,

, 1 s 1 ' _r

em R™\ E;, no qual m(E;) = 0. Tomando E = |J E;, entao

m(E) =m (U Ej> < Zm(Ej) =0,

e portanto

1
lim—/ fly)dy = f(x
P B ) Jan, WY I
para todo x € R" \ E, isto é, vale (3.7).
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3.2 Decomposicao de Calderéon-Zygmund

A decomposicao de determinados conjuntos abertos de R™ em cubos sera fundamental
para os resultados que serao apresentados no proximo capitulo. Aqui, denotamos apenas
por “cubo” um conjunto fechado em R™ da forma

{r=(21,...,2,) ERYay <1 <by,...;0, <z < by}

Teorema 3.2. Seja F' C R™ um conjunto fechado e nao vazio. Entao existe uma cole¢ao
de cubos F = {Q1,Qa, ...} que satisfaz
(a) U Qr = =F¢

keN

(b) Os cubos Qy possuem interiores mutuamente disjuntos;
(c) ¢ diam Qy < dist(Qy, F') < co diam Qg, no qual ¢, e ¢y nao dependem de F.

Demonstrag¢ao. Considere a malha .#,; determinada pela grade de pontos em R™ com
coordenadas inteiras, isto é, formada pelos cubos de lado unitario cujos vértices sao pontos
desta grade. Esta malha dd origem a uma cadeia infinita de malhas {.#}> , com
My, = 2% 4. Logo, dividindo por dois cada um de seus lados, cada cubo da malha .
gera 2" novos cubos na malha .#.;. Mais ainda, cada cubo em .} possui lado 27% e
diametro /n27%, uma vez que o diametro de cada cubo em . é \/n.

Além das malhas .#},, consideramos também as camadas €2, definidas por

O = {z € R"; 27" < dist(z, F) < 271},

no qual ¢ é uma constante positiva que serd fixada no momento. Para tais camadas,

afirmamos que Q = |J Q. Com efeito, dado = € Q, temos que dist(z, F') > 0. Logo
k=—o00

existe m € N tal que 0 < 27 < dist(z, F) < 27! isto é, z € Q,, e portanto
QC | . Poroutrolado,se z € |J O, existe kg € N tal que 275 < dist(z, F) <

k=—00 k=—00
c27k0F1 e como ¢ > 0, entdo dist(z, F') > 0 e portanto z € €.
Faremos agora uma escolha inicial de cubos e vamos denotar a colecao resultante
por %y. Assim, dentre os cubos de cada malha .7}, escolhemos aqueles que possuem
intersegao com (), isto é,

Fo= | J{Q € M:QNn % # 2}

keN

Pela definicao de %, podemos afirmar que Q = |J @. De fato, tomando z € €,
QeFo
entao r € §, para algum k£ € Z. Mas também, como x € R", entao x € () para algum

cubo da malha .#), e portanto = € .%,. Por outro lado, se z € |J @, entdo x € Q N O
QeFo
para algum k € N e Q) € 4}, e pela primeira afirmagao, z € €.
Mostremos agora que, com uma escolha mais apropriada de ¢, obtemos para todo
Q € %y que
diam @ < dist(Q, F') < 4diam Q. (3.8)
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Dado Q € %, com Q € .#,, sabemos que diam(@ = /n27%, e também existe
x € QN Pela definicao de €2,

dist(Q, F) < dist(x, F) < 27 %,
e como dist(Q, F') + diam @ > dist(z, F'), entao
dist(Q, F) > dist(z, F) — diam Q > ¢27% — \/n27".
Tomando ¢ = 24/n, obtemos que
dist(Q, F) < c27F1 = 2y/n27"" = 4 diam Q,

e também
dist(Q, F) > c27% — /n27% = 2y/n27% — /n27% = diam Q,

e portanto as desigualdades em (3.8) sdo vélidas. Destas mesmas desigualdades, obtemos
que os cubos em .%; s@o disjuntos de F' e cobrem (), uma vez que 2 = J Q.
QeFo

Logo, os itens (a) e (c) estao provados. No entanto, a colecao %y nao satisfaz o item
(b), uma vez que os cubos em %, nao necessariamente sao disjuntos. Precisamos entao
refinar a escolha de cubos em % eliminando aqueles que forem desnecesséarios. Mas pela
definicao de cada malha .}, note que se Q1,Q2 € %y, com Qy € My, Q2 € My, €
Q1N Qs # T, entdao Q1 C Q2 ou Q2 C Q1. Em particular, se ky > ko, entao @1 C Q-.

Tome agora um cubo ) € %, qualquer e considere o cubo maximal em .%, que contém
Q. Por (3.8), sabemos que

diam @ < dist(Q, F') < 4diam @, VQ € Z,
logo se Q' € %y e Q C @', entao
diam Q' < dist(Q', F') < dist(Q, F) < 4diam Q,

e assim diam @' < 4diam Q.

Mais ainda, se @', Q" € %, sao cubos que contém @, entao ) C Q' C Q" ou Q C
Q" C @', e portanto cada cubo QQ € %y possui um tnico cubo maximal em %, que o
contém. Note ainda que, pelo mesmo argumento, estes cubos maximais sao disjuntos.

Considere entao a colecdo .# de cubos maximais em .%,. Entao .% satisfaz os trés
itens do teorema, pois

(0) U Q=92 dadoque U Q=9

QeF QeFo

(b) Os cubos em .# sao disjuntos;

(c¢) diam @ < dist(Q, F) < 4diam @), para todo () € %, uma vez que estas desigualda-
des valem para cubos em .Z.
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O resultado a seguir nos fornece uma decomposicao conveniente de R", dadas uma
funcao integravel nao negativa e uma constante o > 0.

Teorema 3.3 (Decomposicao de Calderén-Zygmund). Seja f uma fungdo integrdvel e
nao negativa em R e seja o uma constante positiva. Entao existe uma decomposicao de
R™ de forma que

(a) R"=FUQ, com FNQ =o;
(b) f(x) <a qtp. emF;

(c) Q é dado pela unido de cubos cujos interiores sao disjuntos e tais que, para cada

cubo Q. € €2,
1

=@ Jo,

Demonstracao. Iniciamos a demonstracao decompondo o R™ em uma malha de cubos
iguais cujos interiores sao disjuntos e cujo diametro em comum é suficientemente grande
de forma que

(x)dzr < 2"a. (3.9)

1
m(Q/) Q’
para todo cubo )’ nesta malha. Note que tal decomposicao é possivel pois, como [ €
L'(R") e f é positiva, entdo [, f(z)dz < [y, f(x)dx = || f||, < co.
Seja (' um cubo fixado desta malha. Vamos dividi-lo em 2" cubos repartindo ao meio
cada um de seus lados. Seja Q" um desses novos cubos. Temos dois casos possiveis para

Q//:

(x)dr < «

1
Primeiro caso: ———— flx)dx < a.
m(Q”) Q" ( )
1
Segundo caso: ——— z)dr > o.
& m(Qﬂ) Q" ( )

Se Q" satisfaz o segundo caso, entao ele nao é subdividido e serd um dos cubos em €.
Para tal cubo Q" vale a desigualdade (3.9), pois como Q" C @’ e f é nao negativa,

1 1 1
(@) Jo, TV = oy | @) < o

2*”m(Q’) Q"

Se Q" satisfaz o primeiro caso, continuamos a subdivisao até que ocorra o segundo caso,
se este ocorrer. Denotando por €2 a uniao dos cubos obtidos do segundo caso, mostremos
que f(z) < a q.t.p. em F = Q° Com efeito, segue do Teorema de Diferenciacao de
Lebesgue 3.1 que

a <

f(x)dr < 2"a.
Q/

1
lim —— dy = f(x t.p.,
ol ey | F@ = 1) arp
no qual o limite é tomado sobre todos os cubos ) que contém x. Porém, cada um dos
cubos da decomposicao que possuem um ponto x € F' é um cubo que satisfaz o primeiro

caso, isto é,

1
W/Qf(x)dx < q.
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Logo, f(z) < a q.t.p. em F e também R" = FFUQ, com FFNQ = &, e portanto o
teorema esta provado.

Do teorema anterior obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.2. Suponha f, o, F, Q e Q) como no teorema anterior. Entao existem duas
constantes A e B, dependendo apenas da dimensdo n, tais que

() m() < 217,

(b) @ . f(z)dx < Ba.
Demonstracao. Pelo Teorema 3.3, sabemos que
a < ! (x)dr < 2"«
m(Qk) Jo,

para cada Q) € ). Logo, basta tomar B = 2". E também,

(@) = m (U Qk) = om@o < 3 [ srde =1 [ e < sy,

keN keN keN
0 que prova o corolario para A =1e B = 2", n

Observacao 3.1. Observe que, a partir da demonstracao do Teorema 3.3, nao é possivel
concluir se os conjuntos 2 e F' sao abertos ou fechados. Vejamos agora uma forma
alternativa de demonstrar o Teorema 3.3 de forma a obter {2 aberto e F' fechado.

Assim como na demonstracao, iniciamos decompondo o R™ em uma malha de cubos
iguais, com interiores disjuntos e cujos diametros sao suficientemente grandes de forma
que

1

—— [ f(x)dzx <«
m(Q) /Q
para todo cubo () da malha.

Para cada cubo @’ nesta malha, considere o cubo expandido (Q')* contendo @’ e de
mesmo centro, mas de lado dobrado. Aplicamos entdao o mesmo processo de subdivisao
utilizado na demonstragao, mas agora para os cubos expandidos, obtendo assim 2" cubos.
Seja (Q")* um desses cubos. Obtemos assim, dois casos:

1
Primeiro caso: —/ f(z)dzx < a.
( //)*

m((Q")")
1
Segundo caso: —/ f(z)dx > a.
m((Q")*) Jigry
Assim como na demonstracao, se (Q”)* satisfaz o primeiro caso, continuamos a sub-
divisdo. E se (Q")* satisfaz o segundo caso, entdo @) = int(Q)") serd um dos cubos em

Q. Definindo © como a unido de todo Q" tal que (Q")* satisfaz o segundo caso, obtemos
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que €2 é aberto em R™ e F' = Q° é fechado. Mais ainda, f(z) < « q.t.p. em F' de forma
analoga a da demonstracao.
Por fim, vejamos que para cada cubo () em ) vale

1
a< —— [ f(z)dz < 2" (3.10)
m(Q*) Jo-
Como cada cubo Q* satisfaz o segundo caso, vale a primeira desigualdade. E como
@ C Q* é um cubo de €2, entdao o cubo Q" obtido no passo imediatamente anterior da
decomposicao é tal que (Q')* satisfaz o primeiro caso, e por isso foi subdividido. Dali,
analogamente a primeira demonstragao, temos que

1 1 .
Q*f@)dizw@,)*) @f@)dﬁé? a,

e portanto vale (3.10).

Observacao 3.2. O Corolario 3.2 permanece valido para 2 e F construidos como na
Observagao 3.1. Para o item (a), observe que cada = € R™ pertence a, no maximo, 3"
cubos @}. Dal,

m(2) = m(UQg) ZmQJ —A _an /

- o> [ e = o / n (ZXQ;<x>> fla)do

JEN JEN

" A
< (3) 1 [ r@a=21m,.
R’I’L

Para o item (b), se @} C €,

1 on
(@) Jo, T = @

/ f(z)dr < 2"2"a = 2*"a = Ba,

e portanto o corolario permanece valido.

Note que, com a demonstracao do Teorema 3.3 apresentada na Observacao 3.1, pode-
mos concluir que F' é um conjunto fechado no qual f(x) < a. No entanto, isso ainda nao
determina o conjunto F'. O que determina este conjunto é o fato de que M f(x) < a em
F. Mostremos entao uma outra demonstracao do Corolario 3.2 sem utilizar o Teorema
3.3, e vejamos que esta nova demonstragao nos fornece ainda outra vantagem: a de que
os cubos em (2 estao a uma distancia de F' que é comparavel a seus respectivos diametros.
Sendo assim, definimos F' e {2 como

F o= {zeR"Mf(z) <o},
Q = {xeR";Mf(x) > a}.

44



Pelo item (b) do Teorema 3.1, temos que m(Q) < A/a|f|l;. Como Mf é semi-
continua inferiormente, entao F' é fechado. Utilizando entao a decomposicao do Teorema

3.2, podemos escolher cubos @, tais que Q@ = |J @y e cujos diametros satisfazem
kEN

Seja Qr um desses cubos e considere p, € F' de forma que

dist(F, Q) = dist(pe. Q).

Seja Bj a menor bola cujo centro é p, e que contém o interior do cubo ). Defina
entao 7y, por
_ m(By)
m(Qr)
Afirmacao: v, < B, onde B é uma constante que nao depende do indice k. Com efeito,
se 1 é o raio da bola By e se [, é o lado do cubo Qy, entao m(By) = c(rg)™, m(Qx) = (Ix)"
e ry, < dist(pg, Qr) + diam Qp < 5diam Q. Dali,

m(By)  c(ry)" < 5%c(diam Q)" 5"c(lpy/n)" _ ey = B.

Yk

m(Qr) ()" ~ (L))" ()

Agora, como p; € F', entao

v

o M f(pr)
sup L

M (Bl r) /B@k,r) F(@)] de

1
—m(Bk) . f(z)dx

1
Yem(Qr) Jo,

v

v

f(x)dx.

Logo,
1

m(Qx)

o que mostra o Corolario 3.2.

f(x)dr < avy, < aB,
Qk

3.3 Interpolacao em L'(R")

Vamos apresentar nesta segdo um teorema de interpolagdo em espagos LP(R™) que nos
garante que, sob algumas hipéteses, se uma transformacao satisfaz uma condigao “fraca”
para p = 1 e p = r, entao esta transformacao satisfaz uma condicao “forte” para todo
1 < p < r. Para isso, vejamos antes algumas definigoes.
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Definig¢ao 3.3. Seja T : LP(R") — LY(R"), 1 < p,q < co. Dizemos que T' € do tipo (p,q)
se

171N, < AllfI, (3.11)

onde A é uma constante que nao depende da funcao f. E dizemos que T € do tipo fraco
(p,q), para ¢ < 0o e o > 0, se

«

n AlFILN®
m({z € R [T f(z)] > a}) < , (3.12)
onde A nao depende de f e de . Se q = 00, dizemos que T € do tipo fraco (p,q) se T é
do tipo (p,q).

Note que, pela definigao anterior, toda transformagao 7' do tipo (p,q) também é do
tipo fraco (p, q). De fato, se X = {x € R";|T'f(z)| > a}, temos que

T q
am(x) = ot [var<ar [ T geyrppr<ao gy,

ad
e portanto 7" é do tipo fraco (p, q).
Proposicao 3.3. Sejam 1 < p; < ps < co. Para todo p1 < p < pa, temos que
LP(R™) C LP*(R™) + LP*(R™),
no qual
LR + IR = {f 1R = C; f = fi + fo, com f € LP'(R") e fy € L7(R")}.

Demonstragao. Para p; < p < po, seja f € LP(R") e v > 0 uma constante fixada.
Definimos f; e fy como

_ [ f@), [f@)] >y
he = 47 12
_f f), [f@)] <y
ma = {07 )
Vejamos que f; € LP1(R™) e fo € LP?(R™). Com efeito, como p; < p,
|fi(z)[Ptde = | fi() | f1(2) [P dae
R™ R™

- / @I ()P da
|f(z)|>

< APP |f(x)|Pdx < 0.
R

Analogamente, como ps > p,

L@ = [ ip@pla@rd
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:‘/ @I ()P da
|f(z)|<y

< AP2P |f(x)]P dx < oc.
R

Logo, f = f1 + fo, com f; € LP1(R™) e fo € LP>(R™). n

Teorema 3.4 (Teorema de Interpolacao). Sejam 1 < r < oo e T uma aplicacdo de
LY(R™) + L"(R") ao espago das fungoes mensurdveis em R™. Suponha que T seja sub-
aditiva, isto é, para quaisquer f,g € L'(R"™) + L"(R™) vale

T(f +9)(@)| < |Tf(x)] + [Tg(x)], (3.13)

e também que T seja do tipo fraco (1,1) e do tipo fraco (r,7), ou seja,
A
m{z € R%|Tf(z)| > a} < El £l fe LNRY, (3.14)
A, "
mle e RIS > ab < (S0 ) L feL®Y er<oe (313

Se r = oo, consideramos que T € do tipo (r,r). Entdo,
ITfll, < A lIfll,, feLPRY), (3.16)
para todo 1 < p <r, no qual A, depende apenas de Ay, A,, p er.

Demonstracao. O caso r = oo segue de forma analoga a demonstracao do Teorema 3.1, e
portanto consideramos apenas o caso r < oo. Seja f € LP(R"), 1 < p < r. Vamos estimar
a fungao de distribuigao A(«) dada por A(a) = m{xz € R";|T f(x)| > a}. Para isso, fixe
a > 0. Utilizando a mesma decomposicao feita na Proposicao 3.3 para v = a, obtemos
f=fi+ fo, com f; € LY(R") e fo € L"(R™). Como T satisfaz (3.13), temos

{e €R™|Tf(@)] > a} < {2 e R Th(@) > S} u{e e RY Th@)] > S},

Ma) = m({z e R [Tf(z)] > a})

< m ({x € R™ [Tfi(2)] > %}) +m <{:c € R [Tfy(z)| > %}) .

Do anterior, e pelas hipdteses (3.14) e (3.15), temos

A Ar T
o) < aéwmh+(aﬁnﬁm)
= 27141 Rn|f1(l“)|d$+(2;1—:)r . |f2($)|rdgj
2A1 (QAT)T )
S dz+ dz.
a \f(w)|>a|f(x)| T /lf(x)|<a )l d

47



Pela demonstragao do Teorema 3.1, sabemos que
Tf@pPds=p [ aXa)da
R™ 0
logo,
|Tf(x)|P de = p/ o’ I\() da
Rn 0

> p—1 2_141 d <2A> rd :| d
: p/o ) {04 /|f(m>>a| de+ = o /If(a:)Sa’ﬂx)’ e

94,1 = (94,) P!

— o[ [ @ledasy [T [
0 @ |f(z)|>a 0 @ f(z)|<a

= L+ I.

Calculando I; e I, separadamente, vemos que

o0 O[pfl
L = 2A1p/ / |f(x)| dz do
0 @ Jif@)>a

— 24y / / o2 () ooy () d dar
0 n

|f (@)l
= 2A1p/ ]f(x)|/ P da dx
1 0

~ oA / sl

2A
= =LA,

uma vez que p > 1. E como 1 < p < r, segue analogamente que

L = (2A)p / i / (@) dz do
0 |f(z)|<a

= (24,)7p \f(x)|’"/ o’ dacda
R™ | ()]

) ICIETOIs

p—
(2Ar)’"

= ||f|!p
r—p

Por fim, obtemos que

2A 2A
sy = [ 1P < i = 222 B2y g,

e isto implica que

1711, < Ap I £, »

24 24
1P + ( )
p—1 r—p

no qual A, = { } Portanto, 7" é do tipo (p,p) para 1 <p <.
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Capitulo 4

Operadores Integrais Singulares

O estudo de integrais singulares tem se desenvolvido gracas aos trabalhos dos matematicos
Calderén e Zygmund, se mostrado cada vez mais relevante em algumas areas da Anélise,
como o estudo de Equagoes Diferenciais Parciais. Nosso objetivo neste capitulo sera o
estudo de algumas propriedades de operadores integrais singulares dados pela convolucao
com uma funcao K, denominada nicleo, assim como as implicagoes que as propriedades
deste nucleo podem ter sobre o operador.

4.1 Integrais Singulares e Valor Principal

Dizemos que um operador 7' é uma integral singular, ou um operador integral singular,
se T pode ser expresso como

(Tf)(x) = | K(z,y)f(y)dy,
Rn
no qual o nicleo K é uma funcao singular no conjunto em que x = y.
Aqui, nosso interesse esta no estudo de integrais singulares determinadas pela con-
volugao com o niucleo K, que é singular na origem e tal que |K(x)| < C|z|™ , e que sao
determinadas pelo limite de integrais truncadas, definidas como

T.(f)(x) = flz—y)K(y)dy.
lyl=ze
Denominamos o limite das integrais truncadas acima por valor principal de K, deno-
tado por
v.p. K(f)(z) = lim flz—y)K(y) dy.

£20 Jly|>e

Assim, uma integral singular determinada pelo limite acima é chamada de integral
singular de valor principal.

O resultado a seguir nao trata diretamente de operadores integrais singulares de valor
principal. No entanto, sera de grande importancia para o estudo dos demais resultados a
respeito destes operadores.

Teorema 4.1. Seja K € L*(R") e suponha que
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(a) A transformada de Fourier de K é essencialmente limitada, isto é,

|K(z)| < B q.t.p. (4.1)
(b) K satisfaz a condicio de Hormander, dada por

/|>2| ||K(x—y)—K(x)\da:§B, ly| > 0. (4.2)

Se f e LY(R") N LP(R™), 1 < p < oo, definimos
(Tf)(x) = . K(z—y)f(y)dy. (4.3)

Entao para 1 < p < oo, existe uma constante A, tal que

1711, < Ap £, » (4.4)

no qual A, depende apenas de p, B e da dimensao n.
Mais ainda, como L' N LP é denso em LP, temos por continuidade que é possivel
estender T' a todo LP, 1 < p < o0.

Demonstra¢ao. Vamos dividir a demonstracao em trés passos:

Primeiro passo: Mostremos que T é do tipo fraco (2,2). Para isso, considere f €
L'N L2 Como Tf = K * f, entao pela Desigualdade de Young T'f € L*(R"), uma vez
que K € L? e f € L'. Aplicando a transformada de Fourier, obtemos que

—~ ~ ~

(Tf)(y) = K(y)f().

Pelo Teorema de Parseval-Plancherel e pelo item (a), segue que

. s 1/2 R
TN, = TA T, = 1E A = ( [ KPP de) < Bl = Bl

Do anterior, 7' é um operador linear e continuo, e portanto possui extensao tinica em
todo L? de forma que a desigualdade anterior ainda seja vélida. Logo, T' é um operador
do tipo (2,2), e em particular do tipo fraco (2,2), isto é,

mi{r € BT (@) > o) < 2 [, (45)

para toda f € L2

Segundo passo: Mostremos que 7" é do tipo fraco (1, 1), isto é, que existe uma constante
O, dependendo apenas de B e n, tal que para toda f € L,

m({e € R (T ()| > o)) < © [ 1t (4.6)
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Dada f € L', vamos utilizar o Teorema de Decomposicao de Calderén-Zygmund para
decompd-la em f = b+ g convenientemente de forma que a parte “boa” g pertenca a L2
e a parte “ruim” b ainda esteja em L'. Para isso, fixamos a > 0 e aplicamos o Corolario

3.2. Assim, temos que R" = FUQ, com FNQ =g, |f(z)| < aqt.p. em FeQ= Ej Qj,
no qual os interiores de (); sao mutuamente disjuntos. Mais ainda, valem -

m@) <2 [ 1f@)dr, (47

a Jgrn
#Qj) [ 1@)1dr < Ca. (4.8)
Definimos entao a funcao g por
f(x), x € F,
g(z) = 1
@) Jo, fly)dy, z€q;

Como f = g+ b, temos que b(z) = 0 para todo x € F e, para cada cubo @,

/_b(;c) de =0,

J

pois

/.b(:v)das = o (x)dz—/Q g(x)dx

J J

1
= ij(l‘)dx—/% [m ij(y)dy] dx
1
= ij(f) dx —m(Q;) [m o f(y)dy] =0.

Agora, como T'f = T'g + Tb, segue que
m({z e R%|Tf(x)] > a})

«

< m ({33 € RY |Ty(a)| > 5 }) +m ({x e R™ |Th(z)| > %}) .
E suficiente, portanto, estabelecer para os dois termos da direita desigualdades andlogas

a desigualdade (4.6). A estimativa para T'g serd uma consequéncia da desigualdade (4.5)
se mostrarmos que g € L?. Com efeito, observe que

lgll; = ()] d

- / l9(x)|? d + / 9(x)? da
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= [1s@pac [ l)as
< /Fa\f(xﬂcmg/j m(;j> /ij@)dyQ

aF], + Catm(c)

A
< allsl,+ % (2171,)
— allfl, (14 C24) < o

dx

IA

Logo, g € L?. Aplicando a desigualdade (4.5) obtida no primeiro passo, obtemos a
estimativa desejada para T'g:

m({ze Ry Tg@) > 5}) < =5 lgll
BQ
< Zai+CA)|l,
B*(1+4+C?%A
_ BN,

o
Cy
= — : 4.9
251l (1.9
Agora, definimos para cada j € N as fungoes

| b(x), zeq,
bJ'(x)_ { 07 ~T¢Q]

Note que a igualdade b(x) = ) bj(x) vale pontualmente, uma vez que os interiores
j=1

dos cubos (); sao mutuamente disjuntos.

Afirmagao 1: Y b; converge a b em norma L'.
=1
Com efeito, sabemos por definicao que

1

g(z) = (@) o, fy)dy

em ();, e como f = g+ b, entao

1
bj(z) = xq,(2) [f(x) " @) o, f(y) dy]
. . XQj; (SE)
= Xq,(2)f() (@) Jo, fy)dy
para cada z € (), j € N. Tomando a soma até um natural N € N, obtemos
- a = xg, ()
b; = . — ] d
Z () ;XQ] (2)f () Z (@) Jo, T
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e portanto

N
> b —b
j=1 )

IN

Yo

j=N+1

1

Z Xij

j=N+1

Z Xo, f

Jj=N+1
]1 + Ig.

XJ
2 /f dy
N+1

o0

2

Jj=N+1

XQj
m(Q;)

f(y)dy
Qj

Para I, o Teorema da Convergéncia Dominada garante que

Jj=N+1

Z XQj

/|f ’ZXQJ )dzr — 0

Jj=N+1

se N — oo, uma vez que f € L' e

00 0o N
Z XQj(QJ):ZXQj ZXQ] )_XN (x)_>0
j=N+1 j=1 j=1 jL:JlQ]
se N — oo.
Para I, temos que
X, = o, (0)
J d j d d
J';rl m(Q;) /J' floyde 1 /nj=;+1 m(Q;) Qj flz)de &y
1
- dx| d
/ND;QJ' m(@;) /o, Fle)de
- f(x)dz| dy
P I
1
- A f(z)dx dy
j%;‘l m(Q]) J i
= Z f(z)dx
j=N+1 |7 @i
< |f(2)] dx
JXN;rl/
- [ @l
G
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x)| ZXQJ dx — 0

]R" J=N+1

se N — 00, pelo mesmo argumento utilizado para I,. Logo, ioj b; converge a b em norma
L' e portanto a Afirmacao 1 estd provada. .

Obtemos como consequéncia da Afirmacao 1 que Th(x) = inj (x) e T (ib])
converge a T'h em norma L', pois pela Desigualdade de Young, a 3

T&bj)_n - |‘K*<§;bj>mblm(§;bjb>l

J=1

1

— 0.

IN

1
Para a estimativa de T'0, faremos a seguinte construgao. Para cada cubo @);, considere
oo

o cubo ()} de mesmo centro y;, mas expandido 4y/n vezes e contendo Q;. Se Q* = U Q7

entdao QO C Q* e m(Q*) < (4y/n)"m(Q). E se F* = (Q*)¢, entao F* C F. Agora, para
cada z ¢ Q7, temos que
|z — ;| = 2ly — vy, (4.10)

para todo y € Q;, pois se [; e [ denotam os lados dos cubos @; e (), respectivamente,
entao

4+/nl;
\/_ = 2\/ﬁlj = 2diam Q; > 2|y — ;.

_ >J
|x y]|—2—

Pela definicao de T', temos que
Tbi(x) = g K(z —y)b;(y) dy (4.11)
= [ K- - K- ) dy (@12
Q

pois
| Ka—uh)dy =K@ -u) [ bwdy=o.

Agora, de (4.12) e pelo Teorema de Fubini, temos

Th(z)|de < Z/ Tb; ()| da
¢Q;

F*

IN

S [ [ 1= eyl dy s
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- g;/!lémgKu—y»—Km—yQMx|mwwy

Mas por (4.10), sabemos que |z — y;| > 2|y — y;| para v ¢ Q} e y € Q;. Logo, segue

pela hipétese (b) que

[ K@y Ka-ylde< [ K@ - y) - K@) < B
2¢Q;

=1 =2]y’|

no qual ¥ =y — y; e v’ = v — y;. Do anterior, e pelas igualdades em (4.7) e (4.8), temos

|Tbh(x)| de <

F*

IN IN

IN

IN

IA A

23/ [£ Ko =)~ Ko~ )l do| [b(y)] dy

ZB 1f(W)| + g(y)| dy
B B d
wm+%;@mmy

> 1
Bl +BY. |
j=1"

f(z)dz| dy

m(Q;) Q;
BWM+B§;é(Eégcﬂﬂﬂwﬂdy

B[ fll, + BCam($2)
Bl flly + BCA|fl,
Co [ f1ly -

Assim, para X = {z € F*;|Tb(x)| > «/2}, vale a desigualdade 1 < (2/«a)|Tb(z)]
sempre que x € X, e dai temos a estimativa

m(X) :/me

2|Th 2
< [ AN gy <2 [ ruyan < S g,
x a S« o

«

E por outro lado, sabemos pelo Teorema 3.3 e pela Observagao feita em 3.2 que

e isso implica que

1
m(Q5) Q;

o <

f(x)de,



Do anterior, obtemos as desigualdades m({z € F*;|Tb(x)| > a/2}) < (Cs/a) || f]|; e
m((F7)°) = m(Q) < (Ca/a) || f]];, e entao

m ({z e R |Tb)] > 21) < S (4.13)

Mas por (4.9), sabemos que m({z € R"; [T'g(z)| > (a/2)}) < (Ci/a) ||f|l;, e portanto
podemos concluir que

°1Q

m({z € R |Tf(x)] > a}) < —|fl, (4.14)

o que mostra que T' é do tipo fraco (1,1).

Terceiro passo: Para concluir o teorema, vamos utilizar os dois passos anteriores e as
relacoes de dualidade dos espacos LP. Temos assim trés casos:

(i)
(i)

(i)

Para p = 2, sabemos pelo primeiro passo que T é do tipo (2,2).

Para 1 < p < 2, sabemos pelo Teorema 3.4 de interpolacao em LP(R™) que T' é do
tipo (p,p) para todo 1 < p < 2, uma vez que T é linear e é do tipo fraco (1,1) e
tipo fraco (2,2).

Se 2 < p < o e q é seu expoente conjugado, entao ¢ < 2. E como p # oo, entao
1 < ¢ < 2, e portanto o teorema estd provado para LI(R™). Utilizaremos agora a
seguinte afirmacao:

Afirmacao 2: Se ¥ é uma funcao localmente integravel e se

sup {

entao ¢ € LP(R") e [[¢[, = A.

Com efeito, considere o funcional Ay definido por

P ECEY el <1 =A<oe, (@19

[ wl)e(e)ds

Mlp) = | d@)el)ds, o€ CUR)
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Note que A, estd bem definido, pois ¢ € L], . E evidente que Ay € linear. Além

disso, obtemos pela hipdtese (4.15) que, para toda ¢ € C.(R") nao identicamente
nula,

(x)M dx

< A,
reo O lell,

e portanto |\, ()| < Allell,, ou seja, Ay é continuo em C.(R"). Mas como C.(R")

é denso em LY(R™), o funcional )\, pode ser estendido a um funcional linear A,
continuo em todo LI(R™), isto é,

Ao(@) < Allell,

para toda ¢ € LI(R"), e portanto 5\¢ € (L9)*, dual de L?. Mas pelo Teorema
de Representagao de Riesz, existe uma tnica f € LP(R"™), no qual p é expoente
conjugado de ¢, tal que

Sulg) = | fa)ela)dr

para toda ¢ € LI(R™). Mas como

em C.(R"), temos que
| 7= o) @plarde =0
R’n
para toda ¢ € C.(R"), e portanto f(x) = ¥ (x) q.t.p. Como f € LP(R™), segue que
Y e LP(R™).

Mas novamente pelo Teorema de Representacao de Riesz, || Ay||(za)- = 1£1l, = 11,
no qual

IAsllzn = Sup{ | V@) do)se € IR, [loll, < 1} = A,

uma vez que a integral acima estd bem definida para ¢ € L e ¢ € L7 e, por
hipdtese, o supremo acima vale A quando tomado sobre fungoes em um subespaco
denso de L?. Logo, [|¢], = A, e a Afirmagdo 2 estd provada.

Considere agora f € L'NLP, 2 < p < 00, ¢ ¢ € C. tal que [|¢]| < 1. Como K € L?,
temos pela escolha de f e de ¢ que a integral dupla

/n - K(z —y)f(y)e(x) dx dy

converge absolutamente. De fato, utilizando a Desigualdade de Holder,
[ [ se-nsweaiaa = [ 15l ([ e llpwlar)

o7



= [l ([ - il ar)
- / SR < D) dy

1< lel|| sl < oc,

IN

no qual H K| * || H < oo pela Desigualdade de Young.

Portanto, o valor da integral dupla acima €

1= [ 50 ([ K@= wptorar)

Mas note que o resultado do teorema ¢é valido para 1 <q< 2 considerando—se o
niicleo K e com mesma constante A, isto é, se Tf(z) = [p. K Vfy)dy e K
satisfaz as hipéteses (a) e (b), entdo |Tf|, < 4, ||fH

Dai obtemos que K % ¢ € L4, pois

(K o) (y) = 5 K(z — y)p(z) dz = 5 K(y — z)¢(x)dr = To(y),

no qual ¢ € C, llpll, < 1e Tl < A, llgll, < 4 < oo,

Do anterior e pela Desigualdade de Hélder, segue que

| Ti@ets) ds

/n o K(z —y)f(y) dy p(z) dx

/n | K@= 9)fWele) dyda

= |
K(z —y)p(r) de

< [ 1w/

= [ rwITewldy

< |Ifll, ITell,
< A,

dy

Tomando o supremo sobre toda ¢ em C. com norma |||, < 1, obtemos

sup {

Mas como T'f € Lj,.(R™), concluimos pela afirmagao feita acima que

[ Tf@)p(w) de

o€ Cu(R, [lol], < 1} < 4,61

1T, < Aq £,

para 2 < p < 00, e portanto o teorema esta provado.
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Observacao 4.1. O teorema anterior permanece valido se a hipétese (4.2) do item (b)
for substituida pela seguinte condicao sobre o gradiente de K:

se K é de classe C! fora da origem, uma vez que esta tltima implica a condicao de
Hormander (4.2). De fato, suponha que K € C*(R™\ {0}) satisfaga a condigao do
gradiente e considere x € R"™ \ {0} tal que |x| > 2|y|. Pelo Teorema do Valor Médio,
temos que

B
[K(z —y) = K(2)| <[VK()lly| < leh
noqualp=tr+(1—t)(z—y)=xz—(1—t)y,com0 <t <1, e

e
bl = 1o~ (1= 0] 2 ] — (1~ gl > Ja] o] = 2 >0,

Assim, segue que

B
aészK@_yy_K@”M7< /;ﬁyﬁﬁﬁﬁﬁwmw

1
= By T
jaf>2ly] 2]

o] Tnfl

= Blulo(s) [T

2|y

[e.9]

e portanto a condi¢do de Hérmander (4.2) ¢ satisfeita.

Como jé observado, o teorema anterior nao trata diretamente de operadores integrais
singulares, isto é, aqueles que sao definidos removendo-se uma vizinhanga simétrica da
singularidade. Para cobrir estes casos, apresentamos o resultado a seguir.

Teorema 4.2. Suponha que o nicleo K satisfaca as condigoes:
|K(x)] < Blz|™, 2| >0,

(4.16)
[ IE@-p - K@< B >0,
|z[=2]y|
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e também
/ K(z)dr =0, 0< R; <Ry < 0. (4.17)
R1<|(E|<R2

Para f € LP(R"), 1 < p < 00, seja

T:(f)(z) = fle —y)K(y)dy, >0. (4.18)

ly|>e

Entao
IO, < A I, » (4.19)

no qual A, nao depende de f e c. Mais ainda, para cada f € LP(R"), o limite

lim T2(f) = T(f)

e—0
existe em norma LP e T satisfaz (4.19).

As integrais definidas em (4.18) para cada € > 0 sao chamadas de integrais truncadas.
As hipéteses (4.16) e (4.17) nos permitem provar a limitagao em L? de nticleos truncados
K., e disto a limitacao em LP das integrais truncadas. Para a limitacao em L? de K.,
temos o seguinte lema:

Lema 4.1. Suponha que K satisfaca as condi¢oes do Teorema 4.2 e seja

K@) = {K<x>, 2] > <,

0, |z| < e.

Entio K. € L*(R") e vale a segquinte estimativa para as transformadas de Fourier de
K.:
sup [K(y)| < CB, >0, (4.20)

yeR?

no qual C depende apenas da dimensao n.
Demonstracao. Dado € > 0, temos de fato que K. € L?, pois

B? © q
|z|=e \ﬂ26|x’ e T

n

— Blo(s") / Py = Bro(S") < o,

Provemos primeiramente a desigualdade (4.20) para o caso ¢ = 1, isto é, se

x g
! 0, 2] < 1,

vejamos que sup ][/(:(y)\ < CB.
yeR”
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Afirmacao: K. satisfaz (4.16) e (4.17), mas com limitacdo C'B em vez de B, no qual
C é uma constante que depende apenas da dimensao n.

A fim de dar continuidade a demonstracao, provaremos a afirmacao apés a demons-
tragao do lema. Agora, note que

K, (y) = lim *M YK () d

- / 1 e?™ VK (1) dr + lim ™YK (1) dx
|x\§ﬁ

Rmoo J L <e<Rr

= Il+[2~

Porém, temos que

I = / FMTVEK (1) dor = / (™Y 1K, (z) dz,
2] <

|| <
[yl

pois pela condigao (4.17),

2mixy

Assim, como |e 1] < 27|z - y|, temos

Ll = / 2T ] () da
lz|<
< [ e ) d
|2|< 1
< 2wy || ()] dae
2] < oy
1
2| <1h |z
W
= 2ny|o(S™ 1)3/ Cdr
0
= 2n0(S" NB.
Para a estimativa de I, escolha z = z(y) tal que €*™* = —1. Tal escolha pode ser
feita tomando-se z = Lz? de forma que |z| = — e
2|y 2[y]
: : y i :
2miy - 2z = 2miy - <—> = —y -y = Ti.
2lyl2) Iyl
Mas agora note que podemos escrever
) 1 .
K\ (x)e*™™Y dy = 5/ [K\(2) — Ki(z — 2)]e*™Y dx, (4.21)
RTL n
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pois
— | Ki(z—2)e™™Yde = — / Ky (w)e?™ w2y gy
R" n
_ / Ky (w) 202wy gy
= i Ky (w)e*™™ Y dw.

Mas por (4.21), temos que

A 1 ‘
K@ rds = 3 [ Kie) - Kol = 2)en da
R™ n
1 ,
= 5 lim [Ki(z) — Ki(z — 2)]e*™ Y du
1 .
= — lim [Kl(l’) _ Kl(I _ 2)]627rm-y dr
2 R—oo ﬁ<\x|<R
1 .
+ 2 / (K1 (z) — Ki(z — 2)]e*™Y da. (4.22)
|| <

Mas por outro lado, temos também

Ky (2)e*™™¥ dr = lim Ky (z)e*™™Y dx
Rn R—o0 ‘I|SR
= lim Ky (z)e®™ Y dx + / Ky (x)e*™Y da. (4.23)
fimeo J b <lel<r 2l <oy

Como as integrais em (4.22) e (4.23) devem ser iguais, segue que

I, = lim Ky (2)e*™™ dx (4.24)
R=oo J L <ja<R
1 .
= — lim (K (z) — Ki(z — 2)]e*™V dx

1 , .
— Ki(x) — Ky(x — 2)]e*™@Y dx — Ki(x)e*™@Y dx.  (4.25
+5 ), @)~ Kila =) [ ww (1.29

2 lz|< o7
[yl
Pela afirmacao anterior e como |z| = ﬁ, sabemos que a primeira parcela em (4.25)
pode ser majorada por
1

—/| 1 !Kl(:@—Kl(x—z)!dx:l/ Ki(2) — Ky(z — )| de < CB,
xzm

2 | >2]2]

uma vez que |z| > ﬁ = 2|z|. Desenvolvendo os dois ltimos termos em (4.25), obtemos

1 ' |
_/ [K1(l‘) — Kl(flf _ Z>]62mmvy dr — / Kl(x)e%rm:-y dx
2 Jla< L, o

[yl [yl
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2| < 1y

1 | | | |
5[ K@eae g [ Kiee e [ Ki@en s
|| < & |z <

[yl

1 . 1 ‘
2 Jia< 2 el

1| | | |

— | = / Kl (I)€2m£-y dr + Kl (x)627rzat~y dr — / Kl (x>€2m$‘y dx]

2 ‘m|<— Rn |I+Z‘Zﬁ

1 . '

1) m@emae— [ K@

2 L |m|2ﬁ |x+z|2ﬁ
1 . ,

-5 [/ Ky (2)e*™ Y dx — / Ky (z)e*™ dx]
2 [Vltelz gy 2>
1 4

—_— = / Kl <x>62ﬂ-zx.y dx, (426)
2.Ja

no qual A é a diferenga simétrica entre as regioes {z € R"; |z+z| > 1/|y|} e {x € R"; |z| >
1/]yl}, isto ¢,

1 1 1 1
A = {xGR";|x+z| > — e |z| S—}U{$€R”;|x+z| < — e |z 2—}
vl vl vl vl
= A UA,.
Observe agora que o conjunto A; = {:c e R |z| < % <|z+ z\} satisfaz a inclusao

1 1
A, C {xeR";—SIIIS—},
2yl |y

pois dado x € Ay, obtemos

1 1 1

lz| > e +2|— 2| > — — == = =—.
yl 2yl 2yl

1

Analogamente, para Ay = {x eR™ x4+ 2| < o < \;U]}, temos que

pOlS CcOo1mo

Yy

1 3
AQC{.TER” _|$‘_ }
2Jy| 2[y]

2| P < |z| para todo x € Ay, entdo

2] < ot 2 + o] € ot o = o
z Ttz zl < —_— =
lyl 2yl 2yl

Do anterior, a integral em (4.26) é tomada sobre uma regiado contida no conjunto

1 1 1 3
{xER";—S |x|§—}U{x€R";—§ |x|§—},
2ly] [yl 2y] 2ly]



e entao temos as limitagoes

Ky (2)e*™Y dx

Ay

1 1
— Bo(S" ! <ln — —1In —)
(57 (g~ gy

— Bo(S"Y)In2,

e também,

Ky (z)e*™™Y dg
Az

= Bo(S" ") In3,

e portanto obtemos a estimativa desejada para I,. Por fim, como [/(\1(1/) = I + I, segue

que —
sup | K1 (y)| < OB,

yeR™

e o lema esta provado para € = 1.
Para o caso geral, considere 7. a dilatagdo pelo fator € > 0, isto é, (7.f)(x) = f(ex).
Vejamos que se T' é um operador de convolucao dado por

T(f)=pxf=[ ol@—-y)fly)dy,

R

p(e™t).

entdo 7.-17'7. é um operador de convolugdo com nicleo ¢., no qual p.(r) ="

De fato,

(e T7e)(N)(2) = T (p* 7e(f)) (@)
= (p*7(f))(e ')

= /nw(e‘lx—y)f(sy)dy
= o [ e - W) dy
= = [ e -y
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= / e (y) f(z —y) dy.

Em nosso caso, o operador T é definido através do nicleo K, e portanto 7.-17T7. é um
operador com nicleo K, (z) = e "K (¢ z).

Agora note que se K satisfaz as hipoteses do Teorema 4.2, entao K. também as satisfaz
com os mesmos limitantes. Com efeito, temos para as hipdteses em (4.16) que

e "B B

K.(z)| = e "K(E2)| < -
Ra)] = 7 H () € =

/ |I€5(az—y)— ~E(x)\dm = 5_”/
|| >2[y| || >2[y|

l=22[ 2|

B.

IN

Para a hipétese (4.17),

/ K.(z)dr = / e"K(ela)de = / K(z)dx = 0.
R1<‘$|<R2 R1<|(E|<R2 671R1<|£|<871R2

Considere agora K'(z) = £"K(ex). Analogamente a K., K’ também satisfaz as
hipéteses (4.16) e (4.17). Assim, definindo K] como

K (@) {K'<x>, 2l > 1,

0, lz| < 1,

concluimos pelo caso € = 1 que \}/(\{(y)| < C'B. Mais ainda, observe que a transformada
de Fourier de e " K/ (¢~'z) ¢ dada por

i (D) = e et () ay
5 n 5
- [ e
= Kj(ex),

e esta Ultima também ¢ limitada por C'B. No entanto, veja que e "Kj(¢ 'z) = K.(z),
pois para |z| > ¢,
e 'K (e 'r) = "K' (e ') = K(2),
e para |z| < e, Kj(e7'z) = 0.
Logo, a transformada de Fourier de K (y) é limitada por C'B para todo y € R", e

portanto o lema esta provado.
[
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Demonstracao da Afirmagdo. Vejamos que K. satisfaz (4.16) e (4.17) com limitagao C'B.
Para a condigao (4.17), note que

/ K8<C(I)d$:0, 0< R < Ry < 0,
Ri<|z|<R2

pois se Ry > ¢, entdo K. = K em {x € R Ry < |z| < Ry} ese 0 < Ry < ¢, entao
K. (z)=0em {z € R";0 < |z| < }.
Para a primeira desigualdade em (4.16), segue trivialmente que

K.(2)| < |K(2)| < Bla| ™ (4.27)

Para mostrarmos a desigualdade
/ K.(x —y) - K.(x)| dz < OB,
lz[>2]y

vamos considerar trés casos:
Caso 1: Suponha |y| > €. Como |z| > 2|y|, entdo |x| > 2¢, —|y| > —|z|/2 e assim

oyl > fel =yl = o) = 1 =2l 5
> ST

Logo, segue da definicao de K. que

/|>2| | |K.(z —y) — K.(x)|do = / |K(z —y) — K(z)|dz < B.

|| >2[y]
Caso 2: Suponha g < |y| < e. Como no caso anterior,
2 = 2ly| 2 25 =+,
e portanto K.(z) = K(x). E também,

lz —y| > |z — |y| > 2ly| — ly| = ly| >

DO | ™

Assim,

/|>2 | Kol —y) = Ke(@)]do = |K(z —y) — K(z)| dx

/{x|>2|y}ﬂ{|zy|>5}

+f Koo~ y) - K@) da
{lz[>2[y[}n{5 <|lz—yl<e}

< B-l—/ |K ()| dx.
{le1=2ly[}n{5 <|e—yl|<e}

Mas para |z| > 2|y| e /2 < |z — y| < &, temos que |z| < |z —y| + |y] < 2c e
|z| > 2|y| > ¢, de onde obtemos que € < |z| < 2. Assim,

|K(x)|de < / Blx| ™" dx

e<|z|<2e

/{|z|22y|}ﬂ{§<lwy|<€}
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261
— Bo(s™) / Lar
c T

= Bo(S" ') In2
= (OB,

e portanto
/ |K.(x —y) — Kc(z)|de < B+ C1B = (CyB.
lz[>2]y]

Caso 3: Suponha que 0 < |y| < g Entao

Pt =0 = et - o) - Kl

/{|1|22y|}ﬂ{|l"y2€}

+f Koo = y) - Kelo)]ds
{lz[>2ly[}n{le—y|<e}

- [1 -+ IQ.

Escrevendo I, = fAl |K.(x —y) — Kc(2)|dx, no qual Ay = {|z| > 2|y|} n{|z —y| > €},
temos que

L= [ K@-y) - K()|de
Ay
_ / K(z - y) — K.(a)| da + / K(z - y) — K.(2)| de
Arn{|z|>¢e} Ain{|z|<e}
- / K(z—y) - K(2)| da + / K(z - y)|de
Arn{le|>e} Arn{lel<e}

< B+/ |K (z — y)| dz.
Ain{|z|<e}

Para |x| > 2|y|, |t —y| > € e |z| < &, temos que

lz|  3e
aé\x—y\§|x|+!y\<€+7<?

e entdo € < |z — y| < 3¢/2. Dali,

| K@yl < B 5=y " da
Ain{|z|<e} z—:§|xfy|<%

= B/ |z| " dz
e<|z]< 3



e portanto temos que Iy < B+ (3B = (CB.
Analogamente, escrevemos Iy = [, |K.(z —y) — K.(z)|dz no qual Ay = {|z] >
2ly|} N {|z —y| < e}, e assim

L, = | K (x)| dz
Ao

- / K.(z)| da + / K.(x)| de
Aan{|z[>e} Aan{|z|<e}

_ / K ()] da.
Aon{|z|>¢}

Para 0 < |y| < e/2, |z| > 2ly|, |r —y| < e e |z| > ¢, temos

535

< < — < = —,
c<lal < fr -yl +lal <ot g =

e entdo € < |z| < 3¢/2. Dal,

/ |K(z)|dx < B/ |x| ™" dz
Aonflz|>e} e<|lz|<¥

= B(I(S"_l)/2 1dr
. T
= Bo(S" ') n <g>

e portanto I, < C5B.
Do anterior, concluimos

/ ]KE(:I:—y)—KE(x)]dJ::h—i—IQ§C’4B+C5B:CB,
|z[>2]y|

e portanto a afirmacao esta provada.

Voltemos agora a demonstragao do Teorema 4.2.

demonstragio do Teorema 4.2. O Lema 4.1 nos garante que K. € L? e \I/(\E(a:’)] < CB,e
pela afirmacao contida no lema sabemos também que

/ K.z —y) - K.()|de < CB, |y| >0.
|z|>2]y]

Desta forma, K. satisfaz as hipdteses do Teorema 4.1 e portanto vale desigualdade em
(4.19), isto é,
IO, < Ap £, -
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Considere agora uma funcao f; € C}(R"). Pela propriedade de cancelamento (4.17),
temos

T.(fi)(z) = K(y)filx —y) dy

ly|>e

— K(y)fi(x —y) dy + / K(y)filz —y)dy

ly|>1 e<ly|<1

= | KWhE-ydy+ / KWL= ) = @] dy

= L+ I,

A integral I; representa uma funcao em LP, uma vez que

I = K(y)filr —y)dy = (K1 * f1)(z),

ly[>1

no qual f; € L' e K| € LP, pois
o0 1
||K1||§:/ |K<y>|pdy§ / Bp|y|_npdy:Bpa(S”_l)/ md?”<0®
ly|=1 ly|>1 e

Como f possui suporte compacto, a integral I possui suporte em um conjunto com-
pacto fixado de x e converge uniformemente em x se ¢ — 0. Com efeito, segue da
diferenciabilidade de f; que

|filz —y) — filz)| < |V ilz —ty)lly] < Alyl,

no qual A é uma constante e 0 < ¢t < 1.
Definindo R(f1) e R.(f1) por

R(f)(x) = / K@)z —y) — fil2) dy,

e<[y|<1

R(f) () = / K()lfile —y) — fil2)] dy,

0<Jy|<1

temos que

|Re(fu)(2x) = R(f)(x)] = /0< y K(y)fi(z —y) = filx)]dy

AB
o<pl<e Y|

n—1 )
= ABo(S )/O o dr
= ABo(S" e —0

se € = 0. Assim,
IR:(f1) = R(fOI;, = . |R:(f1)(z) — R(f1)(x)|" dz
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< / CPeP dx
0<|z|<e

= C’m(B(0,¢))e? — 0

se ¢ — 0, e portanto R.(f1) — R(f1) em norma LP. Logo, T.(f1) converge em norma LP?
se € — 0.

Agora, se f € LP(R"), 1 < p < oo, note que podemos escrever f = f; + fo, no
qual fi € C; e ||f2ll, é pequena. De fato, dado € > 0, basta tomar f; € C} tal que
|f = fill, < €, o que é possivel gracas a densidade de Clem P e fo = f — fi. Assim,
aplicando a desigualdade (4.19) para f,, obtemos que

||T5(f2>||p S AP ||f2”p S Apg’

e portanto o limite lir% T.(f) existe em norma LP, pois
E—

Ta(f) = Ta(fl + f2) = Ta(fl) + Ta(f2)a

no qual 7.(f1) converge em norma L? se ¢ — 0 e T.(f2) — 0 em norma L” se ¢ — 0.
Por fim, se 7. — T" em norma L? para ¢ — 0, como [[T.(f)[[, < A, || f][,, entdo vale a
desigualdade

I

ITCHIL, < Ap LF1L,

e portanto o teorema esta provado.
u

1
Exemplo 4.1. Considere a funcao K(z) = —, z € R\ {0}. Vejamos que K satisfaz as
e

condicoes do Teorema 4.2. Primeiramente, vemos que

1 1
— | =l ™,
T s

K (z)| =

e também, dados 0 < a < b < 00,
1 *1
K(z)dr = —dx+ | —dx=0.
a<l|z|<b —p T a T
Mais ainda, note que K satisfaz a seguinte condigao sobre a derivada
d 1 -1} 11
dr Tz 22| 7 |z|?’

e portanto segue da Observacao 4.1 que K satisfaz a condig¢ao
/ |K(z —y) — K(x)|de < B, y#0.
|z|>2[y|

Pelo teorema anterior, concluimos que se f € LP(R), 1 < p < oo, entdo o limite

lim — —f(x —Y) dy

0T Jiy>e Y

existe em norma LP e o operador resultante é limitado em LP. Tal operador é conhecido
como transformada de Hilbert.
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4.2 Integrais Singulares que Comutam com Dilatacoes

Nesta secao, nosso interesse esta no estudo de operadores que comutam com translagoes
e dilatagoes, e dentre estes a classe do operadores integrais singulares, caindo ainda no
escopo do Teorema 4.2. Iniciamos com um resultado ilustrando a relagao entre operadores
em L? que comutam com translacoes e a transformada de Fourier.

Proposigao 4.1. Seja T uma transformacao linear e limitada de L*(R™) em L*(R").
Entao T comuta com translacdes se, e somente se, existe uma funcdo mensurdvel e limi-
tada m, denominada multiplicador, tal que

(T)(y) =m(y)f(y).
para toda f € L*(R™). Além disso, 1T 222y = llmll o

Demonstragio. Assuma primeiramente que (T'f)(y) = m(y)f(y) para toda f € L*(R").
Seja 1, o operador translacao por a, definido por ¢, f(x) = f(x — a), e suponha que f
pertenca ao espago de Schwartz S(R™). Por definigao, temos que

Waf o) = [ #f(y—aydy = [ e g dy = e fa),

n n

e portanto ~ o
m(@) (uf) (&) = m(z)e™ f(z), (4.28)

Mas também, se .% denota a operacao [ +— f , entao

Tf(a) = & (TST@) = [ ) dy

Va(ThH@) = Tflz—a)
_ /R (T ) (y) dy
= [ e ) ay
- g (e2”“‘ym ) (@)
rose F (6alT)) (&) = m(2) f(z). (429

Como as expressoes em (4.28) e (4.29) devem ser iguais, concluimos que

(
(T f) (@) = m(x)(af)(x) = (T4a) f) (),

e portanto segue do Teorema de Parseval-Plancherel 2.13 que (¢,7 — T%,)f = 0 para
toda f € S(R™). Mas como ¥, T — T, ¢ linear e continuo em L*(R") e S(R™) é denso
em L*(R"), entao (¢ T)f = (T4,)f para toda f € L*(R").
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Suponha agora que T' comute com translagoes. Esta implicacao sera dividida em cinco
Passos.
Primeiro passo: Seja M, : L*(R™) — L?(R™) o operador linear limitado dado por

M, f(z) = ™" f(x).

Se .# denota a transformada de Fourier, defina a transformacao S dada pela com-
posicao
S=FTF "
Afirmacao 1: Os operadores S e M, comutam, isto é, M,S = SM,. De fato, seja f

uma fungao no espago de Schwartz S(R™). Utilizando as propriedades da transformada
de Fourier, obtemos que

~

(Fa)f(x) = 7 f(a) = Mo f(2) = (Mo F) f (),

e assim,

(77 M) f(z) = eIV (M, f)(y) dy

n

e M@ £ (y) dy

n

o ) f(2).

I
=i —s

Logo, segue do anterior que
SM, =T M, = FT,F ' = Fp,T.F ' = M FTF ' = M,S,
e portanto (M,S — SM,)f(x) = 0 para toda f € S(R™). Mas como § é denso em
L? e M,S — SM, é linear e limitado em L?, entao (M,S)f(z) = (SM,)f(z) para toda
f € L*(R"™), o que prova a Afirmacao 1.

Segundo passo: Seja g € C°(R"™) e f = g, ou seja,

flx) = / ) ™V g(y) dy.

Como g € C°(R™), entdo g é Riemann integravel e podemos escrever a integral que a
define como um limite de somas de Riemann, as quais sao dadas por combinacoes lineares
finitas de operadores multiplicadores M, que comutam com S, isto é,

fz) = / eTg(y)dy = lim > m(B;)e*™ Vg (y;) = Lim > m(B)) (M. f)(y;),

|P|—0 |P|—0
y;€P y;eP
N
no qual P = |J B, ¢ uma parti¢do de um cubo n-dimensional contendo o suporte de g e
=1
os conjuntos By, ..., By sao blocos n-dimensionais com interiores disjuntos.
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Mostremos agora que, se f € C°(R") e h € L*(R™), entao o operador de multiplicagao
h — hf comuta com S, isto é,

S(fh) = fSh.
Afirmacao 2: Se h € L*(R"), g € C=® e f = g, entao S(fh) = fSh. De fato, segue do
anterior que

f@hlz) = hw) [ gl dy
= h(x) lim > m(B;)(M.f)(y;)

|P|—0
y;€P

= h(x) lim fp(z),

|P|—=0

no qual fp(x) = > m(B;)(M,f)(y;). Como os operadores M, comutam com S e a soma
y;€P
que define fp é finita, entao

S(fph) = fpSh,
para toda h € L*(R"). No entanto, fp(z) — f(x) uniformemente se |P| — 0, pois

frla) = S@) = |32 mB)OLOw) ~ [ gty dy
y;€P
N
_ Zm(BJ) Qﬂzxng Z/ 27r1:cy dy
= ]ZI/B]?” J’g(yj)dy—;/&e” g(y) dy
N

A
S
Q)

[N}
3
8
&
N
—~
Ned
N—
[
[\
3
8
<
N
—~
Neyd
~
Q,
Ned

= Z | In(y;) —n(v)|dy,

no qual 7(y) = e*™*¥g(y) é uniformemente continua, e portanto dado ¢ > 0, existe § > 0
tal que |1(y;) —n(y)| < e se [y —y;| < 6. Logo,

|fp(z) |<€Zm

uniformemente se |P| — 0.
Assim, podemos concluir que fph — fh em norma L*(R™), pois

o= sl = [ [ 1) = (0P do]
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= | [ e - pwk a]
< sup [(r = Nl 0

se |[P| — 0. Analogamente, fpSh — fSh em norma L2 Mais ainda, como S é um
operador linear e limitado em L?, temos que

S(fph) = S(fh) = S((fp — f)h) = S(0)
em norma L?, e entdo
S(fph) = S(fh)
em norma L2. Assim, como S(fph) = fpSh — fSh, obtemos que S(fh) = fSh, o que
prova a Afirmacao 2.
Afirmagao 3: Se f € C°(R") e h € L*(R™), entao
S(fh) = fSh.

De fato, como f € C®(R") C S(R"), existe g € S tal que f = §. Defina entdo
ge(x) = @(ex)g(x), no qual € > 0, p € C° e p(z) =1 se |z| < 1. Desta forma, note que
g- — g em norma L', pois pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lge —gll;, = s |9e(x) — g(z)| dx

= lp(ex)g(z) — g()| dx

Rn

= [ la@llplen) < 11dz =0

se € — 0.
Definindo f. = g, entao f. — f uniformemente, pois

sup |ol@) — f(@)] = sup |Ga) — §(o)
rERM rER"
~ / g (y) dy — / ST y) dy\
rEeR” n n

< sup [ 9:(v) —g(y)| dy

= |lge—gll, =0

se € — 0.

Por fim, como g. € C° e f. = g-, entao segue da Afirmacao 2 que S(f.h) = f.Sh, e
analogamente, obtemos que S(f.h) — S(fh) e f.Sh — fSh em norma L? se ¢ — 0, e
portanto S(fh) = fSh sempre que h € L*(R") e f € C(R™).
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Terceiro passo: Seja Br a bola de raio R > 0 centrada na origem e defina a fungao
mr = S(xBg)- Se f € CX(Bg), temos que f(z) = f(z)xp,(x). Do passo anterior,
obtemos que

Sf=5(fxss) = fSXxB, = mrf
para f € C°(Bg), ou seja,
Sf(x) =mp(x)f(2), (4.30)

o que representa S como um multiplicador para cada f € C(Bg). Por definigao,
mpg € L?*(R"). Vejamos entdao que mp é uma funcao limitada.

Quarto passo: Sejam 2 C R™ um aberto nao vazio e a € L*(£2). Defina o operador

Af(x) = a(x)f(x), f € L2(R").

Afirmagio 4: A € L(L?) ={T: [? — L?; T é linear e continua} e [| Al 42 = llal,
Com efeito, é evidente que A é um operador linear. Mais ainda, A é continuo, pois
dada uma sequéncia { f, }neny C L? que converge para f € L?, temos que

[Afn = Aflly = lla(fn = Dl < llallg [[fn = flly = 0.

Assim,
[All g(12) = sup [[Afll; < llall sup [[f]ly < llall

[[fllo<1 fll2<1

Por outro lado, para cada € > 0, defina
Ue ={z € R" |a(x)] = [l — €}
Se f = xv., entao f € L*(R") e, para cada z € R",

[f(@)a()] = |xv.(@)lla(x)] = |xv. (@)[([lall =€),

e assim,
Ifaly = | [ 1f@atoPas]
§ [ el - e>f<x>|2d‘”] |
= (lale =) £,
ou seja,
annz =l =<

para todo € > 0. Logo,

=1,

> Jlall.., no qual H

H||f||2 1/l

2 2
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e assim,

fa
1Alyge = sup lagl, > H—
i

> [lafl »
lgllo<1 2

o que prova a Afirmacao 4.

No entanto, nao podemos aplicar a Afirmacao 4 diretamente ao operador S, uma vez
que a igualdade em (4.30) é vélida apenas em um subespaco denso de L?(Bpg) e também
nao sabemos se mp ¢ uma funcao limitada. Com efeito, vejamos a seguir que mpg é uma
funcao essencialmente limitada.

Afirmacgao 5: A fungao mg € L>*(R") e
el o5y < 151 2281 -
De fato, seja A > 0 e defina

ax(z) = mp(z), [mgr(@)] <A,
o {)" Img(z)| > A

Entao ay € L®(Bg) e, se Ay f(z) = ax(z)f(z), entao Ay € L (L?) e |ax(x)| < |mg(x)|.
Da igualdade (4.30), segue que a estimativa pontual

[Anf(@)] = laa(@) f(2)] < [me(@)[|f(2)] = [Sf(2)]

vale para toda f € C>°(Bg), e como C°(Bg) ¢ denso em L?*(Bpg), a continuidade de A
garante que a estimativa permanece valida para f € L?(Bg), isto é,

[Axf ()] < [Sf(2)],
para toda f € L*(Bg). Logo,

A2y = sup [[ANf]]
(L2(Br)) Ifll,<1 ?

= p ) ]
||?||1221 |:/B;R| A (@)] da

< sup [[Sfl,
I£1l,<1

= ”SH,Z(LQ(BR))'

Mas pela definigao de ay, se A < ||mg|| ., entao ||a,|,, = A, e pela Afirmacao 4, segue
que
AN 22y = llarll = A-

Mas como ||A/\||$(L2) < ”SHZ(L?)? entao A < ||S||$(L2)’ e portanto ||mgl|,, < ||S||$(L2)'
Logo, mp € L*.

Em particular, o operador f +— mpgf é continuo e, como coincide com S em CZ°,
denso em L?, entdo estes sdo iguais. Aplicando a Afirmacio 4 ao conjunto 2\ By, vemos
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que a restrigao de S, definido em todo L*(R"), ao subespago L*(Bpg) é representada pelo
multiplicador f +— mpgf.

Para concluir a demonstragao da proposicao, precisamos agora trocar o conjunto By
por R™.

Quinto passo: Aplicando o passo anterior para a bola Byg, temos que S é dado por
[+ mogf em L*(Bag) e por f — mpf em L?(Bg), e portanto mag = mp em Bg, ou
seja, mog ¢ uma extensao de mg a bola Byg.

Repetindo este argumento, obtemos uma fungao bem definida e limitada m que, res-
trita a bola Bykp, fornece um operador multiplicador que coincide com a restricao de S
em L*(Bykp). Mais ainda, como

Sf(x) = marg(x) f(2)
para toda f € L*(Baxg) € m(z) = morp(x) para x € Borg, k > 0, entao
Sf(x) =m(z)f(x),
para toda f € L*(R"). E como S = ZT.Z~!, denotando por m’ o operador f — mf,
temos que m' = S = FT.F 7! e assim FT = m'.F, isto é,
(Tf)(z) = m(z)f(w),

para toda f € L*(R").
Por fim, segue da Afirmacao 4 que ||S|| 2y = [Im|
uma isometria em L?, concluimos que

w,ecomo S =FTF e Fé
1T 12y = llmll -
||

Lema 4.2. Seja T um operador linear e limitado em L*(R™) que comuta com translagoes.
Entao T comuta com dilatagoes se, e somente se, o multiplicador m(zx), definido na
Proposicao 4.1, é positivamente homogéneo de grau zero.

Demonstragao. Denote por 7, a dilatagao por A > 0, definida por (7, f)(z) = f(Az). Se
T comuta com dilatacoes, entao

(Tma) f) (@) = () f) ().
Para o primeiro termo da igualdade acima, note que

(TP)T@) = m(@)afla) = mia) [ em=opo)dy = 207 (3.

Analogamente para o segundo termo,

(1)) = [ em=rrnondy =@ () = 5om (5) £ (5)-
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Igualando os termos obtidos, temos que

SR = ()7 6G)
< m(xz)=m (%) :

e assim, m(z) = m ()\_Ax> = m(Az).

Logo, m é positivamente homogénea de grau zero.
Assuma agora que m seja uma fungao positivamente homogeénea de grau zero. Sabemos
do anterior que

(T2)f)@) = (7)) & m@) =m () -
Como T'f € L2(R™) e f — f é uma aplicacdo bijetiva em L2(R™), concluimos que

(Trn)f = (nT)f.

u
Considere 7. a aplicagao dilatacao x +— ez e sua correspondente agao sobre fungoes

7.f(x) = f(ex). Se T é um operador com ntcleo K, vimos que 7.-17'7. é um operador com

nicleo e " K (7). Assim, se T = 7.-1T'7., entao K(x) = e "K (¢ 'x), para todo x € R",

e portanto K (ex) = e "K(x), para todo € > 0, isto é, K é positivamente homogénea de
grau —n. Consideremos assim o nicleo da forma

K(z) = 20

B

no qual € é positivamente homogénea de grau zero, isto é, Q(ex) = Q(x), para todo € > 0.
Desta forma,  é completamente determinada por sua restricao & esfera unitaria S *.

Antes de enunciarmos o préximo resultado, vamos reinterpretar as condi¢oes do Teo-
rema 4.2 em termos de ). Primeiramente, assumindo a condigao (4.16), dada por

|K(2)| < Blae|™, 2| >0,

| K-y - K@ld<B >0
|z|>2]y|
Q) deve ser limitada e consequentemente integravel em S™~!, pois

| 0@l = [ el K@lde@) < [ Blaplel ™ dota) <,

no qual do é a medida induzida em S™~'. Dai, a condigao (4.17), que é dada por

/ K(x)der =0, 0< Ry < Ry < o0,
Ri<|z|<R2
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é equivalente a condigao
/ Q(z)do =0, (4.31)
Sn—1

pois

Ry
/ K(z)dx = / / K(ra)r" ' do(z') dr
R1<|$‘<R2 R1 Sn—1

Por fim, vamos tratar do caso em que {2 satisfaz a seguinte condi¢ao do tipo Dini:

: - [Tw(d)
Se sup |Qz) — Q(2")| = w(d), entdo 5 dd < 0. (4.32)
|z—a'|<é 0
jal=fa' =1

Teorema 4.3. Seja () positivamente homogénea de grau zero e suponha que € satisfaca
(4.31) e (4.32). Para 1 <p <oo e f e LP(R"), seja

T.(f)(x) = /| ) (0 y)ay.

y|>e ‘y|n
Entao sao vdlidas:

a) FExiste uma constante A,, independente de f e e, tal que
p

1=, < Ap AL, -
(b) O limite hi% T.(f) =T(f) existe em norma LP e
ITCHIL, < Ap £, -

(c) Se f € L*(R"), entdo as transformadas de Fourier de f e Tf estao relacionadas
pela igualdade

(Tf)(x) = m(z)f(x),

no qual m € uma funcao positivamente homogénea de grau zero, expressa por

m(z) = /S r—i sgn(z - y) +1n (L)} Q) doly), |o|=1.  (4.33)

2 |z -y
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Demonstragao. Os itens (a) e (b) seguem como consequéncia do Teorema 4.2 se provarmos
Qx
que todo K(x) =

(
[

satisfaz

/pm’Km_y%Ja@ngB

para € satisfazendo (4.32). Para isso, escrevemos a expressao K (z — y) — K (z) na forma

Qz —y) — Qx)
|z —y["

/ﬂc|>2|y

Com efeito, se |x| > 2|y|, obtemos por meio do Teorema do Valor Médio que

1 1

o —yl* el

K(z—y) - K(z) = + Q) { ] = (I) + (I1).

Para (II), vejamos que

1

[z =yl faf?

dr < C.

1 2 —yl" = =" _ e =y[* =l2"| _ 2" |Jz —y" _ |a]”
jz =yl ol |z = yl|*|2[" (lzl/2)m el | fal | faf ]
A 2"Chly'|  2"Chly|
= |z =3/ " = [2']"] < = :
] ] [+t

x
noqual 2’ = — ey = v Assim,

] |z]

1 1 yule

/ — de < / lj@ dx
w2l |12 =yl 2] ol >aly) ]
© q

= 02|y|/ —dr
2yl T
C2|?J| — (4
2|y

Como a funcao €2 é limitada, concluimos que a integral do termo (/) converge abso-
lutamente se |x| > 2|y|, isto é,

[ 19
|=[>2[y|

Para o termo (I), note que a distancia entre as projegoes de x — y e x sobre a esfera

1 1

o =yl Jal

dr < 0.

C
unitdria ¢ limitada por %, no qual C' é uma constante positiva, pois como |z| > 2|y|,
T
v—y x| |yl w2 =y a2 ClY
IR el N T Yl Bl S Y T —C’y|__7
[z =yl f2ll |z =yl [zl {2 =yl |z]
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no qual 2’ = |x—| ey = % Logo, segue da defini¢ao de w em (4.32) que
x x
Qz —y) —Q 1 —
L PR - [ b () )
|z|>2]y] |z =yl |z|>2|y| |z — | [z =y ||

IN

1
/ N <C!y|> s
|z|>2]y| |l‘ - y|n |I|
2n
[ ()
|20y 1[™ |z]
1
= C”/ —w <%) dr
2y T r

— C’”/2 w(s) ds < 0,
0

S

pois como €2 satisfaz (4.32) e w ¢é limitada, entao

c

/j@ds:/()l@ds+/j@ds<oo.

Concluimos do anterior que

K(r—y)— K(x)|dx < I)|dx 11| dx < oo,
/|3622|y|| ( v) ) _/|3322y||( ) +/|m|22ly|‘( ) -

e portanto os itens (a) e (b) seguem como consequéncia do Teorema 4.2.
Vejamos agora que T é um operador em Z(L*(R™)) que comuta com translacoes e
dilatagoes positivas, e portanto podemos utilizar a Proposigao 4.1 para provar o item (c).
De fato, se 1, é o operador de translagao por a € R", definido por (¢, f)(z) = f(x—a),
entao

(YaT2) f(x) = " K(y)f(x —a—y)dy
= " K(y) (o f)(x —y)dy
— (Tua) f(),

para toda f € L% ¢ > 0. Como 1), ¢ um operador linear e continuo em L? e T.f converge
aTf em norma L?, entao (¢¥,T)f = (T,)f para toda f € L.

Analogamente, se 7, é o operador de dilatacao por A > 0, entao T" comuta com Ty,
pois

(T f(2) = /| Q=) p gy

y|>e |)\I‘ - y|n
AQ (2 — ¥
-/ 220628 ) ay
ly|>e ‘I - X|

81



- /| K (v=¥) rtw)ay

= K(z —y)f(\y)dy

lyI>%

= (TgTA) f(x)

e ambos T e Tg convergem para I em norma L? quando € — 0, o que nos permite
concluir que 71" = T'7y.
Assim, segue da Proposigao 4.1 que existe m € L>(R") tal que

(TF)(y) = 1(y)f(y)

para toda f € L?*(R"). Mais ainda, o Lema 4.2 nos garante que m(z) ¢ uma funcao
positivamente homogénea de grau zero. Vejamos agora que é possivel obtermos uma
expressao explicita para m(z) em termos do nicleo.

Seja 0 < e < n < oo e defina

Q(z)
Keg(z) =1 |2/’
0, caso contrario.

e <z <,

Observe que K., € L'(R"), pois como € é limitada,

/H\Ksm(m)mx:/sgzlgn Q(z)

||
Se f € L*(R™), entao

m1
da:SC/ —dr < oo.
T

(Ko * () = Koo(y) ().

Provemos agora dois fatos a respeito de K.

(i) sup |f/(;7(£€)| < A, no qual A é uma constante independente de ¢ e 7.
T€R"

(ii) Se x # 0, hl’I(l) l/(;,(x) = m(x), no qual m(x) é a funcdo definida em (4.33).
e—
nN—00

Para isto, serd conveniente utilizar coordenadas polares. Sejam x = Rz’ e y = ry/, nos
. x
quais R = |z| > 0, r = |y| >O,x’:—€S”_1ey’:£€S”_1.

] ]
Considere assim a seguinte integral auxiliar:
n 2miRrx’-y’ 2R
I (2, y) :/ ‘ cos(2n Fr) dr, R>0. (4.34)
r
€

2nRra’ - y')
r

n
Afirmagao 1: A parte imaginéria de (4.34), dada por / sen ( dr, é uni-
€

formemente limitada e converge para

sgn(x’ - y') / sen (1) dt = = sgn(z’ - 1).
0



De fato, se « = 2w Rz’ -/, entdo sgn(a) = sgn(a’ - y/') e temos que

/" sen (2 Rra’ - y') J /77 sen (ar) J
ro= ————=dr

r r
an
= sgn(a)/ ser;(r) dr
77/
= Sgn(a)/ ser;(r) dr,

no qual ae = ¢’ e an = 1. Tomando N como o maior natural tal que Nm <7’ < (N+1)m,
entdo |[Nm — n/| < 7 e podemos expressar a integral acima por

n ™ N1 e(k+1)m n
/ sen (ar) dr = san(a) [/ sen (1) i+ Z/ sen (r) dr+/ sen (1) dr] ’
. r g ke r r

k=1 N
/ sen (1) dr’ <
el T
/", sen (r) ir /(N“)” sen (7) ir
N r
Mais ainda,

N r
N-1 o(k4+1)7 -1 (k+1)m N-1
Z/ SGI;(T’) dr = Z(_l)k/ |S€‘H (T)‘ dr = Z<_1)ka7
k=1 k k

v Y r k=1

de forma que

/ Sen_wdrlgoo,
0

e também,

<

no qual Cj 1 < C, para todo k > 1, e C, — 0 se k — oo, pois

(k+2)m (k+1D)m
o= [0 [0,
( k

k+1)m r T r

uma vez que |sen (z)| possui perfodo 7 e 1 decresce para z > 0, e também

(k+1D)m (k+1)7 1 k+ 11—k 1
o [ (U Gk L
km
se k — oo.

N-1
Logo, Z(—l)ka ¢ uma soma alternada cujo termo geral tende a zero, e portanto
k=1

¢ limitada, de forma que esta limitacao nao depende de 7. Logo, a parte imaginaria de
(4.34) é uniformemente limitada e

n 00
sgn(a)/ Sequ(r) dr — sgn(a)/ sen (r) dr = gsgn(az’ '),
€ 0

7 r
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se e = 0 e n— 00, 0 que prova a Afirmacao 1.

Afirmacao 2: Para a parte real de (4.34), temos que

/’7 cos(2m Rra’ - y') — cos(2mRr) arl <1 1 Lo
. r Y ’
e também,
U A
lim / cos(2mRrx’ - y') — cos(2mRrr) g —1n (ﬁ) ’
e—0 J, r A

n—oo

noqual u =R, A= R|2'-y| e 0 <\ < p.
Com efeito, sejam h(r) = cos(27r), A = R|z'-y'| e p = R. Entao

JA L s P A T

T T T

no qual

/nmdr = n—h(/\r)_h(o)dr—i-/nwdr

_ /877 —h(”’)r_ " 4 4 h(0)n (2).

e analogamente,

r r 3

/n h(ur) g — /77 h(ur) — h(0) dr + h(0)In (ﬂ) |

Tomando a diferenga, obtemos que

r r T

/”h()\r)—h(,w”)dr:/nwdr_/nwdfr:[/\_[.

Para a integral I, observamos que

/n h(w) —h(0) . _ /n cos(2mhr) =1

r r
2N cos(t) — 1
= —dt
/27r)\a t
B /1 cos(t) — 1 Qb+ /%A’7 cos(t) — 1 o
2w e 4 1 13
= L1+ 1o,
no qual
1 o my2m
1 (=1)™t
I, = / - ———— —1|dt
27 \e 13 mzzo (2m)'
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mt2m 1

B /27r)\€ Z o

m=1
& mt2m 2
dt
2w \e

< C/ tdt < oo,
2w Ae

uma vez que a série acima converge para [t| < 1. E também,

27 AN COoS
Lo = / (t)
1

2wAn COS(t) /27r)\n 1
- = dt
[

sen (2mAn) /2”’\” sen (t)
_ - 1 dt — In(27 A
S sen (1) + 1 n n(2mwAn)

sen (2mAn) *1
W — Sen (1) + /1 t_2 dt — 111(27'(')\77)

< C —1In(27An).

I
~

Logo,
Iy=1,+ 1,y <C"—1n(2wAn),

no qual C’ é uma constante que nao depende de n e A\. Analogamente, [, < C”—In(2mpun),

e portanto
/" h(Ow) = hpr)
- T

I —1,

IA

C —In(2wAn) + In(27pn)

C+In (g)

C’+1n( /1 /),
2" Y|

o que mostra a desigualdade (4.35) da Afirmagao 2.
Para o limite em (4.36), considere A\ = 27 R|z’ - ¢/| e p = 2w R. Note que para ¢
suficientemente pequeno e n suficientemente grande, temos que pue < An, e entao

/’7 cos(2nRra’ - y') — cos(2w Rr) g — /’7 cos(At) — cos(ut) 0t
3 r 3 t

An cos(t) K cos(t)
= dt — / dt
/)\a 3 1E t

_ /“5 cos(t) dt—l—/l\n cos(t) gt /’\” cos(t) gt /’“”7 cos(t) gt
Ae 13 HE 13 HE t An t
e cos(t) /’“7 cos(t)
= dt — dt
/)\8 t An t



He t_]_ M51 KU t_l /”]1
_ / %iL_ﬁ+/‘_ﬁ_/ @iL_ﬁ_/‘_ﬁ
e t re 0 A t a ot
-1

no qual

/ME cos(t) — 1 dt < sup (n—MNe=0(e)

t teR

cos(t) — 1 ‘
e, por integracao por partes,

/’“71—005(25) 5 - t — sen (t) “”+/“"t—sen(t) @t
A t t ) o 12

() [ =
o (5 ) +m(5) + Kﬂﬁﬁ

_ c&; >+m<>

— I (%) Lo (5) .

n

IN

IN

>z >I=

Logo,
" _
lim cos(At) = cos(ut) dt =1n (H> ;
e—=0 J_ t A
n—00

e portanto a Afirmacao 2 esta provada.
Voltando agora aos ntcleos truncados K. ,, observe que

Ko (z) = / SRV () dy

627ri$~yQ Y
- 20) ,,
e<|y|<n ]

n 27rix~(ry’)Q 1 ,n—1
_ / / ¢ (”J ™ Gty dr
e JSn-1

n 2miRrz’ -y’ Q n—1
= / / ¢ Wor dr do(y')
Sn— 1
" 627”R”” Y — cos(2m Rr , ,
- [ CB) 4r 0y do(y)
Sn— 1
I

- / 2,y do(y)).

Pelas afirmacgoes 1 e 2, a parte imaginéria de I.,(x,y") é uniformemente limitada e
> + C'. Logo,

sua parte real é limitada por In ‘x 7

i< a [ [rom () iowaw),
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0 que prova o item (i), uma vez que 2 é limitada e o termo anterior ndo depende de € e 7.

Mais ainda, como lim Im (/. ,(z,y’)) = 5 sgn(z’-y’) e lim Re (I, ,(z,y')) =In (%),
e—0 ’ 2 e—0 ’ 2"y’
T]*}OO T]*}OO
segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

— i / / /
lim K., (z) = lim o eanl@ y)UY) doly)
n—00 n—00
i SgH(ZB/ ) y/) 1 / /
= m(a:),

o que prova o item (ii).
Falta apenas mostrarmos que a funcao m é exatamente o multiplicador dado pela
Proposicao 4.1, isto ¢, m =m e

(Tf)(@) = m(x)f(2).

Assim, se f € L*(R"), entdao K., % f converge em norma L? se ¢ = 0 e 5 — oc.
De fato, note que a sequéncia {K., * f}cen é de Cauchy em norma L?(R™), pois pelo
Teorema de Parseval-Plancherel,

[ Ko * f— Koy fll, = || 677*f Ko, ’*fAHQ
- H s n)f 2

Il =0

—_—
< HKs,n — Koy

—

se e, = 0en,n — oo, uma vez que [/(;7(3:) e K ,y(x) convergem uniformemente para
m(z).

Logo, existe h € LZ(R ) tal que K., * f — h em norma L?. Mais ainda, h(z) =
m(z) f(z), pois como Ksn( ) — m(x), entao

|7 =mi], = [ 1Ra@) = m)lf ) de = o

e se .%# denota a transformada de Fourier,

h:y<th f) = lim K.,f =mf,
e—0 e—0 ’

n—00 n—00

sendo o limite acima tomado em norma L2,
Suponha agora que f € L' N L?. Entdo para ¢ > 0 fixado, temos que K., — K. em
norma L? se 1 — 00, pois

1Koy — KL = / K. () — ()2 dz — 0
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se 1 — oo. Logo, segue da Desigualdade de Young que K., * f — K.* f = 1. f em norma
L?, pois

HKE,W * [ — Ke* f||2 = ||(K€,n — K.)* f||2 < K.y — Ka”g ||f||1 —0

se 1 — oo. Mais ainda, sabemos pelo item (b) que T.(f) — T'(f) em norma L? se ¢ — 0.

Segue portanto que T'f = h, no qual h = (T'f) = mf, isto é,
Tf=(F 'mZF)f, fel'nlL’

Como T e F~'m.Z sdo operadores lineares e continuos em L?*(R™) que coincidem em
um subespaco denso de L2, concluimos que

(Tf)(x) = m(z)f(z), feL*R"),
0 que prova o teorema.
]

Exemplo 4.2. As transformagoes descritas no teorema anterior nao necessariamente sao
limitadas em L' ou L*. Como exemplo, considere a transformada de Hilbert H definida
no Exemplo 4.1 por

(H f)(x) = lim o= 4 ser

e—0 T ly|>e Yy

sgn(z)

Observe que tomando Q(z) = , entao () é positivamente homogénea de grau

Z€ero e

Qr)  sgn(z) 1

lz| 7|zl T

Assim, se f(x) = X(qp)(x), entao

1 X(a,b)(aj - y)

Hx@w)(z) = lim — dy
)@l = B .
1 a
— lim - X(a,b) (V) dy
e—0 77 |$—y|2€ xr — y

1 /1
TJg TY

1 —b
T

r—a
que nao ¢é limitada em L*(R) e em L'(R).

Observe agora que o teorema anterior nos garante a existéncia da transformacao inte-
gral singular

Q x—
W) f(z—y) dy (4.37)
n

ly|>e ||
no sentido de convergéncia em norma L”, 1 < p < 0o, mas nao no sentido de convergéncia
em quase toda parte. O teorema a seguir nos garante os resultados a respeito de con-
vergéncia q.t.p. como consequéncia dos resultados obtidos a respeito de convergéncia em
norma, LP.

lim
e—0
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Teorema 4.4. Suponha que ) seja uma funcdo que satisfaz as condicoes do Teorema /.5.
Para f € LP(R™), 1 < p < oo, considere

(T.f)(x) = /| ) W@, ¢ >0,

Entdao a integral acima converge absolutamente para cada v € R™ e sao vdlidos os
sequintes itens:

(a) lin%(Tgf)(x) existe em quase toda parte.
(b) Seja (T*f)(x) = sup|(T.f)(x)|. Se f € LY(R"™), entdo a aplicagio f — T*f é do
e>0
tipo fraco (1,1), isto €,

m({x € B (T /) ()] > o)) < ]

(¢) Sel<p< oo, entio |T*fl, < A, I fl,.

Demonstracao. A demonstracao sera dividida em duas etapas. No entanto, a demons-
tragao do item (c) serd adiada para o préximo capitulo, onde sera feita com mais detalhes.

Primeira etapa: O argumento que sera utilizado ¢ analogo ao utilizado na demons-
tracdo do Teorema 4.1. Dados a > 0, f € L'(R"), considere a Decomposicao de Cal-
derén-Zygmund apresentada no Teorema 3.3, ou seja, R" = FUG, com FNG = @,
o

|f(z)] <aqt.p. em FeG=J Q,, no qual os interiores dos cubos (); sdo mutuamente
j=1

disjuntos. Desta forma, decompomos a funcao f em f = g+ b, no qual g é definida por

f(z), x € F,

g(z) = 1

m(Q;)

fy)dy, z€Qy,
Qj

e / b(y) dy = 0, assim como na demonstragao do Teorema 4.1.
Qy
Considere para cada cubo (); da decomposigao o cubo @}, com mesmo centro y;, mas
expandido 24/n vezes, e denote por G* a unido dos cubos expandidos. Faremos entao
algumas observagoes geométricas:

(i) Suponha z € (QF)¢ e assuma que, para algum yo € Qj, |z — yo| = €. Entdo a
bola fechada centrada em z e de raio 7,e contém @), isto é, B(z,r) D @;, no qual

r = Y€ € 7Y, depende apenas da dimensao n.

De fato, seja x € (Q;)C fixado. Por simplicidade, vamos assumir que ); é o cubo
de lado um centrado na origem e )} ¢ o cubo de lado 2y/n centrado na origem.
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(i)

Considere entao o cubo @ de lado 2\ centrado na origem e tal que = € 0Q),, de
forma que diam @), = 2y/nA. Note que, para cada y € @,

1
27

|$—y“2&%@me%)—(V——%>+(A_V%)—A_

e por outro lado,

|z — o -3
para todos y, yo € ;. Considere agora a funcao g(\) dada por
A+ L
g(A) - Y 1 2
T2

Pela definicao do cubo @, nos interessa estudar apenas o caso em que A > /n.
Mas observe que g é uma fungao decrescente em [\/n, o), e entao

n
0l

mﬂégh@%zvr_y

para todo A > /n.

Logo, se yp € Q; é tal que |z — yo| = ¢, entdo temos para todo y € Q); que

|z — y < sup ]x—yﬂég(\/ﬁ):

|:E - y0| a Y1,Y2€Q; |$ - ?/2|

Tomando v, = g(y/n), concluimos que
2 —y| < Wl —yo| = me,
e portanto y € B(z, v,¢), para todo y € Q;.
Sob as mesmas hipdteses do item anterior, se |z — yo| = €, temos que |x —y| > 7/e,

para todo y € ), no qual v/, depende apenas da dimensao n.

De fato, seja r € (@) fixado e considere os cubos Q;,QF e Q) como no item
anterior, de forma que
1
|z —y] A3
= NGR
[z =50l ~ A/n+ L

para todos y,yy € ;. De forma andloga ao item anterior, definimos a funcao

J— A_
A+

N |—=

h()\)
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que é crescente em [y/n, 00). Tomando 7/, = h(y/n), obtemos para todos y, yo que

_ _ _ 1

’$ — y()’ T Y1L,Y2€Q; |l' — y2| B "

n -+ ‘/TE N
e portanto se |x — yo| = €, concluimos que

|z =y = e,
para todo y € Q;.

Com estas observagoes, provemos agora que, se x € F* = (G*)¢, entao

wp (@< 3 [ 1K =) K)ol dy

e>0
e ! / b(y)|d (4.38)
Sup ——————~% Yy)lay, .
r>0 m(B(x7 7’)) B(z,r)
com K(z) = ﬂ Para isto, fixe x € F* e ¢ > 0. Os cubos ); podem pertencer a trés

|z["
classes:

1. |z —y| < ¢, para todo y € Qj;
2. |z —y| > e, para todo y € Qj;
3. Existe y € Q; tal que |z —y| = «.

Analisemos T.b em cada um dos trés casos. Por definicao,
(Tb)(x) =Y | Ke(z—y)b(y)dy. (4.39)
i JQj

Para o primeiro caso, como |z — y| < ¢, entdo K.(x —y) = 0 e portanto a integral
sobre (; em (4.39) se anula.

Para o segundo caso, note que K.(x —y) = K(z — y), e portanto a integral sobre @),
¢ dada por

K — y)bly) dy = / K(x —y) — Kz — ;)b(y) dy.
Qj Qj

no qual y; é o centro do cubo @);, e este termo é majorado em médulo por

o |K(z —y) — K(z —y;)[|b(y)| dy,

que aparece no lado direito de (4.38).
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Para o terceiro caso, seja x € F* fixado. Pelas observacoes geométricas feitas acima,
se r = g7, temos que

K. (v —y)b(y) dy
Qj

< / K. (z — )|[b)| dy

- / K.z — y)l[b(y)] dy.
B(z r)r‘le

No entanto,

B
(Ve

uma vez que {2 é limitada e, pela Observacao (ii), |z — y| > 7,e. Logo, escrevendo
" = (ev,)" = Cp(eq))", temos que

Qz —y)

Kele =yl < 1K@ =) = | 20

<

=)
b(y)| dy
(e B(x,?“)ﬁQj’ Wl
e
_ b b(y)| dy
T‘n/C’n B(:E,T)mQj‘ ( )‘
c’ /
- b(y)| dy.
m(B(2,7)) JB@mno,

Do anterior, somando sobre todos os cubos (); C G, obtemos que

K. (x —y)b(y) dy

IA

Qj

(Teb) ()| =

Z 5 K.(z — y)b(y) dy

<y

K. (x —y)b(y) dy

i 17
(o4 /
< — b(y)| dy
; m(B(x, T)) B(z,r)NQ; ’
C’ /
= — b(y)| dy
m(B(z,7)) Jysenne) ot
Cl
<

Tomando o supremo sobre € > 0, obtemos a desigualdade (4.38), que pode ser escrita
como

(T70)(z)] < 3+ C(Mb)(x),

para x € F*, no qual Mb denota a funcao maximal de Hardy-Littlewood de b, e assim

m({xeF*;|(T*b)(x)|>%}) < m({xEF*;E>%})
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+ m <{x € F*;C(Mb)(z) > %}) .

Afirmagao: Sao validas as seguintes limitacoes para as parcelas acima:

m({re iz <Syp,

e também .
m ({x € Fio0b)@) > TH) < = Ifl, -

De fato, seja X = {z € ["*;3X > §}. Sex € X, entao 1 < 42 6 assim

«

me) = [1ar< [ 2 [2/62_|K<x—y>—K(m—yj>|\b<y>\dy] .

Mas pela demonstragao do Teorema 4.1, sabemos que se = ¢ @7, entao |z — y;| >
2|y — y;| para todo y € @, e entdo

K=~ K-yl < [ K@ - y) - K&)lde' < B
P || >2]y’|

noqual o’ =z —y; ey =y — y;. Assim,

m({rerin>2)) < ;/jg{/F;K@—m—z«x—yj»dx} )| dy
< %;/quwwg(yndy

< %{/Glf(y)ldw/clg(yﬂdy}

C
< —
< 20l

o que mostra a primeira desigualdade da afirmagao. Agora, como b € L'(R"), podemos
utilizar o Teorema 3.1 a respeito da func¢ao maximal, e assim obtemos que

m ({x € F*;C(Mb)(z) > %}) = m ({a: € F* (Mb)(z) > %})
< m ({x e R (Mb)(z) > %})

A
< e Ll

% [ . |f(y)|dy + s |g(y)|dy}
% [||f||1+/G|g(y)|dy+L|g(y)|dy}

C
—(If 1+ Call £l + Ca £l

IN

IN
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Cy
= 21l

o que prova a afirmagao. Logo,
o
m ({z e FiIT)@)] > 5}) <
Mas pelo Corolario 3.2, sabemos que

m((F7)7) = m(G") < 2v/nm(G) < — | f;
e portanto
m ({z e R |(T0)@)| > $}) <
No entanto, sabemos que

mie e RA@N@I>ah < m({z e Tl > %))
5]

e aplicando o item (c¢) para p = 2, temos que

IT"glly < Az llgll, -

Mas novamente pela demonstracao do Teorema 4.1,
n * « C 2
m ({z e R (T (@) > 5 }) < = g3,
!
e como ||g|2 < C'a || f]l,, entdo

w(frewniraio > 3) < Sewin = G

— Al

Logo, o
m({z € R:[(T7f) ()] > a}) < — Il

e portanto 7™ é do tipo fraco (1, 1), o que prova o item (b).
A demonstragao do item (a) segue um caminho semelhante ao utilizado na demons-

tragao do Teorema de Diferenciagao de Lebesgue 3.1. Para cada f € LP(R"), 1 < p < 00

seja
(Af)(x) = [limsup(Z.f)(z) — lim inf (T2 f) ()|
Como
(.)@)] < sup(T.)w)| = (T°F) (o)
entao

(Af)(@) < 2(T"f)(=).
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Agora, escrevemos f = fi + fa, no qual f; € CH(R") e || fof,, < . Como visto na
demonstragao do Teorema 4.2, se f; € C!, entao (7.f1)(x) converge uniformemente se
e — 0, e portanto (Af;)(x) = 0 para todo x € R™. Porém, (Af)(z) < (Afi)(x)+(Afy)(x),
e entao segue pelo item (c) que

IAfall, < 12T foll, < 24, [ fll, < 24,9,

se 1 <p<o0.
Como § pode ser tomado tao pequeno quanto se queira, entao [|Afzf|, = 0, e portanto
(Af2)(z) = 0 q.t.p. Logo, (Af)(x) =0 q.t.p., o que mostra que o limite lin(l)(Tgf)(x) existe
e—
em quase toda parte se f € LP(R"), 1 < p < o0.

No caso em que p = 1, como (Af)(z) < 2(T*f)(x) e T* é do tipo fraco (1, 1), segue
que

m{r cRSAN@] > ap) < m({reRLAAW@] > F})
b m(frerijam@l > 2})
< m ({x e R |12(T" f2)(z)| > %})
< m({rernIT R > T})
< s,
< 9@

e portanto (Af)(x) = 0 g.t.p., ou seja, o limite lin(l)(TEf)(:U) existe q.t.p., 0 que prova o
e—
item (a).
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Capitulo 5

Transformadas de Riesz e Integrais
de Poisson

Apresentamos neste capitulo operadores integrais singulares conhecidos como transforma-
das de Riesz. Como veremos na se¢ao a seguir, tais operadores compartilham proprieda-
des semelhantes com a transformada de Hilbert, definida no Exemplo 4.1, uma vez que as
transformas de Riesz surgiram como uma generalizacao da transformada de Hilbert para
fungoes em R™.

5.1 As Transformadas de Riesz

Iniciamos esta secao com algumas observagoes a respeito da transformada de Hilbert,
dada por
1 _
(Hf)(z) = lim — FE=9) g ser

e—0 7T ly|>e Yy

para f € LP(R), 1 < p < 00, cujo nucleo K (z) pode ser escrito como

Q 1
K)=20 _ 1
|| X
s
no qual Q(x) = gn(z) ¢ uma funcao positivamente homogénea de grau zero.
T

Proposicao 5.1. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

~

(a) Se f € L*(R), entio (Hf) = m(z)f(z), no qual m(x) = isgn(z);

(b) O operador H ¢ unitdrio em L*(R), isto é, H é um operador linear de L* em L?
que € sobrejetivo e isométrico;

(c) Se 1, denota o operador translagiao por a € R, definido por 1, f(x) = f(z — a),
entao

(Hvo)f(2) = (VaH) [ (),
para toda f € LP(R), 1 < p < oo.
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(d) Se 15 denota o operador de dilatagdo por 6 € R\ {0}, definido por (75f)(x) = f(0x),
entao

(Hs)f(x) = sgu(d)(rsH) f (),
para toda f € LP(R), 1 < p < c0.

1
Demonstracao. (a) Como o nucleo K(x) = — da transformada de Hilbert satisfaz as
T

condicoes do Teorema 4.3, entao

(H[)(x) = m(z) f(),

no qual o multiplicador m ¢é dado por m(x) = isgn(z), pois se # denota a medida
de contagem,

mta) = [ [Fsten +m () | e as

|2y
B Ty Y
- /{} [2|xy| 1“('”')] g #)
1T
- /{_M}md#@)
= isgn(z).

(b) Pelo Teorema de Parseval-Plancherel, temos que

1H fll, = [[(E ], = llisgn fll2 = [1Fll2 = £
e também, dado g € L*(R"), podemos tomar f(z) = % *(—isgng)(x), de forma
que R R
(Hf)(x) = isgn(z)f(x) = g(x),

e portanto (H f)(z) = g(z).
(¢) O resultado segue diretamente da demonstragao do item (c¢) do Teorema 4.3, uma
Q(x)

||

vez que o nucleo de H pode ser escrito como K (x) = , com §2 homogénea de

grau zero.

(d) Se § > 0, o resultado segue pela demonstracao do Teorema 4.3 assim como no item
anterior, e portanto H comuta com dilatagoes positivas. E se § < 0, temos que

1 f(6z — by)

Hrs)f(z) = lim— dy
(H7s)f(2) = lim— e
— lim 1 M dy
20T Jiy|>es Y
— lim 1 M dy
0T Jlyl>e Yy
= —(msH)f(w),

e portanto H1s = —715H para 0 < 0.
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Pelo resultado anterior, vimos que a transformada de Hilbert comuta com translagoes
e dilatagoes positivas, além de comutar, a menos de um sinal negativo, com dilatagoes
negativas. O resultado a seguir no mostra que estas propriedades de fato caracterizam a
transformada de Hilbert.

Proposicao 5.2. Suponha T um operador linear e limitado em L*(R) que satisfaz as
sequintes propriedades:

(a) T comuta com translagoes;
(b) T comuta com dilatagoes positivas;

(¢c) T anticomuta com a reflexdo, isto €, se (Rf)(x) = f(—x) € o operador de reflexdo,

entao TR = —RT.
Entao T ¢ um maltiplo constante da transformada de Hilbert.

Demonstracao. Como T é um operador linear e limitado em L? que comuta com translacoes,
a Proposicao 4.1 garante a existéncia de uma funcao limitada m(x) tal que

—~ A

(Tf)(x) = m(x)f(z).

Se .# denota a transformada de Fourier, vamos expressar a igualdade acima por #T =
mZ, no qual m denota o operador f — mf. Se 75 denota a dilatacao por 6 € R\ {0},
entao

(Fr)f(e) = / 5y dy

[e.e]

— 5 / % f(y) dy

= (0|7 (751 7) f(2)

para toda f € S(R), e por continuidade, para toda f € L*(R).
Reescrevendo as hipdteses (b) e (¢) como T'75 = sgn(d)7s7', segue do anterior que

om = 7 FTF ' =8| '\ FrsTF ' =6 ' FTr5:4.F 1 =5 FTF S5
= sgn(0).FT.F 15 = sgn(6)m.F.F 15 = sgn(d)mrs,

e portanto Tsm = sgn(d)mry.
Mais ainda, se f € L*(R), entao

(o) f(x) = (rs(mf))(x) = m(dx) f(0x),

e também,
sgn(0)(ms) f(x) = sgn(d)m(z) f(dx).

Igualando os termos acima, obtemos que m(dx) = sgn(d)m(x) para todo § # 0, mas
isto implica que m(z) = sgn(z)m(1), para todo = # 0, ou seja,

m(z) = C'sgn(x).
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Voltando a transformada de Hilbert, sabemos que

(Hf)(x) = isgn(x) f (),

e do anterior,

—~ A A —~

(T'f) = Csgn(z) f(z) = C'isgn(x) f(x) = C"(H f)(x),

e portanto segue do Teorema de Parseval-Plancherel que T' é um miltiplo constante de
H.

Observacao 5.1. A partir da demonstracao da proposicao anterior, é possivel obser-
var também que as tnicas transformagoes lineares e limitadas em L?(R) que comutam
com translagoes e dilatagoes (positivas e negativas) sao multiplos constantes do operador
identidade.

Com efeito, note que (I f)(z) = f(x), e se T é um operador que comuta com translacdes
e dilatacoes, entao T'ts = 757 e, analogamente a demonstracao da proposicao, 7sm = mry.
Dai, m(dx) = m(x) para todo § # 0, isto é,

m(dx) =m(§) =C, x=#0.

Assim,
(Tf)(x) = m(z)f(x) = Cf(x) = C(If)(x),

e portanto segue o resultado da observacao.

Com o objetivo de definirmos operadores em LP(R™) que possuam uma caracterizagao
analoga a da transformada de Hilbert, vamos apresentar agora algumas observagoes sobre
a interagao entre a transformada de Fourier n-dimensional e as operacoes de dilatacao e
translacao. Para isso, seja 6 > 0. Obtemos por definicao que

(@) = [ iy dy

= o [ e p)dy
= (i P (@),

que pode ser reescrito como
gT(s :5_717'571(9\. (51)

Seja p uma rotacao qualquer em torno da origem em R". Denote também por p sua
acao induzida sobre fungoes, dada por (pf)(x) = f(p~'z). Entao,
Fofw) = [ sty dy
= [ ey
= [ e dy
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= (p7)f (),
isto é,
Fp=pF. (5.2)
Seja agora m(x) = (my(x),..., m,(z)) uma n-tupla de fungdes definidas em R". Para
qualquer rotagao p, denotamos sua representagao matricial por p = (pik)nxn. Suponha

entao que m se transforme como vetor, o que pode ser escrito como m(pz) = p(m(z)), ou
mais explicitamente,

m(px) = (mi(px), ..., ma(px)) = p(ma(z), ..., ma(2)) = (Pjr)nxn(m5(2))nx1,

e portanto
k=1

para toda rotacao p em torno da origem.

s

Lema 5.1. Seja m uma fungdo positivamente homogénea de grau zero, isto €, m(dx) =
m(z), para todo 6 > 0. Se m se transforma de acordo com a igualdade em (5.3), entdo

m(x) = C’i—‘

para alguma constante C, isto ¢€,

(5.4)

Demonstracao. Note que é suficiente provar o caso em que x € S"~!, uma vez que m é
positivamente homogénea de grau zero, e assim se z € R"”,

mie) = m (i) = m (i37):

Sejam ey, . .., e, 0s vetores unitarios canonicos em R" e defina C' = my(e;). Mostremos
que m;(e;) = 0 sempre que j # 1. De fato, para toda rotacao p tal que p(e;) = ey, temos
que

1 0 --- 0
0 pa2 -+ poy
0 pn2 PN pnn
e entao para cada j =2,...,n,

mj(pe1) =m;(e1) E pikmu(€e1) E pikmmu(€r).

Logo, o vetor (n—1)-dimensional (mQ(el), ...,my(e1)) é deixado fixo para toda rotagao
neste espago vetorial de dimensao (n — 1), e portanto m;(e;) = 0 para j =2,...,n.
Com isto, obtemos por (5.3) que

mj(per) =Y pixm(er) = pjma(er) = Cpj.
k=1
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Mas se pe; = z, entdo m;(z) = Cpj1, e como pj; = x;, segue que
mj(x) = Cx;,

para todo 7 = 1,...,n, e portanto o lema esta provado.
]

Lema 5.2. Sejam ¢ uma fungdo no espago de Schwartz S(R™) e 0 < a < n. Entdo para
cada j =1,...,n, vale a identidade

/RWSO(ZU)UZ%:%/R ‘x’fm%O(x)dﬂ% (5.5)

no qual

e I' denota a fungcao Gama, dada por
(o]
[(x) :/ t"le7tdt, x>0.
0
Demonstracao. Iniciamos a demonstracao afirmando que
n _mlxl?

F (tje_“5‘t|2> () =i6" " 2mje 5, §>0.

Mas antes de provarmos a afirmacao, precisamos mostrar que vale a identidade

. —n —77‘93|2
[ ez st 5
Com efeito, note que

oo oo
_ 2 o g 512 o512 o 9
/ e wo|t| e 2mit-x dt = / . / e woty . e ﬂétne 2mitixy | || e 2mitnTn dtn L dtl
" —00 —00

n 00
LS it g
_ H/ e 7r5t]e 2mitia; dt]
j=1v7%°

Reescrevendo os expoentes da exponencial acima de forma conveniente, obtemos

—bt; — 2mitjx; = —(wot; + 2mitjx;)

= - [(H@-)Q + 2mitj; + (“/jgx]f] = %"E?

. 2
— (\/mStj + Zﬁxj) — Mﬂz,

Vo 5
e entao temos para cada j = 1,...,n que
. 2 2
9] 9] iV Ty
CSt2 oo — vmft-—i-i]) -
/ e 7r5tje 2mit;ax; dt] — / e ( J V5 5 dtj
—0o0 —0o0
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_ J o0
e 9 2
— e " du
VT J oo
2
1 L
= 5—58—%.

Logo,

n

—r8lt2 —ormit B _n _ma®

/67T5|t62mtxdt:H5 Ze” T =0 2e s ’
n

j=1
e portanto a identidade esta provada.
Voltando a afirmacao inicial, observe que

/ 627”$ yy 7T6|y|2 dy — / e / ijQﬂ—iZk xkyke_ﬂ—gzk yl% dyn e dyl

oo
27rwc 0 2mix iy —moy?
— H/ KUk = TOUR dy / y; €Y Y5 dy

k#j *
no qual
e L2mix iy —7r6y]2.d R 1 e 27rixjyj—rr5y]2-(5 o ‘)+ 271'7,313]3/]'—71'52/] Z’IJ d
yje € Yi = 5 € Yj — vy 5 Vi
—0oQ
. oo
1T 5 Py 2
_ ——du+ 'l e27rzx]yj 7r5y] dy]
(5 0 J o
27ru’ y-—7r5y o
J
271'6 —oo 5 —00
77rz? 3
= qzje 5 0 2
Logo,
o 5y 2 § s
y; €2V ey = H 2Tk Yk o= TOY} dyy, | izje 5 672
—o k#j
2 2
B U Wl - |
= He 5072 |ixje s 6 2
k#j

e portanto a afirmacao inicial esta provada.
Segue entao da Férmula de Multiplicacao 2.7 que

/ e —76|z|? ( )dl’ — Z(S / x*je_ﬂ;‘ 90(1‘) dﬁ, 6> 0.
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Agora, multiplicando ambos os lados de (5.6) por §°~1, com 3 = 1+2 < e integrando

em relacao a 9, obtemos para o lado esquerdo que

/ /5’81xje”5|x2g5(x)dxd5 = / (/ e’TMP(SBld(S) p(x)x; dx
0 n n \Jo
1 © ( u\! R
— /Rn P [/0 e (—W|x|2) du] @(x)z; da
1 /°° w1 } .
—_— e v’ du Tz dx
[ L. Pl
1 N
~ | ot e
Re (

mlz[?)?

—nmiva (14N —a T, .
Analogamente, obtemos para o lado direito de (5.6) que
5’8 1 o 2 o0 n 7TfE2
/ /n m(52+1 () deds = /n (/O T B d5) zip(r) de
—a—3

, * (wlx|*\ 2 7w|zte
= z/n [/0 (T> Tdu zjp(x)de
= @'7T_a2_1/ [/ uT e du} 2|~ a0(r) da

n LJo

a1 fa+1 z;

= im 2 F( 5 )/IR” |x|a+1g0(x)dx.

Assim, segue de (5.6) e do anterior que

X N de — i F(aTl) Lj d
. WSD(@ r = —E T (1=2) |x|a+190($) T

s 2

s T —a 2 Lj
= 72 P - o(x) dx
) o
Ly

- /R o A7) 45

0 que prova o lema.
[

Teorema 5.1. Sejam Ty, ..., T, operadores lineares, continuos em L*, que comutam com
translacoes e definidos por

(T,)(@) =i [ B o yydy, j=1..m,

€20 Jiy|>e ly|™
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Lj

= ——. Entao o multiplicador m; correspondente a T; €
|x|n+1 J J

com nicleo dado por K;(x)

dado por
T s
mj(x)='y|§|, VST

Demonstracao. Sejam ¢, ¢ € S(R™). Afirmamos que

T, T
lim [ ——2—@(x)dr = lim —_&(z) dx. 5.7
5% Jon e PN I ) o0

De fato, como a projecdo x; é uma funcao impar, sua integral se anula em B(0,1), e
entao

[ e [ G —smar [ e

z|<1 |z |tn—e |z|>1 |z |tHn—a

Tomando o limite para o — 0 na igualdade acima e aplicando o Teorema da Con-
vergéncia Dominada, obtemos para o primeiro termo a direita que

. X ~ o . Z; “ o
ly [ o) o) = [ Ret) - 0
l‘.
= lim ! p(z)dx,
e=0 Jocpp<a M
pois
E7TI . ||| . ¢
‘ an,ah@(w)—w(oﬂ < |;|1+n ligWsO(:v)Hx\ SW-
Assim,
. z; . . X A o ZE]@(ZL')
i [ et = i [ e —popars [ SR ]
a>0 a>0 = =
T; T;
= lim / —_H(x dx—l—/ ——(x dx]
5—’0[ e<fal<t T[T (@) |z[>1 ||t (=)

Lj

5(x) da,

= lim _—
e=0 Jigse 2T

e portanto vale a identidade (5.7).
Por fim, seja f € C°(R") e, para cada z € R™ fixo, seja f(z —y) = ¢(y). Entao como

F(5)(y) = / TG (2) dz = / 2V (2 dz = p(—y),

n n

obtemos que R o
p(y) = F(@)(~y) = [z +y) =™V f(y).
Mas pelo Lema 5.2, segue que

. T . . €T T
lim [ ——5—¢(z)de = lim ’Ya/ mﬁ@(%’) dx Zv/ —o(x) du,
R'n

a=0 Jpn |x’1+n—a a—0 Rn |LZ'|
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uma vez que ¢ € S(R™) e portanto |z;||x| 7 %|¢(z)] < Cla||z]~ x| < Clz| .

€
Logo, como ¢(y) = f(y)e >™*¥ e $(y) = f(x —y), segue que

lim U fle—y)dy =~ / YL f(y)e 2oy dy, (5.8)

€0 ly|>e |y|n+1 R™ ’y|

Mas pela definicao do multiplicador m;, temos que

: Yj £ —2mix-
lim |y|T]+1f(ﬂc —y)dy= [ m(y)f(y)e > dy,

e—0 |y‘25 R

no qual a convergéncia de ambas as integrais ocorre no sentido de norma L?.
Do anterior e da identidade (5.8), segue que

my(x) = 7’2—‘ f € C(R™).

Agora seja f € L*(R"). Por densidade, existe uma sequéncia {f;, }ren C C°(R") tal
que f — f em norma L*(R"). Do anterior, temos para cada k € N que

I T Fule).

(T35)() = 74

Mas como T; é continuo em L*(R™), entdo (T} f) — (T;f) em norma L2. Mais ainda,

A

como m € L®(R™), entdo m; f, — m;f em norma L?, e assim

(T;)(x) = W%f(w) = my(2) f (x),
isto é, '
my(x) = 7%, f € LAR")

[
Munidos dos resultados anteriores, podemos entao definir as n transformadas de Riesz.

Definicao 5.1. Seja f € LP(R"), 1 < p < co. Definimos as transformadas de Riesz R;
por

. Yj .
(R-f)(:p):hmcn/ fle—y)dy, j=1,...,n, (5.9)
! =0 Jiypze [yl
1 n
no qual ¢, =T (n—l— > .
2
Observe que R; é um operador definido pelo nucleo Kj(z) = ﬁl—zjl, que pode ser
€T n
Q;(x) Cnj . .
expresso como K;(z) = FI no qual Q;(z) = ™ é uma fungao positivamente ho-
" iy

mogénea de grau zero, e portanto

Qj(g)f(x—y)dy, j=1,...,n.
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Mais ainda, como cada €2; é uma fungao impar, entao

/ Q;(z) do =0,
Sn—1

e portanto ), satisfaz a condigao (4.31).
Agora, se z,2’ € S" e |x —2/| <4, entao

/
Cnj cnxj

12 () — ()] =

= — 2 <e,d=w(d
|ZL’| |l’/| Cn|‘rj $J| > Cn w( )7

e dal segue que (Q; satisfaz a condicdo (4.32), pois

/ d5—/—d5—0n<oo

Logo, segue do Teorema 4.3 que R; é um operador continuo em LP(R") para 1 < p <
o0, isto é,
1B (DI, < Ajp [l fIl, 7 =1,-5m,

para 1 < p < oo.
Segue também do Teorema 4.3 que

(ij)/\(x) :m](x)f(x), ]:17777’7

para toda f € L*(R™), no qual cada m; é uma fungao positivamente homogénea de grau
Zero expressa por

m(z) = /{—g y>+ln(ﬁ)]ﬂj<y>da<y>, Wl=1  (5.10)

(y)do(y), [z[=1

[
(g\

com

() = 7rEZ.sgn(t) +1In (HD :
Observagao 5.2. A aplicagdo L(2) = m sugerida por (5.10) comuta com rotagoes, pois
D) = [ a0 doty)
= [ a0 doty)
- /Snl (@ y)Qp~y) do(y)

-/ Y(x - y)(p2)(y) do(y)

— (Lp)Qa).
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Note também que os ntcleos

x]_ 'CETL
(Kl({E),. . ,Kn(l‘)) =Cn <W7 ) |l’|n+l)

satisfazem a igualdade em (5.3), isto é,

Ky(pr) = 3 pufl@), 5= 1.
=1

Cn

De fato, como K(x) = P
T n

Id(x), entao

C, C, c

pK(z) = |3[/_‘T+1p(1d(%)) = Pt ‘xﬁﬂfd(px) = K(pz).

Segue da comutatividade da aplicacao K; — m; com rotacoes que os multiplicadores
m; também satisfazem a igualdade em (5.3), pois

m(pz) = /Snl v(pz - y)QUy) do(y)
_ / A p )y K () do(y)
= /Sn_l Y(@ - y)ly["K(py) do(y)

= [ el oK) daty)
= pm(z).

Assim, como cada multiplicador m; é positivamente homogéneo de grau zero e satisfaz
(5.3), segue pelo Lema 5.1 que

m;(z) = L

! Edn

Mais ainda, aplicando o Teorema 5.1 para as Transformadas de Riesz, obtemos que

$.
m](x) = n7ﬁ7
no qual
1\ wn . (3 1
cnyzf(n—i_ )7? R 7(122 =T éI’(—):z,
L (%)
pois

i

|

Logo, m;(z) = i—=, e entao

(R, f)(z) = i?jf(:v), j=1,...,n (5.11)



Podemos entao expressar a transformagao (5.3) agindo sobre as transformadas de Riesz
do seguinte modo:

pRip ' f = Z priRef- (5.12)
k=1

De fato, como

(B, f)(w) = lim e, /| B s =)y,

e—0 y|>e |y
entao
_ . Y
Ri(p™ f)(x) :hmcn/ fpx — py) dy,
’ &0 ly|>e ‘y’nﬂ
e portanto

(pRip™ ") f(z) = lime, / U f(p px — py) dy

e—0 y|>e |y|n+1
. Yj

= lime, T — d
lim /yIZe |y‘nﬂf( py) dy

- . fle—2)

= limcn/ P G
Jk -1 1
e—0 lp~1z|>e —1 |p Z|n+

. - flz—y)
= lim Cn/ Priyk— 5 dy
50 v Z J |y|n+1

1>e =1

— ;ij (ll_rf[l)cn /y|>£ WTJTk“ﬂx —y) dy)
= (Z ijRk> /().
K1

De forma andloga ao que ocorre com a transformada de Hilbert, o resultado a seguir
nos mostra que as propriedades citadas acima caracterizam as transformadas de Riesz.

Proposicao 5.3. Seja T = (11,...,T,) uma n-tupla de transformagoes limitadas em
L*(R™). Suponha que

(a) Cada T; comuta com transla¢oes em R";
(b) Cada T; comuta com dilatagoes positivas;

(¢) Para cada rotacdo p = (pji)nxn em R", vale a igualdade
pTip'f =) ouiTet.
k=1

Entao cada T; é um maltiplo constante da transformada de Riesz R;.
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Demonstragio. Como cada T; ¢ linear, limitada em L*(R") e comuta com translagoes,

sabemos pela Proposicao 4.1 que existe m; tal que (T} f)(z) = m;(z)f(z), para cada
j=1,...,n. Se .Z denota a transformada de Fourier, expressamos a igualdade anterior
como ﬁ Tj =m;Z.

Assim, como cada T comuta com dilatacoes positivas e #1715 = §"715-1.% para cada
dilatagao 75, 0 > 0, temos que

Tsm;F =155 13 =0 "Frsly =0 "FLirs—1 =0 "mjF15-1 =08 "m;0"15.F = m;Ts.F
e portanto 7sm; = m;7s, no qual
(rsmy) f(x) = (1s(m; f))(x) = m;(0x) f (o),

e também,
(my7s) f(x) = my(z) f(0),

para toda f € L*(R"). Logo, cada m; ¢ positivamente homogénea de grau zero.
Por fim, a hipétese (c) implica a condicao (5.3), pois como FT; = m;#, temos que

mjpfl — yijflpfl = jpilyily

e assim

pmpt = pFTip T = Fplip  \ F ' =F (Z pijk> 7!
k=1

- (Swn) 7= (L) 2 =S
k=1

Logo, pm;p~t = >~ pyjmy, no qual
k=1

(pmjp~ ') f(x) = (pmy) f(px) = p(my(x) f(px)) = my(p~ x) f(x),

e também
(Z pk:jmk) flz) = Zpkj(mk(m)f(m)) = <Z pkjmk(x)> f(x).

Do anterior, m;(p~tz) = Y pryme(z) = p~tm;(x), isto é, m;(px) = pm;(z), para
k=1
toda rotac@o p em torno da origem, e portanto m; se transforma como em (5.3).
x .
Logo, segue pelo Lema 5.1 que m;(z) = C—%, e portanto Tj = CR;, paraj =1,...,n

i

Como aplicagao, vejamos a seguir que a transformada de Riesz pode ser utilizada para
estimar alguns operadores diferenciais.
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Proposigao 5.4. Suponha f € C*(R™) e seja A o operador Laplaciano, definido por

Entao temos a sequinte limitacao a priori:

o2

ijaxk
Demonstracao. A desigualdade (5.13) segue de forma quase imediata se provarmos a
identidade

<A Afll,, 1<p<oo. (5.13)

p

02 f
6mj8xk

= —R;R;Af. (5.14)

0
Para isso, lembremos que se f € L', entao a transformada de Fourier de —f é dada

655]'

por —27Tixjf(x), e assim

(32 zaJ;k)A(x) = —2miz;(—2mizg f(z))

= —dntz;zf(x)
= - (1) () oo
Por outro lado, temos que
-~ —z':z:j . —Z.TJ’ZSL’_]C -~
_(RijAf)@j):W(RkAf)(x) 2] |$|( (=),
no qual
_ N (9
CIEDY (52) @
= z”: [—QWi:Bj (—27T?:xjf($)>:|
= 3 [-4aif@)
= —4n’[a]’ f(2).
Logo,
B RAS) = T (el (o)

- (8Z2gxk )A(x)’
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para toda f € C?(R") C L*(R"). Utilizando o Teorema de Parseval-Plancherel, a identi-
dade (5.14) estd provada.
Da identidade (5.14), obtemos que

para 1 < p < 0o, e portanto vale a desigualdade (5.13).

o0 f
Ox;0xy,

= 1R Bx &SI, < Ajp (1B ATN, < Ajpdip AL, = Ap [AS,

‘ p

Observagao 5.3. Apesar da estimativa anterior, a desigualdade

0*f
Oz ;j0xy,

<w>\ < A, |Af(@)

nao vale pontualmente. Como exemplo, considere a fungao ¢ € C>(R?) tal que ¢(z,y) =
1se|(z,y)| <1esecja f(z,y) = zyp(z,y). Entao f € LP(R?), 1 <p < oo, e

0 f 0% f
Af(0,0) = @(0,0) + 3_y2(0’0) =0.
Por outro lado,
0 f
m(@o) =(0,0) =1,

e portanto a desigualdade acima nao é valida pontualmente.
Proposigao 5.5. Suponha f € C1(R?). Entao temos a sequinte limita¢do a priori:

'g af of . of

ox 1 8272 ox 1 8x2
Demonstracao. A demonstragao seguird, de forma andloga a demonstracao da Proposicao
5.4, como consequéncia da identidade

of _
8:1:j_

<A

< p‘ , 1 <p<oo.

p

i

p p

—R;(R, —iRy) (ﬁ + iﬁ) . =12 (5.15)

Assim,

- (Rj(Rl —iRy) (g—gi + z'g—;;)) (z) = _|;”|‘“ﬂ <(R1 —iRy) (g—i + i?—i))@)

=iy | —iw (Of | OfN, . [ —iwe (Of | OfY
~ Tl [m (axﬁ‘axz)(x) ( ] (aﬂ@a@)(””))]
T ixij

_ (—2miz f() + 270> (2)) — o (—2miz1f(2) + 272 (2))

|z

o x? 1X1T 1X1T x2
= —2mxjf(ac)( L 2 2y 2)

N N o L




= —2miz; f(z)

- () @

para cada j = 1,2 e f € C}(R?) C L*(R?), e portanto vale a identidade (5.15). Logo,

of af || < . of  of
’axl ) ‘8:(:2 ) = ]Z:; R;(Ry — iRy) <8x1+28x2 )
of . of
< A =L 4L
B P (9961 +Z81}2 p7

0 que mostra a proposicao.

5.2 Integrais de Poisson e Aproximacoes da Identi-
dade

Nesta secao, vamos considerar o espaco R™ como o hiperplano que constitui a fronteira
do espago (n + 1)-dimensional RTI, dado por

R = {(z,y);z € R",y > 0}.

Para uma funcao f definida em R", vejamos que a integral de Poisson de f ¢é a solugao
para o seguinte problema de Dirichlet para ]RTLI: encontrar uma fun¢ao harmonica u(z, y)
em R cujos valores de fronteira em R™ sdo dados por f(z).

Assim, vamos estudar a solucao deste problema no contexto da teoria em L?(R").
Para isto, seja f € L?*(R"™) e considere

u(z,y) = flt)e 2mitee=2mltly g g > 0. (5.16)
R

Observe que a integral acima converge absolutamente, uma vez que e~2"*v ¢ L2(R").
De fato, note que

_ 2 _
e 22 = / o—iltly gy
n

— O,(snl)/ 6747rryrn71 dr
0

— O'(Sn_l)/ 6—271'7’3/ (6—27rry,r,n—1> dr
0

IN

_< ,
2my >

—27rry,r,n—1

pois e ¢ decrescente e limitado em [0, 00), e portanto

/ F@)le 2™ dt < ||l [Je2]|, < oo,
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Mais ainda, realizando-se a operacao de diferenciacao sob o sinal de integragao, obte-
mos que

Pu = 0%
Au=— + =0,
Oy? ;

T =
— Ox;

uma vez que u(x,y) satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.12. Com efeito, observe que para
cada t € R” fixado, a funcao

~

’U(.Z‘, y) _ f(t)e—Zm't-ze—%rMy

é continua e todas as suas derivadas parciais existem e sao continuas. Além disso, temos

/R v / M

_ / 2t F ()] e~2"W gt < oo,

(=27 [t]) f(t)e2mitwe2m| gt

(% [f(t)eqmt.xef?w\tly}

pois f € L2(R") e |tle~ 2"y e L2(R™). Analogamente, temos também para cada k =
1,...,n que

/.

0 |:f(t>€—2m't-me—27r\t|yi|

6xk

it = / et | F (1) ]e=2Y it
< /27r\t]|f(t)\e2”|t|ydt<oo.

Aplicando o Teorema 1.12; obtemos que

u 21412 ¢ —2mit-x ,—2m|t|
—(x,y) = 4re|t|“ f(t)e e Ydt. 5.17
oy? n

E para cada k= 1,...,n, temos que

Ou 0 () om2mi 5, i o= 2rlly
. - LODRTES s dt
= / (—27m'tk)f(t)e_Qm'xe_%'t'y dt,

e portanto

2 A~ .
%(x, y) = / (—4rt) f(t)e mtee 2 gt k=1,...,n. (5.18)
k n

Assim, como

A2t + —An* ) = Ar? |t —4r? Y 2 =0,
k k
k=1 k=1
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concluimos por (5.17) e (5.18) que

kz axk

Antes de enunciarmos o proximo resultado, precisamos ainda de mais uma observacao:
a funcao u(z,y) — f(x) em norma L? se y — 0. Com efeito, como

U(ZE, y) _ f(t)e—%rit-a;e—%r\ﬂy dt = F~1 (f(t)e—%rhﬁ\y) (l’),

RTL

segue do Teorema de Parseval-Plancherel e do Teorema da Convergéncia Dominada que

lu=fll, = [#7 (fe2) =775
— |z (fe—27r\t|y _ f)
- i),

= </n ]f(x)\2|e_2”|z‘y — 1|2dx> i — 0

se y — 0, uma vez que |f(z)]2]e 2" — 1|2 < 4|f(@)2 e |e 27l — 112 = 0 se y — 0.
Logo, u — f em norma L? se y — 0.

Vejamos agora que a solucao do problema de Dirichlet pode ser escrita sem o uso
explicito da transformada de Fourier. Para isto, definimos o nicleo de Poisson P,(x) por

2

P,(x) :/ e 2mitee= 2ty gt gy > 0. (5.19)
A proposicao a seguir nos permitird escrever a fun¢ao u(x,y) como a convolugao
u(z,y) = (P, * f)(x). Dizemos, assim, que u(x,y) é a integral de Poisson de f.

Proposicao 5.6. O nicleo de Poisson pode ser escrito explicitamente como

n 1 —n—
Py(.ilf) - o ntiy  Cn = r (n i ) WTl- (520)
(ol +17)°F 2

Demonstrag¢ao. Para provarmos a igualdade (5.20), vamos precisar das seguintes identi-

dades:

—z|?

(a)/ e MM 2t gt — §3 e T 6> 0;

2
1 X e~ Ue Ty

D=7 T

du, ~v>0.
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A identidade (a) j foi provada no Lema 5.2. Com objetivo de deixar a demonstragao
mais clara, vamos provar a identidade (b) apés a demonstragao da proposi¢ao. Aplicando
assim a identidade (b) para o termo e~2"*¥ que aparece no integrando em (5.20), obtemos

que

()

a2y
Escrevendo e«

do anterior que

0 que prova a proposicao.

_ 2
—e wo|t|

—4n?|t|
—Uu

w2252
e YT

2y2
(& (& 4u
_ du) dt
—e u

(U

00 U 2,252 '
/ e #6727” Z]. tix; dtn L dt1> du
\/—

—n?y?[e|? :
</ e it g~ 2mitx dt) du.

du) e ML Gty

, com ) = ”Tyz > 0, e aplicando a identidade (a), temos

—r|z|?
1 /°° eUi 2 e =
— —du
VT Jo Vu

L [T
N NS

™
y—n

T 2
w"¥1 v+ [zl o y? + |zf?

n—1
2
)dt

Demonstracao da identidade (b). Provemos primeiramente que

id +/ eIt dt
T (Y + [22)*F Jo
n+1
y n+1 F ( ) bl
[m(y? + |2|?)] 2 2
||
_ 1 [ e®



calculando a integral acima por meio do Teorema dos Residuos, presente na pagina 112
Yz

——, que possui duas
+ 22

da referéncia [1]. Para isso, defina f : C — C por f(z) = .

singularidades isoladas em —1¢ e 1.
Considere entao a curva o dada pelo semicirculo superior de raio R > 1 centrado na
origem em C, isto é, 0 = 01 + 09, no qual

oi(t) = Re™, telo,n),
oa(t) = (t,0), te[-RR]

e note que a singularidade ¢ pertence ao interior da curva o.
Assim, como o = 01 + 09, entao

/U f()dz = / e / ECLE

R eifyt
dz = ——dt.
/0'2 f(Z) - /R 1+ t2

Para a integral sobre o1, note que |1+ 22| > |2]* — 1 = R?* — 1, e também

no qual

|eiwz| — |ei7(m+iy)| — ‘eiwe—w| <e W<,

poisy>0e0<y<Rsezec {o}. Assim,

e? 1 1 ™R
d dz| < —— |dz| £ ——— dz| = ———— — 0
/alf(Z)Z /011—|—22 Z'— al|1‘|‘22||z|_R2—1/01|Z| R2 -1

se R — oo.
Mas por outro lado, sabemos que f é uma fungao analitica em C\ {—i,i} e o é uma
curva que satisfaz as condi¢oes do Teorema dos Residuos, e assim

2mie™ " T

/f(z)dz:27riRes(f,i)— T

29 el
uma vez que o residuo de f em 7 é dado por
N , (=) (z—0)e e
Res (f,1) = lm(z =) f(z) = lim === = lim === = 5~

Logo, concluimos que

0 iy R e
/ der = lim dx
oo L2 R—oo | _p 1422

— lim /U f(2)dz

R—o0

= ]%1_{20 {/Uf(z)dz—/alf(z)dz}

116



o que prova a igualdade em (5.21).

Prosseguindo com a demonstracao da identidade (b), observe que o termo 52 pode
x
ser expresso pela integral
00 —(14z2)u o
/ 6_(1+I2)u du _ —e€ ( + ) _ 1 '
B 1+ a2 . 1+ a2
Mais ainda, segue de forma andloga a demonstragao da identidade (a) que
o o0 i 2 2 2
/ e gy = / 67<ﬁx7ﬁ) Iy = ﬁe_%u.
—0o0 —00 \/a
Realizando a substituigdo em (5.21), obtemos que
e’ = e “du dx
T J -0 0
1 oo oo
= —/ e (/ e e’ d:v) du
™ Jo —00
1 [ 2
= —/ e (ﬁe_zu) du
T Jo Vu
_2
1 e e mu
= du,
VT Jo Vu
o que prova a identidade (b).
[

O resultado a seguir lista algumas das propriedades do ntcleo de Poisson.

Proposigao 5.7. (i) A integral de Poisson u(z,y) de uma fungio f € L*(R") pode ser
expressa como a convolugdao entre Py e f, isto €,

uo) = [ PAOS )t = (B, 1)(o)
para toda f € L*(R™).
(i1) Py(xz) >0
(111) Py(x)dr =1, y>0.
Rn
() P, € positivamente homogénea de grau —n, isto €, se € >0,

P(z)=c"P (g) .
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(v) P, € uma funcdo decrescente de |x| e P, € LP(R™) para 1 < p < oo.

(vi) Se f € LP(R"), 1 < p < oo, entdo sua integral de Poisson é harménica em R

(vii) Se y1,y2 > 0, entdo Py, x Py, = P, 1,,, isto €, a aplicagao y — P, é um homomor-

fismo de semigrupos.

Demonstragio. (i) Primeiramente, note que P, € L'(R"), pois pela Proposi¢ao 5.6,

CnY
IR = [
T e (e g

n—1

o r
= o(s"! cny/ —dr
e (r2 +y2)"

1 rn—l [e’e} ,,,,TL—I
— o—(sn—l)cny / —_— dr—{—/ —x dr
o (r2+y?) 2 1 (M +y?) e

[ee] n—1
< C1+Cz/ S ——dr
NG

<1
< 01+CQ/ —2d7"<OO.
1 T

Logo, segue da Desigualdade de Young que P, * f € L?(R") para f € L*(R"). Mais
ainda, temos pela defini¢do do niicleo de Poisson que P,(z) = .Z (e 2"W)(x).

Aplicando a transformada de Fourier .%, obtemos que
F (Byx ) (@) = Py() f(x) = >0 f(a),
e também, para y > 0 fixado,
F(u)(x) = f(x)e >,

pois a integral de Poisson u(x,y), vista como fungao de z € R™, pode ser expressa
por

u(w.y) = [ f(pe e gy = 7 (fer ) ),
Rn

Logo, u(z,y) = (P, * f)(x).
Este item segue diretamente da Proposicao 5.6.

Como observado no primeiro item, o niicleo de Poisson pode ser expresso por P,(z) =
F (e ?Mt)(z), e portanto P,(z) = e~?*¥. Mas como P, € L'(R"), a igualdade
anterior é equivalente a

/ TP, (1) dt = e~ 2T,

Tomando x = 0 € R" na igualdade anterior, concluimos que

/n P,(z)dx = 1.
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(iv) Basta observar que

n+1

T Cn, Cn Cn€ n
h <g) - 2 e RPNE (|z[* + Q)nTH = &"Fel).
(I2[*+1) [ (l2” +&2)] e

(v) Pela Proposicao 5.6, P,(z) > 0 e Py(x) — 0 se |z| — oo. Logo, P, é uma funcao
decrescente de |z| e, como P,(0) = C—Z, segue que P, € L>(R™). Mais ainda,
sabemos pelo primeiro item que P, € L'(R").

Agora se 1 < p < 00, note que

p
inl = [ ( “”y))w o
n 2

2] + 3

7nnfl

dr

— (cawro(s) [ ) Erre

rP+y?) e
> 1
< C/O md’f‘<0®,

pois p(n+1)—n+1>(n+1) —n+1=2. Logo, P, € LP(R") para 1 < p < oc.

(vi) Note que este resultado j& foi mostrado para f € L?(R"). Para 1 < p < oo, vamos
mostrar primeiramente que P,(x) = P(z,y) é uma funcdo harmoénica em R, Por
definicao, sabemos que

Note que P(x,y) satisfaz as condigoes do Teorema 1.12; pois a integral acima con-
verge absolutamente e

/8
Rn”

Ay

[6—27rzt~a:6—27r|t\y}

dt = / or[t|e 21 dt

[o@)
— C’l/ e 2™ dr
0

o0
= C’l/ (r”e’”y) e "Ydr
0
[o.¢]
< Cg/ e " dr < 0.
0

Analogamente, para cada k =1,...,n,

J.

Aplicando o Teorema 1.12, obtemos que

2P .
53 ({L‘, y) _ 47T2|t|2/ e—27rzt~ac€—27r|t\y dt,
)

8azk

P .
[e’Qﬂlt'Ie’Q’r't'y] dt = / 27r|tk\672”|t|y dt < 0.

n
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e paracada k=1,...,n,

o0*P .
el (x,y) = —47r2t2/ e 2mitw o =2mltly gy
mk n
Logo,
O*P — ?P
AP = il —
(2, y) 0 (2, y) +’; o7 (z,y) =0,

e portanto o nucleo de Poisson Py(x) = P(z,y) é uma funcao harmonica.

Mas agora, como

n

m%w:(%*n@g:/‘g@—wﬂwﬁ

entao

0*u - u

— Rn%(w—t,y)f(t)dt—l—Z/ az—P(l'—t,y)f(t)dt

= | APz —t)f(t)dt =0,

]Rn
e portanto u(x,y) é uma fun¢do harmonica.
(vii) Sejam yy,y2 > 0. Pelo item (iii), sabemos que f’;(x) = e 27V e assim

—_

(Poy 5 P (@) = By (2) Py ) = - 2rene i — st

Logo, como P,, * P,, € L(R"), temos que

n

(Pyl * Pyz)(x) =7 (672W‘tl(y1+y2)) (33) = / et 2mlilitue) gy — Py1+y2 (x)

[
O resultado a seguir descreve o comportamento de fronteira das integrais de Poisson.

Teorema 5.2. Suponha f € LP(R"), 1 < p < 00, e seja u(x,y) sua integral de Poisson.
Entao

(a) sup |u(z,y)| < M f(zx), no qual M f denota a fun¢ao maximal de Hardy-Littlewood
y>0

de f.

() limu(e.y) = f(@) et

(c) Sep < oo, u(x,y) converge a f em norma LP se y — 0.
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Este teorema serd provado em um contexto mais geral, valido também para apro-
ximacoes da identidade, definidas a seguir.

Definigao 5.2 (Aproximagao da Identidade). Seja ¢ uma fungdo integrdvel em R™ tal
que fR" o(x)dx = 1. Para cada € > 0, considere @. definida por

we(r) = e "p(e ).
Dizemos entao que {ps;e > 0} € uma aproximacao da identidade.

Teorema 5.3. Sejam ¢, ¢. como na definicao anterior. Suponha que o menor majorante

radial e decrescente de ¢ seja integrdvel, isto €, se (x) = sup |p(y)|, entdo
ly|>|z]

(x)dr = A < 0.
Rn

Entao para tal valor A, sao vdlidas:
(a) Se f € LP(R"), 1 <p < o0, entdo

sup [(f * pe) ()| < A(M f) ().

e>0
(b) Se fe LP(R"), 1 <p < o0, e [p. o(x)de =1, entio

im(f +pc)(z) = f(z) ¢.t.p.

(c) Se [gnp(r)dr=1ep< oo, entdo ||f * . — fI, = 0 see— 0.

Demonstragao. Provemos primeiramente o item (c). Para isto, precisamos da seguinte
afirmacao:

Afirmagao: Se f € LP(R"), p < o0, e A(y) = || f(x —y) — f(2)][,, entdo A(y) — 0 se
y — 0.

De fato, note que se g € C!(R"), entao g(x —y) — g(x) uniformemente se y — 0, isto
é, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |g(x —y) — g(z)| < e se |y| < J. Logo, se |y| <9,

low~ ) = g@l; = [ gl =)~ @) dy < Pm(suppy)
supp g
0 que prova a afirmagio para o caso em que g € C!(R"). Agora, se f € L*(R"), p < oo,
temos por densidade que existem fi € CH(R") e f tais que f = fi + f2 e [|fof, < 0.
Definindo A (y) = [|fi(z —y) — fi(@)[], e Da2(y) = || fo(z — y) — fa(2)],, temos que

Aly) = [fl@—y)— f@)l,
< |[[fitz —y) = Ai@), + [ folz —y) = fol2)]l,
= Ai(y) + Aa(y),
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para os quais sabemos que A;(y) — 0 se y — 0, uma vez que a afirmagao é vélida para
f1 € Ccl (Rn), (§]

Ao(y) = ol = y) = fa(@)ll, < [lfole =), + I 2(2)], = 2| f2ll, < 20.

Logo, A(y) — 0 se y — 0, o que prova a afirmagao.
Agora note que podemos escrever

frp.—f= Rn[f(x —y) — f(z)]p=(y) dy,
uma vez que

[ ey =@ [ e = 1@ [ ey = fa)

n

Dai, obtemos pela Desigualdade de Minkowski para Integrais que

1f*p-—[fll, = s I(f %@ — f) ()] dx} ’

_ /

) / : ( 1@ =w) = F@)llee() dy)p J

p

1
d:z:]

[ 1@ =) = @)oo dy

= /( Rn|f(w—y)—f($)|p|¢a(y)lpdx)p W
=/ 1f(x—y) = f@)l, lve(y)| dy
- / Ale(e )l dy

= Aey)|e(y)| dy.

Rn

Mas note que, como

Aley) = lf(z —ey) = f@), < f (& —ey)ll, + [ F @)l = 2[[f]], < oo,

entao

Aley)le) < 2| fll, leW)l,

no qual ¢ € L'(R"), e portanto segue pela afirmagao anterior e pelo Teorema da Con-
vergéncia Dominada que

[1f e = fll, = 0

se e — 0, 0 que prova o item (c).
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Para o item (a), seja ¥(z) = sup |p(y)|, assim como definida no enunciado. Como 9
[y|>|z]

¢ uma funcao radial, podemos escrever, com um certo abuso de notagao, ¥ (z) = ¥(r) se
|x| = r. Mais ainda, note que 1 é de fato uma funcao decrescente, pois

Y(z1) = sup |p(y)| > sup |p(y)| = ¥(r2)

ly|= |21 [y|>|z2]

se |z1] < |xg|. Assim,

[ o M@ de 2 v / & = Crp(r).

2 3 <la|<r

Como 1) é decrescente e 1 € L'(R"), entao 7" (r) — 0 se r — 0o, pois r"(r) <
c! f£<|x| Y(x)dr — 0 se r — oo. E também, temos pelo Teorema da Convergéncia
5<

Dominada que

Criip(r) < /

5<|z|<r

v)de = [ b@ngemen (o) d =0

ser — 0.
Para provarmos o item (a), precisamos provar que

(f x ) (x) < A(Mf)(x), (5.22)

no qual f >0, f € LP(R*), 1 <p<o0,e>0, [p.0(x)de =Aep(x) =e)(e ).
Note que a desigualdade (5.22) é invariante por translagdo em relagao a f e invariante
por dilatacao em relacao a 1, isto é, tal desigualdade é equivalente a

(Taf * e)(x) < AM(T, f)(x), (5.23)

no qual (7, f)(z) = f(z — a). Com efeito, é imediato que a desigualdade (5.23) implica a
desigualdade (5.22). Por outro lado, assumindo (5.22), temos que

Froe—a) = [ fa-y=avdy= [ @)= n)oto)dy = (Tf = 0)a),

n

mas por (5.22),

(f * ) (@ —a) S AM f)(x — a) = AM(Tof)(x),

e entao
(Tuf * ¥e)(z) < AM(T.f) ().

Mais ainda, como A = [o, ¥(x)dx = [, ¥.(x) dz, para todo € > 0, e 1. também é
radial e decrescente, segue portanto que a desigualdade (5.23) vale para todo € > 0.
Da equivaléncia anterior, é suficiente portanto provarmos que

(f *)(0) < A(Mf)(0). (5.24)
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Para isto, assumimos que M f(0) < co. Assim, definindo

A(r) = flrz)do(x) e A(r)= f(z)dx

Sn—1 lz|<r

entao A(r) = [ A()t" ! dt, pois

/r)\(t)tnldt = / ( ftx )do(z )t” Ldt
0 0 Sn—

Assim,
(f *4)(0) = o f(@)(x) dx = /0°° A (r)yr™ =t dr = ll_r)% () (r)yr™t dr.

(f*4)(0) = lim

Realizando integracao por partes na ultima integral da igualdade acima, obtemos que
e—0

iy N - [ a0 dwm]

= lim {w(N)A(N) —Y(e)A(e) —/ A(r) dw(r)} . (5.25)

P(r)A(r)

e—0
N—oo

Mas note que

A(r) = f(z)dx

|lz|<r

= [ fds
B(0,r)

— m(B0.0) | fa)ds|

1
m(B(0,7)) /B(O,r)
1
< m(BO0.1) sup s /B(O,S)m) dx

= r"m(B(0,1))M f(0),
e portanto segue da observacao feita anteriormente que

P(e)A(e) < 9(e)e"m(B(0, 1)) M f(0) —

se € — 0, e também,
V(N)AN) =0



se N — oo. Voltando a igualdade em (5.25), temos que

e—0
N—oo

0O = |- [ NA(r)dwr)}

_ /O T AG) d(—(r)
< m(B(0,1))M f(0) /OOO r*d(—(r))
:o+n/ooow(r)7‘”_1dr]

= m(B(0,1))M f(0)n /000 Y(r)yr"tdr

= m(BONMIO) g [ wlw)de

= m(B(0,1))M f(0) [—r%(r)

= AMf(0),
pois ¢ é radial e nm(B(0,1)) = o(S™!). Logo, as desigualdades (5.24) e (5.22) estao
provadas. Tomando o supremo sobre todo £ > 0, obtemos o item (a).

Provemos, por fim, o item (b). Para isso, observamos primeiramente que se f; €
C.(R™), entao (f1 * ¢-)(x) — fi(x) uniformemente se € — 0. De fato, para todo =z € R”,

)~ firedo)l = |Ato) = [ Ao

= |a@ - [ et i

— | [ sweman- [ fite-eno i)

R

IN

- [fi(2) = filz — ey)lle(y)| dy

< sup |fi(x) — fi(z — ey - lp(y)| dy

yeR?

< Csup |fi(z) — filzr —ey)| — 0

yeR™

se € — 0, pois @ ¢é integravel e f; é uniformemente continua.

O argumento que vamos utilizar a seguir é andlogo ao que foi utilizado na demonstracao
do Teorema de Diferenciagdo de Lebesgue. Pelo item (c), sabemos que, para p < oo,
f*pe — f em norma LP se € — 0, e portanto existe uma sequéncia {&y }ren que converge
a zero e tal que

(f * e ) (2) = f(2) a-t.p.
Basta entdo mostrarmos que o limite pontual lir%( [ * pe)(x) existe em quase toda
E—

parte, pois caso este exista, seu valor deve ser f(x) por unicidade. Para isso, vamos supor
sem perda de generalidade que f * . seja real. Para o caso em que f * . assume valores
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complexos, basta aplicar o resultado para as partes real e imaginaria. Considere entao a
fungao Qs definida por

Qp(z) = limsup(f * @) (x) — lim inf (f * .) (),

e—0

e note que o limite lir%(f * ) (x) existe em quase toda parte se, e somente se, Q¢(x) =0
E—
em quase toda parte.
Mas pelo item (a), temos que sup |(f * ¢.)(x)] < A(Mf)(z) para toda f € LP(R™),
e>0
1 <p<oo. Assim, Qs(z) < 2A(Mf)(x) e, como

[ee)

{x e R Qp(z) > 0} = U {;1: e R"; Qs(z) > %},

k=1

entao

m({z € R Qp(x) > 0}) < im ({x R0, (x) > %D

< kf;m ({x € R™: Mf(z) > ﬁ}) C (5.26)

Lembremos agora que, pelo Teorema 3.1 a respeito da funcao maximal de Hardy-
Littlewood, a transformagao f — M f é do tipo fraco (1, 1) e do tipo (p, p) para 1l < p < oo,
e em particular do tipo fraco (p,p) para todo 1 < p < oo, e portanto

m({oerinse> g b) < ecoanr s,

Agora, como f € LP(R"), 1 < p < oo, dada § > 0 qualquer, podemos escrever
f=fi+ f2, no qual f; € C,(R") e || faf, < . Mais ainda, vale

Qf<x> = hmsup(f * (p€>(33) - hlgn_}glf(f * (ps)<x)

e—0

= limsup(fi * @ + fo* @.)(x) — hgiglf(fl * o + fa* o) (T)

e—0
< <lim sup(f1 * p.) + limsup(fa * p.) — liminf(f; * ¢.) — iminf(f5 * gog)) (x)
e—0 e—0 e—0 e—0
Qfl <I> + Qf2 (l’)
= QfQ (iL‘),

uma vez que f; € Co(R™). Assim, como Q(z) < Qp,(z), entdo a condi¢ao Qy(z) > ¢
implica que Qy,(z) > %, e portanto

m ({x € R"; Q(z) > %}) = m ({x € R Qp(e) > %})
< m ({x € R M fo(z) > ﬁ})
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< (2CAR) | fall?
< (20, Ak)PsP.

Como 0 > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, temos que

m ({x e R"; Qp(x) > %}) =0,

e portanto segue da desigualdade em (5.26) que Qs(z) = 0 em quase toda parte, o que
prova o item (b) para 1 < p < 0.
Suponha agora que f € L*(R™). Neste caso, é suficiente mostrarmos que lirré( f
E—r

¢:)(z) = f(z) em quase toda parte em uma bola B C R" fixada e centrada na origem,
uma vez que o espago R" pode ser expresso como uma uniao enumeravel de bolas centradas
na origem e a uniao enumeravel de conjuntos de medida nula possui também medida nula.

Considere entao B; uma bola que contenha B estritamente e seja § a distancia de B
ao complementar de B;. Defina funcoes f; e fy tais que

) f(x), x€ By,
fi(z) = {O, r ¢ B,

e fo = f — f1. Note que f; € L*(R™), pois

[ 1n@lds = [ 1@ @) ds < lom(B) < o

e portanto a conclusao do item (b) vale para f;. Por outro lado, segue da definicao de f;

que
o f(ZL'), xz @é Bl,
Jax) = {o, r € B,

e assim, dado = € B, fo(x —y) = f(x) # 0 se, e somente se, z —y ¢ By. Mas se y é tal
que x —y ¢ By, entdo |y| > J, pois caso contrario terfamos que |z —y| < |z|+|y| < rp+9,
no qual rg é o raio de B, e entao x — y pertenceria a Bj.

Assim, dado x € B, temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

|(f2 % e) ()] =

. fo( —y)e(y) dy‘

/ fo(z — y)p:(y) dy
r—y€EBY

StADbJﬁw—ym%@H@
< —n )| d
< flle Awaweyﬂy

— 1l [, lewldy

yI>
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= 11 [ Il dy =0

se e — 0.
Por fim, temos que f = f1 + fo e

(f * ) (@) = (fr % @) (@) + (f2 * oc) (),

no qual (fy*x p:)(z) = 0e (f1 *xpe)(z) = fi(x) q.t.p. se e = 0. Mas como fi(z) = f(x)
em B, concluimos que

(f xp)(x) = f(x) q.t.p. em B,
e portanto o item (b) estd provado.
u

Observacao 5.4. O Teorema 5.2 segue diretamente como consequéncia do Teorema 5.3.
Com efeito, tomando ¢ = P; e p. = P., sabemos pela Proposicao 5.7 que P; é integravel
e P.(x) = "Pi(e 1 x) = p.(), e > 0. Mais ainda, sabemos pela Proposicao 5.6 que

Cn

= s

é radial e decrescente, de forma que podemos tomar ¥ (x) = () = Py(z) e

. W(x)de = /n Pi(z)dx = 1.

Por fim, como u(z,y) = (P * f)(x), concluimos que o Teorema 5.2 segue diretamente
do Teorema 5.3.

Corolario 5.1. Sejam ¢ e . como no Teorema 5.3 e suponha que fRn x)dr =1. Se
f € uma fungdao continua e limitada em R™, entao (f * p.)(z) = f(x) umformemente em
subconjuntos compactos de R™.

Demonstracao. Sejam o > 0 e K C R"™ um compacto. Como ¢ ¢é integravel, existe A € R
tal que f WIS lo(y)| dy < 6, e portanto temos para cada z € K que

f@) = ()@= | 1f(@) =l —ey)llel)]dy
= [ @ e el [ 150~ sta= ety

ly|>X
< sup |f(x) = fz —ey)| ) A|80(y)|dy+2Hf||oo5
<A v
< C| §11|le |f(x) = f(2)] + 2] fllc &

< (C+2]flle)d,

poisx € Kez=ux—c¢cy € K', no qual K’ é outro compacto em R". Como § > 0 é
arbitrario, segue o resultado.
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Em particular, os resultados anteriores mostram que, dada f continua e limitada em
R", existe uma fungao

w(z,y) = (f* Py)(x) = [ [flz—yt)Pi(t)dt
R
que é continua no fecho de R’"!, harmoénica em R}*! e cuja restricdo a fronteira ¢ dada
por f. Logo, o problema de Dirichlet estéd resolvido neste caso.

5.3 Funcoes Harmonicas

Veremos nesta secao algumas relagoes entre as transformadas de Riesz e as integrais de
Poisson, ainda no contexto de fungoes em L?*(R").

Teorema 5.4. Sejam f, fi,. .., fn funcoes em L*(R") e sejam ug(z,y) = Pyxf, ui(x,y) =
P, x f1,...,up(x,y) = P, * f, suas respectivas integrais de Poisson. Entdo

fj = Rj(f)7 ] = ]_, o, n, (527)

se, e somente se, valem as sequintes equacoes de Cauchy-Riemann generalizadas:

n an
- J — 0’
(5.28)

Ou;  Ouy ,
—_— = — k; p— .

Observacao 5.5. Note que, ao menos localmente, o sistema (5.28) é equivalente a
existéncia de uma funcao harmonica H de n + 1 variaveis tal que

U,j:a—H, ij,l,...,n.
836]-
De fato, suponha H : R**! — R uma funcao harmonica e tal que a—x] = u,; para cada
j=0,...,n. Como H é harmonica, entao

Z 3u] . u 82H —0
« Ou; g O3 '
E também, como H € CQ(R"“), segue do Teorema de Schwarz que

an o 0 OH . (92H . 82H . 8uk
axj n 8xk8xj N 813J8$k n 8xj’

or,  Org
e portanto vale o sistema (5.28). Por outro lado, assumindo que o sistema (5.28) é
satisfeito, podemos definir uma funcao H : R"*! — R de forma que 8_31:] = u; para cada
j=0,...,n. Assim,

SRR
o, 0
7=0 j=0 "

e portanto H é harmonica.
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Demonstragao do Teorema 5.4. Suponha que f; = R;(f) para j = 1,...,n. Como
[, fiy- -y fu € LA(R™), segue da igualdade em (5.11) que

—~ ~ EA

fi(@) = (B;(1) () = n (t),

e pela defini¢ao da integral de Poisson em (5.16), temos que

wlay) = [ ferrreh d

t ~ .
_ / Il‘?]’ (t)e_gﬂ-zt‘xe—Qﬂt\y dt. (529)
R’VL

Note que a integral acima converge absolutamente, pois

/R Uy 2eto gy < / ()] dt < || ]2 |Je=2m¥]|, < oo,

n [t n
E também, para k = 1,...,n, temos que
9 ity , 2mit-x ,—2mt]y / 277“ ||| 2
e e —2mit-x o —2m dt = =27ty dt
[ |o [doe e

IN

/ 2 t]| F (1) |e=2v it
< 27| £l Hte‘zw‘“yH2 < 00.

Para xy = y, tem-se analogamente que

[l [ F
RTL n

Ay L]
Assim, aplicando o Teorema 1.12 em (5.29), obtemos que

En auj §n . Zt] ¢ —2mit-x ,—27|t|ly
2 a—x] = < /n(—Q’]TZtJ)Hf(t)e (& dt
. 2 27 727rzt -z 727r|t|y

B / o [t & L «

= / 27T|t|f(t)e_2mt"”e_2”‘t|y dt,

jf(t)e—Qﬂit-xe—27r|t|y dt < 0.

f(t)e—Qﬂit-xe—27r|t|y:|

e para xo =,
O . .
G = | (e a

e portanto vale a primeira equagao do sistema (5.28).
Para a segunda equacgao, basta notar que, para k # 7,

% :/ 2mt itk f(t)e—zmt~ze—2wltly dt = Ouy
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para j,k=1,...,n,e

Oug N Fr 9 B ztk o oug,
-0 —9mit mtz’ 2m|tly dt = / 2rlt 2mit-x ,—27|t|y dt = =2
o0 = [ (-2mit fio)e (2 e e e
e portanto o sistema (5.28) é vélido.
Reciprocamente, suponha valido o sistema (5.28) e sejam
wiley) = [ Fylpesmte i gy
RTL
para cada 7 =0,1,...,n. Como
Oug  Ou;  Ouy
or; Oxy Oy’
nos quais
0 . ,
— / (—2mity) f(£)e2mit= =27l gy
j n
) 9
alyj = / (—2n[t]) J; (£)e 2 we2ml gy,
entao temos que
Ztk -~
fi(t) = m —f(6) = (R, f)(#).
Pelo Teorema de Parseval-Plancherel, concluimos que f; = R;(f), para cada j =
1,...,n. ]

Voltaremos agora a um resultado enunciado sem demonstragao no item (c¢) do Teorema
4.4, a respeito de integrais singulares. Consideramos entdo o nicleo K (z) = Q(x)|z| ™™,
no qual €2 é uma funcao positivamente homogénea de grau zero que satisfaz as condigoes
(4.31) e (4.32), dadas respectivamente por

(

/ Q(x)do =0,
Sn—1
(%)

1
sup Q) — Q') = w(5) ;»/ 245 < o
il 0

\ |z|=|2'|=

No item (a) do Teorema 4.4, provamos a existéncia em quase toda parte do limite

lIm7.(f) = lim M (x —y)dy,

e—0 e—0 ly|>e |y|

e para isso utilizamos o resultado a seguir, que agora serda demonstrado com o auxilio de
resultados obtidos neste capitulo.
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Lema 5.3. Se (T*f)(xz) = sup |(T-f)(z)|, entdo

e>0

Demonstragao. Sabemos pelo Teorema 4.3 que o limite liII(l) T.(f) = T(f) existe em norma
e—

LP. Vamos provar o lema mostrando que
(T"f)(x) < CLM(T f)(x) + Co(M f)(x).

Seja ¢ € C°(R™) uma fungao nao negativa, radial e decrescente em |z|, cujo suporte
pertence a bola unitaria e tal que fRn ¢(z)dr = 1. Considere, para cada ¢ > 0,

0, lz| < e.

.z >,

A partir de ¢ e K., definimos uma fun¢ao ¢ como
o=px K — K, (5.30)
no qual

(o K)(x) = lim(p* K.)(2)

= lim [ K.(z—y)p(y)dy

e—0 R™
. Qz —y

= lim (—n)w(y) dy
e—0 |lz—y|>e "T - y‘

= lim K(r —y)o(y) dy.
L . (= —y)e(y)

Com o objetivo de utilizar o Teorema 5.3, vamos mostrar que o menor majorante
radial e decrescente de ¢ é integravel.
Se |z| < 1, entdo ¢ = ¢ * K, que pode ser expressa por

¢ = lim p(r —y)K(y) dy

e—0 ly|>e
1 R CULTEy SR L
= lim (e —y) — ()] K(y) dy,

e=0 Je<yl<2

pois supp ¢ C B(0,1) e se |z — y| < 1, entao |y| < 2. Além disso, segue da propriedade
de cancelamento de K que f6<|y|<2 K(y)dy = 0.

E como ¢ € C*(R"), temos pelo Teorema do Valor Médio que |p(z—y)—p(z)| < Cly|,
e assim

[p(x)] < lim lp(z —y) — @(x)||K(y)| dy



!
lim ¢ |y|

20 Jo<pyl<2 ly|™

IN

e—0 prn—1

2 T.n—l
= limC”/ dy < 0.

Se 1 < |z| <2, entdo ¢ = p x K — K, e pelo anterior,

o(x)] < @ * K)(x)] + [K(z)]

~ I s K@)l + )
< lim [o(z —y) —o(@)||K(y)| dy + C < oo,

=0 Je<y|<3

pois [z|* >1e |yl <3se |z —y|<1lelz| <2
Suponha agora que |z| > 2 e note que podemos expressar

1 1
-yt f2

[K(z —y) - K(z)] =

‘Q@—y%4X@

[

rot ) (- )| =1+ ani

Mostremos que as integrais de (I) e (I1) em B(0, 1) sdo majoradas por fungoes radiais,
decrescentes e integraveis. Para (I), temos que

0= 2 (=) -2(5)]

pois §2 é uma funcao positivamente homogénea de grau zero. Agora note que

r—y x| |@-—yl = -y

=yl x| [l =yllzTt 2l 2 =y ’
no qual @’ = &, ¢y = % e lv'| = % < 1. Definindo h(z) = é;—:;, temos que |z’ — z| =0
se, e somente se, |§—| = z, isto é, se |z| = 1, e portanto h é continua e diferencidvel no

aberto B(0,1/2). Aplicando o Teorema do Valor Médio para a fun¢ao h em B(0,1/2),
obtemos que

x’—y’

—2'| = |h(y") — (0
e h(y) = h(O)
< (V)] (0<t<1)
< ol
2]

Logo,

Jrome 2 =) -2 ()

IA
g\
i
?‘ —
E)
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/Rnﬁ”(god‘” - "(Sn_l)/j%”(g) i

1 5
= C’/ Mcl?“—l—C’/ wdr<oo,
0 1

r

pois w é limitada e Q) satisfaz a condigao (4.32). Logo, a integral de (I) sobre B(0,1) é
majorada por uma funcao radial, decrescente e integréavel.

Para (II), note que
1 1

[z =yl ol

= [(y) = h(0)],

no qual h(y) = W elr—y| > |z|—|y| > 1, pois |z| > 2 e |y| < 1. Aplicando o Teorema

do Valor Médio no complementar de B(0, 1), obtemos

n|y|
h(y) — h(0)| < sup|Vh <su ,
) = h(O)] < sup [Vh(y)ll] < sup 0y

pois para cada j = 1,...,n, temos que
ah( ) a [ 1 }
a3 Y = - =
dy; Ayj L((w1 = y1)* + -+ (@ — yn)?)?
) [ n 2
- [
0y; k=1
—n—2
n 2
= n(z; —y;) [Z($k - yk)2]
k=1
_nlr )
|z — y|m 2
e portanto
%
oh i —Y;) n|z — yl n
v = 3 (5 ) 2a - .
; 8% Z |x_y|2n+4 z—y[rt2 |z — y[r
Mas como |y| < 1 e |z| > 2, entdo |y| < %, e assim
| _ 2|
—yl > x| =y > |z = = = 2
ol 2 | — Jo| > Jof — 2 = 2
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Do anterior,

e como €2 é limitada, entao

/y _ 1o

2n+1n
dy < / Qxr —y)|——dy
\y|§1‘ ( )|\:c|n+1
n2"tm(B(0,1))
EE

1 1

o —yl* el

< sup [Q(y)]
yeR”

que é uma fungao radial e decrescente em |z|. E também,

1 <1
/ T dr = C/ — dr < oo,
w2 |2["T 9 T

e portanto a integral de (/1) sobre B(0,1) também é majorada por uma funcao radial,
decrescente e integravel.
Assim, temos para |z| > 2 que

6(z)] < / K =)~ K@)l dy

< sup |o(y)| |K(r —y) — K(x)|dy
ly|<1 ly|<1
Qxr —vy) — Qx 1 1
< sup loly) {/ (=9 =) ooy L L dy]
<1 yl<1 || lz—yl" |z

< sup ofo)] [0 o (£ 4 sup ey 2O,

<1 || lz| ) yern ||+

no qual a tltima expressao acima denota uma fun¢ao radial, decrescente em |x| e integrével
para |z| > 2. Logo, a funcdo ¢ satisfaz as condigdes do Teorema 5.3.

Considere agora a fungao ¢.(z) = e "¢(¢~'x). Como o operador ¢ — p *x K comuta
com dilatagoes positivas e ¢ = ¢ x K — K7, temos que

o) = < (oK) (3) - K (D))
= g RnK(y)90<§—y>dy_Kl (g)}
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pois

_ y\ e "Qey) Q)
ci (2) = — — K(y),
G-~ KW
e também,

e (1) = e K (2), |2 21,
e/ 2 <1

07 Y
NN
0, |z] < e,
= K.(x).
Afirmagao: Se f € LP(R™), 1 < p < oo, entao
[(pe * K) x f](z) = (T'f * @) (), (5.31)
para todo = € R™. Mais ainda, vale para cada 6 > 0 a identidade
[(pe * Ks) * fl(x) = [(T5) f * pe] (). (5.32)

As identidades (5.31) e (5.32) serao assumidas por ora e provadas apds a demonstragao
do lema.
Assim, como ¢. = p. x K — K, segue de (5.31) que

f*¢5:f*<908*K_KE):Tf*gps_f*Kssz*@s_Tafa
e portanto
Tsf:Tf*QOE_f*(be
Tomando o supremo sobre todo € > 0, obtemos que
T f =sup |T:(f)| < sup|Tf* | +sup|f * el
e>0 e>0 e>0
Mas pelo item (a) do Teorema 5.3,
sup|(f + éc)(@)| < CL(MS)(@) e sup|Tf + e < CM(Tf) (@),
e> £>
e portanto
(T"f)(x) < CUM f)(x) + M(Tf)(x)].
Por fim, sabemos pelo item (b) do Teorema 4.3 que T'f € LF(R") e || Tf[|, < A, [|fl,,
1 < p < oo. Deste fato e pelo Teorema 3.1 a respeito da funcao maximal de Hardy-

Littlewood, temos que

ICM (N, < CALp (I,

e também,

|ICM(T )|l < CAp TS, < CAzpAsp || fI],-

Logo,
1T fll, < A 1 £1l,
para 1 < p < oo, e portanto o lema esta provado.
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Demonstracao da Afirmacdo. Ao longo da demonstragao do lema anterior, afirmamos que
se f € LP(R™), 1 < p < oo, entdo vale a identidade (5.31), dada por

[(pe % K) * f](2) = (T'f * pe) (),

e para cada 0 > 0, vale a identidade (5.32), dada por

[(pe * Ks) * fl(2) = [(T5) ] * @] (@)

Mostremos que ambos os lados da identidade (5.32) sao iguais a integral dupla

/“ | \>5K<y)f(z_y)%(“’—z) dz dy,

e para isso, iniciamos mostrando que a integral acima converge absolutamente.
De fato, observe que se g é expoente conjugado de p, 1 < p < oo, entao 1 < g < oo e
K5 € LY(R"), pois

1Q(y)|? © 1
K(;q:/ K(;yqdy:/ dy < C dr < oo,
H Hq Rn‘ ( )| |y|25 |y|nq 6 rnq_n+1

uma vez que ng —n + 1 > 1. Assim, como f € LP(R") e ¢. € C°(R"), temos que

/ / DIz = y)llpe(x — 2)|dzdy = / |f(z = | Ks(y)| dylpe(z — 2)| dz
n Jly|>6 n JRn

Vejamos agora que ambos os lados da identidade (5.32) sdo iguais & integral acima.
Com efeito, observe que

(g % K3) % f1(x) = / (e * K5 () f(a — y) dy

_ /R AzﬁK(y)f(z—y)gpa(x—z)dzdy.

Analogamente,
[(T5)f = @l(x) = | Ts(f)(@—y)eely)dy
Ks(2)f(x —y — 2)dz p:(y) dy

Ks(2)f(x — y)pe(y — 2) dy dz

I
——
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_ / [ Ksfy = 2)f (e~ y)e-() d=dy
- /n o Ks(y)f(xr —y— 2)pe(2) dy dz
- /n | ‘>6K(y)f(2 —y)oe(z — 2) dz dy,

e portanto a identidade (5.32) estd provada.

Agora note que, como ¢. € C(R™), entdao p. € LIY(R") para 1 < g < oo expoente
conjugado de p. Assim, como 1 < p,q < oo, segue do item (b) do Teorema 4.3 que
Ts(f) = Tf em norma L e ¢, *x K5 = Ts(¢:) = ¢- * K em norma L7 se § — 0.

Do anterior e pela identidade (5.32), temos que

(pe x Ks) * f — (¢ * K) % f em norma L™ se § — 0, (5.33)

pois pela Desigualdade de Young,

||<906*K5)*f_<906*K>*f”oo = H(QOE*K6_<P€*K)*f”oo
< e x K5 — o x K|, || fIl, = 0

se 6 — 0. E também, como T5f € LP(R") e p. € C(R") C LY(R"™), entao Tsf * ¢. €
LP(R™), pois novamente pela Desigualdade de Young,

IT5.f * ell, < NTs £, llpelly < oo
Da identidade (5.32), temos que (. * Ks) * f € LN LP, 1 < p < oo, e ainda
(pe % Kg) % f — T'f %@, em norma L se § — 0, (5.34)
pois

||(¢5*K6)*f_Tf*(p5||p = HTéf*SOs_Tf*SOsHp
< |T5f =Tfll, lleelly = 0

se 0 — 0. Assim, a convergéncia em norma L? em (5.34) implica que existe uma sequéncia
{6;},en de reais positivos tal que

[(e x Ks;) * fl(x) = (Tf * pe)(x) q.t.p.

Mas por (5.33), sabemos que

[(pe % Ky;) * fl(x) = [(pe * K) * f]()

uniformemente. Por unicidade, concluimos que

[(pe % K) * f](2) = (T'f % pe) (),

o que prova a identidade (5.31).
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