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Capitulo 1

Introducao

Desde o surgimento da definicao de superficies parametrizadas, foi questionado sobre suas propriedades que
independem da parametrizacao. Propriedades essas que caracterizam objetivamente a geometria dessa familia
facilitando muito a sua compreensao. No século 19, com o aperfeicoamento da geometria semi-Riemanniana
feito por Bernhard Riemann e Carl Friedrich Gauss, foi introduzida na literatura a nocao das curvaturas média
(H), gaussiana (K) e principais (k1, ..., k,—1) onde n — 1 é a dimensao da superficie. Essas noc¢oes independem
da parametrizacao e sao fundamentais na caracterizagao de uma superficie.

O objetivo desse trabalho é o estudo e a caracterizacao de superficies de Weingarten em espacos nao triviais
como , por exemplo, o espaco hiperbélico H? , o espaco lorentziano L3 e o hiperboloide I3 contido no espaco de
Lorentz-Minkowski L%, Definimos uma superficie de Weingarten (de dimensao 2) como uma superficie dotada de
uma relagao entre suas curvaturas principais k; e ko dada por W (ky, ko) = 0. Notemos que essa familia generaliza
exemplos cldssicos de superficies ja estudadas atualmente, como as superficies minimas, onde W (ky, ko) = k1 +ko

Esse trabalho terd um enfoque especial no caso em que Wk, ks) = k? + k3 + C, onde C' é uma constante
real. Que é um caso nao linear, um pouco distante da literatura atual.

O segundo capitulo introduz alguns pré-requisitos de geometria Semi-Riemanniana, que serao admitidos
como verdade de modo a dar suporte para todos cdlculos realizados nos capitulos seguintes. O terceiro capitulo
serd uma breve introducao ao caso mais natural possivel, onde as superficies serao imersas no espaco euclidiano
R3. O capitulo quatro englobard quase toda a teoria do primeiro capitulo aplicada no espaco hiperbélico, com
enfoque nas imersoes isométricas de hipersuperficies e exemplos. O quinto capitulo abrangerd a mesma teoria
do primeiro capitulo, agora aplicada no espacgo de Lorentz-Minkowiski. Ja no sexto capitulo, falaremos de um
subconjunto do L* que se relaciona com o H?: O hiperboloide I3, com muito enfoque, novamente, na teoria de
imersoes isométricas de hipersuperficies. Nesse capitulo vamos relacionar os trés modelos hiperbdlicos de modo
a facilitar determinado problema, que talvez possa ser complexo em um determinado modelo mas nao em outro.
Por fim, vamos estudar o problema de superficies de Weingarten numa dimensao maior, tratando novamente de
um caso bem natural: Superficies dentro do R*.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos conceitos fundamentais de geometria semi-riemanniana que serao de suma im-
portancia para a obtencao dos resultados nos capitulos posteriores. Deixando claro que admitiremos como
conhecidas as definicoes de variedades diferencidveis, planos tangentes e campos diferencidveis de vetores;
chamaremos uma variedade diferencidvel simplesmente de variedade; dada uma variedade M chamaremos o
conjuntos dos campos vetoriais diferencidaveis em M de X(M). Dado p € M, também definimos um (k, ) tensor
T como uma transformagao r-linear T : [TpM|" — C>®(M) se k=0ou T : [TpM]" — X(M) se k = 1.

2.1 Meétrica Semi-Riemanniana

Definigao 2.1.1 Uma métrica semi-Riemanniana g, é um (0,2) tensor simétrico em uma variedade difer-

encidvel que varia diferenciavelmente. Ou seja temos que uma métrica semi-Riemanniana uma funcao g :
TyM x TyM — C*>(M) tal que g(X,Y) = g(Y, X)

Com isso, chamamos uma variedade M munida de uma meétrica semi-riemanniana g de variedade semi-
riemanniana. Observemos que se g(v,v) > 0 e g(v,v) = 0 < v = 0 para todo v € TpM, entdao g serd
um produto interno e nomeado por métrica-riemanniana e o par (M, g), chamado de variedade riemanniana.
Podemos também classificar os vetores de uma variedade semi-riemanniana M de acordo com sua relacao com

g:
1. spacelike se g(v,v) > 0 ou v = 0,
2. null se g(v,v) =0e v #0,
3. timelike (ou lightlike) se g(v,v) < 0.

Pode-se demonstrar que uma base ortogonal admite um, e somente um vetor timelike. Pode-se provar
também que uma variedade M, sempre admite uma métrica riemanniana g. Portanto, de agora em diante,
vamos trabalhar sempre com variedades semi-riemannianas da forma (M, g), mas iremos chama-las apenas de
variedades e, sempre que nao houver confusao, denotéd-las apenas por M.

Dentre todos os campos vetoriais suaves em M destacaremos um que serd crucial para o desenvolvimento
da geometria das variedades: O campo conexao afim.

Definicao 2.1.2 Uma conezdo afim em uma variedade M é uma aplicagcao V : X(M) x X(M) — X(M) que

se indica por (X,Y) Y, VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ + gV, Z,
2.Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = fVx(Y)+ X(f)Y,
onde X,Y,Z € x(M) e f,g € C(M).

Note que, dados dois campos vetoriais X,Y € X(M). Podemos tomar o seguinte campo vetorial [X,Y] :
M — TM onde ([X,Y](p) (f) = X(p) Y(p)(f)) —Y(p) (X(p)(f)) e o chamamos de campo colchete. Dada
uma variedade M .Uma conexao afim V é dita ser Levi-Civita se VxY — Vy X = [X,Y] e X (9(Y,2)) =
9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) para todo X,Y,Z € X(M). Pode-se provar, também, que dada uma variedade M,
existe uma tnica conexao afim V que é Levi-Civita.
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Segue disso que trataremos sempre uma variedade M como o terna (M, g,V) onde g e V sdo a métrica
semi-riemanniana e a conexao Levi-Civita de M respectivamente. Mas denotaremos a terna simplesmente por
M.

Observagao 2.1.3 Pode mostrar que, numa carta local, a conexdo Levi-Civita V de uma variedade Semi-
Riemanniana M é da sequinte forma:

(VxY)(p ( p)TE(p) + X (p)(y) | On(p).
>

onde {9k}, € base de T, M, X(p) =32, zi(p)0i(p), Y (p) = 3, 45(p)9;(p) e

l\:>|)—k

Z{al gik) + 0 (gri) — Ok ()} 4"

onde (gij) = (9(9:,9;)) e (¢”) = (gi;) " sd0 a matriz da métrica e sua inversa, respectivamente.

2.2 Curvaturas

Nesta secao vamos introduzir alguns conceitos que nos ajudarao entender como uma variedade se comporta.
Abordaremos aqui o tensor curvatura, as curvaturas seccional, de Ricci e escalar.

Definigao 2.2.1 Definimos o tensor curvatura como R(X,Y): X(M) — X(M) onde:

R(X, Y)Z = Vy (V)(Z) —Vx (VyZ) + V[X’Y]Z

Como R(X,Y)Z é um campo, gostarfamos de saber suas coordenadas locais na base {9 },_, . Pode-se provar
que elas sao dadas por:

Rs’jk_ZF Zr S+ 05T — 0i(T5 ).

Agora, dado o C T, M um subespago de dimensao dois de T, M e sejam x,y € o dois vetores linearmente
independentes. Gostarfamos de estudar o seguinte quociente:

g(R(z,y)z,y)
lzAy2

Pode-se provar que o quociente acima nao depende da escolha dos vetores =,y € 0.Segue disso que podemos
definir a curvatura seccional de um subespago bi-dimensional o, como:

g(R(z,y)z,y)
lz Ayl

K(o) = K(z,y) =

Para as préximas duas curvaturas considere x € T, M um vetor unitdrio, tomemos uma base ortonormal
{#1,..., 2n—1} do hiperplano de T, M ortogonal a x. Segue dissoque podemos definir também as curvaturas de
Ricci e Escalar, respectivamente por:

. | |
Esc(p) = — Zpr(Zj) = m ZQ(R(Zi,Zj)Zi,Zj), j=1,..,n.
J i,J
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2.3 Imersoes Isométricas (Hipersuperficies)

Aqui vamos estudar variedades imersas isometricamente em outras. Veremos algumas propriedades, focando
no caso que a variedade imersa é uma hipersuperficie. E disso obteremos mais conceitos que nos ajudaram
a caracterizd-las. Iremos tratar a variedade imersa por (M,g,V) ; e a variedade na qual M for imersa, por

(M , @,V), mas, sempre que nao houver confusao, as denotaremos apenas por M e M, respectivamente. E

denotaremos a expressao "imerso em"pelo simbolo <. Denotemos por (T, M )L o subespago de TpM ortogonal
a Tp,M.

Definicao 2.3.1 Dizemos que uma variedade de dimensao n M estd imersa isometricamente em uma var-
iedade de dimensdo n+k M se existir uma imersdo f : M — M tal que z,y € T,M implica que g(z,y) =
g(dfp-z,dfp.y).No caso em que k = 1, temos a imersao f : M™ — M"*! e temos que f(M™) é denominada
hipersuperficie.

Agora vamos trabalhar com um operador que a partir do mesmo, obteremos as curvaturas mais estudadas
na literatura atual, a gaussiana, a média e as principais.

Definicao 2.3.2 Seja M — M e sejam p € M, x € T,M en e (TpM)l. Seja N uma extensao local de n
normal a M. Definimos a aplicagao S, da sequinte forma:

_ T
Sy w € TM s — (VoN) € T,M.

Agora iremos tratar apenas dos casos em que M é uma hipersuperficie de M. Seja p € T,Mene (T,M )L
um vetor unitdrio. Como 5, é uma transformacao linear auto-adjunta, segue que existe uma base ortonormal

n . L, . . .~ . ~ -
de autovetores {e;},_;. No caso de hipersuperficie e da imposicao de orientacoes para M e M temos que 7 fica
univocamente determinado. Portanto temos apenas uma S,, segue disso as seguintes definicoes:

Definicao 2.3.3 Das observacoes acima podemos definir as curvaturas principais de uma hipersuperficie M
como o0s N;s tais que Sy (e;) = Nie; , © = 1,...,n; definimos a curvatura Gaussiana de uma hipersuperficie
como det ([Sp]) = A1...An; por fim, definimos a curvatura Média de uma hipersuperficie de dimensao n como

Tr([Sy]) _ At...dd,
n o n :
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Capitulo 3

Superficies no Euclidiano

Esse capitulo serd utilizado como uma pequena amostra do que serd feito nos capitulos posteriores, em ambientes
menos triviais e menos explorados na literatura atual. Aqui iremos mostrar algumas propriedades do espagco
euclidiano (R3,g) ,onde g é a métrica canonica, ou seja, se v = (v1,v2,v3) € W = (w1, W2, ws3) :

g (v,w) = viwy + vows + V3ws3.

Nesse capitulo e nos préximos, para fins de simplificagao, cada operador calculado de determinada variedade,
se nao houver ambiguidade, nao serd indexado com a nomenclatura da variedade, basta apenas observarmos o
contexto para descobrirmos sobre qual variedade determinado operador se refere. Por exemplo: As curvaturas
gaussianas do R? e do H? serao ambas denotadas por K.

3.0.1 Conexao Levi-Civita e Curvaturas
Como a métrica canoénica do R3 nao depende do ponto em questdo e pela férmula dos simbolos de Christoffel,
segue que :

I3 (p Z{a gik) + 05 (gri) — Ok (gij)}g’“m:().

Como os simbolos de Christoffel sao todos nulos, segue que :

(VxY)(p Z Zx Vi) X () (k) | Olp) =D (X ) Or(p) = dY, (X (p)).

k

Como os simbolos de Christoffel sao todos nulos, segue que :
R =) Tialsy— D Tl +0;(T35) — 0i(T5,) = 0.
! !

E portanto a curvatura escalar é nula. Segue diretamente das férmulas das curvaturas seccional, de Ricci,
escalar e do fato de que R = 0 que todas essas outras curvaturas sitadas sao nulas também.

3.0.2 Imersoes Isométricas

Nosso primeiro objetivo é encontrar a matriz de S,. Apds isso, calcularemos seu determinante e seu traco
determinando as curvaturas gaussiana e média.

Dada uma imerséo z : S — R e sendo {z,(p), z,(p)} base de T,,(,)R? onde z,,(p) = dxp.e1 € zy(p) = dxp.e€2,
segue que:

T (p) A Ty(p)

Iz (p) A 2o ()]

Como ||N|| =1 e pela compatibilidade da conexao com a métrica, segue que:

N(p) =

0=1y(1) =y (g(N,N)) =29(V,N,N).
_ _ T _
Concluimos que V,N € T, M para todo y € T,,M. Portanto temos que S, (y) = — (VyN> = —V,N.

9
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Dada uma imersdo = : S — R3, seja a : (—e,e) — R3 dada por a(t) = z(u(t), (t)) uma curva em z(.5)
com a(0) = p.Temos que pela regra da cadeia o/ = z,u’ + z,0" ¢ dN(a') = [N(u(t),v(t))] = Ny’ + N,v'.

Acabamos de ver que (@QIN> € T, M, segue disso que N,, N, € T,,M. Portanto:

Ny = a117y + a21%y.

N, = a2y + a22xy,.

Assim segue que:

dN (o) = (@117 + a217,) U’ + (@127, + a227,) V'

= (v'a1; +v'a1) vy, + (Waz +v'ax) z,.

Assim, na base {z,, z,} obtemos o seguinte resultado:

o (y)-(a i) ()
v a21 Qa22 v

Ou seja, a matriz de dN na base {z,,z,} é (a;;) . Agora denotando:

e :=—g(Nu,zu) = g (N, Tyu) ,

fi=—=9g(Ny,zy) =g(N,2up) =g (N, Zpu) = —g (Ny,xy),
g:=—g (Nmﬂ?v) =g (N, xvv)’

E =g (zy, ),

F ::g(xu,mv),

G =g (zy,xy)

—f=9 Ny, 2y) = g (a1124 + 62124, ) = a11F + a21G,
—f = 9Ny, ) = g (01274 + 22T, T) = a12F + a2 F,
—e=9g(Ny,zy) =a11F + a1 F,

—9 =9 Ny, Ty) = a12F + a22G.

Ja
__( e f ) ( GE—F?2 T GE—F? )
— f . F E

g GE—_F? GE—F?

_(Ge=Ff) _ fE—Fe
_ GE—F? GE—F?
- (Fg—Gf) gE-Ff |-

GE—F?2 - GE—F2

Por fim, conseguimos encontrar a matriz de S,, na base {z,,z,} temos que (S,) = — (dN), ou seja:

(Ge—Ff) fE—Fe
(S,) = ( GE—-F2 GE-F > -

(Gf=Fg) gE-Ff
GE-F? GE-F?

Ja temos ferramentas suficientes para calcular as curvaturas gaussiana e média. Temos que:

2
e_
K =det[S,] = C?E—];’Q = k1ka,

Tr([S,]) 1(gE+ Ge— 2Ff) 1
2 2 (GE-F?)

(k1 + ka) .
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Nosso objetivo final, nesta se¢ao, é o cdlculo das curvaturas principais, ou seja, os autovalores da aplicacao
Sy. Ou seja, se k é autovalor de S, e v é um autovetor subordinado a k, segue que (S5,)(v) = kI(v) =
(S, —kI)(v) = 0. Como nao queremos v = 0, devemos exigir que:

det (S, — kI) = det ( —en =k —ar )

—a21 —ag — k
=k + (@11 + ag2) k+ (a11a22 — a12a21)

= k> +2Hk + K = 0.

Logo as raizes desse polinomio sao os autovalores de .S, ou seja, sao as curvaturas principais:

k= H++VH? - K,

ko=H—+H? - K.

3.1 Exemplos

O objetivo desses exemplos é verificar, como sdo as curvaturas de determinadas superficies imersas no R3.

Para isso, iniciaremos explicitando a parametrizacao X da superficie em questao. Apds isso vamos calcular
os campos X e X; nos habilitando, assim, & calcular os coeficientes F, I, G e o campo normal N. Continuaremos
com o cdlculo das segundas derivadas X5, X5 € Xy, com isso conseguiremos calcular os coeficientes e, f e g.
Com todos os coeficientes calculados, estaremos aptos a encontrar as curvaturas gaussiana e média. Por fim,
utilizando a expressao das curvaturas principais em termos de K e H, ou por observacao, concluiremos quais
sao as curvaturas principais da superficie.

3.1.1 Esfera de Centro (a,b,c) e Raio r

Temos que, uma esfera de centro (a, b, ¢) e raio r é parametrizada da seguinte forma:

X (s,t) = (a+ rcos(s)sin(t), b+ rsin(s)sin(t), c + rcos(t)) .

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média da esfera. Comecemos com as derivadas de X :

X = (—rsin(s) sin(t), r cos(s) sin(t), 0) X = (rcos(s) cos(t), rsin(s) cos(t), —rsin(t)) .

Jé estamos aptos a encontrar E, F e G :

E = g(X,, X,) = (—rsin(s)sin(t))® + (r cos(s) sin(t))* = r? sin’ ¢,
F = g(Xs, Xt) = —rsin(s) sin(t)r cos(s) cos(t) + r cos(s) sin(t)r sin(s) cos(t) = 0,

G = g(Xy, X¢) = (rcos(s) cos(t))? + (rsin(s) cos(t))? + (—rsin(t))* = r2.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal a esfera:

—rsin(t)r cos(s) sin(t)
Xs N Xy = —rsin(s) sin(¢)r sin(t),
—rsin(s) sin(¢)r sin(s) cos(t) — r cos(s) sin(t)r cos(s) cos(t)

= (—7’2 sin? ¢ cos S, —r2 sin? ¢ sin S, —r2sint cos t) ,

| Xs A X¢|| = \/(—r2 sin? t cos 3)2 + (—r2sin” ¢sin 3)2 + (—r2sint cost)’

2

— Vricos? ssint ¢ + 14 cos? tsin? t + rsin? ssin? ¢ = r2 sin t,

XN Xy (—r2 sin®tcoss —r2sin®tsins —r2sintcost

= - = (—sintcoss, —sintsins, —cost).
X A X] )~ )

r2sint ’ r2sint ’ r2sint
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Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes Xg,, X;s € X4, para podermos, por fim
encontrar e, f e g :

Xss = (—rcosssint, —rsinssint,0),
Xis = (—rsinscost,rcosscost,0),
Xt

(—rcosssint, —rsinssint, —r cost) .

Agora estamos aptos a calcular os tltimos coeficientes, e, f e g :

e = g(N, X,s) = (—sintcoss) (—rcos ssint) + (—sintsins) (—rsinssint) = r (sin’¢)

f=9g(N,Xs)=(—sintcoss) (—rsinscost) + (—sintsins) (rcos s cost) = 0,

g=9g(N,Xy) = (—sintcoss)(—rcosssint) + (—sintsins) (—rsinssint) 4+ (—cost) (—rcost) = r.
Com os coeficientes todos calculados, podemos enfim obter as curvaturas gaussiana e média da esfera:

- ge — f? _TT(Sinzt)_l H_l(gE+Ge—2Ff)_1
- GE-F?  ¢2p2gin%t 2 2 (GE-F2) ¢
Como H = % (k1 + k2) e K = k1ko. Dos resultados acima é facil concluir quais sdo as curvaturas principais
da esfera:

1
ki = —
r

1
) k2:_-
r

3.1.2 Grafico de funcao

Como a métrica g do R? independe da escolha do ponto e, portanto de cada uma de suas coordenadas, podemos
supor, sem perda de generalidade, que a a funcao h em questao saird do plano XY. Logo, a parametrizacao que
iremos trabalhar é:

X(s,t) = (s,t,h(s,1)).

Vamos calcular as curvaturas dessa familia. Temos que as derivadas de X sao dadas por:

XS — (1,0,}13) ; Xt — (0, 1,ht> .

Ja estamos aptos a encontrar F/, F' e G :

E = g(X,, X,) = h%+1,
F — g(Xs>Xt) — hsht7

G =g(X;, X;)=h?+1.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal ao gréfico:

XS A Xt = (_hsa _ht7 1) )

X A X = /B2 + R34 1,

XN Xy hs hy 1
1 X A Xl VE2Z4+hZ+1 2+ hR2+1 R+ h24+1)
Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes X, X5 € Xy, para podermos, por fim
encontrar e, f e g :

Xss = (0707h88) ) Xt = (0707 hst) ; Xy = (070> htt)-
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Agora estamos aptos a calcular os tltimos coeficientes, e, f e g :

hSS
ezg(NaXss): 3
VhZ+h?+1
hst
— NaXs — 3
f=d 2 VRZ+ R+ 1
h
g=9(N,Xy) = =

N EY YR

Com os coeficientes todos calculados, podemos enfim obter as curvaturas gaussiana e média do gréfico:

2
hes Ry | hst
o ge— 1 \Vmean) \Vieoia VRZR3+1 ) hgghy — b2,

- GE-F? (h2 4+ 1) (h2 + 1) — (hshy)’ (h2 +h? +1)*
1 (gE + Ge —2Ff)
H=-
2 (GE - F?)

( (\/ﬁ) (he+1) + (\/ﬁ) (h?+1) -2 (ﬁ) (hshy)
\ (h2 +1) (h? + 1) — (hshs)?

DN | —

1 (b (B2 +1) + heo (B +1) = 2hy (mm))
. .

3
(h2+h?+1)2
Usando as expressoes das curvaturas principais, obtemos que:

T+VA T-VA
k]_: ) k2:

2(h§—|—h%+1)% 2(h2+h?+1)

Onde A e T sao dados pelas seguintes expressoes:

3
2

T = htt (h? + 1) + hss (hf + 1) - 2hst (hsht>7
A = (hiy (B2 +1) + has (h2 +1) = 2hgy (hshe))” — (Ahsshsy — 4h2,) (h% + B2 +1).

3.1.3 Superficie Helicoidal

Pelo mesmo motivo da parametrizacao anterior, vamos supor uma superficie helicoidal com relacao ao eixo z.
Definimos uma superficie helicoidal com relagao ao eixo z e inclinagao h, uma superficie que admite a seguinte
parametrizacao:

X(s,t) = (scost,ssint, \(s) + ht) , A€ C? , h € R,

Temos que:

X, = (cost,sint, \) , X; = (—ssint, scost, h)

Jé estamos aptos a encontrar E, F e G :

E = g(X,,X,) =cos®t +sin>t + (\)* = (W) +1,
F =g(X,,X;) = —ssintcost + scostsint + h\ = h\|

G = g(Xy, X¢) = (—ssint)” + (scost)” + h? = s> + h?.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal a superficie helicoidal:

X AX; = (hsint — s\ cost, —s\ sint — hcost,scostcost + ssintsint) = (hsint — s\ cost, —s\ sint — hcost, s),
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| Xs A Xi|| = \/(hsint — sX cost)” 4+ (—sNsint — heost)” + 52 = \/h? + s2(X)? + 52,

XsNXy hsint — s\ cost B sN'sint + hcost S
\/h2+82()\/)2—|—82’ \/h2—|—82()\/)2—|-827 \/h2—|—32(/\’)2—|—s2

HX s N\ Xt H
Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes X;,, X5 e X4, para podermos, por fim
encontrar e, f e g :

X5 = (0,0,\), X4 = (—sint, cost,0), Xt = (—scost,—ssint, 0).

Agora estamos aptos a calcular os tltimos coeficientes, e, f e g :

S)\//
GZQ(N,XSS): y
\/h2+82(>\/)2+82
hsint — s\ t MNsint + h t h
f=g(N, X)) = sin s\ cos (—sint) + [ - s\ sint + hcos (cost) = — |
\/h2+32(>\’)2—|—32 \/h2—|—82()\’)2+32 \/h2—|—32(>\’)2—1—32

hsint — s\ cost N sint + hcost 2)\
o= g(N. Xoy) = sint — s\ cos (—scost) + | - s\ sint + h cos (—ssint) S |
\/h2+s2()\’)2+32 \/h2—|—32()\’)2+32 \/h2—|—32()\’)2+32

Com os coeficientes todos calculados, podemos enfim obter as curvaturas gaussiana e média da superficie
helicoidal:

2
s\’ 52\ _{ _ h
K ge — f2 B (\/h2+32()\’)2—|—32> <\/h2—|—s2()\’)2+52> ( \/h2—|—82(>\/)2—|—82) B 83)\/>\” o h2

- GE-F? ()7 +1) (2 +82) = (bX)? (24 2(V)2 4 827
b _ L(gE +Ge—2F])
2  (GE - F?)
s2\ 12 2 2 s\ o n ([ h
1 ((\/h2+82(kl)2+82) ((>\ ) + 1) + (S + h ) (\/h2+82(kl)2+82) 2 (h>\ ) ( \/h2+52(kl)2+82))
2 ()4 1) (2 + h2) = (hX)?
1[N ()7 1) 45X (82 4 B2) + 202N
2 (h2 + s2(\)?2 +52)%

Usando as expressoes das curvaturas principais, obtemos que:

. T+ VA
1= )
2 (h2 + 52(N)2 + 52)*

T - VA
2 (h? + s2(X)? + 52)2

ko =

Onde A e T sao dados pelas seguintes expressoes:

T = 2N (V)7 4+ 1) + X' (2 + h2) + 202,
2
A= (82X ()74 1) X (82 h2) +202N) " = (4* NN — 4h?) (B + $2(X)? + 52)

Teorema 3.1.1 As superficies helicoidais com curvatura gaussiana nula (K = 0) sao dadas pela sequinte para-
metrizacao:
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X(s,t) = (scost,ssint,C) , C€eR,.
Prova. De fato, supondo essa equacgao satisfeita, segue que:
83)\’)\" o h2
(h? 4 s2(N)2 + 52)°

Segue que apenas o numerador, ou seja:
2

NN —h?=0= N\ = h—3
S

Integrando ambos os lados em s obtemos:

Segue dessa equacgao que nao hé superficie heicoidal com K = 0 & nao que sua inclinagao seja nula, ou seja,

h = 0. Nesse caso, temos:
N =0.

Integrando novamente em s, obtemos:

A(s) =C.

Segue disso que a familia de superfcies com curvatura gaussiana nula tem a seguinte parametrizacao:

X(s,t) = (scost,ssint,C), CeR.

3.1.4 Superficie de Revolugao

Sem perda de generalidade, podemos supor que a revolucao é em torno do eixo z.
Seja v(s) = (x(s),2(s)) uma curva diferencidvel parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano e
x(s) > 0 contida no plano XZ. Entao uma superficie de revolugao (em torno do eixo z) é parametrizada da

seguinte maneira:

X (s,t) = (x(s) cost,z(s)sint, z(s)) .

Vejamos como sao dadas as curvaturas dessa familia. As derivadas de X sao dadas por:

X, = (2’ cost,z' sint, 2") , Xt = (—zsint,xcost,0)

Ja estamos aptos a encontrar E, F e G :

E = g(X,, X5) = (2’ cost)” + (z'sint)” + ()" = (¢/)° + ()" =1,
F =g(Xs,X;) = —x(sint) z' cost + 2’ (sint) z cost = 0,

G = g(Xy, X¢) = (—zsint)® + (zcost)? = 2.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal & superficie de revolucao:

X AN Xy = (—2'zcost,—xz'sint,a’ cost (zcost) — 2’ sint (—zsint)) = (—x2’ cost, —xz’ sint, xz') ,

| Xs A Xe|| = \/(—:cz’ cost)” + (—xz'sint)” + (za')” = V22 ((2/)2 + (2)?) = «,

Xs /\ Xt ]- . .

= ———— =~ (—xz'cost, —xz sint,zx’) = (—2' cost, —2'sint, ') .
‘ ’Xs VAN Xt | ‘ T

Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes X4, X5 € X4, para podermos, por fim

encontrar e, f e g :
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X, s = (2" cost,z” sint, 2", X = (—2'sint, 2’ cost, 0), Xt = (—x cost, —xsint,0).

Agora estamos aptos a calcular os iltimos coeficientes, e, f e ¢ :

e =g(N,Xss) = (—2"cost) (2" cost) + (—2"sint) (z" sint) + (2') (") = 2'2" — 2”2/,
f=9(N,Xg) = (—2"cost) (—x'sint) + (—2z'sint) (2’ cost) = 0,

g=9g(N,Xy) = (—2"cost) (—x cost) + (—z'sint) (—zsint) = z2’.

Com os coeficientes todos calculados, podemos enfim obter as curvaturas gaussiana e média da superficie de
revolucao:

I 1 /v

- ge—f? (a2 —a"d) 2
- GE-F? x ’

H== = =—| =+ (2" —2"z

1 (gE + Ge — 2Ff) _ lle + 2 (xlzll — xllzl) 1 (/2 I " /)
2 (GE - F?) 2 2 2 '

Observando as equacoes, facilmente concluimos que as curvaturas principais sao:
/
< ! I " _/
ki = — : ko = (2’2" —a"2")
x

Teorema 3.1.2 As superficies de revolugdo que tém curvatura gaussiana nula (K = 0) sao dadas pela sequinte
parametriza¢ao:

X (s,t) = (((cos Cy) 5 + C3) cost, ((cos Cz) s + C3) sint, (sin Cy) s + Cy),  (Cs,C3,04) € R?,
Prova. Supondo a equacao satisfeita,segue que:

(a,:/z// . x//z/) Z/

=K =0.
x

Ou seja, concluimos que:

Z'=0ou (2’2" —2"2")=0.

Para resolver ambos os casos vamos usar que a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano.
Logo segue que existe uma funcao suave ¢ : R — [0, 2] tal que:

' =cosp = 1" = —¢' sing,

/ . 1! /
Z' =sinp = 2" = ¢ cos .

Se z/ = 0, integrando ambos os lados em s obtemos:

Como 2z’ = 0 podemos usar isso para calcular z :
sinp =2 =0= 2’ =cosp = =%1.

Integrando novamente em s obtemos:
z(s) = £s + C}.

Agora substituindo no segundo caso obtemos:

/

0= (2’2" —2"7) = (go’ cos> 0+ ¢’ sin? cp) =,

Integrando ambos os lados em s obtemos:
@Y = 02.

Segue disso que podemos calcular x (s) e z(s) :

x’ = cos ¢ = cos Cs.
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Integrando, concluimos que:

z(s) = (cos C2) s + Cj.

Analogamente, temos que z(s) é dado por:
2(s) = (sinCy) s + Cy.

Concluimos de ambos os casos que a familia de superficies de revolucao que é solugao de K = 0 é parame-
trizada por

X (s,t) = (((cos Cq) s + C3) cost, ((cos Cy) s + C3) sint, (sinCy) s + Cy),  (Cy,C3,C4) € R,
]

Teorema 3.1.3 As superficies minimas de revolucdo tém a sequinte parametrizac¢ao:

(s + Cy)* + C?

1
X(s,t) = s+ C 2+C2>cost,< s+ C 2+C’2>sint,ln—s+0 +
0= [ (Ve ) st (Visr a6 (s Co 2

onde (01,02,03) e R3.

Prova. Vamos agora caracterizar as superficies de revolucao que tém curvatura média nula, ou seja, que
respeitam a equagao H = 0 (vamos supor = > 0 pois nao fard diferengao apds a rotagao). Supondo a equagao

satisfeita segue que:
1 /2 i
0=H = 5 (Z_ + (QJ/Z” . 33”2/)) _ siny Ty
x x

Separando a equacao e multiplicando ambos os lados por ' = cos ¢ obtemos:

@' cos x’

sin x

Integrando ambos os lados concluimos que:
: : &
In|sing| = —In(z) + Cyp =sinp =+— #0
x

C
= ( = arcsin <:|:—1) :
x

Com isso, ja podemos encontrar as coordenadas da curva . Temos que:

1
x’' = cos p = cos (arcsin (:I:ﬁ>> = \/——2 (C? — z2?)
x x

xx!

= =1

VA o)

Integrando ambos os lados obtemos:

\/$2—01223+02

= x(s) = \/(s +Cy)° + C2.

Nos resta apenas encontrar z(s) :

;. . . (Ch
z' =sinp =sinarcsin [ — | = — =

x
=2 = & .
\/(S—I—Cz)2 + C?

Integrando ambos os lados conclufmos que:

1 )% + C2
2(5) = In|—— (s 4 ) + | XL F o
1Ch| Ci
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Segue disso que a familia solucao de H = 0 é parametrizada por:

2 2
X(s,t) = (\/(s+02)2+C12> cost, (\/(s+02)2+6’12> sint, In CL(S_FCQ)_’_\/(SwLCéL +Cj oN N
1 1

onde (Cl,CQ,Cg) e R3.

3.1.5 Superficie Ciclica

Seja v : (a,b) — R3 uma curva suave parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, logo ||7'|| = 1. Por
outro lado:
d d
0 — 1 — 1112 — 2 //7 / )
o= (7)) =29(v",7)
Ou seja, denominando T' = ~/, acabamos de encontrar uma campo unitério normal a T" : o campo N = IIPWY—;:II

Por fim, podemos encontrar um terceiro campo unitario, que é normal a T e N : o campo B = T'A N. Definidos
esses campos, segue que a parametrizagao de uma superficie ciclica com curva central 7 e raio r : (a,b) — R é:

X (s,t) :=7v(8) 4+ (r(s)cost) N (s) + (r(s)sint) B (s).

Temos as seguintes relagoes:

T’ 0 k 0 T
N’ = -k 0 T N
B’ 0O —7 0 B

Vamos trabalhar com a seguinte funcao ¢ :

£(s,t) = (1 —rkcost),
£s(s,t) = — (cost) (r'e +rK'),
&i(s,t) = resint.

Usaremos elas de modo a simplicagao dos cédlculos:

Xs =T+ (cost) (r'N +rN') + (sint) (r'B +rB’)
=T+ (cost) ("N +r (=T + 7B)) + (sint) (rB+r (—7N))
= (1 —rKxcost)T + (r' cost —rrsint) N + (r'sint + r7 cost) B
=&T + (' cost — rrsint) N + (r'sint + r7cost) B.

Xt = —r(sint) N +r (cost) B.

Ja estamos aptos a encontrar E, F e G :

E = g(Xs, Xs) =g (T + (r' cost — rrsint) N + (r'sint + rrcost) B, T + (' cost — rrsint) N + (' sint + r7 cost) B)
= &2+ (r'cost —rr sint)2 + (' sint + 77 cos t)2 = r2r2 4 (r')? + €2,

F=g(Xs, X)) =g (T + (r' cost —rrsint) N + (r' sint + r7 cost) B, — sin(t)rN + cos(t)rB)

= —sin(t)r (r’ cost — rrsint) + (r’sint + r7 cost) cos(t)r = r’r,

G =g (X, Xy) = g(—sin(t)rN + cos(t)rB, — sin(t)rN + cos(t)rB)
= (—sin(t)r)” 4 (cos(t)r)” = r2.
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Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal a superficie de revolucao:
XsANXy = (ET + (r' cost — rrsint) N + (r'sint + r7 cost) B) A (—sin(t)rN + cos(t)rB)

= (—sin(t)ré) B — (cos(t)ré) N + ((r' cost — rrsint) cos(t)r) T — (—sin(t)r (r' sint + r7cost)) T
=rr'T + (—r€cost) N + (—résint) B,

120 A Xell = /()2 + (= cost)® + (= sint)? = r/(7)7 1 €.

Xs N Xy ! (—& cost) N (—Esint)

i
= T
X AX] - Jorre | Jorre | JoEre

Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes X, X5 € Xy, para podermos, por fim
encontrar e, f e g :

N = B.

Xss =uTl +vN + wB.

Onde u, v, w sao dados por:

u = (—(cost) (r&’ +1'k) — Kk (1" cost — rrsint)),
v=(r"cost+ k€ — (sint) (rr" +r'T) — 7 (' sint + r7 cost)),

w = (r'"sint + (cost) (r7’ +r'7) + 7 (r' cost — rrsint)).

As outras derivadas tém as seguintes expressoes:

Xt = —7r (cost) N —r (sint) B,

Xs = — (sint) (r'"N +rN') + (cost) (r'B+rB’)
= — (sint) (r'N +r (=T + 7B)) + (cost) (r'B+r (—7N))
= (resint) T + (—r'sint — rrcost) N + (r’ cost — rrsint) B.

Agora estamos aptos a calcular os iltimos coeficientes, e, f e ¢ :

o= g, X = (Zr(eost) ()" = rr (sint) r'r 4 7w (cost) ! — 12 + ki (cost) € 4 1)
P e
(r7€ 4+ rr'ksint)
EET
§
NG

Com os coeficientes todos calculados, podemos enfim obter as curvaturas gaussiana e média da superficie de
revolucao:

f :g(N7Xst) =

9

QZQ(N7Xtt) =T

o 9e— 7 (r"€? + k€3 cost + 2(r')? k€ cost + r(r')2k% sin® t + rr'éxk’ cost + rr'kTE sint)
ep-r P+ €2 ’
0o 1(gE+Ge—2Ff) 1 (& + ()26 —rr"&—2r(r")?kcost — r?r'k cost — re€? cost — rr'kTsint
2 (GE-F?) 2 ()2 + €2)% '

Usando as expressoes das curvaturas principais, obtemos que:

klz 3
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Onde T e A sao dados por:

2

T =&+ ()2 —rr"E — 2r(r')*k cost — 1?1’k cost — reé? cost — r*r'kT sint,

A=p’+w,

W= (53 + (?“')2§ —rr’€ — 27“(7“’)2/@' cost — rr'k’ cost — reé? cost — 21’ KT sin t)

w=4r ((r')* + &) (r"& + k€ cost + 2(r')* k€ cost + r(r')?k*sin® t + rr’ék’ cost + rr’kTésint) .

3.1.6 Superficie Cilindrica (Plano XZ)

Dada uma curva parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano no plano XZ, v(t) = (z(¢),0, 2(¢)) e um
vetor unitario v = (a, b, ¢) que nao pertence ao plano da curva, segue que uma superficie cilindrica gerada por
~v e v é parametrizada da seguinte forma:

X(s,t) =~(t) + sv = (x(t) + as, bs, z(t) + cs).

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana dessa familia, para isso, comecemos com o cédlculo das
derivadas da parametrizacao:

Xs = (a,b,¢) , X; = (2/,0,2")

Vamos calcular F, F,G e o campo normal N :

E=g(X,,X,)=a*>+b*+c* =1,
F =g(Xs, X}) = ax’ + ¢/,
G =g(Xe, X)) = (@) + () =1,

Xs A Xy = (b2, cx’ — a2, —bx'),

| Xs A Xy = \/(bz’)2 + (e’ — az")? + (—ba')?
= a2(2")2 — 2acx’ 2’ + b2(x')2 + b2(2')2 + c2(a')2
= /a2 (1 — (2")2) — 2aca’z’ + b2(z')2 + b2(2)2 + c2 (1 — (2')2)

= /1 —a2(2')? — 2aca’z’ — c2(2')2 = \/1 — (az’ + ¢2')?,

X AX bz cx' —az’ b’
A XD\ V1 - @+ e 1@+ e 1= (@ + 27

Vamos agora calcular as segundas derivadas de X para podermos encontrar os ultimos coeficientes:

XSS - <07 O’ O)’ Xst - (07 070)7 Xtt = (:E//’()’ Z”).

Segue que e, f e g j4 podem ser calculados. E sao dados por:

- g(NaXss) = 07

f :g(N7XSt) = 07

b — b2
\/1 — (az’ + cz')’

Portanto as curvaturas média e gaussiana sao expressadas por:

eg — f?
EG — F?

K= =0,



3.1. EXEMPLOS 21

_ leG+gE —2fF

H =
2 EG-F?
1

bz'x" — bx' 2"

> Y
1 — (ax’ + c2')
Segue dessas expressoes que, facilmente, podemos ver que as curvaturas principais sao dadas por:

bz'x" — bx'Z"

(1 — (az’ + cz’)2)

ki =0 : ko =

Njw
.

3.1.7 Superficie Parabdlica

Dada uma curva (sem perda de generalidade) no plano XZ, v(t) = (z(t), 0, z(t)) parametrizada pelo comprimento
de arco euclidiano, a ideia de uma superficie parabdlica é transladar a curva por um vetor. Vamos tomar o
vetor v(s) = (0, s,0). Segue disso que a parametrizacao de uma superficie parabdlica relacionada a curva v e o

vetor v é:

X(s,t) = (x(t), s, 2(t)).

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana. Comecemos derivando a parametrizacao:

Xs =1(0,1,0) , X = (2',0,2").

Com isso, ja podemos calcular os coeficientes E, F' e G :
E = g(X37Xs) =1,
F = g(XsaXt) - 07

G=g(X, X,) = () + () = L.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal:

X ANXy = (2,0,—2"),

1% A Xl = /()% + (@) =1,

| Xs A X
Para o cédlculo dos outros coeficientes, é necessario a obtencao das segundas derivadas da parametrizacao:

N (2',0,—12').

XSS = (07070>7 Xst = (0,0,0), Xtt = (l’”,O,Z”).

Agora podemos calcular os tdltimos coeficientes:
e=g(N,Xss) =0,
f= g(N7Xst) =0,

g=9g(N,Xu)=2x"2"-2"2"

Com isso ja podemos calcular as curvaturas média e gaussiana:

eg—f2 . 1(6G+9E_2fF)_1 "o /)

K=—2"J _ H=- —
Ea—f 0 2 EG — F2 p (@7 =2

Vendo os resultados acima, obtemos facilmente as curvaturas principais:

ki =0 : ke = (2”2 — 2"2").
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Teorema 3.1.4 As superficies parabdlicas com norma da sequnda forma igual a 1 (k% + k2 = 1) sao dadas pela
sequinte parametriza¢ao:

sin (t—I—C) C1
X(s,t) = 0 + s com (C,C1,C5) € R,
—cos (t+ C) Cy

Prova. Vamos agora caracterizar as superficies que respeitam a equacao k‘% + k’% = 1. Supondo a equacao
resolvida, obtemos:
2
("2 —2"2) =k} + k3 = 1.

Como 7 estd parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, segue que existe uma funcgao suave ¢ :
R — [0, 27] tal que:

' =cosp=1" = —¢ sinp,

2/ =sinp = 2" = ¢ cosp.

Substituindo os valores de z/, 2", 2" e z” obtemos:

1" IN2

(22 — 2"2")? = ((—¢' sin @) sin p — (¢’ cos @) cos )” = (¢')? = 1.
Podemos supor que ¢’ = 1 a menos de reparametrizacao. Integrando obtemos:
p=t+C.
Portanto podemos calcular as coordenadas = e z da curva 7 :
z'(t) = cosp = cos(t + O).

Ao integrar concluimos que:
x(t) =sin(t + C) + C1.

Para a coordenada z né temos:
2 =sing =sin(t + C).

Integrando concluimos que:
2(t) = —cos (t + C) + Cs.

Logo, as superficie parabdlicas que tém a norma da segunda forma fundamental igual a 1 sao dadas por

sin (t + C) C1
X(s,t) = 0 + s com (C,Cy,Cy) € R,
—cos (t+ C) Cy

Teorema 3.1.5 As superficies parabdlicas que respeitam a equagio P,(H, K) =0, onde P, é um polinémio de
grau n, podem ter apenas uma dessas duas parametrizagoes:

X(s,t) = (% sin(Ct—l—K),s,—écos (Ct—l—K)) onde (C,K) € R?,

X(s,t) = (cos (K)t+ Ky,s,sin (K)t+ K3) onde (K, K, K,) € R>.

Prova. Vamos agora caracterizar as superficies parabdlicas que respeita a equacao P,(H, K) = 0, ou seja,
usando que a curvatura gaussiana é nula, segue que P,(H, K) =ao+a1H+...4+a,H" =0, P, # 0. Segue que:

O=ap+aH+..+a,H"  =ag+a (=) + ... +a, (—¢")"

Segue que esse polindmio tem no méximo n raizes reais. Porém, ¢’ € C*°(R). Logo, ela ndo poderia assumir
apenas estes valores (finitos) que zeram o polindémio, & nao ser que ¢’ = C, onde C é uma raiz do polindmio.
Segue disso que:

o =C.

Integrando obtemos que:
o(t) =Ct+ K, (C,K) € R%.
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Agora podemos encontrar as coordenadas da curva . Supondo primeiramente que C # 0, temos que:
z' = cosp = cos (Ct + K).

Integrando ambos os lados concluimos que:

z(t) = %sin(Ct—FK).

Para coordenada z temos exatamente o mesmo procedimento:
/ . .
z' =sinp =sin (Ct+ K).

Integrando novamente concluimos que:

2(t) = —%cos (Ct+ K).

Logo, segue que a familia de superficies parabdlicas que verificam P,(H, K) = 0 é parametrizada por:

X(s,t) = (%sin(Ct—i—K),s,—écos(C’t—l—K)) : onde (C,K) € R?.

Caso C = 0 o resultado muda um pouco:
x’ = cosp = cos (K).

Integrando obtemos:
x(t) = cos (K)t+ K;.

Para z temos:
z' =sinp = sin (K).

Por fim, integrando concluimos que:
z(t) = sin (K)t + K.

Ou seja, a outra possivel parametrizacao é dada por:

X(s,t) = (cos (K)t+ Ky, s,sin(K)t+ Ks), onde (K, K, K) € R

3.1.8 Superficie de Translacao (Plano XZ e YZ)

Suponha duas curvas (sem perda de generalidade) parametrizadas pelo comprimento de arco y(t) = (a(t), 0, ¢(t))
e £(s) = (0,y(s), z(s)).Temos que uma superficie de translacdo gerada pelas curvas v e £ é parametrizada por:

X (s,8) = (1) +&(s).

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana desse caso. Comecemos derivando X :

X, =), Xi=70).

Com isso, ja podemos calcular E, F e G :

2 2
E= g<X37Xs) = (y/) + (Z,) = 17
F=g(Xs,X;) =72,

G =g(X, Xy) = (@) + (<) = 1.

Com X, e X; calculados, podemos também encontrar o campo normal:

XS A Xt - (ylcl7 Z/CL/, _y/a/) )
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1 Xs A X[ = \/(y’C’)2 +(2'a")’ + (—y'a)” = V(1) + ()?) (@) + (¥)(¢)?

= V(@) + (y)2(¢)? = /1 - (2¢),

/ / !/

N — XsNXy y'c Z'a —v'a
1Xs A X \/1—(,2’0’)2 \/1—(2’0’)2 \/1—(2’0’)2

Vamos agora calcular as segundas derivadas da parametrizagao para encontrar os ultimos coeficientes:

Xss = 5//(3) ) Xst = (07 07 0) ) Xt = ’7//(75)
Portanto, os ultimos coeficientes ficam com as seguintes expressoes:

1

e=g(N,Xss) =

Y

(a)y + (—y'd):
1= (2'¢)?
f= g(N7XtS) =0,

!/ /!

(y'c)a” + (~y'a) "
)2

\/1—(2'¢

g = Q(N,Xtt) =

Jé podemos calcular as curvaturas média e gaussiana:

<(z/a/)y”+(—y/a/)z”) ((y/c/)a//+(_y/a/>c//)
K= €eqg — f2 . \/1—(2"0’)2 \/1—(2"0’)2
 EG-F? 1_(c/z/)2

(z/a/)y”—l-(—y'a/)z” (y/c/)a//—}—(—y/a/)c”
oo 1 (eG +gE — 2fF) 1 Vi-(z'c))? V1-(z'¢')?
= 5 =

EG — F? 2 1— (c/z/)2

L )y + (cy'a) 2" | (y'e)a” + (~y'a)c”
(1 — (c’z’)z) : (1 — (c’z’)2>

Teorema 3.1.6 Temos que as superficies de translacao com curvatura gaussiana constante (K = C') tém as
sequintes parametrizacoes para C # 0 e C = 0, respectivamente::

o|w

Kit+ P
X(S,t): K5 ) (P17K17K57K47P0)€R5'
(b5 + K4) + (t + Py)

X(s,t) = (Kqt+ P1,y(s), Kot + Py + 2(s)) , (Ko, K1, Py, Py) € R%.

Prova. Vamos agora caracterizar a familia de superficie de translacao que verificam a equagao: K = C € R.
Usando que as curvas sao parametrizadas pelo comprimento de arco, segue que existem funcoes suaves ¢, w :
R — [0, 27] tais que:

y' = (cosp), a’ = (cosw),
2! = (sinyp), o ' = (sinw),
Yy’ = (—¢'singp), a’ = (—w'sinw),

1! / /! /
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Substituindo na equacao obtemos o seguinte polinémio:

() y" + (—y/a) ") (') " + (~y/a') )

C=K= 5
<1 — (c’z’)z)

Isolando toda a equacao obtemos:

2
(Fa)y" + (~y/a) ) (Y )" + (~y/a) ") - C (1= (¢)*) =0,
Agora vamos substituir as derivadas pelas fungoes angulos:
A+B+D+E+F+G=C.

Onde as expressoes das letras sao dadas por:

A = (=C)sin* psin® w, B = w'¢’ sin? ¢ cos ¢ sin’ w cos w,
D = W'y’ sin? ¢ cos ¢ cos® w, E = 2C'sin? ¢ sin® w,
F =Wy cos® psin? wcosw, G = W'y’ cos? pcos? w.

Suponhamos que uma das curvas nao seja um grafico de funcao, como a expressao acima é simétrica em
relacao a ¢ e w segue que podemos supor, sem perda de generalidade, que existe um ponto ¢y tal que o vetor
velocidade da curva seja vertical, ou seja, cos g = 0 e sin g = +1 substituindo na expressao acima temos:

(—C)sin* w + 2C'sin*w — C = 0.

Temos aqui um polinémio de grau 4 em sinw se anulando, segue que sinw pode assumir, no maximo, 4
valores, mas essa funcao é suave, logo segue que sinw = Ky € R e , portanto, cosw = K;. Analogamente (pois
o polindmio é simétrico) segue que sinp = Hy € R e cos p = H;. Substituindo no sistema temos:

¢ =sinw = K.

Integrando obtemos:
C(t) = Kot + P().

Fazendo exatamente o mesmo processo, obtemos:
a(t) = Klt + Pl.
Com isso, segue que as seguintes igualdades sao validas:

C/:K07
a = Kla

" =d" =0.
Substituindo na equagao da curvatura gaussiana obtemos:anterior obtemos:
0= ((Za)y" + (~y'a) ") ()" + (~ofa) )~ € (1= (¢)?) = ~C (1 (Ko)?)
Supondo C # 0 (isso implica da definigao de Ky que Ky # 0)obtemos o seguinte resultado:
1— (Ko2')> = 0.

Segue disso que 2z’ “tem dois possiveis valores:
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Porém, como Ky = sinw segue que ele é um valor entre 0 e 1.n Ou seja, a igualdade:

"2
=1-——2>0
S6 ¢é valida se Ky = 1. Segue disso que:
Isolando %’ e integrando, obtemos:
y' =0

Integrando ambos os lados obtemos:

y(s) = K,

2(s) = £s+ K4

Ou seja, a familia solugdo de K = C' € R — {0} tem a seguinte parametrizagao:

Kit+ P
X(S7t) = K5 ) (K07K17K57P0) €R4
(£s + Ky4) + (t + Po)

Se C' = 0 voltando na primeira equagao e usando novamente que v nao é um gréafico de fungao (a” = ¢’ = 0)
obtemos:

() o+ (—y/a) ) (') " + (—ofa) )~ C (1- (¢)7) =0 0=0

Portanto, segue que & pode ser qualquer curva. Ou seja, a parametrizacao da familia que resolve K =0 é
dada por:
X(S, t) = (Klt + P, ’y(S), Kot + Py + Z(S)) , (Ko, K4, Py, Pl) ~ R*.

3.1.9 Superficie de Translagao (Uma Curva Espacial)

Suponhamos agora, que uma das curvas, digamos 7 seja uma curva espacial (parametrizada pelo comprimento
de arco euclidiano), ou seja, y(t) = (a(t),b(t),c(t)). Vamos aora calcular as curvaturas média e gaussiana da
superficie:
Xs=1(0,9,2") : X = (d', b, ).
Ja podemos calcular os primeiros coefinicentes e o campo normal:

E=g(X,, X,) = ()

+(2)" =1,
F=g(Xs, Xy) =yt +2'¢,
2

G=g(Xi, Xy) = (@) + (1) + () =1,

X ANXy = =2V, 2d,—y'd),

XA Xil = (e — 200 + (2a) + (g ) = VI R@R + )PP — 272V + (P + (7))

— V= W02 = 27+ (= () = /1= (¥ + )’

X AX,
HXS A Xt“

y/c/ _ z/b/ Z/a/ y/a/

\/1 — (WY + ') \/1 — (YW + ') \/1 — (Y'Y + ')

Vamos agora derivar novamente a parametrizacao:
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Xs = (07 y,lv ZH) ) Xis = (07 07 O) ) Xy = (a'N7 b”, Cl/) .
Portanto os coeficientes e, f e g sao dados por:

/a/y// y/a/ZH

NXSS - )
\/1— (y'b + 2'¢)’

f :g(N7XSt) = 07

(y/c/ o Z/b/) a// _|_ Z a b// _ / /C//
\/1—(y’b’—|—z’c’)

Por fim, podemos calcular as curvaturas média e gaussiana. E elas sao dadas por:

g=9N,Xy) =

eg — f*
EG — F?
( Za'y —vy'a' 2"’ ) ((y/c’—z’b/)a”—i—z a't —y’ ’c”)
\/1—(y’b’—|—z’c’)2 \/1—(y/b/—|—z c’)?
- _ (y/b/ + Z/C/)2
(Z/a/y// y/a/Z//) ((,y/C/ . Z/b/) a// _|_ z/a/b// y/a/C//)

(1 v + e

K —

Y

1 feG+gE —2fF
H=-
2 EG — F?
( Zla/y”—y’a/z/’ —l_ (y/c’—z’b')a /+z a'b’ — / a' e’
B 1 \/1—(y/b/—|—z’c/)2 \/1 y'b'42'c’)?
2 1— (y'V + 2'¢)?

(Z/a/y// y/a/Z//) _|_ ((ylcl . Z/b/) a// + Z/a/b// y/a/C//>
3
\ <\/1 — (y'V + z’c’)2)

3.1.10 Superficie Regrada

Dada uma curva parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) podemos tomar
um campo de vetores unitério V(¢) = (u(t),v(t),w(t)) ao longo da curva. Vamos definir uma superficie gerada
tomando um ponto (ty) da curva e andando na diregao de V (tp) por um tempo s. Segue que a parametrizagao
da de uma superficie regrada é dada por:

X(s,t) =~(t) +sV(t).

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana dessa superficie. Comecemos com o cédlculo das derivadas
de X :

Xs =V = (u,v,w),

Xe=v"+sV = (" +su,y +sv', 2" +sw').

Ja podemos calcular os coeficientes F, F' e GG, e o campo normal N :

E = g(XS7XS> = g(‘/a V) = 17

F=g(XsX)=9g(V,7)+sg(V', V) =g(V,y) = uz’ + vy’ + w7,
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G=g(X, X)) =g +sV', v +sV)=1+2s W2 + 'y +w'2)+ s <(u’)2 + (v’)2 + (w’)z) :

v(Z + sw') —w(y + sv')
X ANXy=| w(@' +su)—u(Z +sw) |,
u(y + sv') —v (2 + su')

VA= ||IXA X = \/(’v (2 + sw') —w(y +s0)" + (w (@ +su') = u (2 + sw)” + (uy +sv) —v (@’ + su))’,

N

O XoNXy <v(z’—|—sw’)—w(y’—|—sv’) w(z + su') —u (2 + sw') u(y’—l—sv’)—v(x’—l—su’))
[ Xs A X VA ’ VA ’ VA '

Vamos agora derivar novamente a parametrizacao:

Xss — (07070>7
Xst = Vl?

Xtt :’}/H—{_SVH — (x// +Su”,y//+SU/,,Z,/+SU),/).

Vamos calcular os tltimos coeficientes:

e=g(N,Xs) =0,

f=9(N,Xs)
_ (v(z’+sw’) —w(y’+sv’)) L (w(x’+5u’) —u(z’—|—3w’)> L <u(y’—|—sv’) —v(x’+su’))
VA VA
(uy'w’ — uz'v" —vr'w + vz’ + wr'v' —wy'u)

\/Z )

R+ S

9:9(N7Xtt):W-

Onde as letras tém o seguinte significado:
S =(w(x +su)—uz'+sw)) (v +sv")+ (u(y +sv') —v(x +su)) (2" + sw’),
R=(v(Z +sw')—w(y + sv")) (z" + su”).

Logo as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

Ko 91"
EG — F?
(wy'w' — uz'v' —vr'w + v+ wr'v — wy'')’
B AB ’
H—l eG+gE —2fF
-2 EG — F?
C+D+FE-F

N | —

(1 + 2s (u'z" + vy’ +w'2") + 52 ((u’)2 + () + (w’)2>> — (ux’ + vy’ + wz')’

Onde B,C, D, FE, F sao dados por:



3.1. EXEMPLOS 29

B = B1 + B,
By = (w')? — () — 20 + 0}y — (0 4w (P
By = —2s2'u’ — 2sy'v — 2582’ w’ + 2uva’y’ + 2uwa' + 2vwy'Z — 1,
O— ((v (2 +sw') —w (y + sv')) (2" + su”))

po (fule ) <§+ )G 4l
p- (LW te) v ) (" o))

P (2(uy’w’ —uz'v' —vr'w + v'u + wr'v — wy'u') (ux’ 4+ vy’ —l—wz’))

VA

3.1.11 Superficies Codnicas

Dada uma curva parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano v(t) = (x(t),y(t), z(t)) segue que uma
superficie conica é parametrizada da seguinte forma:

X (s,t) = sv(t).

Vamos agora calcular suas curvaturas média e gaussiana. Para isso, comecemos com o cdlculo das derivadas
de X :

XS = (x7 y? Z)?

X = (sx',sy,s2) .

Ja podemos calcular os primeiros coeficientes e o campo normal:

E=g(X,, X,) =2 +y% + 22,
F=g(Xs, Xs) =s(z2’ +yy' +22'),
G=g(X, Xy) = 32|7/‘ = 327

X ANXy =5(yz' — 2y, 22" — a2, 2y — ya'),

1X, A Xl = s/ (2 — 29)? + (20! — 52/)? + (ay/ — ya')’,

= s\ 42+ 22) — (oo +22)) = sV,

Xs N Xy _(yz’—zy’ za' — a2 xy'—yx’)
| Xs A X VA VA VA )

Vamos derivar novamente a parametrizacao:

Xss - (07 070) ) Xst - (.CU/,y/, Z/) ) Xtt - (S.I//, Sylla SZ//)

Segue que os coeficientes e, f e g tém a seguinte expressao:

QZQ(N,XSS):O,

F=g (N, Xy) = (%) () + (%) W)+ (%) () =0,
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9=9(N,Xu)
- (%) (s2") + (%) (sy") + (%) (527

xy’z” _ xy”z’ _ ym’z” + yzc”z’ + zx’y” _ zx”y’

VA

Segue que as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

eg — f?

“Eg_p "

1 (eG+gE _ 2fF) B (332 _|_y2 + 22) (a;.y/z// _ a:y”z’ _ yx’z” +yw”z’ i zw’y” _ zx”y’)

H=3 EG — F? 23<\/Z)3

Teorema 3.1.7 Ndo existem superficies conicas que respeitam a equacgdo: k? + k3 = 1.

Prova. Vamos encontrar a familia de conicas que satisfazem a equacdo k7 + k3 = 1. Suponha a equacio
satisfeita, segue que:

11 /v 1! /)

(22 +y? + 22) (ay' 2" — ay’2' — ya'2" + ya”' 2 + 22y’ — 22"y

2s (ﬂ)g

1=k +ki=4H> - 2K =4

Isolando s obtemos:

1 1! /v

(332 + y2 + 22)2 (xy’z” . xy//z/ — oy’ 4y + za:’y” . zx”y’)2
3
(A)

= 327

Fixando t = ty segue que s = F(ty). Onde F' é dada por:

(562 + y2 + 22)2 (ZL'y/Z” —ay'2 —yx' 2 4y + zaly! — zx”y’)2
F(t) =+ a7 (t).

Mas isso ¢ um absurdo pois s pode assumir infinitos valores. Logo a equacgao k? + k3 = 1 nao tem solugao.
|

Teorema 3.1.8 Nao existem superficies conicas que respeitam a equacao P, (H, K) = 0.

Prova. Suponha a equacao satisfeita. Como K = 0 segue que 0 = P, (H,K) =ao+a1H + ... + a, H". Segue
que
os denominadores das poténcias de H sao dados por:

D(H) = 2s (JZ)S v D(H) = (23 (\/Z)3>n

No polinémio, podemos igualar os denominadores colocando num denominador comum. Para isso é
necessario fazer a seguinte multiplicacao:

n—i

H (23 (\/Z)3> —g()s",  0<i<n.

Como a fracao final se iguala a zero, segue que podemos considerar apenas o numerador. Ou seja, temos
Y Y
que:

go(t)s"™ + gl(t)s”_1 + ...+ gn(t) =0.

Segue que s pode assumir no maximo n valores, mas isso € um absurdo. m
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3.1.12 Superficie Algébrica (Grau 2)

Vamos estudar agora uma classe de superficies que sao dadas por *S = f~1(0) onde f : R — R é uma funcao
suave e V f(p) # 0 para todo p € S. Para o nosso caso (superficie algébrica), tomaremos :

f(x,y,2) = Az* + Boy + Caxz + Dx + Ey* + Fyz + Gy + Hz? + 12 + J.

Para isso, vamos primeiramente definir alguns operadores que serao muito tteis em nosso trabalho:

Definicao 3.1.9 Dada uma funcdo suave f : R? — R, podemos obter um campo de vetores chamado campo
gradiente de f e denotado por V f, onde:

gV, X)=X(f), para todo X € X(M).
Vamos mostrar agora o lugar em que situa essa campo na imagem inversa de um valor regular.
Proposigao 3.1.10 O campo V f é ortogonal & superficie S = f~1({0})

Prova. De fato, dado um ponto p € S e v € T,,S podemos tomar uma curva y(¢) = (z(t),y(t)z(t)) € S tal que
~v(0) =p e 7/(0) = v. Como + estd contida em S segue que:

f(y (@) = 0.

Derivando ambos os lados temos:

g(Vf(x(8)),7()) = 0.

colocando t = 0, obtemos que g(V f(p),v) = 0. Como v é um vetor arbitrério o resultado segue. m
Logo, podemos tomar o seguinte campo normal unitario:

No_ Y
IV f]

Definicao 3.1.11 Dada uma funcgdo suave f : R — R, definimos a aplicacdo x +— VYV (Vf) como Hess(f)(x).

Definicao 3.1.12 Definimos o operador laplaciano de f, denotado por Af, onde Af =Tr(Hess(f)).

Portanto, ja podemos calcular a aplicagao Sy. Temos que:

Sy (z) = — (VoN)T = —V,N = -V, (—%) _ W—lﬂm (V) = ﬁHess(f)(x).

Segue disso que, podemos tomar uma base ortonormal de 7,5, {v,w} e portanto, podemos encontrar os
elementos da diagonal da matriz de Sy (x) obtendo, por fim, a curvatura média de S :

Sw) = ﬁHess(f)(v) =av+ frw = ﬁg(Hess(f)('v),v) = aq,
Sy (w) = ﬁHess(f)(w) = azv + fow = ﬁg([—]ess(f)(w),w) = [s.

Temos que a matriz de Sy é dada por:

S — g 51 ) )
(Sn) ( az B2
Segue que a curvatura média de S é dada por:

H = 2Tr(Sy) = = (g(Hess(f)(v),v) + g(Hess(f) (w), w)).

2 2|V f]
Gostarfamos de nao precisar encontrar uma base ortonormal para obter a curvatura média, portanto vamos

encontrar uma forma de evitar isso. Facamos as seguintes observacoes:

Primeiramente, como Af = Tr(Hess(f)) segue que, dada uma base ortonormal do R? {v, w, %} temos

que:
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) g (Hess(f) (v) ,v) + g (Hess(f) (w), w)

Af=g (Hess(f) ( v/ ) v/

Vi) IV

= — ess v/ v/
s g (Hess(f) (v) ,v) + g (Hess(f) (w) ,w) = Af g(H <f>(|vf,),|vf|).

A segunda observagao é que, pela defini¢ao de gradiente de uma fungao e usando a fungao h = g(Vf,Vf) =
IV f|? e o campo X = Vf segue que:

9(Vh, X) = X(h) = g(VIVf*, V) =V (IVIF) = g(VIVIF, V) =V (9(V].V])).

Usando a compatibilidade da maétrica obtemos:

g(VIVIE V) =V gV V) =29(Vvs f.Vf) = 29(Hess(f)(Vf), Vf).

Notemos que o operador Hessiano é linear no seu argumento, de fato:

Hess(f)(av) =V (V) =aV, (Vf) = aHess(f)(v).

Dessa observacao e da anterior, obtemos que:

_ _ ess v/ v/
g(Hess(f) (v),v) +g(Hess(f) (w),w)=Af—g (H () (\Vf\> 7 |Vf‘>

o (%g(VIVflz,Vf))

_2VfPAf - (9(VIVFP V)
2|V f[*

Substituindo na expressao da curvatura média, concluimos que:

1
— Nl (9(Hess(f)(v),v) + g(Hess(f)(w),w))

1 (2P AF - (9(VIVF V)
2|V f] 2|V

C2IVEPAf—g(VIVE V)
B AV 3
2(f24+ 24 12) (fow + Fyy + f22) = 9OV (F2+ 124 [2) , (fus fys f2))

3
1(Jz+ i+ 12)
3
1(\J(BZ+5+12)

H

_A-B-C-D
— — ,

Onde as letras maitisculas tém as seguintes expressoes:

(F24+ 24 f2) (foo + foy + f22)
(fofoa + fyfoy + fofoz) fo
(fefey + fyfyy + ffyz) fus
(fofoz + fyfoy + [2122) [,

E=2<\/(f§+f§+f3))3.

A=
B =
C =
D =
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Essa expressao nos permite calcular a curvatura média sem a obtencao de uma base ortonormal para 7},S.

Agora vamos encontrar a expressao da curvatura gaussiana. Temos que toda superficie é, localmente, um
gréifico de funcao. Logo, se uma superficie ¢ implicitamente definida por f : R®> — R com f(z,¥, z) = 0, segue
que, localmente, z = z(x,y). E portanto temos que S tem uma parametrizagao local de:

o(z,y) = (2,9, 2(z,y)).
Cujas curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

2
Ty

(22 + 22 + 1)

K —

29

7 — 1 [ zyy (224 1) + 240 (25 + 1) — 224y (202y)
3
(22+22+1)2

2

Primeiramente, notemos que, como a superficie é localmente um gréfico de funcgao, segue que que o plano
tangente (localmente) nao é vertical, ou seja, o gradiente de f (localmente) ndo é horizontal, ou seja f, # 0
(localmente).

Logo temos f(z,y, z(x,y)) = 0. Derivando ambos os lados em x e y obtemos:

2 fay, 2w, 9)] = 0

= g(V/f,(1,0,2,)) =0
= fo+22/2=0

izx:__.

a% f 2,y 2(z,y))] = 0

:>g(vf7 (0,1,Zy)):O
= fy+2,f- =0
Sy

[z

=z, =

Vamos derivar novamente para obter z,., 22y € 2yy :

_2 _fﬂf(xvyaz(x7y))
el y) =5 ( fz<x,y,z<m,y>>)

(g (vfﬂw (17 07 zaz)) fz —4g (va7 (17 07 Zﬂﬂ)) fa:)

2

Vg

(Fow + fon (< 5)) £ = (Foe+ £ (- 5)) 1)
12
foalz = forfe = (foufo = 5512))

2

12

_
|
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ny(x, y) =

0 (_fx(x,y,Z(w,y)))
oy \ [f:(z,y,2(z,y))
(g (Vf;,;, (07 1, Zy)) J-—g (sz, (07 1, Zy)) f:c)
f2
f2

((Fo+ Lo (= 4)) £ = (P 122 (- 52)) 1)
/2
(foy 2= fasfyfs = Foyfulo+ fufyfoz)
/2 '

e Oy \ f:(z,y,2(z,y))
f3
O caso z,, ¢ exatamente igual ao caso 2, por isso omitimos o processo. Substituindo os valores das derivadas
de z nas expressoes de K e H obtemos expressoes para ambas apenas em termos das derivadas da funcao f :

2
Ty
(2425 +1)°

2
f2 f2 f2

()" ()" +1)
 (Feaf? = 2fasfufe t oo f2) (Fguf2 = 26 fole 4 Forf2) = (Fanf2 = Fonfofe = Foufols+ Fufyos)’
r((E)+(5) w)
(e f2 =2 fufe+ Foef2) G d2 = 2y fofe + Fonf2) = (funf2 = Fozfufe = Fosfofe + Fofufes)’
22+ 1+ £2)

AB—-C
5 -
() ()7 + (1) + (1))
Onde A, B e C sao dados por:

) (o) (F2) = 2(faz) () + (f22) ()]

) () (F) = 2 (fy2) () + (=) (£)]
((f2) [(fay) (F2) = (Foz) (fy) = (Foy) (F)] + () (Fy) (F22))2

A
B
C

(22422 41)

H_z(%u%+U+%A4+n%w@@j

f2

(f2+r2+12)
f2

( —(fuuf2=2fy=fufotfon ) (F2412)~(Foaf2—2funfufot o F2) (Fot f2)42(fau f2—Fanfufo—Fon Fa Lot fufyfaz) fulfy )
3
2
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Onde A e T sao dados por:

(fo)? (f22) = 2(fo) (fy) (fay) = 2 (Fo) (f2) (fuz) = 2 (fy) (f2) (fy) -

Que tem o mesmo médulo da expressao anterior (nesse caso o campo normal foi contrédrio ao outro, por isso
a diferenga de sinal).

Portanto, vamos calcular as curvaturas média e gaussiana para um polinémio de grau 2. Comecemos calcu-
lando suas derivadas:

A
T

flz,y,2) = Ax® + Bey + Caz+ Dz + Ey* + Fyz+ Gy + Hz* + Iz + J,

f=QRAx+By+Cz+ D), fy=(Bx+2Ey+ Fz+G), f.=Cx+Fy+2Hz+1),

fxx:2A7 fxy:By
fmzzca fyy:2E7
fy-=F, f..=2H.

Basta substituir os valores das derivadas de f nas expressoes de K e H que obtemos as curvaturas gaussiana
e média para essa familia.

Cilindro eliptico
Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

x? 2P

f(ﬂf,y,z)ngrb—z—l-

Segue que os coeficientes sao dados por:

A=L B=0, C=0, D=0, E=0,
F=0, G=0, H=17, I=0

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

K =0,

((2Hz)2 24 + (2Az)> 2H)

N[

2 ((2A3:)2 + (2Hz)2)

a’z? + b2x?

.
aAbA (\/%ap N %z2>

Cilindro Hiperbdlico

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

f@y,2) = — — 75— 1.

Segue que os coeficientes sao dados por:

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

K =0,
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((21491:)2 2H + (2Hy)? 2A>

2 ((2A:1:)2 + (2Hy)2>%
(a2)” = (b2)?

3
atb?t (\/C;%zﬁ + %z2)

Cilindro Parabdlico

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

f(x,y,2) =z —azx®, a>0.
Segue que os coeficientes sao dados por:

A=-a, B=0, C=0, D=0, E=0,
F=0, G=0, H=0, I=1, J=0.

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

K =0,

((1)2 zA)

Cone Eliptico

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

Segue que os coeficientes sao dados por:

a?’

A=L B=0, C=0, D=0, E=
F=0, G=0 I J

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

. [(2}12) ((24) (2H2)) + 2H (zAg;)ﬂ [(zﬂz) (2E (2H2)) + 2H (zEy)ﬂ — ((2Ax) (2By) 2H)?

(2H 2)? ((2Am)2 + (2Ey)? + (2Hz)2>2

(a2b2z2 —a2cy? — bzc2$2) aApt et

(a*b22 + a*cty? + b4c4a:2)2

Y

((2Aa:)2 OF + (2H2z)? 2E + (2Ey)? 2A + (2Hz2)? 24 + (242)? 2H + (2Ey)’ 2H>

w

2

2 ((2&)2 + (2Ey)? + (2Hz)2)
a’b*2? + a’cty? + a*b?2? — a*cPy? + bPcta? — bicPa?

3
<\/C;i4:c2 + Sy + ;%z2) a*btct
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Elipséide

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

f(xayaz):x_z+y_+z__1, CL,b,C>O.
a C

Segue que os coeficientes sao dados por:

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

. [(zﬂz) ((2A4) (2Hz)) + 2H (2Am)2} [(2Hz) (2E (2Hz)) + 2H (2Ey)2] — ((2Az) (2Ey) 2H)?
(2H 2)? ((zAx)Q +(2Ey)* + (2H2)2>
(a2b222 + a202y2 + b202$2) a4b4c4

(a4b4z2—|—a4c4y2—|—b4c4:132)2 ’

2

((2A$)2 2F + (2Hz)? 2F + (2Ey)* 2A + (2H2)? 2A + (2A2)* 2H + (2Ey)” 2H)

w

2 ((2A:p)2 +(2Ey)* + (2Hz)2) :

B 4a2b4z2—|—a204y2—|—a4b2z2—|—a4czy2—|—b204:1:2—|—b4c2:1:2

3
<\/C;i4x2 + 7y + %z2> a*b*ct

Hiperboléide de Uma Folha

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

2 2 2

x Y z
f(x,y,z)=¥+b—2—c—2—1, a,b,c> 0.
Segue que os coeficientes sao dados por:
A:a%7 B =0, C =0, D =0, E:b%’
F=0 G=0, =—L I=0 J=-1.

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

[(21{2«) ((2A4) (2Hz)) + 2H (214;1;)2} [(2Hz) (2E (2Hz)) + 2H (2Ey)2] — ((2Az) (2Ey) 2H)?
(2H 2)? ((2A:1:)2 +(2Ey)* + (2Hz)2>2
(azb2z2 — a2y — b2c2:c2) RN

(a4b422+a4c4y2+b4c4a:2)2 ’

K =

((2Aa:)2 OF + (2H2z)? 2E + (2Ey)? 2A + (2Hz)? 24 + (242)? 2H + (2Ey)? 2H>

w

2 ((2,43;)2 + (2Ey)? + (2Hz)2) :

a’b*2? + a’cty? + a*b?2? — a*cPy? + bPcta? — bicPa?

3
<\/C;i4:c2 + Sy + ;%z2) a*btct
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Hiperboléide de Duas Folhas

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

£C2 y2 22

f(x,y,z):—ﬁ—b—2+c—2—1, a,b,c> 0.
Segue que os coeficientes sao dados por:

A=-=%, B=0, C=0, D=0, E=—3,

F=0, G=0, H=4%, I=0, J=-1

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

. [(zﬂz) ((2A4) (2Hz)) + 2H (2Am)2} [(2Hz) (2E (2Hz)) + 2H (2Ey)2} — ((2Az) (2Ey) 2H)*

2
(2Hz)* ((242)° + (2By)* + (2H2)")
(a2b2z2 — a2y — b202:1;2) RN

(a*b*22 + atcty? + b4c4:1:2)2

Y

((2Am)2 OF + (2H2)? 2E + (2Ey)? 2A + (2Hz)? 24 + (242)? 2H + (2Ey)’ 2H)

H=-

w

2 ((2Ax)2 +(2Ey)? + (2Hz)2) :
a’b*z? + a’cty? + a*b?2? — atcPy? + b2 cta? — bicPa?

= 4
3
(\/;14932 + Y + ;%z2> atbtct

Paraboléide Eliptico

Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

22 g2
f(x,y,z)zE—i—b—z—z, a,b,c > 0.
Segue que os coeficientes sao dados por:
A=2L B=0, C=0, D=0, E=3%,
F=0, G=0, H=0, I=-1, J=-1.

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

o _ D (@A) M) E (1)
(1) ((242)° + (2By)* + (1)°)
4a°b°
(atbt + daty? + 4bia2)?

((2A$)2 2F + (I)22E + (2By)* 24 + (I)? 2A>
H = —

3
2

2 ((242)° + 2By)* + (1)°)
a’b* + a*b? + 4a’y® + 4b%2?

5 :
( L2+ Sy + 1) a*bt




3.1. EXEMPLOS

Paraboléide Hiperbdlico
Temos que a funcao que gera o cilindro eliptico é dada por:

.’L'2 yZ
f(xyyyz):_ﬁ‘f“b—z—% a,b,c> 0.

Segue que os coeficientes sao dados por:

A=-%, B=0, C=0, D=0, E=g,
F=0, G=0, H=0, I=-1, J=-L1

Substituindo os valores dos coeficientes na expressao de K e H obtemos:

LD (@A) @) [) 2B (1))
(1) ((242)° + (2By)* + (1)°)
4a°b°
(a*b* 4 4a*y? + 4b4:1:2)2 7

((2Aw)2 2F + (I)22E + (2By)* 24 + (I)? 2A)

H=— .
2 ((2&)2 + (2Ey)? + (1)2) i
a’bt — a*b? + 4a2y? — 4b%2?

_ - ‘
(\/%xQ + ay? + 1) a*bd

39
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Capitulo 4
Espaco Hiperbdlico H?

Como foi feito no inicio do capitulo anterior, aqui iremos mostrar algumas propriedades do espaco hiperbdlico
H3. Novamente, para fins de simplificacao, cada operador calculado de determinada variedade, se nao houver
ambiguidade, nao serd indexado com a nomenclatura da variedade, basta apenas observarmos o contexto para
descobrirmos sobre qual variedade determinado operador se refere.

Vamos nos aprofundar nos exemplos de hipersuperficies imersas, como, superficies helicoidais e de revolucao.
Adicionaremos alguns exemplos de superficies particulares que tornam o espago hiperbdélico diferente do euclid-
iano, como os graficos geodésicos e graficos de funcao em diferentes planos.

Procuraremos relacionar cada resultado obtido aqui com os resultados no euclidiano, de modo a compreeder
o grau de mudanca das conclusoes obtidas de um espaco para outro e como isso afeta no nivel de dificuldade
para a caracterizacao das superficies.

Definicao 4.0.13 Definimos o espaco hiperbélico como H? = {(a, b,c) e R3:c > O} munido da métrica hiper-

bolica g , ou seja, se v = (v1,v2,v3), w = (w1, w2, ws) € TH? e Il5(p1,p2, p3) = p3, seque que:

g (v, w) = viwy + vaws2 + v3ws
’ 113 (p)

4.1 Conexao Levi-Crvita e Curvaturas

Para uma variedade riemanniana qualquer, temos que os simbolos de Christoffel sao dados por:

3

1 m

I = 3 E {0:(gjx) + 0;(gki) — Ok(gij)} g*™
k=1

onde {9;}7, & base e (g;;) é a matriz da métrica riemanniana de TpM, e (¢*/) é sua matriz inversa.
Seja P = (p1,p2,p3) € H? e seja a;(t) = P + te; uma curva em H3, vemos que «;(0) = P e o/(0) = e;.
Portanto, temos que:

ea(gbc) = (gbc o aa),<0>'

Por exemplo:

(o) d ( 1 ) 1 —2 —2
e3\911) = 7 | o7~ = |72 = - 3
dt \I3(p +tes) / ,_, (ps + t)z =0 (ps + t)3 t=0 P

Com isso, ja conseguimos obter a matriz da métrica hiperbdlica, (g;;), e sua inversa, (g”) :

H?;l(p) 0 0
)P =| 0 mm O |,
| 0 my
[ I3(p) O 0
(97)(P) = 0 IIE(p) O
|0 0 I3(p)

Segue disso, que estamos aptos a calcular todos os simbolos de Christoffel hiperbélicos, e eles sao dados por:

41
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. 0 0 - I13(p)
(Ty;) (») 0 0 0 :
- TI3(p) 0 0
0 0 0
1
T:)=10 01 TG |
0 II3(p) 0
1
5 I15(p) (1) 0
(Fij) (p) = 0 IT5(p) 01
0 0 @y

Agora vamos obter a expressao da conexao hiperbdlica. Seja os campos X,Y : M — T'M, onde:

3 3
=Y w(P)OP) s Y(P) =3y (P)oy(P)

Usando que, no H?, 0; =e; j=1,...,3 e os stmbolos de Christéffel ja4 encontrados, segue que:

(VxY) () =i 1(2 L wiP)yi (DT () + X () ) ) ex(p)
21(P)ys ()L 5(p) + 23(P)n ()1 () ;
-~ 7 (p)ys(p )03 5(p) + 25(p)y2(p)T3 5 (p) + 251 X () (yi)ew(p)
z1(p)y1(p ) 11(p) + 2o )2(0)T3 5 (p) + 23(p)ys (P)TS 5(p)
(P)y‘s( ) Hs(p) —|—963(p)y1(p) _Hsl(p)
= z2(p)ys(p) Hg(p) +23(0)y2(P) (~ +dY,.X
z1(p)y1(p (H;(p) + 22(p)y2(p) (H;(p)) +:v3(p)y3(p)( H31(p>>
71(p)ys (p) +a3(p)y1(p)
=~ 22(p)ys(p) + z3(p)y2(p) +dYp. X
—z1(p)y1(p) — z2(P)y2(p) + z3(p)y3(p)
z1(p)ys(p) + z3(p)y1(p) ,
- 2 (0)y3(p) + 73(0)12(p) +(VEY) ).

—21(p)y1(p) — 22(P)y2(p) + x3(p)y3(p)

Vamos agora calcular as curvaturas do espaco hiperbélico. Sejam os campos X,Y, 7 : H®> — TH?, com

3 3 5
=3 2i(P)ou(P =Y y;(P)9;(P =D 2k(P)Ou(P
i—1 j=1 k=1

/

Usando a expressao dos (Rz i, k) s e os simbolos de Christoffel do H?3, obtemos que:

— 00 0 0 mey O] | 0 0 my
1
0O 0 O TE(D) 0 0 01 0 0
0 0 0 0 0 0 () 0 0
_ ) . -
(Rzl,j,l) (Rz'l,j,2) (Rzlj?)) 0 - T3(p) 0 0 0 O 0 0 (1)
(Riz,jJ) (Rzz,j,2 (R%,j,3) = Hgl(p) 0 0 0 0 0 0 0 I1Z (p)
(3331 (R?,m ( 3.3 0 0 0 0 0 0 0 _Hgl(p) 0
L L i i
0 0 ) 0 0 O1 00 0
0 0 0 0 (1) TR0 00 0
| me 0 0 0 mymy 0 000

Substituindo na férmula, obtemos que:
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(R(X,Y)Z) (p) = R121x1y2z1 + R323373?J223 + R211$29121 + R33322y323) (p)

23171321 + Rigooysze + Ry w3y121 + Rigomayaza) (p)
p)

)

R%lzxzyl@ + R§13333y123 + 3%2233192@ + R%33x1y3z3 (P) )
(
HQ( 2 (p) P1Y2%1 — H%(p) T3Y2Z3 + %mylzl T @mygzg (

(

% HQ(p>x2y122 H2(p) T3Y123 + Hgl( yL1Y222 + %xlygz'g

Hz( 2 L1Y3%1 — Hgl(p) T2Yy3z2 + %x?ﬁylzl + %xgym p)

(T2y122 + T3Y123 — T1Y222 — T1Y323)
= _Hg—(m (1Y221 + T3Y223 — TaY121 — T2Y323)
3 (x1y321 + T2Y322 — T3Y121 — T3Y222)

Sejam = = (z1,72,23) ; ¥ = (y1,¥y2,93) € TpH? dois vetores L.I. Usando a férmula do tensor curvatura,
obtemos a curvatura seccional:

K(o) =

(R(z,y)z,y)
[z Ayl

T2Y1T2 + T3Y1X3 — T1Y2T2 — T1Y3T3
;_3,1 T1Y221 + T3Y2T3 — T2Y1T1 — T2Y3T3 (Y1, Y2, ¥3)

T1Y3%1 + L2Y3x2 — L3Y121 — L3Y222 I

[z A yl?
—1 (223 + 22y3 — 221221y — 2T1T3Y1Y3 + T3Y? + T3Y5 — 22023Y2Yy3 + T3YF + 23y3
P} lz A yl?
—1 [ 23y3 + 23y3 — 2x1 @201y — 221 T3Y1Y3 + T3YF + X35 — 2w0x3y2ys + T3y + T3Y3
2 21 12 2

p3 z[2]y|? — (=, y)

—1 (5131?42 + 95193 — 2T122Y1Y2 — 2T123Y1Y3 + l’z?h + 952293 — 2x273Y2Y3 + 373?J1 + 5133342)

pél (a:1+902+m3)(y1—|—y2—|—y3) (w1y1+T2y2+w3Ys)>
P3
2
—1 [ 2{ys + 21y5 — 2x120201y2 — 2012301Y3 + T3YT + 23Y5 — 2x2x3Y2ys + £3YT + T3Y3
pg 1y2—|—:c1y3 2x122Y1Y2— 2$1$3y1y3+x2y1+x2y3—2x2x3y2y3+x3y1+x3y2

P3

3 (x%yg + 27Y35 — 2T12011Y2 — 201 23Y1Y3 + 332?J1 + l’zys — 22223y2y3 + $3yl + 333?J2

23Y3 + 22y3 — 21 woy1Y2 — 2T1T3Y1Y3 + T3YF + T3Y3 — 2xew3y2ys + T3Y: + x2y3

Seja x = (z1,x2,x3) € TpH? um vetor unitdrio e tomemos uma base ortonormal {z1, 22} do hiperplano de
TpH? ortogonal a . 21 = (211, 212, 213) 22 = (221, 222, 223). Temos que:

Ricp(x) =

12
3 E (R(x, z;)T, %)
i=1
2 _ _ 2 2, _
o Toz11 +333Z11 T1212X2 — X1213T3 T5221 + 3221 — T12922T2 — T12237L3
1 2 2 2
0 | (21212 + xgzlz — Toz11 @1 — T2213%3) |,z | + 9 TT292 + X3220 — L2221 T1 — T2223T3)
2 2 2
3 (5U1213 + 23213 — T3Z11T1 — 5632’12552) (56’12’23 + T5%23 — T3221T1 — $3Z22$2)

[X1212 — T2211

]2

2113 (p)

Seja {21, 22, 23} base ortonormal de TpH?, entdo:

K(P)

Wl

= % [Ricp(z1) + Ricp(z2) + Ricp(z3)]

{[211212—212211]2+[211213—213211]2-1-[212213—213212]2+[Z11222—212221]2-1-[211223—213221]2+[Z12223 213222] 2
- 21T (7) ) i
{[221212—$2211]2+[221Z13—223211]2+[222213—223212]2+[221222—222Z21]2+[z21223—223221]2+[222223—223222 2 )
- 2013 (7) +
o {[231212—232Z11]2+[231Z13—233211]2+[Z32213—233212]2+[231Z22—232221]2+[z31223—233221]2+[232Z23 233222]2}>
2103 (p)

A+B

- 3H3(p)°

~

y <

+ [x1213 — «’133211]2 + [z2213 — «’133212]2 + [z1222 — «’132221]2 + [z1223 — 233221]2 + [z2223 — 233222]2
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Onde A e B sao dados por:

A= [z11220 — 2’212’12]2 + [211223 — 2’132’21]2 + [212223 — Z132’22]2 + [211232 — 2122’31]2 + [211233 — 213231]2 ;
B —

[212233 - 213232]2 + [2’31222 - 232221]2 + [231223 - 233221]2 + [232Z23 - 233322]2 .

4.2 Imersoes Isométricas

Vamos agora, encontrar as curvaturas média, gaussiana e principais para melhor entender as superficies imersas
no H3.

Seja S uma superficie em H3e z : U C R2 — S C H? sua parametrizacdo. Seja dz.e;, dz.es denotados por
Ty, T, respectivamente. Temos que {z,,x,} é base de TpS, para todo p € S. Definimos o normal unitario n
por:

Ty (P) N zy(P)

M) = (P A (P )

Ja estamos aptos ao cdlculo da aplicacao S,, que é de suma importancia para a obtencao das curvaturas da
superficie imersa. Seja N : H?> — TH? tal que N|s = 7. Temos

Sy :x € TpS— —(V,N)T €T,8.

Note que se y = (y1, y2,y3), entao:

(VyN)(p) = — (y1m3 + ysni, Y213 + Ysn2, —Y1m1 — Y22 + ysnz) + dNgs.y.

II3(p)

Agora temos que descobrir as coordenadas 71,72, € n3.3¢ja (D) = (Tuy (D), Tuy (D), Tus (D)) € To(p) =

(v, (D), Loy (P); Tos (P))
Notemos que temos uma relagao entre o normal euclidiano e o normal hiperbdlico:

Tu(p) A 24(p) Ty (p) A Ty(p)

N(p) = = 15(p = 13(p)Ngs(p),
= o) el PP aap) Aaa )l PN D)
1 7 k
D=y, ATy =| Ty, Tuy Tus | = (TuyToy — Tz Togy Tus Loy — Tuy Tugs Lug Loy — Tup Loy ) -
Ly, Loy Loy
Logo, temos que:
N(p) = 13(p) (Tuy oy — Tug Togs Tus Loy — Tuy Loy, Tuy Tog — Lup T, )

Onde J é dado por:

J = [(wuzx% o xu3$02)2 + (a:usxm - leulxvza)2 + (xu1xv2 _ IUQZL’UI)Z} .

Assim, segue que as coordenadas do campo normal sao dadas por:

_Le ()
Uil (p) - \Q/j [ ugv3 U3 vg] \2/7 Hl (Q)7
_ s(p) Tua Ty, — Ty Topg| = Us(p)
772(])) - \2/7 [ ug vy u1 U3] \Q/j 1, (Q>7
(o) = T2 a0y, — 21yn] = T ().

Vamos fazer as seguintes notacgoes:
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A=-— 21 (1113 () + y311 (), y2Il3 (Q) + y3lla (), —y1 111 (Q) — oIz (Q) + y3ll5 (Q)),

-5

B=-—

(y1115 (), y2Il5 (2) , —y1 111 (2) — yoll2 (2)),

3

C = -2 (11, ()11, (), TT5 ().

N

Portanto, sendo «(t) = p + ty uma curva diferencidvel com «(0) = p, o’ (0) = y:
(V,N)(P) = A+ (N 0.0) o
= —A + % ([HgNRS] O Oé) ‘t:O
= —A+4 (TI3 0 )" (Ngs 0 a)|y—o + [(TI3 0 @) |;—0] dNgs.y
= B+ C + y3(Ngs o a)|t=¢ + [(II3 0 @) |t=0] dNg3.y
= B+ C + y3(Nrs o a)|i—o + [(II3 0 @) |1=0] dNrs.y
= B — y3(Ngs 0 @)|4=0 + y3(Ngs 0 @)|i—0 + [(II3 0 @) |¢=0] dNRrs.y
=B+ H3(p>dN]R3y
Note que, como (N, N) = (||N]|)* = 1, entéo, de contas que ja fizemos, concluimos que: V,N = (V,N)
Por fim, concluimos que:
Sy(y) =—(V,N)' = 2%/7(911_[3 (), yoll5 (), —y1 111 () — yoll () — I3(p)dNgs.y
= N(y) — I2(y).
onde:

Li(y) = 2%/7(911_13 (), 3215 (), —y1 111 (2) — 2112 (),
I(y) = 1I3(p)dNgs.y.
Vamos encontrar as matrizes de I; e I na base {x,,z,}, obtendo assim a matriz de S,,. Para isso, vamos
trabalhar novamente com os seguintes coeficientes:

T

€ = <NR37$uu>R3 ) f = <NR37$UU>R3 y 9= <NR37$UU>R3 )
E = <ZL’U,Z(IU>R3 ) F = <xuaxv>R3 ) G = <xv7xv>R3 .

Pelos céalculos que ja fizemos no euclidiano, é facil concluir que:

EG—F? EG—F?
el —fE fF—gFE
EG—-F? EG—-F?

[I2] = [M3dNgs] (p) = 13(p)

fF—eG  gF—fG ]

Nos resta descobrir a matriz de I7, entao vamos aplicar na base para obtermos suas coordenadas:

[$U1xv2 B muzxm] [mulwvz B xuzxm]

Li(zy,) = 77 Ty , Li(z,) = 77 Ty
Com isso temos a matriz de I :
[Iulva _$u2mv1] O
(1] = V7
O [wulmUQ _wuzxvl]
\2/7

Agora basta somar as matrizes [I1] e [I2] e obtemos a matriz [S,] :

B Y= S Y
77 - — u vo T Lu v —_
ITa(p) E=tE N (=

Ja possuimos ferramentas para calcular as curvaturas média, gaussiana e principais, temos que:

Ky = (Emmgzamal ) g ) (Entapmmmnl n) 22208 ) — (1 25248 (st i

12 (p) |xu Ao | % | Ty AZy | B EG-F? EG—-F?
_ 2 (zy AZy) _ HO3(p)lIz(zuAzy) (2fF—eG—gE —|—H2( ) eg— f>
|20 Ay |2 D EG—F? 3\P)\ EG=F=

_ Miloun) | o Maaleuiee) fr, () 1 TT3(p) Ko (p).

|zu ATy |3 | ATy |R

: A A
sentsl= [ 4 42 |

Temos que a curvatura média é dada por:

_ Hg(mu/\mv) s (xuAzy) <2fF—eG—gE> _|_H§(p) ( eg—f2 )

)
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H(p) — A11-5A22
3 (zy ATy) _ 5 (p) (2fF_eG_gE)

|quxv|R 2 EG—F2
H u v
= —@fAQjR) + II3(p) Hg: (p).

As curvaturas principais sao os autovalores da aplicacao S,,.
Procuremos seu polindmio caracteristico:

All — A A12

P()‘) = det ([Sn o AID = det [ A21 A22 — A

] — N+ A=A — Azs) + (A11 Az — Az Asa).

Ou seja:

P(\) = X2 — 2Hys )\ + Kys.

Cujas raizes sao as curvaturas principais:

ki=H+ VH? - K,

ko=H — VH? - K.

Vamos procurar relagoes entre os coeficientes euclidianos e os hiperbélicos. Note que, para uma variedade
semi-Riemanniana (M, V, (.,.)):
enz(p) = (N(P), (Va,zu) (D)) g

= <H3(p)NR3 (p), _#(M (2%, Ty, 2Ty Tusy, —22, — T2 + 22 ) + d (), :Uu>H

= <H3(p)NR3 (p)7 _ﬁ(m (mexu?,? 2xuzxu37 _3312“ - x12j,2 + xig) + xuu>
= = <NR3 (p)a (2$u1 Loz, 2xu2 Loz, _3712“ - 21332 + $?2L3)>H + 113 (p) <NR3 (p)7 xuu>H

- _ (wugwug—xugmvgwugwul%;;ul Tz Tug Tug _xuzmvl) : (qulxu?), 233uzxu3> —le — xig + xi?)) + ﬁ(meﬂ%i” (p)
= — 77 (L), (), (), (20, Ty sy 3, =, +7%)) gy + s ()

. ($u2$v3—$U3$u2)(2$u1$u3)+<$u3$v1 —:culmv3)(2xU2azu3)—|—(mulxv2 —xUval)(—xul —Zo, —|—azu3) 1

- 113 (p) V'J + merert ()

= (a0, + 0, +%,) TRt + mp e ()

. 3 (zyAzy) 1
= Ea(p) ) euna, ]l T () C8? (),

fes(p) = (N(p), (Va,z0) (P))

= <H3 (p)NR3 (p>> _f(m (mul Ly + Lz Loy s LugLog + LuzLygy ~Luy Lvy = Lug Lo,y + xu:;xvg) + d (xv)p xu>

= - <{VR3 (p)a (SL’U1$U3 + LuzLyyy LugLus + LyuzLygy —Ly Ly, — Lug Loy + xU3$’L}3>>H + HB (p) <J\{R3 (p)a xuv>H
Ty <(H1(Q)7 HQ(Q)a H3(Q)) ) (xu1xvg T Tuz Loy s TugLog T Tug Loy, — <xu7 $v>mink)>H + mfRS <p>

. HI(Q)(xulwv'g"i_xu:ngl)+H2(Q)(xu2wv3+xu3xv2)+H3(Q)(_5Eu1xvl _quxv2+xu3xv3) 1
- } 3 (p) V'J + my e ()

- W (xuleQ - xUval) (mulxvl T Ty Loy + xu3x03) + mfR?’ (p)
o I3 (zyAxy) 1
= B (D) w2 annes e T T JR2 ()

gus(p) = (N(p), (Vz,zv) ()

= <H3(p)NR3 (p), —ﬁ(m (224, Tug, 200, Tyy, —22, — 22 + 22 ) + d(zv), .xv>

= <H3(p>N]R3 (p)a _ﬁ(@ (233?)1 Loz 2$U2xv37 —.’]312)1 T 3712)2 + 'Cc’l2)3) + xUU>H
— _ <NR3 (p), (2ZCU1LEU3, 2L 4, Ty —.73,%1 — x%2 + x%3)>H + II3(p) (Nrz (D), Tow) 5

_ (xwxv?, “TuzTug 1 PugzTuy ~Luy LugsTug Lug _$U2‘Ev1) 2 2 2 1
- _ o , (2%1:1:7)3, 209, Ty, =Ty, — Ty, + xvg) . + T () IR (p)

= —2%/7 ((T11(2), T12(€2), T13(Q2)) , (220, oy s 280y Toy, —25, — T2, +22.)) 1 + ngs (p)

2 2 2
($u2$U3 —wu3wv2>(2wvl Tog )—i—(xug Ty —Luq Tog ) (23:U23:U3 )—i—(a:ul Ty —Lug Loy ) (—xvl —Ty, —i—xvs)

1
1% (p) /T T e Ire (p)

H

LuqTyg ~Lug Loy

_ ( 1

. 3(x,Az,) 1
= Ge (D) @) eune. e + T 9% (P):
Com as relagoes acima, segue que temos o seguinte teorema que relaciona os coeficientes hiperbdlicos e
euclidianos.

Teorema 4.2.1 Os coeficientes hiperbolicos e euclidianos se relacionam da sequinte forma:



4.3. EXEMPLOS 47

I3(xyAxy) Eps 4|z Ay | |RI13(p)eg3 e ||Tu Azy | |RITS (p) — T3 (24 ATy ) Egs
E€H3 (p) = || ) = €R3 (p) =

xu/\vaHRHg(p) [|zwAzy | [R5 (p) ’
s (p) = H3(xuATw) Fps +zu AT | [RIL3 (P) fr3 = frsp) = fus || Tu ATy | |RI15 () — 3 (24 ATy ) Fys
s \P) = [T Ay [[=113 (p) rIP) = [T Az 2105 (p) )

- H3(xu/\$v)GR3+||xu/\xv||]RH3(p)gR3 _ gH3||$u/\w'u||Rng(p)_n3(wu/\xv)GR3
gz (p) = [T Az =113 () = g=(p) = [T Ay ([T (p) '

Prova. Foi demonstrado logo acima. =
Substituindo esses resultados nas férmulas das curvaturas Gaussiana e Média e usando que:

Bus (p) = (20(p): 0 () z00 = %Eﬂ@ (p) = Exs(p) = T2(p) Fus (),
Fira(p) = (2 (D), 20 (0))pz00 = %FW (p) = Fas (p) = T12(p) Fiss (),
Grra(p) = (20(0), 20 (P) g s00 = %@G (p) = Gis(p) = TT2(p) Gis (1),

Vamos fazer as seguintes notacoes:

QA =x, ATy,

a1 = 2 (fins |90 2 T3 (p) — TI5(92) Fes) (TT2(p) Fi)
ag = (egs ||Q[|RI15(p) — T3(Q) Egs ) (I15(p)Gas) ,
az = (gus || Q=113 (p) — T3(Q)Grs ) (115(p) s ) ,

A =TI (p)TIs(9),

(T3(p) Biss) (I3 (p) Gi) — (113 (p) Fiss)” ) 1021 2115 ()

(5] |21 T3 (1) — T (€2) Bis) (g |21 [ TT3(p) — T (2)Gis) — (s 121 [RTT3 () — T () Fss)”
((T13(p) B (1) (T3 (p) G (p) — (1T3(p) Fisa (p))” ) 2] T3 ()

B =

C = 1I3(p)

Obtemos expressoes para as curvaturas gaussiana e média que se assemelham as do euclidiano:

T2 (zuAzy) s (p)s(zy,Azy) [ 2fF—eG—gE 2 eg—f2
K(p) = PR S eurzals e ) T H500) ( &=

=L _Apyc

) = Tl - e ()
O3(2)  Is(p) o1 —ay—as )
BIE 2 \ ((M0) B ) (T (0) G () — (113 (0) P ())°) 12| T ()

. l |: _2fH3 FH3 +6H3 G]I-]I3 +QH3 EH3 :|
2 Eys Gys —F2; :

4.3 Exemplos

Repetiremos aqui os exemplos do euclidiano, adicionando mais exemplos particulares do hiperbdlico, além de
caracterizar algumas superficies de weingarten.

4.3.1 Gréfico de Fungao (plano XY)
Dada uma funcao h: U C R? — R™T suave, segue que a parametrizacao do grafico de h é dada por:
X(u,v) = (u,v, h(u,v)), (u,v) € U

Dos exemplos de superficies imersas no R3, j& temos os coeficientes euclidianos. Sé nos resta encontrar os
coeficientes hiperbdlicos obtendo, por fim, as curvaturas:
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Hg(ﬂl’u A SEU)ERS + qu N ZEUHRHQ,(]?)GRS

w3 =
" | A 20| [12(p)
_ h2 4+ 1+ hhy,
(h2 + h2 +1)"/? 2’
fHS _ Hg(ﬂ?u A ZIBv)FRS —+ qu A vaRH3<p)fR3
|z A x| |[RIT5(p)
_ hyhy + Ry,
(h2 + h2 +1)"/? h2’
P— I3 (zu A 2y)Grs + ||@y A @y |[RI3(P) gro
qu /\vaRH%)(p)
_ hZ 41+ hhyy
(h2 +h2+1)"?n2
hy +1 huho h2 +1
EH3 = h2 FH3 - ]’L2 GH3 = h2

Logo, obtemos as curvaturas gaussiana e média:

( h2+1+hhyy )( h2+1+hhy, )_( huhothhu,

K €H3 gH3 — ffﬂs (h24+h2+1)1/2h2 (h24+h2+1)1/2h2 (h24+h2+1)1/2h2
3 = =
T By G — F2, <h3+1><h%ﬁ>—<huhu>2
[ (R2 + 14 hhyy) (B2 41+ hhyy) — (huhy + hhy,)”
(h2 + h2 + 1) ’
1 [—QfHBFHS —I— E€H3 GHB + gH3EH3]
Hys = = -
2 EysGys — F2,
_9 ( hyhy+hhy, > (L) 4 < h2+1+hhyy > <h?,+1> n < h2+14hhy,
_ 1 (R2+R2+1)12p2 ) " h2 (h2+h2+1)1/2h? h? (P2 +h2+1)172h2
T2 (P2 +1) (h2+1) = (hu o)
h4
1 (2h2 +2h2 + hhyy + hhyy + Bh2hyy + hh2 Ry — 2Ry hyhyy + 2
2 (A2 + h2 +1)%? '

Segue disso que as curvaturas principais sao expressadas da seguinte forma:

T+ VA T-VA

ky = . ky=
2 (h2 + h2 +1)*/? 2 (h2 + h2 +1)*/?

Onde A e T sao dados por:

T = 2h2 + 2h2 + hhyy + hhyy + Bh2hoy + Bh2hyy — 2Ry by, + 2,
A = b? — 4dac,

b= (2h% + 2h% + hhyy + hhyy + RS hyy + BB Ry — 2Rhy By by, + 2)
(B2 414 hhy) (B2 4+ 1+ hhyy) = (huhy + hh)?)
(h2 +ho+1).

a

Cc
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4.3.2 Gréfico de Fungao (plano XZ)

O raciocinio para um grafico de funcao no plano YZ é totalmente andlogo. Esse é o caso no qual a funcao nao
estd na terceira coordenada da parametrizagao. Seja S um grafico de uma funcao h. Logo, temos que ela é
parametrizada por:

X (s,t) = (s,h(s,t),t).

Vamos, usando as férmulas anteriores, calcular as curvaturas Gaussiana, Média e Principais:

XS - (17h870) ) Xt - (07h’t7 1)

Ja estamos aptos a encontrar F/, F' e G :

E = g(X,, X,) = h?+1,
F - Q(Xstt) - hsht7

G = g(X, Xy) = h? + 1.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal ao gréfico:

Xs A\ Xt — (h87 _17 ht) )

1Xo A Xoll = /B2 + 12 + 1,

X AX h - 1 hy
[Xs A Xl Vh2+n24+1 24+ h2+17/R2+h24+1)

Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes Xg,, X;s € X4, para podermos, por fim
encontrar e, f e g :

XSS — (07 h887 0) 3 Xst - (07 h’sta 0) 3 Xtt - (07 h’tta 0)

Agora estamos aptos a calcular os tltimos coeficientes, e, f e g :

_hss
e:g(NaXss): 5 3
VhZ+h?+1
_hst
=g(N,Xg) =
/=9l 2 NCEN TS
—h
QZQ(N,Xtt) u

Vamos calcular também os coeficientes hiperbdlicos:

Hg(.’l?u N xv)ERS + qu N vaRHg(p)eR?) o ht (h? -+ ].) — hsst

ey =

|z A 0 ]|R113(p) N RN ES
foas = H3(2y A Ty)Frs + |20 A 20| [RII3(D) fRs hsh? — thg
H3 — — )
||z A 2| [RTT3 (p) t2\/h2 + h? + 1
P Hg(ﬂ?u N SUU)GR3 -+ qu N xUHRH?,(p)gRS . h% + ht — httt
H3 — - ’
[|Zu A 2y |[RIT5(P) t2\/h2 +h? + 1
h? +1 hsh h? 4+ 1
Eys = 2 , Fys = 2 ! , Gys = tt2 .

Vamos usar os coeficientes hiperbdlicos para encontrar as curvaturas:
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2
ht(h§+1)_hsst h§+ht_httt _ hsh?_thst
eps gps — fH?H3 IR RV R t2y/h2+h2+1 t2y/h2+h3+1

Ky =

EHBGHS — H3 B (h2+1> (h2t+1> h ht)
B (he (B2 + 1) — hgst) (R} + hy — hyt) — (hshi — thst)
(h2 + h2 4+ 1) ’
Hurs — 1 —2 fus Fs + eps Gps —|— gz Eys
) Fys Gy — F2,
hoh2—thg, hoh hi(h2+1)—hest \ [ h241 h34hy—hast h241

1 =2 (tQ\/hg+h§+1) ( t2 )+ ( t24/h2+h2+1 ) ( t? )+ (t2\/hg+h§+1) ( t2 )

T2 P21\ (hi+1 hahi )2
( t2 )( t2 )_(t—Q)

1 (-2 (hsh? — the) hshy + (hy (B2 4+ 1) — hgst) (B2 4+ 1) + (B3 + by — hut) (h2 + 1))

2 (h2 + b2 +1)2 |

Usando as expressoes das curvaturas principais em termos de H e K obtemos que:

T+ VA N T-VA
’ 2 —
2(h2+h?+1) 2(h2+h?+1)

ki =

[S][o]
N|w

Onde A e T sao dados por:

A =b? — 4ac,
Y = =2 (hsh} — the) hshy + (hy (R2 4+ 1) — hygst) (R + 1) + (B} + he — hust) (R2 4+ 1),
b= (=2 (hsh] — the) hshy + (he (R2 4+ 1) — hyst) (R + 1) + (B} + he — hut) (R2+ 1)),
_ <(ht (B2 1) = host) (B + hy = huat) = (hoh? = tha)*)
(R24+h; +1).

4.3.3 Superficies Helicoidais Euclidianas no H’(eixo Z)

Definimos uma superficie helicoidal com relacao ao eixo z e inclinacao h, uma superficie que admite a seguinte
parametrizacao:

cost —sint 0 s 0
X(s,t) = (scost,ssint,\(s) + ht) = | sint cost 0 0 +1 0 |,xeC?,heR.
0 0 1 A(s) ht

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana. Derivando X segue que:

X, = (cost,sint, \') , Xy = (—ssint, scost, h) .

Jé estamos aptos a encontrar E, F e G :

E=g(Xs,Xs) =) +1,
F = g(XsaXt) = h>‘/7

G = g(Xt,Xt> = 82 + hz.

Com X, e X; encontrados, podemos calcular também o campo normal ao gréfico:

Xs A Xy = (hsint — XNscost,—\ssint — hcost,scostcost + ssintsint)

= (hsint — XN'scost,—\'ssint — hcost, s),
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| Xs A Xe|| = \/(hsint — Nscost)” 4+ (=Nssint — hcost)” + s2
— \/hQ + 52(\)2 + 52,

O XoN Xy hsint — AN'scost —MNssint — hcost s
[ Xs A Xl Vh2+s2(V)2 + 52 Vh2+s2(V)2 + 52’ Vh2+ s2(V)2 + s2
Com o campo normal encontrado, nos resta calcular os coeficientes X, X5 € Xy, para podermos, por fim
encontrar e, f e g :

X5 = (0,0, \) : Xyt = (—scost,—ssint, 0) , Xys = (—sint, cost,0)
Agora estamos aptos a calcular os tltimos coeficientes, e, f e g :

N's
- \/hz + s2(\V)2 + g2’

, hsint — XN'scost —s(sint) N — hcost
3 = (Npp3, X = (—sint + (cost
fR < RR t>R3 ( )<\/h2+32(A,)2+32> ( )<\/h2+82(>\l)2+82>

ER3 — <NR37X33>R3

h
Vh2 + s2(V)2 52

hsint — XN'scost , —s(sint) ' — hcost
gr3 = (Nrs, Xit)ps = (—scost) <\/h2 TRV T 32> + (—ssint) ( NS IUEESE )

52\
Vh2 + s2(V)2 4 52

Vamos calcular também os coeficientes hiperbdlicos:

H3(zy A xy)Egs + ||z A x| |rI3(p)ers

el3 =
. [0 A 2ol[=153(p)
12 2 202\ 2 2 \'s
) s ()7 1) + (A + ) V7 2V + 5 T
(A + ht)? /h2 + s2(V)2 + &2
s ((A')2 + 1) (A ht) Vs
(A ht)? /B2 + 2N+ 52
fs = H3(2zy A xy)Frs + ||z A zy|[rI3(p) frs sNh—(A+ht)h
. @0 A ][RI (p) A+ ht)> /IZ L (N2 1 82
3(zy A xy) Frs + ||z A 20 ||rIT3(D) frs s (s?+h?) + (A + ht) 2N
3 = = .
o ||z A 20| |RII3(p) (A + ht)* \/h2 + s2(\)2 + &2
)P+ AN 24 h?
(A + ht)® B vt ht)? T 1 ht)?

Vamos usar os coeficientes hiperbdlicos para encontrar as curvaturas:

CH3 IH3 — fﬂ—2]13
EHB GHS - Fﬁg
s((A’)2—|—1)+(A+ht)>\”s s(s%+h?)+(A+ht)s> N B sX h—(\+ht)h ?
(A+ht)2\/h2 42 (N)2 4352 ) \ (A+ht)2\/h2+5%(N)2 452 (A+ht)?\/h2+52(N)2 452

(V)2 +1)(s24+h%)—(Nh)?
(A+ht)?

(s (()\’)2 n 1) + (A + ht) )\”s) (s (52 + h2) + (A + ht) 2X) — (sNh — (A+ ht) h)*
B (h? 4+ s2(N)2 4 s2)?

Kys =

Y
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[ —2fH3 FHS —|— E€H3 GHS —|— gH3 EHS

i By Gys — F2,
(EN"h3s + tN B2 4+ (AN") h2s 4+ ANh2 + tX"hs® + ANs3 + (h2 + 52 (V)2 4+ 1)) (AN + Nth + 2s)

(AN + Nth + 25s)

(h2 +82()\/>2 —1—82>% )

\ (h2 + s2(X)2 + s2)2

n tN'h3s +tNhh? + (AN") h2s + ANh2 + t\"hs® + )\)\”33>

(B2 + s2(N)2 + 82)7

Usando as expressoes das curvaturas principais, segue que:

ky =

T+VA T-VA

) k2:

Onde A e T sao dados por:

2 (h2 + s2(\)2 + s2) 3 2 (h2 + s2(\V)2 + s2)

3 -
2

T = tA\"h%s + tNhh* + (AN') h®s + AN R + t\"hs® + AXN"s® + (B + 5% (V) + 1)) (AN + N'th + 2s),
A = b? — 4dac,

b= (tN"hs + tNhh® + (AX") h%s + ANR? + tX"hs® + AN's® + (B 4+ s° (N)? + 1)) (AN + N'th + 2s)),

a=((s (W) +1) + A+ h)X's) (s (52 + h2) + (A + ht) $2X) = (sNh = (A+ ht) h)*)

c=(R*+s*(N)*+5°).

Teorema 4.3.1 As superficies helicoidais com curvatura gaussiana e inclinacdao nulas tém a sequinte parame-
trizacao:

X(s,t) = <scost,ssint,i\/—s2 + C1s +C’2) :

Prova. Vamos caracterizar agora as superficies de Weingarten que respeita a equacao K = 0 e inclinacao h = 0.
Substituindo a expressao de K na equacao e usando que a inclinagao nula, obtemos:

OZK:

(s ((/\’)2 + 1) + (A + ht) )\”s) (s (s2 + h2) + (A + ht) $2X) — (s\'h — (A + ht) h)?

(h2 + s2(MN)2 4 s2)?

(s ()7 1) + () A"s) (5 () + (V) 82X)

(s2(V)2 4 52)°

— (S ((X)2 + 1) + (N )\”8) (s (52) + (N 82)\’) _ (S (()\/)2 . 1) n )\)\//8) (882 4 >\82>\') .

Ou seja, concluimos que:

N2+ +1=0 ou s+I\N=0.

Vamos resolver a primeira equacao. Integrando e usando a integracao por partes segue que:

/ (N)2ds + / M\'ds + / ds =N\ — / N'\ds + / M\ ds + / ds

:A')\+s:/0dS:C.

Integrando novamente obtemos:

)\2

Portanto concluimos que:

2
:/)\’)\ds:/(C—s)ds:Cs—%+K.

A(s) = £1/2Cs — s2+ 2K,  onde C,K € R.

Vamos resolver agora a segunda equacao. Integrando obtemos:

S

2 )\2
5+7:/3d5—|—/)\)\'ds:/0ds:a
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Por fim, concluimos que:
As) = £V —s2+2C.

Vemos que a familia de superficies helicoidais com curvatura gaussiana e inclinagao nulas é dada por:

X(s,t) = (scost,ssint,:l:\/—s2 + Cis —|—C’2> .

Onde (C1,Cs) € R? desde que —s2 + C15+Cy > 0. =

4.3.4 Superficie Helicoidal Hiperbdlica

Temos que a parametrizacao de uma superficie helicoidal hiperbdlica é dada pela aplicacao da funcao loxo-
dromica em umgréfico de fungao (s, A(s)) no plano XZ ou seja:

cosbt —sinbt 0 s s (cos bt) et
X(s,t) =e™ | sinbt cosbt O 0 = se?t sin bt AeC? , heR.
0 0 1 A(s) A(s)e®

Vamos calcular as curvaturas dessa superficie, comecando peo cdlculo das primeiras derivadas da parame-
trizacao:

X, = (e cosbt, e sinbt, \'e™),

X; = (s (—beat sin bt + ae™ cos bt) , S (aeat sin bt + be™ cos bt) , a)\eat) :

Ja podemos calcular os coeficientes E, F' e G, e o campo normal N :

E = g<X57Xs)
= (eat COS bt)2 + (eat sin bt)2 + (/\’eat)2
— e2(at) ((}\/)2 + 1) ,

F = g(XS7 Xt)
= (eat COS bt) (s (—beat sin bt + ae* cos bt)) + (eat sin bt) (s (aeat sin bt + be™ cos bt)) + ()\/eat) (a)\eat)
=2 (AN +5),

G = Q(Xt, Xt)
= (s (—beat sin bt + ae* cos bt))2 + (3 (ae“t sin bt + be™ cos bt))2 + (a)\eat)2
= ¢2(at) (a2>\2 +a’s? + b2s2) ,

ale® e sin bt — Nes (ae™ sin bt + be™ cos bt)
Xs AN Xy = Nes (—be® sin bt + ae® cosbt) — ae® e cos bt
s (ae® sin bt + be™ cos bt) €' cos bt — s (—be® sin bt + ae® cos bt) e** sin bt

e2(@t) (g A sin bt — bs)\ cos bt — as)\ sin bt)

e?(@t) (—aX cos bt 4 as\ cosbt — bs\ sinbt) |,
62(at) bs

| Xs A Xy = \/(62(at) (aAsinbt — bsA cosbt — as) sin bt))2 + (e2(at) (—aX cos bt + as) cos bt — bs\ sin bt))2 + (e2(a)ps)

= U/(025% + a?A? + 0252 (V)2 + 0252 (V)2 — 2a2sAN),

2
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| Xs A Xl
/ e2(at) (a>\ sin bt—bs\’ cos bt—as)\’ sin bt)
62‘“5\/(b252—|—a2/\2—|—a2s2(/\’)2+b232()\’)2—2a25>\/\’)
e2(at) (—a)\ cos bt+as)\’ cos bt—bs\’ sin bt)

62‘“\/(b232+a2>\2—|—a232(A’)2+b232(>\’)2—2a23)\>\’)
62(at)b8

\ e2at\/(b282+a2/\2+a282(/\/)2+b232(>\/)2_2a28>\>\/)
( <a>\ sin bt—bs\’ cos bt—as)\’ sin bt)
\/(b232—|—a2/\2—|—a282(/\’)2+b232()\’)2—2a25)\)\’)
(—a)\ cos bt+as\’ cos bt—bs\’ sin bt)
\/(b232+a2/\2—|—a232()\’)2+b232()\’)2—2a25)\>\’)
bs

\ \/(b232—|—a2)\2—|—a232 (N)24b252(N)2—2a2sA)\)

Vamos agora calcular as segundas derivadas da parametrizagao para poder encontrar os iltimos coeficientes:

X = (0,0,X"e")

Xot = (ae“t cos bt — be sin bt, ae® sin bt + be® cos bt, N’ ae“t) :

s (—b (ae™ sin bt + be® cos bt) + a (ae® cos bt — e**bsin bt))
Xy = s (a (ae sin bt + be® cos bt) + b (ae cos bt — e*bsin bt))
a*le
se® (a? cos bt — b* cos bt — 2absin bt)
= | se® (a?sinbt — b? sin bt + 2ab cos bt)
a? e

Portanto ja podemos obter os coeficientes e, f e g que sao dados por:

B bs)\”eat
\/(b232 + a?X? + a?s2(N)2 + b2s2(N)2 — 2a2sAN) ’

f=9(N, Xys)
eab (=X + s\)
B Va2A2 4 1252 + a2s2(N)2 + b2s2(V)2 — 2a23)\>\’> ’
g9 =9g(N, Xy)
B ( e™bs (a*X — 2a® X + a?sN + b?s)\) )
V2N + 0252 + a?s2(N)2 4 b2s2(N)2 — 2a2sAN '

Agora, por fim, podemos encontrar as curvaturas média e gaussiana da superficie:

o L3z /\:c;) ~ Oa3(p)g(xy Awy) (2fF —eG —gE L) (9o f?
[Ty, A 2|5 |Tw A Ty |R EG — F? EG — F?

v> (A+ B) |
(a?X2 4+ b2s2 + a?s2(N)?2 + b%2s2(N)? — 2a23)\)\’)2

onde A e B sao dados por:

A= —a’ XM 4+ b%5* +2a%5° X% + a?s* (V)2 + 025 (V)2 — 4a?s2 A2 (V)2 + 4a®sA3 N — 3a?sP AN,
B = a?s*" AN + b2 AN + 02sTAN + a?sPAN)? + 02sPA(N)3 4+ a?sP AN N+ b2 AN N
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- Wz Aay)  s(p) (2fF —eG —gE
Tu ATyl 2 EG — F?
b(C + D)

2 (a252(N)2 — 2a2sAN + a2A2 + b2s2(N)2 + b2s2)2

Onde C e D sao dados por:

C = N'a?s’ XA 420?53 (\)? + a?s*A(N)? — 5a®s? AN + Na?s\? — 3asA?(\)?,
D =3a?sA% +2a” X3\ + X'b?s3 X + 20753 (N)? + 2b%5% + b2s2A(N)? + b?s2 AN,

4.3.5 Caso Particular (Helicoide)

A parametrizacao de um helicoide qualquer é:

o(u,v) = (veos(u),vsin(u),au), a # 0.

Vamos, usando as férmulas anteriores, calcular as curvaturas Gaussiana, Média e Principais. Comecemos
com todas as derivadas da parametrizacao ¢ :

pu = (—vsin(u), v cos(u), a),
v = (cos(u),sin(u),0),
Puu = (—v cos(w), —vsin(w),0),
Puv = (—sin(u), cos(u), 0),

vuve = (0,0,0).

Segue disso que ja podemos calcular F,F,G e o campo normal N

©u N @y = (—asin(u), a cos(u), —v),
0w A Polps = (a2 _|_,Uz)1/27
Egs = (pu, pu)gs = v* +a’,

Frs = <90u790v>R3 =0,

Grs = (¢v, Po)gps = L.

Por fim, vamos calcular e, f e ¢ :

av sin(u) cos(u) — av sin(u) cos(u)

eps = <NR37S0uU> — (az N ’02)1/2 = 07
. 2 2
- _asin®(u) +acos®(u) ¢
fRB = <NR37()0U’U> _ (&2 +U2)1/2 B (CL2 +U2)1/2,
0
grs = (Ngs, puo) = ="
(@ +v?)'/?

Segue disso que as curvaturas média, gaussiana e principais sao dadas por:
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dz*(pu N py)  dz(pu A @y) <2fF—eG—gE> 2( eg — f? )
KHS —

- - P3\ -~ 1o
p%'@u/\gpvlﬁp |SOUASDU‘H3 EG — F? 3 EG — F?

?J2 2 a2 ’U2 2 CL2

a2 & 12 (au) (02 1 a2)? T 22 W (2 + a?)?

—a*u? + a?v? + vt
2 )

(a2 +?)
H dz(ou N ) p3 [(2fF —eG — gFE —v
3 = - = —
B pslou Aol 2 EG — F? (a2—|—v2)1/27

v 0,2'U,
ki=H+ VH?2 - K = —
LA VE T @t

v CL2U

Va2 a?+o?

ky=H— VH? - K = —

4.3.6 Esfera de Centro (a,b,c) e Raior

Temos que, a parametrizacdo de uma esfera de centro (a,b,c) e raio r é:

o(u,v) = (rsin(u) cos(v) + a,rsin(u) sin(v) + b, r cos(u) + ¢).

Vamos, usando as férmulas anteriores, calcular as curvaturas Gaussiana, Média e Principais:

Wy = (1 cos(u) cos(v), r cos(u) sin(v), —rsin(u)),

w0y = (—7rsin(u) sin(v), r sin(u) cos(v), 0).
Ja podemos calcular os primeiros coeficientes e o campo normal:

Egs = (Pu, Pu)ps =17,

F]R3 - <¢U7¢U>R3 = 07
Grs = (Yu, Pu)gs = r? sinz(u),

©Ou A Py = (1% sin?(u) cos(v), 72 sin(u) sin(v), 2 sin(u) cos(u)),

1/2
0w N You|rs = ((7“2 sin? (u) cos(v))2 + (r? sin?(u) Sin(v))2 + (r* sin(u) cos(u))2) = r?sin(u),
PNy : :
Ngs = (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)) .

|90u A 901)|]R3

Vamos agora derivar novamente a parametrizacao:
Yy = (—rsin(u) cos(v), —rsin(u) sin(v), —r cos(u)),

Yoy = (—rsin(u) cos(v), —r sin(u) sin(v), 0),

Ouy = (—7rcos(u) sin(v), r cos(u) cos(v), 0).
Temos que os ultimos coeficientes tém as seguintes expressoes:

ers = (Ngs, Puu) = —7sin?(u) cos?(v) — 7 sin?(u) sin®(v) — r cos? (u) = —r,

fr3 = (Ngs, pup) = —rsin(u) cos(u) sin(v) cos(v) + rsin(u) sin(v) cos(u) cos(v) = 0,



4.3. EXEMPLOS 57

grs = (Ngs, ) = —rsin®(u) cos?(v) — rsin®(u) sin?(v) = —rsin®(u).

Segue que as curvaturas média, gaussiana e principais sao dadas por:

Koo (P) — d2*(pu N pw)  dz(pu A o) (QfF_eg_gE) 2( eq — f2 )

T Bleuh el leuheds \ EG-FT ) TP\EG-F?
r sin? (u) cos?(u) r2 sin(u) cos(u) (12 sin?(u) + r3 sin®(u) 5 (12 sin®(u)
= — (rcos(u) +c¢ ; + (rcos(u) + ¢ — 5
4 sin? (u) ( (W) +¢) r2 sin(u) ( r4 sin? (u) ) ( () (7“4 sin? (u) )
2
— ,',._27

dz(ou Npy) D3 [(2fF —eG — gF
Hys(P) = e

s (P) P3lou A @ulus 2 EG — F?
_ r?sin(u) cos(u) _ (rcos(u) +¢) 3 sin?(u) + 3 sin®(u) c
~ r2sin(u) 2

r4 sin? (u)

2/ 172 c c\2 2 1/2 c

B = Hue o+ 4 Hpp = o =~ 4 (<—;> ‘72) =
c N2 2\ 12 c

k2H3 = HHB 2 HH?HB — KHS = —; — ((_;> _ T_2> — _;.

4.3.7 Superficie Parabdlica Euclidiana

Dos raciocinios no euclidiano, ja temos a parametrizacao da superficie e os coeficientes euclidianos. Nos resta
apenas calcular os coeficientes hiperbdlicos e, por fim, as curvaturas. A parametrizacao é:

X(s,t) = (x(t),s,2(t)) .

Segue que todos os coeficientes hiperbélicossao dados por:

. 3(zy A xy)Egs + ||z A x| |[RI3(p)eRrs x’
3 = = ——F,
! 20 Aol [ TT5(p) 22
(g A ) Frs + |2y A 20| [RII3(D) frs
fH3 - 2 =0,
qu /\vaRH3<p)
s — 3(zy A xy)Grs + ||Ty A 2y ||RIL3 (D) gRrS _ —z' + z (2" =22
qu A xUHRH%(p) 22 7
1
By = —
H3 227
FH3 - O,
1
Gus = —.
HS = 5

Portanto, ja podemos calcular as curvaturas média e gaussiana:

(_m_é) _wl+z(x//2z/_zllx/>
oo 9= f N ¢ i

!/ / ! 1 " _/
=o' (2 + za'2" — za"2"),

CBG-r? (=) ()
' —a:’—}-z(:c”z'—z”ac')
gL (eGHgE-2fF\ 1 (_?)(z%)+( 2 )Gﬁ)
_5( EG - F* >_5 (=) ()

(=22 — 2’2" + 22"7) .

N | —
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Disso, é facil concluir quais sao as curvaturas principais:

kl = —33'/,
ko = — (' + 222" — z2"2").
Teorema 4.3.2 Seja ¢ : R — [0,27] a fung¢do dngulo da curva v(t) = (z(t), z(t)). Temos que todas as

superficies parabdlicas que respeitam a equacdo k3 + k3 = 1 tém funcdo dngulo da curva geratriz respeitando a
sequinte equacao:

, —COs@Esinp
SO =

z

Prova. Vamos caracterizar as superficies parabdlicas tais que k2 + k3 = 1 :
Vamos usar que a curva 7y estd parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, ou seja, existe uma
funcao suave ¢ : R — [0, 27] tal que:

' = (cosp) = 2" = (—¢'siny),
2z = (sinp) = 2" = ¢’ cos .
Logo, podemos simplificar a equagao que queremos resolver:

n_/

22(0')% + 220 cosp + cos 20 = (&) + (2 + 222" — 22"2) —1=k2 + k2 —1=0.

Ou seja, temos uma equacao de 2° grau em ¢’. Por Bhaskara temos o nosso resultado. m

4.3.8 Grafico Geodésico no H?

Gréficos euclidiano (& esquerda) e Hiperbdlico (a direita) da fungao f(x,2) =x + 2z :
Estudaremos o grafico geodésico de uma funcao h(z, z) no plano X7

Definigao 4.3.3 Por definicao, o grifico de uma fung¢do h(x,z) no plano XZ, é o conjunto de todos os pontos
que sdo obtidos da sequinte forma: Tomemos um ponto A = (z,z) € XZ e andamos uma distdncia h(z, z) pela
geodésica que parte do ponto A com vetor velocidade ortogonal ao plano X Z. O ponto obtido pertence ao grifico
geodésico.

Observagao 4.3.4 Note que essa definicao generaliza noca nocao de grifico de funcao no R™. Pois ld as
geodésicas em questao sao retas perpendiculares aos planos de referéncia dos graficos.

No H?3, as geodésicas que cortam o plano X Z de forma ortogonal sao arcos de circunferéncias centradas em
pontos do plano XY. Ou seja, dado um ponto P = (2,0, z) € XZ, segue que o centro da geodésica que corta o
plano X Z de forma ortogonal e contém P é C = (z,0,0) € XY. Como a geodésica é um arco de circunferéncia,
sendo v sua parametrizacao, temos que:

d(v(t),C)=|P—-C|=2 , Vte Dom(y).

Com isso, ja conseguimos parametrizar a geodésica:

v(t) = (x, zsin(t), z cos(t)).

Agora precisamos verifica qual o tempo necessédrio para andar na geodésica de modo a alcancar a distancia
h(x, z), para isso, precisaremos da seguinte definigao:

Definicao 4.3.5 Dada uma curva diferencidvel v : (a,b) — M. Definimos o comprimento da curva y num
intervalo (c,d) C (a,b) como:

Portanto temos que:

v (t) = (0, z cos(t), —z sin(t)).

Ou seja, o médulo é dado pela seguinte expreessao:
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o ((zeos(®) + (-zsin®)?) 4
TN M = z cos(t) ~ cos(t)

Vamos impor que L, [(0, k)] = h(z, z) e descobrir k, ou seja:

Mas observemos o seguinte:

k
hw@=/m@ﬂ“ﬂﬂmwwwwmm=mwmm+w%m:m(cwm
0

sin(k) + 1 D

sin(k) + 1
~ cos(k)

‘ _ 6h(m,z)‘

Elevando ambos os lados ao quadrado, usando que cos?k = 1 — sin® k e isolando a equacio inteira, segue
que:
(1 + e2M@2))sin? (k) 4 2sin(k) + (1 — @) = 0.
Que é um polinémio de grau 2 em sin k por Bhaskara segue que:
4h(z,z) 1/2 2h 2h
2+ (4—4(1 - et®2)) —1 + e2h(z:2) e2h(@2) _ 1

Sln(k) - 2 (1 + 62h(m,z)) - 1+ e2h(z,z) = -1 ou e2h(z,2) +1 ’

Com h(z, z) ndo é necessariamente uma fungao constante, é natural pensar que o tempo em questao dependa
intimamente dela. Logo temos que:

€2h(m,z) -1

e2h(z,2) +1 )

. ' 62h(ac,z) —1
= arcsin m .
Portanto, dada uma fungéo h(z, z) que sai do plano X Z. Conseguimos encontrar a parametrizagao de seu
grafico geodésico no espaco hiperbélico H? :

e g () 1
o(z,z) = (w, zsin (arcsm ((m))) , 2 COS (arcsm ((ezh(l’»z) n 1))))
62h(3:,z) 1 €2h(a:,z) —1 2\ '/
= x72<m>,2 1_(€2h(a?,—z)_|_1)

Vamos, usando as férmulas anteriores, calcular as curvaturas Gaussiana, Média e Principais: Comecemos
derivando a parametrizagao:

sin(t) =

Isolando temos que

hoh (.h hoh (.h ngh(e"+1)  pon ok
oy — 1,2’(6 5 (e +1) 628 (e —1) 2, €2 5 —s 5. €2
(b +1) (et +1)
QGh% e%%—e%@
=11z Z - Z = :
(eh +1)° eh +1)°

(&
v, = 1|0, 822 ;2

(eh 4+ 1) (eh +1)°

+
sh | on h 3n
e2h 4 9,2ph0h _ | (62 +e2 + 22 (628h—€2 %))
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Ja podemos calcular F, F, G e o campo normal N :

e (ﬁz + eh +2>+1

ERS = Pz, Px = ’
(o ol (eh + 1)
SORTIRR ' E )
R3 — xy ¥z - )
HE (eh +1)*

4h+463h(gf; Py 2+1>+<6—4%2z4> e2h 4 4goh <6h 2+gf; . +1>+1

Grs = (@2, 02)gs =

4 9
(eh +1)
( 2¢h Ok <€32h+63+22 (ega_z_e%ha_z)> e% —h—e%@ 2h—|—2226h oh _q \
ox ox x Oz
: (( h+1>2> (e +1)? AGERE ( (D) )
Pz VAN Py = 2(‘3—’;22 (632h—e}21>—632h—e}2b>
(eh+1)2
\ 62h+22’26h g};—l
(el +1)2 )
8 (46 2 +4e 2 +2228—h6%—222%6%—652h +eg+e72h —632h>
(eh+1)*
— 2(%2’2 (e?’gL—egL)—eg;L—eg) ,
(e +1 2
e2h—|—2 2eh% 1
(eh+1)?
1/2
90 A pslea = (A2 + B2 +C?)"%
Onde A, B e C sao dados por:
) P
5h 5h h Th 3h
zax (462 —|—4€2 —|—2z28h 2223h62 e2 +e2 —I—GT—eT)
A=
4 9
(eh +1)
3h h
5 (22288 —2) &% — (2+22290) 3
p— 2 y
(eh +1)

O e2h 4 222¢ hgh 1 |
(eh +1)°

Portanto o campo normal tem a seguinte expressao:

3h 5h 5h h 7h 3h
( Zax (46 2 +4e 2 2 —|—2226h6 2 —2z2‘g—he 2 —e 2 +e2+4+e 2 —e 2 )

(eh+1)*
N = 1 ] 2(‘3—th (632h—e}2l)—632h—e}2l) ,
2 2 2\1/2 ©
(A +B +C) (eh—1—1)2
\ e2h 19,2 gh 1
(eh41)?
0
2 2
oect (S2h-(4)° (1=c")+ £4)
Prax = . (eh4+1)3 )
& Ah \2 82n\ 2h dh h dh \?2 8%h
262(((7) 2% 2) —6(5%)"e"+(5%) +28—2)
2(eh41)%
0
2eh(8_;b+88m28hz22+%6h+%%22+8m28hzz2 h_a_;ba_ngeh>
Prz = (eh+1)° )
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0
h h ah )2 h oh ., 8h | ,20%h
2e <(—e —l—l)(za) +(1+e )(252'—{—@—{-2 8z2>>
Pzz = (eh4+1)3 )
0h\2,2  90h . 9h | 82h 2\ B | (1_08h 290k 2 | (0h _(8h\2,2_o0h ,_ 092h 2\ %
(@) z°+ 524'54‘@2 e +( —45, 7 ) 52 € + 5_(5) Rl v v R I
(eh+1)°

€R3 — <NR3790:1::B>R3 =a+ 3,
Jrs = <NR3790M> =+,

grs = (Ng3, @,.) = k + w.

Onde a, 3,7,0, k e w sao dados por:
4(%,22 (632’1—63)—632]1—62) (Zzeh(%+(%)2(1—eh)+%eh))(eh—f-l)
“= 2z Az g3 (€ +1)°
(chr2se g —1) (s (((82)7-2028 ) e® —6(34) " +(34)"+2224 ) )
B = 2|00 A2 g3 (" +1)° ’
4eh (‘g—g—i— gjahz z2+%eh+‘g—2 %zQ—}-aajahZ zth—g—Z%zzeh) (eh—i—l) <%z2 <e32h —eg) —e% —eg)
= (e +1)°pz A ga ’
<(3632h +eg) %+2z2 aajahz (eg —63)2}1)4-22%% (eg —3632h>> (62h+2226h%—1)
0= (" +1)°|ps Apzg3 ’
4eh((—eh—i—l)(zg—’;)Q—l—(l—i—eh)(2‘3—’;2—1—%4—2’2%)) (‘3—2,22 (e32h—e}2l>—eg2h—e}2l>
(e"+1)° | Az g3 ’

Oh\2_2 6 0h ., Oh , 82K 2\ B dh _2\odh 31 oh _(8h\2.2 odh . 82hn_2)\ 5 2h 2 _hah

-

K =

w =

(e"+1)°|pe A g3
Juntando os coeficientes acima, obtemos as curvauras da superficie.

4.3.9 Superficie de Revolucao

Seja v(t) = (x(t), z(t)) uma curva diferencidvel contida no plano X7 vamos supor, sem perda de generalidade
que z > 0. Entao uma superficie de revolugao (em torno do eixo Z) é parametrizada da seguinte maneira:

o(u,t) = (z(t) cos(u), z(t) sin(u), 2(t)) .

Vamos supor, ainda, que v é parametrizada pelo comprimento de arco hiperbdlico. Ou seja;

Y ()l =1 = (@'(1)" + (Z'(1) =2 (1)

Segue que existe uma fungao diferencigvel 6(t) tal que:

v (t) = (2'(t),2'(t)) = (2 cos(h), zsin(0)).

Vamos, usando as férmulas anteriores, calcular as curvaturas Gaussiana, Média e Principais. As derivadas
de ¢ sao dadas por:

wu = (—x(t) sin(u), x(t) cos(u), 0) ,

¢ = (2'(t) cos(u), 2’ (t) sin(u), 2’ (t)).

Os coeficientes E, F',G e o campo normal N tém a seguinte expressao:

Egs = (Pu, Pu)ps = z(t)?,
Frs = (Qu, pt)gps =0,
Grs = (1, p)gs = (@' (1)" + (Z' (1) = 2(t)?,

pu N pr = (2(t)2 (t) cos(u), 2(t)2' (t) sin(u), —z(t)a' (1)),
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ou A il = (@02 0) + @' )7) 7 = (@(t)22()2)* = 2(t)=(0),

__PulNpr Z'(t)cos(u) 2'(t)sin(u)  x'(t)
 lpu A ptlrs ( >

Derivando novamente a parametrizagao obtemos:

Oy = (—z(t) cos(u), —z(t) sin(u), 0),
Yur = (—2'(t) sin(u), 2’ (t) cos(u), 0),

i = (2" (t) cos(u), 2" (t) sin(u), 2" (t)),

Ja podemos calcular os 1iltimos coeficientes:

ers = (Ng3, Puu) = x(t)z(t) - 2(t)

— (N — _
gr3 = (Ngrs, ©1) (1)
Também podemos calcular todos os coeficientes hiperbdlicos. Eles sao dados por:

dz(xy A y)Egs + |2y A Tolrepsers  —ax(t)?2/(¢) + x(t)?2()2'(¢)  x2'  2?a
Ty N Ty |lrap2 - x(t)z(t)3 > 23
| [R3P3 ()z(t)

EH3 —

dz(xy N Ty)Frs + | Ty A Ty |r3DP3 fRS

fuz = =0
Ty A Ty R3PS ’

dz(xy N xy)GRrs + |2y A Ty|R3P39RS _ —x(t)z' (t)2(t)? + x(t)z(t) (2/ (t)z" (t) — 2/ (t) 2" (t))
Ty A Ty|R3 D2 x(t)z(t)3

/

gu3 =

(Z’:C” o x/z//> I~

22 2z’

1132

EH3 = —2 5 FH3 — 0 ) GHS — 1
z

Segue que as curvaturas média, gaussiana e principais tém a seguinte expressao:

22 <le B x2x') (Z/SCN—SC/Z//) B a:'
Koo (P) = emsgms — fis 22 2 22 z (xa! — 2z2) (za' + 2’2" — 2"2)
H? - EgsGgs — F2, 2?2 - xz3 ’

? (2 - Z¢') Ea"—a'2") o) g2
Hys (P) = 1 [ =2 Fio + e Ggo + g Fen ] _ 1| © ( 2 +( 7 )m
P 2 EysGys — Fﬁp N

(z’z2 —2xx’z — xx' 2 + a:a:”z’)

2122

Sabemos que H e K sao relacionadas pela seguinte expressao:

Kigs =k, ko,
g
{ Hys (P) = “2 1 %%

Portanto, observando os valores de Kgs e Hygs concluimos que:
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by — ~ (za’ = zz’),
Tz
k (Z.’,U/ + .’,U/Z// o .’E/,Z/)
2= — 2 .
Teorema 4.3.6 Temos que as superficies de revolucao que respeitam a equacao k% + k% = 1 tém a funcao

angulo da curva geratriz respeitando a sequinte equacao:

2
(COSH _Z sin@) + (0 4 cos6)” = 1.
T

Prova. Seja a seguinte funcao suave 6 : R — [0, 27] tal que:

' = zcosh = 1 = (2’ cos(f) — zsin(9)0'),
2 =zsinf = 2" = (2'sin(0) + z cos(6)¢’) .

Substituindo nas curvaturas principais obtemos:

ky=— (z(z COS(Q);Z_ 22sin(0)) = —é (rcosf — zsinf) = — (C089 — %sin 0) :
by — — (zz cos(0) + z cos(f) (2" sin(0) + z cos(6)0') — (2’ cos(f) — zsin(0)0') zsin(6)) 0 cosd.

Por fim, substituindo na equacao de Weingarten estudada obtemos:

2
1=k 4+ k3 = (COSQ— Esine) + (9/—|—COS(9)2.
x

Teorema 4.3.7 As superficies de revolucao com K = 0 sdo dadas pelas sequintes parametrizagoes:

o(u,t) = (\/z(t) +2C cos(u), /2(t) + 2C sin(u), z(t)) . CeR:z(t)+20>0.

o(u,t) = (Cot(c)e(sin(C)H—Co) cos(u), Cot(c)e(sin(C)t—i-Co) sin(w), e(sin(C)t—i—Co)) .

ou a curva respeita o seguinte sistema:
A(t) = Cael e Tt
x'(t) = z(t) cos O(t).

Prova. Supondo a equacgao satisfeita segue que:

(xx' — z2") (za’ + 2’2" — 2"2))

0=K= = (za’ — 22') (za’ +2'2" — 2"2).

xz3
Ou seja , concluimos que:
(zx’ —22") =0 ou (zz' + 2’2" —2"2") = 0.
Para o primeiro caso temos:
(z2' — 22") =0 = x2’ = 272/.
Integrando ambos os lados obtemos que:

xz Z2
7:?+C:>33:\/Z+20.

onde C é uma constante tal que z + 2C' > 0 para todo z(t). Portanto a parametrizagdo é dada por:

ou, t) = (\/z(t) 120 cos(u), vz + 2C sin(u), z(t)) .
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Para o segundo caso temos:
(zz' + 2’2" —2"2") = 0.

Deixando em termos da funcao dngulo obtemos:
2% (0 + cos ) = 0.

Como z > 0, segue que
(6" + cos ) = 0.

Se cos = 0, entao:
0 =0=0=C.

Logo o vetor velocidade da curva ¢ dado por:
V() = (2'(t), 7' (1) = (2 cos(C), zsin(C)).
Ou seja, temos:

{ 2 =z sin(C’)),

x’ = z cos(C

Na primeira equacao temos:

Z/

— =sin(C).
" sin(C')
Integrando ambos os lados conluimos que:
In(z(t)) = sin(C)t + Co = 2(t) = M (@)+Co),

Na segunda equagao temos: '
2’ = zcos(C) = cos(C)en(O1+C0),

Integrando ambos os lados concluimos que:
z(t) = cot(C)etn()t+Co)
Nesse caso, a familia de superficies solucao tém a seguinte parametrizacao:

o(u,t) = (Cot(C’)e(sin(C)H—Co) cos(u), Cot(c)e(sin(C)t—i—Co) sin(u), 6(Sin(C)t+Cg)> .

Se cosf > 0, entao:

0/
0’ = —cosl = — = 1.
cos 0
Integrando ambos os lados obtemos:
inf +1
In|tanf +secl| =t + Cy = smo+ 2 _ FeltC0),
cos ¢

Elevando ambos os lados ao quadrado, usando que cos? 6 = 1 — sin? (0) e isolando a equagao obtemos:
(1 + 62(t+CO)> sin? @ + 2sin 6 + (1 — 62(t+CO)> = 0.

Logo temos um polinémio de segundo grau em sin #. Por Bhéskara concluimos que:

2[4 (1= (L+€20560) (1= e20500)) ) 4 ot 14 €2(+C0)

sin ¢ = 9 (1 n 62(t+C’0)) - (1 + 62(t+Co)) =1 ou 1 + e2(t+Co) -~

Suponha que a seguinte igualdade vale:

1+ 62(t+C’0)

1+ e2(tHCo) -1

Isolando a equagao concluimos que:
e2(t+Co) — .

que é uma contradigao. Logo, os dois possiveis valores de sin f nao se tocam.
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Portanto segue que podemos dividir em dois casos. Para o primeiro caso temos:

, 3
0 = arcsin(—1) = —m.
2
Vamos encontrar as coordenadas da curva 7 :
2’ = zcosf =0,
2= zsinf = —z.

Integrando ambas a equacoes concluimos que:
z(t) = Coz(t) = Cre
Portanto vale a seguinte parametrizacao:
e(u,t) = (Cocos(u), Cosin(u), Coe™).

Para o segundo caso temos:

1+ 62(t+Co)
6 = arcsin ( ) )

1+ 62(t—|—00>

Encontremos novamente as coordenadas da curva:

-1 2(t+Co)
2 = 2zsinf = ( te )

1 + e2(t+Co)

Integrando ambos os lados concluimos que:
In(z) = In ‘1 + BQ(COH)‘ —Cy—t+C3 = 2(t) = Cpelte’ Ot

Para a coordenada z temos:
2’ = zcosé.

Onde a coordenada z foi encontrada acima. =

4.3.10 Superficie Ciclica Euclidiana no H* (Plano XZ)

Seja v : (a,b) — R? | v (s) = (2(s),0,2(s)) uma curva suave parametrizada pelo comprimento de arco e seja
r: R — R a funcao raio.

T =(',0,2"),
N =(-2,0,2"),
B =(0,1,0).

Temos a seguinte parametrizacao para uma superficie ciclica de curva central v e raio r :

(s,t) — X (s,t) :=v(s) 4+ (r(s)cost) N (s) + (r(s)sint) B (s)

= (x — 2’ (rcost),rsint, (z + 2’ (rcost))).
Tomemos a seguinte funcao, que serd de suma importancia nos cdlculos:

£(s,t) = (1—rkKcost)
= —cos(t) (r'k + rx’)
= rksin(t),

IR

Vamos, usando as férmulas anteriores, calcular as curvaturas Gaussiana, Média e Principais. Comecemos
com as primeiras derivadas da parametrizagao:

Xs =7"+cos(t)(r'"N +rN'") +sin(t) (r'B+rB’)
=T +cos(t) (r'N 4+ r (—rT)) + sin(t) (r'B)
= (1 —rrcost) T + (r' cost) N + (r'sint) B
=¢T + (1" cost) N + (' sint) B,
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X; = —sin(t)rN + cos(t)rB,

Ja podemos calcular os primeiros coeficientes e o campo normal:

E =(X,, X,
= (T + (r' cost) N + (r'sint) B,£T + (1’ cost) N + (r’sint) B)
€2 + (' cost)® + (1’ sint)”

= () +¢&,

Foo=(X.,X,)
= (T + (r' cost) N + (r’sint) B, — sin(t)r N + cos(t)rB)
= —sin(t)r (r' cost) + (1" sint) cos(t)r
=0,

G = (X, Xy)
(— sin(t )7’]\27 + cos(t )rBé—sin(t)rN + cos(t)rB)
= (o sin(t)r)” + (cos(t)r)

7

XsANXy =T+ (r'cost —rrsint) N + (r'sint + rrcost) B) A (—sin(t)rN + cos(t)rB)
= (—sin(t)r) B — (cos(t)r) N + ((r' cost) cos(t)r) T — (—sin(t)r (r' sint)) T
=rr'T + (—rcost) N + (—r&sint) B
(rr'a’ + 2'r€ cost, —r&sint, (rr'z’ — 2'r€ cost)),

X A Xl = /) + (—récost)? + ((—résing))?
— XsXXt
N - ||4XvS XXtH
_ rr' T4+ (—r& cost) N+(—r€sint) B
r\/(T’)Q-i-fZ
_ r'T+(—€cost)N+(—Esint)B
\/(r’)2+£2 ?

Derivando novamente a parametrizacao, obtemos:

Xes %T + T + (" cos(t)) N + (r' cost) N + (r" sin(t)) B + (r' sint) B’

= —cos(t) (r'k +rr") T + N + (1" cos(t)) N + (' cost) (—rT) + (r" sin(t)) B
= (—2r'kcost —rr’ cost) T + (r" cost + k) N + (r" sint) B,

Xg = %T + (—sin(¢)r’) N + (1’ cos(t)) B
= rrsin(t)T + (—sin(¢)r’') N + (v cos(t)) B,

Xy = —cos(t)rN —sin(t)rB,

Ja podemos calcular os ultimos coeficientes. Eles tém as seguintes expressoes:

e =W, X)
— <” T+(= 53?’5/))];[_‘:5(2 sinD)B (_9p'k cost — ri’ cost) T 4 (r” cost + k€) N + (r” sint) B>
_ r'(—2r'kcost—rk cost)—l—( fcost)(r” cost—l-f-ig)—i—( ésmt)(r smt)
\/(r/)2+§2
_(_ (2;@(005 t)(r")% 47k (cos t)r'+r(cos t)£2—|—7’”£)
\/(7"’)2—1—52 )
f = <N7 X8t>
= TITH_&i/OZ’ t/);;fig(;gsmt)B ,resin(t)T + (—sin(t)r’ — r7cos(t)) N + (v’ cos(t) — r7sin(t)) B>

r' rrsin(t)+(—& cos t)(— sin(t)r’)+(—£ sin t) (r’ cos(t))

/ .
rr'rksint
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g =WN,Xu)
= ( ITH(Eeos NF(Esint)B _ ooqp)p N — Sin(t)TB>

\/(7,/)2+£2
_ —cos(t)r(—&cost)—sin(t)r(—Esint)

T \/(7“/)2—}—52
= (’]"—£

Segue que as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

M3 (xzyAzy)  Mz(p)s(zyAzy) (2fF—eG—gE 2 eg—f2
Kp = |;u/\wv|§ - = |mu?\mv|R EG—F? —I—H3(p) EG—F?2

_ A sin? t cos? t+B sin? t cos t+C sin? t+D cos? t+F cos® t+F cos? t+G cost+H
r2<(r’)2+(1—rncost)2)2 )

Onde os coeficientes acima sao dados por:

(—rt(@)2(r)22)
(—27“3233'(7“’)21432) :
= (=r222(")2k2)
ap +bp +cp +dp,
agp —bg +cg +dg,
ap +bp +cr +dr +ep,
= (ag +bg — cq),
(r?(2)2(r")? (') + 1) = r2®r" +r22/v" (") — " +1)).

T QMO W

Onde os outros coeficientes sao dados por:

ap = r*2%k* —ra’ (5r32'k? + 2r*2r' K + 22’k (2rk + 17 (2600 +rE'Y + 5 — k) + e ((1)2 4 1)),

bp = 4r*(2)*k* + r’k* (22'r k2’ +r?(2))?)
cp =r2(x")? (2rs® +re (26(r")? +rE'r + K —rr"'K)) |

dp = rtza'k® + 14 (2))?k* ((r)* + 1),

ag =12’ (ra’ (2rs +r (26(r")? + 767 + 5 —rr"K) +re (1) + 1)) +5r°2'r'6% + 722’k ((7')? — " + 1)),
be =z (5r°2' k% 4+ 202/ v K? + 122k (2re + v (26()2 +re'r + 5 —rr"K) + e ()2 + 1)),
cp = —=3r°2°k% —r3(2')? (26(r')? + rE'r + k= 2r" k) — 2rk (221 kel + 12 (2))?)

de = —2r°(2')?k ((r")? + 1) + 2r%22" (2rk® + 716 (26(7")° + 161" + 5 — rr"'K)) — 2rta’2"r K,

ar = (22'r'kr’2’ +r*(2')?) ((r')* + 1),

brp =z (ra’ (2rs+71 (26(r") + &'’ + 5 — k) + 16 (7)) + 1)) +5r°2r' K> + 722’k (1) — " + 1)),
cr =12° (2r5® + 16 (26(r")? +re'r + 5 — 1K),

dp = —r®(2')’r" —ra (ra’ ((r')? —rr” + 1) + 727" 2re 4+ (26(")? +r&'r’ + 5 — k) + 76 ((1)* + 1)),

er = —2r°zz’ (26(r')? + re'r + Kk = 2rr"K) + 174 (2)?(r)? K + 4r®a 2k,

ag =1’z 2r" ((r')?> —rr” + 1) — 2% (26(r")? + r&'r’ + £ = 2rr"'K) |
ba = —2r2za’r" — 2r3 ()2 (r') %k — 2022’ 2y’ ((r')2 + 1) ,

cg =z (ra’ (7" —rr” + 1) +r2'r" 2rs +7 (260" +r'r + 6 —rr"k) + 16 ((1)* +1))) .

Segue que a curvatura média é dada por:
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_ HOz(zuAzy)  H3(p) ( 2fF—eG—gE
|xu/\$U|R 2 EG—F2

A cos® t+ B cos® t+C cos t+D
_— 3 .
2r (\/(T’)2+(1—T‘I{ cos t)2>

Onde os coeficientes sao dados por:

= (22r°k® + 2'r°K?)

A= (
B (x'/a'r?’rl — 22730 K% — 23k 2'r? ()2 — Bar?k? — 295/7"2/-’.;) ,

C = (ra’ +4rze + 12’ (r')? + 022" + 3r2(r')°k — r?2r’k + 220’6 + 40227 k)
D= (

rer’” — 2(r')? = 2rz'r" — 2 — 2r2' (r')?).

4.3.11 Ciclicas com Raio Constante (Tubos)

Nesse caso, temos que o r ¢ uma constante real. Segue disso que ' = "/ = 0. Logo a parametrizacao de um

tubo com curva geratriz no plano X7 é dada por:

(s,t) — X (s,t) :=~y(s) + (rcost) N (s) + (rsint) B (s)
= (x — 2’ (rcost),rsint, (z + 2’ (rcost))), rcR

Portanto as curvaturas média e gaussiana ficam da seguinte maneira:

N——

M3 (xuAzy) I3 (p)s(z,Axy) [ 2fF—eG—gE 2 eg—f2
KH o |acu/\acv|%R o ENA EG—F?2 +H3(p) EG—F?2

A cos® t+ B cos* t+C cos® t+D cos?® t+F cos t
72 ((1—7"/1 cos t)2)2

Onde os coeficientes sao dados por:

A= (ra’ (5r*a’'rk® 4+ 2r°6° (ra’ —rzk)) — re (3r*(2')?k? — 2r*2a’k®) — 4r®(2')K%) ,

B = (rk (r*z*k® — 6r°za'k? + 3r°(2/)’k) — ra’ (4r°2'k® — 2r°26° + 5r°k? (ra’ — rzr)) + 6r*(2')*K?),
C = (ra’ (r’a's — 5rize” + drk (ra’ —rzk)) — re (3r?2°K — 6r°2a'k + r2(2')?) — 4r°(2')%k)

D=
E=

r?(z')? — rk (2rza’ — 3r2°k) — ra’ (ra’ — 5rzk)) ,

E a curvatura média tem a seguinte expressao:

HS(xu/\xv) _ H3(p) (2fF—eG—gE)

HH = | Ty ATy |R 2 EG—F?2

—z(1—rk cost)®+rz’ (1—rk cost)® cos t+rzr(l—rk cost)? cost+r2z’k(1—rk cos t)? cos? t)

27’( (1—rk cos t)2)3

Vamos agora encontrar a familia de tubos que resolve qa equacao K = 0. Supondo o problema resolvido e

usando a expressao de K, obtemos:

Acos*t + Beos®t + Ccos’t + Dcost = 0.

Onde os coeficientes sao dados por:

A=r*z13 (2 + 2r),

B = —3r’zr* (2’ + zK),
C = 3r°zk (2" + 2K),
D= —rz(z' + zr).

Como a superficie estd no H? a curva geratriz ndao é uma reta e o tubo nao ¢ degenerado, segue que z,r, k > 0.
Notemos que temos um polindmio em cost se anulando. Segue que, se houver algum coeficiente nao nulo, cost
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s6 poderd assumir no méximo 4 valores (grau do polindmio) mas isso ¢ um absurdo. Ou seja, precisamos que
todos os coeficientes sejam nulos. Observando os coeficientes e as informacoes ja dadas, segue que:

x4+ zk = 0.

Como a curva vy é parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, segue que existe uma funcgao suave
w: R — [0, 27] tal que:

v’ =cosw = 1" = (—w'sinw),

Yy =sinw = y” = w cosw.

Substituindo na equagao acima obtemos:

0=2a + 2k =1x' + z\/(ﬂ?”)Q + (y//)z‘
Segue disso a seguinte igualdade:
(@) =22 (@) + "))

Colocando em termos as fungoes angulares, concluimos que:

1
= 4=
COS W z

Muyltiplicando ambos os lados por sinw segue que:

/ .
w’ sinw z
+

COS W zZ

Integrando ambos os lados, concluimos que:

W = arccos (:I:C’lzil) )

Ja podemos calcular as coordenadas de v :

7' = sinw = sinarccos (£C12F) = /1 — 2+2C%.

Ou seja, temos a seguinte igualdade:

Z/

=1
V1 — 21207

Integrando ambos os lados, concluimos que:

I
z = (a sin (Cys + Cg)) ou z = \/(s + Ch)* + C2.

Para o primeiro caso segue que a coordenada x é dada por:
1’ = cosw = +C1z = +sin (Cys + C3) .

Integrando ambos os lados, obtemos:

xr = (:I:L cos (C1s + Cg)) :
Ch

Para os segundo caso, obtemos:
Cy
\/(S + 02)2 + C%

v =cosw=+Cz7 =+

Integrando ambos os lados, concluimos que:

(s+C2)
V/(s+C2)*+C?

Cil(s+02+\/(s+02)2+012>‘

ZU:iol
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Portanto ha duas famfilias de tubos com K = 0 e elas sao parametrizadas da seguinte maneira:

(:I:CL1 cos (C1s + Cg)) —cos (C1s + Cs) (Rcost)
X(s,t) = Rsint , onde (C1,Cs,R) € R®, C1,R > 0.

<Ci1 sin (C1s + Cg)) + (£sin (Cy1s + C3)) (Rcost)
1 2 2 _ s+C>

( (:I:Cl In|& (s + Cy + \/(s +Co)" + C’l) |> (\/(s+02)2+0§> Rcost \

X(S,t) = RSlnf+ s+Co ’ (Cla 027 R) € R3'

/(s 2 o2
\ \/(s + )’ +C2+ | 04 SRS ek Rcost
Vamos agora resolver a equacao H = 0. Supondo solucionado e usando a expressao de H, obtemos:

& (4 0ot/ 1027+ 7) |

H = Acos3t+ Bcos2t+Ccost+ D = 0.

Onde os coeficientes sao dados por:

A= —22r%k% — 2'r3K2,
B = 52r*k* 4 22'r%k,
C = —rz’ —4rzk,
D=z

Pelo mesmo raciocinio j& apresentado, precisariamos que todos oscoeficientes fossem nulos. Note que D =
z > 0, disso temos um absurdo, portanto a equacao H = 0 nao tem solucao para a classe dos tubos.

Vamos analisar agora a equagdo K = C' € R — {0}. Supondo solucionado e usando a expressao de K,
obtemos:

K=C= Acos*t+ Bcos®’t + Ccos®’t+ Dcost+ E = 0.

Onde os coeficientes sao dados por:

r*i? (22’ + 2%k — Cr’k)
r3 K2 (—3,23:’ — 322k + 4Cr2/<.:) ,
—3r?k (—zx’ — 2%k + 2C’7“2/<c) ,
r (—zx’ — 2’k + 46’7"2/1) ,

—Cr?.

¥ O Q=
I

Vemos que o coeficiente F nunca é zero, segue que essa equacao também nao tem solucao.
Continuando, vamos analisar a equacao H = C' € R — {0}. Supondo solucionado e usando a expressao de
H, obtemos:

H=C
= Acos®t+ Bcos®t+ Ccos*t+ Dcos®t + Ecos’t + Fcost+ G = 0.

Onde os coeficientes sao dados por:

A= (22r°6° + x'r31-£2)2 — 4C?*r8KS,

B =24C*r"k> — 2 (22r°K° + 2'1°k?) (52r?k® + 22'1%k)
C = (5ar’k® + 2:1:’7“214)2 + 2 (ra’ + 4rzk) (22r°k° 4+ 2'rk?) — 60C*rk?,

D = (80C*r°k® — 2 (ra + 4rzr) (52r’k® + 22'r%k) — 22 (22r°k® + 2'7°K?))
E =2z (52r°k* + 22'1°k) + (ra’ + Arzr)® — 60C%r K2,
F=2
G

A4C?*r3k — 22 (ra’ + 4rzk) ,
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Pelo coeficiente G, obtemos que z2 = 4C?r2. Substituindo essa igualdade no coeficiente A e fatorando,
obtemos que:

A =7r6* (2' + 2r) (2 + 32K).
Ou seja, temos que ' = —3zk ou ' = —zk. Porém, substituindo 2’ por —3zk em B obtemos:
B = 2r°k° (12027"2 — z2) = 2r°K° (8027“2) # 0.

J& ao substituirmos 2’ por —zk nos outros coeficientes, segue que todos eles se anulam. Note que essa
equagao (r’ = —zk) é a mesma do caso K = 0 segue que os tubos com curvatura gaussiana nulas tém curvatura
média constante nao nulas. Mas nesse caso z = 4C?r? é constante. Ou seja:

L=1=() +()" = @)
=z’ = +1.

Integrando ambos os lados obtemos:

z(s) = s+ Cp.

Segue que a parametrizacao é dada por:

X(s,t) = (£s+ Cp,rsint, (4C°r* £ (rcost))) (C,Cy,r) € R,

Prosseguindo vamos resolver a equacao k3 + k3 = 1. Supondo a equagdo resolvida e usando a expressao da
equacao obtemos:

ki +ks=1
= Acos®t + Bceos®t + Ccos*t + Dcos®t + Ecos®’t + Feost +G = 0.

Onde os coeficientes sao dados por:

A =rbg* (—r2/<;2 422262 + (2/)° + QZ:U’H;) :

B = 2r°k? (37“2/12 —52%Kk% — 2 (:1:’)2 — 4z:1://£> :
C = —3rtk? (57’252 — 722k = 2(2)° — 4zx'/<;) :
D = 4r°k (57“2#;2 — 62°K% — (ar:/)2 — 22%’&) :

E =r? (—157’2/432 + 162262 + () + 2z:v’/1> :
F=6rk(r—z)(r+z)),

G =212

Dos coeficientes F' e GG obtemos que z = r, ou seja, z ¢ uma constante igual ao raio. Usando essa igualdade
nos outros coeficientes obtemos novos resultados:

A=7r*(2' +rR)?,

B = —4r°s? (2’ + 7"/-4;)2 ,
C = 6r'k2 (2 + 1K),
D= —4rk (2’ + 1K),
E =1 +1k)°,

F =0,

G =0.

Obtemos a mesma equagao ja solucionada. Porém, nesse caso, z é uma constante, por isso vamos resolvé-la
novamente para analisar o grau de distincao das duas solucoes.
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Como a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco e z é uma constante, obtemos que:

L= (@) + () = @)
= 2’ = +1.

Integrando ambos os lados obtemos:

$::|:S—|—Co.

Logo, a parametrizacao ¢ dada por:

X(s,t) = (£s+ Cy,rsint, (r + £ (rcost))), onde (r,Cy) € R?

Por fim vamos encontrar a solucao da equacao aK 4+ bH = c. Supondo a equacao selecionada e usando as
expressoes de K e H obtemos:

aK +bH = ¢
= Acos®t+ Beos"t+Ccos®t+ Dcos®t + Ecos*t+ Fcos®t + Geos’t + Hcost + I = 0.

Onde os coeficientes sao dados por:

A = r8g° (br:l:’ — 2azx’ + 2cr’k — 2a2%kK + 2brzn:) (br:l:' + 2azz’ — 2er?k + 2022k + 2b7’2/§;) ,
B =2r"k” (by + by),
C =r%*(c; + ¢2),
D =2r°s% (dy + dy)
E = —5rtk? (e1 + e3),
F=2r(f1 + fa),
G =1(g1+92),
H=-23 (—16027’2/-4; + 5b%2%k + b2 2z’ + dacza’ + 4acz2/<;) ,
I = 1% (—2cr +bz) (2cr + b2) .

Onde os outros coeficientes sao dados por:

by = —3b*r%(2')? + 12a%2%(2')? + 16c*r*k? + 12a%2% K2,

by = —14b%r222k2% 4 2402232 Kk — 13621222’k — 28acr?2?Kk? — 28acr?zx’k,
c1 = 150712 (2')? — 600?22 (2')? — 112c*r*k? — 6002 K2,

co = 85021222 K2 — 12002232 k + T20%1r% 22’k + 168acr?2%k% + 168acr?za'k,
dy = —100%72(2')? + 406222 (2')? + 112c*r* K2 + 400221 K2,

do = —T30%r?2%k% + 8002232’k — 55b%r? 22’k — 140acr?z?Kk? — 140@07“2,2:1:'&,
e1 = —3b%r(2")? + 120222 (2')? + 56¢*r K% + 12a% 2% k? — 316712 22 K2,

eg = +24a2 232 k — 200712 22 Kk — Bbacr?2?K? — 56acr2z:c’/<;,

fi = =3b%r(2")? + 12a%2%(2)? + 112¢%r* 6% + 120224 K% — 5261222 K2,

fo = 240’232’k — 2T0%r% 22 Kk — 84acr® 2% k?* — 84acr?za'k,

g1 = b?r3(2")? — 4a*22(2))? — 112¢%r*K? — 4a2*k? 4 43b%1r° 22 K2,

go = —8a%232 Kk + 16b%r? 22’k + 56acr?2% k% 4 S6acr? 2z’ k.

Segue do coeficiente I que se ¢,b tiverem sinais iguais entao (2cr —bz) = 0, caso contrédrio obtemos
(2cr 4 bz) = 0. Substituindo ambos os valores em A obtemos:

A= (2’ + zK) (2az £ br) (Fbra' + 2azx’ + 2a2°k F 3brzk) .

Disso obtemos que (2’ + zk) = 0 zera A e acaba zerando dos os outros coeficientes taambém. Portanto a a
solucao dos outros resultados acima também é uma solucao para esse problema.
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4.3.12 Cilindro Euclidiano no H? (Eixo de Rotagao 7)

Como os cédlculos independem de qual plano a curva de rotacao estd (X Z ou Y Z) vamos supor que ela estd no
plano X Z. Temos que, para essa superficie, a curva que devemos rotacionar é:

v(s) = (z(s),2(s)) = (C,s)  CEeRT.
Logo, a parametrizagao que procuramos ¢ dada por:

X (s,t) = (Ccost,Csint,s).

Para cada altura s( fixada, temos uma circunferéncia cujo raio euclidiano é dado por:

X (50,t) — (0,0, 50)| = VC2cos2t + C?sin’t = |C| = C.

Logo, essa é a parametrizacao de um cilindro euclidiano de raio C' em torno do eixo Z.
Vamos agora calcular as curvaturas média e gaussiana do cilindro. Comecemos primeiro com as derivadas
de X :

Xs =1(0,0,1) X; = (—=C'sint, C cost,0).

Ja podemos calcular E, F, G e o campo normal N :

E = g(Xst) =1,
F — g(XsaXt) — 07
G =g(X,, X,) = (Csint)® + (Ccost)’ = C.

Xs AN Xy = (—Ccost,—C'sint,0),

| Xs A Xt = \/(C’simt)2 + (Ccost)’ =C,

Xs N X,y

= ———— = (—cost,—sint,0).
X A )

Derivando novamente a parametrizagao, obtemos:
Xss = (0,0,0) , Xst = (0,0,0) , Xt = (—Ccost,—C'sint, 0)
Segue que e, f e g sao dados por:

e=g(N,Xss) =0,
f=9(N,Xs) =0,

g=g(N,Xy)=Ccostcost 4+ Csintsint = C.

Portanto, concluimos disso que as curvaturas do cilindro sao dadas por:

e Az) @)@, Aw,) (2fF —eG - gE) 2 (p) (ﬂ) =0,

K =
|xu/\xv|%& |Tw A Ty |R EG — F? EG — F?

o I3(zy Awy)  1l3(p) (2/F —eG —gE _ s
[Ty A Ty |R 2 EG — F? 2C"°
Das féormulas acima, concluimos facilmente que as curvaturas principais sao dadas por:

S
=0 . k=g
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4.3.13 Cone Euclidiano no H?

Como os cédlculos indepedem de qual plano a curva de rotagao estd (XZ ou YZ) vamos supor que ela estd no
plano XZ. Para um cone qualquer, a curva que vamos rotacionar é representada pela funcao:

f(x) = ax.

Onde a é uma constante real. Logo, a curva que procuramos é a seguinte:

v(s) = (s,as), a,s € RT.

Como o cone é uma superficie de revolucao, segue que a € R j4 abranje todos os cones euclidianos possiveis.
Segue que a paramtrizacao do cone é dada por:

X (s,t) = (scost,ssint,as).

Vamos calcular todas as curvaturas dessa superficie. Comecemos com as derivadas de X :

X = (cost,sint, a) , X; = (—ssint, scost,0) .

Segue que os coeficientes F, F', G e o campo normal N sao dados por:

E =g(Xs, X,) =cos’t +sin’t +a* = (a® + 1),
F=g¢g(Xs,X;) = —ssintcost + scostsint = 0,

G =g (Xs, X,) = (ssint)® + (scost)’ = 2,

Xs AN Xy = (—ascost, —assint, scostcost + ssintsint)

= (—ascost, —assint, s),

| Xs A Xy = \/(as cost)’ + (assint)’ + s2 = s\/a? + 1,

O XoNX _( acost asint 1 )
[ Xs A Xl Vaz+1 VaZ+1 Va2+1)

Derivando novamente a parametrizacao, obtemos:

X, = (0,0,0), Xst = (—sint, cost,0), Xt = (—scost, —ssint,0).

Com isso ja podemos encontrar os ultimos coeficientes:
e=g(N,Xs) =0,

acostsint asintcost

- N7XS = - — Yy
f=9( t) va?+1 Va2 +1
sacos’t  sasin’t sa
g = g(N7 Xss)

= + ==
va2+1 Va?2+1 Va2 +1

Portanto, temos que as curvaturas do cone sao dadas por:

o W@ Awy)  Ths(p)s (2 A zy) <2fF—eG—gE) 12(p) ( eq — f2 )

|z Ayl |y A Ty |R EG — F?
ot e (wER@H)N o e
- (a2 +1) a2 + 1 (a? +1)s? (a2 +1) (a241)) 7

o — I3(zy Axy)  13(p) (2fF —eG —gE
|ru A xR 2 EG — F?
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4.3.14 Superficie Cilindrica (1* Generalizagao)

Como vimos no euclidiano, uma superficie cilindrica euclidiana é uma curva suave num plano euclidiano, na qual
foi aplicada a isometria translagao, e a funcao translacao é uma isometria euclidiana. Vamos tentar generalizar
essa nocao no hiperbdlico. Vamos tomar uma curva no plano hiperbdlico e aplicar uma isometria nela para entao
criar o que chamamos de uma superficie cilindrica hiperbdlica, a isometria escolhida é a multiplicagao da curva
por um escalar. Portanto, tomemos uma curva ~(t) = (x(t),y(t), z(t)) parametrizada pelo comprimento de arco
euclidiano contida na esfera euclidiana de centro (0;0;0) e raio 1, ou seja, segue que x2(t) + y2(t) + 22(¢) = 1,
assim ,a parametrizagao da superficie em questao, com curva geratriz é dada por:

X(s,t) = (sz(t), sy(t), s2(1)) -
Vamos encontrar as expressoes das curvaturas média e gaussiana dessa classe. Para tanto, comecemos
derivando a parametrizagao:

X = (2,9, 2) X = (s2', sy, s2').

Ja podemos calcular E, F, G e o campo normal N :

E=g(Xe,X,)=a"+y*+2° =1,
F=g(Xs,Xt) =saxx’ +syy’ + s22’ = s(xa’ +yy' + 22") =0,
G=g(X,Xy)=a"+y*+2> =1,

X AN Xy = (syz’ — zsy',zsx’ —xsz',xsy’ —ysa'),

| Xs A X¢|| = \/(syz’ — zsy')? + (zsa! — ws2')* + (wsy — ysa')’
= sv/a? (1= (2/)2) + 42 (1 — (¥)?) + 22 (1 — (¢)?) — 2wya'y’ — 2wza'2' — 2yzy' 2
= s5v/(1 — 22(2")2 — y2(y')2 — 22(2')2 — 2xyx'y’ — 2xwza’2 — 2yzy'2')

:8\/I:S,

Xs N X
= e = (2 — 2y 2 — w2y — ya)
| Xs A Xe|

Derivando novamente a parametrizagao, obtemos:

Xss = (07 Oa 0) ) Xst - ($/, y/, Z/> ; Xtt = (SQ’I”, Sy//, SZ//) .

Segue que os coeficientes e, f e g tém a seguinte expressao:

e=g(N,Xss) =0,
f=9g(N,Xss) = (yz' — 2 )2’ + (22’ —22")y + (vy —ya') 2 =0,

g=9g(N,Xy) = (yz' — 2¢/) s2” + (22’ — 22") sy + (xy — yx') s2".

Portanto as curvaturas média e gaussiana da superficie sao dadas por:

03(zy Azy)  Hs(p)s(wu Awy) (2fF —eG — gE _ g2

[P L€ /\172)_ s(p)Us(zu Ay) (2fF —eG —g L) (- f
|y A\ Tolf |Tw A Ty |R EG — F? EG — F?
(zsy —ysz')’ sz (wsy — ysa')

= 82 -+ - ((yzl _ Zy/) S,CCN + (Z.CE/ . .CI}Z/) Sy” + (xy/ . yx/) SZH)

— (a:y' o yx/) (xy/ . y:z:' 4 8222:13/]// _ 5222x”y’ + s2a:zy’z” _ sza:zy”z’ _ 32yz:):’z” + 32yza:"z’) :

M3(vu Azy)  Hs(p) (2fF —eG —gE
H = —
|Zu A To|R 2 EG — F?
=2y —ya' + 5 (92 — 2y s’ + (2’ —w2) sy + (ay — ya') s2"),
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4.3.15 Superficie Cilindrica (2* Generalizagao)

Dada uma curva (s) = (z(s), z(s)) no plano X Z, parametrizada pelo comprimento de arco euclidiano, segue
que a parametrizagao de uma superficie cilindrica hiperbdlica é dada por :

X (s,t) = (x(s),z(s) cost, z(s) sint).

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana da superficie. Comecemos derivando a parametrizagao:

X, = (2',2 cost, 2 sint) : X¢ = (0, —zsint, zcost).

Ja podemos calcular E, F,G e N, que sao dados por:

E=g(X;,Xs)= (:1:/)2 + (2’ cos t)2 + (2 sint)2 = (2')
F =g(Xs,X;) =—22" costsint + 2z’ costsint = 0,

G =g(Xy, X;) = (2sint)® + (zcost) = 22,

22 costcost + 2’ zsintsint 2z
X NX; = —x'zcost = | —2'zcost |,
—zx' sint —zx'sint

| X A Xl = \/(zz’)2 + (2'z cos t)2 + (za’ sint)2 = z\/(z')2 + (:13’)2 = 2,

X N Xy , , , .
= ———— = (2,—2 cost,—x sint).
XoAxg )
Derivando novamente X obtemos:
X5 = (2", 2" cost, 2’ sint) : Xt = (0, —2"sint, 2’ cost) : Xt = (0,—zcost, —zsint).

Segue que os ultimos coeficientes sao dados por:

e=g(N,Xss) =12"2 —2"2 costcost — 2"z’ sintsint = 22" — 2"/,
f=9(N,Xs) =22 sintcost — x'2 costsint = 0,

g=9g(N,Xy) = zx'costcost + x'zsintsint = x'z.

Portanto as curvaturas média e gaussiana dessa classe sao dadas por:

K- 2(zy A ) - a(p)Hs(wu Awy) (2fF —eG —gE IR () eq — 2
- [Ty Az |3 [Ty A Ty R EG — F? 3\P EG — F?
/-t2 int) (—z2 sint o N 2 Y R BWAW,
_(za: s;n)  (zsint) (—2z sm)( (2" 2 z;:)z azz)+(zsint)2<(a:z ,22’:13):1:,2):0,
z 2 z z
g WuAzy) s(p) (2fF —eG—gE
‘xu/\xv‘R 2 EG—F2
_ —za'sint  zsint [(— (2”2 —2"2") 2% — 2’z (sint) (2 + 22’2 — za"'2)
B 2 2 22 B 2 '

Teorema 4.3.8 Se H # 0, entdo nao existe superficie cilindrica hiperbdlica (2° genmeralizagdo) verificando
P, (H,K) =0 onde P,, denota o polindomio nao nulo de grau n nas varidveis K e H.
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Prova. Como K = 0, segue que P,(H,K) =ag+ a1H + ... + a,, H". Observando a expressao de H e fixando
s = sg de modo que H nao se anule, segue que:

P,(H,K)=ag+ Ay sint + ... + A, sin" ¢t.

onde os coeficientes maitsculos sao dados por:

R (' (s0) + 2z(s0)x'(s0)2" (s0) — z(s0)x" (50)2" (50)) '
Ai = a; ( 5 ) .

Logo possuimos um polindmio nao nulo em sint resultando em zero. Portanto, segue que sint sé pode
assumir, no maximo n valores. Absurdo. m
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Capitulo 5

Espaco de Lorentz Minkowski L°

Como no espaco euclidiano e no hiperbélico, agora vamos estudar superficies imersas no L3. Portanto, nesse
capitulo iremos, primeiramente, introduzir as propriedades do L3, apéds isso, estudaremos a teoria de imersoes
nesse espacgo e encontraremos as férmulas das curvaturas dessas superficies. Por fim, faremos varios exemplos
de imersoes obtendo suas curvaturas com o objetivo de classificar familias de superficies que sao solugoes de
determinadas equacoes de Weingarten. Por nao ser uma variedade Riemanniana, estaremos na obrigacao de
generalizar algumas defini¢oes, como curvaturas gaussiana e média, para variedades semi-Riemannianas. Além
disso, teremos de ramificar nossa teoria em duas frentes (superficies spacelike e timelike), pois uma métrica
semi-Riemanniana nao degenerada nao é necessariamente positiva definida.

Definicao 5.0.9 Definimos o espaco de Lorentz-Minkowski, I3 como o conjunto {(a,b,c) : a,b,c € R} munido
da métrica g onde:

g ((v1,v2,v3) , (W1, w2, ws)) = V1w + Vawz — V3W3.
Observemos que se w = (0,0, 1) entao:

g(w,w)=-1<0.

Ou seja, concluimos que g nao ¢ uma métrica, portanto L3 nao é uma variedade riemanniana (apenas semi).

5.1 Conexao Levi-Civita e Curvaturas

Seja {e1, ez, e3} base de T,IL3 para todo p € 3. Usando a seguinte notagao: g;; := g (e;, e;) Podemos expressar
a matriz da pseudo-métrica g, (gi;), e sua matriz inversa, (g”) :

0 1
0 e (¢7)=1[0
—1 0

(gij ) =

o O =
S = O

Primeiramente, vamos determinar os sfmbolos de Christoffel do I3 pois eles aparecem na expressao da
conexao Levi-Civita. Os simbolos sao dados da seguinte maneira:

3
m 1 m
Ui =3 > A{eigin) + e (gri) — ex (9:5)} 8
k=1

Porém, observando a matriz da métrica, vemos que os g;;s sdo todos constantes, ou seja e (g;;) = 0 para
todo 7,7,k = 1,2, 3. Segue disso que todos os simbolos de Christoffel sao nulos.
Portanto a conexao do I3 ¢ dada pela seguinte expressio:

3 3 5
VY =Y [ > Tl + X (n) | ex = D X () ex = dY.X.

k=1 \i,j=1 k=1

Para o tensor curvatura, sejam X (p) = > u'(p)d;(p), Y(p) = D v/ (p)0;(p), Z(p) = >, w*(p)Ok(p) cam-
pos, usando que:
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onde os coeficientes sao nulos pois os simbolos de Christoffel o sao:
R3 =D Tils = D T30, + 051 ,) — 0:(I5 ) = 0.
! l

Ou seja, o tensor curvatura é nulo. Usando as expressoes gerais das outras curvaturas e pelo fato do tensor
ser nulo, concluimos que as curvaturas seccional, de Ricci e escalar também se anulam. Segue disso que todas
as curvaturas desse ambiente sao nulas.

5.2 Imersoes Isométricas

Dada uma imersao x : U C R?> — S C L3denotamos dz.e; e dx.es respectivamente por x, = (Tuy s Tuos Tusy) €
Ty = (Tyy, Ty, Toy) Vamos definir o campo normal unitdrio da superficie. Tomemos o seguinte determinante:

n=det | Ty, Tu, —Tus = Ty Tug — Tug Loy

Notemos que o vetor 17 é ortogonal & base coordenada da superficie, de fato:

g (777 xu) = (xUSmUQ - xungg) Luq + (muleS o xugmvl) Luy — (wulm’UQ - quxm) Lug = 07

9N, Ty) = (TusTuy = TuyTos) Toy + (Tuy Tog — TusToy) Ty — (Tuy Toy — Tup Ty ) Tyy = 0.

Ou seja, podemos definir o campo normal unitario & superficie S como N = %

Temos uma certa ambiguidade quanto ao valor de N pois |n| = £7. Com isso, iremos separar a teoria como
se segue:

Definicao 5.2.1 Definimos uma superficie S imersa no L3 como spacelike, se T,,S nao tocar no cone de equagao
22 +y? — 22 = 0 para todo p € S. Caso contrdrio, S é dita ser timelike.

Vamos mostrar que basta olhar para o campo normal N para deduzir se uma superficie imersa é spacelike
ou timelike.

Proposigao 5.2.2 Se N ¢é timelike, entao S é spacelike. E se N ¢é spacelike, entao S é timelike.

Prova. De fato, suponha que N seja timelike, logo podemos tomar uma base ortogonal {v,w} de T,S tal
que ambos os vetores sejam spacelike. Logo se v € 71,5, entdo u = av + fw. Segue disso que g (u,u) =
a?g (v,v) + afg (v,w) + B2g (w,w) = a?g (v,v) + B2g (w, w) > 0 como o vetor u é arbitrario, segue que o plano
T},S toca no cone 2 +y? — 22, ou seja, S é spacelike. Suponhamos agora que N seja um vetor spacelike. Segue
disso que toda base ortogonal {v,w} de T},S é composta de um vetor spacelike e de outro timelike. Sem perda
de generalidade, suponha que v é spacelike e w seja timelike. Dado u € T,,S segue que u = av + Bw e portanto
g (u,u) = o?g (v,v) + aBg (v,w) + B%g (w,w) = a?g (v,v) + B?g (w,w) . Note que a funcao F : R? — R dada
por F(a,3) = o?g (v,v) + $2%g (w,w) é positiva para (o, ) = (1,0) e negativa para (a,3) = (0,1). Como
F € C>~ (R*R), segue que existe (ag,By) € R? tal que F(ap,Bo) = 0. Concluimos que S toca o cone e
portanto é timelike. m

Como nosso ambiente de trabalho é uma variedade semi-riemanniana, segue que temos definicoes mais gerais
para as curvaturas média e gaussiana, vamos mostra-las agora:

5.2.1 K e H das Superficies no L3

Nesta secao vamos efetuar alguns cdculos de modo a encontrar as expressoes das curvaturas média e gaussiana
das superficies imersas do L3

Seja = : M — L3 uma imersao spacelike ou timelike. Denotemos por V° a conexao Levi-Civita do L3. Se
X,Y € X(M) nés temos a seguinte decomposigao:

VoY = (VoY) + (V&Y)".
Facamos a seguinte notacao:
o (X,Y) = (V&Y)".

Portanto podemos reescrever a relacao acima da seguinte forma:



5.2. IMERSOES ISOMETRICAS 81

V%Y = (V&Y) + 0 (X,Y).
Agora, fixando um campo normal, £, temos as seguintes igualdades:
T
g (V5:6) =g ((V%Y)" ) +9(0 (X,Y),6) = (0 (X,Y).&).
Usando a compatibilidade da conexao com a métrica obtemos:

X(g <Y7€)) —4g (Y,Vg(f) =g (VOXY7€) = g(J (X7Y) 76)

Mas Y é tangente e £ é normal, segue desse fato e da igualdade acima que:

Podemos separar a conexao em parte tangente e parte normal, obtendo o seguinte:

9(0(X,Y),8) = —g (V. V%&) = =g (¥, (V%) + (V%)) = =g (V. (V&) ") =g (.~ (V%9)").

o1 . ~ T . . .
Logo, encontramos nossa familiar aplicagao S¢(X) = — (ngﬁ) , Ou seja, a igualdade acima se resume ao
seguinte:

9(0(X,Y),€) =g (¥, 5(X)).

Antes de continuar o raciocinio, note que:

((Vgiej)i _ (ngez-)L) (f) = leis €] (f) = (esej —ejeq) (f) = 8izéfy B ggx .

Ou seja, aplicacao o é simétrica na base. Como ela é bilinear, segue que o é simétrica. Logo, voltando ao
raciocinio, segue que:

g(Y,5:(X)) = g(0(X,Y),&) =g(a (Y, X),&) =g(X,5(Y)).

Ou seja, S¢ é auto-adjunta com relagao & métrica g. Pela proposicao anterior, podemos fazer a seguinte
notacao para o campo normal unitario /V:

) -1 se M for spacelike,
g (N, N) =e= { 1 se M for timelike.

Logo, tomando £ = N e pela compatibilidade da conexao com a métrica :
0=X(g(N,N)) =29 (VEN,N).
Portanto (V%N )T = V& N segue disso que a aplicagdo Sy tem a seguinte expressao:
Sn(X) = — (V&N)" = V4N = —dN.X.
como o (X,Y) é um multiplo de N, obtemos o seguinte:

c(X,)Y)=aN =g (X,Y),N)=ag(N,N)=ac=a=¢cg(c(X,Y),N).

Portanto, j4 sabemos o valor do escalar que multiplica N :

o(X,Y)=¢eg(c(X,Y),N)N =¢cg(S:(X),Y)N.

Ou seja, voltando a primeira identidade, segue que podemos reescrevé-la da seguinte maneira:

VEY = (VXY)" + g (Se(X),Y) N.

Agora daremos as definicoes de H e K para uma variedade semi-riemanniana qualquer:
—
Definicao 5.2.3 Definimos o vetor curvatura média, H, e a fun¢ao curvatura média, H, respectivamente por:

- 1
H = §T7“(O') = HN.
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Tomando uma base ortonormal de X(M) , {e1,e2}, tal que, sem perda de generalidade, e; seja spacelike e
eo tenha um sinal distinto de NV ou seja, que g (ez, e2) = —e. Segue que:

Tr (o) = Zg (ei,e;) o (e;,6;) =0 (e1,e1) —eo (ea,ea).

Ou seja, o vetor curvatura média é dado por:

H= %TT (o) = % (0 (e1, 1) — £0 (€2, €3)) = % (9 (Se(e1), e1) N — e2g (Se(es), e2) N)

= = (9(Seler),ex) — =g (Se(ez), e2) N = gTr (Sw)N = HN.

Ou seja, nossa funcao curvatura média é dada pela seguinte expressao:

£
H=-Tr (SN) .
2
Agora nos resta encontrar a expresséo da curvatura gaussiana.

Definicao 5.2.4 Sendo Esc a curvatura escalar de S. Definimos a curvatura gaussiana, K, por:

K= Ese
2

Denotando R° e R para os tensores curvatura de L3 e M, respectivamente, e V e VY para as conexoes
Levi-Civita de M e L3, respectivamente. Como R? = 0, podemos calcular R. Sejam X,Y, Z € X(M). Sabemos
que:

RY(X,Y) Z =V (VyZ) = Vy (VxZ) = Vix )2

Também sabemos que V.7 = (VOYZ)T—l—a (Y, Z) = (V%Z)T—I—sg (Sy (Y),Z) N. Portanto, usando também
que (V&N )T = V% N obtemos a seguinte igualdade:

V5 (V9.2) = V& ((99.2)" +29(Sw (V), 2)N) = V& (V9.2)" + V5 (29 (Sx (), Z) N)
= V% (VyZ) +eVi (9(Sn (Y),Z) N)
=V (VyZ) +eg(Sy (Y),Z)Vx (N) +eX (9(Sv (Y),Z)) N

= (V% (Vv 2))" + (V& (V¥ 2)) —eg(Sn (Y),2) (-V% (V)" +eX (9(Sn (Y),Z)) N
= Vx (VyZ)+0(X,VyZ)—eg(Sn (Y),Z)Sn(X) +eX (¢(Sx (Y),Z))N.

Vemos que a parte tantente ¢ dada por:

Vx (VyZ)—eg(Sn (Y),Z)Sn(X).

Realizando exatamente o mesmo raciocinio, de modo simétrico obtemos que:

VY (V& Z) =Vy (Vx2)+0 (Y, VxZ) —eg(Sn (X),2)Sn(Y) +eY (9(Sn (X),Z)) N.

Vemos que, nesse caso, a parte tantente ¢ dada por:

Vy (VxZ) — 29 (S (X), Z) Sn(Y).

Sabemos que R (X,Y)Z = Vx (VyZ)—Vy (VxZ)—V|x,y)Z pelos resultados acima e usando que R? = 0,
entao segue que:

0=R(X,Y)Z=V% (VYZ) - Vy (VX Z) - Vixy1Z
= (VX (VyZ) — &g (SN (Y) s Z) SN(X) - (Vy (sz) — &g (SN (X) 5 Z) SN(Y)) - V[va]Z) + RL.
Isolando as partes tangente e normal obtemos:

R = VX (VyZ) — VY (VXZ) — V[X,Y]Z =&g (SN (Y),Z) SN(X> — &g (SN (X),Z) SN(Y)
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Assim, podemos calcular as curvaturas de Ricci e escalar.Temos que:

Ric(X,Y)=Tr(v— R(X,v)Y) =g (e1,e1) g (R(X,e1)Y,e1) + g (e2,e2) g (R(X, e2)Y, e2)
=g(R(X,e1)Y,e1) —eg (R(X,e2)Y, e2)

=¢eg (Sn(X),e19(Sn (€1),Y)) — g (Sn(X),e29 (Sn (e2),Y)) + g (Sn (X),Y) (9 (Sn(ez2),e2) —eg (Sn(er),e1))
=¢eg (Sn(X),e19(Sn (e1),Y) —ceag (Sn (e2),Y)) —eg (Sn (X),Y) (—eg (Sn(e2),e2) + g (Sn(e1),e1))

=¢eg (Sn(X),Sn(Y)) —eg (Sn (X),Y) Tr (Sn)

=¢eg (SN(X),Sn(Y)) —2Hg (Sn (X),Y).

Nos resta calcular a curvatura Escalar, segue que:

Esc=Tr (Ric) = g(e1,e1) Ric(er,e1) + g (e2, e2) Ric(ez, e2)
= Ric(e1,e1) — eRic(ea, e2)
=¢eg(Sn(e1),Sn(er)) —2Hg(Sn (e1),e1) — g (Sn(e2), Sn(e2)) + 2Heg (Sn (e2) , €2)
= e ((Sn(ex), Sn(er)) —eg (Sn(e2), Sn(e2))) —2H (g9 (S (e1) ,e1) —eg (Sn (e2) , e2))
=e((SyoSn(er),(e1)) —eg(SnoSn(ez),e2))) —2HTT (SN)
=eTr (SyoSy) — 2HTr (Sy) = eT'r (Sy o Sy) — 4H?e
=¢(Tr(SnyoSn) — 4H2) = 2edet (Sy) .

Segue disso e da definicao de curvatura gaussiana que:

K:&:det(SN).

5.3 Exemplos:

Assim como nos outros capitulos, o objetivo desses exemplos é verificar, como sao as curvaturas de determinadas
superficies imersas no L3. Para isso, iniciaremos explicitando a parametrizacao X da superficie em questao.
Apds isso vamos calcular os campos X, e X; nos habilitando, assim, a calcular os coeficientes E; F;G e o
campo normal N: Continuaremos com o cdlculo das segundas derivadas X,,; X Xy; com isso conseguiremos
calcular os coeficientes e; f e g: Com todos os coeficientes calculados, estaremos aptos a encontrar as curvaturas
gaussiana e média. Por fim, utilizando a expressao das curvaturas principais em termos de K e H, ou por
observacao, concluiremos quais sao as curvaturas principais da superficie.

5.3.1 Esfera Lorentziana de Centro (a,b,c) e Raio r:

Temos que uma esferaq lorentziana de centro (a, b, ¢) e raio 7 é o conjunto {(:z:, y,z): (x — a)2 + (y — b)2 — (2 — 0)2 = 7’2} .

Com isso, segue que a parametrizacao da esfera lorentziana é dada por:

X(s,t) = (a+rcosscosht,b+ rsinscosht,c+ rsinht).

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana da superficie, para isso, comecemos com o calculo das
derivadas da parametrizacao:

Xs = (—rsinscosht,rcosscosht,0) : X; = (rcos ssinht, rsin ssinh ¢, r cosht).

Ja podemos calcular os primeiros coeficientes, o campo normal e o coeficiente e:

E =g(X,,X,) = (—rsinscosht)’ + (rcosscosht)® = (rcosht)?,
F = g(Xs,X:) = (—rsinscosht)rcosssinht + (rcosscosht) rsinssinht = 0,
G = g(Xy, Xy) = (rcos ssinht)” + (rsin ssinh¢)® — (r cosht)® = —r2,

2
Ts3Tt, — Ts, Tty —7r2 cos s cosh” t

: 2
nN=| TsTt;— Ts;xt, | = —r?sinscosh”t |,

Tg, Tty — Tsy Tty —1r?2 (sinh ¢ cosh t)
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In| = \/‘ (=72 cos s cosh” t)2 + (—72sin s cosh” t)2 — (—=r2 (sinh ¢ cosht))?| = r? cosht,
N = |77_‘ = (—cos scosht, —sin scosht, —sinht),
n

e=g(N,N)= (- cosscosht)2 + (— sinscosht)2 — (= sinht)2 —1.
Ou seja, a superficie em questao é timelike. Vamos derivar novamente a parametrizagao para encontrar os

outros coeficientes:

Xss = (—rcosscosht, —rsinscosht, 0),
Xst = (—rsinssinht, r cos ssinht, 0),

Xt = (rcosscosht,rsinscosht, rsinht).

Segue que os iltimos coeficientes sao dados pelas seguintes expressoes:

e =g (N, X,s) = (—cosscosht) (—rcos scosht) + (—sin s cosht) (—rsin s cosht) = r (cosh’t)

f=9(N,Xs)=(—cosscosht) (—rsinssinht) 4+ (—sinscosht) (r cos ssinht) = 0,

g =9 (N, Xy) = (—cosscosht) (rcosscosht) + (—sin scosht) (rsin scosht) — (—sinht) (rsinht) = —r.

Com isso ja estamos aptos a calcular as curvaturas média e gaussiana da esfera lorentziana. Segue que:

eg—f*  eg—f* rz(costh) 1
27

K = = —
8EGf—FQ EG—F2 7‘2 (TCOSht)2 T

I eeG+gE—2fF 1eG+gE—2fF 1—r%r (cosh®t) — 7 (rcosht)” 1
2 EG-F2 2 EG-F2 2 —72 (r cosh t)* o7

Observando as expressoes, conclui-se facilmente que as curvaturas principais sao dadas por:
1

kl _ — ; kQ prm
r

De fato, note que com esses valores obtemos que k1ky = K e

5.3.2 Gréfico de Fungao (Plano XY)
Temos que a parametrizacao do grafico de uma funcao suave h : R> — R no plano XY ¢é dada por:
X(s,t) = (s,t,h(s,1)).
Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana da superficie. Para isso, comecemos com as derivadas de
X :
XS — (1,0,}13) ) Xt — (O,l,ht).
Ja podemos calcular F, F, G, o campo normal N e o coeficiente ¢ :

(1-h2),

E:g(X37Xs)
F = g(X37Xt) = <_h3ht)7
G = g(Xt,Xt) = (1 — th) s

n = (hs,ht7 1) )
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nl = /Ih2 + 13 — 1],

7] VIRZ+hZ =1 h2+n2—1] 2+ h2—-1])’

Vamos derivar novamente a parametrizacao:

Xss - (O> 07 hss) ) Xst - (07 07 hst) ) Xtt - (07 07 htt) .

Vamos agora separar em 2 casos:

Caso spacelike

Nesse caso segue que € = g (N, N) = —1. Observando o campo normal, devemos exigir que:

h? +hi < 1.

Onde isso acontece, o campo normal fica da seguinte maneira:

N hs he 1
ViSRRI =)

Portanto ja podemos calcular e, f e g:

hSS
e‘g(N’X“)‘<m)’
s Tl

o . . hst

h
g:g(NaXtt): <—\/1 li; h2>'
— lbg T g

Portanto as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

K eg—f*  eg—f?
— £ - —
EG — F2 EG — F?

(1 —h2) (1 — h2) — (hshy)”

B ( heshet — h2, )
_ .
(1 —h2—h3)

_ceG+gE-2fF  1leG+gE—-2fF

H

2 EG — F? 2 EG — F?
(_ hss(1-h7) > + (_ hi(1-h?) > _9 ( hst(hsht) )
T2 (1—h2) (1 — h2) — (hohy)?
1 (hss (1= h2) + he (1 — h2) + 2hy (hsht)>
2 (1= 2 = n3)* |

85
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Caso Timelike
Nesse caso segue que € = g (N, N) = 1. Observando o campo normal, devemos exigir que:
h% +hi > 1.

Onde isso acontece, o campo normal fica da seguinte maneira:

N hs hy 1
C\VR2FRZ U R2 =1 R+ h2 1)

Portanto j& podemos calcular e, f e g:

hSS
o) = (m) ’
f_g(NaXst)—< hSt )7

VR R -1
h
g:g(N,Xtt) — <_\/h2 +t22 1) .
s t

Portanto as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

K eg— >  eg— f?
I =
EG—F?2 EG— F?

2
_ hss _ htt _ _ hst
h2+h?—1 h2+h2—1 h2+h2—1

(1—h2) (1 —h?) — (hshe)”

2
_# _ htt _ _ hst
< \/hg—l—h%—l) < \/h§+h$—1) ( \/h§+h§—1>
(hshe)” = (1= R2) (1 = h?)

. hsshtt - hgt
(h24+h2—1)° )

eeG+glE —2fF 1leG+gE—-2fF
2 EG-F? 2 EG-F?

H =

_ hss<1_hf) + _ htt(l_hi) _ 2 hst(hsht)
1 NG JRrR—1 R 1

2 (1= h2) (1= h3) — (hshs)”

 hss(1-h7) L (- hee(1=h3) \ _ o ( _hetlhshe)
1 Vh2+h?—1 Vh2+h2 -1 VhZ+hI -1
o2 (hshe)® — (1 —h2) (1 — h?)

1 (hss (1= R2) + het (1= h2) + 2hy (hsht)>
5 .

(h2 +hZ —1)

3
2

5.3.3 Superficie Helicoidal (Tipo 1)

Ja vimos dos exemplos do espaco euclidiano que a parametrizacao de uma superficie helicoidal de funcao suave
A: R — R e a inclinagao, h, no eixo Z é dada por:

X (s,t) = (scost,ssint, \(s) + ht), AeC? heR.

Vamos encontrar as curvaturas dessa superficie, para tanto, necessitamos primeiramente das derivadas da
parametrizacao:
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X, = (cost,sint, \') : X; = (—ssint,scost, h).

Com isso, jé estamos aptos ao cédlculo dos primeiros coeficientes F; F' e G; do campo normal N e do coeficiente

E=g(X,,X,)=cos’t+sin’t— (\N)’=1— (),
F =g(Xs,X;) = —ssint (cost) + scostsint — h\' = —h)\|
G =g (X, X;) = (—ssint)® + (scost)® — h? = s> — h?,

n=(—(hsint — s\ cost),hcost + s\ sint,s),

In| = \/‘(hsint — s\ cost)2 + (hcost + s) sint)2 — 32‘

= VP + 207 =]

No 1 _ (hsint — s\ cost) hcost + s\ sint s
ol =\ VT RO IR 20— IR A )

Vamos derivar novamente a parametrizacao:

Xss = (07 0, )‘//) )
Xst = (—sint, cost,0),
Xt = (—scost, —ssint,0).

Vamos separa o problema em 2 casos:

Caso Spacelike
Nesse caso devemos ter € = g (N, N) = —1 e para isso, temos que exigir que:
h? + s2(\N)? < 2

Onde a desigualdade acima é satisfeita estaremos no caso spacelike. Nesse caso o campo normal é dado por:

N [_ (hsint—s)\’cost) hcost—i—s)\’sint s
\/82 — hZ — s2(\)2 \/32 — s2(\)2 \/82 s2(\)2 )

Portanto, os coeficientes e, f e g sao dados por:

S)\//
e:g<N7Xss):_ )
V52— hZ — $2(\)?
—sint (h sint — s\ cost) cost (h cost + s\ sint)
F=g N, Xa) = { - 2 2( 2 2(
V§2 — h? — s2(\)? V82— h? — s2(\V)?

h
\/_32()\/)2 —h2 ¥ 32’

=g (N, Xyu) = <

—82)\/
\/—32()\’)2 K242

—scost (h sint — s\ cos t)) —ssint (hcost + s\ sint)

\/32 32 )\/) \/32 —h2 — 32()\/)2
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Portanto segue que as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

K eg— > eg—f?
=g =__< <
EG — F2 EG — F?

2
. N —s2)\ - h
( \/32—h2—32(>\’)2) <\/—s2()\’)2—h2+32) <\/—s2()\’)2—h2+32>
(1= %) (52 = ?) = (=hx)*

83>\”)\’ —h2
- (s2 — h2 — 32()\’)2)2 ’

_eceG+gE-2fF  leG+gE—-2fF
2 EG-F? 2 EG-F?

) () 2 ()
’ (1= %) (2 = h2) = (=hx)?

SA” (52 — h2) + s2X (1 - (X)2> — 2R (hN)
2 (\/82 _ h2 _ 52()\/)2)3

Caso Timelike

Nesse caso devemos ter € = g (N, N) = 1 e para isso, temos que exigir que:

h* + 52 (\)? > s2.

Onde a desigualdade acima ¢ satisfeita estaremos no caso spacelike. Nesse caso o campo normal é dado por:

B (hsint — s\ cost)  hcost+ s\ sint s

= <_ \/h2 + s2(\)2 — g2’ \/hQ + s2(\)2 — 52 \/h2 2V = s2> .

Portanto, os coeficientes e, f e g sao dados por:

S)\//
N VR + s2(V)2 — 52

e=g(N,Xss) =

Y

f:g(N7Xst): <

h
BN CET T

—sint (hsint — s\ cost) cost (hcost 4+ s\ sint)
\/h2 + 82()\/)2 — g2 \/h2 4 32()\/)2 — g2

g=9g(N, Xy) = <_

—s2 )

- \/h2+32()\’)2—s2'

—scost (hsint — s\ cost) —ssint (hcost + s\ sint)
VEZF S2(N)? — 52 JEZF SZ(N)? — 82

Portanto segue que as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:
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o eg—f*  eg—f?
=€ =
EG—-F?2 EG_— F?

2
o s\’ —s%\ o h
B \/h2—|—52(>\’)2—s2 \/h2+32()\/)2—52 \/h2—|—32(>\’)2—32
(1= %) (52 = 2) = (=hx)°

2
o s\’ —s2)\ o h
B \/h2+s2()\/)2—s2 \/h2—|—s2(>\’)2—s2 \/h2+52()\’)2—s2
(=h)? = (1= (V)?) (2 = B2)

83)\”}\/ _h2
- (h2 + s2(X)2 — 32)2 ’

ceG+gE —2fF 1leG+gE—2fF
2 EG-—F? 2  EG-— F?

(S )+ (G +2 (=)
2 (1= (0)?) (52 = h2) = (=hX)’

() (Gl v (e )
2 (=h)? = (1= (V)?) (s = ?)

H =

LY (2= h2) 4 82N (1 . (X)Z) — 2K (hN)
(\/h? + 82()\/)2 _ 82)3

2

5.3.4 Superficie Helicoidal (Tipo 2)

Temos a seguinte parametrizacao dessa superficie helicoidal:

X(s,t) = (ht,scosht, ssinht).

Vamos encontrar as curvaturas dessa superficie, comecemos com as primeiras derivadas da parametrizagao:

Xs = (0,cosht,sinht) , X; = (h, ssinht, scosht).

Vamos agora calcular E, F, G, e o campo normal N :

E =g (X,,X,) = cosh’t —sinh?t = 1,
F =g (Xs,X:) = ssinhtcosht — scoshtsinht = 0,

G =g (X, Xy) = h? + (ssinht)® — (scosht)” = h? — s2,

T 53Tty — T, Tty ssinh¢sinht — scoshtcosht —5
n= Tgy Tty — TsyTt, = —hsinht = —hsinht |,
Tg, Tty — Ts, Tty —hcosht —hcosht

In| = \/’82 + (hsinht)® — (hcosht)z‘ =/|s? — h?|,

N =

n _(_ s __hsinht  hcosht
Gl /]32—h2|’ /|52—h2\7 /\82—h2| ’

Vamos derivar novamente a parametrizacao:
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Xss = (0,0,0) : Xis = (0,sinh t, cosh t) : Xt = (0,scosht, ssinht).

Temos que separar €m 2 casos.

Caso Spacelike

Segue caso devemos ter ¢ = g (N, N) = —1. Para isso devemos exigir que:

s < h.

Com isso segue que o campo normal é dado por:

N — (_ S B hsinh t B h cosht )
\/h2_32’ \/h2—s2’ Vh2 — g2 )

Vamos calcular e, f e g :
e=g(N,Xss) =0,

f=g(N, Xa) = _hsinhtsinht n hcoshtcosht B h
gL R ViE—s | JR-g V-
shcoshtsinht hssinhtcosht B

VP2 | V-2

Portanto, as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

g=g(N,Xy)=—

_ceG+gE-2fF  1leG+gE-2fF
2  EG - F? 2  EG - F? N

H 0.

Caso Timelike

Segue caso devemos ter ¢ = g (N, N) = 1. Para isso devemos exigir que:

s > h2.

Com isso segue que o campo normal é dado por:

N <_ s B hsinh t B hcosht )
VsZ—h2 \s2—hZ \s2—_hZ)

Vamos calcular e, f e g :
€ :g(NaXss) =0,

f=g(N,X )__hsinhtsinht+hcoshtcosht_ h
IR Nz R V= 2 h2
shcoshtsinht hssinhtcosht
g=9N,Xy) =— oy B e R

Portanto, as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

eg—f*  eg— f?

K = =
"EG-F?  EG-F?
2 2
_(_n _(n )
<'/82—h2) . (‘/32—h2> B h
- 2 2 2 _ |2 —(32—112)2’
H_seGJrgE—ZfF_16G+gE—2fF_O

2 EG-— F? 2  EG - F?



5.3. EXEMPLOS:

5.3.5 Superficie de Cayley

A parametrizacao de uma superficie de Cayley com parametro h é dada por:

t3 t3
X(s,t) = (st — ht + hg,s + ht?, st + ht + h§> .

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana da superficie. Comecemos derivando X :

X, = (t,1,1) ,  Xy=(s—h+ht*,2ht,s+h+ ht*).

Segue disso que os primeiros coeficientes e o normal sao dados por:

E=g(Xs,X,)=t24+1-1*=1,
F=g(Xs,Xs)=t(s—h+ht*) +2ht —t (s + h+ ht*) =0,

G =g (X, X;) = (s — h+ht?)" + (2ht)* — (s + h + ht?)” = —4hs,

t (2ht) — (s + h + ht?) —h — s + ht?
n=| t(s+h+ht?)—t(s—h+hnt?) | = 2ht :
t(2ht) — (s — h+ ht?) h — s+ ht?

pﬂ:vﬁ-h—s+m%?+@mf—mh—s+maﬂ:2Mm$

N =

n(—h—s—l—ht2 ht h—s+ht2>

l — " 2 /Ths] ks 2y/]hs|

Vamos derivar novamente X :

Xss — (0,0,0) y Xst — (1,0, 1) , Xtt — (2ht,2h,2ht> .

Vamos separar em dois casos:

Caso Spacelike

Nesse caso precisamos exigir que € = g (N, N) = —1. E para isso devemos ter:

hs < 0.

Com isso, o campo normal fica da forma:

N_(—h—s+ht2 ht h—s+ht2)
B 2/—hs /—hs 2v/—hs '

Vamos agora calcular e, f e g :

e=g(N,Xss) =0,

B C(—h=s+ht*\ [(h—s+ht®\  h

2v/—hs v —hs

Portanto as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

2/ —hs

o= g (N, Xep) = <2ht(—h—s+ht )) +(2hht ) - <2ht(h—s—l—ht )) e

K eg—f*  eg—f?
—e— == -
EG — F? EG — F?
-(-#%)
B vhs) 1
—4hs 427

eeG+gbl—2fF  leG+gE—2fF

H = = = 0.
2 EG-F? 2 EG-F? 0

91
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Caso Timelike
Nesse caso precisamos exigir que ¢ = g (N, N) = 1. E para isso devemos ter:

hs > 0.

Com isso, o campo normal fica da forma:

N_(—h—s+ht2 ht h—s+ht2>
2V hs "Vhs 2Vhs .

Vamos agora calcular e, f e g :

e=g(N,Xss) =0,

B ([ —h—s+ht? B h — s + ht? . h

B [ 2ht (—h — s+ ht?) 2hht\ [ 2ht(h—s+ht?)\
g‘g(N’Xt”‘( s )*(ﬁ)( Wi )‘0

Portanto as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

eg—f*  eg— f?

K = =
“EG-F? EG-F?
()
_ Vhs) 1
 —4hs  4s?’
o eeG+gE—2fF 1eG+gE —2fF _9
2 EG-F* 2 EG-F> 7
5.3.6 Superficie de Revolugao (Eixo Z)
Dada uma curva v(s) = (z(s),z(s)) (suponha, semperda de generalidade, que x > 0) parametrizada pelo

comprimento de arco lorentziano no plano X 7 ,segue que a parametrizacao de uma superficie de revolugao no

eixo Z é dada por:

X (s,t) = (x(s) cost,xz(s)sint, z(s)) .

Vamos calcular as curvaturas dessa superficie, para tanto, precisamos das primeiras derivadas da parame-
trizacao:

X, = (2’ cost, ' sint, 2’) : Xt = (—zsint, x cost,0).

Segue que podemos encontrar alguns coeficientes e o campo normal:

E=g(Xs,X,) = (2'cost)’ + (z/sint)’ — ()" = (2/)° = (¢)° =1,
F =g(Xs,X;) = —xa'sintcost + x'zcostsint = 0,
G =g(Xy, X;) = (—zsint)’ + (zcost)” = 22,

n = (2'zcost, 2 rsint,x'zw),

i = f|etaconty? + (ssint)? — ()] = VIl =
N = ’—77| = (7' cost, 2 sint, x’).
n

O coeficiente € tem sempre a seguinte expressao:
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N2 "2
e=g(N,N)=(z) —(«) = -1
Ou seja, essa superficie é sempre spacelike. Note que isso s6 acontece se x > 0, caso contrario a superficie

serd timelike.
Vamos derivar novamente a parametrizacao:

X5 = (2" cost,z” sint, 2", X = (—a'sint, 2 cost,0), Xyt = (—x cost, —xsint,0).
Segue que os lltimos coeficientes sao dados por:

e=g(N,Xss) = 22" costcost + 2'x" sintsint — 2’2" = — (2’2" — 2"2'),

f=9g(N,Xs)=—2"2"sintcost + 2’2’ costsint = 0,

g=9g(N,Xy)=—2"wcostcost — 2/xsintsint = —xz’.

Portanto as curvaturas média e gaussiana sao dadas por:

eg — f? eg — f?

Ee—— =
EG — F2 EG — F2
(3:/2:” - x//z/) Z,

i

K —

ceG+gE-2fF  leG+gE-2fF
2 EG-F? 2  EG- F?

1 . (xlz// . x//Z/) 332 . fL'Z/ (Z/ _|_ QZIE/Z” . xa,:llzl)

H =

2 x? 2

5.3.7 Superficie Clindrica (Plano XZ)

Dada uma curva no plano XZ, v(t) = («(t),0, 2(t)) parametrizada pelo comprimento de arco lorentziano, a
ideia de uma superficie cilindrica é transladar a curva por um vetor que nao pertenca ao plano da curva, ou
seja, um vetor unitario v = (a, b, ¢) tal que a # 0. Segue disso que a parametrizagdo de uma superficie cilindrica
relacionada a curva v e ao vetor v é dada por:

X (s,t) =~(t) + sv = (x(t) + as, bs, z(t) + ¢s) .

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana dessa superficie. Derivando X, obtemos:

Xs = (a,b,¢) , X = (2/,0,2").
Segue que E, F,G e N sao dados por:

E=g(X,X,)=a*>+b-c*=1,

F=g(Xs,X;) =az' —c?/,

"2 1\ 2

G=g(X, Xy)=(2) - () =1,
/
TsqTt, — Tsy Tty —bz

/ /

N=| Ts Tty — TsyTt, =1 az' —czx ,

/
Tg, Tty — T, Tty —bx

In| = \/)(bz’)2 + (az' —ca’)® — (bx’)2’ = /]a2(2')? — b2 + c2(2')2 — 2acz’ |

= \/|a2 ()2 —=1) =02+ 2 (14 (2')?) — 2acz’ 2’|
= /|—a2 — b2 + 2 + (a2(2')2 + c2(2')2 — 2aca’2’)|

_ \/)(ax/ —e)? 1,
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az' — cx' bx'

| bz’ B
b N ] liaar = e - 1| liaar = e -1

Derivando novamente a parametrizagao, obtemos:

Xss = (07 0, 0) ) Xis = (O> 070) ) Xt = ($//7 0, Z//) :

Vamos novamente separar em 2 casos:

Caso Spacelike

Nesse caso, e = g (N, N) = —1. Logo, devemos exigir que:

(az’ — cz/)2 < 1.

POortanto o campo normal fica dado da seguinte maneira:

bz az' —cx’ !

B B bx
\/1—(@;1:’—cz’)2 \/1—(ax’—cz’)2 \/1—(ax’—cz’)2

Segue que os iltimos coeficientes tém a seguinte expressao;

N —

e=g(N,Xss) =0,

f:g(N7X8t>:O7

bz/x// + bx/Z// B b (1,/2,// _ :L.//Z/)
\/1— (az’ — cz')? \/1— (ax’ — cz')? \/1— (az’ — cz')?

Portanto as curvaturas média e gaussiana ficam da seguinte maneira:

K — eg—f*  eg—f?
—e— == -
EG — F? EG — F?

g:g(NaXtt> =

=0,

_ceG+gE-2fF  1leG+gE—-2fF
2 EG-F?* 2 EG-F?
1 b(m/Z// —LISHZ/>

2 (\/1 _ (aa' — cz’)2>

3"

Caso Timelike

Nesse caso, € = g (N, N) = 1. Logo, devemos exigir que:

(ax’ — c2')° > 1.

Portanto o campo normal fica dado da seguinte maneira:

bz az' —cx' bx'
N = — _

\/(aa:’ —c2')? — 1, \/(aa:’ —c2)? — 17 \/(ax’ — ') =1

Segue que os iltimos coeficientes tém a seguinte expressao;

e=g(N,Xss) =0,

f:g(N7XSt>:Oa
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bZ/ZU” bZE’/Z// b ZU/ZH . x//Z/
g=9(N,Xu) =— + = ( ) .
\/(ax’ —cz')? =1 \/(ax’ —cz')? =1 \/(a:v’ — )’ -1

Portanto as curvaturas média e gaussiana ficam da seguinte maneira:

eg—f*  eg— f?

K — == — 0
“EG_F2 " EG_F2 "
I eeG+gE—2fF 1eG+gE —2fF
2 EG-F? 2 EG-F?
b(w’z”—az”z') b(xlzll_xllzl)
. 1 \/(ax’—cz’)2—1 o _1 \/(aac’—cz’)Q—l . 1 b(x’z” — QZ,/Z,)

3

T2l (e 2ar e o1 (Ve e 1)

Teorema 5.3.1 As superficies cilindricas com H = 0 tém a sequinte parametrizacao:

X (s,t) = (tcoshC' + Cy + as, bs,tsinh C' + Cy + ¢s), (C,Cy,C1,a,b,c) € RO,

Prova. Vamos agora classificar as superficies que respeitam H = 0. Como a curva v é parametrizada pelo
comprimento de arco lorentziano, segue que existe uma fungdo suave 6 : R — [0, 2] tal que:

2’ =coshf = 2/ =60 sinh 0,
2 =sinh 6 = 2" = @' cosh 6.

Supondo a equacao H = 0 e colocando a expressao de H em termos de 6 e notando que apenas o numerador
da fracao é importante nesse caso, segue que:

H=0=0=0b(2"2" —2"2") = b(0' cosh 6 cosh § — ¢’ sinh §sinh §) = b6’.

Como b # 0 por hipétese, segue que:

' =0
Integrando ambos os lados concluimos que:
0=C.
Portanto, substituindo no sistema acima:
2’ = cosh = cosh C , 2 = sinh = sinh C.

Integrando ambos os lados nas duas equacoes obtemos:
x(t) = tcosh C + Cy , z(t) = tsinh C + C1.
Ou seja a familia de superficies com curvatura média nula é dada por:
X (s,t) = (tcoshC + Cy + as, bs,tsinh C + Cy + ¢s), (C,Cy,Ch,a,b,c) € RE.

Note que como sé o numerador de H importava, segue que a solugao é a mesma nos casos spacelike e timelike.
|

5.3.8 Superficie Parabdlica (Plano XZ)

Essa classe de superficie € um caso particular das cilindricas. Nesse caso, v = (0,1,0) . Ou seja, A parametrizacao
de uma superficie parabdlica é dada por:

X(s,t) = (x(t),s,2(t)) .

Vamos calcular as curvaturas média e gaussiana dessa superficie. Derivando X, obtemos:

X, =(0,1,0) , X = (2,0,2").
Segue que E, F,G e N sao dados por:
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E=g(XXs) =1,

F=g(X;,X:) =0,

/ /
nN= | Xs,Tt; — TsyT¢, =(—2,0,—x2),

ol = w -1

= (=2',0,—2").

\nl
Note que o coeficiente €, nesse caso, é sempre dado por:

e=g(N,N)= () - () =-1.
Ou seja, as superficies parabédlicas sao sempre do tipo spacelike
Derivando novamente a parametrizagao, obtemos:
Xss = (07 07 0) ) th = (07 07 O) ) Xtt - (-73//7 07 Z//) .

Segue que os iltimos coeficientes tém a seguinte expressao;

:g(NaXss) :Oa
f:g(N7X5t>:O7

g=9g(N,Xy)=—-2"2"+2'2" = (/2" — 2"2").

Portanto as curvaturas média e gaussiana ficam da seguinte maneira:

.91 eg— [

‘BG_F~ Ea_p "

ceG+gE-2fF  1leG+gE—-2fF
2 EG-— F2 2  EG - F?
1 /1 _/

:—§(x/z”—x z').

H =

Corolario 5.3.2 As superficies parabdlicas com H = 0 tém a sequinte parametrizacao:

X (s,t) = (tcoshC' + Cy, s,tsinh C' + C1) (C,Co,C1) € R,

Prova. Como as superficies parabdlicas sao cilindricas, basta tomar (a,b,c) = (0,1,0) no teorema anteior. =

Teorema 5.3.3 As superficies parabolicas com k? + k3 = 1 tém a sequinte parametriza¢do:

X(s,t) = <% sinh (2t—I—C),S,%COSh (2t—|—C’)) : C eR.

Prova. de fato,c supondo a equacao verdadeira, colocando em funcao de H e K e usando suas expressoes em
termos da funcao dngulo, obtemos:

1=k2+ k2 =4H? — 2K = (2/2" — 2"'2)* = (0)° .
Ou seja, segue que temos a seguinte equacao diferencial:

0 = +1.
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Isolando 8’ e integrando ambos os lados, concluimos que:
0(t) = +t + C.
Portanto podemos encontrar as coordenadas da curva geratriz:
1’ = cosh @ = cosh (£t + C) : 2" =sinh @ = sinh (£t + C).
Integrando ambos os lados, obtemos:
x(t) = £sinh (£t + C) : z(t) = £ cosh (£t + C) .
Portanto a parametrizacao fica da seguinte forma:

X (s,t) = (£sinh (£t + C),s,+cosh (+t + C)), C eR.

5.3.9 Superficie de Translacao (Plano XZ e YZ)

Suponha (sem perda de generalidade) duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco lorentziano, y(t) =
(a(t),0,c(t)) e £(s) = (0,y(s),2(s)). Temos que uma superficie de translagdo gerada pelas curvas v e £ é
parametrizada por:

X(s,t) = () +&(s) = (a(t),y(s), c(t) + 2(s)) -

Vamos agora calcular as curvaturas média e gaussiana da superficie. Para isso, comecemos com o céalculo
das derivadqas de X :

X, =1(0,79,2") : X =(d',0,).

Segue que os coeficientes F, I, G e o campo normal N sao dados por:

E=g(X:,Xs) =) - () =1,

F=g(XX;)=—2'¢,

N _ ( y'c B Za/ B y'd ) ,
ul VIE?2(@)Z2 =11 V1?2 =11 IE)3()? -1

Derivando novamente a parametrizacao, obtemos que:

Xss = (an/,7 Z’/) ) Xst = (07 070) ) Xt = (CL”, 0, CH) .

Vamos agora separar novamente em dois casos:
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Caso Spacelike

Nesse caso, € = g (N, N) = —1. Para isso, devemos exigir que:

(2)*(c)? < 1.

Com isso, o campo normal fica dado por:

N _ (_ y/C/ B Z/a/ B y/a/ ) |
VIZEPEP VI-EPEP VI- PP

Portanto, os ultimos coeficientes tém a seguinte expressao:

e=g(N,Xs) =— z'a'y"” n y'a'z’ _ a (y2" — y//z/)’
V1I=(2)2()? 1= (2)2()? 1= (2)2(¢)?
f :g(N7Xst) :O,
'l "ol ¢ e — o'
g=9(N,Xu) =~ Y Yy Y ( )

V1= (2)3(c) " VIZERE? V1= (@R

Portanto, as curvaturas média e gaussiana tém a seguinte expressao:

eg — f* eg — [
K = Fr = ——
EG — F? EG — F?
y/(alcu_a//c/) a'(y'z”—y”z') y o o o o
V1IEDAEVI=EDA(@)? . adly (@'’ —=d"d) (y2" —y'2)

1— (z’c’)2 (1 B (z’c’)2)2

Y

eeG+gE —-2fF  leG+gE—2fF
2 EG-F2 2 EG-F?
a/(y/z//_yllz/) y/(a/cu_a//cl)
1 Vi-ee)r T V1= ld (YR =y )y (a' " —ad”'])

2 P (VImEEeR)

H =

Caso Timelike

Nesse caso, € = g (N, N) = 1. Para isso, devemos exigir que:

(2)*(c)? > 1.

Com isso, o campo normal fica dado por:

N _ (_ ylcl B Z/CL, B yla/ ) |
VER@RE -1 J@Rer -1 JE@R@E -1

Portanto, os ultimos coeficientes tém a seguinte expressao:

e=4g (N, Xss) — _ Z/a/y// 4 y/a,/zll _ CL/ (y’z" . y//Z/)’
VEPEP -1 JERER-1 J@Erer-1
f :g(N7Xst) - O,
/CICLH ICI,/CH / a[’c” . a//C/
g=9(N,Xu)=— y Y Y ( )

\/(Z/)Q(c/)Q 1 T \/(zl)2(cl)2 1 - \/(z’)Q(c’)Q 1

Portanto, as curvaturas média e gaussiana tém a seguinte expressao:
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eg—f* _ eg—f?
K —" =
EG—-F? EG-F?
y/(a/c//_a//c/) a'(y'z”—y”z') ( /C//_a//c/) a'(y'z”—y”z')
_ \/(z’)Q(c’)2—1 \/(z’)Q(c’)2—1 B

_ \/(z’)2(c’)2—1 \/(z’)2(c’)2—1
1—(2'¢)° (z'¢)? —1

a/y/ (a/c// _ a//c/> (ylzl/ . y//Zl)

((z’c’)2 - 1> ]

?

ceG+gE -2fF 1eG+gE—2fF

H =
2 EG — F? 2 EG — F?
a'(y'z”—y”z') + y/(alcu_a//c/) a’(y'z”—y”z')—l—y'(a'c”—a”c')
_ 1 (z/)Q(C/)2_1 \/(z’)Q(c’)Q—l _ _1 \/(z’)2(c’)2—1
2 1—(2'¢)? 2 (z'¢)* =1

1 a/ (ylzll - y”Z,) + y/ (a/CH _ a/lcl)

? ( (2'¢/)? — 1)3

Teorema 5.3.4 A equacio k3 + k3 = 1 ndo tem solugdo se pelo menos uma das curvas nao for grdfico de
funcao.

Prova. Vamos encontrar a familia de superficies de translaciao que que sio solugoes da equagao k? + k3 = 1.
Notemos primeiramente que, como ambas as curvas estao parametrizadas pelo comprimento de arco lorentziano,
segue que existem duas fungoes suaves, 6, ¢ : R — [0, 27| tais que:

a’ = coshf = a = 0'sinh 6, y' = cosh p = 3" = ¢’ sinh ¢,
¢ =sinh 6 = ¢ = ' cosh 6. z = sinh ¢ = 2" = ¢’ cosh .

Colocando a equacaoem funcao de H e K, e usando suas expressoes, obtemos:

1 =k?+ k3 =4H* - 2¢K

1 CL/ (y/Z// o y//Z/) _|_ y/ (CL/C// _ allcl) a/y/ (CL/C// _ a//C/) (y/Z// _ y//Z/)

> ( ey 1>3 e ((rer)? - 1)2

(¢ cosh 6 4 6’ cosh @)2 + 2e0'y’ ((sinh @ sinh 9)2 — 1) cosh 0 cosh ¢

((sinh ¢sinh 0)” — 1) ’

Isolando a equagao, obtemos o seguinte:

3
0 = (¢ cosh 6 + 0 cosh ¢)* + 26’ <(sinhgpsinh 0)° — 1) cosh 6 cosh ¢ — <(sinhgosinh 0)° — 1)
=A+B+C+D+FE+ F+G.

Onde as letras tém os seguintes valores:

A = 3sinh* @ sinh? o,

B = —sinh®#sinh® ¢,

C = 2¢0'¢’ sinh? 6 cosh 0 cosh ¢ sinh? o,
D = —3sinh? @ sinh? ¢,

E = (¢')%cosh? 6,

F = (20'¢" — 2e0’¢") cosh 0 cosh o,

G = (#")% cosh?® p + 1.
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Como o polindmio em senos e cossenos hiperbdlicos é simétrico em relacao a ¢ e 6, segue que o raciocinio
que faremos agora vale para ambas as curvas, mas escolheremos uma sem perda de generalidade. Suponha que
a curva £ nao é um grafico de fungao, ou seja, existe um ponto sg tal que |sinh¢ (sg)| = 1 e coshp (sg) = 0.
Colocando s = sy no polinémio, obtemos:

3sinh* @ — sinh® 0 + ((¢' (s0))? — 3) sinh® 0 + ((¢’ (s0))> + 1) = 0.

Que é um polinémio de grau 6 em sinh . Concluimos disso que sinh § pode assumir no méaximo 6 valores,
mas isso é um absurdo pois ele pode assumir infinitos valores.
Logo, a equacgdo k7 + k3 = 1 nao tem solucao se pelo menos uma das curvas nao for grafico de fungao. m

5.3.10 Superficie de Translagao (Plano XZ e YZ, Ambas as Curvas sao Gréficos)

Para esse caso temos que as curvas sao da seguinte forma: ~(t) = (¢,0,¢c(t)) e £(s) = (0,s,2(s)). Logo, a
parametrizacao fica da seguinte forma:

X(s,1) = (t) + () = (5, ¢(t) + 2(s)) .

Portanto, a tnica diferenca que obtemos é que:

a/:y/:1$a”:y”:0.

Usando isso nas expressoes de K e H concluimos que suas expressoes ficam da seguinte maneira:

Caso Spacelike

Caso Timelike

1 Z” _I_ C//

Teorema 5.3.5 As superficies desse tipo com H = 0 tém a sequinte parametrizacao:

t
X(S,t) = S , (C, 01,02,03,04) c RRS.
C%+018+C2_C%+C3t+04

Prova. Vamos supor a equacao H = 0 resolvida, usar que s6 o numerador da fracao é importante e colocar
tudo em fungoes angulares, obtemos o seguinte:

0=H=2"+¢".

Segue que temos uma funcao de s igual a uma funcao de ¢:

Mas isso sé ocorre se ambas forem funcgoes constantes, ou seja:

1/ /!
Zz'=C ¢ =-C.
Integrando ambos os lados duas vezes, concluimos que:

2 t2
z(s) = C‘% + C1s + Cs . oc(t) = _CE + Cst + Cy.
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Portanto a parametrizacao fica da seguinte forma:

t
X(s,t) = ] s ,  (C,C1,C5,C3,Cq) € R,
O%+018+02_C%+03t+04
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Capitulo 6

O Hiperboloide I3

Em alguns casos ¢ interessante passar o problema para um outro espaco isométrico ao H?: Assim, o objetivo
dessa secao é apresentar as propriedades do hiperboloide lorentziano, que ¢ um outro modelo hiperbdlico,
isométrico ao H?3: Entender esse modelo nos possibilita passar um problema, que é mais dificil no H3; para um
mundo onde talvez o problema fique mais fécil, tentaremos fazer isso com o hiperboloide I3:

Definicao 6.0.6 Definimos o hiperboloide I3 como o conjunto {(a, bc,d) eR*:a? +b%>+c2 —d?>=—1,d > 0}
munido da métrica do L.

6.1 Imersoes Isométricas

Seja S uma superficie em I3 e X : U C R? — S C I3 sua parametrizacdo. Seja dX.e;,dX.es denotados por
T, T, respectivamente. Temos que {z,,x,} é base de T),S para todo p € S. Note que dado um ponto p € I3
e v € T,l3, sempre podemos tomar uma curva suave y(t) = (y1(t),v2(t),v3(t),v4(t)) € I3 tal que v(0) =p e
7' (0) = v. Segue disso que v + 3 + 2 — 2 = —1

Derivando ambos os lados, obtemos que:

0 = 2717 + 27275 + 27375 — 27471 = 29 (7,7) -
Em particular, para t = 0, obtemos que plv. Vamos usar v como o vetor normal que queremos encontrar.
Facamos o seguinte determinante:

el €9 e3 €4 0Ly Ty, + 0Ty, Ty + CTyy Ty — CTy, Ty — ATy Ty + ATy Ty,

0 = det Tuy Tuy Tus —Tuy _ ATy Ty — ATy Ty + AToyy Ty — ATy Ty — CToyy Tayy + CTopy Toyy
Ty, Tyy Tyg —Loy, — ALy Ty + ATy, Topy + 0Ty Ty, — 0Ty, Ty, — AToy, Ty + ATy, Ty,

a b c —d — ALy Ty + Ay Tapy + 0Ty Tpy — DTy Ty, — CTyyy Ty + CTyyy Toyy

Note que esse vetor é ortogonal a base coordenada e ao ponto p = (a, b, ¢,d) € I3. Portanto podemos definir
nosso compo normal unitario como sendo:

_

u

Por um raciocinio exatamente igual ao efetuado no R3 obtemos novamente que as curvaturas média e
gaussiana sao dadas por:

N

K:ﬂ,
EG — F?
_leGJrgE—QfF
2 EG-F2

Sendo os coeficientes todos dados da seguinte maneira:

GZQ(N,XSS), f:g(NaXst)7 g:g(NaXtt)a
E:g(X87X8)7 F:g(XtaXS>7 G:g(Xt7Xt)

7z

Observagao 6.1.1 O raciocinio para chegar As expressoes é exatamente igual ao caso do euclidiano, a unica
mudanca é o significado da métrica g onde aqui ela significa a métrica do L* enquanto o caso anterior se referia
a métrica canonica euclidiana.
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6.2 Os Trés Modelos Hiperbdlicos e Suas Relacoes

Os trés modelos hiperbdlicos sao semi-plano superior, o hiperboloide e o disco de Poincaré. J& estamos bem
familiarizados com os dois primeirs modelos. Para entender o disco de Poincaré, vamos definir a seguinte
aplicacao:

m: LY — R3,
($1,$2,$3)

m(x) = 1+

Que projeta o hiperboloide no plano abaixo, com relagdo ao ponto focal P = (0,0,0, —1)Temos que 7 leva
o hiperboloide difeomorficamente no disco de Poincaré. Logo esse modelo é definido como:

D® = {n(13); ga} -
Onde a métrica do disco é o push forward da métrica do hiperboloide, ou seja, sendo g4 a métrica do disco
e gp a métrica do hiperboloide, temos:

ga=gnon L.

Temos que todos os trés modelos sao isométricos entre si. Nos resta apresentar a tltima isometria em questao
para fechar o ciclo. E ela é dada por:

i: D3 — R3,
i(z) = QL%Z — es.
|z + e3||gs

leva o disco de Poincaré difeomorficamente no semi-plano superior.
Vamos agora encontrar a expressao da funcao que leva o hiperboloide no semi-plano superior, e sua inversa
também. Denotando a funcao por ¥ : I3 — H? segue que:

V(x) =iom(x) =1 (M)

1+ x4
: ((3011’129:7;3)) tes ((m,wzl,ajrs;;qul))
- 2 €3 = 4 2 o214l 2x €3
(o) oo, "B

(22 + 22 4+ 22) + 223 (1 + 24) + (1 + 24)°
(1+z4) (21,72, 23 + 24 + 1)
x%—I—:C%—|—x§—|—xﬁ—|—2x3x4—l—2x3—l—2x4—|—1) o
z4) (1,22, 23 + 24 + 1)
T3+ X3y + T3 + T4 )_63
(1+x4) (1, 20,03 + 24 + 1) (0,0,23 + 2324 + T3 + T4)

_2( (1+$4)($1,$2,$3—|—$4—|—1) >—63

—
+

T3 + T3T4 + T3 + T4 T2 + w3wy + T3 + T4
(xla x2, 1)
T3 + T4

Agora vamos encontrar ¥~ para isso, precisamos das inversas de i e 7. Primeiramente notemos que:

(r)+es
iy o @) tes <2||<w>+63||§3 e3)+63 _
T e vl T ot o) ral
[(@)+eslZs — 73 3| gs
(z)+es
(@) +eslZs .
itz e
[(z+esls R

4
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Portanto a prépria funcgao ¢ é a sua inversa, ou seja:

1 =1.

Como 7 é uma projecao, vamos inverter o sentido da reta de projecao para encontrar a funcao que leva o
disco no hiperboloide, ou seja, 77 1. Seja P = (0,0,0, —1) o ponto focal, » uma reta arbitraria que liga um ponto
do disco & um ponto do hiperboloide, e seja @ = (x1,x2,x3,0) o ponto de contato de r co o plano que se situa
abaixo do hiperboloide. Segue que:

r(t)=P+t(Q—P)=1(0,0,0,—1) +¢((x1,x2,23,0) — (0,0,0,—1)) = (tx1,txs, trs, t —1).

Queremos encontrar o valor de ¢t para o qual a reta r toca o hiperboloide I3. Ou seja, queremos que:

(tz1)? + (tz2)” + (tzs)? — (t— 1)° = —1.

Disso, obtemos o valor de ¢t da seguinte maneira:

(tz1)® + (tza)* + (tzs)® — (t—1)* + 1
(23 +a3+23)t? — (2 —2t+1) +1
= x%—i—x%—l—x%—l)ﬂ—i—?tz()
2
(22 + 22 + 22 —-1)

0

t=20 ou t=—

4

2
x%—l—m%—i—mg —1

Logo,t = 0 vale pois P pertence a folha inferior do hiperboloide, por conseguinte ty = — ( ) toca

em I3. Aplicando r para esse valor de t concluimos que:

2 2 2 2
r(to) = | — T1,— To, — T3, — —1).
(to) ( (22 + 23 + 22 — 1) ! (23 + 23 + 22 — 1) 2 (23 + 23 + 23 — 1) 3 (23 + 23 + 23 — 1) )

Que ¢, justamente a inversa da funcao m, que pegava um ponto do hiperboloide e projetava no R? com
respeito ao ponto P. Ou seja:

7 t.Dy — I3,

7N (21, 2o, x3) = 7 (to) .

De fato, compondo ambas as funcoes obtemos:

T o 7T_1(LU1,ZU2,£B3)

2 2 2 2
= — - — - —1
”(( @+ai+a3-1) " @3t 0 @ taata3-1) 0 @ +al+a]- 1) ))

2 2 2
(_ (m%—i—m%—i—wg—l) L1, — (m%—l—x%—i—mg—l) L2, — (w%—l—x%—l—x%—l) .3(33)
2
<_ (e2+a3+23-1) 1) +1

2 2 2
<_ (22 423+23—1) "1 " (s2ta2423-1) "2 (s3+a3ta2—1) x?’)
= D) = ($1,$2,3§3).
- <$%+x%+x§—1)

Por outro lado, também temos a mesma identidade:
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7T—1 © 7T(CU1,.CC2,CL’3,$4) - 7T—1 < t 3 -2 ’ =3 )
l4+xz4 1424 1424
_ 2 T1
( ()™ (53) + (53) ) T )
_ 2 To
| () ) () )
- o 2 T3
() () (5) ) T
2
(G ) )
ey TFoy Ry

= (331,132,333,334) .

Portanto ja podemos encontrar a expressao de ¥~!: H3 — I :

\Il_l(xla $2,.’L‘3) - ﬂ-_l o i_l(x17x27x3) - 7T_1 o i(mlax27m3)

-1 2(1:17:627:[:3 + 1)
=T 5 €3
(w1, 22, 3 + 1)|gs
4x
( _ ((w%+m%+<1ms+1>2>> \

2z 2+ 229 2+ 2(xg+1)— (22 +22+(z3+1)2) 2_1 )
(z%+mg+(13+1)2) (z%+m%+(m3—|—1)2)
4xo

(z5+235+(z3+1)2)

. (z34+23+(z3+1)2)
(( 22 >2+< 224 >2+(2(w3+1)—(w%+w§+(w3+1)2))2_1> ’
— (25 +23+(23+1)2) (z3+23+(23+1)2) (z5+23+(z3+1)2)
a3+ -2(e? +23+(@3+1)?2)
(z14+25+(z3+1)?)

— 211 2+ 229 2+ 2(xg+1)— (22 +22+(z3+1)2) 2_1 )
(a3 +a23+(z3+1)?) (=3 +23+(z3+1)2)
2

(z3+25+(z3+1)2)

N —1
K 2xq 2+ 2xo 2+ 2(x3+1)—(m%+x%+(x3+1)2) 2_1 )
(z3+23+(23+1)2) (224223 +(23+1)2)

(z+23+(x3+1)?)

_<ﬂ D) _(x%+x§+a:§—1) (w%+x%+x§+1))

I3 ’ I3 ’ 2%3 ’ 2.’133

De fato, compondo ambas as funcoes obtemos:

i +a3 a3 —1) (ef4+23+a3+1
\Ilollll(xlaﬂf%ﬂ?:;)—\l!((ﬂ @ _( 1 2 3 ) ( 1 2 3 )

$37 1’37 2173 ’ 23;'3
(3.2
T3’ T3’
— 1 — (x17x27x3) .
x3

Por outro lado, sendo x = (x1, 22, x3,T4) teremos a mesma identidade:
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Ul o W(z) = —1< ad 2 ! >

M Y
T3+ Ty T3+ Ty T3+ X4

z1 z2
r3+xY r3+xY
1 ) 1
2x3+m4 w3—5m4 5
zq xg 1 .
_ _(w3+$4> +(m3+m4> +(w3+m4> !

2

vstg
(m;Tlu)QJr(wgmfz;) +(5k) 1

r3+xy

($%+x%—$§—2$3x4—$2+1) (m%+x§+x§+2x3x4+xﬁ+l)
= | z1,7
b2 2 (333 + $4) ’ 2 (113'3 + 33'4)

_ (23 —1— 223 — 20324 —2f+ 1) (27 — 1420504 + 23+ 1)
= 1| T1,T2, 2(%3 +x4) ’ 2(1}3 —|—$4>

= (33'17552,2173,334) .
Portanto temos o seguinte ciclo que relaciona os trés modelos:

. -1
I, = Dy —— H3 Y

Is.

6.3 Transportando o Problema

Determinados problemas sao muito mais ficeis de se resolver em um determinado local, que em outro. Temos
que I3 e H? sao difeomorfos pela funcao ¥~!. Vamos levar alguns problemas para o I3 de modo a facilitar sua
resolucao.

6.3.1 Superficie de Revolucao Euclidiana no I3

Primeiramente, precisamos definir um plano que conterd um eixo de rotacao e uma curva na qual serd rotacionada
ao redor desse eixo. De modo a facilitar os cédlculos, vamos tomar o seguinte plano:

Seja o plano II = {(z,y,z2) : y = 0}, no qual foi usado no nosso exemplo anterior. O plano que vamos
trabalhar no Lorentziano é:

’ 2z ’ 2z

2, .2 2, .2
g (22 +22—1) (2?2 +2 +1)):z>0}.

Proposicao 6.3.1 Temos a sequinte igualdade de conjuntos: Il = {{e1,e3,e4)} N3

) ‘ 2,,2_1 2.,2.4
Prova. De fato, dado v € 11, Segge que existem azg, 2o fixos tais que v = Ze; — %63 — (xj;—z;r)ez;
2 2+2°-1 *+22+1 :

e (v,v), = (£)" + (—%) - (%) = —1, ou seja, I, C {(e1,e3,e4)} N3 . Agora dado
w € {{e1,e3,eq4)} N3, temos que w = (a,0,¢,d) e a®> + ¢*> —d? = —1. Tome z = adg:fl ex = aadQ:fl.Segue que:

X aiadQ:_Cl

—_ = g a,’

P d—c

a?+1

d—c d—c 2
_(:1:2+z2—1)__((a“2—+1) +<a2—+1) _1) (@4 2ed-d?+1)

d—c
2z 2.5 2c — 2d
o (-1-2242cd+1)
B 2¢ — 2d -

2 2
(:1:2 + 22 4+ 1) (aadiﬁ) + (acéjﬁ) +1 (a2 + 2 —2ed+d? + 1)

d—c —
2z 2525 2c —2d

(=1 —2cd+2d* 4+ 1)

2c — 2d
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Logo , segue que w € 1I;, m
Dessa proposicao, obtemos que uma curva em II; é da forma:

c(t) = (2(£),0,2(t), w(t)) : (z(1))" + (2()° = (w(t)” = ~1.

Vamos obter uma parametrizacao de uma superficie de revolucao em I3 levando a curva ¢ para o H? rota-
cionando em torno do eixo z e trazendo essa parametrizagao de volta para o I3 :

cH(t):\I!oc(t):\If(as,O,z,w):( T o, )

24w T z4w

Ja sabemos, do exemplo anterior a estrutura da parametrizacao de uma superficie de revolugao euclidiana
no H?, nesse caso temos a seguinte parametrizacao:

_ z(u) COS v z(v) sin v !
Xlwv) = (z(u) tww) z2(w) Fw(u) T z(u) + U’(“)) |

Concluimos disso, que a parametrizacao de uma boa parametrizacao para uma superficie de revolucgao
euclidiana no I3 é:

o(u,v) = (x(u) cosv, x(u) sinv, z(u), w(u)) .

Agora vamos calcular suas curvaturas Gaussiana e Média. Comecemos derivando a parametrizacao

/ ! / !/
oy = (2’ cosv,x' sinv, 2’ w') ,

Yy = (—xsinv, z cosv,0,0).

Segue disso que ja podemos calcular F, F,G e o campo normal N :

E = g (¢u,vu) = (2’ cos v)2 + (2’ sinv)2 + (z’)2 — (w’)2 = () + () = (w)? =1,
F = g(ou,py) = —xsinvz’ cosv + x’ sinvr cosv = 0,
2

G = g(py,py) = (—:Izsinv)2 + (xcosv)2 =z,

n = (z (cosv) (wz' — zw') ,x (sinv) (wz' — 20,z (zw' — wx') ,z (v’ — 22")),

In| = \/(:I: (cosv) (w2 — zw'))* + (z (sinv) (w2’ — zw'))* + (z (wz! — zw'))* — (x (x2' — za'))

= x\/((cosv) (w2 — zw'))? + ((sinv) (w2’ — zw"))* + (wa! — zw'))* — ((xz' — za'))
= 2y/w? ((2/)2 + (2/)2) — 2waz'w’ — 2wzz'w' — a2 ((2/)2 — (w')2) + 2xza’2 — 22 ((2)2 — (w')?)
= 2v/w? (1 + (w')?) — 2wza'w’ — 2wzz'w — 2 (1 — (2/)2) + 2zz22’2" — 22 (1 — (2/)2)

= z/1 4+ w2(w')? — 2waz'w' — 2wzz'w + x2(z)2 4 2xza’ 2 + 22(2)2

= 2v/1 + ww' (ww' — zx’ — 22') + x2’ (z2! + 22" —ww') + x22' 2 + 22/ (22 + xa! — ww')

:xﬁ:x‘7

N = ((cosv) (wz" — z2w"), (sinv) (wz' — zw’) , 2w’ — wa', x2" — 22"),
Ouu = (2" cosv,z" sinv, 2" w") ,
Yyy = (—x cosv, —xsinwv,0,0),

©You = (—x'sinv, 2’ cosv,0,0).

Segue que os coeficientes e, f, e g nao dados pelas seguintes expressoes:
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e =g (N, ouu)
= (cosv) (wz" — zw") " cosv + (sinv) (w2’ — zw’) 2" sinv + 2" (zw’ — wa') — w” (v2" — 22")

= (w2’ — 2w') 2" + (zw’ —wx') 2" + (22’ — x2") W”,

f=9(N, o)
= —z'sinv (cosv) (w2’ — zw") + 2’ cos v (sinv) (wz' — zw") = 0,

g=g(N,Qu) =—(cosv) (wz' —2w’) xcosv — (sinv) (wz' — z2w’) xsinv = —z (w2’ — zw’).

Segue disso que as curvaturas média e gaussiana da superficie sao dadas por:

o 9~ f?  (wa'" Fxd " =z — 22w + 2w — vwa” ) (w2 — zw)
 EG-F? " ,
0 leG+gE —2fF 1((wz' —zw')a” + (zw' —wa') 2" + (22 — x2') w") 2 + z (20 — w2’)
2 EG-F* 2 22
1 ! /
=5 (((wz' — 2w’ ) 2" + (zw' —wx') 2" + (22’ — x2") W) + (2w’ — w2 )) :
T

Observando ambas as expressoes, concluimos facilmente que as curvaturas principais sao dadas por:

ki = (vwz' — 2w") 2" + (2w’ — wa’) 2" + (22’ — x2")w"),

(zw" — wz2')

ko =
i

Agora vamos colocar uma das curvaturas principais em funcao de x e de suas derivadas:

x sinh ¢
(a — 1)

NI

z = (:1:2+1)sinh<,0:>z’—< + (2* - 1) go’coshgo),

N[

w=+/(z2+1)coshp = w' = (ﬂ—i—(mz—l)

] .
@ sinh g | .
(2 —1)° >

Para a segunda curvatura principal, obtemos a seguinte expressao:

N
N[

(\/msinhgp (Lshf + (22 -1)

(22-1)%

go’sinhgo) — /(22 + 1) coshp ( vsinhe (22 - 1)

(22-1)%

¢’ cosh gp) )

x
(22 —1) ¢ sinh? ¢ — (22 —1) ¢’ cosh? )

T

— (@ -1 ¢
—

Agora, precisamos, de alguma forma, colocar ¢’ em termos de = e de suas derivadas. Temos que:

@)+ () - W) =1= @) =1- (") + @W).

Colocando em termos da funcao dngulo ¢ obtemos:

N[

(:r:’)2:1— ((xSiLh(pl_F(ﬁ_l)

z? —1)2
_ 227 — (¢)? +22%(¢")? —at(¢)? - 1
(z2 — 1) '

2 2

h 1

¢ cosh @) + (% + (5132 —1)? ¢’ sinh gp)
m J—
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Isolando ¢’ encontramos a seguinte expressao:

80/ _ \/_ (:C2(gg/)2 — 2 — (:1:’)2 + 1) B \/_xz(x/)2 T 222 + (:1:’)2 — 1.

(z2 — 1) z? — 1

Agora podemos voltar na equacgao anterior e usar o valor de ¢’ :

— (22 -1) ¢  —\/—2%(2/)2+222+ (2/)2 — 1
T T '

ko =



Capitulo 7

Espaco Euclidiano R*

Agora vamos estudar a teoria de imersoes isométricas em uma variedade com uma dimensao maior que a usual.
Vamos generalizar as expressoes das curvaturas média e gaussiana e também os coeficientes da primeira e
segunda formas fundamentais. Apresentaremos todos os operadores adaptados para o R* e as expressoes das
curvaturas das superficies imersas. Finalizaremos com o exemplo de superficies que sao graficos de alguma
funcao.

7.1 Conexao Levi-Civita e Curvaturas

Primeiramente vamos encontrar a matriz da métrica e sua inversa e com isso encontraremos os simbolos de
Christoffel. Segue que:

(9i5) = (¢7) =

oo o
(il =)
O =R OO
_— o O O

Para uma variedade riemanniana qualquer, temos que a conexao de Christoffel é dada por:

3
1
L5 = 2 Z {0:(gj1) + 05 (gri) — O(gij) } g™
k=1

onde {9;}; é base e (g;;) ¢ a matriz da métrica riemanniana de TpM, e (¢/) é sua matriz inversa.
Como os g;;’s sao constantes para todo 7,j = 1, ...,4, segue que:

e)\(gij) =0 \V/i,j, A= 1, ,4

Portanto temos que:

7 =0 Vi,jm=1,..4.

Agora vamos calcular aconexao do ambiente. Seja os campos X,Y : M — T'M, onde:

X(P)= 3 w(P)(P): Y(P) =Y 5s(P)oy(P).

Usando a expressao geral da conexao e que os simbolos de Christoffel sao todos nulos segue que a conexao
do ambiente é dada por:

4 3

VxY(P)= ) Z 2y TF 5+ X (yr) | Ok | (P) =) X (yr)ex = (X (1), X (y2), X (y3), X (ya)) = dYp.X.

Vamos agora efetuar o calculo as curvaturas do ambiente. Sejam os campos X,Y,Z : M — T M, com

4 4 4
X(P)=) z(P)o,(P) Y(P)=) y;(P)3;(P)  Z(P)=) z(P)ox(P).
i=1 j=1 k=1

111
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Logo, o tensor curvatura é:

4

(R(X,Y)Z)(P)= > R, (P)xi(P)y;(P)zr(P)e;.
i,7,k,1=1

Onde os coeficientes sao dados por:

4 4
RS o= () TL,T%, =Y LT85 +e (T5,) —e(I5,) =0 ij, ks =1,..,4
ij.k = ikt gl gioktil T € Lk i\tjke) =Y 1 Jy Ry 8 =Ly e &
Como todos os coeficientes sao nulos concluimos que:

R(X,Y)Z =0.

Pela expressao geral da curvatura seccional e pelo fato do tensor curvatura ser nulo, segue que ela é zero, o
mesmo vale para a curvatura de Ricci. Como a curvatura de Ricci é nula, concluimos que a curvatura escalar
também é. Portanto todas as curvaturas do ambiente sao nulas.

7.2 Imersoes Isométricas

Seja S uma superficie em R* e 2 : U C R — S C R? sua parametrizacao. Seja dz.e;,dx.es e dz.e; denotados
POr Ty, Ty € Ty, respectivamente. Temos que {z,, x,, 2, } € base de TpS, para todo p € S.
Seja {e;}1_; base canodnica euclidiana. Vamos calcular o seguinte determinante:

€1 €2 €3 €4 'CBUQ:E’Uga:wAL - xUQxU4xw3 - $U3xv2$’LU4 + :CU3$U4‘T’LU2 + wU4x’U2xw3 - xU4xv3$w2
xul x’U/Q xu;g xU4 . _xulx’l)gx?lhl + xulxw;xwg + xU3$U1xw4 - xu;),xwlxw; - xvl xU4$w3 + xU4xU3xwl
xvl x’Uz x’l)3 xv4 xul x’l)gx’llh; - xul xv4xw2 - xungl xw4 + xug xwl 37'1)4 + 371)1 xu4xw2 - xu4xvg xwl
Lw;  Twy Lws Lwy Loy Loz Lws; — Lug LogLws T Lus Loy Twy — Lus Loz Lwy — Lug Loy Lwy T Lug Loy LTy

Note que o vetor encontrado é ortogonal aos vetores da base de Tp.S, ou seja:

Ly Loz Lwy — LusLogTws — LuzLogTwy T Lug Loy Lws T Tuy Loy Lws — Luy Loz Lws,
_xulwvgxw4 + xulxv4$w3 + $U3$lew4 - xU3xwle4 - xvl $u4xw3 + $U4xv3$w1

Lug TvgLwy = Luy LogLws — Tug Loy Lwy + LugTwy Loy + Loy LuyLwy = Lug LogTwy )= 07
Ty Loz Tws — Lug LogTws + Lus Loy Twy — LusLogTwy — Lug Loy Lwy T Lug Loy LTy
xunggxuM - xugxwlxwg T xunggxw4 + xU3‘f'BU4‘r’C’u)2 + xu4xv2xw3 - xu4xv3xw2
Ly Lyz Lawy + Lyyy Lyy Laws + Lyz Ly Lwy — LuzLwy Loy = Loy LuyLws + Lypy Lyz Lawy T —0
Ty Ty Twy — Tug TogTws — Lus Loy Lwy T Lug Ty Loy T Loy Tug Lws — Luy Loy Ly Y 7
Ly LogLwy — Lug Loy Tws + LugLoiLws — TugTogTwy — Lug Loy Lws + Lug Loy Lw,
Ty Tz Tws — TusTogTws — LuzLogTws T Luzg Lo Tws T LTuy Tog Tws — Tuy Loz Tw,
Ly Loz Lawy + Ly Lyy Laws + Lyuz Ly Lwy — LTuzLwy Loy — Loy LuygLws + Lyy Tyz Lawy T =0
Ty Loy Ty — Tuy TogTwy — Lup Loy Twy T Tug Tuwy Loy + Loy Tug Twy — Lug Loy Ty T '
Luy Loglwy — Tug Lug Lws + Lug Loy Lwsz — TugTuzTw; — LugLog Lws + Lug Loy Lwy
De modo a otimizar a leitura, faremos a seguinte notacao:
m TuyTosTwy — Tug Loy Tws — LugTogTws T Lug Loy Lwy T Luy TogTws — Luy Tog Lw,
Notagéo 7.2.1 2 — — Ty Loz Twy T Tuy TogTws T Tuz Loy Twy — TuzLwy Loy — Loy TugTws T Lug Loz Tw,
13 Ly LogLwy — Lug LogLwsg = LugLug Lawy + Lpg Lwy Luy + Lo LuygLwg — LuyLvgLawy
T4 Ly LvgLwg = Lug LvgLaws + Lug vy Lws — LugLvgLwy; = LugLv Lws + LugLog Law,

Vemos que esse vetor ¢é ortogonal a x,,x, e x,.Logo, podemos definir o campo normal em S como :

1
n = (M1,m2,M3,M4) -

1
(nF+n3+n3+n3)°

Definido dessa ,maneira ele se torna unitario.
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Agora vamos encontrar as expressoes das curvaturas média e gaussiana. Comecemos com a definicao da
aplicagdo Sy. Seja N tal que (V) |s = n. Temos:

SN . TpS — TPS,
Sn(z) = —(V,N) .

Pela compatibilidade da conexao com a métrica , segue que V, (N) = (V,N )", De fato:

2(VyN,N) =y ((N,N)) =y(1) =0.

Sendo x a parametrizacao da hipersuperficie e fazendo a identificagao:

Nox = N.

Segue que a expressao da aplicacao Sy ¢ dada por:
VyN(P)=dNp.y.
Seja a(t) = x o (u(t),v(t),w(t)) uma curva tal que a(0) = P e o/(0) = y. Note que:

d

o (t) = p (z o (u(t),v(t), w(t)) = dz ()o@ w)- (W (&), 0" (), w' () = o' (t)zy + V' (t)z, + W' (t)Tw.

Aplicando a diferencial do campo normal no vetor o’ obtemos:

d d

AN (') = = (N oo (u(t), o(t), w(t))) = = (Ne o (u(t), v(t), w())) = /() Nu + v/ ()N, + 0 (t) N

Acabamos de ver que dN(a') cai em TpS. Logo:

Ny = a112y + 4214 + a31T 0,
Ny = a12Ty + a22%y + a32T 4,
Ny = a13Ty + a23%y + a33T .

Concluimos que a expressao de dN (') é a seguinte:

dN(O/) = (@11Ty + 21Ty + a31%4,) + v’ (@12Ty, + @22y + a32%4,) + w' (@13Ty, + a23%y + a33T4)

/ / / / / / / / /
:(ua11—|-va12—|—wa13)a:u—|—(ua21 +UCL22+1UCL23)£BU-|-(UCL31 —I—va32—|—wa33)azw.

Ou seja, na base {z,, z,,Z,} obtemos:

U a1l ai2 0ai3 u

dN 1}/ = ao1 Q22 423 ’U/
/ /

w az;p asz2 ass w

Vamos usar alguns coeficientes para as expressoes das curvaturas, e esses coeficientes tém o seguinte signifi-
cado:

Notagao 7.2.2 FE = (zy,xy), e = (N,zy,),
F1:<$u,$v>, f1:<N7xuU>7
F2:<$uaxw>7 f2:<Naxuw>7
F3:<£Ev,$w>, f3:<N7wi>7
G:<xvaxv>7 g:<N7xvv>7
H= vy, xw), h=(N,Tyy)-

Precisamos encontrar os valores das entradas da matriz de d/N para isso efetuemos alguns calculos que nos
darao os valores das entradas em termos dos coeficientes acima:

_f - = <N7 xuv>

= —xy (N, 1y)) +(Vz, N, zy)

= (Nu, 7o)

= ((a11%y + a21%Ty + A31%0) , To)
= CL11F + CL21G + CL31F,
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_fl - - <N7 xvu>
= —x, ((V, 24)) + <V%N, Toy)
= <Nv7$u>
= ((a12%y + a22%y + A32T0)  Ty)
= aiol + a2l + azx o,

_f2 - - <N7 xuw>

—xy ((N,Ty)) + <VmuN7 )
(Nuy To)

(@112 + 21Ty + 31T ) ; Toy)
= a11by + a2 F3 + a3 H,

_f2 - - <N7 xwu)

= —Zy ((N,2u)) + (Ve N, Ty)
(N, Ty)
((a1324 + a23%y + a33T ) , Tu)
= a13F + a3F1 + aszzFo,

|
=
3

_f3 - <N7 wi>

—xy (N, T)) + (Va, N, Top)
(N, To)

= ((a12%y + a22Ty + A32%) , Tu)

= ai12Fo + axnls +asH,

—fs =- <N7 ZUwv>
= —zy ((N,20)) + (Vo N, 7o)
= (Nw, To)
= ((@13%y + 23Ty + 33Tw) , Ty)
= a13F1 + a23G + a3z k3,

|
=
3

—e = —(N,Tyy)

= —xy (N, 24)) + (Vo, N, x,)
(Nu, Tu)
((a11%y + a217Ty + a31T0) , To)
=ant + an Fy + az Fa,

—g¢ = - <N7 xvv>
= —2, ((N,2y)) + (Vz, Ne, x0)
— <Nvaxv>
= ((a122y + G22Ty + a32Ty) , Ty)
= a12F + a2G + a3 F3,

—h = —=(N,ZTyuw)
= ~Tw (<N7 xw>) + <vwaa xw>
— <Nwaxw>
= ((a137y + a23%y + A33Tw) ; Tw)
= a13F5 + ax3F3 + azs H.

Podemos expressar estas relacoes da seguinte maneira:

e fi fo a1l Q21 G31 E N Iy
— | f1 g f3 | =] a2 ax a3z F, G F;
fo f3s h a13 Q23 33 Fy, Fs H

Isolando a matriz de dN obtemos os valores de cada entrada

—1

ai1 Q21 as1 e fi fo E I
a2 az az | =—| fi g f3 F, G F;
@13 Q23 0A33 fo fs h Fy F3 H

Usando que a expressao da matriz inversa dos coeficientes maitsculos é dada por:
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. Fi—GH HF,—F,F; GFy—F\ Fs
E F, F, HF2—2F o Fs+GF2+EF2—GHE  HF2—2F o Fs+GF2+EF2—GHE HF2—2F o Fs+GF2+EF2—GHE
Fl G F3 — o E2 HFl_F22F3 P - 2 HE_F%2 2 2 EF?’_FlfQ 2
2 O L Fs+GEF2+EF2—GHE HF?—2F, o Fs+GF2+EF2—GHE  HF2—2F o Fs+GF2+EF2—GHE
Fy, F3 H GFy—F) Fs EFs—Fy F, GE—F2

HF?—2F F,F3+GF;+EF;—-GHE

Portanto, fazendo a multiplicagcao, segue que:

HF?—2F FyF3+GF;+EF;—GHE

(eF§ + GFEyfo + HF\ f1 — eGH — Fi Fs f; — f1F,F3)

al] = —

HF2 —2F\F,Fs + GF2 + EF2 — EGH !

(f1F3 + eHF, — eF2F3 — EH f1 + EF3fy — FiF f2)

az1 — —

HF2 —2F\F,Fs + GF2 + EF2 — EGH !

(F12f2 + Ef1F3 — F1f1Fs 4+ eGFy — EGfy — €F1F3)

as]p = —

HF2 —2F\F,Fs + GF2 + EF2 — EGH !

(f1F§ + HgFy — gF3F5 — GH f1 + GFa fs — F1F3 f3)

a2 — —

HF} —2F\FoFs + GF3 + EF; — EGH ’

(9F3 + EFsfs+ HF\ fi — EHg — F1F> f3 — [1FoF3)

a2 — —

HF}? —2F\FoFs + GF3 + EF; — EGH ’

(F2fs + GfiFy — Fif1iFs 4+ EgFs — EGfs — gF\ Fy)

azs = —

HF? —2F\F,Fs + GF2 + EF2 — EGH !

(F3fo+ HF\ f3 — FyF3f3 + GhFy — hFy F3 — GH f)

ais = —

HF? —2F\F,Fs + GF2 + EF2 — EGH !

(F3fs+ HF1fo — FoFsfo + EhFs — EH f3 — hFy F)

agz3 = —

HF? —2F\FoFs + GF; + EF; — EGH ’

(hFE + EFsf; + GFaofs — EGh — FyFafs — Fi Fs f2)

aszs = —

HF? —2F\F,Fs + GF2 + EF? — EGH

Portanto, obtemos a matriz da aplicacao S, na base {xy, Ty, Ty} :

[Sn] = —

Onde os a;;s foram calculados acima.

a21 a31
a22 Q32
a23 Q33

HF?—2F  FyF3s+GF;+EF;—GHE

Calculando o determinante e a metade do traco da matriz de Sy encontramos as curvaturas gaussiana e

média, respectivamente:

K = det(S,)

(hfE = 2f1f2f3 + gf3 + ef3 — egh)

H = Tr(S,)

T HF?—2F FyFs + GF? + EF2 — EGH’

. F12h + 6F32 + gF22 - 2f1F2F3 + 2EF3f3 - 2F1F2f3 - 2F1F3f2 + 2GF2f2 — FGh — EHg —eGH + 2F1Hf1
B 2(HF? — 2F FyF3 + GF3 + EF — EGH) '
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7.3 Exemplos
7.3.1 Grafico de Funcao

Seja h : R? — R uma funcao suave. Segue que o grafico dessa funcao é parametrizado da seguinte maneira:

X(s,t,u) = (s,t,u, h(s,t,u)).

Vamos encontrar as curvaturas média e gaussiana da superficie. Comecemos primeiramente derivando a
parametrizacao:

Xs = (170707h8) ) Xt = (07 1707 ht) ) Xu = (0707 17hu) .

Ja podemos calcular os primeiros coeficientes e o campo normal:

E=g(X,X,)=(h+1) G=g(Xe,Xs) = (hi +1) H=g(X,,X,)=(hl+1),
Fiy =g(Xs,Xt) = hshy Fy = g(Xs,Xy) = hshy F3 = g (Xu, Xt) = hyhy,

n = (h87ht7 hU7 _1) )

nl = \/h2 + h2 + 2 + 1,

n hs hy h 1
N=—= ’ ) y .
i V2 ARE+h2+1 VR2+h2+h2+1 JR2+h2+h2+1 JR2+h2+h2+1
Deribando novamente a parametrizagao, obtemos:

XSS — (070707 hSS) ) Xtt = (070a07htt) ) qu = (070707huu) .

Xst - (anaoahst) ’ Xsu - (070703 hus) ’ Xtu - (070707htu) .

Segue que os lltimos coeficientes sao dados por:

hss hst
e = NjXSS — - 9 = NyXS — - )
9 ) ( \/h§+h%+h3+1> fi=9( t) ( \/h§+h§+h3+1>

hsu htu
= N7Xsu = - ’ = NaXu = - 3
f2=s9l ) ( \/h§+h%+h3+1> fo =g Xu) ( \/h§+h%+h%+1>

9=9 W, Xu) = <\/h§+h§+h%+1)’ "o ) = (\/h§+h?+h%+1>.

Segue disso que as curvaturas média e gaussiana sao dadas pelas seguintes expressoes:

. hgthuu + hguhtt + h%uhss - 2hsthsuhtu - hsshtthuu

K 5
(h2 +hi +hZ +1)*

. hss + htt + huu + h%hss + hghtt + hihss + hghuu + hihtt + h%huu - 2hshthst - 2hshuhsu - 2hthuhtu

H= :
2(h2+hi+h2+1)2




Capitulo 8

Referéncias

1]  M.P.do Carmo : Geometria Riemanniana, SBM-IMPA-1988,
2]  M.P.do Carmo : Geometria Diferencial de Curvas e Superficies, SBM-IMPA-1976,
3] Barrett O’Neil : Semi Riemannian Geometry with Applications to Relativity, Academic Press-1983,

M.P.do Carmo and M. Dajczer : Rotation Hypersurfaces in Spaces of Constant Curvature, T.A.M.S - 1983,

1]
2]
[3]
[4] Rafael Lépez : Differential Geometry of Curves and Surfaces in Lorentz-Minkowski Space, I.LE.J.G. - 2014,
[5]
[6] U. Dursun : Rotational Weingarten Surfaces in Hyperbolic 3-Space, Springer - 2020.

Sy Ot

117



