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RESUMO

ALMEIDA, D. M. S. F. Modelos de Lévy de atividade infinita. 2020. 65 p. Tese (Douto-
rado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em Estatistica) — Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computacgdo, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

Neste trabalho, apresentamos uma classe de processos de Lévy A de puro salto, com filtracao
interna e decomposicdo de Itdo-Lévy e estabelecemos formas explicitas para a representacao
martingale, principal componente do nosso processo. Além disso, propomos uma férmula de It6-
Meyer 6tima para um funcional de Lévy e um esquema de aproximacao do tipo Euler-Maruyama
para uma EDE path-dependent regida pelo processo de Lévy A. Para isso, primeiramente, aproxi-
mamos A por um processo de Poisson composto A€, que provamos convergir fortemente em B>
para A, quando € | 0. Esse resultado é fundamental para mostrar que, dado um supermartingale
envelope de Snell S, podemos aproximé-lo por meio de uma estrutura discreta de encaixe, que

vem a ser a sequéncia de processos valor, associados a S.

Palavras-chave: Processos de Lévy, Martingale, Férmula de Itd, Equacdes Diferencias Estocés-

ticas, Parada 6tima.






ABSTRACT

ALMEIDA, D. M. S. F. Infinity activity Lévy models. 2020. 65 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ci€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

In this work, we present a class of pure jump Lévy processes A, with internal filtration and
[t6-Lévy decomposition and we established an explicit forms for martingale representation,
main component of our process. Furthermore, we propose an optimal Itd-Meyer formula for a
Lévy functional and Euler-Maruyama approach scheme for a path-dependent SDE driven by A
Lévy process. For that, first, we close A by a Poisson process composed of A¢, that we proved
to converge strongly in B? to A, when € | 0. This result is fundamental to show that, given a
supermartingale Snell envelope S, we can approach it through an imbedded discrete structure ,

which is the sequence of value processes, associated with S.

Keywords: Lévy Processes, Martingale, It6 formula, Stochastic Differential Equation, Optimal
Stopping.
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CAPITULO

INTRODUCAO

No estudo do cdlculo estocéstico uma drea de destaque por sua aplicabilidade € a classe
dos processos de Lévy, em honra do matemdtico francés Paul Lévy. Modelos baseados em
processos dessa natureza sao mais flexiveis do que os modelos baseados somente no movimento
browniano. Os processos de Lévy contém diversos ingredientes e exemplos interessantes para
modelos estocdsticos a tempo continuo (ver, (TANKOV, 2003)). O processo de Poisson e o

movimento browniano sao os exemplos fundamentais de processos de Lévy.

Um processo estocdstico A = {A(¢) : 0 <t < T} definido em (Q,F,IP) com valores em

R € denominado um processo de Lévy se satisfaz as seguintes propriedades:

e 1. Incrementos independentes: para cada sequéncia crescente de tempos t,t,- - ,t, em
[0,T], as variaveis aleatorias A(fy),A(t1) —A(t),- - ,A(ty) —A(t(n— 1)) s@o independen-

tes.

e 2. Continuidade em probabilidade: Ve > 0, /llin})IP’(\ A(t+h)—A(t)|>€)=0,0<r<T,
_>

no qual 7' € uma constante positiva. Sabemos que todo processo de Lévy tem uma modificacao
continua a direita e com limite a esquerda (cadlag), Teorema 2.68 em ((HE; WANG; YAN,
1992), p. 66). Neste trabalho, utilizamos a versao cadlag do processo de Lévy. A defini¢do
original de Lévy ainda considera que o processo seja estaciondrio. Neste trabalho, seguimos (HE;
WANG; YAN, 1992) que caracterizaram a classe de processos com incrementos independentes
e continuos em probabilidade, também denominados processos de Lévy. A decomposicao de
It6-Lévy nos diz que o processo de Lévy A pode ser decomposto nos seguintes elementos (ver
Teorema 11.45 em (HE; WANG; YAN, 1992), p. 318)

Al :A0+At+/ Xd“+/ sy

1 (o)
:AO+At—|—/ xdv+//xdu—v
) 2 {[0]x{|x|>1}} 0 J—eo ( )
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nos quais A(0) é uma constante, A é um processo de Lévy com trajetérias continuas, A(0) = 0,

u é a medida de salto relacionado com o processo de Lévy A e v a projecao previsivel dual de u.

Neste trabalho, consideramos a classe dos processos de Lévy puro salto quadrado
integraveis com decomposicio de Ito-Lévy tal que A é uma funcio continua de variacdo limitada.

Com isso, obtemos a seguinte decomposi¢ao,
A(t)=A0)+M(t)+N(), 0<r<T,

no quais M = [ [xd(u — v) é um martingale quadrado integrdvel e N = A + f{[o,.}x{\x|>1}}XdV
¢ uma func¢ado continua de variacdo limitada. Uma caracteristica importante desta classe de
processos estocdsticos € o fato de que o martingale M nao necessariamente tem trajetorias de
variacao limitada. Sabemos que M tem variacao limitada (ver, (TANKOV, 2003), Proposi¢ao
3.9) se, e somente se,

/ x| dv < o,
{0.7)x (<1}

Esta classe dos processos de Lévy puro salto inclui os principais processos de Lévy sem o
componente gaussiano, utilizados na literatura (ver (SCHOUTENS, 2003)). Por exemplo, a

classe dos processos de Poisson composto, processos Gama, processos beta, entre outros.

O principal objetivo deste trabalho consiste em estudar representagdes para funcionais
do processo de Lévy através do calculo estocdstico. Para isto, dado um processo de Lévy puro
salto A com a filtragem interna [F, vamos estabelecer uma aproximacao para o processo de Lévy
A através do processo de Poisson composto A¢. A partir desta aproximagéo, vamos estender a
representacao do funcional aplicado ao processo de Poisson composto para o funcional aplicado
ao processo de Lévy. Com este trabalho, iniciamos a extensdo do cdlculo funcional de Ito,

desenvolvido por (LEAO et al., 2018), para processos de Lévy puro salto.

A forma tradicional de discretizar um processo através de uma malha deterministica,
conforme descrito em (PROTTER PHILIP E TALAY, 1997) e (JACOD, 2004), apresenta dois
problemas quando lidamos com um processo de Lévy puro salto. Primeiro, de forma geral, nao
sabemos como simular os incrementos do processo de Lévy. Segundo, um salto de tamanho
"grande"ocorrendo entre dois pontos de discretizagdo pode nos levar a erros grosseiros de
discretizacao, ver (KOHATSU-HIGA ARTURO E TANKOV, 2010) e (TANKOV, 2012), pois

afasta a aproximac¢do do comportamento original do processo.

Uma ideia natural devido a (RUBENTHALER, 2003) consiste em truncar os saltos do
processo de Lévy A por um € > 0 e assim, aproximarmos A pelo processo de Poisson composto
A% com saltos truncados por €. Com isto, podemos estudar o comportamento de funcionais
aplicados ao processo de Lévy via o comportamento do funcional aplicado ao processo de

Poisson composto.

No Capitulo 2, apresentamos as principais propriedades dos processos de Lévy puro

salto A e o esquema de aproximagao. Dada a sequéncia de processos de Poisson composto
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nao homogéneos {A? : € > 0}, estendemos a estratégia de (RUBENTHALER, 2003) para o
caso de processos ndo homogéneos. Para isto, aproximamos o processo de Lévy A, que € ndo
homogéneo, por um processo de Poisson composto A€ que também € ndo homogéneo tal que, A®
converge para A fortemente em B2 quando € | 0. A titulo de exemplificacdo apresentamos um
caso particular de processo de Lévy com variagdo limitada e um algoritmo de simulag¢do. Na

sequéncia, apresentamos algoritmos para simular o processo Beta e Gama Estendido .

Dado a filtrag@o interna do processo de Lévy puro salto A, um ponto fundamental da teoria
de calculo estocastico consiste em caracterizar a classe dos martingales quadrado integréveis.
Como A € um processo de Lévy puro salto, sabemos que A tem a propriedade de representacao
fraca de martingales, ver (HE; WANG; YAN, 1992), Theorem 13.49, pp. 390). No Capitulo 3
apresentamos uma forma explicita para aproximarmos a representacao martingale através da
aproximacao do processo de Lévy puro salto pelo processo de Poisson composto. Além disso,

mostramos que todo martingale quadrado integrdvel X pode ser escrito na forma,

X(1) = X(0) +£Dx(s)dM(s), 0<i<T,

em que DX representa a derivada estocéstica e § a integral opcional. Apds caracterizarmos a
classe de martingales quadrado integraveis, apresentamos a decomposicao de Doob-Meyer de

forma bem geral.

Denotamos por B? a classe dos processos estocasticos [F-adaptados Y, tal que
E sup |Y(t) |P<eo, p>1.
0<t<T

Dizemos que X € B? é um funcional de Lévy se ele é quase continuo 2 direita (salta

apenas em tempos totalmente inacessiveis) e tem energia finita

E Y |AX(T,) P r,<r) < oo
~1

n
No Capitulo 4, provamos que X é um funcional de Lévy se, e s se, o processo estocastico

X € B? admite decomposicio de Doob-Meyer, na forma
X=X0)+Z+W

em que Z é um F-martingale quadrado integravel e W € B? é um processo de trajetérias continuas

[F-adaptado. Através da representacdo martingale, sabemos que

Z(t) = ngX(s)dM(s), 0<i<T

no qual DX representa a derivada estocastica do funcional de Lévy X com respeito ao martingale

M. Por outro lado, pouco sabemos a respeito do processo W, a ndo ser que ele tem trajetorias
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continuas. No caso do movimento browniano, uma forma de caracterizarmos o processo W
consiste na férmula de mudanga de varidveis de 1t6. Sabemos que se B é o movimento browniano

e F : R — R é uma func¢ao de classe C2, temos

t 9F t 92F
J /8 ds, 0<r<T.

0 g(B 92)(

Neste caso, obtemos uma expressao para o componente previsivel da decomposi¢cao de Doob-
Meyer. Com este objetivo, vamos apresentar uma férmula de It6 para funcionais de Lévy com
respeito a fungdes F : [0,T] x R — R de classe C!!.

No capitulo 5, mostramos que a composi¢ao do funcional de Lévy A com uma funcio F
de classe C%! também é um funcional de Lévy. Como todo funcional de Lévy admite decompo-
sicdo de Doob-Meyer, vamos utilizar nossa estratégia de aproximagao do processo de Lévy pelo

processo de Poisson composto para caracterizarmos o componente previsivel da decomposigao.

Dado um semimartingale X tal que ¥, | AX(s) |< oo P — g.c e qualquer funcdo F de
classe C!, (BOULEAU et al., 1981) estabeleceram uma férmula de Ité baseado na teoria de
tempos locais para semimartingales. A partir da teoria de regularizacdo, (RUSSO; VALLOIS,
1996) estabeleceram uma férmula de It para uma funcio F de classe C' e um semimartingale
continuo, com a hipétese de que o semimartingale € reversivel. Uma férmula de It para processos
estocésticos com saltos foi obtida por (ERRAMI; RUSSO; VALLOIS, 2002), sob a hipétese de

que a derivada da fun¢@o F seja A-Holder continua e os saltos do processo satisfazem

Z T 1pery <=, P—gqc., (1.1)

para 0 < A < 1. Extensoes da formula de (BOULEAU et al., 1981) para o caso de fungdes em
C!! aplicadas ao processo de Lévy foram obtidas por (EISENBAUM, 2006), com a hipétese de
que os saltos do processo de Lévy satisfacam a Equacéo (1.1) com A = 0. Dado que o funcional
de Lévy tem energia finita, este processo nao necessariamente satisfaz a Equacdo (1.1) e, ento,

nao podemos aplicar as formulas de Itd6 desenvolvidas por estes autores.

Dado uma func¢do F de classe Co%! ¢ um processo de Dirichlet com saltos, (GOZZI;
RUSSO, 2006) e (BANDINI; RUSSO, 2017) apresentam diversas representacdes para o funcional
F(t,X(t)). Por exemplo, eles mostraram que F (¢, X(¢)) também é um processo de Dirichlet, mas

ndo apresentam representagdes para o componente previsivel.

No caso de processos com saltos, a férmula de It cldssica ndo representa a decomposicao
de Doob-Meyer. Na realidade, seja A o processo de Lévy puro salto e F' uma funcao de classe
C2. Entio, segue do Teorema 9.35 em ((HE; WANG; YAN, 1992), p. 235), que a férmula de Itd

cléassica € dada por
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FW) = FOO)+ [ S0+ X [F<A<s>>—F<A<s—>>—aa—’;m(s—))AA(s)
— )+ / "OF ()M (s) + / dAN(s)
n ; [F(A@))—F(A(s—))—i—f(A(f))AA(sﬂ

Como o termo previsivel ndo € continuo, concluimos que a férmula cldssica de Itd ndo representa
a decomposi¢do de Doob-Meyer. Uma férmula de It6 que represente a decomposi¢do de Doob-
Meyer é denominada Férmula de It6 Otima. Uma extensdo da férmula de It Gtima para processos
de Lévy foi obtido por (EISENBAUM; WALSH et al., 2009). Seja F uma fun¢do com primeira
derivada de Radon-Nikodym localmente limitada. Com a hipétese de que a Equagdo (1.1) seja
valida com A = 1 e de que componente browniano seja diferente de zero, (EISENBAUM;
WALSH et al., 2009) obtiveram uma decomposi¢do do processo F(A) como a soma de um

processo de Dirichlet com um processo de variagdo limitada.

Dado X um funcional de Lévy, tomamos uma aproximacdo X* de variacdo limitada tal
que X* converge fortemente em B? para X. Como X* tem variacdo limitada, utilizamos a férmula
de mudanca de varidveis para estabelecer a férmula de It 6tima para F (-, X¥(-)). Na sequéncia,
mostramos que os componnentes da férmula de Ito 6tima para F (-, X*(-)) convergem fracamente
em B! para os componentes da decomposi¢io de Doob-Meyer do funcional de Lévy F(-,X(-)).
Com isso, estabelecemos uma representacdo para o componente previsivel da decomposicao de
Doob-Meyer do funcional de Lévy F(-, X (-)).

No Capitulo 6, construimos uma aproximagdo X* de variacio limitada para a solucdo
de uma equacao diferencial estocdstica X dirigida por um processo de Lévy puro salto. Com
isso, obtemos uma férmula de Itd para a solucdo da equacao diferencial estocéstica X com uma

fungdo F de classe C11.

Para ilustrarmos a abrangéncia da aproximacio X, no Capitulo 7, aplicamos argumentos
similares (LEAO; OHASHI; RUSSO, 2019) para mostramos que o envelope de Snell de um
funcional de Lévy pode ser aproximado pelo envelope de Snell de X*. Na realidade, se X*
converge para X fortemente em B2, entio o envelope de Snell de X* também converge fortemente

para o envelope de Snell de X.
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CAPITULO

PROCESSO DE LEVY DE PURO SALTO
NAO-HOMOGENEO

Em matematica financeira processos de Lévy sdo muito populares, uma vez que eles
permitem modelos que sdo muito mais flexiveis que os modelos com movimento Browniano.
Ao mesmo tempo, esses modelos sdo tratdveis do ponto de vista matematico e computacional.
Entendemos por processo de Lévy um processo estocdstico continuo em probabilidade, com
incrementos independentes e sem componente gaussiano. Considere A um processo de Lévy puro
salto, definido num espaco que pode ser qualquer, mas utilizaremos o espaco de probabilidade
(Q,F,P). O processo A tem decomposi¢ao de Lévy-1td dada por

A(t,0) = A(0)+N@t)+M(), 0<t<T, (2.1
em que N € uma fun¢do deterministica, uniformemente continua e de variacdo limitada e M um
martingale puro salto, tal que N(0) = M(0) = 0.

A filtragdo natural associada a A € definida por A; = 6{A(s,-) : s < t}, para qualquer
t € [0,T]. E bem sabido que a filtracio completa F = {F, = 6(A, UN) : 0 <t < T} é continua 2
direita e quase continua a esquerda (ver, (HE; WANG; YAN, 1992), pg.51 ) em que N é a familia

de conjuntos cuja medida € nula em J.

Vamos supor que A é um processo quadrado-integravel, ou seja,

E|A*(T) <o, emque A*(T)= sup |A(r)]. (2.2)

0<t<T

Denotamos por {7, : n > 1} a sequéncia tempos de parada totalmente inacessiveis que repre-
sentam os saltos do processo de Lévy puro salto A. Na sequéncia, associamos a A uma medida

aleatéria com valores inteiros i : Q x B([0,T]) x B(R) — [0, o] dada por

p(@:0.4).8) = ¥ 15[AA(T(®).0)]L (020 (0). 23)
i=1



24 Capitulo 2. Processo de Lévy de Puro Salto ndo-Homogéneo

paratodow € Q,r € [0,T] e B € B(R). Considere € uma constante positiva e B = (—¢&,€)¢ um
subconjunto da reta que nao contém o zero. Uma vez que A(-, ®) tem no maximo um nimero

finito de saltos em Bg, concluimos que
U(@,[0,t],Be) < o0 ; 0weQ, te€(0,T], €>0. 2.4

Entdo p € uma medida aleatoria com valores inteiros o-finita, com compensador dado pela
medida o-finita v em ([0,7] x R; B([0,T] x R)) (ver (JACOD; SHIRYAEYV, 2013) Proposi¢ido
1.21, pp 71)), satisfazendo

v([0,2],B) = E[u(-,[0,] x B)].

Consequentemente, v também € uma medida o-finita, tal que
v([0,T],Bg) < oo, paracada &> 0. (2.5)

Ao longo desse trabalho, supomos que
/ | x > v([0,T],dx) < oo. (2.6)

Denotamos por O e P a sigma 4dlgebra opcional e previsivel, respectivamente, com respeito a F.
Neste trabalho, as projecdes [F-dual previsivel e opcional de um processo mensuravel Y a valores
reais serda denotado por [Y]? e [Y]°. Também denotamos por [X,Y] e (X,Y) a variagdo quadratica
usual e o angle bracket de um par de semimartingales, respecctivamente. O salto usual de um
processo é denotado por AY (t) =Y (¢) — Y (t—), em que Y (r—) é o limite a esquerda de um
processo cddldg Y. Tomamos Y (0—) = Y (0) por conveniéncia. Além disso, se T e S sdo tempos
de parada, entdo [[T, S]], [[T,S[[ e ]|]T, S]] denotardo os intervalos estocdsticos usuais. Para uma
dada filtracdo G C F, denotamos BZ(G) o0 espago dos processos estocdsticos X, G-adaptados, tal
que

E|X*(T)|> < oo, emque X*(T):= sup |X(r)].
0<t<T

Também denotamos por HZ(G) C BZ(G) o espaco dos G-martingales quadrado integraveis.

Como consequéncia do pressuposto (2.2) e (2.6) o processo A € B? ¢ satisfaz

(agk

E[AvA](T) = <A7A>(T) = E (A(tn) _A(tn1>)2ﬂ{Tn§T}]

I
—_

n

(AA( ))z]l{Tn<T}]

/ (- [0,7] dx)}
- // T dv)]

_ / x 2 v([0,T],dx) < oo, @.7)

Il
\ ||M8
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Além disso, a componente martingale M da decomposi¢ao de Lévy-Itd para A tem a seguinte

representacao,
1 oo
:// (- ds,dx) — v(ds,dx)), 0<<T.
0 J—oo

Para qualquer k € Ne 0 <t < T, introduzimos
AX@t) = A0)+M () +N(r)
— A(0) +// ¥ o0ty (4 (-, ds,dx) — v(ds,dx)) +N(1)

t (o)
— A0 // Lyyan -,a’,d—// 11,on 0 V(ds,dx) +N(r
(0)+ o )2 s (-, ds,dx) L )2 wyV(ds,dx) +N(1)

= A(O)—i—/()t/o;xuk(.?ds,dx)—/()Z/o:oka(ds,dx)+N(t),

em que p* é a medida aleatéria associada a A* e V¥ a projecio previsivel dual de p*.

Por defini¢dao

t (o)
k(1) :/ / XL gpysoy (U( ds,dx) — v(ds,dx)) / / - ds,dx) — (ds,dx)) ,0<t<T.
0 J—o
¢ um F-martingale quadrado integravel com incrementos independentes. Além disso, temos
AMM(THY = AM(TF), n>1.

Lema 1. A sequéncia de processos de Lévy de atividade finita {A* : k > 1} converge fortemente

em B? para o processo de Lévy de atividade infinita A, isto &,

E sup |A(t) =A%) =0, quando k — oo.

0<t<T
Demonstragdo.
sup |A®t) —A*(t) |2 < sup | M(t)—MF(r) |*. (2.8)
0<t<T 0<t<T

Entio, o fato de M — M* ser um F-martingale quadrado integravel, a inequagio de Burkholder-
Davis-Gundy e o teorema da convergéncia dominada, implica em

limE sup |M(r)—M () > < lim E[M —M" M —M*|(T)

k—so0 0<t<T k—yo0

= hmEZ |AA )|2]l{\AA (Tp)|<2- k}]l{T<T}

k—yo0

= lim E/ / |x| ]l{\x\<2 k},ll( ds dx)

k—yoo

= lim / / | X |2 ]l{‘x‘gz—k}\/(ds,dx) =0. (2.9)

k—o JO

Portanto,

E sup |M(r)— M () [P< E[M(r) — M* M(t) - M¥(r)] — 0, quando k — oo,
0<t<T
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Concluimos que

E sup |A(f)—A%(t)|*—~0, quando k — 0.
0<t<T

]

Contudo, A¥(T¥) # A(TF), pois A s6 "enxergaos saltos maiores que € e uma infinidade
de saltos ficardo de fora e serdo vistos por A que terd todos os saltos. Entdo eles podem nao

coincidir no tempo TX.
Como consequéncia da inequacgdo (2.9), obtemos uma taxa de convergéncia para a
aproximacio do martingale M pela sequéncia {M* : k > 1}.

Corolario 1. Temos

T oo
E sup | M(r)— M (1) 125/ / |2 P 1 piy Vs, d)
0 —oo -

0<t<T

Observe que a taxa de convergéncia de A* para A depende do comportamento de v na
vizinhanga do zero. Assim, se A tem saltos concentrados em torno de zero, a convergéncia de Ak

para A € lenta.

Como N e v* sdo fungdes deterministicas, a filtragdo natural associada a A*é dada por
s oo
A = G {AK(s, ) s <1} = 0'{/0 / ok (duydx) s < 1,

para qualquer 7 € [0,T].

Segue disto que a filtragio completa F¥ = {F* = o(AFUN*) : 0 <+ < T'} é uma filtragdo
de salto do tipo discreta (ver, (HE; WANG; YAN, 1992), Definicdo 5.51, pg. 160). Além disso, o
fato de que {Tnk} sdo tempos de parada F¥ totalmente inacessiveis, concluimos que a filtracio FX
€ quase continua a esquerda (ver, (HE; WANG; YAN, 1992), Teorema 5.64, pg 168). Finalmente,

sabemos que
k k k. k (k k (k k k. k k
?T,f‘ - G{Tl )"t 7Tn ;AM (Tl )7 7AM (Tn)} = G{Tl )" 7Tn ’AM(TI )7 7AM(Tn)}7
€

3‘“%,{_ = G{le’--- Tk'AMk(le),"‘ ;AMk(Tnk,Q} :O'{le,--- Tk'AM(le),--- ,AM(Tk

y4n o y4tn o n—

D n>1.

Na sequéncia, provaremos que a sequéncia de filtragens F¥ converge fracamente no sentido de
(COQUET; MEMIN; SLOMINSKI, 2001)

Lema 2. A sequéncia de filtragens F¥ converge fracamente para a filtragio F.

Demonstracdo. Consequéncia do Teorema 1 e da Proposi¢io 2 em (COQUET; MEMIN; SLO-
MINSKI, 2001).

]
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Como M* é um F-martingale e F/ CF, seguequepara0<s<r<Tej>k
E (Mk(t) | 3’“§> =E (E (Mk(t) | 3}) | Stg) =K <Mk(s) | 3’“§> = M*(s), quase certamente em P.

Consequentemente, M* também é um F/-martingale quadrado integravel para todo j > ke k > 1.

2.1 Convergéncia Fraca

Seja B (IF) o conjunto de todos os processos [F-opcionais os quais sdo Bochner integra-
veis, com 1 < p < oo, isto €
IXIgr = EIX™(T)]7 <o, (2.10)

em que X*(T') := supy<,<7 |X(¢)|. Sabemos que B”(IF) munido da norma || - |[gr € um espago
de Banach, em que o subespaco H” (FF) de todos os F-martingales a partir de zero é fechado.
Lembrando que a topologia dual M?(IF) de B”(FF) é o espago de processos A = (AP", AP?) tal

que

(i) AP" e AP? sdo continuos 2 direita, de variagdo limitada, tal que A”” é F - previsivel, com

Ab"=0e AP? ¢ F - opcional e puramente descontinuo.

(ii) Var(AP?) +Var(AP") e L9: L 41 =1,

1,1
P q

em que Var(-) denota a variagdo total de um processo de variacdo limitada no intervalo [0, T]. O
espaco M?(FF) tem a topologia forte dada por
1Allp29 = [[Var(AP")|| s + | Var(AP)|| o

O par de dualidades € dado por

(A,X) E/ —)dAP" (s +IE/ (s)dAPY(s): X € BP(F),
em que a estimativa a seguir se aplica
(A, X)] < [[Allage[1X (|,

para todo A € MY(F), X e B’(F) talque 1 < p < e %—i—é = 1. Denotamos por M*(F) o
espago dos processos de variagdo limitada A = (AP",AP¢) satisfazendo (i) e (ii) tal que ||A||ps=
¢ finito. Denotamos por o(B”,M?) a topologia fraca de B”(F). Neste trabalho, os indices
p = 1,2 desempenhardo um papel fundamental em nossos resultados de convergéncia. Em

particular, os subespagos H? para p = 1,2. Ver os trabalhos ((DELLACHERIE; MEYER; YOR,
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1978),(DELLACHERIE, 1974),(MEYER, 1977)) para uma discussao detalhada sobre a topologia
fraca de B”(IF) restrita ao subespago de martingales H” ().

Também serd til trabalhar com a seguinte nocao de convergéncia. Pode-se mostrar que

o conjunto A* de processos de variacao limitada F-opcionais, da forma
C=gli<y: g€L”(Fs), SéumF —tempo de parada (limitado por T),
preenche o espago de Banach B! (IF) no sentido de
X[l = sup {|(X,0)] : € € A=, |Clly= < 1} @.11)

A relagdo (2.11) € dada em ((DELLACHERIE; MEYER, 1978); Lema 1) e, portanto, podemos
dotar B! (IF) com a o(B', A*)-topologia induzida pela familia de seminormas

X—(X,C): CeA”.

Observacdo 1. Obviamente, o(B!, A) é mais fraca que o(B',M™). No entanto, a relagio (2.11)

nos diz que A” é um subconjunto normado de M* e portanto A™ é w*-denso em M™.

Observacao 2. Um resultado devido a Mokobodzki (MEYER, 1977) afirma que se X" é uma
sequéncia de processos opcionais tal que supy, <7 |X/'| € uniformemente integrével e para todo S
tempo de parada a sequéncia Xg converge fracamente em L! relativamente para J, ento, existe
um processo opcional X tal que X" — X em G(Bl,M‘”). Como consequéncia, se X" — X em
o(B',A”) e supy,<7|X/"| é uniformemente integrével, temos a convergéncia em c(B',M™).
Ver também Dellacherie et al. (DELLACHERIE; MEYER, 1978) para mais detalhes.

2.2 Processo de Lévy de Variacao Limitada

Considere Y um processo de Lévy puro salto na forma
Y(r,0) = Y AY(T(0),0)ligg<y(@), 0<t<T e gs. 0€Q, (212
i=1

tal que a série
Y 1 AY (Ti(0), 0) | Ligw)<r (@) <, gs. 0€Q.
i=1

Neste caso, dizemos que Y € um processo de Lévy puro salto com trajetdrias de variacao limitada.

Da mesma forma, associamos ao processo Y a medida aleatdria u satisfazendo (2.3) e, tal que

Y(t, @) = /O’ /ixu(a),ds,dx) 2.13)

para todo t € [0,7] e @ € Q. Como consequéncia do processo Y ter variacdo limitada e ser

integravel, temos

[}

/ w([0,1],dx) < = V. (2.14)



2.3. Simulagdo do processo de Lévy puro salto 29

Além disso, do pressuposto (2.2) e (2.14), o processo A € B2 e satisfaz (2.7). Agora, o componente
martingale M da decomposi¢do de [td6-Lévy para o processo de variagdo limitada A tem a seguinte

forma,

M(t) = /Ot/oo xu(-,ds,dx) _/Ot/oo xv(ds,dx), 0<t<T, (2.15)
no qual N é dado por
N(1) :/Ot/w xv(ds,dx) e (M,M)(r) :/Ot/w xK*dv(ds,dx), 0<t<T. (2.16)
Da mesma forma, para qualquer k € Ne 0 <t < T, tomamos
YE(r) = Y(0)+M"(t)+N()
_ Y(0)+/Ot/°;x1{|x|>2k}u<-,ds,dx)—/Ot/ixv(ds,dx)

t [}
+/ / xv(ds,dx)
0 J—

= Y(O)+/Ot/o;xuk(~,ds,dx)—/Ot/o;xv(ds,dx)—|—/()t/ixv(ds,dx)
_ Y(O)+/Ot/°;xuk(~,ds,dx),

em que u* é a medida aleatéria relacionada Y* e v a projecio previsivel dual de .

Teorema 1. A sequéncia de processos de Lévy de atividade finita {Y* : k > 1} converge fraca-

mente em B? para o processo de Lévy de variacio limitada Y, isto &,

|Y(t) —Y*(t) |°*—= 0, quando k — oo.

Demonstracdo.

t oo t oo 2
lim | Y(1) = Y*(@0)2 = lim // x,u(-,ds,dx)—// 3l (on iy (- ds,d)
0 —0oo 0 —00

k—ro0 k—yo0

t (o)
= lim /0/wX(l—]l{|x|>2k})‘LL(-,dS,dX)

k—ro0

t oo
= 1 1 - .
kl_r>l;lo /() /_mx {Ix|<2 k}“( ,ds,dx)

2

2
=0

2.3 Simulacao do processo de Lévy puro salto

Seja A um processo de Lévy puro salto com representacdo de Ito-Lévy dado em 2.1.
Através do Teorema 1, podemos aproximar o processo de Lévy A pelo processo AX, que apresenta

um nimero finito de saltos. Como A¥ pode ser escrito na forma,

t oo f (5}
ki k(. B k k
A1) = A(O)+/() /_wx,u (+,ds,dx) /0 /_ooxv (ds,dx)+N"(t), 0<r<T(2.17)
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nos quais
// xv&(ds,dx) e NK@)
0 J—c0

sdo deterministicos, basta simularmos o processo de Poisson composto ndo homogéneo,

t )
Yk(t):// k(- ds,dx), 0<i<T.
0 J—oo

Uma vez que u é uma medida o-finita em ([0, T'] X (—oo,00), B([0,T] X (—o0,0))), sabemos que
1 pode ser desintegrada [(LEAO; FRAGOSO; RUFFINO, 2004) (Teorema 3.1 e Coroldrio 3.1)].
Entdo para qualquer € >0, t € [0,7] e B € B(B¢), obtemos

v(10.01,8) = [ ne(Bls)v(ds,Be)

em que 1. é uma medida de transicdo de probabilidade de ([0,7],B[0,T]) em (B¢,B(Be)),

satisfazendo
Ne(Be|s) =1, com s€ (0,T)

. Assim, para qualquer s € (0,7 ), podemos estender 1¢(-|s) para ((—oo,00), B((—o0,00))) por
Ne(Gls) = Ne(GNBgls), com G € B((—o0,00)). O par (V(-.-NBe),Ne) € chamado caracteristica
local da medida aleatéria u(-,-,- N Be) (BREMAUD, 1981), p. 247-248).

A seguir, mostraremos como a caracteristica local pode ser usada para determinar a
medida aleatdria (-, -, N Bg). Denotamos por {UiB ¢:i> 1} aclasse dos Ff-tempos de parada

totalmente inacessiveis que representam os saltos da medida aleatéria p(-,-,- N Bg).

Teorema 2. Para cada € > 0, o processo estocdstico u(-,-,Bg) é um processo de Poisson ndo

homogénio com fungéo de intensidade v(B;). Além disso,
Plo' €Q: MU (') e G]Ufs,...,Uff;AA(UfS),...,AA(Uf_sl)] -
v ((Ufjl),GmBg)
v ((Uile),Bg>

ng(G|Ul-B€) = ; P —quase certamente (2.18)

Entdo, uma versdo da probabilidade condicional regular 1, é dada por

Ne(Gluy) = lim V ((up—1,un),GNBe)

2.19
uy—1Tup V((”nflaunLBS) ( :

Para qualquer G € B((—o,)) e u, € C, tal que C € B((0,T)) e P[(UB)~1(C)] = 1.

Demonstracdo. Segue da defini¢do que a medida aleatéria (-, -, B¢ ) tem um nimero finito de
saltos, entdo é um processo de Poisson ndo homogéneo com fungdo de intensidade v(-,Bg).
Além disso, segue de (BREMAUD, 1981)(Teorema 16, p. 247) e (SKOROHOD, 1991)(Teorema
19, p. 153) que a equacdo (2.18) é valida.
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Considere o vetor aleatdrio (Uffl ,UB¢) com valores em E = {(x,y) € R? : x < y} com a

o-dlgebra de Borel B(E). Denotamos a probabilidade da imagem por A (D) = P[(U%¢ |, UB¢)~1(D)],

n—1">~n

para todo D € B(E). Entdo, existe um conjunto de Borel N € B(E), com A(E) = 0, tal que

v ((unflaun]vB)
14 ((unflvuﬂ]ch‘?)

para todo (u,_1,u,) & N. Consequentemente, podemos tomar uma sequéncia {uX |} tal que

Ne (Blun) =

(uk | un) ¢ Neuk | 1 uy,. Assim, obtemos

. v((uh_y,u,),B)
Blu,) =1
nS( ’I/t) lergv((uI;lil,Mn],Be)

para qualquer u, € C = Proj,(E —N), em que Projy[(x,y)] =y para qualquer (x,y) € E. Final-
mente, obtemos P[(U%)~1(C)] = A[Proj;l(C)] =AE—-N)=1

]

Suponha que a medida de Lévy Vv seja absolutamente continua com respeito a medida o-
finita 8, isto €, para qualquer G € ((0,0)) existe uma fun¢do mensurdvel A (G, -) : [0, 1] — [0, 0]
tal que

v([0,1],G) = /O ' 2(G,5)8(ds). (2.20)

Denotamos a probabilidade da imagem com respeito ao tempo de para UP¢ por (UPe xIP)(D) =
P[(UB)~1(D)], para qualquer D € B((0,T)). Uma vez que o processo estocstico f(-,-,Be)
seja um processo de Poisson nao homogéneo com medida de Lévy v(-, B ), concluimos que
(UBe < P) ¢ absolutamente continua com respeito a medida c-finita 8. Entdo, segue do Teorema

2 que

ne(Glu) = lim S, A(GNBe,s)8(ds)  A(GNBeg,s)8(ds)
£ i) —

T A(Bes)8(ds) | A(Bes)B(ds) 0 duwsecert. (22D

A seguir, com o resultado estabelecido nesta se¢do, iremos descrever um algoritmo para simular

o processo de Lévy Y

1) Se v([0,7],(0,00)) < oo, entdo

1.1) Gerar um processo de Poisson ndo homogéneo com intensidade v((0,c0)) :

UL, Uy, U,

1.2) Dados os tempos de saltos u; < up < --- < uy < T e o tamanho dos saltos

xo = 0,x1,-,X;—1, gerar o tamanho do salto AY (1;) da Equag@o (2.19) com € =0:xy,--- ,xs;

1.3) Entao, a trajetdria do processo de Lévy é

4
Y(t) = in]l{u,gz}
i=1
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2) Se v([0,1],(0,%0)) = oo, dado &€ = 2%, geramos Y* seguindo os passos de (1.1) e (1.2),
com medida de Lévy v(-,-NB,«) e (1.3).

Em seguida, descrevemos o algoritmo para os casos particulares, considerando o processo
Beta e o processo Gama estendido.

2.3.1 Amostrando o Processo Beta

Segue de (HIORT, 1990) e (KIM, 1999) que o processo Beta com parametros (Yy(t),c(t)),
denotado por BP(Yp,c) é um processo de Lévy com medida

/ / 1 dxdYy(s) (2.22)

para qualquer B € 3((0,1]) et € [0,T], em que ¥y é uma fun¢do nio negativa, continua e ndo
decrescente e ¢(¢) € uma fungdo ndo negativa e continua por partes. Como v tem massa total
infinita, aproximaremos o processo Beta Y por um processo de Poisson composto Y¢ com medida

de Lévy v([0,t], B¢), para qualquer € > 0.
Além disso, para qualquer G € B((0, 1]), segue do Teorema (2) que

) (1 = )@= gxdyy (s
ng(G’Mi) _ lim fu,ul fGﬂBg X ( ) 0()
1 T f,’lfBE ) (1 — x)e)=1dxayy(s)

6o, (;:)(1_ X)) .
S, YL (1 = x)te) 1

dYy(s) — quase certamente,  (2.23)

Assim, o algoritmo para simular o processo Beta pode ser o seguinte:

1) Dado € > 0, geramos um processo de Poisson ndo homogéneo com fun¢do de intensidade
v(+,Bg¢). Para gerar o processo de Poisson ndo-homogéneo, os seguintes passos podem ser

seguidos:
1.1) Primeiro, gerar o niimero de saltos ¢ de Y como Poisson (v([0,7],Be));

1.2) Dado o nimero de pontos de salto /, gerar os tempos de salto u, < -, <uy <T
como a estatistica de ordem de ¢ varidveis aleatdrias independentes e identicamente

distribuidas com distribuicdo de probabilidade comum, dada por

v([0,1],Be) S s, (1 —x)e) -1 dxayy(s)
c(s)

1 ; (2.24)
v([0,T],Be¢) {o<i<T} = fo fBS (1 — )¢ Ldxd¥y(s) {0<1<T}

2) Dados os tempos de salto u; < --- <uy < T e os tamanhos de salto xp,x1,---,x;_, gerar
o tamanho do salto AY#(u;) da Equag@o (2.23).
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€=0.1]€=0.01|€e=0.001 | €=0.0001 | € =0.00001
Média | 0.8180 09116 0.9008 0.8926 0.9025
Variancia | 0.3495 0.4395 0.4593 0.4556 0.4414

Tabela 1 — Média e Variancia obtidas de 10000 amostas no ponto ¢ = 0.9

3) Finalmente, a amostra da trajetoria do processo Beta pode ser aproximado por
Ye(t) = in]l{u,gt}
i=1

Para ilustrar o algoritmo proposto, aplicamos ele para gerar amostras de trajetdrias a
partir de processos Beta homogéneos e nao homogéneos. Primeiro, consideramos o processo Beta
homogéneo BP(Yy(t) =t,c(t) = 1) no intervalo unitdrio. Para o processo Beta com parimetros
Yo(t) =tec(t) =1, temos

rri
v([0,1],B) :/0 [ ~dxds

para qualquer B € 3((0,1]) e € [0, 1]. Entdo a média amostral e a varidncia amostral do processo

gerado em ¢ = 0,9 sdo comparados com a média real

= /Ot/olxv(ds,dX) = /Ot/ol(ds,dx) — ¢
= /Ol/olxz\/(ds,dX) = /Ol/olx(ds,dx) — %

do processo Beta BP(t, 1), respectivamente. Os resultados da simulacéo séo apresentados na
Tabela 1. Como E[Y¢] =¢(1—¢) e Var[Y€] =t(1 —¢€)? /2, quando o valor de € decresce a média

E[Y (2)]
€ a variancia real

Var[Y (1)]

amostral e a varidncia amostral se aproximam do valor real.

A seguir, aplicamos o algoritmo proposto para gerar trajetérias do processo Beta ndo

homogéneo com pardmetros Ag(¢t) =t e ¢(t) = (¢ + 2) no intervalo unitério.
Neste caso,
! 2
v([0,1],B) = / / B42) (4 40" dxds
0Jp X

para qualquer B € B((0,1]) et € [0,1]. A média amostral e a varidncia amostral do processo

gerado em ¢ = 0.9 s@o comparados com a média real

0.9 ,l 0.9 I
E[r(0.9)] — /0 /0 w(ds,dx) — /0 /0 (s+2)(1 42" (ds,dx) = 0.9,
e a variancia real
0.9 rl 09 rl1
Vary (0.9)] = /0 /0 2v(ds,dx) = /O /O (s +2) (142" (ds,dx) =

para o processo BP(z,t 4 2), respectivamente. Os resultados da simulagdo sdo apresentados na
Tabela 2

0.2623
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€=0.1|€=0.01 | €=0.001 | €=0.0001 | € =0.00001
Média | 0.7628 0.8586 0.9026 0.90012 0.8992
Variancia | 0.2314 | 0.2675 0.2688 0.2655 0.2618

Tabela 2 — Média e Variancia obtidas de 10000 amostas no ponto ¢ = 0.9

2.3.2 Amostrando o Processo Gama Estendido

A classe de processos Gama Estendido foi definido por (DYKSTRA RL, 1981)(Teorema
2.1). Eles usaram a classe de processos estocdsticos como uma priori para a taxa de risco da
distribui¢ao de probabilidade em um contexto de confiabilidade. Segue de (LAUD; SMITH;
DAMIEN, 1996) que o processo Gama Estendida com parametros (Yy(¢),c(t)), denotado por

EG(Yy,c), € um processo de Lévy com medida de Lévy

t
v([0,1],B) = /O /B %ec(s)xddeO(s),

para qualquer B € B((0,)) e ¢ € [0, 1], em que ¥y é uma fung¢do positiva, continua a esquerda e

(2.25)

ndo decrescente e ¢(r) é uma fungdo positiva, continua a direita com limite a esquerda. Como v
tem massa total infinita, aproximamos o processo Gama Estendido Y por um processo de Poisson

composto Y4 com medida de Lévy v(-,- N Bg), para qualquer € > 0. Além disso, para qualquer

G € B((0,%))

4 Jorig, e~ Vdxavy(s)

Ur—1

t I5, ;e‘c@xddeo(s)

Ur—1

lim
ur 1Ty

Ne(Glui) =

Jarp, ye ““dx

1
Ji, te

;  dYp(s) — quase certamente, (2.26)

para todo ¢ € [0, 1]. Sendo assim, o algoritmo para simular o processo Gama Estendido é o
mesmo descrito na Secdo (2.3.1) para simular o processo Beta. Para ilustrar o algoritmo proposto,
aplicamos este algoritmo para gerar a trajetéria amostral de EG(Yy(t) =t,c(¢) = 1) no intervalo

unitdrio. Para o processo Gama Estendido com pardmetros Yy(¢) =7 e ¢(¢t) = 1, temos

v([0,1],B) = /O t /B %exdxds

para qualquer B € 3((0,1]). A média amostral e a varidncia amostral do processo gerado em

t = 0.9 sdo comparados com a média real

E[Y(2)] = /Ot /Oooxv(ds,dx) = /Ot /Oooe_xdxds =t

Var[Y (t)] = /0[ /Oooxzv(ds,dx) = /Ot /Oooxexdxds =t

e a variancia real
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€=0.1]€=0.01|€e=0.001 | €=0.0001 | € =0.00001
Média | 0.8209 | 0.89128 0.8987 0.8903 0.9020
Variancia | 0.9397 0.8745 0.8830 0.8850 0.9089

Tabela 3 — Média e Variancia obtidas de 10000 amostas no ponto ¢t = 0.9

do processo Gama Estendido, respectivamente. Como pode ser observado na Tabela 3, quando €
decresce a média amostral e a variancia amostral se aproximam do valor real. Os resultados da

simula¢do sdo apresentados na Tabela 3.
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CAPITULO

REPRESENTACAO PREVISIVEL FRACA DO
MARTINGALE

Neste capitulo vamos obter uma representacao explicita para martingales. Seja X um
[F-martingale quadrado integravel. Deve ser observado que a filtragao interna do processo de Lévy
de atividade infinita A nfo € uma filtracdo de salto, como consequéncia, em geral, martingales
ndo tém trajetdrias de variacio limitada. Contudo, a filtracdo interna do processo de Lévy de puro
salto tem uma propriedade de representacdo previsivel fraca (ver, (HE; WANG; YAN, 1992),
Teorema 13.49, pp.390). Como consequéncia, sabemos que X ¢ uma soma compensada de saltos

com representacao

X (1) :X<0)+/(:/_ZW(S,X) (-, ds,dx) — v(ds,dx)), 0<i<T, 3.1)

emque W = ME[AX | P (ver, JACOD, 1979), Teorema 3.75, pp. 103). Além disso, nds temos
u

W(T,,AX(T,)) = AX(T,), n>1.

No restante desse trabalho faremos uso da integragdo estocdstica opcional de W com
respeito a medida (u — v). Indicamos ao leitor (DELLACHERIE; MEYER, 1982) e (HE;
WANG:; YAN, 1992) para todos os detalhes sobre integrais opcionais usados neste trabalho.
Queremos mencionar aqui que, desde que a filtragdo [F seja quase continua a esquerda, entdo as
integrais opcionais relacionadas vao admitir as propriedades operacionais habituais das integrais
estocdsticas com integrandos previsiveis (ver e.g. observacao 35 em (DELLACHERIE; MEYER,
1982), p. 346).

Neste trabalho, denotamos por §Y (s)dM(s) a integral opcional de um processo F-
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opcional Y. Para um dado processo F-opcional Y, satisfazendo
T [
E [ Y)dM.M(s) =E Y |Y(T)AM(T,) 1 ger) <=
n=1
a integral opcional de Y com respeito a M € o tinico F-martingale quadrado integravel, tal que

7{1/ )dM (s /Y W](r), paratodo 0<t<T e W € H*(F).

Na sequéncia, apresentamos a derivada estocdstica de X com respeito a M dada por

DX(1):= Y ;‘A’;((?)

n=1

Vg (OLg<y, 0<t<T.
Como X € um F-martingale, quadrado integravel, concluimos que

B [ Dx(0) P di, M) = B Y. | DX(IAM(T,) F 17,21

i

L (07,20 AM(T) [P 1yzi<r)

T;) | Liri<ry <o

i

Como consequéncia, a integral estocdstica opcional § DXdM estd bem definida e chegamos ao

seguinte lema.
Lema 3. Todo F-martingale quadrado integravel X tem a seguinte representagao
t
X(1) = X(0) +f DX (s)dM(s), 0<t<T.
0

Em particular, qualquer martingale quadrado integravel W, tal que [W,M] = 0 é uma constante.

Demonstragcdo. O lema é uma consequéncia da seguinte igualdade

A f[B " DX (5)dM(s) = DX (T,)AM(T,) = AX(T,), n> 1.

3.1 Esquema de Aproximacao

Para qualquer X € H?(F) vamos aproximar X por uma sequéncia {X*} tal que X* é um

F*-martingale, para todo k > 1. Denotamos por
X (1) =E [X(T) | ?{‘] , 0<1<T,

a projecdo opcional do F-martingale X para a filtragio F, para todo k > 1. Como F* converge
fracamente para IF e T é um ponto de continuidade de X, obtemos (ver, (COQUET; MEMIN;
SLOMINSKI, 2001), observagado 4)

E | 8*X(T)—X(T) >~ 0, quando k — co. (3.2)
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Lema 4. Paratodo X € Hz(]F), temos

E sup |8*X(1)—X(t)|*—0, quando k — co.
0<I<T

A variagdo quadrdtica satisfaz,
E[X — 8*X,X — 8*X](T) = 0 e E[X —8*X,W](r) — 0, (3.3)

quando k — o para todo 0 <t < T e W um F-martingale quadrado integravel.

Demonstra¢do. Como 8¥X — X é um F-martingale quadrado integravel, segue da equagio 3.2 e
da desigualdade Doob que,
E sup | 8*X(r)—X(r) < 4E | §*X(T) - X(T) |— 0.
0<t<T

Assim, o resultado € consequéncia da desiguldade de Burkholder, Davis e Gundy. Obtendo 3.3

]

Seja {X*: k> 1}  B?(F) uma familia de processos estocdsticos, tal que X* é um F*-
martingale, para todo k > 1. Se X* converge para X fortemente em BZ(F), dizemos que a familia
{X*:k > 1} é uma sequéncia de aproximacdo forte (SAF) para o F-martingale quadrado

integravel X. Como consequéncia, obtemos que a familia {X* : k > 1} tem energia finita
supE Y | AXN(TY) [P Uygcpy <o
k n=1
De fato, como X*¥ — X fortemente em Bz(IF), concluimos que
supE sup | X5(1) |>< oo.
k 0<t<T

Entdo, a desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy nos mostra que a familia de processos
{X*:k > 1} tem energia finita,

supE Z | AX*(TRY | Lig<ry = supE[X* X¥|(T) < CsupE sup |X5(r) P<oo.  (3.4)
k k

n=1 k  0<t<T

Além disso, temos

E[X —X*, X —X|(T) <CE sup |X(t) =X (1)|" =0, k— oo, (3.5)
0<t<T

Como uma aplicacdo do Lema 4, sabemos que a projegio opcional {8*X : k > 1} é
um exemplo de SAF. O fato de F* ser uma filtracio do tipo discreta , resulta que qualquer

F*-martingale é uma soma compensada de saltos. Entdo, concluimos que
t o]
XK1 = X(0) +/ / H*(s,x) (uk(-,ds,dx) — vk(ds,dx)>
0 J-—

_ X(O)-I—/Ot/_in(s,x)]l{|x|>2k} (1e(-,ds, dx) — v(ds,dx)), 0<1<T,(3.6)
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em que H¥ = M", [Axk | USk] (ver, JACOD, 2006), Teorema 3.75, pp. 103). Além do mais,
HY(T,, AXX(TF)) = AXK(TF), n>1.

Como Pk C P para todo k > 1, concluimos que X* é também um F-martingale quadrado

integravel.

Na sequéncia, introduzimos o seguinte processo derivada estocdstica

AXH(T,)
AM(T,) Lamr=24y L) ()

(3.7)
Usando o fato da familia {X* : k > 1} ter energia finita Equacio (3.4), temos

Sng Y I DXMTHAMNT) P 1 puary = Sng Y IAXKT) P A<y <o
n=1

n=1

Consequentemente, a integral opcional estd bem definida e podemos definir um esquema de

aproximacdo para X por sequéncias de Ff-martingales, como a seguir
X*(t) = X (0) + fgl DX (s)dM*(s), 0<i<T. (3.8)
O fato de DX* ser diferente de zero apenas no conjunto {7,¥ : n > 1} resulta em
X4(1) = X(0) + %} "DXK(5)dM(s)

também € um martingale em relagdo a filtracdo . Como consequéncia, chegamos ao seguinte

resultado.

Teorema 3. Para todo X € H(TF), temos
T
IE/ | DX (s) — DX (5) > dM,M](s) — 0, Kk — oo.
0

Além disso, a variacdo quadritica [X*, X*] converge para a variacido quadrética [X,X] fortemente
em B! ().

Demonstragdo. Pelo Lema 3, obtemos
t t t
X(1)=X*(1) = 7{ DX (5)dM(s) — 7{ DX (5)dM(s) = f (DX(5) ~ DX¥(5) ) dM(s), O<r<T.
0 0 0
Portanto, a equagdo (3.5) resulta em

T vkl (2
E /0 | DX (s) — DXX(s) > d[M, M](s)

_E| j{) (DX(s) ~ DX¥(5) ) M (), jq({) (DX (5)— DX¥(5) ) aM(s))(T)
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—E[X - XXX —XN(T) =0, k— oo
Segue, da desigualdade de Kunita-Watanabe que
|, X](0) = XS X0 < |1X, X)) — X, X9 @] + X, X5 (1) — X, X9 (1)

= X, X = X"()| +|[x*, x = x"(1)]
]]/2

IN

X X)) | [x = x5 x = X))

+ [[Xk,X"] (r)} 2 [[X —xk x — XX (t)] 1

< [Ix,x)(1))"? [[X _xkx —Xk](T)] 1/2

+ [[X",Xk](T)} V2 [[X —xk x —Xk](T)] "

Como a familia {X* : k > 1} tem energia finita e a Equacio (3.4) e (3.5), obtemos

E sup [[X.X]0) - X5.X90)| < E[x.x)r)2 [ix - xtx - xdn)]
0<t<T

+ [X"X" ] [X—X",X—Xk](T)T/2

< [EX,X](T)"? []E[X Xk x - X"](T)]l/z

+ [E[X",X"](T)} 2 []E[X —xkx —Xk](T)] )

quando k — oo

]

Seja {X*: k > 1} ¢ B*(F) uma familia de processos estocésticos tal que X* é um F*-
martingale, para todo k > 1. Se X* converge para X fracamente em H> (F), dizemos que a familia
{X*: k> 1} é uma sequéncia de aproximaciio fraca (SAW) para o F-martingale quadrado
integravel X. Como X* — X fracamente em H>(IF), segue do Teorema 5 em (DELLACHERIE;
MEYER, 1978) que a familia {X ke k> 1} tem energia finita

- 2
supE Z | AXK(TF) |2 Lyg<ry = supE[X*, X*|(T) < CsupE sup ’Xk(t)| <. (3.9
ko= k Kk 0<t<T

O fato de F* ser uma filtracdo do tipo discreta mostra que qualquer F*-martingale

quadrado integravel é uma soma compensada de saltos. Logo, concluimos que
t ]
XK1 = X(0)+/ / Hk(S,X)]l{|x|>2fk} (u(-,ds,dx)—v(ds,dx)), 0<t<T,
0 J—oo

em que HF = MEk [AX]‘ | 95"} (ver, JACOD, 2006), Teorema 3.75, pp. 103). Além disso,
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Hk(TnvAXk(Tnk)) = AXk(Tnk)a n Z 1

Como Pk C P para todo k > 1, concluimos que X* é também um F-martingale quadrado

integravel. Usando o fato da familia {X* : k > 1} ter energia finita Equagio (3.9), temos
SI;pIE Y I DXHTHAMNT) P 1 gpeaqy = sn;pE Y I AXM(TY) Pl ery <o (3.10)
n=1 n=1

Consequentemente, a integral opcional estd bem definida e podemos definir um esquema de

aproximacio para X através da seguinte sequéncia de FX-martingales
X*(t) =X(0) +£ DX*(s)dM"(s), 0<t<T. (3.11)
O fato de DX* ser diferente de zero somente no conjunto {7* : n > 1} mostra que
X4(t) = X(0) + 7{: DX (5)dM (s)

¢ também um martingale, com respeito a filtracao F.

Proposicdo 1. Seja {X*: k > 1} uma SAF para X ¢ HZ(IF) Entdo, obtemos a convergéncia de
[X*,Y](¢) para [X,Y](t) fracamente em L', para todo 0 < ¢ < T e Y um F-martingale bounded

mean oscillation (BMO). Em particular,

DX (To) L ana(ry) <y (M, M)(Th) = DX(T) L amr,) <y M, M)(Tw), b — oo,
fracamente em L!, para cada constante positivaC e n > 1.

Demonstracdo. Como consequéncia do Teorema 7 em (DELLACHERIE; MEYER, 1978),
obtemos a convergéncia de [X*,Y](¢) para [X,Y](t) fracamente em L'. Para cada constante

positiva C, considere o seguinte martingale

p
Ye(t) = AM(T) L am(r,) < L irpny — [AM(T)Lgaur)<cplp<y | (1), 0<e<T.

Como Y7 € um [F-martingale Z, concluimos que
DX (T) L gamr,) <cy M, MI(T,) = (X5, Y2 (T) — (X, Y2)(T) = DX (T) 1 sz <y M. M)(Th),

paracadan > 1.
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CAPITULO

DECOMPOSICAO DE DOOB-MEYER PARA
FUNCIONAIS DE LEVY

Neste capitulo, vamos obter uma decomposic¢iao de Doob-Meyer explicita para funcionais

de Lévy quadrado integraveis.

Definicao 1. Dizemos que um processo X quase continuo a direita a valores reais ¢ um funcional

de Lévy se X € B*(FF) e tem energia finita

EZ|AX )’ ]1{T<T}<°°

n=1

O ponto de partida do nosso célculo funcional para o funcional de Lévy € a seguinte

decomposicdo de Doob-Meyer.

Lema 5. Seja X um funcional de Lévy, entio existe um unico [F-martingale quadrado integravel

Z e um processo W € B?(F) com trajetdrias continuas tal que X =Z+W e

(Z,Z)(t Z|AX )P Lgg,<y, 0<t<T.

Por outro lado, qualquer processo estocdstico X € B’ (F) com decomposi¢do X =Z+ W, em
que Z ¢ um F-martingale quadrado integravel e W é um processo continuo [F-adaptado, € um

funcional de Lévy.

Demonstragdo. Para todo k > 1, os saltos totalmente inascessiveis do funcional de Lévy sdo

dados por
ZAX Wipiey, 0<t<T.

Logo, existe um F-martingale quadrado integrivel Z* = G* — [GX]?, em que [G¥]” é a projecio

F-previsivel dual de G*. Como Z¥ — Z*~! é um F-martingale quadrado integravel ¢ X é um
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funcional de Lévy, obtemos

o)

E[ZF -7 ZE-Z (1) =E Y | AX(T) P 1 g scpaary) <oty Lizery =0, as k—>oo,
n=1

Logo, concluimos que a sequéncia {Z¥ : k > 1} é de Cauchy em H?(F). O fato de que H?(F)

¢ um espaco de Hilbert mostra que existe um tnico F-martingale Z quadrado integravel tal

que Z¥ — Z fortemente em H?(FF). Definimos W = X — Z. Como X quase continuo 2 direita,

concluimos que W tem trajetdrias continuas.

Na sequéncia, mostraremos que a decomposi¢cdo € tnica. Suponha que existe um [F-
martingale quadrado integrdvel Z’ e um processo continuo W’ tal que X = Z'+W’. Com isso,
obtemos que X = Z+W =Z'+W’'. Como W e W’ tem trajetérias continuas, concluimos que
AX = AZ = AZ'. Como os martingales na filtragem [F sdo soma compensada de saltos, obtemos

que Z = Z' e a decomposi¢io € tnica.

]

O ponto chave de nossa constru¢ido em dire¢do a uma versao fraca do calculo funcional

estocdstico para os processos de Lévy € o estudo da seguinte classe de processos.

Definiciio 2. Seja Y = {X*: k> 1} uma familia de processos de variagio limitada em B> (F) tal

que X* é F*-adaptado, tem energia finita

supE | AX*(T;y) [ < oo,
k

e decomposicio candnica X* = Z¥ + W*, em que Z* é um F¥-martingale quadrado integravel
e WX é um processo continuo com trajetérias de variagdo limitada. Dizemos que Y é uma
sequéncia de aproximacio forte (SAF) (ou, sequéncia de aproximacio fraca (SAW)) para
um funcional de Lévy X com decomposicdo candnica X =Z+ W, se

imZ¥=Z e limWf=w

k—>o00 k—so0

fortemente (fracamente) em B?(FF).

Seja X € B? (F) um semimartingale com decomposi¢éo candnica X = Z+ W, em que W
tem trajetérias continuas com variagao integravel. Como consequéncia do Lema 5, X é também
um funcional de Lévy. Considere X?*(¢) a projecio F¥-opcional do semimartingale X. Como a
projecio opcional é linear, concluimos que X% = Zo* + W2k em que Z* (W°*) é a projecio
F*-opcional de Z (W). Pela definicdo, Z°* é também um F*-martingale quadrado integravel
e, segue do Lema 4 que Z%F converge fortemente em Bz(IF) para Z. Como W tem trajetdrias
continuas de variacdo integrdvel, a projegdo opcional W* também tem trajetérias continuas de
variacdo integrdvel (ver (HE; WANG; YAN, 1992), Corolario 5.28, p. 151). Entdo, (Z“k , W"’k) é

uma decomposicio de Doob-Meyer do processo de variagdo limitada XX, Além disso, segue
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do Teorema 2 em (COQUET,; MEMIN; SLOMINSKI, 2001) que Wok converge fortemente em
BZ(IF) para W. Como consequéncia, {X°* : k > 1} é uma SAF para o funcional de Lévy X.

Considere X um funcional de Lévy com decomposi¢do de Doob-Meyer X =Z+ W. Na
sequéncia, introduzimos a medida aleatéria com valores inteiros uX : Q x B([0,T]) x B(R) —

[0, 0] com respeito ao F-martingale X como seguinte

wio:[0 an )L {701} (© 2113 )] L7011 (@),
4.1)
paratodo @ € Q,7 € [0,T] e B € B(R). Considere € > 0e B, = (—¢,€)°. Como X(+; @) tem no

maximo um numero finito de saltos em B¢, concluimos que
pX(0,[0,1],Be) < o ; weQ,t€0,T], e>0.

Entdo, u¥ é uma medida aleatéria com valores inteiros o-finita. Como consequéncia, u* admite
uma projego previsivel dual dada pela medida aleatéria o-finita v¥ em (Q x [0, T] x R; B(Q x
[0,T] x R)) [ver JACOD; SHIRYAEV, 2013) Proposi¢ao 1.21, p. 71)], tal que

E/OT]IH(s) E/ 1u(s)u* (ds,B),

paracada H €e Pe B€ R.
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CAPITULO

FOMULA DE ITO-MEYER OTIMA

O estudo das formulas de 1t6 € muito comum e amplamente encontrado em livros e artigos
sobre célculo estocéstico. As propostas mais conhecidas tratam fungdes de classe C? aplicadas a
semimartingales. Contudo, diversos autores propuseram férmulas de It para funcio F pertence
a classe de funcdes derivdveis de primeira ordem (C a exemplo ver (EISENBAUM; WALSH
et al., 2009)), (EISENBAUM; KYPRIANOU, 2008)), (EISENBAUM, 2006)), (RUSSO;
VALLOIS, 1996)), (ERRAMI; RUSSO; VALLOIS, 2002)) e (WILSON, 2019)).

Neste capitulo, estamos interessados em estabelecer critérios para a constru¢do de uma
férmula de Itd 6tima para funcionais de Lévy, baseada na decomposicao de Doob-Meyer, definida
no capitulo anterior, a qual requer apenas a existéncia de derivadas de primeira ordem e limitadas.

Seja X € B?(F) um funcional de Lévy com X (0) = x e decomposi¢io de Doob-Meyer

F

X =Z+W. Considere F : [0,7] x R — R uma fungdo continua, tal que 5- IE existe, é continua e

limitada (F € C%!). Entio, o processo estocéstico F(-,X) tem energia ﬁnlta

(5.1)

) ) .
E Y [AFIT, X ()| 1ger) SCE Y [AX(T:)
=1 n=1

Como consequéncia, concluimos que F(-,X) é um funcional de Lévy com decomposi¢io de
Doob-Meyer F(-,Y) = ZF + W (ver, Lema 5). O fato dos F-martingales quadrado integraveis
serem somas compensadas de saltos, resulta em (ver, Lema 3)

_ ]{)t@F(.,x)(s)dM(s), no qual  DF(- Z

A7] T"’X T )]]1{[[Tnn}<f>-

Como X tem energia finita e F € C%!, a seguinte integral opcional

:f;@XF(-,X)(s)dZ(s), em que DXF(-,X)(t):= i %1{ Ax (1) 20y (O Lz (@),

n=1

estd bem definida (Equacdo 5.1) e,

AF(T,,X(T})) = A f{ " DX (X (5)dZ(s) = A OT" DF (-, X)(s)dM(s) = AZF (T,), n>1.
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Entao, segue do Teorema 2.21 em (JACOD, 2006) que
t
- 7§ DXF (-, X)(s)dZ(s), 0<t<T.
0

Na sequéncia, iremos caracterizar a componente previsivel (W/) da decomposi¢io de Doob-
Meyer. Considere F : [0,7] x R — R uma fun¢@o continua, tal que 5. aF e %F existem e sao

continuas e limitadas (F € C11).

Seja X* um funcional de Lévy F¥-adaptado com decomposi¢io de Doob-Meyer (Zk, Wk),
em que Z* é um F*-martingale quadrado integravel e W* é um processo continuo de variacio
limitada. Consequentemente, X* é um funcional de Lévy com trajetérias de variacdo limitada.
Entdo, segue de (HE; WANG; YAN, 1992), Teorema 9.36, p. 246) que F(-, X k) é também um
processo estocdstico com trajetdrias de varia¢ao limitada, e

F(t,xX* (1)) — F(o,x):/;(; (s, X*(s7))ax*(s) +/ 5, X5(s7))ds
TP ) ) - ‘Zx<sx’<< X >}
_ Ot‘g_i( ))dZ¥(s) + / (5, X (s7))dW* (s) + / (5,X¥(s7))ds

o)

+ ) {AF(Tnk,Xk(Tn")) aaF(X"(Tk ))AZK(T* )} Ligey, 0<t<T.  (5.2)

n=1

Como o ultimo termo ndo € continuo, esta férmula ndo corresponde a decomposi¢ao de Doob-
Meyer. Na sequéncia, reescreveremos a féormula de mudanca de varidvel para identificar os
elementos da decomposigdo candnica do funcional F (-, X*). Temos,

FO XN = Y D FERYTHAZT i

3
Il
—_

oo p
- Z ®XF(Xk)(Tnk)AZk(Tnk>]l{7;{‘<t}]
=1

o )4
= Y AF(TE XNTO) gy — [ZAF )n{m}] , (5.3)

em que

D= L [(ng)ﬂﬂ{w(r,f#m Ly @), 0<r<T.

Além disso, como {%—f(x k(s7)) : 0 <s < T} é um processo F¥-previsivel, concluimos que

¥la = JF .
[ S XAz = ¥ S (XN G DA G gy
n=1
- aF k k k— k k !
— | Y (@ XN NAZM T L ey | - (5.4)
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Somando as Equacdes 5.2 , 5.3 e 5.4, obtemos

F(t,x%(t)) — F(O,x):qu DXF (-, X5 (s)dZ*(s) +/ ot (5,X*(s7))dWk(s) +/ ))ds

+ Z Tk Xk 1{7‘ <l‘}]

JF . ‘OF )
- ]({) DXF (-, x4 (5)dZ (s) + / S (5 XA )W () + /0 5. XM ))ds

> JF
Z o (T,5, XM, ))AZK( n)]l{T,{‘<z}]

oo

X (armtxta) - St naza, >)nm<,}], 5:5)

| n=1

paratodo 0 <r<T.

Lema 6. A projecio previsivel F¥-dual é dada pelo processo continuo
S k ok (k IF & vk k ’
Y | AF (T XNT)) = 5= (T X (T NAZNTY) ) Vigpany | =

n=1

/ / ( (s, X*(s ") +2) — F (s, Xk(S))—(;I;(s,X"(s))z> V2 (ds.d2).

paratodo 0 <r <T.

Demonstracdo. Pela prépria definicio

T (ar (! (o) = S XA o )AZ ) ) L =
T (r (it o) axt(r)) - Gt X )z o)) e -
¥ (Pt )+ az! () = PO ) = Gt X T )AZ ) ) s =

/0 /_0; <AF(S’Xk(S)+Z)_F(Saxk(s))—ax(S,Xk(s))z> uzk(-,ds,dz).

Pela aplicacdo da Equacgdo 5.5 e lema 6, chegamos a decomposicdo de Doob-Meyer para o
funcional de Lévy F(-,X*)

F(t,X*1)) — F(o,x):f@XF(.,X")(s)dzk(s)Jr/laF 7)) dWk(s) +/ (5,X*(s7))ds

> JOF
+ // ( F(s,X*(s7) +2) — F(s,X"(s™ Z’a—st >vzk(ds,dz),
paratodo 0 <r <T.

Seja X € B?(F) um funcional de Lévy e F € C"!. Suponha que {X* : k > 1} e uma SAF X. Ento,

temos a convergéncia de F (-, X¥) para F(-,X) fortemente em B*(F) e
ZkF ]f DX F (X5 (5)dZ¥ (s) f DF (X4 (s)dM* (s)
— fDFX )(s)dM (s) :]{DXFX )(s)dZ(s) = ZF,
0 0
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fracamente em B! (F). Além do mais, a componente previsivel da decomposi¢do de Doob-Meyer satisfaz
[ [ (ot sa-px - £ 5

[ s aw )+ [ OG5,k s W

Q%

(s, X%(s™ > vZ (ds, dz)

fracamente em B! (IF).
Demonstragdo. Se {X Kok > 1} é uma SAF para X, segue do teorema do valor médio que

E sup ]F(t,X(t))—F(t,Xk(t))‘ <CE sup ‘X(t)—Xk(t)‘ — 0, quando k — oo.

0<t<T 0<t<T

Da defini¢do de integral opcional, temos

2400 = ff DR s)amt(s) = iD’<F<xk><Tnk>AMk<Tn">n{T,;«g,}

= Z @F ]l{‘AM( )‘>2 k}AM( )]]'{Tk<t}

e p
B Z ]l{\AM( 1,2 AM(T, )]l{Tk<t}]
== % DF ]1{\AM ‘>2—k}dM(S).

Na sequéncia, iremos provar que a sequéncia {Z*f : k > 1} de F-martingales quadrado integrdveis tem

energia finita,

SUpE{ DF (X)(5)1 a1 2 1AM (5). . DF (X)) L o2 dMS)(T) <

supE i |AF (TF, X(T) | Tyreery < CsupE Z |AXK (T ‘ Ligicry < oo
k n=1

Como consequéncia, segue do Teorema 5 em (DELLACHERIE; MEYER, 1978) que o conjunto
{ZFF - k > 1} é compacto relativamente fraco em H' (FF). Portanto, existe uma subsequéncia {Z** : k' >
1} tal que ZKF converge para ZF fracamente em H' (F). Para qualquer n > 1, montamos o [F-martingale

quadrado integrével

H|(t) = (AM(T) L am(r,) < jy) Lyrs<y — [(AM(T) L gamr,) < jy) Lr<n]”

paratodo0 <t <Te j>1.Como H} tem saltos limitados, conclufmos que ele ¢ um BMO F-martingale.
Segue do Teorema 7 em (DELLACHERIE; MEYER, 1978) que

AF(Tka/(Tn))AM( )1{|AM( )‘<j}j”‘{‘AM( )‘>2—k/}]l{Tn§T}:[Zk/’F>Hr{([)](T>
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fracamente em L'. Como F é uma fungiio continua, temos

|AF(T,,.X(T,)) — AF (T, X4(T,))
C{I F(T X (1)) = F (5, XH(T) P+ | FCK(T, T,0) = (T X (1)

IN

N

< c{IX(@m) =X T P+ | X1 - X (1) P < ¢ sup [ X0 x40 P
0<t<T

n
para todo n > 1. Logo, obtemos

E | AF (T,,,X(T;,)) — AF (T, X*(T;))) ’< CE sup | X(r) —X*(¢) |*— 0, quando k — oo.
0<t<T

Como consequéncia,

AF (T, X¥ (1) AM(T) L a3 L ana 241 Ly

_>AF(Tn7X(Tn))AM(Tn)]lﬂAM(Tnﬂgj}]l{TngT} (5.7)

fracamente em L'. Aplicando a unicidade da convergéncia fraca em L!, segue da equacio (5.6) e (5.7) que

AF (T, X (1)) AM(T) Lyjanry <y Ly = AZ" (T)AM(T) Lawer,) <y Lig<ry, 2 1.

Como AM(T,) # 0, concluimos que

AF (T, X (T)) U amcry) <y Lnery = AZ7 (L)L < pLin<ry, n> 1
Logo, concluimos que

AZF(T)r<ry = AF(T,X(T)ig<ry = jlggAF(Tn7X(Tn))H{M(Tn)\gj}]l{nﬂ}

= 1im AZ" (L)L am(r) <y r<ry = AZ" (L) Lyg,<ry, n> 1.

Jreo

Portanto, segue do Teorema 2.21 em (JACOD, 2006) que Z = ZF. Consequentemente, concluimos que
ZhF — 7{ DF (X*)(s)dM (s) — 7{ DF (X)(s)dM(s) = 2"
0 0
fracamente em H' (IF). O

Lema 7. Seja 6 uma medida com sinal definida em ([0, 7], 3([0,7])) tal que | 6 | ([0,7]) < oo. Suponha

que aa—f ¢ uniformemente continua em [0,7] x R, logo

E sup }/Otaalj(s,X(s))d@(s)—/ot%f(s,xk(s))d@(s)‘ — 0,

0<t<T

quando k — oo,
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Demonstracdo. E fato que qualquer funcdo com valor real uniformemente continua f definida em

[0,T] x R admite um médulo de continuidade tal que

[ f) = fO) [ o[ x=y]), xye[0,]xR,

em que @y : [0,00] — [0,00] € uma fungdo continua, ndo decrescente tal que wy(0) = 0. Como %—f é

uniformemente continua, obtemos

sup ‘\/Otaa};(s,X(s))de(s)_/otaa];(ijk(s))de(s)’§ sup t}aal;-'(S’X(s)) %F(

0<I<T 0<u<1J0

5,X5(s7))|dO(s)

< sup a)aF(]X( ) =X (s7) )dO(s) < sup t(l)ap( sup \X(u‘)—Xk(u_H)dG(s)

0<t<TJO 9 0<r<T /0 9" \0<u<T

<T oy ( sup | X(u™) —XA(u) |) o

It \0<u<T

fortemente em L.

O]

Coroléario 2. Seja X um funcional de Lévy com decomposi¢ao de Doob-Meyer X = Z+ W, em que W
¢ uma medida com sinal definida em ([0,7],3([0,7])) tal que | W | ([0,T]) < co. Para uma dada SAF
{X*: k> 1} com decomposi¢io de Doob-Meyer X* = ZK +W e F € C"!, existe um processo continuo
WF tal que

F(t,X(t))—F(O,X(O)):]{)IQXF(S,X(S))dZ(s)+/Otaai(s,X(s))dW(s)—i—/Otaaf(s,X(s))ds—l—WF(t),

em que

// ( F(s,X"(s7) +x) — F(s,X"(s™ i

fracamente em B! (IF). Além disso, para cada & > 0, temos

QJH

> 1{|x|>2 k}V (dS dX) — WF

=

// < F(s,X(s )—i—x)—F(s,Xk(s_))—i(s,Xk(s_))x> 1 oey V¥ (ds, dx)

= 0
— / / (F ) +x)—F(s,X(s7)— ) F(s,X(s))x) ]1{‘x‘>8}vx(ds,dx),

fracamente em B! (IF).
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6

APROXIMACAO PARA A SOLUCAO DA EDE

O estudo de equagdes diferenciais, regidas por processos de Lévy ja se tornou comum. A principio
esse estudo partiu do estudo de difusdo, que pode ser pensado como um processo de Markov com trajetdrias
continuas ((PROTTER, 2004), (HE; WANG; YAN, 1992), JACOD, 1979), (SHREVE; KARATZAS,
1991), (JKSENDAL, 2003)).

Inspirado pelas investigacdes de Lévy sobre a trajetdria das amostras, 1t6 estudou as difusdes que

poderiam ser representadas como solugdes de Equacgdes Diferenciais Estocédsticas (EDE’s) da forma

Y () = ¥(0) + /O o (s)dZ(s) ©.1)

cujos componentes sao: o "regente"da EDE, que é um semimartingale d-dimensional Z, definido numa base
estocéstica B = (Q,.%#,F,P): uma condicéo inicial que é um processo cadlag adaptado g-dimsensional ¥
e um coeficiente 6 : R? — RY @ R?, geralmente Lipschitz (PROTTER, 2004), p.243).

Equacdes diferenciais regidas por um semimartingales, como na equacao (6.1) admitem solucio
e esta solucdo € dnica (ver Teormea 6. pdg. 249 (PROTTER, 2004)).

Este teorema se aplica a um nimero finito de diferenciais dz/, 1< Jj <d e para um sistema de

equagdes finito. Contudo, trataremos apenas do caso unidimensional.

Neste capitulo, faremos uso de coeficientes o mais gerais possivel como, por exemplo, os usados
na teoria do controle. Sendo mais especifico, nosso coeficiente serd uma fun¢do cujo dominio é um

conjunto de funcdes.

6.1 EDE-Path Dependent

Introduzimos essa se¢do apresentando algumas notacdes e definicdes das quais faremos uso ao
longo das préximas secdes.
Seja D(]0,7] : R) o espaco das fungdes cadlag definidas em [0,¢] a valoresem R e A := {(t, ®(- A

t)):1€0,T];0 € D([0,¢] : R)} o conjunto das trajetdrias interrompidas, munido da métrica dg, a ser
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definida na equacdo 6.2.

Definimos a aplica¢do F : [0,7] x D([0,T] : R) - R: (t,0) — F(t,®), cuja métrica Ay é dada
por

dg((t,0); (1", ")) :== sup lo(uAt)— o' (unt')|+|t—'|P. (6.2)

0<u<T
emque0< f<1.
As defini¢des a seguir sdo de grande importincia para a andlise de convergéncia envolvendo

funcionais (ver (PROTTER, 2004), p. 250 ).

Definicao 3. Funcional nao-Antecipativo: Dizemos que F é um funcional ndo-antecipativo se é uma
aplicagéo mensurdvel F: Ay - R: (t,@0) — F(t,0) = F(t,®;) para (t,@;) € Ar. Em outras palavras,

F é um mapeamento de Borel.

Defini¢do 4. Funcional Lipschitz: Um operador F que mapeia o espago da fungdes cadlag, D([0,¢] : R),

a R € um funcional Lipschitz se para qualquer X,Y em D as seguintes condigdes sio satisfeitas:

i) Para todo tempo de parada 7, X~ = Y7~ implicaem F(XT ") =F(YT~),e

ii) Existe um processo crescente (finito) k = (k;);~0 tal que IF(X;) — F(Y;)| < K;||X —Y||; para todo
t >0.Emque | X —Y||;=sup,||X —Y|.

Seja X; = {X(u),u € [0,t]} a trajetoria descrita por X, que vai de X, até o tempo ¢ a solugdo da
EDE unidimensional (6.3), para todo 0 <t < T e F um funcional Lipschitz. Neste caso, X (t) denota o

estado de X no instante ¢.

Estamos interessados no comportamento da EDE (6.3), quando esta € regida por um processo de
Lévy A, de puro salto e variagdo ndo-limitada, ao longo de todo caminho percorrido por X, que vai de Xy

até o limite a esquerda de X no ponto s~, ou seja, X;- (@) = limy_,5 ;< X; ().
!
X)) =X(0)+ [ F(5.X, )dAG). 63)
0
Seja B?(IF) um espago de Banach de todos os processos F-adaptados a valores reais X tal que

E sup |X(¢)]” < oo, (6.4)

0<t<T

paral < p <o and 0 < T < +o € um tempo final fixado.

6.2 Esquema de Aproximacao para EDE em Termos de
Ak

Nesta se¢o, determinamos uma aproximagdo numérica X* para um processo X, tal que a medida

que k cresce, tanto quanto se queira, X* se aproxima de X.
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Quando falamos em aproximagdes numéricas que simulam o comportamento de EDE’s, encontra-
mos uma vasta literatura a disposi¢ao, como: (HIGHAM, 2001), (SAUER, 2012), (KLOEDEN; PLATEN,
1992) e (GLASSERMAN, 2004).

O método numérico que iremos utilizar lembra o proposto por Maruyama (MARUYAMA, 1955)
baseado no método classico de Euler para solu¢cdes numéricas. Porém, sem discretiza¢do deterministica e

terd énfase sobre o processo AX. Essa aproximacio serd imprescindivel no Capitulo 7.
A principio, considere a equacdo diferencial estocdstica, dada por (6.3).

A aproximagio de X* para X, utilizando como condigdo inicial X*(¢y) = x(0), serd dada por,
t
X¥(t) 1= x(0) + / F(s,X*(s7))dA(s), 0<i<T. 6.5)
0

Lembrando que F € um funcional que atende as condi¢des Lipschitzianas e de continuidade, descritas na
Secdo (6.1).

6.2.1 Convergéncia sob hipdtese Lipschitz

Considere o esquema numérico de aproximacao, descrito pela equacao (6.5). Para o estudo da

convergéncia, definimos convenientemente a seguinte aproximagao da forma

X5(1) .= x(0) + /0 tF(s,Xk(s_))dA(s), 0<t<T. (6.6)

O teorema a seguir assegura que conforme k torna-se suficientemente grande, X* converge fortemente em
B? para X.

Teorema 4. Sejam X* a solucio da equagio (6.5) , X a solugdo de (6.3) e A um processo de Lévy puro

salto. Sob a hipétese de F ser Lipschitz, X* converge fortemente em B para X, ou seja

limE sup | X*(t)—X(¢) |*=0 (6.7)

k—=eo 0<y<T
Demonstracado.

E sup |X*(1)—X(z) ’<E sup |X*(t) —X*(t) > +E sup | X*(r)—X(z) |*, paratodor € [0,T]

0<t<T 0<t<T 0<t<T
(6.8)
Olhando para o primeiro termo do lado direito da desigualdade, temos
| X5)-X*) | < CX*1)-X4() |

t t

e / Fs,X*(s7))dA(s) — / Fs,X*(s™))dA(s)
0 0
t

_c / F(s,X*(s7))d(AX(s) —A(s))‘. 6.9)
0

Note que a equagio (6.9) estd restrita aos martingales A¥ — A = M* — M. Desta forma, temos a norma
em H?, o que nos permite utilizar a desigualdade de Emery (ver (PROTTER, 2004), pag. 246 ) e obter o

seguinte resultado.

<| F(1,X(1)) [s=| (A(r) = A*(2) |y (6.10)
H2

[ FGxH k) -A0)
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Agora, é necessdrio verificar que | (A(t) — AX(t) |y converge para zero. De fato, (ver (PROTTER, 2004),
pag. 244),

|A(t) — A¥(t) =] M — MN)2(1) |p2 6.11)

Note que o termo da direita em (6.11) converge para zero, de acordo com (2.9).

Portanto A (1) — A¥(t) converge em H2. Desta forma, validamos o resultado (6.10), ou seja
X4 — (0) < C L F(.XY) [ (AG) —A4(0)) e (6.12)

Como | A(t) — A¥(¢) |~ 0 quando k — oo (ver Teorema 1) e F é um funcional Lipschitz e portanto continuo

e limitado, concluimos que | X*(t) — X*(r) |¢— 0 quando k — eo. O que implica que

E sup | X*(t) —X*(t) |*— 0, quando k — co. (6.13)

0<t<T

A partir dessa convergéncia e usando a desigualdade de Cauchy-Swartz, podemos concluir que

e[ [ (s x4 -%4 12) a((M, ) +N<s>>}

0<s<T
=E| sup |X*(t)—X*(t)|? N(s))
[0<t<T / } ) (6.14)
<5 | s |30 -2k | /d (M.M)+N(S))
0<t<T

— 0, quando Kk —oo.

Consideremos agora o segundo termo do lado direito da desigualdade (6.8). Como N(¢) é uniformemente
continua e deterministica e M(¢) é um martingale. Aplicando a desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

e Jensen, temos

¢ 2
E sup | X*(1)—X(1) P =FE sup /F (5, X (s dA(s)—/ Fs,X(s™))dA(s)
0<t<T 0<t<T 0
2
< sup | [ (F(s,X467) ~ Fls,X(s7)aM()
0<t<T |/0
" 2
+E sup / (F(s,X*(s7)) = F(s,X (s™)))dN(s) (6.15)
0<t<T [/0

<GB [ P X))~ P X(57) [ (b
sGE [ 5, X" (s 5,X(s ,

t
+CE sup [ [F(s,X*(s7)) — F(s,X(s))PdN(s)
0<t<TJ0
Na equacdo (6.15) foi feita uma normalizacdo da medida para que pudéssemos aplicar Jensen (ver
(SCHILLING, 2017), Teorema 12.14, p.15). Como dN ¢é de variacdo limitada e portanto finita, entdao
existe C; € R constante, tal que dN(Q) = C,.
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Consideramos ¥ uma medida de probabilidade e definimos 7, tal que y = % Assim, obtemos

E sup | X5(1)—X ]2<C1E/ Fs,X*(s7)) = F(s,X(s7)) > d(M, M)

0<t<T

+GE sup \F(s,Xk(s*))—F(s,X(s*))\sz(s)
0<i<7J0

<CFE VOT <Ozlj£r{| X*(s) = X(s) |2}> d(M,M>]

+GE sup 0:( sup {|Xk(s) —X(s) |2}> dN(s)

0<t<T 0<s<T

T T
k k
<am [ sup X6~ X(9) Palbt.on)] <G| [ swp 1X4(9)-X(6) F an ) .

) |
<CE [/0 sup | X¥(s) — X*(s) + XK(s) — X (s) |2d<M,M)]

0<s<T

T - —
+GE [ / sup | X*(s) — X (s) + X*(s) — X () |2 dN(s)}
0 0<s<T

<CE [/OT sup | X*(s) —X*(s) |? d(M,M)] +CiE [/OT sup | XK(s)—X(s) | d(M,M)]

0<s<T 0<s<T

+GE [/OT sup | X¥(s) —XK(s) |? dN(s)] +GE [/OT sup | XK(s)—X(s) | dN(s)]

0<s<T 0<s<T

<(C+C)(C +(Cr1+ ) [/OTIE sup | X*(s) =X (s) |? d((M,M>—|—N(s))]

0<t<T

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (6.16), temos

E sup | X5(1) — X (1) |* < (C1 +C»).Ck.e(C1HC i d(MM)+N)
0<t<T (6.17)
— 0 quando k—0.

Portanto, juntando as desigualdades (6.13) e (6.17), obtemos a convergéncia desejada.

limE sup | X*(t)—X(r) =0 (6.18)

k—=eo 0<y<T

Concluindo que a aproximagdo, com saltos dados por um processo de Poisson composto ndo-homogéneo,

converge para a solu¢cdo da EDE regida pelo processo de Lévy puro salto. O

No capitulo seguinte, faremos uso do Teorema 4 para a andlise de convergéncia de importantes

processos ligados ao problema do tempo 6timo de parada, ou simplesmente parada otima.
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7

PARADA OTIMA

Neste capitulo, discutimos em detalhes apresentando um exemplo concreto de como a teoria
desenvolvida no dltimo capitulo pode ser aplicada a uma caracterizacao nao trivial do comportamento
infinitesimal do envelope de Snell, decorrente do problema de tempo de parada ideal, regidos por funcionais
de Lévy. Apesar de ndo tentarmos encontrar esse tempo ideal, estamos interessados em verificar que dado
um supermartingale envelope de Snell S, podemos aproxima-lo pelo processo valor S¥, enquanto este

depende de uma aproximacao do tipo Euler-Maruyama para o processo X.

O problema de tempo de parada 6timo serd descrito pelo supermartingale chamado envelope de
Snell, com respeito a uma dada filtragdo F = (f}})te[o’ﬂ, hipétese (H1), e faremos uma discretizagdo do

tipo Euler-Maruyama.

7.1 Envelope de Snell

Para todo ¢ < T, denotamos por T;(F) o conjunto de todos os T que séo F-tempos de parada, tal
que r < t < T, quase certamente. Assumimos também que o processo retorno Z é um processo continuo

[F-adaptado e satisfaz as condi¢des de regularidade e integrabilidade

(H1) [|Z][5,< o, Vp > 1.

Para um dado processo de retorno Z, seja S o envelope de Snell associado a Z

S(t) :=esssupE[Z(7)|F;], 0<r<T. (7.1)
€T (F)

em que o esssup em (7.1) significa o supremo essencial da familia E[Z(7)|F;] sobre o conjunto
de todos os F—tempos de parada 7 pertencentes ao intervalo [¢,T], denotado acima por T;(F).

Assumimos que § satisfaz a seguinte condi¢@o de integrabilidade:

(H2) |[S]|g,< o0, ¥p > 1.
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Seja {Z* : k > 1} a sequéncia de processos de puro salto e seja {S* : k > 1} o processo valor

associado, dado por

S¥(t) == esssup E[ZK(TAT)|FY], 0<r<T, (7.2)
€T, (Fk)

em que os [F*-tempos de parada sdo do tipo (TAT).

7.2 Aplicacao e Resultados

Nesta sec@o serd apresentado um resultado que é de fato uma aplicacdo em parada Stima.
Usaremos as seguintes notagdes: D([0,7];R) o espaco linear de valores reais com trajetéria cadlag em
[0,]

dg((t,0);(f',@)) := sup |@(unt)—a (unt')|+t—1'P
0<u<T

emque 0 < fB <1.

Dizemos que G é um funcional ndo antecipativo se ele € um mapeamento de Borel e
G(t,0) =G(t,0(-At));(t,0) € [0,T] x D([0,T];R). (7.3)
Suposicao I: O processo de retorno serd dado por
Z(t) =G(t,X)

em que X é dada pela EDE path-dependent (6.3) e G : A — R ¢ um funcional néo antecipativo Lipschitz,

ou seja, existe uma constante ||G||, tal que
|G(t,0) = G(r', )| < [|Gllds((r, @) : (', @)

para todo ¢,t' € [0,T], 0,0 € D([0,T];R) emque 0 < B < 1

Lembrando que, apesar de adotarmos as mesmas estratégias utilizadas por (LEAO; OHASHI;
RUSSO, 2019) e (BEZERRA et al., 2018), ndo trabalhamos com a discretiza¢do do tempo. Afinal, nosso

processo de retorno G(,X) é um funcional de uma EDE que depende de toda a trajetéria ¢ € [0,¢].

Este resultado € mostrado a seguir.

Teorema 5. Seja S o envelope de Snell associado ao processo de retorno G(z,X ), em que G é um funcional
ndo antecipativo que atende a (7.3) e a Suposicdo I e X dado por (6.3), satisfazendo as hipéteses H1-H2.
Seja {X*: k > 1} a sequéncia de processos de puro salto dada por (6.5) e seja {S* : k > 1} o processo
valor associado, dado por (7.2). Se X = ((X*);>1,?) é uma estrutura discreta de encaixe para X, entio

8§ = ((S¥)r>1,2) é uma estrutura discreta de encaixe para S, em que

lim E sup [S¥(t)—S(r)| = 0.

k=t og<y<T
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Demonstracdo. Observe que, o processo de recompensa X é um processo regular ! de classe D 2
portanto, aplicando o Teorema 2.3.5 em (LAMBERTON, 2008) e a hipétese (H2), o envelope de Snell
associado também € um processo regular D. Portanto, o envelope de Snell tem trajetérias continuas sob as
hipéteses (H1-H2).

Vamos definir a seguinte aproximacao, para facilitar a andlise de convergéncia

8%S(1) :=E | esssupE[G(7,X)|F;]|FF|, 0<r<T. (7.4)
€T (F)
Agora,
[S5(0) =S| = 18%(1) — 8"5(1) + 8°S(1) — S(1)]
= [84(1) — 8°S(1)[ +18"5(1) — S(r)|
= Ji+4h. (7.5)

Analisando J; primeiramente e usando a defini¢do de processo valor, dada por (7.2), a Proposi¢@o 3.1 em
(LEAO et al.,2018) e Proposi¢do 1.1.4 em (LAMBERTON, 2008) temos:

B = |SK@)— 858(1))

= |esssupE[G(T AT, X*)|F¥] —E | esssupE[G(7,X)|F;]| F*
7T, (F¥) 7T, (F)

= |esssupE[G(t AT, X")|F¥] — esssupE [EG(t,X)|F;]| F* (7.6)
7T, (Fk) T (F)

< lesssupE[G(T AT, X*)|F¥] — esssup E[G(7,X)|FF] (7.7)
€T (F) p €7, (F) —/—’I

1 2

Note que, na passagem de (7.6) para (7.7), estamos usando o fato de que os tempos de parada em F* C IF,

0 que nos permite afirmar que

esssup E[G(t AT, X5)|F¥] < esssupE[G(t AT, X*)|FF]
€T, (Fk) €T, (F)

Também usamos a propriedade de esperanca condicional, para obtermos a segunda parcela da equagdo
7.7.

Vamos trabalhar primeiramente com /;. Utilizando a desigualdade triangular, temos:
I :=E[G(t AT, X")|Ff] <E[|G(t AT, X*) — G(2,X)||F¥] - E[G(7,X)|FF] (7.8)
. De maneira anéloga, trabalhamos com /,:

L :=E[G(7,X)|F¥] <E[|G(7,X) — G(t AT, X")||F¥] = E[G(z AT, X*)|FH] (7.9)

Um processo (X;),>; adaptado continuo a direita é dito ser regular se, para todo 7 € T, X; é integravel
e, para toda sequéncia ndo decrescente (7,),cn de tempos de parada, com T = lim,_,e Ty, temos o
Um processo € dito ser de classe D se a familia (X;);cg € uniformemente integravel
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. Agora, juntando /| e I, a equagdo (7.7), temos:

Ji < |esssupE[G(7,X)|F¥] —esssupE[G(t AT, X*)|F¥]

77, (F) 7€T,(F)
< |esssupE[G(7,X*) — G(1,X)|F}] (7.10)
€T (F)

*

. Analisando *, temos

G(1,x) = G(1,X)| < [|Glldp((7,x");(7,X))
< HGHOquT|Xk(t/\r)—X(t/\r)| (7.11)

. Incorporando (7.11) a inequagdo (7.10), temos

J <G

esssup E [ sup [XF(rAT) =X (2N ’L')H?f‘}
reT,(Fh)  Lo<i<T

Note que supo,<7 |X*(r A T) — X (t AT)| = 0 quando k — e, como ja foi mostrado pelo Teorema 4. Fato
que implica em dizer que [S¥(t) — 8%S(t)| — 0, quando k — oo

Agora, vamos analisar J> utilizando a definicdo de envelope de Snell, seguros pelo Lema 3.1 em

(LEAO et al., 2018), a hipétese H2 e a propriedade de esperanca condicional. Logo,
ho= |8"8(1) - S(1)|

< |esssupE[G(7,X)|FF] — esssupE[G(1,X)|T;]
77, (F) 7T, (F)
. Pela construgdo da [ kcF:k>1e aplicando o Lema (2) e Teorema 1 em (COQUET; MEMIN;

SLOMINSKI, 2001), obtemos a convergéncia de J, para 0, quando k — co. Com isso concluimos a
demonstragao.
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