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RESUMO

Uma das maiores dificuldades enfrentadas pelos educadores no ensino de hoje é a falta
de interesse por parte dos alunos em contetdos programaticos da matematica, que muitas
vezes € reduzida a um conjunto de tecnicas, regras e algoritmos sem nenhuma aplicabilidade
ou justificativa. O objetivo deste trabalho é investigar e analisar possiveis contribuicdes no
ensino-aprendizagem de fungdes tendo como abordagem metodoldgica a resolucdo de
problemas/investigacdo matemaética utilizando um jogo de caga-tesouro relacionando a teoria

das funcBes com a ideia de criptografia que esta presente no cotidiano do aluno.

Palavras-chaves: Aprendizagem. Funcdes. Criptografia. Ensino.
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ABSTRACT

One of the biggest difficulties faced by teachers, nowadays, is the lack of interest from
students in math’s programmatic contentes, wich, plenty of times, is reduced to a set of
techniques, rules and algorithms without applicability or justification. This research’s
objective is to investigate and analyze some possible contributions to mathematical functions’
teach-leraning using, as methodological approach, the resolution of math problems/
investigation utilizing a treasure hunt game, relating mathematical functions theory to the idea

of cryptography, wich is part of the students’ routine.

Keywords: Learning. Mathematical Functions. Cryptography. Teaching.
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1. Introducéao

Na atualidade com a globalizacdo e a disseminacdo da internet o mundo esta ao alcance
em um simples clique. Nos comunicamos com pessoas do outro lado do mundo com grande
facilidade gracas as inovacdes tecnoldgicas que tornaram nossa comunicacdo e interacdo
muito mais ageis.

OperacOes comerciais pela internet sdo cada vez mais comuns entre as pessoas. A
criptografia, uma arte milenar que vem evoluindo desde antes de Cristo, € 0 que garante a
seguranca dos nossos dados nessas operacOes e interacBes. Durante o processo histérico de
evolugdo da criptografia foram desenvolvidos varios métodos até se chegar ao método RSA
mais utilizado atualmente pelo seu alto grau de seguranca gerado pelas suas chaves.

Com a evolucdo tecnoldgica e os atrativos da internet os alunos estdo cada vez mais
desinteressados pelas aulas tradicionais. Isso exige do professor mais criatividade e dedicacdo
na construcao de suas aulas.

E preciso oferecer ao educando a oportunidade de um aprendizado com significado, e
para isso é indicado nos documentos educacionais vigentes (SAO PAULO, 2011) que se
realize uma atividade pratica ou uma contextualizacdo do contetdo tedrico pretendido com o
cotidiano do aluno, buscando mostrar a importancia desse conhecimento através de sua
aplicabilidade.

Entre os conteldos matematicos que sao vistos pelos alunos do ensino médio um dos
mais dificeis é o que aborda sobre fungdes. O processo ensino aprendizagem deste contetido é
um desafio necessario e dever dos professores. Criar estratégias de ensino que consigam
despertar o interesse e propiciar uma aprendizagem significativa com o desenvolvimento de
habilidades cognitivas e socioemocionais € um desafio, uma necessidade e um dever do
professor.

Pensando nisso foi criado e aplicado o Caca Tesouro mostrado no capitulo 9 deste
trabalho, onde buscamos relacionar o conteudo fungdes com a temaética criptografia, visando
estimular os alunos a participarem da atividade construindo um ambiente propicio para a
assimilacdo do contetido proposto.

Assim, iremos testar e discutir a eficacia da atividade e da tematica utilizada em relacéo
ao interesse dos alunos e ao aprendizado dos conceitos teoricos pretendidos em comparagdo a

aulas com giz e lousa.
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O capitulo 2 apresenta alguns métodos de criptografia, sua importancia histérica e a
evolucdo dessa arte milenar. No capitulo 3 teremos algumas propriedades relacionadas aos
nUmeros inteiros e as operacdes entre eles, abordam-se também o0s niumeros primos e alguns
métodos basicos de fatoracdo. As fungdes sdo o assunto do capitulo 4 que trds algumas
caracteristicas importantes destas, o ensino de funcbes nas escolas é apresentado segundo 0s
documentos vigentes que regem a educacgdo no pais. No capitulo 5 temos um panorama da
criptografia como tema de aula e seus beneficios. No capitulo 6 temos uma atividade pratica
que envolve brincadeira, criptografia, funcdes e aprendizado. Os resultados séo apresentados

e discutidos no capitulo?. O capitulo seguinte é a conclusao do trabalho desenvolvido.
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2. Evolucdo da criptografia durante a histdria

A criptografia foi usada por diferentes civilizagbes, com o propdsito de ocultar
informacdes sigilosas durante muitas eras. Um dos registros mais antigos da utilizacdo da
criptografia foi ha 2000 a.C., no Antigo Egito, onde eram usados hieréglifos no tamulo de
membros da nobreza egipcia, aos quais a populacdo ndo tinha conhecimento do seu
significado.

O povo sempre teve interesse em codificar mensagens para ocultar seus contetdos. Na
antiguidade, usavam as cifras hebraicas que consistiam em inverter a ordem das letras do
alfabeto e usar a nova posicdo para codificar as mensagens.

Por volta de 500 a.C., surge o Bastdo de Licurgo, uma cifra de transposicdo que
consiste em uma fita de couro ou papiro enrolado em um bast&o cilindrico, de modo que a fita
fique lado a lado cobrindo todo bastdo,depois de enrolado se escreve a mensagem no sentido
do comprimento do bastdo. Terminada a escrita, desenrolava-se a fita que era transportada
como um cinto com a escrita voltada para dentro, o receptador para conseguir ler a mensagem
tinha que enrolar essa fita novamente em um bastédo de mesmo diametro, para que as letras se
alinhassem corretamente. Esse método foi muito utilizado pelos espartanos entre governantes
e generais de Esparta, era uma grande arma militar auxiliando os espartanos em suas
enumeras batalhas.

Em meados de 200 a.C. surge o Cadigo de Polibio (cddigo de substituicdo) que consiste
em substituir cada letra do alfabeto por uma combinacdo de duas letras, utilizando somente 5
letras do alfabeto. Substituindo as 5 letras do cddigo pelos 5 primeiros algarismos, pode-se
representar cada letra por um nimero de dois digitos, assim as mensagens poderiam ser
transmitidas a partir de tochas de fogo, usadas para sinalizar os nimeros de dois digitos um
em cada méao, passando a mensagem letra a letra.

O cddigo de César (substituicdo simples) surgiu entre 60 e 50 a.C., era 0 método
utilizado pelo Imperador Julio César ( 100-44 a.C.) para mandar mensagens secretas a seus
generais. Nesse método as letras eram substituidas pela letra que estava a trés posicles a
direita formando um texto sem sentido. Esse codigo monoalfabético é simples, mas na época
poucas pessoas sabiam ler e escrever, sendo assim, o codigo de César teve grande utilidade

para o periodo [1].
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No livro Kama-Sutra escrito na india no ano de 400, indica-se as mulheres que saibam
algumas artes especiais, entre elas uma espécie de escrita secreta (tipo de criptografia) para
que pudessem guardar seus segredos.

A ldade Média (476-1453) foi um tempo dificil para a criptografia, principalmente na
primeira metade considerada a idade das trevas na Europa. O conhecimento cientifico foi
desvalorizado, sendo uma época escura para a ciéncia, com falta de novas ideias. Nesses
tempos de “escuriddo” a criptografia era vista como arte das trevas, e seus praticantes eram
perseguidos e condenados, isso provocou a perda de parte do conhecimento que existia sobre
criptografia. Um dos poucos sinais de uso da criptografia nessa época era por parte dos
monges, como brincadeiras para passar o tempo e se divertirem em seus grupos religiosos.

A ldade de Ouro da civilizacdo Arabe se inicia no ano de 750 com grande
desenvolvimento cientifico, elevando o nivel do comércio e da industria, com um
gerenciamento eficaz gracas a visio dos Califas Arabes de ndo investir em guerras
desnecessarias, mas sim em conhecimentos, fazendo uso da criptografia para se comunicar e
proteger suas descobertas [2].

Nessa época surge a criptoanalise, com o método da andlise de frequéncias descrito por
al-Kindi (801-873). Esse método consiste em verificar as letras que mais aparecem em textos
da lingua desejada, e comparar com as frequéncias dos simbolos do texto criptografado.
Depois desse método, criadores e decifradores de codigos vem travando uma guerra
incessante.

A Ordem dos Templarios, nos anos de 1119 a 1311, utilizou da criptografia com a
substituicdo simples por simbolos retirados da cruz das Oito Beatitudes (emblema da ordem),
para trocar informacdes financeiras e comerciais sem serem descobertos, acumulando grandes
riquezas [1].

Em meados do ano de 1300 com o surgimento dos primeiros indicios do Renascimento
com novas ideias promovendo a evolucgdo cientifica, artistica, politica e mudando a visdo de
mundo, surge o primeiro pais a ter uma viséo profissional e a considerar como questdo de
estado o emprego da criptografia, a Italia. Impulsionado pelas relagcGes diplomaticas nesse
importante momento historico, observou-se um grande avanco na criptografia nesse pais
durante o século XV [2].

Nessa época Leon Battista Alberti, grande renascentista, em 1466 divulga sua nova
criagdo na area da criptografia, a substituicdo polialfabética, que era realizada através de um

disco de cifragem, onde se tinha dois circulos, um dentro do outro, com o maior sendo fixo e
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0 menor mdvel (girava). Os discos eram divididos em 24 pedacos iguais, tipo uma pizza, cada
pedaco dos circulos continha uma letra do alfabeto, no disco maior as letras eram maidsculas
e em ordem alfabética, no menor (de dentro) eram letras minusculas e aleatorias.

Para se cifrar uma mensagem, era sé escolher uma letra padrao, para o alinhamento da
primeira palavra, essa letra era girada no disco menor e encaixada com a letra da palavra
desejada no disco maior, depois se olhava a letra desejada da palavra no disco menor, e se
marca a letra do disco maior correspondente. O disco tem que ser realinhado para cada letra
da palavra chave do texto, depois se repete o alinhamento dessas letras da palavra chave, até
acabar o texto, por isso 0 nome polialfabético, para decifrar € preciso saber a letra chave e a
palavra chave, além disso o0 emitente e o destinatario tem que possuir discos idénticos. Com o0
disco de Alberti se introduziu a mecanizacdo do processo de cifragem.

Em 1563 surgiu uma nova cifra, a cifra de Della Porta, criada por Giovanni Battista
Della Porta, que indicou uma nova estratégia para enganar a analise de frequéncia, utilizando
palavras com erros ortograficos e sin6nimos, seu método utilizava da substituicdo
polialfabética com palavra-chave [1].

O império espanhol comandava grande parte do planeta no final do século XVI, o rei
Felipe 11 travava muitas batalhas, e se comunicava com seus generais comandantes, através de
uma cifra representada por 500 caracteres, mas essa cifra também foi quebrada pelo
matematico Viéte.

No final do século XVI e inicio do século XVII, com o rei Luis XIV, a Fran¢a assume
papel de lideranca na criptologia. Surge ai a grande cifra de Luis XIV, ou Grande Cifra de
Rossignol, criada por Rossignol e Bonaventure, seu filho. Essa cifra era diferente de todas que
ja se tinham conhecimento, usava mais de 500 numeros que eram associados as silabas
francesas, cifra homdéfona [2].

Também no fim do século XVI, por volta de 1580, surge a cifra de Vigenére,
substituicdo polialfabética com palavra-chave, criada por Blaise de Vigenére, aparentemente
eficaz contra a analise de frequéncia, por causa de sua complexidade. A Europa ha usou muito
pouco nessa época, mas com a evolucdo da mecanizacéo, a cifra de Vigenére foi amplamente
usada em toda Europa, ap6s 200 anos de sua criacao.

A “camara negra” criada em Viena, em 1750, interceptava todas as correspondéncias
que passavam pela cidade. As cartas eram abertas, copiadas e lacradas novamente para

reenvio, como se nada tivesse acontecido. As copias eram decifradas pelos criptoanalistas. Foi
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um esquema muito bem-sucedido, eficiente e organizado, prestando servico as nagOes aliadas
da Europa [2].

Thomas Jefferson em 1795, também contribuiu para a evolucdo da criptografia,
inventando a Cifra de Roda, um mecanismo em forma de cilindro, que facilitava a aplicacdo
da cifra de substituicdo polialfabética, possibilitando a utilizacdo da cifra de Vigenére por
toda a Europa [2].

Em 1844, Samuel Morse revolucionava o mundo da criptografia com a criacdo do
Caodigo Morse e a invencao do telégrafo, com isso a cifragem se tornou uma necessidade, pela
facilidade de interceptacéo e falta de sigilo na troca dessas mensagens. Com a evolugédo do
teléegrafo, Marconi inicia o desenvolvimento de uma nova e poderosa ferramenta de
comunicacdo, mais eficiente e sem fios, o radio [2].

Ap06s uns 300 anos de sua criacdo, a cifra de Vigenére, que era vista como inquebravel,
é desvendada por Charles Babbage em 1854, um matematico e cientista Inglés, que criou
grandes maquinas. A mais importante, foi a Maquina Analitica, que era capaz de resolver
calculos impressionantes, mas foi construida somente apds a sua morte. Hoje é considerada o
modelo mais primitivo do nosso computador.

A criptografia também participou da Primeira Guerra Mundial, com a utilizacdo da cifra
ADFGVX criada pelo exercito alemdo, em 1918, com uma combinacdo de substituicdo e
transposicdo. Depois de pouco mais de 2 meses, o cédigo ADFGVX foi decifrado pelo
tenente francés Painvin, com o codigo descoberto os franceses conseguem decifrar todas as
mensagens interceptadas dos alemdes, a mais importante revelou o local do ataque a Paris,
eliminando o elemento surpresa e reforcando as defesas do local, for¢cando o exercito aleméo
a recuar.

Em 1920, os Estados Unidos entram no conflito gragas a mensagem alema, direcionada
ao embaixador em Washington, interceptada pelos ingleses e decifrada pelos seus
criptoanalistas em 1917 e ficou conhecido como o famoso telegrama Zimmermann.

Lester S. Hill em 1929, cria a cifra de Hill que faz uso da multiplicacdo de matrizes,
sendo um sistema polialfabético de criptografia [1].

Na Segunda Guerra Mundial (1939 — 1945), ressurge uma magquina de cifras, chamada
Enigma, criada em 1918 por Arthur Scherbius (alem&o), para ser utilizada pelos comerciantes,
depois de aperfeicoada, foi utilizada pela Alemanha Nazista, como importante ferramenta na

guerra [1].
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Essa maquina usava uma chave simétrica e um método complexo de cifragem. Por
segurancga se trocava a chave a cada mensagem. Em contraposicdo, os britanicos criaram as
maquinas de Alan Turing e a Colossus, usadas para quebrar os codigos da Enigma
rapidamente, dando grande contribuicdo para a vitéria dos aliados.

A criacdo e utilizacdo do computador no século XX causou uma revolugdo no mundo da
criptografia. Com a evolugdo das capacidades operacionais dos computadores, foram
necessarios novos algoritmos para cifrar as mensagens e garantir seu sigilo, um desses
algoritmos recebeu o nome de Lucifer [3].

Logo apos algumas modificacdes, em 1976, o algoritmo Lucifer ficou conhecido como
a cifra de bloco DES (Data Encryption Standard). Foi publicada como padréo de cifragem dos
Estados Unidos. Esse processo possuia 19 etapas, com milhdes de operacdes sO possiveis de
serem realizadas em um computador.

A cifra RSA (iniciais dos criadores) foi criada em 1977, pelos pesquisadores Rivest,
Shamir e Adleman, trazia a inovagio de uma chave publica/privada. E um dos mais fortes
algoritmos criptograficos que a humanidade ja viu. Nesse algoritmo, que funciona através dos
nameros primos e aritmética modular temos duas chaves interligadas matematicamente, sendo
uma publica para cifragem, outra privada para decifragem, sendo essas chaves assimétricas
(ndo inversa) diferente das chaves anteriores, que eram simétricas [2].

Somente em 1991, Phil Zimmermann liberou o PGP (Pretty Good Privacy), que veio a
se tornar a criptografia ideal para uso da populacéo [2].

Os Estados Unidos em 1999 tem seu codigo de encriptacdo (DES) quebrado em menos
de 1 dia, assim o governo adota um novo codigo mais seguro e resistente, o Triple-DES [2].

Os estudos e avancos tecnoldgicos indicam a criacdo de um computador quantico, que
usam fétons para transmitir um fluxo de bits, 0 que tornara as opera¢des computacionais ainda

mais rapidas, o que trara novos desafios para a criptografia.



21

3. NUmeros inteiros e operacgdes aritmeticas

Os numeros surgiram da necessidade de representacdo durante a evolu¢do do homem
durante os tempos. No comeco para contar seus rebanhos os homens das cavernas usavam a
correspondéncia com objetos como pedras, 0ssos e até mesmo os dedos das méaos, mas esses
métodos ndo garantiam a seguranca dessa contagem, pois 0s objetos poderiam ser retirados e
o0s dedos esquecidos [4].

Com o passar do tempo dessa necessidade surgiu o registro numérico escrito através de
riscos ou desenhos nas paredes das cavernas, 0ssos ou pedras. Mas sé por volta de 3500 a.C.
gue 0s antigos sumeérios e egipcios comecaram a usar niumeros escritos com simbolos proprios
e seguindo uma organizacao de escrita.

Foi no antigo Oriente Médio que se fixaram as primeiras civilizagdes antigas como a
mesopotamica e egipcia. Da interacdo desses povos surge o0 comercio onde o uso da
contagem, dos numeros, ou seja, da Aritmética foi de extrema importancia [4].

Com a utilizacdo de métodos mais simples para realizar os célculos do que os ja
existentes na época (por exemplo, os sistemas gregos e romanos) se obteve a criacdo dos
algarismos indo-arabico, resultando em um avango na popularizagdo dos célculos
matematicos.

As primeiras citagdes sobre os algarismos hindus encontram-se datada por volta de 662
d.C.. Destacou-se nesse sistema de numeracao o uso de um simbolo para cada nimero de 0 a
9, um simbolo para o zero, a utilizacdo de uma base decimal e o valor posicional dos
ndmeros.

O poder do Clero da época era dominante. Eram eles que ensinavam calculo quase que
exclusivamente. Eles ndo queriam a popularizacdo do calculo, pois conhecimento é poder,
assim criticaram o método arabe sugerindo que por ser facil e engenhoso ele seria demoniaco.
Logo as pessoas tiveram medo de usar esse método.

Uma parte da populagdo mais especificamente os comerciantes foram aprendendo e se
familiarizando com a numeragéo indo-arébico a utilizando como um codigo secreto, fazendo
assim com que o0 povo usasse cada vez mais esse método e disseminando esse conhecimento.

Lutero defendendo os quatro evangelhos comerciais (adi¢do, subtragdo, multiplicacéo e
divisdo) foi responsavel pela popularizagdo da Aritmética, invadindo assim a vida social da

humanidade. Ele propagava que todos os meninos deveriam aprender a calcular.
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O poder da igreja catolica foi sobrepujado pela expansdo do comércio europeu
expandindo assim os metodos de célculo. Os métodos evoluiram conforme as nossas
necessidades. Hoje em dia a Aritmética é parte constituinte de nossa vida como cidadéo de
extrema importancia em nosso cotidiano e esta presente obrigatoriamente em todos o0s

curriculos de ensino do mundo [4].

3.1. Propriedades dos numeros inteiros (Z)

Denotamos o conjunto dos nimeros inteiros como:
Z= { ) _31 _2I _1101112131 }

onde tem-se definidas as operacdes de soma (+) e a multiplicagdo (-), sendo que a soma de
dois numeros inteiros sempre resulta em um ndmero inteiro e 0 produto de dois nimeros
inteiros € sempre um outro nimero inteiro, essa € uma importante propriedade dos nimeros
inteiros:

Propriedade de Fechamento de Z:

VYabeZ—->(a+b)eEZ eVabeEZ—>a"-beZ

3.2. Propriedades para soma dos numeros inteiros

I.  Comutativa:Va,b€Z -a+b=b+a

Il.  Associativa: Va,b,c € Z—>a+(b+c)=(a+b)+c
[1l.  Elementoneutro: 30 € Z/Va€Z -a+0=0+a=a
IV. Elemento simétrico: Va € Z3(—a) € Z/a+ (—a) =0

V. Leido cancelamento: Va,b,c € Z/a+c=b+c & a =b.
Para fins de exemplificacdo faremos apenas uma demonstracéo [5].

Demonstracéo propriedade (V):

(ida—) Por hipdtese temos que a = b com Va, b € Z. Seja Vc € Z, somando ¢ em ambos 0s
lados da igualdade temos: a + ¢ = b + c.

(volta<) Temos por hipotese que a + ¢ = b + ¢, aplicando o simétrico de ¢ em ambos 0s
lados da igualdade, com Va,b,c,(—c) € Z, temos:a+c + (—c) = b + ¢ + (—c), sendo

c+(—c)=01Iogoa =h.
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3.3. Propriedades para a multiplicagdo dos numeros inteiros

I.  Comutativa:Va,b€Z - a-b=b-a

Il.  Associativa: Va,b,c € Z - a-(b-c)=(a-b)-c
[1l.  Elementoneutro: 31 € Z,Va€Z -a-1=1a=a
IV. Distributiva: Va,b,c € Z > a-(b+c)=a"b+a-c
V. Leido cancelamento: Va,b,c € Z/a-c=b-c—>a=0b

VI Va € Z temosquea-0=20
Para fins de exemplificagdo faremos apenas uma demonstragéo [5].

Demonstracéo propriedade (VI):
Aplicando a propriedade do elemento simétrico temos:
a-0=a- (b + (—b)) comVa,b,(—b) € Z
a-0=a-b+(—-a-b)
Como a,beZ entdo a-b=c,comc € Z, assim temos que a-0=c+ (—c), pela

propriedade do elemento simétrico da soma temos que ¢ + (—c) = 0,logoa -0 = 0.

3.4. Comparacéo entre numeros inteiros

A comparacdo vem de uma relacdo entre dois ou mais nameros através de uma analise
entre estes, assim temos definidas na matematica algumas propriedades que nos auxiliam
como:
> Principio da boa ordem: para todo subconjunto A € Z formado por nimeros inteiros
e limitado inferiormente temos um elemento minimo, ou seja:

dng € A/ny <n,VneAd

> Relagdo de ordem (R): Seja A um conjunto ndo nulo e a, b, c € A, para que R seja
uma relacéo de ordem, as trés propriedades devem ser validas:
I. Reflexiva: Va € A/aRa
ii.  Antissimétrica: Va,b € A/aRbe bRa > a =b
iii.  Transitiva: Va,b,c € A/aRb e bRc = aRc .
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> Tricotomia: € a comparacdo entre dois nUmeros que possui trés situacfes possiveis,
sendo a, b € Z entdo:

v a=b ou

v a<b->b—-a€N ou

v b<a-a—-bE€EN.

> Transitividade: Va,b,c € Z. Sea<beb<c-a<c

a<bentiob—a €N
b<centioc—b €N

Pelo fechamento dos numeros naturais (a soma de dois nUmeros naturais sempre resulta em

Demonstracéo: Sabendo que {

um ndmero também natural) temos que (b — a) + (¢ — b) € N, assim aplicando o elemento
simétrico da somatemos ¢ —a € N, logo a < c.

Portanto para Va,b,c € Z temosquesea < be b < c,logo a < c.

> Proposicdo 3.4.1:Va,b € Zec € N,temosa<b e a-c<b-c.

a<bentiob—a €
c EN.

conjunto dos numeros naturais temos (b —a)-c € N, aplicando a propriedade da

Demonstracdo:(ida—) Por hipo6tese temos { N ; pelo fechamento do

distributiva obtemos b-c—a-c € N,logoa-c < b -c.

(volta<) Temos por hip6tese a - ¢ < b - ¢, pela tricotomia sabemos que somente um dos trés
casos pode acontecer: a = b oua < b ou b < a. Testando 0s casos temos:

Supondo a = b multiplicando ambos os lados da igualdade por ¢ obtemosa-c = b - ¢, 0 que
é falso pela hipétese.

Supondo b < a multiplicando ambos os lados da desigualdade por ¢ obtemosb-c <a-c, 0
que é falso conforme mostrado na primeira parte da demonstracdo (mostrado na parte da ida
da demonstracéao).

Logo pela tricotomia s6 podemos ter a < b.

Portanto paraVa,b € Ze c € N,temos a < b se somentesea-c <b-c.

> Proposi¢do 3.4.2: Entre 0os nimeros 0 e 1 ndo existe nenhum ndmero inteiro.
> Proposicdo 3.4.3: Entre dois nimeros inteiros consecutivos, ndo existe outro nimero

inteiro.
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Demonstragdo: Vamos provar por absurdo. Supondo que 3m € Z/n<m<n+1, com
n € Z. Tendo assim S ={m € Z/n < m < n+ 1} # 0. Somando o simétrico de n em cada
membro da desigualdade temos:n + (—n) <m + (—n) <n+1+ (—n), obtemos
0<k<1,sendo k € Z/ k =m+ (—n) , pela proposicao Il sabemos que nao existe um
namero inteiro entre 0 e 1, assim temos que isso € um absurdo. Portanto, Zm € Z/n <m <

n+ 1.
> Desigualdade triangular: Va,b € Z, |a + b| < |a| + |b]|

Demonstracédo: |a + b|*> = (a + b)? = a® + 2ab + b* < |a|* + 2|a]  |b|+|b|* =
(la] + |b])?, assim temos |a + b|* < (Ja] + |b|)? logo pela definicdo de mddulo temos
la + b| < |a| + |b|.

3.5. Divisibilidade

Na atualidade varios simbolos séo utilizados para representar uma divisdo. Gragas a um
livro de algebra suico do século XVII (Teutsche Algebra) escrito por Johann Rahn o simbolo
+ € usado para indicar uma divisao [6].

Os autores europeus da época ndo aderiram ao sinal, preferiram seguir a representacao
de Leibniz que em 1684 adotou o sinal de dois pontos (:) para indicar uma diviséo [6].

A Mathematical Association of América em 1923 sugeriu uma nova e Unica
representacdo. A representacdo fracional em vez das outras citadas, mas a sugestdo nédo
conseguiu eliminar da aritmética as outras duas representaces que eram usadas e até hoje
usamos essas trés representacfes citadas para indicar uma divisdo [6].

A divisibilidade é um conceito basico e muito importante. Para Va, b € Z, se a divide b,

escrevemos a | b isso significa que 3c € Z/ b = a - c, ou ainda que b é multiplo de a. Para

a,b,c,d € Z temos algumas propriedades:

l. a|a
. alb-a-c|lb-c
. 1la
IV. alo
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V. a|beb|a—>a=bcoma,beN
VI. a|beb|c—>a|c
VII. a|bec|d—>a-c|b-d

Para fins de exemplificagdo faremos apenas algumas demonstracdes [5].

Demonstracéo I11: Sabendo que 1 | a com a € Z, temos pela definicdo de divisibilidade que

dc€Z/a=1-c. Sabendo que 1 € o elemento neutro da multiplicacdo temos que a = c,

assima = 1- a, logo pelo elemento neutro da multiplicacdo temosa = a. -~ 1 | a.

alb->3fez/b=f-a .

Demonstracéo VI: Por hipotese temos que:{
b|c—>EIgEZ/c=g-b

Logo substituindo b=f-a em ¢c=g-b, obtemos ¢ =g-(f-a), pela propriedade da

associativa da multiplicagdo temos ¢ = a - (f - g), como f, g € Z temos pelo fechamento dos

nameros inteirosque f g = k,comk € Zentdo c =k-a -~ a | c.

alb>3fezZ/b=f-a .

Demonstracéo VII: Por hipdtese temos que:{
c|d—>EIgEZ/d=g-c

Entdo temos b-d = (f - a) - (g - c)pela associativa da multiplicacdo temosb-d = (f - g) -

(a-c), pelo fechamento dos numeros inteiros temos f-g = k,comk € Z, assimb-d = k -

(a-c),logo b - d é maltiplo de a - ¢ logo a-c|b-d.

3.6. NUmeros primos

Os numeros primos foram pensados pela primeira vez por Pitadgoras, por volta de 530
a.C. e tinham o significado de priméarios [10]. Um namero é chamado de primo quando possuli
somente dois divisores positivos: 1 e ele mesmo. Assim é dito que eles sdo indivisiveis e ndo
podem ser escrito na forma de uma multiplicacdo usando dois nimeros menores que ele
mesmo [11].

Os numeros primos tem grande importancia na matematica, pois a partir deles

conseguimos escrever todos os outros numeros usando a multiplicacdo. Esses numeros
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formados pela multiplicagdo de nUmeros primos sdo 0s que chamamos de numeros
compostos.

Mesmo com sua aparente simplicidade e seu carater indispensavel, 0s nimeros primos
vém se mantendo como um dos objetos mais intrigante ja estudado pelos matematicos. N&o é
possivel identificar quando surgirda o proximo nimero primo, eles ndo apresentam nenhuma

regularidade se escritos em uma lista, ndo ha um padréo observado.

3.6.1. Fatoracéo

Se um numero ndo € primo entdo ele é composto, ou seja, pode ser escrito como
produto de nimeros primos. O processo utilizado para se determinar os fatores primos de um
namero composto é chamado de fatoracao.

Existem inimeros algoritmos de fatoracdo. A eficécia destes depende do tipo de fator
que apresenta 0 numero que se deseja fatorar. Se o nimero € grande fatora-lo pode ser
trabalhoso e demorado. Até hoje apesar dos avancos tecnoldgicos ndo se descobriu um
algoritmo de fatoracdo que funcione adequadamente, ou seja, que um computador possa
executar em um tempo razoavel para qualquer nimero inteiro, ndo importe o tamanho.

E dessa dificuldade que se baseiam e se beneficiam os métodos de criptografia mais
atuais, como a criptografia RSA [11].

Neste momento vamos citar e dar uma breve descricdo dos dois métodos de fatoracao

mais conhecidos e usados manualmente.

3.6.2. Algoritmo usual

Esse algoritmo se baseia em tentar intuitivamente dividir o nimero por cada um dos
inteiros positivos menores que seu valor absoluto. Ndo demorou muito para se perceber que se
o nimero N for composto do tipo N = a-b um dos fatores a ou b serd necessariamente
menor ou igual que VN.

Esse método é ensinado nas escolas de ensino basico para se decompor 0s nUmeros em

fatores primos, através de divisdes sucessivas.



Figura 1: Decomposicéo em fatores primos por meio de fatoragdes sucessivas.

Fonte: Telaris matematica, 6° ano: ensino fundamental, anos finais, 2018; pg 113.

Na Figura 1 a decomposicdo em fatores primos é feita atraves de fatoragdes sucessivas
por qualquer nimero natural até ndo se conseguir fatorar mais, determinando assim que 0s
nameros presentes no fim do processo s&o os fatores primos do numero inicial. Nesse
processo existem varios caminhos como mostrado mas o resultado final € o mesmo para
todos.

Figura 2: Decomposicao em fatores primos, através de divisdes por nimeros primos

Fonte: Telaris matematica, 6° ano: ensino fundamental, anos finais, 2018; pg 114.

A Figura 2, mostra um exemplo de uma fatoracdo na vertical onde as divisoes
sucessivas s6 podem ser feitas por divisores primos até que o resultado seja 1. Esse resultado
indica o fim da fatoragdo e a coluna da direita mostrara todos os fatores primos do nimero
inicial. A ordem em que esses fatores aparecem durante o0 processo ndo importa, o importante
é a quantidade de cada fator.
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3.6.3. Fatoracdo de Fermat

Esse processo é muito eficaz caso o nimero N tenha um de seus fatores proximo de vN.
O algoritmo criado por Fermat consiste em tentar encontrar nimeros inteiro x e y, sendo que

N = x% — y2. Assim teremos:
N=x*-y?=(x+y) (x—y)

Substituindo x pelo menor valor inteiro k maior que VN, se encontrar uma solugio para
a igualdade N = x? — y? onde y seja um inteiro vocé tera encontrado dois fatores de N, ja

que (x + y) e (x — y) sdo fatores de N, caso y ndo seja inteiro repita o0 processo para x = k +

(N+1)

1 e assim por diante até x = , Caso nao se encontre um y inteiro podemos concluir que N

€ um ndmero primo [11].

No caso da criptografia de RSA nao se deve escolher dois numeros primos pequenos e
nem muito proximos para a chave, pois se ndo sua fatoracdo sera viavel. O ensino desse
método possibilita o entendimento da dificuldade em se quebrar os codigos usados e revela a

importancia dos conhecimentos matematicos para nossa seguranca.
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4. Funcdes

Sdo instrumentos de representacdo de situacbes mundanas, que facilitam o estudo e
previsdo de situacdes futuras atraves da formalizacdo de padr6es matematicos em forma de
tabelas, graficos, equacdes algebricas ou verbalmente.

Uma fungédo representa a relagdo de dependéncia entre dois conjuntos, como por
exemplo: para ir de Sdo Paulo a Minas Gerais a uma velocidade A se gasta um tempo B, se
for a uma velocidade C, com C > A, gastar& um tempo D, com D < B, pois a
proporcionalidade entre essas grandezas € inversa, ou seja, temos um conjunto independente
(conjunto de entrada) e outro dependente (de saida) que é resultado da transformacéo
realizada pela fungéo a qual o conjunto de entrada foi submetido [7]. Logo podemos definir

fungéo como:

Definigdo 4.1: Uma funcao f: A—B, com A e B ndo vazios, € uma lei na qual cada
elemento x pertencente ao conjunto A corresponde unicamente a um elemento y do conjunto
B, sendo f(x) =Y.

O conjunto de entrada A de todos os valores possiveis da funcdo é chamado de dominio
da funcdo, e o conjunto B de saida ou reposta é chamado de imagem da fun¢do. O dominio e
a imagem podem ser qualquer conjunto de elementos, mas usamos frequentemente para
calculos conjuntos de nameros reais, ligados ao sistema de coordenadas cartesianas [8].

O dominio de uma funcdo pode ser real, ou seja, todos 0s nUmeros reais sao possiveis
de serem aplicados a equacdo da funcdo em questdo, ou predefinido em intervalos pelo
contexto de aplicacdo. O dominio e a imagem das funcBes sdo intervalos ou combinacdes
destes, que podem ser abertos, fechados ou semiabertos, podem ser finitos ou infinitos.

Uma funcdao f pode ser vista como uma maquina, que transforma a matéria prima
(conjunto de entrada: conjunto dominio), em um produto final (conjunto de saida: imagem),
assim matematicamente temos: toda vez que inserimos um numero cabivel a funcdo, ela nos

fornece uma Unica resposta possivel.
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Figura 3: Diagrama que mostra a fun¢do como um tipo de maquina.

X f J(X)

Entrada Saida
(dominio) (imagem)

Fonte: Autor.

Outra forma de representar uma funcdo é como um diagrama de flechas como mostrado
na Figura 4, onde cada flecha conecta um elemento do conjunto A (dominio) a um Unico

elemento do conjunto B (imagem).

Figura 4: Diagrama de flechas.

f

Fonte: Autor.

A estratégia mais usada é a construgdo do gréfico da funcdo. Tendo A como conjunto
dominio da funcdo f, teremos entdo seu grafico formado pelo conjunto de pares ordenados

{(x,f(x)) | x € A}.Veja o exemplo na Figura 5:
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Figura 5: Grafico da fungdo f(x) = x2

&

fx) =x2

-~

Fonte: Autor.

Veja na Tabela 1, exemplos de dominio e imagem de algumas funcdes simples, sendo o

dominio os valores de x para 0s quais a funcao apresente solucao.

Tabela 1: Exemplos de funcdes e seus respectivos conjuntos dominio e imagem.

Funcdo Dominio (x) Imagem (y)

y =X (-109 OO) (-10, OO)
y= X2 (-55 OO) [0,00)
y= 1/x (-OO, 0) U (Oa OO) (-OO, 0) U (Oa OO)
v=1x [0, 100) [0, 10)

Fonte: Autor.

4.1. Funcgéo injetora

Uma fungdo f: A—B ¢ injetora ou injetiva quando 0s valores de entrada de A
apresentam valores diferentes de saida em B para todos os elementos, mas pode sobrar
elemento no conjunto B, ou seja, ndo ha elemento em B que seja imagem de mais de um
elemento do dominio A [9]. Assim temos:

X1 #x,emA - f(x)) # f(x,) emB
Na Figura 6 temos um exemplo de funcgéo injetora com todos os elementos do conjunto

A com um Unico correspondente no conjunto B.
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Figura 6: Exemplo de uma fung&o injetora na forma de um diagrama de flechas.

f

Fonte: Autor.

4.2. Funcgéo sobrejetora

Uma fung¢do f: A—B ¢ sobrejetora ou sobrejetiva quando todos os elementos do
conjunto de saida B sdo correspondentes de algum elemento do conjunto de entrada A, ou
seja, todo elemento de B é imagem de pelo menos um elemento do conjunto dominio A [9].
Assim tem-se:

Im(f) =B
Na Figura 7 é apresentado um exemplo de funcdo sobrejetora onde todos os elementos

do conjunto B sdo correspondentes de pelo menos um elemento do conjunto A.

Figura 7: Exemplo de uma fungéo sobrejetora na forma de um diagrama de flechas.

Fonte: Autor.
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4.3. Funcéo bijetora

Uma fungdo f: A—B ¢ bijetora ou bijetiva quando ndo ha elemento em B que seja
imagem de mais de um elemento de A ao mesmo tempo em que todo elemento de B é
imagem de pelo menos um elemento do conjunto A, ou seja, se essa funcdo for injetora e

sobrejetora simultaneamente [9]. Assim tem-se:
X1 #Fx,emA—- f(x) # f(x;)emB e Im(f) =B

Na Figura 8 é mostrado um exemplo de fungdo bijetora onde todos os elementos do
conjunto A tem um unico correspondente em B e a0 mesmo tempo todos os elementos de B

tem um Unico correspondente em A.

Figura 8: Exemplo de uma funcgéo bijetora na forma de um diagrama de flechas.

»B

Fonte: Autor.

4.4. Fungdes inversas (f)

Uma fun¢ao f transforma o dominio x em sua imagem y, assim temos que sua funcéao
inversa faz o caminho contrario. Quando aplicamos 7t em y obtemos x como resposta, logo
temos que os conjuntos dominio e imagem sdo invertidos.

N&o é toda funcdo que possui inversa para isso ela precisa ser injetora no dominio
pretendido, ou seja, se dois valores de entrada sdo diferentes seus valores de saida devem ser
diferentes.

Definigdo 4.4.1.: Suponha que f é uma fungdo injetora em um dominio D com imagem
R. A funcio inversa f é definida por f(b) = a se f(a) =b. O dominio de f*é R, e a imagem
de f*éD7].
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4.5. O ensino de fungdes segundo os documentos vigentes

Em uma sociedade em constante crescimento e evolu¢do, o conhecimento é uma
caracteristica imprescindivel para os cidaddos do século XXI, ja que ele é ferramenta para
trabalhar, conviver, exercer a cidadania e para cuidar do ambiente em que se vive. Com 0 uso
intensivo do conhecimento, a qualidade da educacdo passa a ser um diferencial nessa
sociedade, as competéncias e habilidades desenvolvidas na vida escolar serdo decisivas na
participagdo do individuo em sua sociedade, como um cidadéo critico e capaz [13].

O ensino medio é a parte final da educacdo béasica onde a matematica deve ser
compreendida como parte do conhecimento humano essencial para a formacdo de todos.
Contribuindo para a construcdo de uma visdo de mundo, para ler e interpretar a realidade e
desenvolvendo capacidades que seréo exigidas deles ao longo da vida social e profissional
[12].

De forma contextualizada o ensino da matematica integra e relaciona a outros
conhecimentos, desenvolve no aluno competéncias e habilidades essencialmente formadoras.
A medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do estudante o capacitando a
interpretar e compreender situacfes, a se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirando suas préprias conclusdes e tomando suas préprias decisoes.

O aprimoramento das capacidades de agir, pensar e atuar em sociedade, € um processo
de aprimoramento pessoal do individuo e depende do desenvolvimento de suas competéncias
e habilidades, assim como atribuir significados e ser percebido, se inserindo no mundo,
construindo uma identidade, com autonomia e liberdade. Isso esta previsto no curriculo do
Estado de S&o Paulo.

O trabalho em grupo é uma estratégia importante para desenvolver as competéncias.
Um aspecto que deve ser valorizado € a importancia da comunica¢do na matematica. A
comunicacdo oral é muito bem desenvolvida em trabalhos em grupo. Nessas ocasides 0S
alunos aprendem uns com 0s outros e organizam seus conhecimentos para se fazerem
entender perante aos outros, usando a linguagem que esta sendo aprendida e relacionando a
outras ja adquiridas.

Um dos maiores problemas nesse processo de ensino aprendizagem segundo Neri 2013,
é o0 desinteresse por parte dos alunos durante as aulas, sem o interesse fica dificil desenvolver

as competéncias e habilidades necessarias [14]. O aluno ndo saber um conteudo néo é o
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problema, pois é s6 alguém ensinar. Mas o verdadeiro problema é o aluno ndo querer
aprender. E preciso que o professor estimule o interesse do aluno os motivando a aprender.

Uma das competéncias essenciais em todas as areas € a de comunicar, expressar,
representar, argumentar, ou seja, as varias formas de linguagens, inclusive as de leitura e
escrita. A costumeira abordagem enciclopédica acaba restringindo o aluno, a mero observador
passivo. Para se evitar que isso aconteca se deve garantir no processo de ensino aprendizagem
algumas interacdes como [13]:

1- Atividades onde os alunos participem e cooperem entre si e tenham que tomar uma
posicao em relacdo ao assunto;

2- Temadticas que relacionem a vivéncia do aluno com o contexto escolar, antes de sair
do seu universo vivencial;

3- Observacdes que necessitem e desenvolvam a percep¢do de mundo do individuo e
gerem participacao e registros relevantes feitas pelos alunos.

N&o existe tempo de aula ideal para cada tema proposto. Essa no¢do de tempo ideal é
muito relativa e depende do desenvolvimento de cada turma, da escola e do professor. E
sempre possivel ensinar significativamente determinado assunto. Cabe ao professor adequar o
grau de aprofundamento de acordo com as condigdes e necessidades do seu publico alvo.

A lei prevé que a relagdo entre a teoria e a pratica acontega em todas as disciplinas do
curriculo. Isso é de estrema importancia ja que uma das causas dos problemas de qualidade de
ensino ocorre por causa da dificuldade em relacionar a teoria com a pratica, tornando o
conhecimento verbalista e abstrato.

N&o é s6 em experimentos de laboratdrio ou construcdo de objetos que a relagdo teoria e
pratica se faz presente. Ao se compreender como a teoria se aplica em contextos reais ou
simulados a relacdo também se estabelece.

A caracterizacdo dos contetdos disciplinares como ferramenta para a construcdo
cognitiva do individuo traz a necessidade de sua contextualizacdo, uma vez que a falta de
relacdo da teoria com a realidade concreta torna mais dificil a compreensao dos fins a que se
destina [13].

E de extrema importancia que haja um equilibrio entre a valorizacio da cotextualizagio
e o desenvolvimento da capacidade de abstrair o contexto j& que ambas sé@o de grande
importancia para 0 desenvolvimento. Sem essa capacidade de abstragdo estariamos

condenados a apenas reproduzir 0s conhecimentos ja existentes, sem novas descobertas.
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Tem-se no curriculo competéncias a serem desenvolvidas pelos alunos ao longo do
ensino bésico. Elas formam trés eixos norteadores da a¢éo educacional, que s&o eles:
> Expressdo/compreensdo: a capacidade de expressdo do eu utilizando multiplas
linguagens e a compreensdo do outro como seu complementar. Isso inclui a leitura de textos,
tabelas, gréaficos e até a compreensdo de fenémenos historicos, sociais, econémicos, naturais
etc;
> Argumentacdo/decisdo: a capacidade de argumentar, analisar e de relacionar as
informacBes com as relacGes possiveis, possibilitando a comunicacdo e a acdo comum,
Visando nesse processo a tomada de deciséo, a proposicéo e realizacdo de acOes efetivas;
> Contextualizacdo/abstracdo: relacdo teoria e pratica, a capacidade de contextualizagdo
dos conteudos estudados com a realidade, principalmente com o mundo de trabalho. A
capacidade de abstracdo, usar a imaginacdo e considerar novas perspectivas com
potencialidades permite a evolucdo do conhecimento e a descoberta do que ainda ndo existe.

Na matematica o conceito de fungdes é visto como um dos mais importantes ja que seus
aspectos mais basicos estdo presentes nas partes mais simples até as mais complexas dessa
ciéncia.

O estudo de funcdes é muito mais que formulas e incdgnitas, ele permite ao estudante se
apropriar da linguagem algébrica como sendo a linguagem das ciéncias. Sendo necessaria e
imprescindivel para expressar relacdes entre grandezas e representar situacGes problemas.
Construindo modelos descritivos de fendmenos, permitindo diversas conexdes na propria
matematica e também fora dela.

Logo o foco do estudo de diferentes funcdes deve estar no conceito de funcdo e em suas
propriedades referentes as operacdes, na leitura e interpretacdo de seus graficos e na aplicagdo
dessas funcdes principalmente no cotidiano do aluno.

O ensino de funcdo pode ser iniciado diretamente pelo seu conceito, descrevendo a
dependéncia entre duas grandezas, partindo de situacdes contextualizadas descritas algébrica e
graficamente. Construindo um saber mais consistente por parte do aluno.

Todo o peso da linguagem excessivamente formal que envolve as fungdes deve ser
minimizado pelo professor. Assim como 0s estudos sobre fungdes injetora, sobrejetora,
compostas e modulares que devem ser ensinadas, mas sem muita énfase ja que o foco deve
estar no conceito de fungdes, na interpretacdo destas e suas respectivas aplicagdes [12].

Normalmente as situagdes problemas sdo deixadas para o final do processo ensino

aprendizagem. No entanto problemas de aplicacdo devem ser usados como contexto para a
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construgcdo de conceitos, possibilitando uma aprendizagem mais significativa ao aluno.
Usando exemplos e situacdes do cotidiano, formas graficas de outras areas usadas para
demonstrar a relacé@o entre grandezas que estdo disponiveis em varios meios de comunicacéo,
explorando esse amplo campo de situacdes envolvendo funcdes é possivel estruturar de
melhor forma o ensino.

No estudo especifico de alguns tipos de funcdo ndo pode deixar de mostrar além das
particularidades as generalidades entre os casos. Mostrando que estes permitem uma Visao
mais critica e analitica sobre as situacOes descritas.

Nos Quadro 1, Quadro 2 e Quadro 3 sdo apresentados os contetidos e habilidades
relacionados a fungdes exceto as funcgdes trigonométricas, a serem desenvolvidos nas séries

em questdo segundo o curriculo paulista.



Quadro 1: Contetidos e habilidades de matematica nos 1° e 2° bimestres da 12 série do Ensino Médio.

12 série do Ensino Médio

Conteudos Habilidades

Numeros

NUmeros e sequéncias
¢ Conjuntos numéricos

* Regularidades numéricas: sequéncias

* Progressoes aritméticas e progressdes
geométricas

39

Saber reconhecer padrées e regularidades
em sequéncias numéricas ou de imagens,
expressando-as matematicamente,
quando possivel

Conhecer as caracteristicas principais

das progressoes aritméticas — expressao
do termo geral, soma dos n primeiros
termos, entre outras —, sabendo aplica-las
em diferentes contextos

Conhecer as caracteristicas principais das
progressoes geométricas — expressao

do termo geral, soma dos n primeiros
termos, entre outras —, sabendo aplica-las
em diferentes contextos

Compreender o significado da soma
dos termos de uma PG infinita (razao de
valor absoluto menor do que 1) e saber
calcular tal soma em alguns contextos,
fisicos ou geométricos

Rela¢oes

Funcdes

* Relacao entre duas grandezas

* Proporcionalidades: direta, inversa, direta
com o quadrado

* Funcao de 19 grau

* Fungao de 2¢ grau

Saber reconhecer relagoes de
proporcionalidade direta, inversa,
direta com o quadrado, entre outras,
representando-as por meio de fungoes

Compreender a construgao do gréfico de
fungdes de 12 grau, sabendo caracterizar
0 crescimento, o decrescimento e a taxa
de variacao

Compreender a construgao do gréfico de
fungdes de 22 grau como expressoes de
proporcionalidade entre uma grandeza

e o quadrado de outra, sabendo
caracterizar os intervalos de crescimento
e decrescimento, os sinais da funcao e
0s valores extremos (pontos de

maximo ou de minimo)

Saber utilizar em diferentes contextos as
funcoes de 12 e de 22 graus, explorando
especialmente problemas de méximos e
minimos

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo: Matematica e suas tecnologias / Secretaria da Educagéo; p.65.



Conteudos

Relagoes

Funcoes exponencial e logaritmica
» Crescimento exponencial

* Funcao exponencial: equacdes e
ineguacgoes

* Logaritmos: definicdo e propriedades

* Funcdo logaritmica: equacdes e
inequagdes

¢ Conhecer a funcao exponencial e suas

Quadro 2: Contetdos e habilidades de matematica nos 3° e 4° bimestres da 12 série do Ensino Médio.

12 série do Ensino Médio

Habilidades

propriedades relativas ao crescimento ou
decrescimento

Compreender o significado dos
logaritmos como expoentes convenientes
para a representacao de nimeros

muito grandes ou muito pequenos, em
diferentes contextos

Conhecer as principais propriedades dos
logaritmos, bem como a representa¢ao
da funcao logaritmica, como inversa da
funcao exponencial

Saber resolver equagdes e inequagoes
simples, usando propriedades de
poténcias e logaritmos

Geometria/Relagdes

Geometria-Trigonometria
* RazoOes trigonométricas nos triangulos
retangulos

® Poligonos regulares: inscricao,
circunscricao e pavimentacao de
superficies

Lei dos Senos e Lei dos Cossenos

* Resolugdo de triangulos nao retangulos:

Saber usar de modo sistematico
relacdes métricas fundamentais entre os
elementos de triangulos retangulos, em
diferentes contextos

Conhecer algumas relagdes métricas
fundamentais em triangulos ndo
retangulos, especialmente a Lei dos Senos
e a Lei dos Cossenos

Saber construir poligonos regulares
e reconhecer suas propriedades
fundamentais

* Saber aplicar as propriedades dos

poligonos regulares no problema da
pavimentacao de superficies

* Saber inscrever e circunscrever poligonos

regulares em circunferéncias dadas

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo: Matemética e suas tecnologias / Secretaria da Educacéo. P.66
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Quadro 3: Contetidos e habilidades de matematica nos 3° e 4° bimestre da 32 série do Ensino Médio.

32 série do Ensino Médio

| Conteudos ’ Habilidades

Relagoes e Saber usar de modo sistematico as
funcdes para caracterizar relagdes de
interdependéncia, reconhecendo as
fungdes de 12 e de 29 graus, seno,

Estudo das fungdes

¢ Qualidades das fungoes cosseno, tangente, exponencial e
logaritmica, com suas propriedades
» Graficos: fungdes trigonométricas, caracteristicas

exponencial, logaritmica e polinomiais ‘ . )
» Saber construir graficos de fungdes por

Gréficos: analise de sinal, crescimento e meio de transformagbes em fungc‘)e_s
taxa de variacao mais simples (translagdes horizontais,
verticais, simetrias, inversoes)

nestr:

Yoo
11

|
L
L]

Composigdo: translagoes e reflexdes

¢ Compreender o significado da taxa de
Inversio varia¢do unitaria (variacdo de f(x) por
unidade a mais de x), utilizando-a para
caracterizar o crescimento, o decrescimento
e a concavidade de gréficos

.

» Conhecer o significado, em diferentes
contextos, do crescimento e do
decrescimento exponencial, incluindo-se
05 que se expressam por meio de
fungdes de base e

e Saber construir e interpretar tabelas e

Numeros/Relag¢des graficos de frequéncias a partir de dados
obtidos em pesquisas por amostras
_ estatisticas
Estatistica

e Saber calcular e interpretar medidas de
tendéncia central de uma distribuicdo de
dados: média, mediana e moda

* Gréficos estatisticos: célculo e
interpretacao de indices estatisticos

¢ Medidas de tendéncia central: média, 3

: Saber calcular e interpretar medidas de
mediana e moda

dispersao de uma distribuicdo de dados:
desvio padrao

¢ Medidas de dispersao: desvio médio e
desvio padrao * Saber analisar e interpretar indices

estatisticos de diferentes tipos
¢ Elementos de amostragem

e Reconhecer as caracteristicas de
conjuntos de dados distribuidos
normalmente; utilizar a curva normal em
estimativas pontuais e intervalares

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo: Matemética e suas tecnologias / Secretaria da Educacéo. p.70.
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5. A criptografia como tema de aula

O professor deve ser um agente motivador no processo ensino-aprendizagem instigando
a busca de novos conhecimentos pelo educando, tornando suas aulas um local de prazer e
descobertas fazendo com que os estudantes sintam-se motivados.

Quando o professor oferece o ensino da matematica de forma dindmica, atrativa e critica
ele estimula no educando o desenvolvimento do pensamento critico, a confianca de seu
potencial mental e o raciocinio l6gico, senso de investigacdo e criacdo, além do habito de
empregar suas competéncias com autonomia.

Nunca deve-se esquecer de que quando € permitido ao aluno fazer relagoes,
experiéncias e ter contato com o material concreto isso aumenta suas chances de aprender.

Pensando nisso, a escolha de temas deve ser bem elaborada e planejada visando
estimular, permitir e dar condi¢Ges para que o educando se aprofunde e exercite os conteudos
ja trabalhados em séries anteriores, tenham autonomia na resolucdo das atividades e trabalhem
em equipe, aprimorando sua formacéo académica e social.

Um assunto importante e que atrai olhares no nosso contexto atual € a criptografia. Esse
tema vem sendo cada vez mais utilizado em sala de aula, pois acredita-se que sua utilizacdo
desperta um algo a mais no educando, motivando-os a aprender os conteudos matematicos
pretendidos e ajudando o professor a driblar as dificuldades encontradas ao tentar estimular
seus alunos.

O tema criptografia acaba despertando a curiosidade e levando a um processo que
possibilita ao educando a construcdo de novos conhecimentos. Logo, esse tema pode ser
utilizado como motivador eficiente de atividades didaticas que conseguem revisar, exercitar,
fixar e aprofundar os contelldos matematicos designados para o ano/série [15].

Para se aplicar atividades que envolvam a criptografia em sala de aula é preciso seguir
uma ordem de fatos para que os alunos ndo se percam do seu principal objetivo, por exemplo,
0 professor pode iniciar com uma aula expositiva sobre o tema criptografia, mostrando a
evolucéo durante a histéria da humanidade e seu importante papel na sociedade até os dias de
hoje, procurado relacionar o tema com o cotidiano do aluno com aplicagfes nos dias atuais.

Entdo, é interessante a realizagdo de uma atividade pratica em sala de aula para que o
aluno compreenda todo o0 processo e possibilite 0 entendimento da atividade a ser realizada e

sua relacdo com o cotidiano, buscando assim uma aprendizagem significativa.
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5.1. A criptografia presente no cotidiano

Com os avancos tecnoldgicos do século XXI o acesso a tecnologia se tronou mais
viavel a todas as classes sociais. Hoje em dia a maior parte da populagéo utiliza de alguma
maneira recursos de comunicacao e transagdes eletronicas pela internet ou outros. Mas o que
garante a seguranca dessas interacdes digitais? E a criptografia.

Sao as operagdes, fungdes, combinacBes e muitas outras ferramentas matematicas
utilizadas para que a cada mensagem trocada seja gerada uma nova chave de criptografia.

Um aplicativo de troca de mensagens muito usado nos dias de hoje é o WhatsApp, onde
as mensagem sdo criptografadas com um cadeado Unico onde somente vocé e o destinatario
possuem a chave secreta para abrir e ler a mensagem. Isso ocorre para cada mensagem
enviada com uma chave e um cadeado diferente automaticamente.

No sistema de chaves assimétricas se tem a maior seguranca criptografica, onde a chave
é protegida por uma outra chave de seguranca. Muitas entidades utilizam esse sistema como
uma ferramenta para protecdo de suas informacdes e de seus clientes [16].

Quase ninguém pensa na verdadeira funcdo do aparelho que exibe uma sequéncia
numérica e a cada espaco de tempo muda essa sequéncia de forma constante. Em meados de
2015 os bancos financeiros forneciam a cada cliente um aparelho deste como uma seguranca a
mais nas transacGes bancarias, agora é o proprio APP que fornec.

As senhas para sistemas eletrénicos em geral sdo um bom exemplo de chave de
criptografia, como as senhas das contas bancarias por exemplo. A senha ativa o sistema de
decodificacdo sempre que o usuario requeira uma informacao.

O mais conhecido e utilizado método de criptografia nos dias atuais ¢ 0 RSA. Muito
utilizado em transacBes comerciais. E o primeiro algoritmo de chave publica completo, um
algoritmo que funciona para criptografia e assinaturas digitais.

Esse algoritmo é facil de entender. Funciona com base de que € muito dificil fatorar um
numero que seja 0 produto de dois nimeros primos com muitos digitos.

Nesse método se tem uma chave publica, que pode ou ndo ser do conhecimento de
todos, formada pelo produto entre dois nimeros primos grandes que sdo usados para
criptografar a mensagem e uma chave secreta formada por outros numeros que possibilitam o
portador a descriptografar a mensagem. Assim se outra pessoa sem a chave secreta quiser
quebrar a criptografia, esta terd que fatorar os nimeros enormes para descobrir 0s numeros

primos envolvidos no processo [16].
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Até o momento ndo existem algoritmos rapidos e eficientes de fatoragdo para nimeros
suficientemente grandes. Quanto maior forem os numeros primos utilizados, maior serd a
seguranca de sigilo do cddigo RSA. Os numeros primos servem como base de varios
algarismo de seguranca.

Sabendo disso podemos entender a importancia e a relevancia dos nimeros primos para
seguranca de nossas informacdes. Pesquisadores investem tempo e dinheiro para descobrir
novos numeros primos cada vez maiores. O ultimo ndmero primo descoberto atualmente tem
mais de 22 milhdes de digitos. Essas descobertas de novos nimeros primos cada vez maiores
garantem a seguranca dos codigos, até que no futuro se consiga criar um algoritmo rapido e

eficiente para se fatorar grandes nimeros.

5.2. Os jogos como estratégia de ensino

Os educadores encontram um grande desafio, tornar a matematica atrativa e relevante
para os educandos, integrado no mundo de hoje.

A utilizacdo de jogos em sala de aula representa uma atividade ludica, que mexe com o
desejo e o interesse do jogador pela prépria agdo, que envolve a competicdo e o desafio que o
motiva a conhecer suas possibilidades e limites.

O jogo é uma forma de valorizar o conhecimento prévio do aluno, ja que este vai
adquirindo autoconfianca, incentivado a questionar e corrigir suas acgoes, analisar e comparar
diferentes pontos de vista, organizar e cuidar dos materiais utilizados. Deste modo a
matematica passa de inatingivel & acessivel, tendo a participacdo do sujeito na construcdo do
seu proprio saber [17].

O professor precisa de um planejamento organizado e de um jogo que incite o aluno a
procurar o resultado, ele precisa ser interessante e desafiador. O jogo deve ser pensado e
construido de forma a atingir um objetivo e um conteido proposto de forma a possibilitar a
consolidacdo de conhecimentos prévios e propiciando a aquisi¢do de novos saberes.

A possibilidade de criar regras e tomar decisdes juntos em um jogo fazem com que o
estudante deixe de ser um mero observador passivo e passe a ser um membro ativo no
processo de aprendizagem.

Normalmente em sala de aula temos livros, cadernos e lapis, mas um bom jogo encanta,

traz fluidez, barulho, alegria e certa vida ao ambiente.
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Quando bem planejados e aplicados o0s jogos possibilitam a construcdo do
conhecimento matematico de forma prazerosa, envolvente e significativa. Essa estratégia, se
bem elaborada de acordo com as necessidades de cada turma, desenvolve o interesse e

estimula a participacdo dos estudantes, propiciando uma aprendizagem com significado [17].



46

6. Aplicagdo de criptografia no ensino médio

No ensino médio um dos conteddos matematicos que mais assusta 0s estudantes sdo as
funcgdes. Esse terror € causado em grande parte pela ma compreenséao dentro da sala de aula.

As fungbes permeiam o0 nosso cotidiano. J& que vivemos em uma sociedade organizada
e em constante mudanca, onde o fluxo de informacGes aumenta em proporcdo geométrica
tornando seu estudo indispensavel. Compreender de forma construtiva as defini¢cGes gerais e
especificas das funcdes através de aplicagdes conduz o estudante a ver o mundo a sua volta de
forma diferenciada e mais clara diante dos saberes matematicos [16].

Segundo MENEZES e CARVALHO (2010), o aprendizado s6 é possivel quando se
relaciona a realidade e as expectativas dos nossos alunos usufruindo dos diferentes recursos
para nos auxiliar no processo de ensino aprendizagem da matematica.

Diante destes desafios encontrados em salas de aula todos os dias desenvolveu-se uma
atividade préatica, o cacga tesouro, com o intuito de verificar se a criptografia desperta o
interesse dos alunos, e estimula estes no processo de ensino melhorando a aprendizagem em

fungdes, comparado aos métodos tradicionais ja utilizados nestes em séries anteriores.

6.1. Descricédo da unidade escolar

A unidade escolar em questdo E.E. Prof®. Maria Aparecida Rechineli Modanezi, que se
localiza na periferia da cidade na Rua Pedro Heleodoro Pinto — Bairro: Santa Cecilia, N°: 524,
na cidade de Pilar do Sul-SP, atende ao ensino fundamental 2 e ao ensino médio, funciona nos
dois periodos ( manha e tarde ), sendo na parte da manha nove salas de aulas, sendo sete salas
do ensino médio e duas salas do ensino fundamental 2, no periodo da tarde funcionam nove
salas do ensino fundamental 2. A atividade foi realizada em uma sala do 3° ano do ensino
médio composta por 23 alunos.

Essa unidade escolar funciona em um prédio de dois andares, tem em seu espaco fisico
uma biblioteca, cozinha, secretaria, diretoria, sala dos professores, uma sala de aula, um
pequeno palco, banheiro feminino e masculino, uma pequena cantina e patio no andar térreo,
no andar superior possui oito salas de aula, a sala da coordenacéo, e a sala do acessa escola
com dez computadores, ao lado do prédio de aulas possui-se uma quadra de esportes coberta.

Na equipe de gestédo escolar possui uma diretora e uma vice-diretora, possui alem destas

um colaborador, que é responsavel pelo programa da escola da familia que funciona nesta
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unidade escolar nos finais de semana, possui também um coordenador pedagdgico, sendo um
responsavel pelo E.M e ensino fundamental. Esta unidade escolar ainda conta com 3
funcionarios na secretaria, 3 cozinheiras, 3 agentes de organizacdo (inspetores), além dos 25
professores, sendo destes 11 efetivos na unidade escolar.

A unidade em questdo possui cerca de 500 alunos, distribuidos nos dois turnos desta
maneira: no periodo da manha 230 alunos, a tarde 270 alunos.

6.2. Metodologia do Caca Tesouro

Parte 1 (1h e 30min)

Iniciou-se a atividade com uma introducéo histérica, com a evolugédo e contribuicdo da
criptografia para a humanidade, feita em slides com imagens e frases para chamar a atencéo
com simulacdo dos métodos de criptografia. Depois dessa parte histdrica realizou-se uma
atividade introdutéria, onde os alunos foram separados em grupos de 4 a 5 pessoas e
decodificaram uma mesma mensagem criptografada com o auxilio do professor. A atividade
desenvolvida é apresentada a seguir:

Chave utilizada para codificacdo: y = x2 +4, essa chave foi fornecida a cada grupo,
juntamente com a mensagem codificada. Foi lembrado aos alunos que 0s ndmeros

encontrados representam as letras do alfabeto conforme sua posicao.
Mensagem codificada: 5 - 173,5,404,29,173,5,404,85,135 - 29 - 229 -
5,148,40,5,8,29,404,229 — 13,229,173 — 229 - 293,4455,148 - 20,29,445365 -

29,365,13,328,29,488,29,445 — 229 — 445,200,85,488,29,328,365,229.

Resposta: A matematica é o alfabeto com o qual DEUS escreveu o universo. (Pitagoras)

Disponivel em << https://mensagens.culturamix.com/frases/frases-interessantes-sobre-a-
matematica >> acesso em 23/10/2019.
Na Tabela 2 é apresentado o cddigo utilizado para essa chave de codificagdo. Observe a

letra e sua posi¢do no alfabeto e seu respectivo codigo transformado pela chave y = x2 +4.

Tabela 2: Cddigos paraa chave y = x2 +4.
LETRAS| POSICAO |CODIFICADO



https://mensagens.culturamix.com/frases/frases-interessantes-sobre-a-matematica
https://mensagens.culturamix.com/frases/frases-interessantes-sobre-a-matematica

NO
ALFABETO

A 1 5
B 2 8
C 3 13
D 4 20
E 5 29
F 6 40
G 7 53
H 8 68
| 9 85
J 10 104
K 11 125
L 12 148
M 13 173
N 14 200
0 15 229
P 16 260
Q 17 293
R 18 328
S 19 365
T 20 404
U 21 445
V 22 488
X 23 533
W 24 580
Y 25 629
Z 26 680

Fonte: Autor.
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Apos a decodificacdo da mensagem pelos grupos foi realizado um questionario, com o

intuito de gerar algumas reflexdes e guiar os alunos no propoésito da atividade, que € o estudo

de fungdes. Esse questionario foi desenvolvido em forma de conversa com toda a sala.

Discutindo os pontos mais importantes e as caracteristicas mais relevantes da fungdo em
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questdo. Nessa discussdo o objetivo foi instigar o aluno a dar sua opinido e construir o

conceito tedrico, valorizando o conhecimento prévio destes.

Questionario pos-atividade para discusséo e estudo:

a) Qual a chave de decodificagcdo da mensagem?

b) Construa com o auxilio de um aplicativo (geogebra) o grafico das funcgdes de codificacao e
decodificacdo da mensagem.

c) Podemos usar qualquer nimero real nessa chave de codificacao?

d) Porque temos na mensagem codificada somente nimeros maiores que 4?

e) Compare o conjunto dominio e imagem das duas funcdes.

Parte 2: O caca tesouro (1h e 40min)

Realizou-se um caga tesouro, onde as dicas estavam escondidas nas reparticdes da
escola. Os alunos da sala foram separados em grupos (de 4 a 5 pessoas), cada um com uma
cor, tiveram que decodificar as mensagens codificadas com as dicas em cada envelope de
cores correspondentes a do seu grupo, com ordens diferentes para cada grupo, todos passando
pelos mesmos locais com as mesmas dicas e chaves, mas em ordens diferentes para evitar a
copia entre os grupos. Utilizando funcbes variadas como chaves e com suas respectivas
inversas para decodificarem as pistas.

A chegada foi no mesmo local para todos, nesse local havia um saco com algumas
guloseimas, um saco para cada grupo para que todos fossem premiados pelo esforco e se
sentissem motivados a ir até o final.

Antes do inicio do caca tesouro foram dadas algumas instrucfes: Vocés vao iniciar uma
caca ao tesouro pela escola, para conseguir alcancar seu objetivo trabalhe em grupo e seja
rapido ou alguem pode pegar seu tesouro. Siga as pistas, vocés terdo que decodifica-las, para
isso utilize o alfabeto com a posicdo das letras como suas numeragdes correspondentes,
exemplo: A = 1, pois ocupa a primeira posi¢cdo. Escreva a mensagem descriptografada em
cada envelope correspondente e entregue todos ao final para retirar seu tesouro. Use seus
conhecimentos e construa seu caminho, boa sorte.

O envelope 1 foi distribuido na sala, ele determinou a sequéncia que cada grupo seguiu

ja que os caminhos foram diferentes, mas passaram pelos mesmos pontos.
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Os outros envelopes foram distribuidos pela escola previamente conforme a organizagdo
apresentada na Tabela 3. Nela estdo as cores e 0s nimeros de cada envelope que estavam em
cada sala. Essa logistica é importante para que todos 0s grupos passem pelos mesmos lugares

em ordens diferentes e consigam chegar ao lugar do tesouro.

Tabela 3: Distribui¢do dos envelopes.

Cor Verde Vermelho Azul Laranja
Localizacéo

Inicio 1 1 1 1 1

Sala 1l 3 2 4 5 2

Biblioteca 5 4 2 4 5

Secretaria 2 3 3 3 4

Sala de 4 5 5 2 3

computagéo

Chegada Diretoria

Fonte : Autor.

Os envelopes foram colocados em cada sala conforme mostram a Figura 9 e Figura 10.

Figura 9: Envelopes na sala de computacao.

Fonte: Autor.
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Figura 10: Envelopes na Sala 1.

Fonte: Autor

Em cada envelope foi colocada a chave de codificacdo e a mensagem codificada
(codigo) correspondente conforme distribuicdo apresentada na Tabela 3, assim como

mostra a Figura 11.

Figura 11: Exemplo de disposicdo da chave e do codigo no envelope.

Chave :y =2 x'+ 8

730,458,346,458,730 — 26,136,10,346,10,40,458,730 — 586,890,10,730,58 —

730,58,346,520,656,58 — 520,458,656,586,890'58 — 58,730,808,10,346,458,730 —

58,400,26,656,58,400,26,10,40,458,730.

Fonte: Autor.

A seguir sdo apresentadas as sequéncias das pistas utilizadas nos envelopes,

separadas por cor para cada grupo.
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Grupo verde
1- A sala onde iniciamos nossa caminhada juntos.(sala 1)
Chave: y = 10%

108 - 10%,10%10%%10' — 10%,10%10%10° — 10°10%10°10°10°10' 105, 10%,10%° —
10*,10%,10%,10%,10' — 10%,10*,10%,10°,10** 108 10%,10* 10" — 10% 10%*,10%*,10%°,10%°,10%.

Tabela 4: Cédigo para a chave y = 10%.

POSICAO
NO
LETRAS| ALFABETO |CODIFICADO
A 1 10t
B 2 102
C 3 103
D 4 10"
E 5 10°
F 6 10°
G 7 10’
H 8 10°
| 9 10°
J 10 10"
K 11 10"
L 12 10"
M 13 10"
N 14 10"
o) 15 10"
P 16 10™
Q 17 10"
R 18 10™
S 19 10"
T 20 107
U 21 107
V 22 10%
X 23 107




W 24 10%*
Y 25 10%°
Z 26 10°°

Fonte: Autor.
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2- Funciona a parte administrativa da escola, e voceé retira e entrega documentos no balcéo.

(secretaria)
Chave:y=2x+3

15,45,31,9,21,33,31,5 - 5 - 35,5,39,43,13 - 5,11,29,21,31,21,41,43,39,5,43,21,47,33 — 11,5 —

13,41,9,33,27,5 — 13 — 47,33)9,13 —

11,33,9,45,29,13,31,43,33,41 - 31,33 - 7,5,27,9,5,33.

Tabela 5: Cédigos para chave y = 2x + 3.

POSICAO
NO
LETRAS| ALFABETO |CODIFICADO
A 1 5
B 2 7
C 3 9
D 4 11
E 5 13
F 6 15
G 7 17
H 8 19
| 9 21
J 10 23
K 11 25
L 12 27
M 13 29
N 14 31
o) 15 33
P 16 35
Q 17 37
R 18 39

39,13,43,21,39,5 — 13 - 13,31,43,39,13,17,5 —
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S 19 41
T 20 43
U 21 45
\Y 22 47
X 23 49
w 24 o1
Y 25 53
Z 26 55

Fonte: Autor.

3- Onde se pode viajar com sua imaginagdo sem sair do lugar. (biblioteca)
Chave: y= 2%

32768,16384,16,32 — 524288,32 — 65536,32768,16,32 — 4194304,512,2,1024,2,262144 —
8,32768,8192 —  524288,2097152,2 - 512,8192,2,128,512,16384,2,8,2,32768 —
524288,32,8192 — 524288,2,512,262144 — 16,32768 — 4096,2097152,128,2,262144.

Tabela 6: C6digos para a chave y= 2% .

POSICAO
NO
LETRAS| ALFABETO |CODIFICADO

A 1 2

B 2 4

C 3 8

D 4 16
E 5 32

F 6 64
G 7 128
H 8 256

| 9 512
J 10 1024
K 11 2048
L 12 4096
M 13 8192
N 14 16384
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) 15 32768

P 16 65536
Q 17 131072
R 18 262144
S 19 524288
T 20 1048576
U 21 2097152
\Y 22 4194304
X 23 8388608
w 24 16777216
Y 25 33554432
Z 26 67108864

Fonte: Autor.

4- Estou entre a cinco e a oito, quase sempre trancada. (sala de computacéo)

Chave: y = x3-2

123,6857,7998,3373,9259 — 123,2742,7998,5830,123 — (-1) — 25,727,2742,25,3373 — 123 — (-
1) — 3373,727,7998,3373 — 4911,9259,(-1),6857,123 — 6857,123,2195,4094,5830,123 —
7998,5830,(-1),2742,25,(-1),62,(-1).

Tabela 7: Cédigos para a chave y = x* — 2.

POSICAO
NO
LETRAS | ALFABETO |CODIFICADO
A 1 -1
B 2 6
C 3 25
D 4 62
E 5 123
F 6 214
G 7 341
H 8 510
| 9 727
J 10 998
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K 11 1329
L 12 1726
M 13 2195
N 14 2742
0 15 3373
P 16 4094
Q 17 4911
R 18 5830
S 19 6857
T 20 7998
U 21 9259
Y; 22 10646
X 23 12165
W 24 13822
Y 25 15623
Z 26 17574

Fonte: Autor.

5- Somos chamados, quase sempre porgque estamos encrencados. (diretoria)
Chave:y=2x*+8

730,458,346,458,730 -  26,136,10,346,10,40,458,730  —  586,890,10,730,58 -
730,58,346,520,656,58 — 520,458,656,586,890,58 — 58,730,808,10,346,458,730 —
58,400,26,656,58,400,26,10,40,458,730.

Tabela 8: Cddigos para a chave y = 2 x>+ 8.

POSICAO
NO
LETRAS | ALFABETO |CODIFICADO
A 1 10
B 2 16
C 3 26
D 4 40
E 5 58
F 6 80
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G 7 106
H 8 136
| 9 170
J 10 208
K 11 250
L 12 296
M 13 346
N 14 400
0 15 458
P 16 520
Q 17 586
R 18 656
S 19 730
T 20 808
U 21 890
V 22 976
X 23 1066
W 24 1160
Y 25 1258
Z 26 1360

Fonte: Autor.

Os outros envelopes tinham as mesmas chaves e mensagens criptografadas, conforme a

distribuicdo abaixo:
Grupo amarelo

1- Funciona a parte administrativa da escola, e vocé retira e entrega documentos no balcéo.
(secretaria)

2- A sala onde iniciamos nossa caminhada juntos. (sala 1)

3- Estou entre a cinco e a oito, quase sempre trancada. (sala de computacéo)

4- Onde se pode viajar com sua imaginagdo sem sair do lugar. (biblioteca)

5- Somos chamados, quase sempre porque estamos encrencados. (diretoria)
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Grupo vermelho

1- Onde se pode viajar com sua imaginacao sem sair do lugar. (biblioteca)

2- Funciona a parte administrativa da escola, e vocé retira e entrega documentos no balcdo.
(secretaria)

3- A sala onde iniciamos nossa caminhada juntos. (sala 1)

4- Estou entre a cinco e a oito, quase sempre trancada. (sala de computacgéo)

5- Somos chamados, quase sempre porgque estamos encrencados. (diretoria)

Grupo azul

1- Estou entre a cinco e a oito, quase sempre trancada. (sala de computacao)

2- Funciona a parte administrativa da escola, e vocé retira e entrega documentos no balcéo.
(secretaria)

3- Onde se pode viajar com sua imaginacgdo sem sair do lugar. (biblioteca)

4-A sala onde iniciamos nossa caminhada juntos. (sala 1)

5- Somos chamados, quase sempre porque estamos encrencados. (diretoria)

Grupo laranja

1- A sala onde iniciamos nossa caminhada juntos. (sala 1)

2- Estou entre a cinco e a oito, quase sempre trancada. (sala de computacgéo)

3- Funciona a parte administrativa da escola, e vocé retira e entrega documentos no balcéo.
(secretaria)

4- Onde se pode viajar com sua imaginacdo sem sair do lugar. (biblioteca)

5- Somos chamados, quase sempre porque estamos encrencados. (diretoria)

Na secretaria 0os envelopes estavam guardados com a agente de organizacdo que
entregava os envelopes conforme solicitado. No ponto final (diretoria) a vice-diretora ficou na
sala e escondeu 0s tesouros um a um, assim 0s grupos tiveram que procurar na diretoria.

Lembrando que as pistas foram feitas para essa turma, em outras turmas as pistas devem

ser reformuladas de modo apropriado no contexto desses alunos.
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Parte 3 (45 minutos)

Na aula apds a realizagdo do caca tesouro, foram exploradas as func¢des utilizadas como
chaves na decodificacdo das pistas, com o auxilio de um aplicativo de celular (geogebra)
solicitei aos alunos que construissem os graficos e discutimos em conjunto com a sala suas
principais caracteristicas. Explanamos o dominio e imagem e a relacdo entre esses conjuntos
nas funges e suas inversas.

Apos essa discussdo 0s alunos responderam ao questiondrio para diagnosticar o
resultado da atividade na aprendizagem e no interesse dos alunos.

Questionario aplicado aos alunos para avaliarem a atividade.
a) A atividade proposta despertou o interesse em participar, estimulando seu

aprendizado? ( )sim ( )nédo

Por qué?

b) A atividade ajudou a compreender e relacionar os conceitos de funcdo e funcéo

inversa? ( ) sim () ndo

c) Com essa sequencia vocé conseguiu relembrar os conceitos de funcéo aprendidos em

séries anteriores? ( ) sim ( ) ndo

d) Vocé acha que essa atividade facilitou sua aprendizagem dos conceitos de fungdes em
relacdo as aulas mais tradicionais de lousa e giz, com resolucdo de exercicios tedricos?
( )sim( )ndo
Por qué?
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7. Resultados e Discussdes

A atividade aplicada em uma sala do terceiro ano do ensino médio com 23 alunos, no
decorrer do terceiro bimestre do ano letivo (agosto e setembro) em concordancia com o
conteudo previsto no curriculo paulista vigente no momento.

Ja na aplicacdo da parte 1 com o breve resumo de algumas cifras mais importantes
durante a historia, os alunos se demonstraram interessados no assunto criptografia. Chegaram
a relacionar algumas das cifras mostradas com jogos eletrénicos que eles ja tinham jogado na
internet.

A curiosidade em descobrir 0 que estava escrito na mensagem motivou os alunos a se
esforcarem para decodificar. Diferente dos exercicios simples de resolucdo de funges, nesta
atividade os alunos tinham um propésito mais claro, descobrir o contetido do texto. E esse

propdsito que 0s motivou no processo a realizarem os calculos necessarios.

Figura 12: Alunos decodificando a mensagem teste.

¥

Fonte: Autor.

Durante o questionario os alunos se mostraram mais interessados, com mais
observagbes e comentarios pertinentes do que em aulas tradicionais (expositivas). A
motivacdo destes durante a atividade facilitou a constru¢do dos conceitos tedricos apos a
realizacéo.

Para a aplicacédo do caca tesouro primeiro os alunos foram separados em 5 grupos de 4 a

5 pessoas conforme mostra a Figura 13. Optei pela melhor forma de agrupar meus alunos para
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alcancar o objetivo da aprendizagem proposta, escolhendo como capitées os melhores alunos
da sala e eles foram escolhendo seus times, integrante por integrante seguindo uma ordem de
sorteio, assim os grupos tinham afinidade para discutir estratégias e seus integrantes tinham
diferentes niveis de aprendizagem possibilitando que ajudassem um ao outro. Essa separagédo
foi escolhida, pois a sala em questdo tem uma relacdo de amizade muito homogénea, e ja
estédo acostumados a este tipo de agrupamento nas atividades.

Figura 13: Agrupamento dos alunos.

3/

Fonte: Autor.

Para acelerar e ajudar no processo de calculo disponibilizei para cada grupo uma
calculadora convencional, ja que tinhamos nimeros considerados altos para os alunos o que
poderia atrasar a realizacdo da tarefa e estourar o tempo da aula prevista.

Os alunos se mostraram muito animados antes, durante e depois da atividade, também
observei a atencdo de alunos que em aulas mais tradicionais de giz e lousa ndo demonstram o
minimo interesse, mas que estavam empenhados em realizar os calculos.

Eles se organizaram e dividiram tarefas dentro dos grupos, construiram tabelas para
organizar e facilitar a decodificagdo como mostrado na Figura 14.
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Figura 14: Organizacéo dos alunos na decodificagéo.

Fonte: Autor.

Alguns alunos acharam que as calculadoras iriam facilitar e muito a decodificagdo, mas
durante o processo perceberam que a calculadora sé auxiliava nos célculos basicos e que 0s

processos que eram mais dificeis precisavam do raciocinio do grupo.

Figura 15: Usando a calculadora para decodificar.

Fonte: Autor.

A interacdo dos componentes em cada grupo auxiliou os alunos com mais dificuldade
no processo de aprendizagem. Para poder ajudar seu grupo eles precisavam saber como
resolver os calculos e quanto mais gente ajudando mais rapido conseguiam decifrar as pistas.
Assim os dois lados do processo tinham um interesse em comum, motivando-os a se ajudarem

e superando suas dificuldades individuais e em grupo como mostra a Figura 16.
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Figura 16: Interacdo entre os membros do grupo durante o processo.

Fonte: Autor.

No final todos os grupos conseguiram chegar ao tesouro que estava localizado na
diretoria. Cada grupo ao seu tempo, cada um de uma vez. Eu observei a chegada na diretoria.

A vice-diretora escondeu os tesouros um de cada vez em lugares diferentes da sala.
Quando os alunos chegaram tiveram receio de entrar, por ser a diretoria e pela presenca da
vice-diretora. Chegaram, olharam e como ndo viram nada, alguns grupos sairam e conferiram
a pista novamente, depois voltaram e perguntaram para ela se era ali mesmo que estava
escondido, e comecavam a procurar bem cautelosos. Quando encontravam, agradeciam e
saiam para dividir as guloseimas com uma expressao de realizacéo e satisfacdo estampadas no

rosto.

Figura 17: Tesouro encontrado pelos alunos.

Fonte: Autor.
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Na parte 3 durante a discussdo e estudo das fungfes utilizadas como chaves pode-se
notar que os alunos estavam interessados e relacionaram as caracteristicas dos graficos com as
propriedades das funcdes com mais facilidade e entusiasmo na discussao, se sentiram mais
pertencentes ao processo de construcdo e ndo meros ouvintes.

O Gréfico 1 mostra a resposta dos alunos ao questionario aplicado pés a atividade do

caca tesouro.

Grafico 1: Resposta dos alunos ao questionario da parte 3.

Respostas dos Alunos

mSim mNao Mais ou menos
100% 100%

0% 0%

0% 0%

A B C D

Fonte: Autor.

Observando o Gréfico 1 podemos notar que a atividade proposta despertou o interesse
dos alunos, estimulando-o0s no processo de ensino aprendizagem.

No Quadro 4 sdo apresentadas algumas respostas dadas pelos alunos no item “a” do
questionario (A atividade proposta despertou o interesse em participar, estimulando seu
aprendizado? Por qué?).

Quadro 4: Algumas respostas dos alunos ao item “a” do questionario aplicado.

Aluno Respostas (Porqués)
A Porgue € uma atividade que sai da rotina e mostra o trabalho entre amigos.
B Porque tinha prémio KKK, e fez com que a gente se divertisse.
Porque € uma coisa diferente, vocé estava na matéria mais mesmo assim ajudou a
C sair da rotina.

Porque foi uma atividade muito dindmica e atrativa, alem de despertar o interesse
de competicdo, o que estimulou ainda mais, colocou em prética nossos
D conhecimentos.
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Porque foi uma atividade diferente do nosso dia a dia escolar.

Porque sai da rotina e da menos preguica.

Pois foi um método diferente e divertido de realizar os exercicios.

I (O |mm

Por ser algo diferente das aulas convencionais, o que chama mais atencao.

Pois foi uma atividade que necessitava de todos para ajudar pois cada um tinha
seu papel no grupo.

Porque vocé fica curioso em saber o que esta escrito, e também é uma novidade.

Fonte: Autor.

Conforme mostra o Grafico 1, 100% dos alunos acharam que a atividade despertou o

interesse em participar, estimulando seu aprendizado. No Quadro 4 os alunos explicam

porque eles tiveram essa opinido. Eles acharam a atividade diferente e divertida, tirando-os da

rotina do cotidiano da sala de aula em que estavam acostumados. Um ponto importante

apontado por eles foi a interacdo entre os membros do grupo.

A curiosidade dos alunos em saber quais eram as pistas e quais eram o0s doces também

ajudou a despertar o interesse em participar da atividade, segundo os relatos dos alunos.

No Quadro 5 sdo apresentadas algumas respostas dadas pelos alunos no item “d” do

questionario (Vocé acha que essa atividade facilitou sua aprendizagem dos conceitos de

fungBes em relacdo as aulas mais tradicionais de lousa e giz, com resolugdo de exercicios

tedricos?Por qué?).

Quadro 5: Algumas respostas dos alunos ao item “d” do questionario aplicado.

Aluno

Respostas (Porqués)

Porque é uma forma diferente e menos enjoativa e cansativa.

Porque eu tive vontade de fazer.

Porgue no mesmo tempo que vocé estd aprendendo, também esta se divertindo.

Pois ao sair do ritmo de ficar s6 sentado e copiando, tudo fica melhor.

m (O O |@®

Porque ali vocé sente vontade de fazer para continuar a brincadeira.

Porgue houve uma interacdo maior entre os colegas e por ser dindmica
estimulou muito.

Porque é mais interessante ao aluno.

I ® |7

Pois por conta do incentivo, o esforco e o interesse € maior.

Pois foi algo que estimulou a mente e exigiu participacdo de todos.

Porque vocé fica mais empenhado e tem a ajuda do grupo para resolver as
funcoes.

Fonte: Autor.
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Conforme mostra o Gréfico 1, 100% dos alunos acharam que a atividade facilitou a
aprendizagem. Ao analisarmos as repostas no Quadro 5 verificamos que os alunos
apresentaram essa maior facilidade por causa do interesse e da vontade deles mesmos em
realisar o que foi proposto.

Na Figura 18 e na Figura 19 s&o mostradas outras respostas dos alunos em perguntas do
questionario. Nestas respostas notamos a importancia de despertar o interesse do aluno para as
atividades a serem realisadas. E esse interesse que possibilita e facilita o aprendizado por
parte do aluno. Notamos ainda que os alunos tem consciéncia de que o aprendizado deles

depende de seu interesse nas atividades propostas.
Figura 18: Resposta do aluno Y.

Fonte: Autor.

Figura 19: Resposta do aluno X.

Fonte: Autor.

O Grafico 2 mostram o desempenho dos alunos submetidos a atividade proposta em
avaliacOes referentes ao conteldo fungdes, anteriores e posteriores a realizacdo do caga

tesouro.



Gréfico 2: Desempenho dos alunos nas avaliag@es escritas sobre fungdes.

Alunos

Desempenho dos Alunos

I Avaliacdo do 3¢
E.M.( 32 Bimestre)

M Avaliagao do 12
E.M.( 32 Bimestre)

m Avaliagao do 1°
E.M.( 22 Bimestre)

Fonte: Autor.
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Observando o Gréafico 2 podemos notar que os alunos apresentaram uma melhora

consideravel nos resultados das avaliagdes escritas as quais foram submetidos. Em sua

maioria 0s alunos aumentaram suas notas nas avaliacdes de mesmo contetdo programatico

depois da aplicacéo do caca tesouro em relacdo as avaliagGes anteriores.

Somente 8,7% dos alunos apresentaram uma queda de rendimento em nota nas

avaliagOes escritas analisadas. Os outros 91,3% dos alunos apresentaram melhora ou

mantiveram seu rendimento. O nimero de alunos com notas inferiores a 5 considerados

reprovados pelo sistema do Estado de Sao Paulo caiu.

Alguns alunos disseram ndo ter conseguido relembrar os conceitos relacionados a

funcdes no item B e C do questionério, apresentando justificativas como:

>

vV V VYV V

N&o tem como relembrar o que eu nem aprendi;

Eu ndo sabia fungbes, pois ndo prestava atencao;

Mais ou menos, pois eu tenho dificuldade nessa matéria;
N&o, pois so fiz os célculos que me pediram no grupo;

N&o, pois eu estava apenas apoiando o grupo, entdo ndo me esforcei muito.

Isso nos mostra que as respostas negativas nao foram referente a atividade em si, mas

em relacdo a situacdes anteriores ou caracteristicas pessoais..

Portanto a atividade proposta desempenhou com éxito o seu papel no processo de

ensino aprendizagem. Despertou o interesse e mostrou indicios de que melhorou o

desempenho dos alunos em questao.
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Conclusao

Nesse trabalho apresentamos e testamos uma atividade didatica para o ensino de
funcBes tendo como tema de abordagem a criptografia. Verificamos que a atividade proposta
atingiu seu objetivo de despertar e estimular o interesse dos alunos melhorando assim seu
desempenho na atividade escrita.

A analise dos resultados nos mostra um indicio de aumento significativo no
desempenho dos alunos na atividade escrita ap6s a aplicagdo do caca tesouro.

Além disso, 0 caca tesouro realizado promoveu a interacdo e a organizacdo entre 0s
alunos, desenvolvendo habilidades socioemocionais previstas nos documentos oficiais e
essenciais para um cidadé&o.

O caca tesouro aplicado se mostrou eficaz na ardua tarefa diaria do professor de
despertar o interesse dos alunos e chamar sua atencdo, além de estimular os estudantes a se
esforcarem durante o processo de ensino aprendizagem.

Assim 0 caca tesouro com a tematica criptografia, une duas coisas que devem ser
asseguradas aos alunos durante as aulas: atividade préatica e contextualizacdo com o cotidiano
do aluno, se mostrando eficaz na construcdo do conhecimento significativo e de um cidadéo
pleno.

Com base no que foi apresentado notamos a importancia do professor desenvolver
atividades praticas com seus alunos como jogos e brincadeiras bem planejadas e estruturadas
em prol de um objetivo pré-determinado.

Quando estimulados com atividades atrativas e diferenciadas os alunos se atraem e
alcangam um aprendizado mais significativo. Cabe ao professor favorecer esse ambiente
diferenciado usando sua criatividade.

Um problema que foi notado foi a questdo de tempo para o professor elaborar esse tipo
de atividade diferenciada para cada turma em que leciona. Nao é facil pesquisar, adequar e
elaborar novas atividades para suas turmas isso demanda tempo, coisa que na maioria das
vezes 0s professores por excesso de trabalho nao tem.

A falta de colaboracéo da equipe escolar também pode ser um problema, pois os alunos
se deslocaram pelo ambiente escolar em diferentes momentos e lugares. Mas quando bem
planejada a atividade, orientada a turma e a equipe escolar a atividade tem tudo para alcancar
seu objetivo, como aconteceu neste caso.

Sempre encontramos dificuldades em nosso percurso, mas temos que enfrenta-las da

melhor maneira possivel. O professor ndo pode ter medo, ele deve tentar maneiras novas de
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conduzir os alunos a construir conhecimentos, buscando sempre despertar o interesse e tornar
0 aprendizado atrativo ao educando.

Apesar das dificuldades encontradas notamos nessa atividade a importancia e a
necessidade de novas estratégias de ensino, mais criativas e divertidas que despertem o
interesse do aluno e o desenvolva como ser pensante.

Com certeza valeu a pena no final da atividade quando notei a melhora dos alunos em
geral e a satisfacdo deles em terem participado ativamente. A alegria e a satisfacdo dos alunos
se tornou a minha e todo tempo gasto para preparar essa atividade foi compensado pelo

aprendizado alcancado e pelos sorrisos produzidos.
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