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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é provar teoremas tipo Tverberg e resultados
relacionados. Mais especificamente, apresentamos uma prova alternativa para a conjectura
de Barany-Larman para o caso r = p—1 com p um primo, provamos versoes generalizadas
do teorema colorido de Tverberg e uma versao parametrizada do teorema de Borsuk-Ulam-
Bourgin-Yang para o caso G = Z;" ou G = (S')™ a qual estd relacionada com a conjectura

de Tverberg-Vretica.

Palavras Chave: G-acoes, G-indices, Teorema de Tverberg, Teoremas coloridos de

Tverberg, Teoremas do Tipo Borsuk-Ulam-Bourgin- Yang.



Abstract

The main objective of this work is to prove Tverberg-type theorems and related results.
More specifically, we will present an alternative proof for the Bardny-Larman conjecture
for the case r = p—1 with p a prime, we prove generalized versions of the colorful Tverberg
theorem and a parameterized version of the Borsuk-Ulam- Bourgin-Yang theorem for the

case G = Z7 or G = (S')™ which is related to the Tverberg-Vrecica conjecture.

Keywords: G-actions, G-index, Twverberg theorem, Colorful Tverberg theorems,

Borsuk-Ulam-Bourgin- Yang type theorems.
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Introducao

O nosso trabalho versa sobre teoremas (problemas) do tipo Tverberg. Tais teoremas
(problemas) tem sua origem de formulagdo na Geometria Discreta e sdo considerados
como um tema muito relevante nesta area de pesquisa em Matematica. Os problemas
geométricos do tipo Tverberg podem ser abordados de um ponto de vista topoldgico
e entdo surgiram as versoes topoldgicas das conjecturas (teoremas) do tipo Tverberg.
Neste sentido, sao necessarios métodos topologicos para a abordagem destes problemas.
As ferramentas de Topologia Algébrica tem-se mostrado um eficiente aparato na busca
da solugao destes problemas.

Existe um relagao muito grande entre os problemas topoldgicos do tipo Tverberg e os
problemas do tipo Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang.

A ideia geral nos problemas topoldgicos do tipo Tverberg consiste em encontrar
um determinado nimero de pontos (“pontos de Tverberg”) em faces disjuntas de um
especifico complexo simplicial que sejam colapsados em um mesmo ponto, através de uma
dada fun¢@o continua do complexo simplicial em um espago Euclidiano (no contexto dos
teoremas do Tipo Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang, estes pontos podem ser vistos como sendo
os pontos antipodas, para o caso classico, ou 6rbitas de um ponto através da acao de um
grupo finito).

Em geral, como nos problemas do Tipo Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang, o problema de
encontrar tais pontos de Tverberg é equivalente a determinar a existéncia de aplicagoes
G-equivariantes entre G-espagos apropriados, e é neste aspecto que as ferramentas de
Topologia Algébrica se tornam determinantes e efetivas na abordagem destes problemas.
Em especial, no nosso trabalho destacamos as seguintes ferramentas de Topologia

Algébrica utilizadas:

e teorias de G-indices (indice de valor numérico de Volovikov e indice de valor ideal
de Fadell-Fadell-Husseini);

e teoria equivariante de cohomologia (tais como teoria equivariante de cohomologia
de Borel);

e sequéncias espectrais (em especial a sequéncia espectral de Leray-Serre associada a
fibragao de Borel).
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Descrevemos a seguir com detalhes e formalismo os teoremas (problemas) que serao
abordados neste trabalho.

O Teorema de Tverberg é uma generalizagao do Teorema de Radon. Este ultimo,

afirma que um conjunto de d+2 pontos em R pode ser particionado em dois subconjuntos
que possuem envoltérias convexas nao disjuntas. Tais teoremas sao importantes e
interessantes teoremas da Geometria Discreta e, especificamente, afirmam que:
Teorema de Radon. Todo conjunto X constituido de d 4+ 2 pontos em R? pode ser
diwvidido em dois subconjuntos disjuntos Ay e As de X com intersecao nao vazia de suas
envoltdrias convezas, i.e., conv(Ay) Nconv(Ay) # 0, onde conv(A;) denota a envoltdria
conveza ou fecho convero de A;.
Teorema de Tverberg. Para qualquer d > 1 e r > 2, qualquer conjunto constituido
de (d+ 1)(r — 1) + 1 pontos em RY pode ser particionado em r subconjuntos disjuntos
Ay, Ag, ... A, de tal maneira que conv(A;)N---Nconv(A,) # 0. Tal parti¢io € dita uma
particao de Tverberg.

A prova original do Teorema de Tverberg [60] apresentada em 1966 é considerada
bastante técnica e complicada, no entanto, alguns anos depois, Tverberg em [61] publicou
uma prova mais simples de seu teorema. Em 1992, Sarkaria em [54] também apresenta
uma prova simples e elegante deste importante resultado.

Os teoremas de Radon e Tverberg podem ser reformulados em termos de aplicagoes
afins, da seguinte forma:

Uma formulacao equivalente do Teorema de Radon. Para toda aplicacdo afim

f:Agpr — RY, existem duas faces disjuntas oy, 00 C Agyq tais que

flor) N f(oz) # 0.

Uma formulagao equivalente do Teorema de Tverberg. Para toda aplicacao afim

o Awsye—1) — R?, existem v faces disjuntas 01,04, ...,0, C A(g41)(r—1) tais que

flo) N floz) N0 floy) # 0.

Sabendo das equivaléncias anteriores, faz sentido questionar se a afirmacao continua
valida ao exigir que f seja somente uma aplicacao continua ao invés de afim. Tal
formulagao déa origem a famosa Conjectura de Tverberg, a saber
Conjectura de Tverberg. Sejam d > 1 er > 2 arbitrdrios e denote N := (d+1)(r—1).
Para cada aplicacao continua

f:Ay — R?
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existem r faces disjuntas oy,09,...,0, C Ay tais que

flo) N floz) N0 floy) # 0.

Esta conjectura foi provada no caso r = 2 por Bajméczy e Barany em 1979 [1] e no
caso em que r é um primo por Béardny, Schlosman e Sziics em 1981 [2]. Estes dois casos
sao conhecidos como versao topoldgica do teorema de Radon e versao topoldgica
do teorema de Tverberg para r primo, respectivamente.

Versao topolégica do teorema de Radon. Seja f : Agpr — R? uma aplicagdo

continua. Entdo existem duas faces disjuntas 01,09 C Agyq tais que

flo1) N flo2) # 0.

Versao topoldgica do teorema de Tverberg - Caso r = p primo. Sejam p um

primo, d > 1 arbitrdrios e denote N := (d+ 1)(p — 1). Para cada aplicagao continua
f : AN — Rd
existem p faces disjuntas o1,09,...,0, C Ay tais que

F(01) N Foa) -0 flay) # 0.

Aqui, vamos fazer uma observacao interessante sobre estes teoremas: lembremos que
o Teorema classico de Borsuk-Ulam afirma, em particular, que uma aplicacao continua
de S™ em R™ nao pode ser injetiva. O Teorema topoldgico de Radon tem esta mesma

propriedade, como mostram as ilustragoes abaixo parad =1e d = 2:

| '
cE-o %
Y YV VYV VVYY

Este fato nos diz que o Teorema topoldgico de Radon esta fortemente relacionado
com os problemas famosos de nao existéncia de mergulhos topolégicos de um complexo
simplicial (grafos) sobre os espagos euclidianos, tal como o Teorema de Van-Kampen-

Flores entre outros.
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Voltando a Conjetura de Tverberg, temos também que a mesma é valida para o caso
em que r é uma poténcia de primo e tal teorema foi provado de maneiras independentes
por Volovikov [63] e por Sarkaria [55]. A demonstracao deste caso, em ambas referéncias,
requer o conhecimento de ferramentas avancadas de topologia algébrica, tais como
sequéncias espectrais de uma fibracao entre outras.

Desde 1996, quando foi provado por Volovikov [63] (e de 2000 quando foi provado por
Sarkaria [55]) até 2015, apesar de vdrias tentativas que deram origem a novas técnicas
e conjecturas equivalentes, nao houve avangos para o caso em que r nao seja poténcia
de primo. Durante este periodo, a validade da Conjectura de Tverberg para tal caso foi
considerada um dos problemas mais desafiadores na drea de topologia combinatorial e
geométrica. Em 2015, Florian Frick [24] sob algumas condi¢oes sobre os parametros r e d,
mostrou a existéncia de um contra-exemplo para a Conjectura de Tverberg é apresentado,
mostrando entao que a Conjectura de Tverberg nao é valida para o caso geral.

Relatamos a seguir um outro problema interessante relacionado com o Teorema de
Tverberg. Sabendo que o teorema é valido, podemos afirmar que existe pelo menos uma
partigdo de Tverberg. Porém, quantas partigdes de Tverberg existem para (d + 1)(r —
1) + 1 pontos em R?? Sierksma conjecturou que existem ((r — 1)!)¢ particoes, mas até
o momento tal afirmacao ainda nao pode ser provada. Entretanto, Vuéi¢ e Zivaljevié em
[69] estabeleceram um limitante inferior para o ntimero de parti¢oes se r for primo (no
caso em que r é uma poténcia de primo, também existe uma estimativa similar [33]).
Teorema (Particoes de Tverberg[69]). Seja p um primo. Para qualquer aplicagdo
continua f : Ay — R?, onde N = (d+ 1)(p — 1), o nidmero de p-uplas nio ordenadas

{o1,00,...,0,} de faces disjuntas de Ay com (Yi_, f(0:) # 0 € ao menos

1 (p)(d+1)(p1)/2

(p—1) \2

O teorema de Tverberg nos garante a existéncia de uma particao de Tverberg, porém,
podemos nos perguntar o que acontece ao restringirmos as particoes de um conjunto de
pontos X, pedindo que as particoes tenham pontos de diferentes partes de X. Tais tipos
de problemas sao denominados versoes coloridas do teorema de Tverberg.

O principal problema em aberto nessa direcao é a conjectura de Barany—Larman, na
qual ¢é atribuida uma coloragao ao conjunto de pontos. Para maiores informagoes ver em
[4].

O problema de Barany-Larman. Sejam d > 1 e r > 2 inteiros. Determine o menor
nimero n = n(d,r) tal que para toda aplicacdo afim(continua) f : A, ; — R? e toda
coloragao (C4,...,Cyy1) do conjunto de vértices C do simplexo A,,_; por d + 1 cores,

sendo o tamanho de cada cor ao menos r, existam r faces coloridas duas a duas disjuntas
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o1,...,0, de A,_1 cujas f-imagens se interseccionam, isso é

floy)n---nflon) # 0.

Notemos que um limitante inferior para a fungao n(d,r) é (d + 1)r e, portanto, é

natural a seguinte conjectura.
Conjectura de Barany-Larman. Sejam d > 1 er > 2inteiros. Entaon(d,r) = (d+1)r.

Entretanto, a conjectura de Barany-Larman nao implica diretamente a conjectura de
Tverberg, porém, o teorema a seguir generaliza ambas conjecturas para o caso onde r — 1
¢ um primo.

Teorema 6timo colorido de Tverberg Sejam d > 1, r > 2 um primoe N > (d+1)(r—
1), e consideremos f : Ay — R% uma aplicacdo continua. Se os vértices do simplexo Ay
sao coloridos por m cores, onde cada classe de cor tem cardinalidade no méaximo r — 1,

entao existem r faces coloridas e disjuntas oy, ..., 0, de Ay tais que,

fle) -0 flon) # 0.

O objetivo principal deste trabalho é provar teoremas tipo Tverberg e resultados
relacionados. Especificaremos a seguir a organizagao do trabalho e os principais resultados
obtidos.

No Capitulo [T, sdo apresentados os conceitos preliminares para a abordagem do
tema. Nas Secgoes e sao apresentados os principais conceitos geométricos que
utilizaremos através do trabalho, tais como complexos simpliciais geométricos e joins.
Nas Segoes [1.4] [1.5] [1.6] [I.7] e [1.§ sdo apresentadas as principais ferramentas de Topologia
Algébrica utilizadas no trabalho, tais como espacos classificantes, teoria equivariante de
Borel, sequéncias espectrais e os indices de valor numérico de Volovikov e o indice de
valor ideal de Fadell-Husseini, os quais foram fundamentais para a obtencao dos principais
resultados da tese.

No Capitulo [2, apresentamos uma prova alternativa para a conjectura de Bérdny-
Larman para o caso r = p — 1 com p um primo. De forma mais especifica, na Secao [2.1
revisitamos o problema topoldégico de Tverberg, mostrando o estado atual da arte, em
especial para o caso bidimensional. Na Se¢ao [2.2] provamos o Teorema [2.16] o qual estd
relacionado com alguns casos remanescentes da Conjectura topologica de Tverberg. Os
principais resultados do capitulo sao provados nas Secoes e onde apresentamos
uma prova alternativa para a conjectura de Barany-Larman para o caso r = p — 1 com
p um primo. A nossa principal contribui¢ao nesta direcao foi dar uma prova alternativa
do Z,-indice do complexo chessboard A, ,_;. Este é o ponto central na demonstragao da
conjectura de Barany-Larman para o caso r = p — 1 com p um primo. Para o caso de r
arbitrario, o calculo do G-indice do complexo chessboard A, ,_; (com G apropriado, por

exemplo G = (Z}) ou G = (Z,:) ) é um desafiador problema em aberto, cuja solugao
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conduzird a conjectura de Barany-Larman para outros 7’s.
Teorema Indexz, S(W,) = Indexz, A, ,-1 = HZP"Y(BZ,).

A estratégia principal para provar o Teorema foi usar as propriedades de um
determinado homomorfismo transfer definido por Gongalves, Jaworowski, Pergher e
Volovikov em [29].

No Capitulo [3, provamos versoes generalizadas do teorema colorido de Tverberg. De

forma mais especifica, na Secao [3.1], provamos uma generaliza¢ao do Teorema colorido de
Tverberg de Zivaljevié¢ e Vredica (ver Teorema . Sabendo que o Teorema topoldgico
colorido de Tverberg é valido, desde que o tamanho de cada cor seja ao menos 2r — 1,
onde r é uma poténcia de primo, mostramos através de outros métodos, que é possivel
restringir um pouco mais o tamanho das cores que é dado no Teorema 3.1 , pedindo
entao que apenas uma cor tenha ao menos tamanho 2r — 1, onde as restantes devem ter
ao menos tamanho 2r — 4.
Teorema [Generalizagao do Teorema Colorido de Tverberg] Sejam d > 1 er > 2
uma poténcia de primo. Para toda aplicacio continua f : A — R? e toda coloracdo
(C1,...,Cy411) do conjunto de vértices C' do simplexo A por d + 1 cores, sem perda de
generalidade, suponhamos que a cardinalidade de Cy € ao menos 2r — 1 e as demais cores
tenham cardinalidade ao menos 2r —4. Entao, existe r faces coloridas disjuntas oy, ..., o,
de A satisfazendo,

Fo1) -0 f(oy) # 0.

Mais ainda, na Secao [3.2| provamos uma versao da conjectura de Barany—Larman,
a qual também generaliza o Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevi¢ e Vredica. O
diferencial nesta generalizagao foi considerar r um inteiro qualquer e usar a estratégia de
pontos de (H, G)-coincidéncias definido por Gongalves, Jaworowski e Pergher em [30].
Teorema [Uma Versao da Conjectura Colorida de Tverberg] Sejam d>1er >1
inteiros, onde r = s.p* com p um primo. Dada qualquer aplicacdo continua f : A — RY,
e qualquer coloragio (C1,...,Cqr1) do conjunto de vértices C do simplexo A por d + 1
cores, onde a cardinalidade de cada conjunto C; seja ao menos 2r —1, existem s conjuntos
Fy={0i;;1 <j<p} com 1 <i<s, tais que as faces o;; sio coloridas e disjuntas,

satisfazendo

floin) N0 floge) # 0,

para todo 1 <1 < s.

No Capitulo [} provamos um versdo parametrizada do teorema de Borsuk-Ulam-
Bourgin-Yang para o caso G = Z* ou G = (S')™. Tal resultado est4 relacionado com a
conjectura de Tverberg-Vreéica. De maneira mais especifica, na Segao [A.1] fazemos um
paralelo entre a Conjectura de Tverberg-Vrecica e o problema parametrizado de Borsuk-

Ulam-Bourgin-Yang, com um breve relato historico sobre o problema parametrizado de
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Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang. Na Secao descrevemos o estado atual da arte sobre a
Conjectura de Tverberg-Vreéica, relatando principalmente os resultados mais recentes
provados por Blagojevi¢, Matschke e Ziegler em [5]. Em [5], os autores com o intuito
de provar casos da Conjectura de Tverberg-Vrecica, provaram uma versao do Teorema
de Borsuk-Ulam em termos de fibrados para o caso G = (Z,)™ (ver Teorema . Tal
resultado se baseou em uma versao do Teorema de Borsuk-Ulam em termos de fibrados
para o caso G = Z, provada por Zivaljevi¢ em [72]. Nesta dire¢do, na Secao
apresentaremos uma versao do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang relacionada com
o Teorema [4.8] a qual aborda fibrados mais gerais (adicionalmente o caso G = (S')™ ¢é
considerado, e determinamos uma estimativa para dimensao (topolégica ou cohomoldgica)
do conjunto S := M~'(A)). A saber, provamos a seguinte versao parametrizada do

Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang para o caso G = (Z,)™ ou (S)™.
Teorema Sejam
. G= ()" ou (S,
e B um G-espago trivial e conexo,
o 2 BeF L/> B dois G-fibrados vetoriais ( todas as fibras tem a mesma G-
representa¢ao),
A:=FE% = B e/ :=FE'% — B os subfibrados de pontos firos de E — B e E' — B,

respectivamente,

e C — B e(C' — B os subfibrados G-invariantes complementos ortogonais (E = CHA)
e(E=C"aA),

e F' e F' as fibras dos fibrados esfera S(C) — B e S(C') — B.

Suponha que

e k =rank(C) e n =rank(C"), com k > n,

e 7 (B) age trivialmente sobre H*(F) e H*(F') (isso é, C — B e C' — B sdo
orientdveis se p # 2),

o H:(S(C)) = H*(B)®H(F) (o que implica Indexp(S(C)) C Indexty (F)®@ H*(BG)),
e

e seja f uma G-aplicacdo entre os fibrados, tal que o sequinte diagrama comuta,

S(C) L LB =CoN

\>\B//{/.

H="""(BG) @ H*(B) 2= H5(f~(A")

Entao a aplicacao

¢ injetiva. Consequentemente,

coh.dim (f~'(A")) > coh.dim (B) + k — n.
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Finalizando o trabalho, na Segao [4.5, mostramos as principais consequéncias do
Teorema [4.12, Uma primeira consequéncia é considerar o caso em que B = {pt} para
obter a versao classica do teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang para p-toros e toros
provada recentemente em [42, Theorem 2.1] (ver Teorema [4.13). Outra consequéncia do
Teorema |4.12| é considerar m = 1 para obter as versoes parametrizadas do teorema de
Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang provadas por A. Dold em [20], Nakaoka em [49] e Izydorek-
Rybicki em [38]).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns requisitos de fundamental importancia para o
desenvolvimento dos capitulos seguintes. Se GG é um grupo topoldgico atuando em espagos
topolégicos X e Y, uma G-aplicacio ou uma aplicacio G-equivariante é uma funcao
continua f : X — Y que preserva a G-agao, ou seja, f(gz) = gf(x), para qualquer g € G
e para qualquer x € X. Observamos que se H é um subgrupode Gese f: X — Y é
uma aplicagao G-equivariante, entao f é H-equivariante. Uma aplicacao G-equivariante

f: X — Y induz uma aplicacdo entre os espacos de 6rbitas f: X/G — Y/G.

1.1 Complexos Simpliciais Geométricos

Definicao 1.1. Sejam wvg,vy,...,v; pontos em RY  Dizemos que esses pontos sao
geometricamente dependentes se existem nimeros reais aq, s, ..., ag, nao todos nulos
k k L. .
tal que > . jav; = 0e > o = 0. Caso contrario vy, vy, ..., sdo chamados

geometricamente independentes.
Exemplo 1.2. Temos que:
e Dois pontos vy e v; sao geometricamente independentes se vy # vs.

e 'Trés pontos vy, v1 € vy sao geometricamente independentes se nao estao numa mesma

reta.

e Quatro pontos vy, vy, v9 € v3 sao geometricamente independentes se nao estao num

mesmo plano.

Lema 1.3 ([44], Lemma 1.3.2). As seguintes condi¢oes sao equivalentes aos pontos

Vo, V1, - - ., Up € R serem geometricamente independentes:
e (s vetores vy — Vg, Vg — Vg, ...,V — Vg SG0 linearmente independentes.
e Os vetores (d + 1)-dimensionais (1,vq), (1,v1),...,(1,v;) € R sdo linearmente

independentes.
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Definicao 1.4. Um simplexo o é a envoltdria convexa de um conjunto finito A C R¢ de
pontos geometricamente independentes. Os pontos de A sdao chamados de vértices de o.
A dimensao de o é dimo := |A| — 1. Assim, cada k-simplexo(simplexo k-dimensional)

tem k + 1 vértices.

Exemplo 1.5. Sao exemplos de simplexos: um ponto, um segmento de reta, um triangulo,

um tetraedro:

Estes exemplos tém dimensao 0, 1, 2 e 3, respectivamente.

Definicao 1.6. A envoltdria convexa de um subconjunto arbitrario dos vértices de um
simplexo ¢ é uma face de o, deste modo, cada face é um simplexo.
O interior relativo de um simplexo o é construido a partir de o pela remocao de todas

as faces de dimensao menor que dimo.

Definigao 1.7. Uma familia nao vazia A de simplexos é um complexo simplicial se as

duas seguintes condicoes sao satisfeitas:
e Cada face de qualquer simplexo o € A é também um simplexo de A.

e A intersecao oy N oy de quaisquer dois simplexos 01,09 € A é uma face de ambos

01 € 09.

A uniao de todos os simplexos de um complexo simplicial A é denominada poliedro de
A e é denotado por ||A]|.

A dimensao de um complexo simplicial é a maior dimensao dos simplexos que o
compoem: dim A := maz{dimo € A}.

O conjunto de vértices de A, denotado por V(A), é a unido dos conjuntos de

vértices de todos os simplexos de A.

Exemplo 1.8. Abaixo temos trés figuras, onde a da esquerda representa um complexo

simplicial e as outras duas nao representam complexos simpliciais:

"R 4 &

Os interiores relativos de todos os simplexos de um complexo simplicial A formam
uma parti¢ao do poliedro ||Al[, pois, para cada x € ||A|| existe exatamente um simplexo
o € A tal que = estd em seu interior relativo. Este simplexo é denotado por supp(z) e

chamado de suporte do ponto z.
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1.2 Joins

O produto cartesiano de dois espacos topologicos X,Y é também um espaco topoldgico,
entretanto, se X e Y sao simplexos de dimensao ao menos 1, entao X X Y nao é um
simplexo.

Definiremos nesta secao o join, que nos permite operar complexos simpliciais e obter

um complexo simplicial.

Definicao 1.9. Sejam K e L dois complexos simpliciais. O join K % L é o complexo
simplicial com conjunto de vértices V(K)wWV (L) := V(K) x {1} UV(L) x {2} e conjunto
de simplexos {FWG : F € K,G € L} (aqui W denota a uniao disjunta).

Podemos definir o n-join de um complexo simplicial K,

K" =K«Kx*-- -« K=Z{FWhY---WEF,: F,....F, € K}.
Exemplo 1.10. Seja Dy = {0, {1},{2}} o complexo simplicial correspondente ao espaco
discreto com dois pontos. Como definido temos que || Dy|| é homeomorfo a S°. Que tipo
de espago é o n-join D3"?
Podemos identificar o conjunto dos vértices de D3™ com o conjunto [2] X [n]. Dessa
forma um subconjunto de [2] X [n] serd um simplexo se, e somente se, ndo contém ambos
(1,4) e (2,4) com i € [n]. Assim, o complexo simplicial D;™ é isomorfo ao complexo

fronteira do n-dimensional crosspolytope. Portanto temos que ||D3"|| = S"~L.

Definigao 1.11 (Join de espagos). Sejam X e Y espagos topologicos. O join X x Y
é o espago quociente X X Y x [0,1]/ ~, onde a relacdo de equivaléncia ~ é dada por
(z,y,0) = (2/,y,0) para todo z,2’ € X ey € Y e (z,y,1) = (z,y,1) para todo x € X e
v,y €Y.

Exemplo 1.12. Quando X e Y sao simplexos de dimensao 1.

y ¥
A
Tl A
O
Vs A
X y =0 =1 Xik
X %Y x [0.]]

Uma 1til interpretagao geométrica do join é dada pela seguinte proposigao (ver [44]
Proposition 4.2.4]).

Proposigao 1.2.1 (Interpretacdo geométrica do join). Suponha que Xj,..., X, s@o

subespagos de um mesmo espaco euclidiano, que X; C U;, onde Uy N---NU, = 0 e
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que a envoltéria convexa de Uy U - - - U U, tem dimensdo dim(U;) + - - - + dim(U,) +p — 1.

Além disso, suponha Xj,..., X, limitados. Entao, o espaco
7 = {tll’l + - +tp$p . tl € [O, 1],1’1 S Xz} C Rn,

¢ homeomorfo a X * -+ x X,,.

v
i
.
.
.
4
-

xxy |V

Observagoes 1.2.1. Com esta interpretagcao geométrica, mostra-se a equivaléncia da
definicao do join de complexos simpliciais com a do join de espagos topoldgicos, no
sequinte sentido, a realizagao geométrica do join de complexos simpliciais ||K * L|| €
homeomorfa ao join das realiza¢oes geométricas dos complezos simpliciais ||K||*||Ll||, ou

seja, || K = L|| = ||K|| = || L|| para quaisquer complexos simpliciais K e L (ver [{4)]).

Podemos escrever um ponto de um join que é uma classe de equivaléncia [(z,y,t)]
como tx @ (1 —t)y. Notamos que mesmo tendo X =Y e a,b € X, a # b essa soma nao é
comutativa, pois, %a P %b #* %b &) %a.

De maneira analoga usaremos a notacgao t1x; @ toxs @ - - - ® t,x, para um ponto de
X" =XxXx*---*xX.

n-vezes

Definicao 1.13. Dadas duas aplicacoes continuas f : X; — Xs e g : Y] — Y5, o join de

f e g denotado por f x g é a aplicacao continua
f*93X1*Yl—>X2*Y27

dada por tz & (1 — t)y — tf(z) & (1 —t)g(y).

Ainda mais, dada a aplicacao continua f : X — Y, podemos definir a aplicagao
continua f* = f* f*...x f: X" = Y™
—_—
Observagoes 1.2.2 (Joins e produtos). O produto X XY pode ser merqulhado em X %Y
por (z,y) — %x B %y. Ou de maneira geral, X™ mergulha em X*™ por (x1,xa,...,T,) —

1 1 1
1 D () D D L.

Definigao 1.14. Sejam n > k > 2 inteiros. Uma n-upla (z1, zs, ..., x,) é dita k-distinta

se quaisquer k elementos dentre os x; nao sao todos iguais.
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Definicao 1.15. O n-produto k-deletado de um espago X ¢
Xxw = {(@1,22,...,2) € X" (71, wp)k-distinta}.

Definicao 1.16. O n-join n-deletado de X ¢
Do X*”\{1 @1 &) 691 € X}
= P —-rPH---D—x:T )
A n n n
Definicao 1.17. Para um complexo simplicial K, o n-join k-deletado de K ¢é
KRp ={hvkhy Wk, € K": (I, F,..., F,) ¢ k-disjunta},

onde uma n-upla (Fy, Fy, ..., F,) de conjuntos é k-disjunta se cada k conjuntos dentre
os F; tem intersecao vazia.
Para k = n escrevemos X} para X}, e KX para Kj,.

n)

Exemplo 1.18. Seja Dy = {0, {a}, {b}} o complexo simplicial discreto de dois pontos.
Temos que (D9)% é a uniao disjunta de dois segmentos. Abaixo temos trés figuras, onde

a primeira representa duas copias de Do, a segunda o join e a terceira o join deletado.

b, 1
(&:1) (b,2) 6.1 (b,2) . (b,2)
. //'
(a, 1) (a:Q) (CL, 1) (CLj 2) ((Z, 1) (G, 2)

Exemplo 1.19. Seja o' um simplexo de dimensao 1, ou seja, um segmento de reta com

vértices a e b. O join deletado (o) é a fronteira de um quadrado de lado o*. Como no

exemplo anterior temos abaixo trés figuras, onde a primeira representa a uniao disjunta
1

de dois segmentos de reta, a segunda um tetraedro que é o join o' * 0! e a terceira o join

deletado (01)22.

(b,1) (b,1)
e (0,2) (0,2)

(a, 1) 4 _ / (a, 1) (a 2) (a’ 1
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1.3 Espacos k-conexos

Definicao 1.20. Seja £ > —1. Um espaco topoldgico X é k-conexo se para cada

[ =—1,0,...,k, cada aplicacio continua f : S’ — X pode ser estendida a uma aplicacio

continua f : B4 — X, ou seja, cada aplicacdo f : S' — X é homotopicamente nula.
Equivalentemente, um espago X é k-conexo se m;(X) = 0, para 1 < i < k, onde m;(X)

denota o i-ésimo grupo de homotopia de X.
O seguinte teorema caracteriza a k-conectividade em termos de grupos de homologia.

Teorema 1.21. Seja X um espaco topologico nao nulo e k > 1. Entdo X € k-conexo se,
e somente se, € simplesmente conexo (isto ¢, o grupo fundamental (X)) e Hy(X) = 0

para todo i = 0,1,..., k.
O seguinte lema é uma consequéncia do Teorema de Hurewicz([44], Theorem 4.4.1).

Lema 1.22 (J44], Proposition 4.4.3). Supondo X k-conezo eY l-conexo, onde X eY sdo

triangularizdveis. Entao X xY ¢é (k+ [+ 2)-conezo.

1.4 Espacos classificantes

Uma construcao direta do espaco classificante BG, para qualquer grupo topoldgico G,
foi dada primeiramente por Milnor [46]. Dado qualquer grupo topoldgico G, existe um
espaco BG e um G-fibrado principal universal EG — BG tal que para qualquer espaco
paracompacto Hausdorff B, a construcao pullback induz uma bijecdo entre o conjunto
[B, BG] das classes de homotopia de aplicagoes de B em BG e a classe dos isomorfismos
de G-fibrados principais sobre B. Denotaremos o G-fibrado principal universal EG — BG
por wg.

Em ([37, Chap. 4, Theorems 12.2, 12.4]), foram provados os seguintes teoremas:

Teorema 1.23. Para qualquer G-fibrado principal n = (G, G, E,p, B) sobre um espago
paracompacto Hausdorff B, existe uma aplicagao f : B — BG tal que n e o fibrado

pullback f*(we) sao G-fibrados principais isomorfos sobre B. A aplicagao f : B — BG é

chamada uma aplicacao classificante para o G-fibrado principal p : E — B.

Teorema 1.24. Sejam fo, f1 : B — BG duas fungoes continuas tais que f§(we) e f1(wa)

sao G-fibrados principais isomorfos sobre B. Entao fo € homotépica a f;.

No caso em que G é um grupo compacto de Lie, é vélido o seguinte teorema

fundamental, cuja prova pode ser encontrada em ([I1, Chap.II, Theorem 5.8]).

Teorema 1.25. Suponhamos que X seja um espaco paracompacto Hausdorff e que G seja
um grupo compacto de Lie atuando livremente sobre X. Entio X — X/G € um G-fibrado

principal.
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Proposicao 1.26 ([43, Observacao 1.1.4]). Sejam G um grupo de Lie compacto e X, Y
G-espagos livres e paracompactos. Considere f: X — Y uma aplicagao G-equivariante e
f: X/G — Y/G ainduzida de f. Seqy: Y/G — BG é uma aplicacio classificante para
Y — Y/G, entio gy o f: X/G — BG é uma aplicagio classificante para X — X/G.

1.5 O Espaco de Borel

Suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie atuando livremente em um espaco

topolégico X Hausdorff, paracompacto. Entao, podemos tomar
h:X/G— BG

uma aplicacao classificante para o G-fibrado principal X — X/G, onde EG — BG é o
G-fibrado principal universal para G.

Agora, suponhamos que G seja um grupo compacto de Lie atuando em um espaco
topologico X Hausdorff. Denotemos por X o espaco de Borel EG x¢ X de X, obtido da
seguinte forma: G age livremente sobre EG x X pela agao g(e, z) = (ge,gr) e EG xg X =
(EG x X)/G. A aplicagao entre os espagos de orbitas

p: Xe — (EG)/G = BG, (1.1)
induzida pela projecao na primeira coordenada FG x X — EG é uma fibracao com fibra

X e espago base BG sendo o espaco classificante de G; p é chamada uma fibracdo de Borel

associada ao G-espago X.

Observacao 1.5.1. Se (G age livremente sobre X, entao a aplicacao
s: Xg — X/G,

induzida pela proje¢ao na segunda coordenada EG x X — X, é uma fibragao com fibra

contratil EG e portanto uma equivaléncia de homotopia (para detalhes, ver [19]).

1.6 Teoria de cohomologia equivariante de Borel

Os resultados principais desta se¢ao sao apresentados com detalhes em [19, Chap III,

Section 1].

Defini¢ao 1.27. Seja G um grupo de Lie compacto. Dado um G-par (X, A) tal que X
é paracompacto e A é subespago fechado, podemos associar o par de espagos (Xq, Ag),
conhecido como par de Borel. Dada uma aplicagdo G-equivariante f: (X, A) — (Y, B),
a aplicagdo Idgg x f: (EG x X, EG x A) — (Y, B) induz uma bem definida aplicagao
fe =1dge x¢ f: (Xa, Ag) — (Yg, Ba), conhecida como aplica¢ao de Borel.
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Temos que Idg = Idx, e (f o g9)¢ = fe o ga, para quaisquer aplicacoes G-
equivariante f,g e aplicacao identidade Id.  Assim, temos um funtor covariante
-+ G-Top® — Top? que associa um G-par (X, A) ao par (Xg, Ag) e uma aplicacio G-
equivariante f: (X, A) — (Y, B) a uma aplicagao continua fq: (Xg, Ag) — (Yo, Ba),
nos quais Top?, G-Top? sdo as categorias dos pares de espacos topolégicos e G-pares,
respectivamente. Este funtor é conhecido como funtor construgao de Borel.

Seja R um anel comutativo com unidade 1g. Para um G-par (X, A) defina
H} (X, A) = H*(Xg, Ag) = H(EG x¢ X, EG xg A),

no qual H*(—; R) é a cohomologia de Cech (veja [56]). Dada uma G-aplicacio
f:(X,A) — (Y, B), induzimos f* := f}, = H*(fq; R).

Denotaremos H(—; R) simplesmente por H(—; R) (sem "V ") e quando nio gerar
confusao, omitiremos o anel de coeficientes R.

De acordo com [19, Chap III, Section 1] , para todo inteiro ¢, H,(—; R) é um funtor
contravariante, no qual associa G-pares e G-aplicagoes a R-mdodulos e R-homomorfismos,
respectivamente. Além disso, satisfaz os axiomas da Invariancia homotdpica, Exatidao,
FEzcisao e Continuidade. Mais ainda, para pares (X, A), (X, B) adequados temos que o

produto cup U em H*(—; R) é induzido em H}.(—; R), isto é, existe a aplicacao

satisfazendo as propriedades usuais do produto cup.

Dizemos que H¢ ¢é uma teoria de cohomologia G-equivariante e cada H{, ¢ chamado
q-funtor cohomologia G-equivariante de Borel.

A teoria de cohomologia G-equivariante de Borel, diferentemente de uma teoria de
cohomologia classica, como por exemplo, a singular ou a de Cech, néao satisfaz o axioma
da dimensao. Tais teorias de cohomologia também sao chamadas de teoria de cohomologia

generalizada. Note que se X = {pt}, entao
He(pt) = H(EG x¢ {pt}) = H*(BG).

O anel de cohomologia H*(BG) possui rica estrutura e serd de fundamental
importancia para a definicao das principais ferramentas que serao utilizadas neste
trabalho. Apresentamos a seguir o anel de cohomologia H*(BG) dos espagos classificantes
BG, para G = Zy', Z;' ou (SHY™ os quais serao os exemplos mais importantes para o

contexto deste trabalho.
Proposicao 1.28 ([19], Proposition 2.2, Theorem 2.5, Exercise 2.7.4). Seja m > 1.

1. Para p = 2, G = (Zy)™ entao H*(BG;Zsy) = Zslty, ..., tm], nos quais cada t; €
HY(BG; Z,).
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2. Para p > 2, G = (Z,)™ entio H*(BG;Z,) = Zy[ty, ... tn) @z, A(s1,...,5n), nos
quais t; € H*(BG;Z,), s; € H'(BG;Z,) e s? = 0.

8. Parap = 0, G = (SH)™ entao H*(BG;Q) = Qlty,...,t], nos quais cada t; €
1*(BG; Q).

Um outro fato muito importante é que HE (X, A) é um médulo graduado sobre H*(BG)

de uma maneira canonica, como mostra o seguinte resultado.

Proposicao 1.29. A aplica¢io p: Xg — BG induz uma estrutura de H*(BG)-mddulo
graduado sobre HY (X, A).

Prova. Dados a € H™(BG) e v € HA(X, A) basta definir ay = p*(a) Uy € HZ" (X, A).
[l

1.7 Sequéncia Espectral

Definigcao 1.7.1. Um mddulo diferencial bigraduado sobre um anel R, é uma colecao de
R-médulos {EP9} (ou {E), ,}), para todo par de inteiros p e ¢, junto com uma aplicacdo
R-linear d : E** — E**, o diferencial, de bigrau (r,—r+1) (oud: E,, — E, ., de bigrau

(—r,r — 1)), para algum inteiro r, satisfazendo d o d = 0.

Definigao 1.7.2. O médulo de cohomologia H(E) é o médulo bigraduado

. Ker(d : BP9 — Erinar+l)
HP,Q(E ’ 7d) = _[m(d . Ep—’r’,q-‘r’l"—l N Ep7q> .

Definicao 1.7.3. Uma sequéncia espectral do tipo cohomoldgica é uma colecao de R-
modulos diferenciais bigraduados {E**,d,.}, para r = 1,2,...; onde os diferenciais tém

bigrau (r, —r + 1) e EXY, é isomorfo a H»(E}*,d,).

Observacao 1.7.1. Embora a sequéncia espectral esteja indexada para r = 1,2,...,
essa indexacao pode comecar em qualquer inteiro e para as nossas aplicacoes a sequéncia

comeca em 17 = 2.

Para definir o termo limite de uma sequéncia espectral cohomoldgica, para todo k > r,

denotemos por
Zr1 = Ker(d, : EP9 — Eptma—r+l)
Bt = Im(d, : EP~m0tT=1 — EPa),

A condicao d, o d, = 0, implica que B, C Z, C E,, e segue da Defini¢cao que
E,.1 = Z,/B,. Sejam

Z(ET+1)pvq = KGT(dT+1 : Effl - Efi‘;-‘rl,q—?“)
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B(Ey41)P = Im(d1 : Ef;f_l’qw — E7).

Segue de [35, Theorem 1.10, p.173], que existem submddulos bigraduados Z,,1 e B,
de Z,, contendo B,, tais que Z(E,41 )P = Z21, /779 ¢ B(E,41)P9 = B, /B4, para todo

p,q. Assim, B,y C Z,41 e temos que
B.CB.1CZ1CZ CE,.

Além disso, B9 = Z(FEyy1)/B(Ery1) = Zpy1/Bry1. Continuando esse processo por

inducao, obtemos uma sequéncia de submodulos, para todo n > r,
B.cB.,C..CcB,C...CZ,C...CZ.,,CZ,CE,.

com a propriedade que E, 11 = Z,,/B,.

Definicao 1.7.4. Definimos os moédulos bigraduados
Zow=()%n € Bs=|JBn

O médulo bigraduado Ey, = Z /By é chamado o limite da sequéncia espectral E.

Defini¢ao 1.7.5. Uma sequéncia espectral cohomolégica {E**, d,} colapsa no N-ésimo

termo se o diferencial d, = 0, para todo r > N.

Observacao 1.7.2. Uma consequéncia imediata do fato de uma sequéncia espectral

~Y

cohomoldgica { E*,d,} colapsar no N-ésimo termo, é que By* = E = ... = EX*

Definicao 1.7.6. Uma filtracao decrescente F' sobre um R-moédulo A, é uma familia de
submédulos {FP(A)}, com p € Z, tal que

... CEFPTY(A) C FP(A) Cc FPH(A)C...C A

Definicao 1.7.7. Dada uma filtracao decrescente F' sobre um R-moédulo A, o médulo

graduado associado Ej(A) é dado por
E§(A) = FP(A)/FPH(A).

Definicao 1.7.8. Se H* é um R-mdédulo graduado e se F' é uma filtracao sobre H*, entao
FP(H™) = FP(H*)NH" C FPF"Y(H*)NH™ = FP"'(H") e 0 m6dulo bigraduado associado
Ey™* é dado por

Eg’q(H*,F) — Fp(Hp+q)/Fp+1(Hp+q)_

Definicao 1.7.9. Uma sequéncia espectral {E** d,.} converge para um R-mddulo gra-

duado H*, se existe uma filtracao F' sobre H* tal que
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ERt = By (H, F),
onde E%* é o termo limite da sequéncia espectral.

Definigao 1.7.10. Uma sequéncia espectral {E** d,} é uma sequéncia espectral do

primeiro quadrante, se existe r tal que E?? =0, para p < 0 ou g < 0.

Recordemos agora o seguinte teorema de Leray-Serre para fibragdes (para de-

monstracao, ver [45, Theorem 6.7]).

Teorema 1.30 (A Sequéncia Espectral Cohomolégica de Leray-Serre). Seja R um anel
comutativo com unidade. Dada wma fibracio F — E 2 B, onde B ¢é conexo por

caminhos, existe uma sequéncia espectral do primeiro quadrante {E** d.}, com
E3? = HP(B; HU(F; R)),

a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia de F, a fibra de p, e
convergindo para H*(E; R). Além disso, essa sequéncia € natural com relagdo a aplicagoes

entre fibragoes que preservem fibras.

Observacao 1.7.3. Se m(B) age trivialmente sobre H*(F';R) entdo o sistema de

coeficientes locais é trivial e o Fy—termo tem a forma mais simples
E¥? >~ HP(B; H{(F; R)).

Observagao 1.7.4. A sequéncia espectral de Leray-Serre associada a fibragao de Borel
X < EG x¢ X = X¢ & BG

sera uma das principais ferramentas utilizadas no trabalho. Por este motivo,
apresentaremos a seguir alguns detalhes sobre esta sequéncia.
Seja G um grupo de Lie compacto agindo sobre um espaco paracompacto de Hausdorff

X. Considere a fibracao de Borel
T XG — Bg,

com fibra X. Se G age livremente sobre X, ja observamos que os anéis de cohomologia
H*(Xg) e H(X/G) sao isomorfos. Do Teorema [1.30, associado a fibragao de Borel
X < EG x¢ X = X¢ 5 BG, temos uma sequéncia espectral do primeiro quadrante,

{E,,d,}, convergindo para H*(Xs), com
E3" = HP(BG; HY(X),

onde os coeficientes sao locais e determinados pela acao do grupo fundamental m(BG)

sobre H*(X'). Como mencionado anteriormente, se 71 (BG) age trivialmente sobre H*(X),
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o Fs-termo possui a seguinte forma mais adequada
E¥? = HP(Bg) ® HY(X).

Quando restrito para as subalgebras E;’O e Eg’*, a estrutura produto na sequéncia
espectral coincide com o produto cup sobre H*(BG) e H*(X), respectivamente. Também,

0os homomorfismos

HP(BG) = E}° — E}’ — ... — EP), = B0 C H?(X() (1.2)
(§
HY(Xg) —» B 2 B}, — E)f — . — By~ HY(X) (1.3)

sdo, respectivamente, os homomorfismos (também chamados de homomorfismos edge e

transgressao, respectivamente)

p": H(BG) — H?(Xg)

i* L HY(X¢) — HI(X),

onde 7 : X — X4 é a inclusao.
A construcao de Borel e a fibracao de Borel associada sao naturais com respeito a
aplicacoes equivariantes, ou seja, qualquer aplicacao G—equivariante f : X — Y entre

G-espagos X e Y induz o seguinte morfismo de fibrados

Idx g f

EG XgXﬁ-EG ng (14)
BG — BG.

Este morfismo de fibrados induz um morfismo entre as sequéncias espectrais associadas

EP(f) : EPY(EG x¢Y) — EP(EG x¢ X)

T

tal que

EPO(f) : EPY(EG x¢Y) = EP°(EG ¢ X)

¢ a identidade.
Através do trabalho, usaremos a notagao EF*(X) para indicar a sequéncia espectral

de Leray-Serre associada a fibracao de Borel

X 3 EGxeX =Xa5 BG
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1.8 Indice de valor numérico e indice de valor ideal

Finalizaremos este capitulo com a definicao de dois importantes indices na literatura,
a saber, o indice numérico i(-) de G-espacos definido por Volovikov em [66] e indice de
valor ideal definido por Fadell-Husseini [22].

Provavelmente, a primeira vez que um findice (co)homoldgico apareceu de forma
explicita foi em um artigo de Yang [74], para espagos com agoes livres de Z,. Este
indice esta proximo a conceitos como génus e categoria e tém aplicagoes em varias areas
da matematica. Para acoes livres de grupos finitos arbitrarios, indices homoldgicos e

geométricos foram introduzidos por Svarc em [57, 58] e por Conner e Floyd em [17].

1.8.1 O indice i(-) de G-espagos de Volovikov

Recordamos agora um indice numérico definido por Volovikov em [66]. Este indice é
uma fungao sobre G-espagos cujo valor ou é positivo ou co. Para a definigao do indice
i(+) a seguir, vamos usar a Cohomologia de Cech com coeficientes em um corpo K, o
qual nao sera indicado por nossa notagao. Além disso, no caso em que G é um p-toro,
isto 6, G = Z = Z, X Zy X ... X Zy, para um primo p, sempre usaremos K = Z,, e
no caso em que G é um grupo conexo de Lie, usaremos K = Q. A definicao do indice
i(X) usa a sequéncia espectral do fibrado px : X¢ — BG com fibra X (a construcao de
Borel). A sequéncia espectral converge para a cohomologia equivariante H*(X¢g). Seja A*
a cohomologia equivariante de dlgebra H*(pt) = H*(BG; R) de um ponto. Suponha que
X é conexo por caminhos. Logo Ey” = A*. Assumindo que Fy° = --- = E*0 #£ E5S,
entdo, por definicio, i(X) = s. Se Ey° = ... = E%° entdo, por definicio, i(X) = co.

Apresentamos a seguir algumas propriedades deste indice (ver [66]).
Proposicao 1.31. Sejam X, Y e Z G-espagos.
(i) Se existe uma aplica¢ao G-equivariante de X para Y, entao i(X) < i(Y).
(ii) Se H'(X) = 0 para todo j < n — 1, entdo i(X) >n + 1.
(1ii) Se HI(Z) =0 para todo j > n—1 ei(Z) < oo, entao i(Z) < n.

(iv) Se X € compacto ou finito dimensional e tal que H*(X) = H*(S™), e G age sem
pontos fixos sobre X, entdo i(X) =n+ 1.

Observacao 1.8.1. Pela Proposicao m-(zz) e pelo Teorema [1.21] temos que

i(X) > conn(X) + 2, onde conn(X) representa a conectividade de X. (1.5)
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1.8.2 Indice de valor ideal de Fadell-Husseini

Nesta secao, como na secao anterior, H* denotara a cohomologia de Cech com coeficientes
em um corpo K, o qual nao sera indicado por nossa notacao. Além disso, no caso em que
G ¢ um p-toro, isto ¢, G = Z;', para um primo p, sempre usaremos K = Z,, e no caso em
que G é um grupo conexo de Lie (por exemplo, G = (S')™ = T™), usaremos K = Q.
Recordamos da Segao|[1.6{que a cohomologia equivariante de um G-espago X ¢é definida

CcOo1mo

Hi(X) = H*(EG x¢ X).

Se p : X — B é uma projecao em um G-espaco trivial B, denotamos o indice

cohomoldgico de X sobre B, também chamado o indice de Fadell-Husseini [22], por
IndexZ(X) := ker (H5(B) 2 H5(X)) C Hi(B) = H*(BG) ® H*(B).

Se B = pt é um ponto entdo H(pt) = H*(G) e Indexq(X) := Index? (X).

O indice cohomoldgico tem as seguintes quatro propriedades

e Monotocidade: Se existe uma aplicacao entre fibrados X — ¢ Y entao

IndexZ(X) D Index5(Y).

Aditividade: Se (X; U X5, X1, X3) é uma terna excisiva, entao

Index5(X,) - Index5 (X5) C Index3 (X, U Xy).

e Joins:
IndexZ(X) - Index5(Y) C IndexZ (X * Y).

Subfibrados: Da continuidade da cohomologia de Cech H* segue que se existe uma

aplicacao entre fibrados f : X — ¢ Y e um subfibrado fechado Z C Y entao

IndexZ(f71(Z)) - IndexZ(Y) C Index5(X). (1.6)

Para mais informagoes sobre este indice veja [23] e [22].
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Capitulo 2

A versao colorida do Teorema de

Tverberg

Nesse capitulo iremos falar sobre o Teorema de Tverberg e algumas de suas
generalizacoes. Em particular daremos uma prova alternativa para a validade da

Conjectura de Bardany—Larman no caso onde r + 1 é um primo.

2.1 O Teorema de Tverberg e suas versoes to-
poldégicas

O Teorema de Radon afirma que, qualquer conjunto com d + 2 pontos em R? pode
ser particionado em duas partes tais que seus respectivos fechos convexos se intersectam.
Uma generalizacao dessa afirmacao é conhecida como Teorema de Tverberg, que por sua
vez tem um gama de variacoes no campo de Geometria Combinatorial.

Mais especificamente o Teorema de Radon afirma o seguinte:

Teorema 2.1 (Teorema de Radon). Para qualquer subconjunto X C R? com ao menos
d + 2 elementos, existem subconjuntos disjuntos S e T de X com a propriedade de que
conv(S) Nconv(T) # 0.

O Teorema de Radon tem uma reformulacao equivalente em termos de aplicagao afim

do (d + 1)-dimensional simplexo padrao Agy; no RY:

Teorema 2.2 (Teorema Afim de Radon). Para toda a aplicagdo afim f: Agyp — RY
existem faces disjuntas o e T de Agy1 com a propriedade de f(o) N f(1) # 0.

Primeiro, podemos perguntar se a hipotese da aplicacao ser afim é mesmo essencial.
E suficiente assumir que f é apenas continua?
Essa questao foi respondida por Bajmécezy & Bérdny em 1979, [1], fazendo uso do

teorema de Borsuk—Ulam:
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Teorema 2.3 (Teorema Topolégico de Radon). Para qualquer aplicagdo continua

f: Age1 — RY existem faces disjuntas o e T do simplezo Agyq com a propriedade que

fl@)n f(r) #0.

A3 CR®

A 4

R2

'R 4

Figura 2.1: Teorema de Radon, versoes afim e topoldgica em R2,

Em outras palavras, o (d + 1)-simplexo nao pode ser mergulhado em R? sem colapsar
dois pontos de faces disjuntas.

Acabamos de ver que o teorema de Radon nos garante que ha duas faces do simplexo de
uma determinada dimensao que devem se colapsar por uma aplicacao dada. Poderiamos
pedir que um numero qualquer de faces se colapsem? Em caso afirmativo, qual seria
a dimensao do simplexo? A resposta para essas perguntas sao dadas pelo teorema de

Tverberg, que generaliza o teorema de Radon.

Teorema 2.4 (Teorema de Tverberg). Sejam d > 1 e r > 2, qualquer conjunto com
(d+ 1)(r —1) +1 em R? pode ser particionado em r subconjuntos Ai,..., A, de tal

maneira que conv(A;)N---Nconv(A,) # 0. Tal particao é dita uma parti¢io de Tverbery.

O Teorema de Tverberg, como enunciado acima, tem uma formulagao equivalente em

termos de aplicagoes afins:

Teorema 2.5 (Teorema de Tverberg (versao afim)). Sejam d > 1 e r > 2, tomando
n = (d+1)(r — 1) e dada uma aplicacio afim f : A, — R?, existem r faces disjuntas

o1,...,0,. de A, de tal maneira que

floy)ne---nflon) # 0.

Sabendo que a versao afim do Teorema de Tverberg é valida, surge de maneira natural
o questionamento da validade do Teorema[2.5ao pedir que f seja apenas continua ao invés
de afim. Surpreendentemente a validade de tal fato depende da divisibilidade do nimero
r.

O questionamento da validade do Teorema tomando f continua ao invés de afim,

ficou conhecido como Conjectura topoldgica de Tverberg.

Conjectura 2.6 (Conjectura topolégica de Tverberg). Sejam d > 1 e r > 2, tomando

n=(d+1)(r—1) e dada uma aplicagio continua f : A, — R?, existem r faces disjuntas
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01,...,0,. de A, de tal maneira que

fle) NN flo) #0

A validade da Conjectura foi primeiramente provada para os casos onde d = 1
ou r = 2. Com o passar dos anos a validade para os casos onde r é uma poténcia de
um numero primo também pode ser verificada, no entanto, os casos onde r nao é uma
poténcia de um primo ficaram em aberto por décadas e chegou a ser considerado, ver
[44], um dos problemas mais desafiadores na érea de Topologia combinatorial. Até que
em 2015, em [24], foi estabelecido que a Conjectura topolégica de Tverberg nao é vélida
quando r nao é uma poténcia de primo e d > 2r + 1.

A seguir serda detalhada a conjectura para o caso onde d = 2, que permanece em
aberto, e logo apds mostraremos como esse problema pode ser abordado por métodos

topologicos.

2.1.1 O caso bidimensional

A Conjectura ¢ facilmente verificada para d = 1, porém, o caso bidimensional
(d = 2) segue em aberto por décadas. Apresentaremos agora um estudo desse caso
especial da conjectura de Tverberg.

Em [59] foi apresentada uma versdo equivalente da conjectura de Tverberg a qual
evidencia propriedades sobre aplicagoes que cumprem a afirmagao da Conjectura [2.6]

Para isso, foi feito uso da nogao de Nimero de voltas de f(winding number).

Conjectura 2.7 (Conjectura de Tverberg, caso d = 2). Sejar > 2, tomando n = 3(r—1)
e dada uma aplicacio continua f : A, — R?, existem r faces disjuntas o1, ...,0, de A,

de tal maneira que

F(e1) N0 fay) # 0.

Observemos aqui que essa conjectura continua em aberto quando r # p*, com p um

primo. Assim, um contra exemplo pode aparecer com r = 6 e uma aplicagdo continua
f : A15 — R2.

A seguir, definiremos o nimero de voltas de uma aplicacao em relacao a um ponto e

a qual nos dard um sentido mais geométrico a conjectura de Tverberg.

Definigao 2.8 (Numero de voltas de f com respeito a um ponto). Seja f : S¥ ! — RY
uma aplicacdo continua e p um ponto em R? Se a imagem de f nao contém p, entdo f

define um ciclo (singular) [f] no grupo de homologia reduzida ]Tld_l(Rd \{p}Z)=2Z,e



2.1 O Teorema de Tverberg e suas versoes topologicas 26

assim definimos o Numero de voltas de f com respeito ao ponto p como

W(f,p) = [fl€Z

O sinal de W(f, p) depende da orientacao de S?! e de R, mas a expressao
“W(f,xz) = 07

¢ independente dessa escolha. Em particular, para d = 1 temos que W (f,p) é zero se os
dois pontos f(S°) pertencem a mesma componente de R\ {p}. Caso contrdrio dizemos
que W(f,p) #0.
Para qualquer d-simplexo A, temos que 0A; = A?d_l ~ G916 niimero de voltas
W (f, ) para aplicagoes f : 0A; — R? e pontos = ¢ f(0A,) é definido da mesma maneira.
Novamente serd bem definido dependendo da orienta¢ao mas a condi¢ao “W(f,z) = 0”

¢ independente de orientacao.
Posto isso, temos a seguinte conjectura:

Conjectura 2.9 (Conjectura do niimero de voltas, [59]). Para quaisquer inteiros positivos

d e q e qualquer aplicagdo continua f : A(Sdc_l;l%(q_l) — RY existem q faces disjuntas
o1,...,04 de A(Sdin(qq) e um ponto p € R? tais que para cada i, uma das sequintes

afirmagoes € vdlida:
o dim(c;) <d—1epe f(o),
o dim(o;) =d, ep€ f(00:), oup & f(do:) e W(floo, p) # 0.

Outra versao equivalente da Conjectura [2.9|é a seguinte.

Conjectura 2.10 (Conjectura do nimero de voltas, versao equivalente, [59]). Dada uma
aplicacao continua f : A(Sdi_lﬁ(q—l) — R existem q faces disjuntas oy, ..., 0, de A(Sd(j-l)(q—l)

tais que

N fle)n () Welflow) # 0.

dim(o;)<d dim(o;)=d

onde para uma aplicacio continua f : 0A; — RY, definimos

Walf) = [(0A) U {z e R\ f(9A) : W(f,x) # 0}

Em [59] foi estabelecido que a Conjectura ¢ equivalente a conjectura de Tverberg.
Assim, se considerarmos d = 2 e uma aplicacao continua f : A%{S — R?, a qual é um
desenho do grafo completo K3, 5 no plano, pelo Teorema temos que a conjectura de

Tverberg para d = 2 é equivalente a validade de uma das seguintes afirmativas,

e r — 1 triangulos cercam um vértice, onde cada triangulo é a imagem de K3 como

subgrafo de K3, 5, ou

e r — 2 triangulos cercam a intersecao de duas arestas.
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Portanto, o caso bidimensional da conjectura de Tverberg para d = 2 e r = 6 ¢
equivalente a um problema de desenho de grafos. Mais especificamente, ao questionamento
de se em todo “desenho”do grafo completo K5 em R? exista: um vértice “cercado”por
5 “triangulos”ou a intersecao de duas arestas ”cercado”’por 4 “triangulos”. Para mais
detalhes ver [59].

2.2 Casos remanescentes da conjectura de Tverberg

Sabemos que a Conjectura de Tverberg nao é valida quando o niimero de faces nao é uma
poténcia de um primo. Em [3], foi conjecturado um novo nimero para a dimensao do
simplexo A, a fim de garantir que existam r faces de A que se intersectam sobre uma
aplicacdo continua f: A — RY.

Provaremos nessa secao um resultado relacionado com esta nova conjectura para um

caso especial.

Definigao 2.11. Denotaremos por N,(d) o menor inteiro N tal que para qualquer
aplicacao continua f : Ay — RY existam 7 faces disjuntas o,...,0, de Ay com a
propriedade que

floy)n---n floy) #0.

Quando r nao é uma poténcia de um primo a Conjectura de Tverberg nao é vélida e,
portanto, N,(d) > (d+ 1)(r — 1).

Temos a seguinte conjectura sobre o nimero N,(d).

Conjectura 2.12. [[3/, Conjecture 5.5] Sejam d > 1 e r > 2 inteiros. Entao

N (d) (d+1)(r—1), ser éuma poténcia de um primo ou d <,
(d+1)r—1,  caso contrdrio.
Mostraremos agora que uma parte da Conjectura [2.12] é véalida para o caso onde

r=p"—1, com p um primo.

Definicao 2.13. Seja X um G-espaco, onde G é um grupo finito, e f : X — Y uma
aplicagao continua. Para 2 < k < |G| definimos o conjunto de coincidéncia parcial de f

por
A(f, k) ={x e X | f(qrx) =--- = f(gxx), para distintos elementos gi,...,gx € G.}

Teorema 2.14. [67, Theorem }] Seja X um G-espago, onde G = L, € um p-torus, e
2 <k <p'k+#3. Assumindo que X € conexo e que i(X) > (m —1)(p" — 1) + k, entdo
para qualquer aplica¢ao continua f: X — R™ temos que A(f, k) # 0.
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Lema 2.15. Sejam d > 1 e r > 2 inteiros e f : A — RY uma aplicacdo continua.
Definindo h : (A)Zp;) — R por h(Axy + -+ + ANap) = (A, M f(x1)), temos que se

A(h,r) # 0, entao existem r faces disjuntas oy, ... 0, de A tais que

fle) N0 flo) #0.

Demonstragao. Tome x = A\jz1+4+ - -+ Apnayn € A(h,7) # 0. Logo, existem g1, ..., g, € Zy

tais que,
hgrz) = -+ = h(g,).
Assim, dentre os elementos do conjunto {z1, ...,z }, existem r elementos x;,, ..., x;,
tais que f(x;,) =+ = f(a;,).

Como z € (A)*Ap@), temos que o;, No;, = 0, onde o;,, é o suporte de z;,,, se i; # ix.

Portanto, as faces o;,,...,0;. sao faces disjuntas de A, satisfazendo

flow) -0 floy,) # 0.

Teorema 2.16. Sejam d > 1 um inteiro e r = p™ — 1, onde p € um primo. Entdo
N.(d) < (d+1)r—1.

Demonstragio. Tome N = (d+1)r — 1 e f: Ay — R? uma aplicacio continua.
Pelo Lema [2.15], se A(h,r) # ), entao existem r faces disjuntas o7y,..., 0, de Ay tais
que

fler) -0 flon) # 0,
onde h : (AN)XJ;;> — R ¢ dada por h(Azy + - 4+ Apnpn) = (A1, A f(21)).

Por outro lado, como a conectividade de (A N)X”(Z) é N — 1, ver [44], da Observacao
1.8.1 temos que i((AN)*Ap;)) >N+1=(d+1)r
Assim, pelo Teorema concluimos que A(h,r) # 0, pois

(AR, = N+ 1= (d+1)r=dp"—1)+r

2.3 O Problema de Barany-Larman

O teorema de Tverberg nos garante a existéncia de uma partigao de Tverberg, porém,
podemos nos perguntar o que acontece ao restringirmos as particoes de um conjunto de
pontos X, pedindo que as particoes tenham pontos de diferentes partes de X. Tais tipos

de problemas sao denominados versoes coloridas do teorema de Tverberg.
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O principal problema em aberto nessa direcao é a conjectura de Barany—Larman, na

qual é atribuida uma coloragao ao conjunto de pontos. Para maiores informagoes ver em
[41.

Definigao 2.17. Sejam N > 1 um inteiro e C o conjunto dos vértices do simplexo Ay.

Uma coloragdo do conjunto dos vértices C por ¢ cores é uma partigao (C, ..., C))
de C, de tal modo que C =C1 U---UCre C;NC; =0 paral <i<j</.

Os elementos da partigao (C1, ..., Cy) sao chamados classe de cores.

Uma face o do simplexo Ay é uma face colorida se |[cNC;| < 1 paratodo 1 < i < /.

O subcomplexo de todas as faces coloridas do simplexo Ay induzido pela coloragao

(Ch,...,Cy) sera denotado por Rc,,.. c,) € serd chamado de subcomplexo colorido.

Problema 2.18 (O problema de Bérdny-Larman / O problema colorido de Tverberg).
Sejam d > 1 e r > 2 inteiros. Determine o menor nimero n = n(d,r) tal que, para toda
aplicacdo afim(continua) f : A,_, — R e toda coloragdo (Cy,...,Cq1) do conjunto de
vértices C do simplexo A, _1 por d + 1 cores, sendo o tamanho de cada cor ao menos r,
existam r faces coloridas duas a duas disjuntas o4,...,0, de A,_1 cujas f-imagens se

interseccionam, isto €

Fo1) -0 f(oy) # 0.

Notemos que um limitante inferior para a func¢ao n(d,r) é (d + 1)r e, portanto, é

natural a seguinte conjectura.

Conjectura 2.19 (Conjectura de Bardny-Larman). Sejam d > 1 e r > 2 inteiros. Entdo
n(d,r) = (d+ 1)r.

Apesar de parecer uma generalizacao, a conjectura de Barany-Larman nao implica
diretamente na conjectura de Tverberg, entretanto, em [6] foi formulado um teorema que
generaliza ambas as conjecturas, para o caso onde r é um primo, e foi nomeado Teorema

6timo colorido de Tverberg.

Teorema 2.20 (Teorema 6timo colorido de Tverberg). Sejam d > 1, r > 2 um primo,
N > (d+1)(r —1) e consideremos f : Ay — RY uma aplicagio continua. Se os vértices
do simplexo Ay sdo coloridos por m cores, onde cada classe de cor tem cardinalidade no

mdximo r — 1, entao existem r faces coloridas e disjuntas o1, ...,0, de Ay tais que,

Fo) -0 f(oy) # 0.

Proposicao 2.21. O Teorema oétimo colorido de Tverberg para r wm primo, implica na

validade da Conjgectura de Bdrdny-Larman para r — 1.
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Demonstracdo. Sejam d > 1 um inteiro, r > 2 um primo, uma dada aplicacao continua
[ Aarye—n-1 — R? e uma coloragao (Ci,...,Cyy1) do conjunto de vértices C do
simplexo A(g41)(r—1)-1 por d + 1 cores, sendo |C;| = r para 1 <i < d+ 1.

Consideremos o simplexo A’ como uma piramide sobre A 1y(—1)-1, € tomando Cgyo
sendo uma classe de cor adicional contendo apenas o apice da piramide, temos que
(C1,...,C419) é uma coloracao dos vértices do simplexo A’

Por outro lado, podemos considerar f’ : A’ — R? uma extensdo de f e entdo o
Teorema nos garante a existéncia de r faces coloridas disjuntas oy, ..., 0, de A/, tais
que

flo) N0 fior) # 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos que o, contém o vértice adicionado que

pertence a Cgyo, assim temos que oy, ...,0,_1 sao faces de Agy1)—1)-1 e satisfazem

o) N0 f(or) # 0.

Em outras palavras, provamos que n(d,r — 1) = (d 4+ 1)(r — 1) e por conseguinte que

a Conjectura de Barany-Larman é valida para r — 1, onde r é um primo. O

2.4 O caso p primo

A Conjectura de Barany-Larman foi provada apenas quando o parametro r + 1 é um
nimero primo e o Teorema 6timo colorido de Tverberg foi provado apenas no caso onde 7 é
primo. Esses resultados foram provados em [4] usando ferramentas de topologia algébrica,
em particular sequéncia espectral. Até o momento nao ha uma prova nao topoldgica para
essas conjecturas, se r > 3. Vale ressaltar que essa conjectura permanece em aberto para
os demais casos e mesmo quando a aplicacao f é considerada afim.

Portanto, um contraexemplo da conjectura de Barany-Larman poderia aparecer ao
considerarmos d =2 e r = 3.

Daremos a seguir uma prova alternativa a prova dada em [4] para esses resultados,
mais especificamente, mostraremos usando uma estratégia diferente, o seguinte fato:
Indexz, S(W,) = Indexz, A1 = H="1(BZ,), onde p ¢ um nimero primo. O espago

A, -1 estad definido a seguir.

Definicao 2.22. O mxn complexo chessboard A, , é o complexo simplicial cujo conjunto
de vértices é [m] x [n], e onde o conjunto de vértices {(io, jo),- .-, (ik, jr)} gera um k-

simplexo se, e somente se, H0§a<b§k;<ia —iy)(Ja — J») # 0. Portanto, A,,, é isomorfo a

[n] A(2)-
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Definicao 2.23. W, é o subespaco de R" definido por,

T
Wyo=A{(tr,....t) ER": > t; =0}
i=1
O seguinte teorema relaciona a existéncia de uma aplicagdo equivariante entre
determinados espacos a existéncia de uma particao de Tverberg colorida.

Teorema 2.24. Seja (C4,...,Cp) uma coloragio do simplexo A por m cores. Se nao

existe aplicagao &, -equivariante
A|C1|,r koo ok A\C’ml,r = (R(C’L...,C’m)))X(Z) — S(Wr@(d-i_l))a

entdo para toda aplicacio continua f : A — R? existem r faces coloridas duas a duas

disjuntas o4, ...,0, de A cujas f-imagens se interseccionam,

Fo) -0 f(oy) # 0.

Demonstragdo. Suponhamos que f : A — R? seja um contraexemplo para o teorema

acima, portanto, podemos definir uma aplicacao join como segue,
‘]f : (A)X(2) — (Rd+1)®ra )\11’1 + -+ Arxr — ()‘17 Alf(xl)) S D ()\7“7 )\Tf(g:?"))

Tanto o dominio quanto o contradominio da aplicacao J; sao munidos de agao do grupo

simétrico &, de tal maneira que J; ¢ uma aplicagao &,-equivariante. O join deletado do

complexo colorido (R(Cl,n-,CdJrl))*Ar(2) ¢ um subcomplexo &, -invariante de (A)*AT(Z). Assim,

a restricao
! . . d+1\®
Jr = IRy, o )i B Carn))A@) = (R

¢ também uma aplicagao S,-equivariante.

Tome a diagonal
Dy={(z1,...,2) € RHHYF . 2/ = ... = 2.},

que é um subespaco &,-invariante de (R¥1H)®".  Com isso, a aplicacdo J} tem a
propriedade de que, para qualquer aplicacao continua que seja um contraexemplof :

A — R? tem-se im(J;) N Dy = (). Assim J¢ induz uma aplicagao &,-equivariante

(R(CyCarn)) Ry = RTHE\Dy (2.1)

a qual denotaremos mais uma vez por J]’c. Além disso, tome

Ry : (R™H®*\D; — D7\{0} — S(D7) (2.2)
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sendo uma composicao de uma projecao e um retrato por deformacao. Assim, a aplicacao
R; é G,-equivariante. Também temos que existe um isomorfismo de &,-representagoes
reais DF =2 Wr@(dﬂ), onde W, = {(tl, ot €eRTIT = O} e é provido de agao
a esquerda pelo grupo simétrico &, dada por permutacao das coordenadas. Logo, a

aplicagdo &,-equivariante R; definida em (2.2)) tem a seguinte forma
Ry : (RUH®N\ D, — S(WEEHD), (2.3)

Portanto, a composicao de J} com R; é uma aplicacao &,-equivariante.
Em suma, a existéncia de uma aplicacao f que seja um contraexemplo para o teorema,

implica na existéncia de uma aplicacao &,-equivariante
(R(Cl,...7Cd+1))X(2) — S<Wr@(d+1)) (24)

]

Vejamos agora que a nao existéncia de uma determinada aplicagao equivariante implica

a validade da conjectura de Barany-Larman.

Teorema 2.25. Sejam d > 1 e r > 2 inteiros. Se ndao existe aplica¢do S, 1-equivariante

r

ANED sl 1] = SWELTY),

entio n(d,r) = (d+ 1)r.

Demonstracao. Seja (C4, ..., Cqy1) uma coloragao dos vértices do simplexo A com |C}] =
o= |Cypa| =7, e f 1 A — R?uma aplicagao continua. Considerando o simplexo A’ como
uma piramide sobre A, e tomando Cyy 9 sendo uma classe de cor adicional contendo apenas
o apice da piramide. Assim, (C1,...,Cqy2) é uma coloragao dos vértices do simplexo A’

Vamos assumir que nao exista uma aplicacao &, 4;-equivariante A:’(frll) *[r+1] —
S (Wi(f H)). A nao existéncia de tal aplicagao juntamente com o Teorema implica
que existem r + 1 faces coloridas duas a duas disjuntas o1, ..., 0,1 do simplexo A’ cujas

f-imagens se interseccionam, f(oy) N---N f(o,11) # 0.

Sem perda de generalidade nés podemos assumir que 0,1 N Cyio # 0. Entao, as faces

o1,...,0,. sdo faces coloridas do simplexo A com respeito a coloragao (C1,...,Cyy1) €

Fo1) -0 f(oy) # 0.

Assim, n(d,r) = (d+ 1)r. O

Na sequéncia vamos desenvolver as ferramentas necessarias para calculo de

Indexz, Ap 1.
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Lema 2.26. [/, Lemma 6.5/ Seja p um primo impar. Existe uma aplica¢io Z,-
equivariante f : A,_y, — S(W,) tal que, sua induzida em cohomologia f*
HP™2(S(W,);F) — HP2(A,_1,;F) é um isomorfismo.

Demonstracao. Seja ey, ..., e, a base canonica de RP, e := %(el +---4e)ev, =€ —e
para 1 < i < p. Denote agora por A,_; C W, o simplexo conv{vy,...,v,}, o qual é
invariante com respeito a agao do grupo ciclico Z/p. Com isso, temos que seu bordo
0A,_; é equivalentemente homeomorfo a esfera de representagao S(W),).

Defina a aplicagao continua f : A,_;, = 0A,_1 = S(W,) sendo a aplicac@o simplicial
Z/p-equivariante dada sobre o conjunto de vértices de A,_y, por (i,j) — v;, onde
(i,7) € [p— 1] x [p]. Agora, resta provar que f*: HP=2(S(W,);F,) — HP?(A,_1,;F,) é
um isomorfismo.

Desde que p > 3, o complexo chessboard A,_; , é uma pseudo-variedade de dimensao
p—2, conexa e orientavel, ver em [39, p. 145]. Portanto, H,_o(A,_1,;Z) = Z e uma classe

de orientagao é dada pela cadeia

iy = 3 (sanm) (L), (p— La(p — 1))

€S,

Entao sobre o nivel de cadeia, temos que

Felzpm1p) = D (580M)(0n(a)s s Vnpon)) = D (SELT)(Vr(r)s -+, V(p-1), Tar)

S S

= Z Z (=1)P(sgnm)® (v, ..oy Thy oo o5 0p)

k=1 ne&p:m(p)=k

= D> =D DT ) = (D o= Do G )

k=1 TE€Sy:m(p)=k k=1
P
= (p— DD (=D Mvr, o Gy vy)
k=1
Lembremos que p ¢ um primo {mpar. A cadeia Y 1_,(=1)* vy, ..., 0, ..., vp) é um

gerador da homologia top da esfera 0A,_; = S(W,). Portanto, a aplicacao induzida em
homologia
fo i Hpo(Bpo1p3 Z) — Hypo(S(W,); Z)

¢ justamente a multiplicagdo por (p — 1)! = —1(mod p). Usando a naturalidade do
isomorfismo de coeficientes universais [10, Cor.7.5] nés temos que a aplicacdo induzida

em homologia com coeficientes no corpo [,
feo i Hpao(Dpo1p3Fy) = Hpo(S(Wy); Fp)

é também a multiplicacao por (p—1)!. Por serem (p—1)! e p primos entre si, a multiplicagao



2.4 O caso p primo 34

por (p — 1)! é um isomorfismo. Usando ainda o isomorfismo de coeficientes universais
[10, Cor.7.2] para os coeficientes em um corpo nés temos que a aplicacao induzida em

cohomologia com coeficientes em [,
forHPH(S(W,); Fy) — HP (A1 Fy)

é um isomorfismo. O
O teorema a seguir foi provado em [29].

Teorema 2.27. [29, Lemma 3] Seja X um espaco Hausdorff, conexo, localmente conexo
por caminhos e G um grupo finito atuando livremente em X. Temos que, ¥Vi > 0 e R anel

com identidade, existe um homomorfismo transfer
x : H(X; R) — H'(X/G; R)

satisfazendo as sequintes propriedades:

i) Se X for um G-CW complezo de dimensdo k, entio H*(X; R) — H*(X/G;R) é

sobrejetor.

ii) Se'Y for um espaco nas mesmas hipdteses de X, h: X —'Y sendo uma aplicagdo
G-equivariante e h: X/G — X/G a induzida de h, entdo 7x o h* =R o 1y.

*

H'(Y)— H'(X)

Ty TX

-k

H' (Y)G)—— H'(X/Q)
Figura 2.2: Diagrama 1

A seguir, apresentamos o principal resultado que nos fornece uma prova alternativa

da Conjectura de Barany—Larman.
Teorema 2.28. Indexz, S(W,) = Indexz, A, ,-1 = H=?"1(BZ,,).

Demonstracdo. Como f é equivariante, seja f : Ay, 1/Z, — S(W,)/Z, a induzida nos
espacos de érbitas. Mais ainda, se ¢' : S(W,)/Z, — BZ, é aplicacao classificante para o
Z,, fibrado principal S(W,,) — S(W,)/Z,, entdo ¢ o f : A,, 1/Z, — BZ, é uma aplicacio
classificante para o Z,-fibrado principal A, , 1 — A, ,_1/7Z,.

Sejam

Tsw,) : HP2(S(W,)) — HP2(S(W,)/Zy)
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TApp-1 Hp_2(Ap7p—1) — Hp_Q(Ap,p—l/Zp)

0s homomorfismos transfer definidos no Teorema

Mais ainda, como f é equivariante, pelo Teorema (ii) temos o seguinte diagrama

comutativo,

*

w2 (sowy) o mrra,, )

TS(Wp)l lTAp,pl

—*

12 (SO, 2y P2 (B 12,

Figura 2.3: Diagrama 2

ou seja,
TApp—1© f* = F* O TS(Wp)- (2.5)
Segue do Lema [2.26], que f* é um isomorfismo. Do Teorema m-(ii), o0 homomorfismo

transfer 7a

o1 € sobrejetor e concluimos que a composi¢cao 7a,, , © f* nao é o

homomorfismo nulo, ou seja,

TApJ}—l o f* 7é 0. (26)

Assim, de 1} e , temos 0 # 7a,,, 0 f" = T* o Tsw,), implicando que o

¥ ’ ~ . . .
homomorfismo f ¢ nao trivial, ou seja,

f#o. (2.7)
Agora consideremos o seguinte diagrama,
P— 2 f 2
H ) —— HP” (Ap,p—l)

S(Wp l lTAp,pl

—%k

/
H"™ 2 S(Wy)/Zpy———H"" 2( po—1/Zyp)

H"*(BZ,

Figura 2.4: Diagrama 3
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onde ¢ e ¢’ sdo aplicacoes classificantes.

Além disso, sabemos que o Indexz, S(W,) = H=?"1(BZ,), e portanto temos que

o homomorfismo ¢'*no nivel p — 2 é um isomorfismo. (2.8)

De (2.7)), (2.8)) e o Diagrama 3, concluimos que

o homomorfismo ¢*no nivel p — 2 é um isomorfismo. (2.9)

Temos que o gerador u € H(BZ,) = Z, ¢ da forma

| @y se i ¢ fmpar
/"L - i/2 -,
y'/2, se i é par,

onde ©+ € HYBZyZ,) e y € H?*(BZyZ,) sdo os geradores nos niveis 1 e 2,
respectivamente. Deste modo, de (2.9) segue que

q*(xy"*%) # 0. (2.10)

Como f: A, 1, — S(W,) é equivariante, temos que
Indexz, S(W,) = H?~1(BZ,) C Indexz, Ay ,_1. (2.11)

Consideremos agora a aplicagao ¢* : H(BZ,) — H(A,,-1/Z,), onde i < p—2, e
mostremos que ¢* é ndo nula e, portanto, o ker(¢*) = 0, para todo 7 < p— 2. Deste modo,

temos que

Indexz, A, -1 = ker(¢*) C H**"'(BZ,), (2.12)

e concluimos o resultado

Indexz, S(W,) = Indexz A, ,_1 = H""'(BZ,).

De fato, se i é impar suponha que
¢ (zy V%) = 0. (2.13)

Assim,

(p—3)/2) — (i—l)/2y(p—i—2)/2)

q (zy
¢ (xy ) g (D)
0

Y

q (vy

o que contraria ([2.10]).
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Se i é par, suponha que
¢ (%) =0, (2.14)

Deste modo,

*(xy(p—i—3)/2yi/2)

q
¢ (xy @) g (y/?)
0

Y

¢ (ay?" ) =

contrariando ([2.10)).

Usando as propriedades do join e do indice temos o seguinte:

Corolario 2.29. Seja m > 1 um inteiro. Entao
(i) Indexz, A™ = Indexz, S(WF™) = H="""D(B(Z,); F,),

p—1,p
(i) Indexz, (Ax™ s [p]) = Indexz, (S(WF™) « [p]) = H="¢=DT(B(Z,); F,),
(iii) Indexz, (A;™ % Agp_1p) = Indexz, (S(WE™) * [p]*P~1) = H=me=D¥2(B(Z,); F,).

A conjectura de Barany-Larman e o teorema 6timo colorido de

Tverberg

Apresentamos uma prova para a validade da Conjectura para o caso onde r +1 = p,

com p um primo.

Teorema 2.30. Seja d > 1 um inteiro e p um primo impar. Nao existe aplicacao &,,-

equivartante
*(d+1 B(d+1
Ap(—l,p) * [p] — S(WT’-&-(l ))
Demonstracao. E suficiente provar que nao existe aplicacao Z,-equivariante A;(_dlf ; . [p] —

S (VV;B (d+1) ), onde Z, é um subgrupo do grupo de simetrias &,, gerado pelo ciclo (12...p).
Na prova usaremos a monotocidade do indice de Fadell-Husseini.

Assim, como o Indexz, S (W, (d+1)) = (b), para um apropriado b, e pela propriedade
do join de esferas, o indice da esfera S(W, (dﬂ)) é

Indexy, S(WEB(dH)) = <t(d+1)(1)—1)/2> - HZ(dH)(”_l)(B(Zp);Fp).

P

Usando o Corolério [2.29 nés temos que

Indexzp(A*(dH) * [p]) = HZ(dH)(p_l)ﬂ(B(Zp);]Fp),

p—1,p

p—1,p

e consequentemente ¢t(@D®=1/2 ¢ Tndexz ( * [p]). Assim,

IndeXZpS(Wf(dH)) Z IndeXZp(A*(dH) * [p]),

p—1,p
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implicando que uma aplicagio Z,-equivariante A;(:lft ; ) x[p] — S (VV@(CPr ) nao pode existir.
]

Um corolario direto dos Teoremas e é que a Conjectura de Barany—Larman

vale para todo o inteiro r tal que r + 1 é um primo.

Corolario 2.31 (A Conjectura de Barany—Larman para primos—1). Sejar > 2 ed > 1
inteiros tais que, r + 1 =:p é um primo. Entdo n(d,r) = (d+ 1)r.

Demonstracao. Provaremos a validade da Conjectura de Barany—Larman para o caso onde
r4+ 1 =p com p um primo e r é o nimero de faces coloridas que devem se colapsar por
uma aplicacao continua.

Pelo Teorema [2.30, se d > 1 é um inteiro e p um primo impar, entao nao existe
aplicacao &, i-equivariante

AN w4 1] = SV,

r

Por outro lado, pelo Teorema [2.25| se nao existe aplicacao &, 1-equivariante

AL w41 = SOVETTY),

entdao n(d,r) = (d+ 1)r. O

Teorema 2.32 (Teorema 6timo colorido de Tverberg). Sejam d > 1, p > 2 um primo,
N > (d+1)(p—1) e consideremos f : Ay — RY uma aplicagio continua. Se os vértices
do simplexo Ay sao coloridos por m cores (Cy,...,Cy,), onde cada classe de cor tem
cardinalidade no mdximo p — 1, entao existem p faces coloridas e disjuntas o1, ...,0, de
Ay tais que,

Flo1) N+ fay) # 0.

Demonstracao. Do Teorema [2.24) a fim de provarmos o Teorema &étimo colorido de

Tverberg, nas hipdteses acima, basta mostrarmos que nao existe aplicagao Zj,-equivariante
e ®(d+1)
A|01|,p * * AlC’m\,p — S(Wp )
Como acabamos de calcular na prova do Teorema [2.30, temos que

Indexy S(w@(d-l—l)) _ <t(d+1)(p—1)/2> _ Hz(d+1)(p_1)(B(Zp);Fp).

p

Por [, Cor. 6.10] e observando que y ;*, [C;| = N+1> (d+1)(p—1)+1, temos que

Indexz, (Ajcy|p * -+ * Ajcylp) = H=NH (B(Z,); Fy) € D= (B(Zp); Fy),
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e consequentemente ¢t(@VP=1/2 ¢ Indexz (Ajcyjp * - % Ajg,,)p)- Assim,
IndeprS(Wf(dH)) Z Indexz, (Ajcyjp * - % Aioplp)s

implicando que uma aplicacio Z,-equivariante Ajc, |, * - -+ * Ao, — S(W, (@Y nao

pode existir. O]
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Capitulo 3

Generalizacoes do Teorema Colorido

de Tverberg

Como vimos no capitulo anterior, a conjectura de Barany—Larman foi provada apenas
para o caso onde r + 1 = p, com p um primo, mostrando-se um problema complexo.

Com isso, no decorrer dos anos surgiram varias versoes fracas da referida conjectura,
uma delas é o Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevié¢ e Vredica, o qual flexibiliza o
tamanho das classes de cores na conjectura de Barany—Larman e foi provado para o caso
onde r é uma poténcia de um primo.

Neste capitulo, iremos mostrar que a flexibilizacdo imposta no Tverberg de Zivaljevié
e Vreéica pode ser mais justa do que originalmente requerida.

Além disso, exibiremos uma versao da conjectura de Barany—Larman, a qual generaliza
o Tverberg de Zivaljevi¢ e Vreéica, onde o parametro r pode tomar qualquer valor inteiro

positivo.

3.1 Generalizacao do Teorema Colorido de Tverberg

Em [71], foi provada uma versao da conjectura de Barany—Larman exigindo que o tamanho
de cada classe de cor seja ao menos 2r — 1 ao invés de ao menos r. Tal versao ficou

conhecida como Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevié¢ e Vredica.

Teorema 3.1 (Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevié e Vredica). Sejam d > 1 um
inteiro e r > 2 uma poténcia de um primo. Dada qualquer aplicacdo continua f : A — RY,
e uma coloragdo (C4,...,Cqr1) do conjunto de vértices C do simplexo A por d+ 1 cores,
sendo o tamanho de cada cor ao menos 2r — 1, existem r faces coloridas duas a duas

disjuntas o1, ...,0, de A cujas f-imagens se interseccionam, isSo €

F(e1) N0 fay) # 0.
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Sabendo que o Teorema topoldgico colorido de Tverberg é valido, desde que o tamanho
de cada cor seja ao menos 2r — 1, onde r é uma poténcia de primo, mostraremos agora,
através de outros métodos, que é possivel restringir um pouco mais o tamanho das cores,
pedindo entao que apenas uma cor tenha ao menos tamanho 2r — 1, onde as restantes

devem ter ao menos tamanho 2r — 4.

Teorema 3.2 (Generalizagdo do Teorema Colorido de Tverberg). Sejam d > 1 er > 2
uma poténcia de primo. Para toda aplicacio continua f : A — R? e toda coloracdo
(C1,...,Cy411) do congunto de vértices C' do simplexo A por d + 1 cores, sem perda de
generalidade, suponhamos que a cardinalidade de Cy € ao menos 2r — 1 e as demais
cores tenham cardinalidade ao menos 2r — 4. Entao, existem r faces coloridas disjuntas

o1,...,0,. de A satisfazendo,

(@) N0 foy) # 0.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.24) basta mostrarmos que nao existe uma aplicacao

equivariante,
Aicylr o x Doy = (Rey, 0o A2) — S(WEH),

Da Proposicao m-(z), sabemos que nao pode existir uma aplicacao equivariante onde
o indice do dominio é maior que o indice do contradominio de tal aplicacao. Portanto,
basta mostrarmos que (A, * - % Ay, y)0) > 0(S( ﬁe(dﬂ)).

Pela Proposicao [L.31}(i4), temos que
i(X) > conn(X) 4 2, onde conn(X) representa a conectividade de X. (3.1)

Mais ainda, por [§], temos que a conectividade do complexo chessboard A,,, é o

m+n+1
3

conn(A,,.,) = min {m n L%”“J } 9, (3.2)

Também sabemos do Lema [1.22, que conn(X *Y") > conn(X) + conn(Y') + 2, e assim

minimo entre {m,n| |} menos 2, ou seja,

obtemos o seguinte,

d+1
conn(Ajcy e * - % Aoy |r) = Z conn(Ag,|») + 2d. (3.3)

j=1

Assim, por (3.2) temos que
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conn(Aj¢,|,,) = min {\Cl|, T, VCIH_—THJ } —2

3
:min{27’—1,r{2r—1+r+1J}—2
3
=r—2,
¢ C 1
conn(Ag;|r) = min{|C’j|,r, V”%J } -2
:min{Qr—4,T{27A—4+r+1J}—2
3
=r—3,

para todo 2 < j < d+ 1.
Ou seja,
r—2, sej=1
conn(Ag,|») = (3.4)
r —3, caso contrario.

Assim, por (3.3) e (3.4) temos que

d+1
conn(Ajcy)r * - % Ajoy,|r) = ZCOHH<A|CZ‘|7T) +2d
j=1
=(r—2)+d(r—3)+2d (3.5)

—(d+1)(r—3)+2d+1
—(d+1)(r—1)—1.

Logo, usando (3.1)) e (3.5 temos o seguinte
WAy Aoy r) 2 (d+1)(r—1) + 1.

Portanto, como
(SWEHD)) = (d+ 1)(r = 1),

da Proposi¢ao [1.31}(iv), concluimos que,
WAy % Do) = (d+1)(r = 1) + 1> (d+1)(r = 1) = i(SWPE)),

como desejavamos. O]
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3.2 Uma Versao da Conjectura Colorida de Tverberg

Até o momento, a validade da Conjectura colorida de Tverberg foi verificada apenas
no caso quando o numero de faces, somando um, é um ntmero primo. Notemos que
mesmo o caso discreto desse teorema s6 foi provado para o caso citado.

Em [71], foi provada uma versao da conjectura de Barany-Larman exigindo que o
tamanho de cada classe de cor seja ao menos 2r — 1 ao invés de ao menos r. Tal versao
ficou conhecida como Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevié e Vreéica.

Nessa secao, iremos exibir uma versao da conjectura de Barany—Larman, a qual,

generaliza o Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevi¢ e Vreéica.

Teorema 3.3 (Uma Versao da Conjectura Colorida de Tverberg). Sejam d > 1 er > 1
inteiros, onde r = s.p* com p um primo. Dada qualquer aplicacdo continua f : A — RY,
e qualquer coloragao (C1,...,Cqr1) do conjunto de vértices C do simplexo A por d + 1
cores, onde a cardinalidade de cada conjunto C; seja ao menos 2r — 1, existem s conjuntos
Fy={0i;;1 <j<p} com 1 <i<s, tais que as faces o;; sio coloridas e disjuntas,

satisfazendo

floi) N0 floge) # 0,
para todo 1 <1 < s.
Para obter esse resultado, iremos fazer uso do seguinte lema.

Consideremos G um grupo finito agindo livremente sobre um espaco X, f : X — Y

uma aplicacao continua e H um subgrupo de G.

Definigao 3.4. Um ponto x € X é dito ponto de (H, G)-coincidéncia de f se f aplica
cada érbita de uma agao de H( sobre a G-érbita de x), em um tnico ponto.

Denotaremos por A(f, H,G) o conjunto de todos os pontos de (H, G)-coincidéncia de

f.

Lema 3.5. Seja f : X — R wuma aplicagio continua. Supondo que i(X) > N >

(d+1)(r —s), onde s = r/p*, com p* uma poténcia de primo que divide r. Entdo
i((A(f,Z;,G)) > N — (d+1)(r — 5)

Demonstrag¢ao. Denotaremos por ay,...,a, um conjunto de representantes das classes

laterais de G/ Z’;. Consideremos a aplicacdo F': X — RP(4HD definida por

F=(fix-xf)oD,
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onde D : X — XP é a aplicagao diagonal e f; : X — R4 ¢ dada por fi(z) = f(a;x),i =
1,...,p.

Temos que, F* : H (R, Z,) — HY(X;Z,) é nula para i > 1, portanto, o indice de
A(F) ={z € X : F(z) = F(gx),Yg € Z'} é maior ou igual que N — s(d+1)(p" — 1), por
[64, Theorem 1]. Desde que, A(F) C A(f,Z},G) e pela inclusao A(F) — A(f,Z},G) ser
uma aplicagao equivariante, temos que i(A(f,Z%, G)) > i(A(F)). Portanto,

i(A(f,ZE,G)) > N = (d+1)(r — s).

]

Demonstragao do Teorema[3.3. Seja G o grupo simétrico de r elementos. Consideremos

.....

livre.
Tome F : (R(cy,...cu)) R — RT dada por F(May + -+ Awy) = (A, A f (21)).
Agora, calcularemos a conectividade de Ajcy|, -+ Ay, |, POIS (Ricy,....Cui1)) A(2) =
Aferlr * DGyl
Temos que,
d+1
conn(Ajcy |, * -k Doy ) = conn(Ag,|») + 2d
j=1
=(d+1)(r—2)+2d
=(d+1)r—2
ASSim, Z((R(Cl ,,,,, Cd+1)>*Ar(2)) Z (d+ ]')T
Portanto, pelo Lema temos que
i(A(F,ZE,G)) = (d+1)r — (d+ 1) (r — s) > 0.
Em particular A(F,Z%, G) é nao vazio.
Portanto, podemos tomar y = (y1,...,y,) € A(F, Z’;, G).
Ao tomarmos Z’; = {hi,...,hy} e denotando por ai,...,as um conjunto de

representantes da classe lateral de G/ Z’;, temos que

Portanto,
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Assim,
JWray) =+ = f(yfipk(l)), 1<i<s,

onde 7,,, ¢ uma permutacao.

Como y € (R(Ch_,_7cd+l))27"(2), entao para cada i # i’ ou j # j’ temos que yr;(1) € Y, (1)
estao em suportes disjuntos. Logo, denotando por o;; a face que consiste no suporte de
Yr.,;(1), concluimos que

Tij # i g

para cada ¢ # i’ ou j # 7.

Deste modo, os conjuntos F; = {0, ;;1 < j < p*} satisfazem que

floin) N0 fogpr) # 0,

para todo 1 <i < s.
O

Também obtivemos o seguinte teorema, o qual é uma modificagao do Teorema [3.3| e

generaliza o Teorema colorido de Tverberg de Zivaljevié e Vredica tipo B [70, Theorem 4].

Teorema 3.6. Sejam d > 1 e r > 1 inteiros, onde r = s.p* com p um primo. Dada
qualquer aplicacdo continua f : A — R?, e qualquer coloracdo (Cy,...,C;) do conjunto
de vértices C' do simplexo A por k cores, onde a cardinalidade de cada conjunto C; seja
ao menos 2r — 1 e kr > (d+ 1)(r — 1) + 1, existem s conjuntos F; = {0;;;1 < j < p*}

com 1 <1 <'s, tais que as faces o, sao coloridas e disjuntas, satisfazendo

floin) N0 foge) # 0,

para todo 1 < i < s.
A prova desse teorema segue de maneira analoga a prova do teorema anterior.

Demonstragao. Seja G o grupo simétrico de r elementos. Consideremos a acao de G em
(R(Ol,--.,Ck))X(z) por permutacao das coordenadas, a qual é uma acao livre.
Tome F : (R(cy,..c0)) Ra) — R dada por F(Axy + -+ + A\py) = (A, Af(21)).
Agora, calcularemos a conectividade de Ajg,|, * -+ % Ajgy|r, POIS (Bcy,...c0)A@) =
Ajcy e ¥ % Aoy -

Temos que,

hE

COHH(A|01|’T koo ok A\Ck\,r) > COHH<A|CZ.|7T) + 2(]{7 — 1)

(r—2)+2(k-1)
r—2.

<.
Il

I
> =
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Assim, i((R(c,....c0) ) A@2) = kT
Portanto, pelo Lema temos que

i(A(F,Zy,G)) = kr — (d+ 1)(r — s) > 0.

Em particular, A(F), Z’;, () é nao vazio.
Portanto, podemos tomar y = (y1,...,y.) € A(F, Z’;, G).
Ao tomarmos Z’; = {h1,...,hyp} e denotando por ay,...,as um conjunto de

representantes da classe lateral de G/ Z’;, temos que

A== A
e
MF(a;hit-y) = = )\ka(aih;kl ).
Portanto,
F(aihi'-y)=--- :F(aih;kl-y),l <i1<s.
Assim,
f(yTil(l)) == f(yTipk(1)>71 <1 <s,

onde 7,,, ¢ uma permutacao.

Como y € (R(C1,...,Cd+1))zr(2)7 entao para cada i # i’ ou j # j' temos que y, 1) e Yru (1)
estao em suportes disjuntos. Logo, denotando por o;; a face que consiste no suporte de
Yr.,;(1), concluimos que

Tij 7 Oit g,
para cada 7 # i’ ou j # 7.
Deste modo, os conjuntos F; = {0, ;;1 < j < p*} satisfazem que

f(ai,l) M---N f(gi,pk) 7& ®7

para todo 1 <i < s.
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Capitulo 4

A Conjectura de Tverberg-Vreéica e
versoes parametrizadas do Teorema

de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang

Neste capitulo, discutiremos a relacao entre Conjectura de Tverberg-Vrecica e
versoes parametrizadas do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang. Mais precisamente,
provaremos uma versao parametrizada do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang

considerando G-agdes dos grupos G = Z* ou G = (S")™.

4.1 A Conjectura de Tverberg-Vrecica versus o pro-
blema parametrizado de Borsuk-Ulam-Bourgin-

Yang

Na sequéncia vamos apresentar outra variacao do problema de Tverberg, conhecida
como Conjectura de Tverberg-Vretica. As demonstragoes dos teoremas topoldgicos tipo
Tverberg envolvem, em geral, algum teorema tipo Borsuk-Ulam (ou teoremas tipo Borsuk-
Ulam-Bourgin-Yang). Os teoremas de Borsuk-Ulam possuem generalizagbes no contexto
de fibrados, conhecidas como versoes parametrizadas do Teorema de Borsuk-Ulam (ou
versoes parametrizadas do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang).

A seguir, destacaremos que em alguns casos para os quais a Conjectura de Tverberg-
Vredica é valida, é utilizado na demonstracao alguma adaptacao de versoes parametrizadas
do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang. Neste sentido, podemos dizer que a
Conjectura de Tverberg-Vre¢ica é como uma‘“versao parametrizada”’do problema de
Tverberg. Blagojevi¢, Matschke e Ziegler em [5], para provar a conjectura de Tverberg-
Vreéica para determinados casos, demonstraram um teorema tipo Borsuk-Ulam, no
contexto de G-fibrados, com G = (Z,)™, m > 1, p primo. Os resultados em [5],

generalizaram os resultados provados por Zivaljevié¢ em [72], o qual provou a conjectura
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de Tverberg-Vreéica no contexto de G-fibrados, com G' = Z,, p primo, usando uma versao
parametrizada do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang provada por Izydorek e Rybicki
em [38].

Neste capitulo, como resultado principal obteremos o Teorema [4.12, o qual é uma
versao parametrizada do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang para o caso onde G ¢é o
toros T™, ou G é o p-toros (Z,)™, p > 2, p primo.

Recordemos que o cldssico teorema de Borsuk-Ulam[9], afirma que:

Teorema 4.1 (Teorema de Borsuk-Ulam). Se f: 8" — R" € uma aplicagao continua,
entdo existe x € S™ tal que f(x) = f(—x).

Versoes equivalentes do teorema classico de Borsuk-Ulam sao obtidas considerando
g: 8" — R", definida por g(x) = f(x) — f(—z). Observamos assim a construgao de
uma aplicagao equivariante (fmpar), isto é, g(—z) = —g(x), e o problema agora passa a

se verificar a existéncia de z € S™ tal que g(z) = 0.

Teorema 4.2. Se g: S — R™ € uma aplicagao continua impar, entao existe x € S™ tal

que g(x) = 0. Ou equivalentemente, nao existe aplicagdo equivariante S™ — Sn—t,
Yang[74] e, independentemente, Bourgin[7] em 1955 provaram o seguinte teorema.

Teorema 4.3 (Teorema cléssico de Bourgin-Yang). Sejam S*, R™ com acdo antipodal de

Zo. Se f: S¥ — R™ ¢ uma aplicacio Zs-equivariante entdo
dmZy >k —n —1,

onde Z; = f71(0) e “dim” significa dimensdo de cobertura.

Consequentemente, se k > n, entdo dim Z; # (), o que implica o teorema de Borsuk-
Ulam. Em particular, se considerarmos no Teorema cléssico de Borsuk-Ulam um aplicacao
continua f: S¥ — R™, o problema de determinar a dimensao do conjunto de coincidéncias
antipodais (ou Zs-coincidéncias) é equivalente a determinar a dimensao do conjunto de
zeros de aplicacoes equivariantes.

Em [41] e [42], Marzantowiz, de Mattos e dos Santos resolveram o problema de Borsuk-
Ulam-Bourgin-Yang para os casos quando G é um grupo ciclico de ordem poténcia de um
primo, G = Zym, m > 1, G ¢ o toros T™, ou G ¢ o p-toros Z;, ou seja, para tais grupos G,
foram determinadas estimativas para dimensao do conjunto Z; := {v € S(V) | f(v) = 0},
onde f : S(V) — W é uma aplicagdo G equivariante, V' e W sao representagoes ortogonais
de G com V¢ = W¢ = {0}.

Na direcao do problema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang, em determinar a dimensao de
conjuntos de zeros, varios artigos foram publicados no contexto de fibrados, substituindo-
se esferas canonicas por fibrados em esferas (de cohomologia) e espacos euclidianos por

fibrados vetoriais, isto é, considerando 7: E — B, ©’: £/ — B fibrados vetoriais com
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mesma base e f: S(F) — E’, aplicacao equivariante satisfazendo n’o f = m. Destacamos
os resultados obtidos por A. Dold [20] para agdes de Zs, os quais foram motivados pelos
trabalhos de Jaworowski [25], 26], Fadell e Husseini [22], 23]; em 1989, Nakaoka [49] tratando
os casos Zo, Z, e S, Izydorek e Rybicki [38]). Em 2007, De Mattos e Dos Santos [L3]
consideraram fibrados com fibras com mesmo tipo de homotopia que produto de esferas.
Pergher, de Mattos e dos Santos em [50] provaram um teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-
Yang, para espacos fibras do tipo (a,b). Em 2016, no artigo [52], foi considerado o
problema parametrizado para fibrados cujas fibras sao um produto de uma quantidade
finita de esferas equipado com a acao diagonal de Z,. Uma importante ferramenta para
a obtencao destes resultados é a definicao de determinados polindomios caracteristicos
associados a certos fibrados e o teorema de Leray-Hirsch (ver [11, ChapterVII, Theorem
1.4]).

Através deste capitulo, dim X denota a dimensao de cobertura de um espago X e

coh.dimX denota a dimensao cohomolégica de um espaco X, i.e.,
coh.dim X = max{n | H"(X) # 0}

onde H"(—) denota a cohomologia de Cech com coeficientes F = Z,ouF = Q, dependendo
se G =17, ouG = (S')™. Observamos que, como estamos trabalhando com a teoria de

cohomologia de Cech, temos coh.dim X < dim X.

4.2 A Conjectura de Tverberg-Vrecica

Nesta secao, apresentaremos a Conjectura de Tverberg-Vrecica e casos para os quais

a conjectura é verdadeira.

Conjectura 4.4 (Conjectura de Tverberg-Vreéica). Sejam 0 < k < d e C°,...,CF
conjuntos finitos de pontos em R? de cardinalidade | C' |= (r; — 1)(d — k + 1) + 1. Entdo
¢ possivel particionar cada C' em r; conjuntos F, . .. ,Fﬁl tal que exista um k-plano P em

R? que intersecte todas as envoltérias convezas CODV(F;), 0<I<k1<j3<m.

A Conjectura de Tverberg-Vrecica foi verificada para os seguintes casos:
e k= d (trivial),

e k = 0(Teorema de Tverberg)

k =d—1 (Tverberg & Vrecica [62]),

for k = d — 2 uma versao fraca foi mostrada em [62] (foi requerido dois pontos a

mais em cada C*),

e ke d sdo fmpares, e 79 = - - - = r}, é um primo impar (Zivaljevié [72]),
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o rg=---=1; =2 (Vredica [68]), e
e 7, =p*, a, >0, para algum primo p, e p(d — k) é par ou k = 0 (Karasev [40]).

Existe uma generalizacao da Conjectura de Tverberg-Vredica, que consiste em uma

versao colorida da referida conjectura.

Conjectura 4.5. Sejam 0 < k<d,r,>2({=0,...,k) eC* ({ =0,...,k) subconjuntos
de R? de cardinalidade |C*| = (ry—1)(d — k+ 1) + 1. Considerando uma coloragio de C*

por,

' = |4,

tal que as classes de cores ndo sejam muito grandes, |C¢| < ry — 1, entdo € possivel
particionar cada C* em conjuntos FYf,... ,Ffe que sio coloridos (no sentido que |Cf N
Ff| < 1 para todos 0s i, j,£) e encontrar um k-plano P que intersecta todas as envoltdrias

convezas conv(FY).

Observamos que a Conjecturafd.4]é um caso especial da conjectura anterior onde todas
as classes de cores sao formadas por apenas um elemento. Uma resposta parcial para a
Conjectura foi dada em [9], e é o seguinte teorema.

Teorema 4.6. Sejam r um primo e 0 < k < d tais que r(d—k) € par ou k = 0. Tomando
C* (0 =0,...,k) subconjuntos de R? de cardinalidade |C*| = (r —1)(d — k+ 1) + 1, onde
cada C* € colorido,

' = ¥,

tal que menhuma classe de cor é muito grande, |Cf| < r — 1, entdo € possivel particionar
cada C* em conjuntos coloridos FY, ..., Ft e encontrar um k-plano P que intersecta todas

as envoltorias convezras conV(Ff).

Ainda em [5], foi apresentado uma versao topolédgica que estende o resultado do
Teorema, 4.6l

Teorema 4.7 (Versao topoldgica do Teorema ) Sejam r um primo e 0 < k < d
tais que r(d — k) € par ou k = 0. Considerando C* ({ = 0,...,k) sendo conjuntos de
cardinalidade |C*] = (r — 1)(d — k + 1) + 1, o0s quais identificamos com o conjunto de

vértices dos simplexos Ajce—y. Ainda, tomando uma coloragdo
¢t = [Hda,
tal que nenhuma classe de cor seja muito grande, |C{| <r —1. Se
fo: Djoeoy = R?

é uma aplicagdo continua. Entio podemos encontrar r faces coloridas disjuntas FY, ... F*
em cada simplezo Ace—y (ou seja, | Ff N Cf|< 1) e encontrar um k-plano P C RY que

intersecte todos os conjuntos fy(conv(FY)).
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Notemos que o Teorema é uma consequéncia imediata do Teorema ao tomar

as aplicacoes f, como sendo afins e, portanto, continuas.

Blagojevi¢, Matschke e Ziegler em [5], com o intuito de provar o Teorema , provaram
uma versao do Teorema de Borsuk-Ulam em termos de fibrados para o caso G = (Z,)",
a qual apresentaremos a seguir. Tal resultado se baseou em uma versao do Teorema de

Borsuk-Ulam em termos de fibrados para o caso G' = Z, provada por Zivaljevié¢ em [72].

Teorema 4.8 (Versao do Teorema de Borsuk-Ulam em termos de fibrados). Sejam
o G=(Z,)™ um grupo abeliano elementar (portanto, p é um primo),
e K um G-CW-complexo com Indexl (K) C H*>"*Y(BG;Z,),
e B um G-espaco trivial e conexo,
e £ Bum G-fibrado vetorial ( todas as fibras tem a mesma G-representacao),
o A:=FEY = B o subfibrado de pontos fixos de E — B,
e C — B o G-invariante subfibrado complemento ortogonal (E = C @ A),
e I a fibra do fibrado em esfera S(C) — B.
Suponha que
e n = rank(C),
e m(B) age trivialmente sobre H*(F';Z,) (i.e., C — B € orientdvel se p # 2), e

e M é uma G-aplicagao entre fibrados,

Bx K M __E=—CopA

Entio para S := M~ (A) e T := M(S) = im(M) N A as aplicagoes induzidas pelas

projecoes

H'(B:Z,) L5 HL(S:Z,) e  HY(BZ,) 25 HY(T:Z,)

sa0 injetivas.

O Teorema mostra algumas propriedades do conjunto S := M~'(A) as quais
sao importantes para provar casos da Conjectura de Tverberg-Vreé¢ica. No entanto, nos
teoremas parametrizados de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang, um dos objetivos principais é
determinar uma estimativa para dimensao (topoldgica ou cohomolégica) do conjunto S :=
M=1(A).

Nesta direcao, na secao apresentaremos uma versao do Teorema de Borsuk-
Ulam-Bourgin-Yang relacionada com o Teorema (4.8 a qual aborda fibrados mais gerais
(adicionalmente o caso G = (S')™ ¢é considerado), e determina uma estimativa para

dimensao (topoldgica ou cohomoldgica) do conjunto S := M~1(A).
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_7m 1\m. : :
4.3 G =17y ou (§')": propriedades importantes para
GG-esferas de cohomologia

Recordemos inicialmente nesta segdo o anel de cohomologia H*(BG) dos espacos
classificantes BG, para G = Zy', Z7" ou (S')™, m > 1. De acordo com a Proposi¢ao m

temos,

1. Para p = 2, G = (Zy)™ entdo H*(BG;Zs) = Zslty, ..., tn], nos quais cada t; €

2. Parap > 2, G = (Zp)m entao H*(BG; Zp) o Zp[tl,.,,,tm] ®z, A(s1,...,8m), NOS
quais t; € H*(BG; Z,), si € HY(BG;Z,) e s? = 0.

3. Para p = 0, G = (SYH™ entao H*(BG;Q) = Q[t1,...,tx], nos quais cada t; €
H*(BG; Q).

O resultado abaixo resume algumas propriedades no estudo do fibrado
X = Xqg — BG

no qual a fibra tipica X é um G-espago e (mod p)-esfera em cohomologia.

Diremos que um espago compacto Hausdorff X é uma (mod p)-esfera em cohomologia
de dimensao n quando H*(X;F) = H*(S™F), onde F = Z, ou Q para p > 2 ou p = 0.
Para G = (Z,)™ ou (S1)™, o teorema cldssico de Smith afirma que o conjunto dos pontos
fixos X¢ da acdo de G sobre X, é uma (mod p)-esfera em cohomologia de dimensao r,
onde —1 < r <n,er =—1quando X% = . Seja e(X, X% € H""(BG)a classe de
Euler do par orientado (X, X¢) como definido em [19, Chapter I1I, 4.25]. Em particular,

se X% = (), temos que a classe de Euler

e(X) € H"™(BQG) (4.1)
Neste sentido, temos os seguintes importantes resultados.
Teorema 4.9. Consideremos G e X como acima:

i) ([19, Chapter III, Theorem 4.40]) Fdérmula de Borel
Seja H ={H C G; H tem rank k—1} entdon—r =3 ;4 n(H)—r, onden(H)

¢ a dimensao da esfera de cohomologia X .

ii) ([19, Chapter III, page 205]) Eziste um H*(BG)-isomorfismo

H: (X, X%) = H*(BG)/(e(X, X%)).

Como uma consequéncia imediata do Teorema [4.9]ii) temos
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Teorema 4.10. Seja G = (Z,)™ ou (S)™. Se X € um G-espago o qual € uma (mod p)-

esfera em cohomologia de dimensdio n, com X% =0, entdo
Index?y (X) = H=""(BG)

Demonstra¢io. Como X% = (), de (4.1)) temos que e(X) € H""1(BG). Logo, do Teorema
ii), concluimos que

Index? (X) = ker{ H*(BG) — H}(X)} = (e(X)) = H="TY(BG).

]

Finalizamos esta secao com um importante resultado o qual garante que quando o
conjunto X¢ = (), deveremos ter ker p* # 0, isto é, garante a existéncia de um elemento

nao nulo a € Indexty (X).

Proposicao 4.11. ([I9, Prop. 3.14, p. 196]) Seja X wum G-espa¢o compacto (ou
paracompacto com dimensao cohomoldgica finita) e com tipo de drbitas finito. Entdo

sao equivalentes:
(i) X&#0;
(ii) p: EG xg X — BG tem uma se¢ao;

(i1i) p* : H*(BG) — H{(X) € injetora

4.4 Uma versao parametrizada do Teorema de

Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang

Nesta se¢ao provaremos o resultado principal deste capitulo, uma versao parametrizada

do Teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang para o caso G = (Z,)™ ou (S*)™.

Teorema 4.12. Sejam

G = ()" ou (5",

e B um G-espaco trivial e conezo,

e E " BeE 5 B dois G-fibrados vetoriais ( todas as fibras tem a mesma G-

representa¢ao),
A:=FE% - BeA :=E% — B os subfibrados de pontos fixzos de E — B e E' — B,

respectivamente,

e C' — B e(C" — B os subfibrados G-invariantes complementos ortogonais (E = CHA)
e(B'=C"aA),
o F' e F' as fibras dos fibrados esfera S(C) — B e S(C') — B.
Suponha que
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k = rank(C) e n = rank(C"), com k > n,

m(B) age trivialmente sobre H*(F) e H*(F') (isso é, C — B e " — B sao
orientdveis se p # 2),

HE(S(C)) = H(B)®HE(F) ( o que implica Index2(S(C)) C Index? (F)® H*(BG)),

e

seja [ uma G-aplicacdao entre os fibrados, tal que o sequinte diagrama comuta,

S(C) L p=CaonN

\>\B//{/.

H="""(BG) @ H*(B) 2= H5(f~(A")

Entao a aplicacao

¢ injetiva. Consequentemente,
coh.dim (f~'(A")) > coh.dim (B) + k — n.

Demonstragao. Apresentaremos a prova para o caso G = (Z,)™. A demostragao do
resultado para o caso G = (S1)™ segue de maneira analoga. Seja ¢’ — B o fibrado
complemento ortogonal de A’ em E’ com respeito a uma métrica G-invariante (tal que C”
torna-se um G-fibrado). Denotamos por S(C”) o fibrado em esfera associado e por F’ a
fibra em S(C”) sobre algum ponto base b € B. Conforme Observagao , consideramos

EX*(F') e EX*(S(C")) as sequéncias espectrais de Leray—Serre associadas as fibragoes

F'— EG x¢ F' — BG x b (4.2)

F'— EG x¢ S(C") — BG x B, (4.3)

respectivamente.

A Es-pégina E5"(F') tem somente duas linhas nao nulas, a 0-linha e a (n — 1)-linha.
Os coeficientes locais em ESY(F) = HP(BG, HI(F")) sdo dados pela estrutura de m; (BG)-
modulo sobre HY(F"). Desde que G = 7 (BG) é um grupo abeliano elementar e F’ é uma

esfera, a estrutura de H*(BG)-médulo sobre H?(F") ¢ trivial. Portanto
EPYF") = H?(BG,H(F")) = H?(BG) @ HY(F").
Os diferenciais sao H*(BG)-homomorfismos, e

i () = By F) = HY(BG) @ HY L (F)
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¢ um H*(BG)-médulo gerado por
1€ EX"Y(F') = H(BG) @ H" '(F'),

onde 1 ¢ considerado como o gerador de H" '(F’). Assim, existe um diferencial nao
nulo em E**(F’) se, e somente se, o diferencial d,, : E*"~1(F'") — E™°(F’) é nao nulo.
Desde que F’ é livre de pontos fixos, segue da Proposicao u(iii) que o homomorfismo
edge H*(BG) — HE(F') nao é injetivo. Por outro lado, da equagao (|1.2)) (Secao 0
homomorfismo edge é dado por
H*(BG) 2 Ey° - Ey° — ... » B, 2 EX0 C H*(F))

Dessa forma, se todos os diferenciais fossem nulos em E**(F’), terfamos o

homomorfismo edge

HY(BG) = E’ 2 E’ = 2 2 E0 c H(F)

injetor, o que é uma contradi¢ao. Assim, deve existir um diferencial ndo nulo em E}*(F")
e, consequentemente, o diferencial d,, : E"1(F’) — E™°(F’) é nao nulo. Portanto, existe
um elemento nio nulo o/ = d,(1) € Index¥y (F') = ker(H*(BG) — H}(F")) de grau n.

Agora, a inclusao F' — S(C’) nos da uma aplicacdo entre as fibragoes (4.2)) e (4.3)),

EG xg F'— EG xg S(C") (4.4)
BG x b BG x B

a qual induz um morfismo de sequéncias espectrais de Leray-Serre associadas
Ex(S(C7) = EX(F).

A Ey-pagina de EX*(S(C")) é da forma EY?(S(C")) = HP(BG x B, H1(F")), onde os
coeficientes locais sdo dados pela estrutura de m (BG x B)-mdédulo sobre H?(F”). Desde
que H*(F') é um G x m;(B)-médulo trivial, as 0- e (n—1)-linhas dessa sequéncia espectral

sao dadas por

EPU(S(C")) = HP(BGx B; HY(F')) = H"(BGx B) = éHi(BG)@HP—i(B), g € {0,n—1}.

i=0
O morfismo de sequéncias espectrais EX*(S(C")) — EP*(F') sobre 0-linha e sobre a
(n — 1)-linha da Es-pagina,

é Hi(BG) ® H*™(B) — H?(BG),

1=0
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é zero sobre @Y~} H(BG) ® HP~(B). Sobre H?(BG) ® H°(B) = HP(BG) ¢ justamente
a identidade. O diferencial do gerador 1® 1 € H°(BG) ® H°(B) de E>"~1(S(C")) atinge
um elemento 7' € EI~10(S(C")) da linha inferior @;_, H(BG) @ H"*(B). Desde que
os diferenciais comutam com morfismos de sequéncias espectrais, 7' é um elemento em
Index5(S(C")) € H*(BG) ® H*(B) que restringe a o/ sob a aplicacio

@HZ BG) ® H"(B) — H"(BG),

e assim 7 # 0. Desde que o e ¥’ s@o de grau n, 7/ tem a forma o/ ® 1 + ). 0; ® €}, onde
degd; + dege; =n e degd, <n—1.

Por hipétese e usando a propriedade do indice para subfibrados (Propriedade do indice
para Subfibrados ([1.6)), Secao [1.8.2)), temos a seguinte a férmula

IndexZ(f~1(A")) - Index2(S(C")) C Index2(S(C)) C Indexty (F) ® H*(BG)  (4.5)

Agora, afirmamos que Index5(f~1(A")) € H*(BG) ® H*(B) nao contém elemento da
forma A ® B, com 0 # A € H*(BG), 0 # 8 € H*(B), deg(\) < k —n e deg(5) > 0. De

fato, se existisse um tal elemento A ® 8 € Index5(f~1(A')), entdo terfamos

(ARB)' = (—1)desB)des(e) (). ®B+Z 1)des(®) dee0) (.52 (B-¢}) € Index™ (F)@H*(BG).

Desde que deg(6!) < deg(a’) = n e deg(N\) < k — n, segue que
deg(A-98)) <deg(A- /)< (k—n)+n=k

Isso implica que
A-d € Index (F), (4.6)
contradizendo o fato que Indexty (F) = H*2*( BG)(Teorema [4.10)).
Assim, a aplicagao

H=*""Y(BG) @ H*(B) X H(f~1(A)

¢ injetiva.

Dessa forma, temos

coh.dim (EG x¢ f~1(A")) > coh.dim (B) + k —n — 1. (4.7)

Por [12, Theorem 1.4]
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coh.dim (f~'(A")) > coh.dim (EG x¢g f~1(A")). (4.8)

Consequentemente, combinando (4.7) e (4.8]), obtemos

coh.dim (f~'(A")) > coh.dim (B) + k —n — 1.

4.5 Principais consequéncias do Teorema [4.12

Finalizamos este trabalho com as principais consequéncias do Teorema[£.12] Uma primeira
consequéncia é considerar o caso em que B = {pt} para obter a versdo classica do
teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang para p-toros e toros provada recentemente em
[42 Theorem 2.1].

Teorema 4.13. [/2, Theorem 2.1] Sejam V, W duas representagoes ortogonais do grupo
G =177 ouG =G = (S")" tais que VE = W = {0}. Se f: S(V) = W ¢ uma aplicagao

G-equivariante, entao
coh.dim Zy > dimg V' — dimp W — 1.

Em particular, se dimg W < dimg V', entdo ndo eziste aplicagio G-equivariante de S(V)

em S(W).

Demonstracao. Fazendo no Teorema |4.12) £ =V, E' = W representacoes ortogonais do
grupo G =Z; ou G = (SH™ tais que V& = WY = {0}, temos que A = A’ = {0}, com

F=S5V)e
S(V) ! W
N

{pt}
Assim, todas as hipdteses do Teorema sao trivialmente satisfeitas e pondo Z; =
F740) = f~YA"), concluimos que

coh.dim Zy = coh.dimf~'(A") > dimg V — dimg W — 1.

]

Observacao 4.5.1. Outra consequéncia do Teorema [4.12] é considerar m = 1 e fazendo
as devidas consideragoes como na prova acima, obtemos as versoes parametrizadas do
teorema de Borsuk-Ulam-Bourgin-Yang provadas por A. Dold em [20], Nakaoka em [49]
e Izydorek-Rybicki em [38§]).
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