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Resumo

Este trabalho se concentra em quatro grandes temas: semifluxos; semifluxos generalizados;
medida invariante para fun¢des multivocas; e sistemas dinamicos aleatorios.

O estudo de semifluxos tem o objetivo de compreender o comportamento assintético de
solugcdes para problemas com unicidade de solu¢do. Ja os semifluxos generalizados permitem
que a solugdo para um dado inicial ndo seja Unica, permitindo assim uma variedade mais ampla
de problemas. Ambos os estudos, neste trabalho, t€m o objetivo principal de fornecer condi¢des
para a existéncia de atrator, e propriedades sobre ele.

Tratando de medidas invariantes para fun¢des multivocas, é importante dizer que diferentes
propostas foram feitas ao longo dos ultimos anos para definir este conceito. Neste trabalho,
quatro destas defini¢des sdo apresentadas e, ao final, mostra-se que sao todas equivalentes sob
certas condi¢des. Por fim, € apresentada uma versao de teorema ergddico para fungdo multivoca,
com uma aplica¢do a um sistema dinamico que gera um semifluxo generalizado com atrator.

Finalmente, em sistemas dindmicos aleatorios (discretos), o sistema ndo se resume as ite-
radas de uma Unica funcdo, mas a sucessivas aplica¢des de funcdes escolhidas aleatoriamente
dentro de uma certa familia. E apresentada uma versio de teorema ergédico para este caso, com

uma nova aplica¢do a um sistema dinamico que gera um semifluxo generalizado com atrator.

Palavras-chave: semifluxo, sistema dindmico, atrator, funcdo multivoca, medida invariante,

aleatorio, ergddico.






Abstract

This work focuses on four major themes: semiflows; generalized semiflows; invariant measure
for set-valued maps; and random dynamical systems.

The study of semiflows aims to understand the asymptotic behavior of solutions to problems
with unique solutions. The generalized semiflows, on the other hand, allow the solution for an
initial data to be not unique, thus allowing a wider variety of problems. Both studies, in this
work, have the main goal of providing conditions for the existence of an attractor, and properties
on it.

When dealing with invariant measures for set-valued maps, it is important to say that diffe-
rent proposals have been made over the past few years to define this concept. In this work, four
of these definitions are presented, and at the end it is shown that they are all equivalent under
certain conditions. Finally, a version of ergodic theorem for set-valued map is presented, with
an application to a dynamical system wich generates a generalized semiflow with atractor.

Finally, in random (discrete) dynamical systems, the system is not limited to the iterations of
a unique map, but to successive applications of maps chosen randomly within a certain family.
A version of ergodic theorem is presented for this case, with a new application to a dynamical

system wich generates a generalized semiflow with atractor.

Keywords: semiflow, dynamical system, atractor, set-valued map, invariant measure, random,

ergodic.
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Introducao

O objetivo final deste trabalho € apresentar duas versdes de teoremas ergodicos, uma para
fungbes multivocas e outra para sistemas aleatorios. Esses resultados serdo aplicados, apenas
como um exemplo, a semifluxos generalizados que possuem atratores compactos.

O primeiro capitulo apresenta alguns conceitos preliminares e essenciais para o desenvolvi-
mento do trabalho. Ele abrange no¢des de espacos métricos, teoria da medida, teoria ergddica
e funcdes multivocas. Ha um esforgo particular neste capitulo para demonstrar algumas propri-
edades sobre o espaco P(X) das medidas de probabilidade, principalmente o fato de P(X) ser
compacto se X também for.

No capitulo seguinte, € feito um estudo sobre semifluxos e semigrupos de operadores. Sao
apresentadas algumas nocdes bdsicas, e resultados sobre semifluxos compactos e assintotica-
mente compactos. O objetivo final € apresentar condi¢des para a existéncia de um atrator global
compacto, e caracterizar esse conjunto de diferentes formas. Desse modo, o principal resultado

€ o seguinte.

Teorema 1. Sejam § um semifluxo assintoticamente compacto, limitado e pontualmente dissi-
pativo, e {V;} um semigrupo continuo em S. Entéo existe um atrator global minimal néo vazio

M, que é compacto e invariante.

Ao final do capitulo, a teoria € exemplificada com o problema de Chafee-Infante.

O capitulo 3 apresenta uma teoria andloga a do capitulo anterior, mas para semifluxos gene-
ralizados. A principal diferenca é que, nesse caso, o estudo se dirige a problemas diferenciais
cuja existéncia de solucdo € garantida, mas ndo a unicidade. O comportamento assintotico
dessas solucgoes € estudado de forma tedrica, e resultados similares ao caso anterior sdo obti-
dos. Desse modo, a condi¢do para existéncia do atrator global compacto é que o semifluxo

generalizado seja @-dissipativo e assintoticamente compacto.

Teorema 2. Seja G um semifluxo generalizado @-dissipativo e assintoticamente compacto.

Entdo existe o atrator global fechado minimo A4, que é compacto e invariante.

E importante observar que, no caso univoco, @-dissipatividade equivale a dissipatividade
pontual.

Por fim, um caso ainda mais fraco € apresentado, chamado de @-atrator. Aqui, cada trajetoria
¢ atraida em um tempo diferente. Com isso, as condi¢des para existéncia do @-atrator ndo

garantem a compacidade desse conjunto.

UFESCar - Universidade Federal de Sao Carlos
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Teorema 3. Seja G um semifluxo generalizado @-assintoticamente compacto. Entdo existe o

@-atrator global fechado minimo N.

Ao final do capitulo, a teoria € exemplificada com um problema de inclusdes diferenciais
envolvendo o p-Laplaciano.

No capitulo seguinte, € feito um estudo sobre medidas invariantes para fungdes multivocas.
Sao apresentadas quatro diferentes defini¢des deste conceito, que se mostram equivalentes sob
hipdteses de compacidade.

Ao final do capitulo, € apresentada uma versao de teorema ergédico, com uma breve aplicagdo
a um sistema dindmico que gera um semifluxo generalizado com atrator.

No ultimo capitulo, € realizado um estudo sobre varidveis aleatorias e sistemas dindmicos
aleatorios. Nesse caso, 0 sistema ndo se resume as sucessivas iteradas de uma mesma funcao,
mas de uma familia de fung¢des.

Ao final do capitulo, € apresentada uma outra versao de teorema ergddico para sistemas
aleatdrios, com uma aplicacdo a um sistema dindmico que gera um semifluxo generalizado com

atrator.

Departamento de Matematica
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo serdo introduzidos conceitos preliminares sobre espagos métricos e topoldgicos,
teoria da medida, teoria ergodica e fun¢des multivocas. Esses conceitos serdo utilizados no de-
senvolvimento dos capitulos subsequentes. Os principais resultados terdo suas provas omitidas

por serem facilmente encontradas em livros classicos.

1.1 Espacos Métricos e Topologicos

Definicdo 1.1.1. Seja {Xy;y € I'} uma familia de conjuntos ndo vazios. O produto cartesiano

desses conjuntos, denotado por [[yer Xy, € 0 conjunto das fungdes de I' a X..

Definicao 1.1.2. Seja {(Xy,7y);Y € I'} uma familia de espagos topoldgicos. Define-se em

[Iyer Xy a topologia produto, cujos abertos basicos sdo da seguinte forma:

~1 ~1
TCYI (A’Yl)ﬂ-ﬂfcyn (A'\{n): H X'Y XA'YIX"‘XA%”
yel
Y#’Yl?"'?yﬂ

em que n € Ne Ay, € Ty, paracada j € {1,...,n}.

Proposicao 1.1.3. Seja {(Xy,Ty);Y € I'} uma familia de espacos topolégicos. Considere ainda
uma sequéncia (x,)nen em [Tyer Xy, Xn = (X§)yer para cadan € N, e x € [Tyer Xy, x = (xy)yer-

Entdo x, — x se, e somente se, x, — xy para caday € T

Teorema 1.1.4. (Teorema de Tychonoft) Seja {Xy;y € I'} uma familia de espagos topoldgicos.

Entéo [[yer Xy € compacto na topologia produto se, e somente se, cada Xy € compacto.

Proposicao 1.1.5. Seja {(X;,d,),...,(Xy,d,)} uma familia finita de espagos métricos, e con-
sidere o produto cartesiano X := H7:1 X;. Entdo a topologia produto em X € metrizavel pela
métrica produto:

d((Xl, R vxn)7 (yla R ,)’n)) = max{d](xjvyj>’ JE {17 R ,I’l}} (1.1)

UFESCar - Universidade Federal de Sao Carlos



20 Capitulo 1. Conceitos Preliminares

Prova. Denote por 7T a topologia produto em X, e por T, a topologia em X gerada pela métrica

d. Observe inicialmente que, se (xg,...,x,;) € X e r > 0, entdo:
Ba((x1,...,xn),r) = Bg,(x1,r) X -+ X Bg, (xn,7).

Logo, T; C T. Por outro lado, seja x := (x1,...,x,) € X e considere um aberto base de T contendo

x, B:= By, (x1,r1) X -+ X By, (Xn, 7). Defina r :== min{ry,...,r,} > 0. Assim:
x € By((x1,...,%),7) = Bg, (x1,r) X -+ X By, (xn,r) C B.
Portanto, T C t,. ]

Defini¢ao 1.1.6. Sejam (X,T) um espago topoldgico e E uma relagdo de equivaléncia em X, ou
seja, um subconjunto de X x X. Denotando por E(x) a classe de equivaléncia de cada elemento

x € X, fica definida a seguinte projecao natural no espaco quociente:

Tg: X — X/E
x — E(x).

Podemos definir em X /E a topologia quociente da seguinte forma:
1(E) = {B C X/E;n;\(B) € r} .
Proposicao 1.1.7. Todo espaco métrico compacto é separavel.
Lema 1.1.8. Seja (X,d) um espago métrico. Dados x,y € X e A C X ndo vazio:
|d(x,A) —d(y,A)| <d(x,y).

Prova. Sera provado que —d(x,y) < d(x,A) —d(y,A) <d(x,y). Por defini¢do, para todo z € A,
d(x,A) <d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), ouseja, d(x,A) —d(y,z) < d(x,y). Como essa desigualdade
vale para todo z € A, segue que d(x,A) —d(y,A) <d(x,y). De modo andlogo:

d(y,A)

IN

d(y,z) <d(y,x)+d(x,z) Vz€A
= —d(x,y) <d(x,z) —d(y,A) Vz€A
= —d(x,y) <d(x,A) —d(y,A).

Portanto, |d(x,A) —d(y,A)| < d(x,y). O

Lema 1.1.9. Sejam (X,d) um espago métrico, F' um subconjunto fechado de X e § > 0. Entéo
existe uma fungdo Lipschitz g5 : X — [0,1] tal que g5 =1 em F e g5 = 0 em (F®)°. Aqui,
FO:={xeX;d(x,F) <§}.

Departamento de Matematica
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Prova. Seja h: R — [0, 1] definida por:

1, t € (—o0,0]
h(t):=4q 1—t, t€(0,1)
1, t€[1,00).

Defina g5 : X — [0, 1] da seguinte forma:

25(x) = h (%d(x,F)) |

Pelo lema precedente, g5 € uma composicao de fungdes Lipschitz, e portanto € Lipschitz. As

outras condi¢des sobre g5 sdo imediatas. [

Lema 1.1.10. Sejam (X,d) um espago métrico e S C X. Entdo S é relativamente compactoﬂ se,

e somente se, toda sequéncia em S possui subsequéncia convergente em S.

Prova. Suponha que S seja relativamente compacto e considere uma sequéncia (z,),ecy em S.
Entdo (z,)nen € também uma sequéncia em S, que é compacto. Existe entdo uma subsequéncia
(zn;) jeN de (zn)nen que converge em S.

Reciprocamente, considere uma sequéncia (z,),cy em S. Entdo, para cada n € N, existe
uma sequéncia (x;’) jen em § de modo que z, = lim jﬁwx’}. Logo, para cada n € N, existe um

natural J, tal que, se j > J,, entdo:
1
d(X?,Zn> < ;
Como a sequéncia diagonal (x?n)nEN estd em S, segue da hipétese a existéncia de uma sub-

sequéncia (x’}:k)keN que converge para algum x € S. Resta mostrar que z,, — x. Dado € > 0,

escolha N € N satisfazendo as seguintes condi¢oes:

1 € €
N <73 ¢© d(x?r’l‘k,x) <5 parak > N.
Desse modo, para k > N:
ny - 1 €
d(zn,x) < d(zn,x)" ) +d(x)* x) < —+ < <e. O
nk nk nk 2

1.2 Teoria da Medida

Definicao 1.2.1. Sejam X um conjunto ndo vazio. Uma familia A4 de subconjuntos de X é uma

dlgebra se satisfaz as seguintes propriedades:

e 0cdeX e 4,

'Um subconjunto de X é relativamente compacto se seu fecho é compacto.

UFESCar - Universidade Federal de Sao Carlos



22 Capitulo 1. Conceitos Preliminares

*seA,B€ 4,entioANBE A, AUB€ Ae A\B€ 4.

Definicao 1.2.2. Sejam X um conjunto ndo vazio. Uma familia ¥ de subconjuntos de X é uma

C-dlgebra se satisfaz as seguintes propriedades:
c0eFeXedF,;
eseAc F,entio A“:=X\A € T,
* para toda familia contavel {A, },eny C F, vale que U,cnAn € F.

Notac¢ao: Dados um conjunto néo vazio X e uma c-dlgebra ¥ em X, o par (X, F ) é um espago

mensurdvel. Os elementos de ¥ sdo chamados de conjuntos mensurdveis.

Definicao 1.2.3. Sejam (X, ¥) e (Y, G) espagos mensuraveis. Uma fungdo f : X — Y é men-
surdvel se f~!(B) € F paratodo B € G.

Proposicao 1.2.4. Sejam X um conjunto ndo vazio e C uma familia de subconjuntos de X. A

intersecdo de todas as o-dlgebras contendo C € ainda uma ¢-algebra que contém (.

Definicao 1.2.5. Sejam X um conjunto nio vazio e C uma familia de subconjuntos de X. Tendo
em vista a proposi¢do precedente, define-se a 6-dlgebra gerada por C como sendo a interse¢ao

de todas as c-dlgebras que contém (. Essa o-dlgebra é denotada por 6(C).

Definicao 1.2.6. Seja (X,T) um espago topoldgico. A o-dlgebra gerada pela topologia T é
chamada de G-dlgebra de Borel, e é denotada por B(X). Os elementos de B(X) sdo chamados

de conjuntos borelianos.

Proposicao 1.2.7. Sejam (X, F) e (Y, G) espagos mensurdveis em que G € gerada por uma
familia C. Uma fungfio f : X — Y é mensurdvel se, e somente se, f~!(B) € F paratodo B € C.

Definicio 1.2.8. Sejam {(Xy, #y); Y € '} uma familia de espagos mensuraveis e X := []yer Xy.

Considere, para cada 'y € I, as projecoes:

Ty X — Xy

('XOC)OCEF —> .x'y.

A ¢-dlgebra produto em X, denotada por @ Jy, € a 0-dlgebra gerada pela seguinte familia:

{ny‘l(Ay);Aye FiYE F}.

Proposicdo 1.2.9. Seja {(Xy, #y); Y € I'} uma familia de espagos mensurdveis. Se I" é contdvel,
entao:

®ﬂ:0<{nAy;Ay€ ﬂ}) .

yer yell

Departamento de Matematica
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Proposicao 1.2.10. Seja {(Xy, #y); Y € I'} uma familia de espagos mensurdveis em que cada ¥y
€ gerada por uma familia C,. Entao:

R FH=0c ({WY_I(AY);AY €G,YE F}) .
yell

Além disso, se I' é contavel, entdo:
R FH=0 ({HAY;AY € Cy}> :
ver' yell

Proposicao 1.2.11. Seja {(X;,d;); j € {1,...,n}} uma familia finita de espagos métricos. Con-
sidere o espaco produto X := H?:l X; munido da métrica produto (I.1I). Entéo:

é) B(X;) C B(X).
j=1

Além disso, se cada X € separavel, entdo vale a igualdade.

Definicao 1.2.12. Sejam X um conjunto ndo vazio e C uma familia de subconjuntos de X. Se

v : C — [0,00] € uma fungdo, as seguinte defini¢des sdo estabelecidas:

* v € aditiva se v(j_;A;) = ¥j_, V(A;) para quaisquer conjuntos dois a dois disjuntos
Aq,...,A, € C tais que U?:1Aj e

* v é c-aditiva se V(U,enAn) = X, V(A,) para toda familia de conjuntos dois a dois
disjuntos {A,; n € N} C C tal que U, enAn € C.

Definicao 1.2.13. Seja (X, ) um espaco mensuravel. Uma fungio u: F — [0, ] € uma medida

se é g-aditiva e u(0) = 0. Nesse caso, (X, F,u) é um espagco com medida.

Observagio 1.2.14. E dito que u é finita ou que (X, F,u) é finito se u(X) < oo.

Observacdo 1.2.15. Se uma certa propriedade é valida em X com exce¢c@o de um subconjunto

com medida nula por y, diz-se que essa propriedade € vélida u-q.t.p.

Defini¢cao 1.2.16. Seja (X, F,u) um espaco com medida. A medida u é uma medida de proba-
bilidade se u(X) = 1. Nesse caso, (X, ¥ ,u) é chamado espago de probabilidade.

Lema 1.2.17. Seja (X, ¥ ,u) um espaco com medida. Valem as seguintes propriedades:
(a) seA,Be F eA C B, entio u(A) < u(B);
(b) se {Ap;ne N} C F, entdo u(U,enAn) < Yoo 4(An);

(c) se{A;;neN}C FeA, CA,q paratodo n € N, entdo u(UpenAy) = limy,_yeo t(Ay);

UFESCar - Universidade Federal de Sao Carlos



24 Capitulo 1. Conceitos Preliminares

(d) se{A,;;neN} C F,A, DAyt paratodon € Ne u(A;) < oo, entdo u(MpenAn) = lim, e u(A,).

Proposicao 1.2.18. Sejam (X,d) um espago métrico e 4 uma medida finita em (X, B(X)).
Entdo, para todo B € B(X):

u(B) = sup{u(C);C é fechado e C C B}
= inf{u(A); A é aberto e A D B}.

Prova. Defina a colecdo 4 da seguinte maneira:

U(E) = sup{u(C); C é fechadoe C C E}, e

EecA+— ]
U(E) =inf{u(A); A é abertoe A D E}.

A fim de obter o resultado, serd provado que B(X) C 4. Isso serd feito em duas etapas.
1. A4 é uma c-algebra:

* Eclaroque 0 € 4.

* Sejam £ € 4 e € > 0. Entdo existem um aberto A e um fechado C de sorte que
CCECA, uE)<u(C)+eeu(E) > pu(A) —e. Logo, A° é fechado, C¢ ¢ aberto,
A°CE‘CCe

H(ES) = p(X)—p(E) > puX)—pu(C) —e=u(C) —&
HES) = p(X)—p(E) <pX)—u(A)+&=pu(A°) +e
Portanto, E€ € 4.

» Sejam {E,; n € N} C 4ee>0. Paracadan € N, existem um aberto A, e um fechado
C, de modo que C, C E, C Ay, u(A,) —u(E,) < 27"e e u(E,) —u(C,) < 27" le.
Assim, |J,enAn € aberto, U,enCrn C UpenEn C UenAn €:

u(UAn>—y<UEn> < u(uAn\uEn>
neN neN neN neN
< u(Umn\En)) <Y ulAn\En)
n=1

neN

= Y (A —u(E)) < ¥ 2 me =e
n=1 n=1

Ademais, pelo Lema|(1.2.17} u(U,en Cn) = limg oo pt(U5_; C,,). Entio existe k(g) €
N de sorte que u(U,,en Cn) —,u(Ui(j)l C,) <€/2. Definindo C := Uﬁg Cn CUpen Ens
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segue que C é fechado e:

u(UEn> —u(C) < p UEn) —u(UCn> +¢/2

neN neN neN

UE\U Cn> +¢/2

neN neN

U (En\Cn)> +¢g/2

neN

u(E,\Cp)+€/2

IA
=

IN
=

IA
s

3
I
—_

I
gk

(u(En) —u(Gy)) +2/2 <e.

3
I
—_

Portanto, U, En € A.

2. A contém conjuntos abertos: serd provado que A4 contém todos os fechados e, por ser
uma G-4dlgebra, isso garantird que contém todos os abertos. Seja C C X fechado e defina,
paracadan € N, A, := {x € X;d(x,C) < 1/n}. Desse modo, C = (,cnAn €, para cada
neN, A, é aberto e A, D A,11. Assim, pelo Lema u(C) = lim, o u(A,) =
inf{u(A,); n € N}. Consequentemente:

u(C) <inf{u(A); A é aberto e A D C} < inf{u(A,);n € N} = u(C).

Destarte, C € 4.
Conclusdo: 4 é uma G-dlgebra que contém todos os abertos de X, portanto B(X) C 4. [

Teorema 1.2.19. Sejam X um conjunto ndo vazio, 4 uma dlgebra em X e ji: 4 — [0,o0] uma
funcdo c-aditiva. Entdo existe uma extensao de i1 a uma medida u na c-dlgebra 6(4), definida

da seguinte forma:

u(A) = inf{ Y a(An);AnceA,AC A,,} VA €o(A).
n=1 neN

Definicao 1.2.20. Sejam (X, F,u) e (Y, G, V) espacos com medida finitos. Considere, no espago
produto X X Y, a algebra A4 de todos os retangulos dois a dois disjuntos da forma A X B, em que
A€ F eBe G. Define-se, em 4, u x V(A x B) := u(A)v(B). Como ¥ ® G = 6(A4), é possivel
estender u X v a uma medida na ¢-dlgebra produto, chamada de medida produto e denotada por
URV.

Observacdo 1.2.21. Uma demonstracdo explicita de que u ® v estd bem definida e € contavel-

mente aditiva em A4 pode ser obtida no Teorema 3.3.1 em (Bogachev, 2007, [4]).
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Observacdo 1.2.22. Por indugdo, € possivel definir uma medida produto para uma quantidade

finita de espacos.

Definicao 1.2.23. Seja {(X,,, F,un); n € N} uma familia contdvel de espagos com medida fini-

tos. Considere, para cada n € N, a seguinte familia:
n
€, = {Ex H XJ-;E€®TJ}.
j>n+1 j=1
A unifio dessas familias é uma 4lgebra, denotada aqui por 9. Se A € 79, entdio A € ¢, para
algum n € N, ou seja, A = E X [[j>,41Xj, com E € ®?:1 ;. Fica definido:

H(A) = @ @ (E).

Como a c-dlgebra produto F := ®,cy Fn é gerada pela dlgebra F°, é possivel estender u a

uma medida em ¥, chamada de medida produto.

Observacdo 1.2.24. Uma demonstragdo explicita de que u estd bem definida e é contavelmente

aditiva em F° pode ser obtida no Teorema 3.5.1 em (Bogachev, 2007, [4]).

1.2.1 Integracao
Lema 1.2.25. A c-dlgebra B(RR) é gerada por cada uma das seguintes familias:
* g1:={(a,b);a < b};
* & :={[a,b]; a < b};
» e3:={(a,b];a < b} oues:={[a,b);a < b};
* &5:={(a,»);a € R} ougg:= {(—,a); a € R};
* g7:={[a,~);a € R} ougg := {(—0,a];a € R}.

Observacdo 1.2.26. Nesta secdo, o termo intervalo semiaberto seré utilizado para designar os

intervalos da forma (a,b]. O conjunto dos intervalos semiabertos serd denotado por 1.
Definicao 1.2.27. Uma funcdo crescente e continua a direita f : R — R é chamada fun¢do de
distribuigao.

Proposicao 1.2.28. Toda fungdo de distribui¢do f : R — R determina uma medida yem (R, B(R))

da seguinte forma:

u((a,b]) := f(b)— fa) V(ab]€l.

Defini¢ao 1.2.29. Uma medida u em (R,B(R)) é uma medida de Lebesgue-Stieltjes se, para
todo conjunto limitado A € B(R), u(A) < .
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Proposicao 1.2.30. Seja y uma medida de Lebesgue-Stieltjes em (R, B(R)). Entdo existe uma
funcao de distribui¢do f : R — R tal que:

u((a,b]) = f(b) — fla) V(ab]€ L. (1.2)
A seguir estao dois exemplos classicos de medidas de Lebesgue-Stieltjes.

Exemplo 1.2.31. A medida de Lebesgue m é a medida de Lebesgue-Stieltjes definida em
(R,B(R)) pela fungdo de distribuicdo f(x) := x. Esta naturalmente estende o comprimento

de intervalos em 1.

Exemplo 1.2.32. Dado a € R, a medida de Dirac §, : B(R) — [0, 1] é definida por:

1 A
So(A) =4 N A e B(R).
0,sea¢ A

Esta ¢ uma medida de Lebesgue-Stieltjes definida pela seguinte funcdo de distribui¢ao:

() ::{ 1, sexZa.

0,sex<a

Definicao 1.2.33. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma familia K de subconjuntos de X é uma
classe compacta se, para toda sequéncia (K, ),en de elementos de K tal que (),,cy K, = 0, existe
N € N de modo que ﬂﬁlvzl K,=0.

Teorema 1.2.34. Sejam X um conjunto néo vazio, 4 uma dlgebraem X e u: 4 — [0,0) uma
fun¢do aditiva. Suponha a existéncia de uma classe compacta K aproximando u no seguinte

sentido:

para quaisquer A € A e € >0, hd K € K e A¢ € 4 de sorte que Ae C K CAe
u(A\Ag) < €.

Entdo u é contavelmente aditiva.
Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Teorema 1.4.3 em (Bogachev, 2007, [4]). [

Definicao 1.2.35. Seja (X, F,u) um espago com medida. Uma func@o /4 : X — R é uma fungdo

elementar se existem Ay,...,A, € F ecy,...,c, € R de modo que:

h= Z CiXA;-
i=1

Se h(X) = {di,...,dn}, defina E; := h~'({d;}). Nesse caso, a representagio h = Y djxe; €
chamada de representagdo canénica de h.
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Definicao 1.2.36. Sejam (X, F,u) um espago com medida e 4 : X — R uma fungdo elementar,

h=Y1",cixa; A integral de Lebesgue de h em X com relagdo a u é definida da seguinte forma:

[ routan) = Y ey
i=1

Além disso, se A € F, entdo h) € elementar e define-se:

/h p(dx) : /hXA

Proposicao 1.2.37. Sejam (X, ¥ ,u) um espagco com medida e g,/ : X — [0, ) fun¢des elemen-

tares. Valem as seguintes propriedades:

(a) Sec >0, entdo [y(cg)(x)u(dx) = c [y g(x) u(dx);
(b) Jx(g+h)(x)u(dx) = [x 8(x) u(dx) + [ h(x) u(dx);
(c) Se g < h,entdo [y g(x)u(dx) < [y h(x)u(dx);

(d) A fungdo A — [, g(x)u(dx) é uma medida em 7.

Defini¢ao 1.2.38. Sejam (X, F,u) um espaco com medida e f : X — [0,00) uma fungdo men-

surdvel. A integral de Lebesgue de f sobre u é definida da seguinte forma:

/Xf(x),u(dx) :=sup {/Xh(x),u(dx); h é elementar e h < f} :

Além disso, se A € F, define-se:

[ reoutan) = [ puatou(ax)

Proposicao 1.2.39. Sejam (X, F,u) um espagco com medida e f,g : X — [0,00) fungdes men-
surdveis. Valem as seguintes propriedades:

(a) Sec >0, entao [(cf)(x)u(dx) =c [ f(x)u(dx);
(b) Se f < g, entdo [ f(x)u(dx) < [ g(x)u(dx).

Definicao 1.2.40. Sejam (X, F,u) um espaco com medida e f : X — R uma fungdo mensuravel.

As partes positiva e negativa de f sdo definidas, respectivamente, da seguinte forma:

fr(x) = max{0, f(x)}, f(x) :=max{0,—f(x)}.

Lema 1.2.41. (Lema de Olympia) Seja (X, F ,u) um espago com medida.

(a) Se f:X — [0,00) é uma fun¢io mensurdvel, entdo existe uma sequéncia (A, ),cn de fungdes
elementares tal que:
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N 0<m<--<h,<---<f3

(i) hy(x) — f(x) para todo x € X;

(iii) (hy)nen converge para f uniformemente em subconjuntos de X em que f é limitada.

(b) Se f:X — R é uma fungio mensuravel, entdo existe uma sequéncia (/,),cn de funcdes

elementares tal que:

() 0<|ht| < < |hal < < S

’

(i) hy(x) — f(x) para todo x € X;

(iii) (hp)nen converge para f uniformemente em subconjuntos de X em que f € limitada.

Teorema 1.2.42. (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja (X, F ,u) um espago com medida.
Se (fn)nen € uma sequéncia crescente de fungdes mensurdveis de X em [0,o0) convergindo

pontualmente para f, entdo:

/f () = lim [ f,(0u(dx)

Teorema 1.2.43. Seja (X, F,u) um espago com medida. Se (f;),en € uma sequéncia de fungdes

mensurdveis de X em [0,o0) e f:=Y" | f,, entdo:

[ £w)uta :; | fouta

Definicao 1.2.44. Sejam (X, F,u) um espaco com medida e f : X — R uma fungdo mensuravel.
A integral de Lebesgue de f sobre u € definida da seguinte forma:

[ @uan) = [ 7t @utan = [ 100t

Além disso, se A € F, define-se:
[ ruldx) = [ (1) () ).
A X
Por fim, f ¢ integravel em A € F se [, f1(x)u(dx) e [, f~ (x)u(dx) sdo ambos finitos.

Proposicao 1.2.45. Sejam (X, F,u) um espaco com medida e f,g : X — R fun¢Ges men-

suraveis.

(a) Sea € R, entdo:

[(af +9)@ut) =a [ fx)udx) + [ gx)uta)
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(b) Se f>0e [ f(x)u(dx) =0, entdo:

u({x e X; f(x) >0}) =

Proposicao 1.2.46. Sejam (X, F,u) um espago com medida e f : X — R uma fungido men-

’/Xf(x)#(dx) S/X!f\(X)y(dx).

Proposi¢ao 1.2.47. Sejam (X, F,u) um espaco com medida e f,g : X — R fun¢des men-

suravel. Entao:

suraveis. Entdo:
/ F() u(dx) = / e(¥)uldx) YAEF — f=g u-qip.
A A

Definicao 1.2.48. Seja (X, F,u) um espago com medida. No conjunto das fungdes integraveis

em X, considere a seguinte relacao de equivaléncia:
f~ge f=g puqtp.
O espaco L' (X, u) (ou simplesmente L') é o conjunto das classes de equivaléncia:
L' :={[f]; f : X — R é integravel}.

Por simplicidade, ser4 escrito apenas f € L! para a utilizagio de um representante da classe [f].

Teorema 1.2.49. (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (X, #,u) um espago com me-

dida e (f)sen uma sequéncia em L! satisfazendo as seguintes condicdes:

(@ fun— fu-qtp,;

(b) existe uma fungio nio negativa g € L' tal que |f;,| < g u-q.t.p. paratodo n € N.

/f dx_hm/fn

Proposi¢ao 1.2.50. Sejam (X, F,u) um espaco com medida e f,g : X — R fun¢des men-

Entao:

suraveis.

(a) Se A € F € um conjunto de medida nula, entdo:

| reoutax) =

[ Su(dn) < [ gx)ula)

X

(b) Se f < g, entdo:
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Defini¢ao 1.2.51. Sejam (X, F,u) um espago com medida e f : X — R uma fun¢do mensurével.
Se p € [1,0), define-se:

= | f 157 wutan) "

Fazendo a mesma associagdo entre fungdes que coincidem u-q.t.p., o espaco L” (u) (ou simples-

mente L) € definido da seguinte forma:
LP(u) :={[f]; f: X — R é mensurdvel e || f||, < oo}.

Proposicao 1.2.52. Seja (X, F,u) um espaco com medida. Para todo p > 1, L? é um espago

vetorial e || - ||, ¢ uma norma nesse espago.

Exemplo 1.2.53. Considere a funcéo f : [0,1] — R definida da seguinte forma:

) xeR\Q
f(x).—{ 0, x€Q .

E conhecido da Andlise Real que f nao € integrdvel a Riemann. Entretanto, essa fungdo é
mensurdvel com relacdo a medida de Lebesgue, pois € uma funcio elementar. Além disso,
como Q é contdvel, tem medida nula (j4 que é uma unido enumerdvel de conjuntos unitarios).

Consequentemente, m([0, 1]\ Q) = 1 e, portanto:

0 1}f(x)u(d)‘f) =m([0,1]\Q) = 1.
Definicao 1.2.54. Sejam (X, F,u) e (Y, G,v) espagcos com medida finitos e (x,y) € X x Y.

Ficam estabelecidas as seguintes definicoes:
sseEc F®G,entdio EX:={yeY;(x,y) €eE}e E,:={x € X;(x,y) EE};

* se (Z,#,m) é outro espaco com medida finito e f : X x Y — Z é mensurdvel, entéo

) = H(x) = fx).

Teorema 1.2.55. Sejam (X, 7 ,u) e (Y, G, V) espagos com medida finitos. Entdo os conjuntos E*
e E, da defini¢do precedente sdo mensuraveis, assim como as fungdes f*:Y —Ze f,: X — Z.
Além disso, as fungdes x — V(E¥) e y — u(Ey) sdo mensurdveis a Borel e valem as seguintes

igualdades:
uev(E) = [

X

VE) uldx) = [ u(E,)V(ay).

Teorema 1.2.56. (Teorema de Fubini) Sejam (X, F,u) e (Y, G,Vv) espacos com medida finitos.
Se f € LY(X x Y,ux V), entdo f* € L'(Y,Vv) para u-q.t.p. x € X e f, € L' (X,u) para v-q.t.p. y €
Y. Além disso, as fungdes x — [y f*(v) v(dy) e y = [y fy(x) u(dx), definidas q.t.p., pertencem
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aL'(X,u)eaL'(Y,v), respectivamente. Vale ainda o seguinte:

ey P X V)(d(,) /(/fxy dy)) /(/fxy dx)v(dy).

1.3 Teoria Ergodica

Definicao 1.3.1. Sejam (X, F,u) um espago com medida e f : X — X uma func¢do mensuravel.
A medida u é f-invariante se u(f~'(A)) = u(A) paratodo A € F.

Proposicao 1.3.2. Sejam (X, F,u) um espago com medida e f : X — X uma fun¢do mensuravel.

Se u é f-invariante e A € F, entdo, para todo n € N:
(@ f"(A)eF
(b) u(f"(A)) =u(A).

Definicao 1.3.3. Sejam (X, ¥ ,u) um espaco com medida e f : X — X uma fun¢do mensuravel
tal que p é f-invariante. A medida u é f-ergddica se u(A) € {0,1} para todo A € ¥ tal que
FA) = A,

Observagdo 1.3.4. Um conjunto A € ¥ tal que f~'(A) = A é chamado f-invariante.
Lema 1.3.5. Se A€ F e f!(A) = A, entdo f(A) = A.

Definicao 1.3.6. Sejam (X, F,u) um espago com medida e f : X — X uma func¢do mensuravel.

Uma funcdo mensurdvel a Borel g : X — R € f-invariante se go f = g u-q.t.p.

Proposicao 1.3.7. Sejam (X, F,u) um espaco de probabilidade e f : X — X uma fungédo men-
surdvel tal que u é f-invariante. Entdo u é f-ergddica se, e somente se, toda funcdo f-invariante

€ constante u-q.t.p.

Teorema 1.3.8. (Teorema Ergodico de Birkhoff) Sejam (X, F ,u) um espago de probabilidade
e f:X — X uma funcdo mensurdvel. Se u é f-ergédica e g € L' (X,u), entdo, para u-q.t.p.
xeX:

lim ng’ )= [ su(ay.

—>°°n

1.4 Espaco das Medidas de Probabilidade

1.4.1 Topologia

Definicao 1.4.1. Seja (X,T) um espaco topolégico. O conjunto de todas as medidas de proba-
bilidade em ‘B(X) sera denotado por P(X).
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Notacao: Cp(X,R) :={u: X — R; u é continua e limitada}. Se u € C;(X,R), define-se:
||t|oo := sup{|u(x)|; x € X }.

Definicao 1.4.2. Sejam 1] e T topologias em um conjunto X. A topologia T é mais fraca (ou

menos fina) que T se T C Tp.

Definicao 1.4.3. Seja (X,d) um espago métrico. Define-se, em P(X), a topologia da con-
vergéncia fraca como sendo a topologia mais fraca em P(X) que faz a fung¢do P(X) — R,

u— [y u(x)u(dx), ser continua para cada u € C»(X,R). Essa topologia serd denotada por t*.

Observagdo 1.4.4. Construgdo explicita de T*: Considere, para cada u € Cp(X,R) a seguinte
funcao:
¥Y,: PX) — R
uooe fyu()u(d).

Como ¢é preciso que cada uma das funcdes ¥, seja continua, deve-se ter necessariamente
W1 (B) aberto para cada B € B(R). Seja %y := {¥; (B); B € B(R), u € Cy(X,R)}. E claro
que %y ndo precisa ser uma topologia, ja que ndo é necessariamente fechada por intersecoes
finitas e por unides arbitrérias. Seja, pois, #; a familia constituida de todas as intersecdes finitas
de elementos de F9. Em seguida, seja #, a familia construida a partir de unides arbitrarias de
elementos de ;. E natural que %> seja o candidato a ser a topologia T*, restando apenas provar

que tal familia é fechada por intersecdes finitas. Para isso, considere n elementos de ¥, a saber,

1 .
U’ylel"l Avl yeens UynepnAf}n. Desse modo:

1 1
( U Aw)mmm( U A%) = U (A n- mAYEr)ejfz.
€ln Y€y nerr el

Assim, T° := %, é a topologia da convergéncia fraca em P(X). Segue ainda da construgdo que

a familia #; € uma base para T*.

Proposicao 1.4.5. Seja (X,d) um espaco métrico. Se (u,)nen € uma sequéncia em P(X) e
u € P(X), entdo:

ty — pem T <:>/ ) pn(dx) %/ u(dx) YueCy(X,R). (1.3)

Prova. Se p, — u em t*, entdo ¥, (u,) — ¥, (u) para todo u € Cp(X,R), ja que cada ¥, é
continua. Logo, [y u(x)u,(dx) = [y u(x)u(dx) para cada u € C,(X,R). Reciprocamente, supo-
nha que ¥, (u,) — W, (u) para cada u € Cp(X,R), e seja U € F; um aberto base de T° contendo
u. Desse modo, existe I' € C(X, R) finito tal que U = 1P, ! (B.), em que B, € B(R) para
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cadau €I'. Assim, paracadav el

P, (u) €V, (U)C (PP, ' B)) =B | [ ¥u(¥,'(Bu) | CB..
uel uel\{v}

Logo, ¥, (u) € B, para cada v € I'. Pela hipétese, para cada v € I existe N, € N de sorte que, se
n>N,, entdo W, (u,) € B,. Assim, u, € ¥, ! (B,) paratodo n > N,. Definindo N := max{N,;v €
I'}, segue que y, € U para todo n > N, ou seja, y, — g em T, [

Lema 1.4.6. Seja {xy; y € I'} uma familia ndo enumerdvel de niimeros reais positivos. Entdo:

ny = sup ny; [ C T é finito % = oo.
yel yelh

Prova. Para cadan € N, defina:

1
n

Entdo I' = |,y Sn, € este conjunto € ndo enumerdvel por hipétese. Logo, hd 7ii € N de sorte que

S5 € ndo enumeravel. Portanto:

Yu>Y >y e m

yel YESi YES;

S

Teorema 1.4.7. Seja (X,d) um espago métrico. Se (u,)qen € uma sequéncia em P(X) e u €

P(X), entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(@) pp — pemT

(b) limsup,,_,.,u,(C) < u(C) para todo conjunto fechado C C X;
(c) liminf, e, (A) > u(A) para todo conjunto aberto A C X;
(d) un(B) — u(B) para todo B € B(X) tal que u(dB) = 0.

Prova.

* (a)=-(b): Seja C C X fechado e ndo vazio, e defina, para cada j € N, o conjunto aberto
Aj:={x€X;d(x,C) <1/j}. Entdo cada Af € fechado e:

1
inf{d(x,y);x e€C,y €A§} > .
J
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Deﬁn para cada j € N:
d(x,A%)

d(x,A%) +d(x,C)’

fi(x) =

Assim, paracada j €N, f; € C,(X,R),0< fj<lemX, fj=1lemCe f; =0 emAj..
Além disso, para quaisquer n, j € N:

= [ xelm(@x) < [ ) mla).

Segue da hipétese que, para cada j € N:

limsupys,(C) < timsup | f,(x)m(dx) = [ )t
n—yo0 n—oo X
< | 0uldx) = (a))
Como C é fechado, N J-GNA j =C. Pelo Lema (I.2.17| conclui-se que:

u(C) = lim u(A;) > limsupu, (C).

J—ree n—oo

* (b)=(c): Seja A C X aberto. Assim:

liminfu,(A) = liminf(u,(X) —u,(A)) = 1 —limsup u, (A€)
n—oo n—oo

n—oo

> 1—u(A%) = p(X) — p(A°) = u(A).
* (¢)=(b): E feito de modo inteiramente andlogo ao anterior.

e (b)+(c)=(d): Seja B € B(X) com u(dB) = 0. Como int(B) C B C B, sendo int(B) aberto
e B fechado, conclui-se o seguinte por (b) e (c):

ligfogpun(B) < lizrfogpun( ) < u(B) =pu(BUIB)
< u(B)+u(9B) = u(B);

liminfu,(B) > liminfu,(int(B)) > u(int(B)) = u(B'\ 9B)
> u(B) —u(0B) = u(B).

Portanto, 1, (A) — u(A).

* (d)=(a): Seja u € Cp(X,R). A ideia da demonstracéo € a seguinte: pela hipétese, se
{Bj; je{l,...,m}} C B(X) é uma familia tal que u(dB;) = 0 paracada j € {1,...,m},

2Se E C X e x € X, definimos d(x,E) := inf{d(x,y); y € E}.
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entdo qualquer funcdo simples da forma & := Z’}Ll oxB; satisfaz:

Jrun(dx) = [ nou(a@.

Seguindo isso, u serd aproximada por fun¢des simples dessa forma para obter o resultado.

Defina a seguinte medida em P(RR):
v(B) :==u(u"'(B)) VB € B(R).

Fixando a < —||u||s € b > ||u||, segue que V(R \ (a,b)) = 0. Como v é finita, existe no
maximo uma quantidade contdvel de elementos o € R de modo que v({a}) > 0 (pelo
Lemall.4.6). Assim, fixado € > 0, existem #, ..., € R tais que:

Q) a=to <ty <- <ty=b;
(i) rj—tj—1 <€/3paracada j € {1,...,m};

(iii) v({z;}) =0 paracada j € {0,...,m}.

De fato, suponha que exista € > 0 de modo que qualquer parti¢do de [a,b] com compri-
mento menor que €/3 admita pontos com medida v positiva. Como o intervalo (0, €) é ndo
enumeravel, existe uma quantidade nao contdvel de possiveis particdes. Pode-se escolher
um ponto distinto com medida positiva em cada uma dessas parti¢des, obtendo uma quan-
tidade ndo enumeravel de conjuntos unitarios com medida positiva, contradizendo o que

foi afirmado previamente.

Agora, para cada j € {1,...,m}, defina Bj := u~!([tj_1,t;)). Entdo cada B, pertence a
B(X) e X =L, B). Ademais, para cada j € {1,...,m}:

I u”'([tj—1,j]) (pois este & um conjunto fechado contendo B;);

B; C
int(B;) D u '((tj-1,t;)) (pois este é um conjunto aberto contido em B)).

Como consequéncia:

u(0Bj) = u(B;\int(B))) <p(u™ ({tj-1,1;}))

= v({tj-1,t;}) =v({tj-1}) +v({z;}) =0.

Entdo, para cada j € {1,...,m}, segue da hipétese que u,(B;) — u(B;). Existe, pois,
N € N de sorte que:

€ .
tj1] -l (Bj) —u(B))| < 5 Vn2N,Vje{l,...,m}.
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Considere a seguinte funcao simples:

m
h:= th—IXBj-
j=1

Como B;NB; =0 se j # i, segue do item (ii) que i(x) < u(x) < h(x)+€/3 para todo
x € X. Portanto, para cadan > N:

| uom(n) - /X () ()|

= | [ ) = han(@n) + [ AGmn(dn) ~ | wlx) i) )

- /X h(x) p(dx
< ) =100l (o) + | [ mom(dn) ~ [ hu
* / () — h(x) | ()
< Som(+ \g (o1 (n(B) —(B) [+ 5 -x)
< L bl ) B < T e
Com isso, conclui-se que [y u(x) i (dx) — fy u(x) u(dx). O

1.4.2 Meétrica de Prokhorov

Definicao 1.4.8. Seja (X,d) um espago métrico. Dados u,v € P(X), defina:
dp(u,v) :=inf{a > 0; u(A) <v(A*) +aev(A) <u(A*) +a VA € B(X)},
em que, para todo o > O:
A*:={xeX;d(x,A)<a}seA#0, 0*:=0.

Proposicao 1.4.9. Seja (X,d) um espaco métrico. Entdo dp é uma métrica em P(X), chamada

métrica de Prokhorov.

Prova. Como qualquer o > 1 pertence ao conjunto que define a férmula de dp, entdo o infimo
estd bem definido. Claramente dp(u,v) > 0 e dp(u,v) = dp(v,u) para quaisquer u,v € P(X).

Para provar as propriedades restantes que definem uma métrica, fixe u,v,n € P(X).

e dp(u,u) =0: se A€ B(X)ea>0,entdo A* D A, ou seja, u(A) < u(A*) < u(A%) +a
Logo, dp(u,u) < o para todo o > 0, o que implica dp(u,u) = 0.
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* dp(u,v) =0= u=v: sedp(u,v) =0, entdo hd uma sequéncia (0, ),cn em (0,0), com
o, — 0, de modo que p(A) < V(A%) +ay, e V(A) < u(A*) + a, para todo n € N. Como
A =,enA%, entdo u(A) < v(A) e v(A) < u(A). Em particular, u(A) = v(A) sempre que
A C X é fechado. Portanto, u = v pela Proposi¢do|l1.2.18

* Desigualdade triangular: sejam o, 3 € (0,00) tais que:

NAY + o < V(A +a+B; e
v(A) <M(AP) +B < u((AP)*) + o+ B.

Note que (A%)P ¢ A%TB. De fato, se x € (A%)P, entdo d(x,A%) < B. Assim, existe y € A%

tal que d(x,y) < . Como y € A%, existe a € A de sorte que d(y,a) < a. Logo, d(x,a) <
d(x,y) +d(y,a) < a+ B, ou seja, x € A%B. De modo andlogo, (AP)* c A%+,

Desse modo, para cada A € B(X):

u(A) < VA*P) fa+B; e
V(A) < u(A%B) 4 o+ B.

IN

Consequentemente, dp(u,v) < o+ . Isso sendo valido para quaisquer o, B acima defini-

dos, pode-se tomar o infimo sobre o e sobre 3 para obter:
dp(,U,V) < dP(:uvn) +dP(n7V)‘

Com isso, fica concluida a prova de que dp é uma métrica em P(X). [l

Lema 1.4.10. Sejam (X,d) um espago métrico separdvel e 4 uma medida finita em (X, B(X)).
Entdo, dado 8 > 0, existe uma familia contdvel {B,; n € N} de bolas abertas (ou fechadas) com

raio menor que 9, de modo que:

UBn = X,
neN
u(dB,) = 0 ¥neN.

Prova. Seja D um subconjunto denso e enumeravel de X. Fixado x € D, defina, para cada r > 0,
S(x,r):={y€X;d(x,y) =r}. Dado 6 > 0, os elementos de § := {S(x,r); /2 < r < 3} sdo dois
a dois disjuntos. Pelo Lema(1.4.6, ha apenas uma quantidade contdvel de elementos de § com
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medida u positiva. Sendo § ndo enumerdvel, existe r = r(x) € (8/2,9) tal que u(S(x,r)) = 0.
Assim, para cada x € D, existe uma bola aberta (ou fechada) B, ,(,) com raio r(x) € (8/2,9)
cuja fronteira tem medida O por u. Sendo D denso, pode-se cobrir X com a familia {Bx,r( X)X €

D}. Além disso, por D ser contdvel, essa familia é contdvel. O]

Teorema 1.4.11. Seja (X,d) um espago métrico separavel. Se (u,),en € uma sequéncia em
P(X) e u € P(X), entdo:
Up — pem T <= dp(u,,u) — 0.

Prova. Suponha que dp(u,,u) — 0. Entdo hd uma sequéncia (0,),en em (0,0), com o, — O,
de modo que u,(A) < u(A%) + o, e u(A) < p,(A%) 4+ o, para quaisquer n € Ne A € B(X).
Assim, para todo A € B(X), o Lema|l.2.17| garante que:

limsup u, (A) < limsup(u(A®") +a,) = lim u(A%) = u(A).
n—soo n—soo n—soo

Em particular, para todo conjunto fechado C C X, limsup,,_,., t,(C) < u(C). Portanto, y, — u
em T* pelo Teorema|1.4.7

Reciprocamente, suponha que u, — g em t*, e seja € € (0,1). E preciso encontrar N € N de
sorte que, para todo n > N, dp(u,,u) < €, ou seja, uy(B) < u(Bf) +¢€ e u(B) < u,(Bf) + € para
todo B € B(X).

Fixe 8 > 0 tal que 8 < /3, e seja {Bj; j € N} a familia de bolas com raio menor que /2
dada pelo lema precedente. Assim, ;enBj = X e u(dB;) = 0 para todo j € N. Fixe agora

k
y<UBj> >1-38.
j=1

Seja A4 a familia finita formada por todas as possiveis unides entre as bolas By, ..., By:

k € N de modo que:

4:= {UBj;JC{l,...,k}}.

jer

Observe que, para cada A € 4, dA C U’J‘-ZIBBJ- e, assim, u(dA) < Z’]‘.:l,u(aBj) = (0. Como
Up — pem T, entdo u,(A) — u(A) para todo A € 4 (pelo Teorema |1.4.7). Seja N € N tal que
|tn(A) —u(A)| < & para quaisquern > Ne A € 4.

Em particular, paran > N:

k k
#YI(UBJ') Z.U<UBj> —82 1—20.
j=1 Jj=1

Fixe agora B € B(X) e defina:

A= J{Bjije{l,....k},BjNB#0} € 4.
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Entao:

« A C B® pois o didmetro de cada B ; € menor que 6;

c C
«B= [Bmu’;lej] U [Bﬂ (U’;lej) } cAu(U’;:lBj) ,pois BNUL_, B; = Ub_ (BN
Bj)CA;

* |tn(A) —u(A)| < & para todon > N;

. ‘u<(U’j‘.lej>c> <8, e uy ((U’;lej)c> < 28 paratodon > N.

Logo, para cadan > N:

u(B)

IA
=
=
_|_
=

O N

IN
=
=
=
N
+
N
IN
=
=
=
N
+
o

pn(B)

IA
=
=
=
+
=
S
I\ — ~
C=
\O:
~—
. (o}
N———
A
=
iy
+
(W)
[0%]
AN
=
+
(98]
[e%]

< u(B%+338

Como isso € vélido para todo B € B(X), segue que dp(un,u) < € para todon > N. O

Lema 1.4.12. Sejam (X,d) um espaco métrico, u € P(X) e € > 0. Se A € B(X) é tal que
u(0A) = 0, entdo o conjunto V := {v € P(X); |[V(A) —u(A)| < €} é aberto em T*.

Prova. Observe inicialmente que u(A) = u(A) = u(intA). Como A é fechado, A = (N5 A°.

Pelo Lema [1.2.17}, u(A) = limg_,ou(A%). Fixe 8 > 0 de modo que u(A%) —u(A) < /2. Segue
do Lema a existéncia de u € Cp(X, [0, 1]) de sorte que x; < u < X 5. Considere o seguinte

aberto de T*:

U= {v e P(X);

u(x) v(dx) — /X u(x) ,u(a’x)‘ < s/z} :‘P;l(‘Pu(,u)—e/2,‘l‘u(,u)+8/2>.

X

De modo andlogo, define-se U, trocando o fechado A pelo fechado (intA)¢. Seja U := U; N Us.

A fim de concluir o resultado, serd provado que U C V. Fixe v € U. Entao:

’/ux V(dx) —/u(x),u(dx)’ <€/2
’/XA dx‘—‘/xAs <£/2

= V(A)—u(A% <e/2 = Vv(A) < u(A) +e.
Analogamente, v((intA)¢) < u((intA)°) + €. Logo:

V(A) <V(A) <p(A) +e=p(A) +e: e
1 —v(intA) < 1—u(intA)+€ = Vv(A) > v(intA) > p(intA) —e = u(A) —e.
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Portanto, [V(A) —u(A)| < €, ouseja, ve V. O

Teorema 1.4.13. Seja (X,d) um espago métrico separavel. Entdo a topologia T da con-

vergéncia fraca em P(X) coincide com a topologia induzida pela métrica de Prokhorov.

Prova. Seja E € T* e considere uma sequéncia (i, ),cn convergindo para u € E na métrica dp.
Entdo u, — pem 1 (pelo Teorema[[.4.11)) e, portanto, existe N € N de modo que u, € E para
todo n > N. Isso garante que E € T4, em que T,y denota a topologia induzida pela métrica de
Prokhorov. Portanto, T C 1,.

Reciprocamente, seja B(u,€) € T; uma bola aberta, em que € € (0,1) e u € P(X). Para obter
o resultado, basta encontrar um aberto em t* contido nesta bola. Considere 8 > 0 e a familia
A definidos na prova do Teorema[l.4.11] Entdo V := {v € P(X); [V(A) —u(A)| < & VA € A4} é
um conjunto aberto em t* pelo Lema[1.4.12]

Desse modo, um elemento u,,, com n > N, na demonstragao do teorema mencionado equi-
vale aqui a um elemento v € V. Seguindo a mesma prova, conclui-se que dp(V,u) < € para todo
v €V, ouseja, V C B(u,¢€). Portanto, Ty C T*. O

1.4.3 Meétrica B-Lipschitz

Seja (X,d) um espago métrico e considere o seguinte espaco de fungdes:
BL(X,d) := {u: X — R; u é Lipschitz e limitada}.

Para u € BL(X,d), defina:

lulleo = sup{fu(x)[;x € X};
Lip(u) = inf{L > 0;|u(x) —u(y)| <Ld(x,y) Vx,y € X}.

Fica definida a seguinte norma em BL(X,d):
lullpL := ||u|| + Lip(u) Vu € BL(X,d).

A métrica B-Lipschitz em P(X) é definida da seguinte forma:

i (1v) = sup{] [ utute) ~ [ uviay

.u € BL(X,d), |lulla < 1}.

Lema 1.4.14. Sejam (uy),en uma sequéncia em P(X) e u € P(X). Entdo y, — uem t* se, e
somente se, [y u(x) tn(dx) — [y u(x)u(dx) para toda u € BL(X,R).

Prova. A condi¢do “somente se” € imediata. Para a outra direcdo, ver Proposi¢cdo 1.12 em
(Gaans, 2006, [9]). L]

Proposicao 1.4.15. Seja (X,d) um espago métrico. Entao dp; é uma métrica em P(X).
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Prova. E claro que dpy (u,u) = 0, dpr(u,v) > 0 e dpr(u,v) = dpr(V,u) para quaisquer u,v €
P(X). Se dpr(u,v) =0, entdo [y u(x)u(dx) = [y u(x)v(dx) para qualquer u € BL(X,R). Pelo
Lema a sequéncia constante igual a u converge em T* para v e vice-versa. Segue do
Teorema que u(A) < v(A) e v(A) < u(A) para todo aberto A C X. Portanto, u =V pela

Proposigao[I.2.18]
Por fim, resta provar a desigualdade triangular. Sejam u,v,m € P(X). Assim, para qualquer
u € BL(X,R):

| /X u(x) () - /X uon(a) < | /X () () — /X () v(a)|
+‘/Xu(x)v(dx)—/xu(x)n(dx)’_

Portanto, dBL(:u7n) S dBL(‘uuv) +dBL<V7n)' [

Teorema 1.4.16. Seja (X,d) um espaco métrico separavel. Se (uy),eny € uma sequéncia em
P(X) e u € P(X), entdo:
Up — pem T < dpy (uy,u) — 0.

Prova. Se dpy(un,u) — 0, entdo [y u(x)u,(dx) — [y u(x)u(dx) para toda u € BL(X,R) tal
que |lu||pr < 1. Para ||lul|pr > 1, basta dividir a fun¢@o u por este valor e conclui-se a mesma
convergéncia. Portanto, y,, — u em t* pelo Lema|l.4.14

Para a reciproca, ver Teorema 1.14 em (Gaans, 2006, [9]). O

Observagdo 1.4.17. Como consequéncia deste resultado e do Teorema |1.4.11} as métricas B-

Lipschitz e de Prokhorov siao equivalentes.

1.44 Compacidade de P(X)

O objetivo agora é provar que, se (X,d) é um espaco métrico compacto, entdo (P(X),t*)
também € compacto. Para isso, serd necessdrio introduzir alguns conceitos e resultados da

Analise Funcional.

Definicao 1.4.18. Seja (Y,]| - ||) um espago normado. O dual de Y, denotado por Y’, é definido
da seguinte forma:

Y :={¢:Y — R; @ é linear e limitado}.

Proposicio 1.4.19. Se (Y,]| - ||) é um espago normado, entdo Y’ é um espago de Banach com a

seguinte norma:

@[y := sup{le()]; [[y[| <1}

Definicao 1.4.20. Seja (X,d) um espago métrico. Uma funcdo ¢ : Cp(X,R) — R € positiva se
¢(u) > 0 para toda u € Cp(X,R) tal que u > 0.

Observacdo 1.4.21. A fungdo yx = 1 € continua, e serd utilizada a notacdo 1 := )x.
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Observagdo 1.4.22. Em C(X,R) sera utilizada a seguinte norma:
|lulloo := sup{|u(x)|;x € X} VueCX,R).

Teorema 1.4.23. Sejam (X,d) um espago métrico e u uma medida finita em B(X). Considere

a seguinte funcao:
ou: Cp(X,R) — R

e fyu() p(d).

Entéo @, € linear, limitada, positiva e ||@,||c, x ry = u(X).

(1.4)

Prova. O fato de ser linear e positivo é imediato. Observe ainda que, para cada u € Cp(X,R):

00)] < [ 1) () < a0,

Isso garante que @, € Cp(X,R)" e que [|@ullc,(xry < u(X). Por outro lado, como @, (1) =
u(X) = |[1]}cpa(X), entio:
|Qullc,(x Ry = u(X). O

Lema 1.4.24. Seja (X, d) um espago métrico. Se ¢ € Cp(X,R)’ é positivo, entdo ||@||¢, xry =
¢(1).

Prova. Inicialmente, observe que:
(1) < |9llc,x vy 1Tl = |0llc,x R)-
Por outro lado, se u € Cp(X,R), entdo:
—llufleoT < 00 < fluf| .
Sendo ¢ linear e positivo, isso implica que:

—[lulle- (1) < @) < [|ua]| o0 @(1).

Logo, |@(u)| < [Jul[®(1). Passando ao supremo, conclui-se que ||@|¢, x ry < @(1). O
Observagdo 1.4.25. Se (X,d) é um espago métrico compacto, entdo Cp(X,R) = C(X,R).

Teorema 1.4.26. (Teorema da Representagcdo de Riesz) Seja (X,d) um espago métrico com-

pacto. Se ¢ € C(X,R)’ € positivo e ||@||c(xry = 1, entdo existe uma tnica u € P(X) tal que:

o) = /X u(x) u(dx) YueC(X,R). (1.5)

Prova. Pelo Teorema 7.2 em (Folland, 1999, [8]]), sabe-se que, se ¢ € apenas positiva, entdo

existe uma tnica medida finita u em (X, B(X)) que satisfaz (L.5). Agora, como ||@||¢c(x ry = 1,
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segue do Lema [[.4.24] que:

u(x) = [ 10 u(ax) B o),

Portanto, u € P(X). O

Definicao 1.4.27. Seja (X,d) um espago métrico. Define-se em Cj(X,RR)" a topologia fraca*
como sendo a topologia mais fraca em que, para cada u € Cp(X,R), a seguinte fungio é
continua:
Y, : Cb(X,R)/ —- R
¢ = o).

Observe que ¥, € Cp(X,R)".

Lema 1.4.28. Seja (X,d) um espago métrico. Uma sequéncia (@,),en em Cp(X,R)’ con-
verge na topologia fraca* para ¢ € Cp(X,R)’ se, e somente se, ¥,(¢,) — ¥,(¢) para todo
ueCy (X,R).

Prova. A construgdo da topologia fraca* ¢ inteiramente andloga a que foi feita na Observagao[[.4.4]
Assim, uma base para essa topologia é dada pela familia #;, constituida de todas as intersecoes
finitas dos elementos de %y := {¥, ' (B); B € B(R), u € Cy(X,R)}.

Se @, — @ na topologia fraca*, entdo ¥, (¢,) — ¥, (@) para todo u € C»(X,R), ja que cada
W, é continua.

Reciprocamente, suponha que ¥, (¢) — ¥, (¢) para cada u € C,(X,R), e seja U € F; um
aberto bdsico da topologia fraca* contendo ¢. Desse modo, existe I' C C(X,R) finito tal que
U= Nyer'?;, ' (B,), em que B, € B(R) para cada u € I'. Assim, para cada v € T":

P (9) e, (U)C (P(F,'Bu) =B, | () Pu(¥,'(B.) | CB..
uell uel\{v}

Logo, ¥, (@) € B, para cada v € I'. Pela hipdtese, para cada v € T existe N, € N de sorte
que, se n > N,, entdo ¥, (@,) € B,. Assim, ¢, € ‘PV‘I(BV) para todo n > N,,. Definindo N :=
max{N,;v € T'}, segue que @, € U para todo n > N, ou seja, @, — ¢ na topologia fraca*. ]

Proposicao 1.4.29. Seja (X,d) um espago métrico compacto e considere o seguinte subespaco
de Cp(X,R)":
®:= {0 € G(X,R); [ollc,xry =1e@é positivo} .

Defina ainda a seguinte func¢do:
T: PX) — &
H = Qu,

em que @, estd definida em (1.4)). Entdo:
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(a) T é uma bijecao;

(b) T é um homeomorfismo sequencial considerando em @ a topologia fraca*. Isso significa

que u, — puem T se, e somente se, T (u,) — T (u) na topologia fraca* em .
Prova.

(a) A injetividade de T segue do Teorema da Representacdo de Riesz, enquanto a sobrejetivi-
dade segue do Teorema[1.4.23]

(b) Pelo item anterior, cada ¢ € ® equivale a uma tnica u € P(X) tal que ¢ = @, seguindo a
notacdo em (I.4). Assim, restringindo ao subespago ® C Cp(X,R)’ no Lema [1.4.28] para
cada u € Cp(X,R) segue que W, (@) = [y u(x)u(dx).

Se u, — u em ¥, segue da Proposicao que [y u(x)u,(dx) — [y u(x)u(dx) para todo
u € Cp(X,R). Logo, ¥, (¢y,) = Wu(9,) paratodo u € C,(X,R). Assim, pelo Lema|l.4.28]
¢y, — @, na topologia fraca* de @, ou seja, T (u,) — T (u) fracamente* em &.

Reciprocamente, suponha que ¢, — @ na topologia fraca* de ®. Entdo existem u € P(X) e
uma sequéncia (u,)nen em P(X) de sorte que ¢ = T'(u) = @, e 9, = T (u,) = @, para cada
n € N. Pelo Lema segue que ¥, (@,,) — Pu(9,) para todo u € C,(X,R). Logo,
Jx u(x) pn(dx) = [y u(x) u(dx) para cada u € Cp(X,R). Pela Proposigao(1.4.5] u, — uem
T". O]

Lema 1.4.30. Seja (X,d) um espago métrico. Entdo o subespaco ® da proposi¢do anterior é

fechado na topologia fraca*.

Prova. Seja B’ := {(p € Gp(X,R);

positivo,

©llc,(x,ry <1} abola unitiria em C,(X,R)’. Para ¢ € B’

®llc,(x,ry = 1 se, e somente se, (1) = 1. Logo:

® = {9cCy(X,R); ||ollc,x,ry =1 ¢ @& positivo}
— {0 CHXR: ol ey < 1.0(1) = 1 @(u) > 0 5seu € G(X, B) e = 0}
= {9eBio1)=1}n () {peB;io() >0}

ueCy(X,R)
u>0

Observe que, para cada u € C,(X,R), a fungdo ¥, : B — R, ¢ — ¢(u), é continua na topologia
fraca*. Logo, para cada u > 0, os conjuntos {¢ € B'; ¢(u) >0} =¥, 1([0,)) e {o € B'; o(1) =
1} =¥, ! ({1}) sdo fechados na topologia fraca*. Portanto, ® é fracamente* fechado. O

Teorema 1.4.31. (Teorema de Banach-Alaoglu) Seja E um espaco de Banach e considere a

bola unitaria B’ := {f € E'; || f||z < 1} em E’. Entdo B’ é compacta na topologia fraca*.
Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Teorema 3.16 em (Brezis, 2010, [S]]). O]

Teorema 1.4.32. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Entao (P(X),t*) é compacto.
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Prova. Pelo Teorema hd um homeomorfismo sequencial entre P(X) e ®. Agora, pelo
Teorema de Banach-Alaoglu, a bola unitdria B' C C,(X,R)’ é compacta na topologia fraca*.
Como ® C B’ é fracamente* fechado pelo Lema entdo @ € fracamente* compacto.
Logo, ® é sequencialmente compacto na topologia fraca*, o que nos garante que P(X) € se-
quencialmente compacto na topologia da convergéncia fraca. Sendo este Ultimo um espago

métrico (pelo Teoremal|l.4.13)), € entdo compacto. O

Observagdo 1.4.33. Como consequéncia, P(X) é compacto nas métricas B-Lipschitz e de Prokho-

rov.

1.5 Funcoes Multivocas

Definicao 1.5.1. Sejam X; e X, conjuntos ndo vazios. Uma fungdo multivoca (ou relagdo)

F : X1 ~ X» é um subconjunto de X; x X. A cada x € X; € associado o valor F(x) C X,
F(x) :={y; (x,y) € F}.

Observagdo 1.5.2. Uma fungdo multivoca F é uma fung@o se F(x) é um conjunto unitdrio para
cada x € Xj.

* DadoA C X1, F(A):=U{F(x);x€A} ={y € Xp;y € F(x) paraalgum x € A};

* A fungdo multivoca inversa F~1 : X, ~» X; é dada por F~! := {(y,x) € X x X1; (x,y) €
F};

» ParacadaBC X5, F~!(B) := {x € X; F(x) NB#0};
s Dom(F) :={x € Xy; F(x) #0} = F ' (X);

e Se F: X1~ X; e G: Xy~ Xz sao funcdes multivocas, define-se a fun¢do multivoca

composta Go F : X; ~ X3 por:
GoF :={(x,z) € X1 xX3;z€ G(y) paraalgum y € F(x)}.

Desse modo, Go F € a projecio em X; X X3 do conjunto (F x X3) N (X; X G) C X x X5 X
X3, pois:
(-x,y,Z) € (F XX?)) m<X1 X G) Ang (X,y) €Fe (yuz) €G.

* Uma fun¢do multivoca F : X1 ~ X, € fechada (de Borel) se F € um subconjunto fechado
(de Borel) de X x X».

* A composta de fungdes multivocas fechadas é também fechada.

Proposicao 1.5.3. Sejam (X1,d;) e (X2,d») espagos métricos compactos. Uma fungdo f: X —

X5 € continua se, e somente se, ¢ uma funcao fechada no sentido multivoco.
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Prova. Suponha f continua, e seja (x,, f(x,))neny uma sequéncia em f C X; X X, convergindo
para (x,y) € X; x X,. Entdo x, — x e f(x,) — y. Sendo f continua, segue que f(x,) — f(x).
Portanto, f(x) =y, ou seja, (x,y) € f.

Reciprocamente, suponha que a funcdo f seja uma funcio fechada no sentido multivoco,
e considere uma sequéncia (x,),cy em X; convergindo para x € X;. Sendo X, compacto, a
sequéncia (f(x,))sen possui uma subsequéncia (f(xy;)) jen que converge para um certo y € Xp.
Desse modo, (x,;, f(xx;)) — (x,y) e, sendo f fechada, conclui-se que y = f(x).

Suponha que f(x,) /4 f(x). Entdo ha uma subsequéncia (f(x,,))ren de (f(xn))nen que
estd inteiramente contida no exterior de alguma bola B(f(x),€). Novamente por X, ser com-
pacto, pode-se extrair uma subsequéncia (f (xy, ))ien que converge para algum y € B(f(x),&)*.
Desse modo, (xy, , f(xn,)) — (x,¥) e, sendo f fechada, segue que § = f(x), uma contradigdo.

Portanto, f(x,) — f(x) e, assim, f é continua. O

Observagdo 1.5.4. Uma fung¢do multivoca F : X ~+» X determina um sistema dinadmico da se-

guinte forma:

FO :=Idy;

Fl = F,

F" =FoF" ! VneN;
F" :=(F H" vneN.

Definicao 1.5.5. Sejam (Q, ) um espaco mensuravel e (X,d) um espago métrico completo
separdvel. Uma fung¢io multivoca F : Q ~» X com valores fechados é mensuravel se F~!(B) €
F para todo aberto B C X.

Observagdo 1.5.6. Essa nocdo de mensurabilidade apresentada € muitas vezes chamada de
mensurabilidade fraca: uma fun¢do multivoca é fracamente mensurdvel se a imagem inversa
de abertos sdo mensurdveis. Em contrapartida, ha o conceito de mensurabilidade forte: uma
funcdo multivoca é fortemente mensurdvel se a imagem inversa de fechados sdo mensuraveis.
Todavia, aqui o estudo sera feito apenas com espacos de probabilidade, e ambas as nocdes
sdo equivalentes neste caso, como veremos a seguir. Por conta disso, serd utilizada apenas a

nomenclatura “mensuravel”.

Teorema 1.5.7. Sejam (, F,u) um espago com medida 6-finito completo e (X,d) um espaco
métrico completo separdvel. Se F' : Q ~» X é uma funcdo multivoca com valores ndo vazios e

fechados, entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(a) F é mensuravel;
(b) F~1(C) € ¥ para todo conjunto fechado C C X;

(c) F~!(B) € ¥ paratodo B € B(X).
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Prova.

* (¢)=(b) E imediato, j4 que todo conjunto fechado € boreliano.

* (b) = (a) Seja A C X um conjunto aberto, e considere, para cada n € N, o seguinte
conjunto fechado:
Ch:={xeX;d(x,A°) > 1/n}.

Assim, A = U,enC,. Consequentemente, para z € Q, F(z) NA # 0 se, e somente se,
F(z) NC, # 0 para algum n € N. Portanto:

Flay=UFr'c)er.

neN

* (a) = (c) A prova desta implicacdo pode ser obtida no Teorema 8.1.4 em (Aubin e Fran-
kowska, 2009, [2]]). O]

Teorema 1.5.8. Sejam (Q,d;) um espago métrico e (Q, F,u) um espago com medida G-finito
completo tal que B(Q) C F. Considere ainda um espago métrico completo separavel (X,d).

Se F : Q~» X é uma funcdo multivoca fechada com valores ndo vazios, entdo F' é mensuravel.

Prova. A prova deste resultado pode ser obtida na Proposi¢ao 8.2.1 em (Aubin e Frankowska,
2009, [2]). [

Defini¢ao 1.5.9. Sejam (Q, F) um espaco mensuravel e (X,d) um espago métrico completo
separdvel. Considere ainda uma fun¢do multivoca F : Q ~» X. Uma funcdo f: Q — X é uma
selecdo de F se f(z) € F(z) paratodo z € Q.

Teorema 1.5.10. Sejam (Q, ¥ ) um espago mensuravel e (X, d) um espago métrico completo se-
paravel. Se F' : Q ~» X é uma funcdo multivoca mensurdvel com valores nao vazios e fechados,

entdo existe uma selecdao de F mensurdvel a Borel.

Prova. Seja {x,;n € N} um subconjunto denso e contdvel de X (que existe por X ser separavel).
Seré construida indutivamente uma sequéncia (f;,),en de fungdes de Q a X mensuraveis con-
vergindo uniformemente para uma selecao mensuravel f de F.

Para cada z € Q, seja n(z) € N o menor natural tal que F(z) N B(x,(),1) # 0, e defina
fi(z) = Xn(z)- A fungdo fi : Q — X assim definida € mensuravel. Além disso:

d(fi(z),F(z) <1 VzeQ.

Assuma agora que, para j € {1,...,m}, ja estejam construidas fungdes mensuraveis f; :

Q — {x,;n € N} satisfazendo:

A F@) <5;  Vie{lm) Ve (1.6)

d(fi(z), fi+1(z)) < Vie{l,....m—1},Vze€ Q. (1.7)

271
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Para cada n € N, defina:
Sp i ={z2€ Q; fin(z) =x}.

Assim, S,, NS, =0 se n; # ny, e Q = UpenS,. Ademais, segue de (1.6) que:
F(z2)NB(x,,27™) #0 Vz € S,.
Fixe z € Q e sejan € N tal que z € S,,. Considere o menor natural k tal que:
F(2) NB(xp, 27" N B(xz, 2~ ") £ 0,

Seja fin+1(z) := xx. Logo:

1 1 1
d(fn(2), fm+1(z)) < 2—m+W<W;e

A1 FQ) < g

Desse modo, fica construida uma fungdo mensuravel fy,+1 : Q — {x,;n € N}, e as equagdes
e sdo viélidas substituindo m por m+ 1. Segue de que a sequéncia (f,(z))nen
assim definida é de Cauchy em X para cada z € Q. Sendo X completo, tal sequéncia converge
para um certo f(z). Ainda de segue que (fy)nen converge uniformemente para f, o que
implica f mensuravel. Finalmente, por (I.6)), conclui-se que d(f(z),F(z)) = 0 para todo z € Q
e, como F tem valores fechados, isso garante que f(z) € F(z) para todo z € Q, ou seja, f é uma

selecao mensuravel de F. [

Corolario 1.5.11. Se X;,X, sdo espacos topoldgicos e F : X; ~ X> é uma funcdo multivoca

fechada com Dom(F) = X, entdo existe uma selecdo de F mensurdvel a Borel.

Prova. Primeiro observe que, como Dom(F) = Xj, entdo F tem valores ndo vazios. Além
disso, sendo F fechada, em particular F' tem valores fechados. De fato, seja x € X; e considere
uma sequéncia (y,)n,en em F(x) convergindo para y € X,. Entdo (x,y,) € F para todo n € N
e (x,yn) — (x,y). Sendo F fechada segue que (x,y) € F, ou seja, y € F(x). O resultado segue
entdo do teorema precedente. [
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Capitulo 2
Semifluxos

O estudo de semifluxos € util no tratamento de sistemas dinamicos continuos. Em particular, é
comumente utilizado para compreender o comportamento qualitativo de solu¢des para equacdes

diferenciais. Este capitulo € feito com base em (Ladyzhenskaya, 1991, [14]).

2.1 Nocoes Basicas

Nesta secdo alguns conceitos basicos sdo apresentados, como semifluxo, semigrupo de opera-
dores, atrator, absorvente, dissipatividade, ®-limite, invariancia, entre outros, bem como alguns
resultados introdutérios.

Durante todo o capitulo, (X,d) é um espago métrico completo.

Defini¢ao 2.1.1. Um semifluxo S em X é uma familia de fungdes ¢ : [0,00) — X satisfazendo
as seguintes condicoes:

(H1) (Existéncia e unicidade) Para cada z € X existe uma tnica ¢ € § de modo que @(0) = z.

(H2) (Concatenacdo) Se @,y € S, e y(0) = @(t) para algum T > 0, entdo 6 € S, em que:

(1) = { o(t), set € [0,1]

y(r—1), set € (T,).

(H3) (Continuidade nos dados iniciais) Se (@,),cn € uma sequéncia em S e ¢,(0) — z, entdo
existem @ € § e uma subsequéncia (@) jen de modo que ¢(0) = z e @y, (1) — ¢(¢) para
todot > 0.

Ao longo deste capitulo, § serd um semifluxo em X.

Observacdo 2.1.2. Segue de (H1) e (H2) a seguinte propriedade de translacdo:
* Se@eSet>0,entido @' €5, em que O°(r) := @(t 4 T) para todo 7 € [0, 00).

Além disso, segue de (H1) que, em (H2),0 =@ e vy = ¢".
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Definicao 2.1.3. O semifluxo § é continuo se cada ¢ € S é uma funcdo continua de [0,) a X.

Definicao 2.1.4. Um semigrupo em S é uma familia de fungdes V; : X — X, ¢ € [0, 00), de modo
que, para cadat > 0, V;(z) := @(t), sendo ¢ € S definida por ¢(0) = z.
Esta familia serd denotada por {V;,r € [0,0), X} ou simplesmente {V;}.

Observagdo 2.1.5. Segue de (H1) que, para um dado semifluxo S, o semigrupo {V;} em § é

tinico. Por esse motivo, o termo {V;} serd sempre utilizado para referir-se a esse semigrupo.

Teorema 2.1.6. Para cadar € [0,0), V; é uma funcdo continua e, além disso, vale a propriedade

de semigrupo para a familia {V; }:

‘/tl o‘/l‘z = ‘/ter) e W= ldX

Prova. Para cada z € X, Vo(z) = ¢(0) em que ¢(0) = z, ou seja, Vo(z) = z.

Agora, fixados 11,1 € [0,0), V;,(V;,(z)) = w(t1), em que y(0) = V;,(z). Do mesmo modo,
Vi, (z) = @(r2), em que ¢(0) = z. Entdo y(0) = ¢(2) e, por (H3), 6 € S, em que:

o(1) = { o(1), se T € [0,1]

Y(T—1), seTE ().

Logo, 0(0) =ze 0(t; +1) = y(t1) = V;,(Vi,(z)). Pela unicidade em (H1), 6(¢; +12) = Vi, 44, (2).

Para a continuidade de V;, considere uma sequéncia (z, ),en em X convergindo para z € X. E
preciso mostrar que, para cadat > 0, V;(z,) — V;(z). Suponha que isso ndo seja vlido, ou seja,
que exista r > 0 de modo que V;(z,) 4 V;(z). Paracada n € N, seja @, € S tal que ¢,(0) = z,,
e seja @ € S tal que @(0) = z. Pela suposicao feita, existe € > 0 de modo que, para cada j € N,
existe n; > j tal que:

d(0n, (1), 0(1)) = &. @.1)

Como ¢,,;(0) — z, segue de (H4) a existéncia de ¥ € S e de uma subsequéncia ((Pn_,-k)keNa de
modo que W(0) =z e @, (1) = (7). Pela unicidade em (H1), y = ¢ e, consequentemente,
@n;, (1) = (1), contradizendo (2.1). Portanto, V; € continua para cada 1 € [0, o). O

Definicao 2.1.7. O semigrupo {V;} em S é pontualmente continuo se, para cada z € X, a fungéo

t — Vi(z) € continua. Além disso, {V;} é continuo se a fungdo (z,z) — V;(z) é continua.
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Notacoes: Para z € X e A C X, as seguintes notagdes serdo utilizadas:

T (z) = {Vi2):
Vi@ = {Vil2);
T (
v (A) = Ur' ()
Z€EA
Y[?l,tz] (4) = UY[jleJz]
Z€EA
Y (A) = UYt

Observagdo 2.1.8. Para cada z € X, o conjunto Y+ (z) pode ser visto como uma curva em X, que

€ chamada de semi-trajetdria positiva de z.

Proposicio 2.1.9. Seja A um subconjunto de X. Entdo V;(y"(A)) =V, (A) para todo ¢ € [0,0).

Prova.

ZeVi(YT(A))

¢

(R

3z1 € [J v (x) tal que z = V;(z1)

XEA
Jdx € A, 3z €Y' (x) tais que z = V;(z1)

dx € A, 311 € [0,0) tais que z = Vi1, (x)

Jdx € A, 3np € [t,0) tais que z =V}, (x)

Jx € A tal que z € ;' (x)

Z€Y (A). O

Notacao: A familia de todos os subconjuntos limitados de X serd denotada por *B.

Definic¢ao 2.1.10. O semifluxo § é localmente limitado se yF(L) q (B) € B para quaisquer B € ‘B
et €[0,00). Além disso, S € limitado se Y (B) € B para cada B € 8.

Notacao: Se A C X, denota-se por Og(A) a e-vizinhanga de A (para um dado € > 0), que é

definida como sendo a unido de todas as bolas com raio € e centradas nos pontos de A.

Definicao 2.1.11. Sejam A e M subconjuntos de X.

* A atrai M (ou M ¢ atraido por A) se, dado € > 0, existe t; = t1(g,M) € [0,0) tal que
Vi(M) C Og(A) para todo t > t;. Equivalentemente, se @(¢) € O;(A) para todo ¢t > 1] e
para toda @ € S tal que @(0) € M.

* A atrai um ponto z € X se A atrai o conjunto unitdrio {z}.

* A é um atrator global de pontos de S se A atrai todos os pontos de X .
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* A é um atrator global de S se A atrai todos os subconjuntos limitados de X.
* § é pontualmente dissipativo se existe um atrator global de pontos limitado.
» § é dissipativo se existe um atrator global limitado.
Definicao 2.1.12. Seja A um subconjunto de X.
* A é invariante (com rela¢do ao semifluxo §) se V;(A) = A para todo 7 € [0,0).

* A é pontualmente absorvente se, dado z € X, existe r; =11(z) € [0,0) de modo que V;(z) €
A para todo t > ;. Equivalentemente, se ¢(¢) € A para todo ¢t > t;, em que @ € S ¢

¢(0) =z

* A € absorvente se, dado B € ‘B, existe 1} = t;(B) € [0,%0) de modo que V;(B) C A para
todo 7 > 11. Equivalentemente, se ¢(f) € A paratodot >t;,em que @ € S e ¢(0) € B.

Definicao 2.1.13. Sejamze X e A C X.

* ®(z) é o conjunto dos limites de sequéncias da forma (V; (z))nen, em que (#,)nen € uma

sequéncia em [0, o) tal que #, — oo. Equivalentemente:
0(z) = {x EX;Q(ta) = X, 12 — 00, 9 €S, 9(0) =z}

* ®(A) é o conjunto dos limites de sequéncias da forma (V; (z,))nen, em que {z,;n € N} C

A e (t;)nen € uma sequéncia em [0, o0) tal que #, — oo. Equivalentemente:

O(A) = {z€X; Qu(ty) = 2,1 = o, {@un € N} C 5, {@,(0);n €N} CA}.

Lema 2.1.14. Sez€ X e A C X, entdo:

oz =%k, od)=%A).

t>0 t>0
Prova.

* Se x € ®(z), entdo existe uma sequéncia (f,),ey em [0,00), com f, — oo, de modo que
V;,(z) — x. Logo, dado 7 > 0, existe n; € N tal que, se n > n;, entdo 1, >t e V; (z) — x.
Ou seja, para todo t > 0, x € ¥ (z). Portanto, x € ;0¥ (2).-

Reciprocamente, se x € ()50 (z), entdo, para cada ¢ > 0, existe uma sequéncia (7;) jen
em [0,00), com #; >t para todo j € N, de modo que Vi (z) — x. Parat =1, considere
a sequéncia (1) jen, de sorte que 1; > 1 e Vy,(z) — x. Defina entdo Ty := 1. Indutiva-
mente, para cada n € N, considere a sequéncia (n;) jen, de modo que n; > neV,;(z) — x.
Fica entdo definida a sequéncia (T,),ecN por T, := n, para cada n € N. Assim, T, — « e

Vz,(z) — x, ou seja, x € ().
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* Se z € ®(A), entdo existem sequéncias (x,)neny em A e (f,)en em [0,00), com #,, — oo, de
modo que V;, (x,) — z. Logo, dado r > 0, existe n; € N tal que, se n > n;, entdo t, > 1, e
Vi, (x,) — z. Assim, paratodor >0, z € m Portanto, z € ;> '\(,JF—(A)
Reciprocamente, se z € (), yf—(x) entdo, para cada ¢ > 0, existem uma sequéncia (xt]) jeN
em A e outra sequéncia (¢;)jen em [0,00), com ¢; > ¢ para todo j € N, de sorte que
Vi, (x’]) — z. Do mesmo modo como foi feito no item anterior, pode-se construir uma
sequéncia T, — oo e outra sequéncia (x,),cy em A (x, := xI!), de modo que Vz, (x,) — z.
Portanto, z € ®(A). O

2.2 Semifluxos Compactos

Definicao 2.2.1. O semifluxo § € compacto se, para cada t > 0, o operador V; é compacto,
ou seja, se V;(B) € relativamente compacto para todo B € B. Equivalentemente, se, para todo
B € ‘B e toda sequéncia (¢,),en em S tal que {9,(0); n € N} C B, existe uma subsequéncia
(@) jen de modo que (@, (2)) jen € convergente para todo ¢ > 0.

Lema 2.2.2. (Teorema da interse¢do de Cantor) Sejam (X,d) um espago métrico e {Ajy }y>0

uma familia de subconjuntos ndo vazios de X satisfazendo as seguintes condicoes:
* Ay, CAy, se A >\
* Ap € compacto;
* A, é fechado para todo A > 0.

Entdo >4y # 0.

~ C .
Prova. Suponha que (>¢Aj = 0. Entdo (ﬂxzoAx) = X, ou seja, [Jp>0A; = X. Consequen-
temente, Ag C [Jy~Aj}- Como cada A, € fechado, seus complementares sdo abertos. Sendo A
compacto, ha portanto uma subcobertura finita {Ail, .,AS Fde Ag, com A <Ay <-o- <A,
Desse modo, A C A; C--- CAj . Logo, existe k € {1,...,n} de modo que Ag C Aj, - Desse

modo, A;, C AS > 0que implica A, = 0, uma contradicao. O]
Teorema 2.2.3. Sejam S compacto e A C X. Se existe T € [0,0) tal que Y5 (A) € B, entdo:
(a) ®(A) é nao vazio e compacto;

(b) ®(A) atrai A;

(c) o(A) é invariante;

(d) ®(A) é o conjunto fechado minimo que atrai A;

(e) ®(A) é conexo desde que A seja conexo e que o semigrupo {V;} seja continuo.
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Prova.

(a)

(b)

()

(d)

Dado ¢ > 0, V;(¥7 (A)) =7/, 7 (A) pela Proposi¢do m Além disso, esses conjuntos sdo
relativamente compactos para cada ¢t > 0, e ’y;; Lr(A) C Y;: L7(A) se o > t1. Ainda, pelo
Lema[2.1.14k

o(4) = (¥ 7 (4).

t>0
Desse modo, ®(A) ¢ a interse¢do de uma familia ordenada de conjuntos compactos. Se-
gue entdo do Lema que ®(A) é ndo vazio. Além disso, por ser uma interse¢do de

compactos em um espago métrico, ®(A) é compacto.

Suponha que A ndo seja atraido por ®(A). Entdo existe € > 0 tal que, para todo T € [0,0),
hd t > t+ T de modo que V; (A) ¢ O:(®(A)). Logo, existe z; € V;.(A) de modo que
2zt € Og(®(A)). Como z¢ € V;.(A), existe entdo x; € A de sorte que z¢ = Vi, (x¢).

Logo, para cada n € N, existem 1, >n+T e x, € A tais que V; (x,) & Og(®(A)). Assim,
pela construgdo das sequéncias (#,;)qen € (Xn)neN, segue que t, — oo eV, (x,) C Y}“ L(A) =
Vi (y; (A)). Esse tltimo, por sua vez, é um conjunto relativamente compacto. Desse modo,
existem subsequéncias (ty;) jen de (tn)neN € (Xn;) jen de (Xn)nen tais que t,, — oo € 2y, =

Vi, (Xn;) — z. Por defini¢do, z € ®(A), o que € uma contradigdo.

Considere inicialmente z € ®(A). Entdo z = lim,_,« V;, (x,) para certas sequéncias (x,),eN
emA e (fy) ey em [0,00), com t,, — 0. Logo, V;(z) = V;(limy—ye0 Vi, (X)) E limy,—ye0 Vigs, (X1).
Ou seja, V;(z) € ®(A), provando assim que V;(®(A)) C o(A).

Por outro lado, dado x € ®(A), x = lim,_, V;, (x,) para certas sequéncias (x,),eny em A e
(th)nen em [0,00), com t,, — oo. Como t,, — oo, pode-se assumir, sem perda de generalidade,
que 1 +T+t<t1 <t <---.

Os pontos z, := V;,_¢(x,), n € N, pertencem ao conjunto relativamente compacto Y5 L1(A).
Ha entdo uma subsequéncia (z,;) jen de (zx)nen que converge para algum z € ®(A). Con-
sequentemente:

j—)oo J Jj—roo jﬁoo

x=lmV, (x,;) = lim Vi(z,;) = V; (lim znj) =V (2).
Portanto, ®(A) C V;(®(A)).

Seja F um conjunto fechado que atrai A. Assim, dado € > 0, existe 7y := fp(€,A) tal que
Vi(A) C O:(F) set > t.
Seja z € ®(A). Entdo existem sequéncias (x,),eny em A e (£,),en em [0,00), com t,, — oo, de

modo que V;, (x,) — z. Logo, hd n;, € N tal que, se n > ny,, entdo t, > 1 e, por conseguinte,

7 € Oc(F). Como isso € valido para todo € > 0, segue que z € F = F, ou seja, ®(A) C F.

IPela continuidade de V;.
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(e) Suponha que A seja conexo e que o semigrupo {V;} seja continuo. Se ®(A) néo é conexo, é
possivel decompd-lo da seguinte forma: ®(A) = F; U F,, em que F] e F, sdo subconjuntos
ndo vazios, fechados e disjuntos. Desse modo, as €-vizinhangas O¢(F}) e O¢(F>) ndo se
intersectam para € > 0 suficientemente pequeno. Além disso, O (®(A)) = O(F1) U O (F2).
Uma vez que ®(A) atrai A, hd 1 = 11(€,A) > 0 tal que ¥, (A) C O(®(A)) para todo t > t;.
Mas, sendo {V;} um semigrupo continuo, Y, (A) é conexo por ser a imagem do conexo
[t,00) x A pela fungdo continua (T,x) — Vz(x). Logo, para todo t > 1, ou ¥ (A) C Oc(Fy)
ou ¥ (A) C O(F,). Assim, ou ®(A) C F; ou ®(A) C F>. Consequentemente, F; = 0 ou
F, =0, o que é uma contradi¢do. Portanto, ®(A) é conexo. O

Definicao 2.2.4. Existe uma trajetéria completa por z € X se hd uma funcdo y : R — X tal
que y(0) = ze, para todo T € R, W' € S. Equivalentemente, se y(0) = z e, para quaisquer
t€[0,00)eteR, V,(y(t)) = y(t+1). Nesse caso, a drbita completa de y é definida da seguinte

forma:
V(@) :=Imy = {y(r);r € R}.
A semitrajetoria negativa de z relativa a trajetdria completa y(z) é definida como sendo o con-

junto Y~ (2) := {W(t); 1 € (=, 0]}.

Observagdo 2.2.5. Em geral, para z € X arbitrdrio, uma trajetéria completa y(z) pode ndo existir

e, caso exista, pode ndo ser Unica.
Lema 2.2.6. Seja A C X um conjunto invariante.
(a) Paratodo z € A, existe uma trajetéria completa y(z).

(b) Se o semigrupo {V;} é pontualmente continuo, entdo qualquer trajetéria completa passando

por um ponto z € A € uma curva continua em A.
(c) Se os operadores V;, t € [0,0), sdo invertiveis em A, entdo:

(i) por cada z € A passa uma tnica trajetoria completa Y(z);

(ii) a familia {V;,r € R, A}, em que V; := V__,] para ¢t < 0, tem a propriedade de grupo:
Vii4t, = Vi, © Vi, para quaisquer f1,7, € R. Se, adicionalmente, A € compacto, entdo

{V;,t € R, A} é um grupo de operadores continuos.
Prova.

(a) Construcao de y: Fixado z € A, existe a0 menos um ponto z_; € A de modo que Vi(z—1) =z;
para z_1, existe outro ponto z_» € A tal que V|(z—2) = z_1; e segue-se dessa forma em
diante. Para cada n € N, ligam-se os pontos z_,_ € z_, pela curva {V;(z_,—1); ¢ € [0, 1]}.

Fica entdo definido, para cada n € N, o seguinte “trecho” de curva:

Y, (1) :=Vignt1(zen—1) Ve [—n—1,—n].
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A curva ¥y : R — X € definida da seguinte forma:

) w(t), setel-n—1,-n]
W(t)._{ Vi(z), set>0.

Afirmacdo:  define uma trajetéria completa passando por z. De fato, é preciso checar

inicialmente que Y esta bem definida. Dado n € N:

Vi(—n) =V_pint1(2-n-1) =Vi(z-n-1) = 2-n
Vi1 (1) =V_ i1y 1@ (n-1)-1) = Vol(z-n) = 22
= Y(—n) =2z,

Além disso, para n = 0:
Wo(0) =Vi(z-1) =x=V(z) = w(0) = z.

Por fim, dados ¢ € [0,0) e T € R, é preciso analisar os seguintes casos:

* ©>0. Nesse caso, V;(y(1)) = V;(Vz(2)) = Vii<(z) = W(t + 7).

* t1<0et+71>0. Nesse caso, existe n € N tal que T € [-n— 1, —n]. Logo:

Vi(w(1)) = Vi(Wn(7)) = Vi(Verns1(z-n-1)) = Virrsnt1(2-n—1)
= Vige(Var1(z-n-1)) = Viae(2) = W(t +17).

*t<0et+7<0. Nesse caso, existem n,m € N de modo que T € [-n—1,—n] e
t+t€[-m—1,—m]. Logo, m < n e, consequentemente, ha k € N de modo que

n=m-+k. Assim:

Viw(t)) = Vi(wu(1)) = Vi(Vesnt1(z-n-1)) = Vitrsnt1(z-n-1)
= Vigrrmek+1(Zom—rt—1) = Vicrrme1 (Vi(zm—i—1))

= Vigrtm+1(@m—1) = Ym(1 +7) = Yt +17).

(b) Suponha que {V;} seja pontualmente continuo, e seja ¥ uma trajetéria completa passando

por z € X. Entdo, dados € > 0,7 € [0,00) e T € R, existe §; = 8;(€,7,7) > 0 de modo que:
[h—1t] <81 = d(Vi(w(1)),Vi(¥(1)) <e=d(y(t+h),y(t+1)) <e.
Fixando ¢ = 0, conclui-se que & = §(g,T) > 0 ¢ tal que:

|h| <d=d(y(t),y(t+h)) <e.
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Logo, ¥ é uma fun¢do continua.

(c) Suponha que os operadores V;, t € [0,e0), sejam invertiveis em A.

(1)

(ii)

Sejam y; e y; duas trajetdrias completas por z € A, ou seja, Y1 (0) = z =y, (0). Para
t>0:
vi(t) = Vi(w1(0)) = Vi(z) = Vi(w2(0)) = y(1).

Parar < O:
wi(r) = VS (Vo (i (1)) =V (w(0) = V5 (w2(0) = VI (Vo (w2 (1) = wa 1),
A propriedade de grupo jé é satisfeita para t1,1, € [0,00). Se t; <0 e, <0, entdo:

Visr, = Vi, = Vo = (Vo oVoy )T = V40 VE) =V, 0V,

—hh—h

Considere agora t; < 0 e f, > 0. Fixado z € A, considere a trajetdria completa

passando por z. Se t; +1, > 0, entdo:

Vip+n (Z) = Vioty (W(O)) = W(tl +t2) =V, (W(ll)) =V (Vt1 (V—n (W(tl))))
= Vi,(Viy(W(0))) =V, 0V, (2).

Se t1 + 1 < 0, entdo:

Vf2+l‘1 (Z) = Vlz+l1 (W(O)) = Vl‘2+11 (V—tz—t1 (W(IZ + tl))) = W(tZ +t1) = Vtz (W(tl))
= Vo (Vi (Vor, (W(1)))) = Vi, (Viy (w(0))) = Vi, 0 Vi, (2).

Por fim, suponha adicionalmente que A seja compacto. J& se sabe, por defini¢do,
que {V;,t € [0,00),A} é um semigrupo de operadores continuos. Para t < 0 fixado,
considere uma sequéncia (z, ),cn em A convergindo para algum ponto z € A. E preciso
mostrar que V;(z,) — V;(z).

Como A é compacto, a sequéncia (V;(zx))nen possui uma subsequéncia (V;(z4;)) jen

que converge para algum x € A. Assim:

VL (Viany)) = ViV any) = ViV (2)) =
= x=V(2).

Ficou assim provado, em particular, que toda subsequéncia convergente de (V;(z,) )nen
converge para V;(z). Suponha agora que (V;(z,))nen ndo convirja para V;(z). Desse

modo, existe € > 0 de sorte que, para todo j € N, existe n; > j tal que:

Vi(zn;) & Oe(Vi(2))-
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Desse modo, foi construida uma subsequéncia (V;(z,;)) jen que estd inteiramente con-
tida no exterior de uma €-vizinhanga de V;(z). Mas sendo A compacto, essa sub-
sequéncia possui uma subsequéncia convergente. Entretanto, ja foi provado que toda

subsequéncia convergente tem por limite o ponto V;(z), o que contradiz a construgdo
de (Vt(an))jeN- O

O objetivo agora € encontrar um atrator global fechado minimal para um semifluxo com-
pacto S, que serd denotado por M, e também encontrar um atrator global de pontos fechado

minimal, que serd denotado por M.

Definicao 2.2.7. Dentre uma familia de conjuntos, A € um conjunto minimal satisfazendo uma
certa propriedade 3 se qualquer outro conjunto nessa familia que satisfaz °J3 e estd contido em

A coincide com A.

Teorema 2.2.8. Seja § compacto, e suponha que .S seja ou dissipativo ou limitado e pontu-
almente dissipativo. Entdo existe um atrator global minimal M para S, que é compacto e

invariante. Além disso, se X é conexo, M também é.

Prova. Considere inicialmente o caso em que existe um conjunto absorvente limitado By € *B.
Entdo, para todo B € B, existe #(B) € [0,0) de modo que V;(B) C By para t > t(B). Em
particular, V;(Bgy) C Bo parat > t(By) e, por conseguinte, yf(Bo) (Bo) C Bp. Em vista do Teorema
2.2.3] o conjunto ®(By) é ndo vazio, compacto e invariante. Ademais, ®(By) atrai By. Logo,
dado € > 0, existe 1] =11 (€) € [0,00) de modo que V;(By) C Oz(®(By)) parar > t;. Assim, dado
B € B, Vi(B) C O:(w(Bp)) parat >t +t(B). Consequentemente, ®(By) é um atrator global
fechado. Ainda, pelo Teorema[2.2.3] ®(By) ¢ o conjunto fechado minimo que atrai By. Como
todo atrator global deve atrair By, segue a minimalidade de ®(By) como atrator global de .
Portanto, M = ®(By).

Assuma agora que .S seja dissipativo e que B; seja seu atrator global limitado. Entdo, para
€1 > 0 fixado, O, (B;) é um conjunto absorvente limitado. Segue entdo do primeiro caso que
M = o(Og, (B1)).

Suponha agora que S seja limitado e pontualmente dissipativo. Em particular, existe um
atrator global limitado, digamos B,. Escolha € > 0, e defina By := O, (®(B2)) € By := Y (B)).
Seré provado que M = ®(B;) é um atrator global minimal.

Como B; € um atrator global, para cada z € X, existe #(z) € [0,) tal que V;()(z) € By.
Uma vez que B; € aberto e que o operador V) € continuo, V;,)(O;)(z)) C B para algum
€(z) > 0. Logo, Vi4(;)(Og(z)(2)) C Vi(B1) CY"(B1) = By paratodo ¢ € [0,c0). Afirmagdo: para
todo compacto K, existem €(K) > 0 e t(K) € [0, ) de sorte que:

Vi(Oe(x)(K)) C By YVt >1t(K). (22)
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De fato, para todo z € K, existem 7(z) € [0,00) e €(z) > 0 tais que:
Viti(2)(Oe()(2)) C By Vit € [0,00).

Como {Og(;)(z); z € K} € uma cobertura aberta do compacto K, € possivel extrair uma subco-
bertura finita { Og(;,)(z1); - - -, Og(z,)(zn) } Defina:

e(K) = min{e(zj);j=1,...,n};
t(K) = max{t(zj);j=1,...,n}.

Desse modo, dado z € K, existe j € {1,...,n} tal que z € O(;)(z;). Logo, para todo t > #(K):
Vi(Og()(2)) C Vi O (25)) C Bo.

Pelo Teorema todo conjunto limitado B € atraido por seu ®-limite ®(B). Logo, dado
€1 >0, Vi(B) C O, (00(B)) paratodo t > t; =t1(€1,B). Como 0(B) é compacto, pode-se esco-
lher € = ¢(®(B)) em e, com isso, obter V4, (B) C By para todo ¢t > t(®w(B)). Portanto,
By é um conjunto absorvente limitado e, como ja visto, M = ®(By).

Note que V;(By) = v;" (B1) pela Proposicio Além disso, ¥ (B1) — ®(Bj) se t — oo.
Logo, ®(By) = ®(B;). A minimalidade de ®(B;) segue do Teorema[2.2.3]

Por fim, se existe um conexo B O M, entdo V;(B) é conexo para todo ¢ € [0,c0). Assim, para
cadae >0, M =V,(M) CV,(B) C O(M) parat > t|(€,B). Suponha que M nio seja conexo.
Entdo M = F; UF,, em que F] e F> sdo ndo vazios, fechados e disjuntos. Desse modo, para € > 0
suficientemente pequeno, O:(F)) e O:(F>) sdo disjuntos e, ainda, O(M) = O:(F1) C O¢(F>).
Logo, parat > t(g,B), ou V;(B) C Og(F;) ou V;(B) C O¢(F>). Assim, ou M C F; ou M C F;.

Consequentemente, F; = 0 ou F> = 0, o que é uma contradigao. OJ

Corolario 2.2.9. Seja S um semifluxo compacto em X. Se § € limitado e pontualmente dissi-
pativo, entdo existe um conjunto limitado By de modo que, para todo compacto K, vale (2.2))
para certos €(K) > 0 e 7(K) € [0,00), e ainda V;(By) C By para todo ¢ € [0,00).

A proposi¢ao a seguir fornece informagdes tteis sobre a estrutura do atrator global M .

Proposicao 2.2.10. Sob as hipdteses do Teorema [2.2.8] o atrator global minimal pode ser ca-

racterizado das seguintes formas:

(a) M = Upeyp ©(B);

(b) M = Ugeg ®(K), em que X é a familia de todos os subconjuntos compactos de X;
(¢) M é unido de todas as trajetérias completas limitadas em X;

(d) M é aunido de todas as trajetérias completas relativamente compactas de X ;

Departamento de Matematica



Capitulo 2. Semifluxos 61

(e) M € o conjunto invariante limitado méximo em X
() M =,cx 0(z), em que M denota o atrator global de pontos fechado minimal.
Prova.

(a) Todo conjunto limitado B é atraido por seu ®-limite ®(B) e por M ; portanto, é atraido pela
intersecdo ®(B) N M. Como ®(B) é o conjunto minimo atraindo B, deve estar contido em

M . Por outro lado, sendo M invariante e compacto, ®(M ) = M.

(b) Como todo compacto € limitado, segue do item (a) que Ugc g ®(K) C M. Por outro lado,
M é compacto e invariante, o que implica M = (M) C Uge g ®(K).

(c) Fixado z € M, segue do Lema[2.2.6]a existéncia de uma trajetéria completa (z). Sendo M
compacto e invariante, tal trajetéria estd contida em M e, consequentemente, € limitada e
relativamente compacta. Por outro lado, seja y(x) = {y(7); 7 € R} uma trajetoria completa
e limitada passando por algum ponto x = Y(0) € X. Como y(x) € invariante e limitado, é
também relativamente compact Logo, B := m ¢ um conjunto invariant e compacto.
Portanto, ®(B) = Be B C M (pelo item (a)).

(d) Mesma prova do item (c).

(e) Se B¢ um conjunto limitado e invariante, entdo V;(B) = B e, pois, ®(B) =B e B C M. Por

outro lado, M € um conjunto limitado e invariante.

(f) Para cada z € X, @(z) atrai {z}. Logo, U,cx ®(z) é um conjunto fechado que atrai todos os
elementos de X, ou seja, € um atrator global de pontos fechado. Seja A C X outro atrator
global de pontos fechado de S. Entdo, fixado z € X, A atrai {z}. Pelo Teorema[2.2.3] o(z)
¢ o menor conjunto fechado que atrai {z} e, pois, ®(z) C A. Sendo A fechado, segue que
U.ex ©(z) C A. O

Definicao 2.2.11. Seja z € X e suponha a existéncia de uma trajetéria completa limitada y(z) =
{y(t);t € R} por z. O a-limite de y(z) é definido da seguinte maneira:

a(1(z) = ()% (), emque ¥;(2):={w(r);r <7}. (2.3)

<0

Lema 2.2.12. Seja S compacto, limitado e pontualmente dissipativo. Para cada z € M, consi-

dere uma trajetéria completa limitada y(z) = {y(¢); t € R} por z. Valem as seguintes afirmagdes:

(a) a(y(z)) é ndo vazio e compacto;

2Pois y(x) = {w(t);t € R} = Vz({w(t);t € R}), e este é um conjunto relativamente compacto por conta da
compacidade do operador Vj.
3Seja y = lim, ey, um elemento de y(x). Para cada ¢ € [0,c), segue da continuidade de V; que V;(y) =

‘/[ (limn*)oc yn) - llml’l*)w ‘/[ ()’n) e Y(x) '
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(b) oy(z)) é invariante, ou seja, V;(o(y(z))) = a(y(z)) para todo ¢ € [0,00);

(©) y(t) = oy(z)) set — —oo.

Prova.

(a) Como a trajetoria completa é limitada, cada conjunto Y; (z) em (2.3)) € limitado. Ainda, pela
Proposigdo2.2.10} y(z) C M. Como M € compacto, cada Y; (z) € relativamente compacto.
Desse modo, Oc(y( )) € a interse¢do de uma familia ordenada de conjuntos compactos. Pelo
Lema o(y(z)) € ndo vazio. Além disso, sendo a intersecdo de compactos em um

espago métrico, o (Y(z)) é compacto.

(b) Sejar € [0,00) fixado. Para provar a inclusdo V; (a(Y(z))) C a(y(z)), fixe x € a(y(z)). Entao

X € Yz (z) para todo T < 0. Assim, dado T < 0, existe uma sequéncia (x\),cn em Y;_,(z) de
modo que x = lim,_,.x;. Entdo, para cada n € N, existe 7} < t—t de sorte que x, = ()

e, ainda:

Vi(x) = Vi (lim y(z;)) = lim Vi (y(z;)) = lim (17 +1).

n—soo n—soo n—soo
Observe que a sequéncia (W(#} +1)),en estd contida em 7y, (z). Portanto, para cada T < 0,
Vi(x) € Yz (2). ou seja., Vi (x) € ou(Y(2))-

Para a outra inclusdo, fixe x € o(y(z)). Entdo x € ¥; (z ( ) para todo T < 0. Logo, para cada
T < 0 fixado, existe uma sequéncia (1} ),cn, com ¢, < T para todo n € N, de modo que
x = lim,_,o Y(z}). Em particular, fazendo —7t variar nos naturais, segue que, para cada

J €N, asequéncia (t, J )neN satisfaz:
7/ <—j VneN, e y(t,’) —x se n— oo

Considere a subsequéncia diagonal (#,"),cN, € denote, para cada n € N, s, :=1t,". Desse
modo, s, — —o e Y(s,) — x. Além disso, pela compacidade do conjunto Yy, _,(z), a
sequéncia (W(s, —))nen possui uma subsequéncia (W(s,, —1))reN que converge para al-
gum y.

Afirmag@o: y € a(y(z)). De fato, como limy_,e(s,, —1) = —oo, dado T < 0, existe kg € N
de modo que s,, —1 < T e Q(sy,, —1) = y se k > ko. Isso significa que, para cada T <0,
Yy € Yr (2), ou seja, y € 0(Y(z)).

Por fim:

Vily) =V, (hm W (sy, — )> = l}LTOWW(Snk —1) = lingoq!(snk) =x.

k— k—

(c) E preciso provar que y(z) converge para o(Y(z)) se t — —oo. Para isso, considere uma
sequéncia (t,),cn em R tal que 7, — —oo. E necessario encontrar algum ponto em o(Y(z))

que ¢ limite da sequéncia (Y(z,)),en-
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Como y(z) C M e M é compacto, (W(t,))neN possui uma subsequéncia convergente, diga-
mos (W(ty;)) jen. Sejay :=lim; o Y(t,;). Desse modo, #,, — —oo se j — 0. Logo, dado
T <0, existe J € N de modo que, se j > J, entdo In; <T,e W(fnj) — y. Em outras palavras,
paracadat <0,y € y{—(z) ou seja, y € a(y(z)).

Ficou assim provado, em particular, que toda subsequéncia convergente de (y(#,)),cn con-
verge para algum ponto de o(Y(z)). Suponha que (Y(,)),cn ndo convirja para um ponto

de o(y(z)). Existe entdo € > 0 tal que, para todo j € N:

Y(t;) & Oc((¥(2))) paraalgum n; > j.

Foi entdo construida uma subsequéncia (W(#,;)) jen que estd inteiramente contida no exte-
rior de uma €-vizinhanga de o(y(z)). Mas, novamente por compacidade, tal subsequéncia
possui uma subsequéncia convergente e, como ja foi provado, esta deve convergir para al-
gum ponto de o(Y(z)), o que € uma contradi¢do. Portanto, (Y(%,)),cn converge para algum

ponto de a(y(z)). O

Definicao 2.2.13. Uma funcdo L : X — R € uma fung¢do de Lyapunov estrita para o semifluxo

S se satisfaz as seguintes propriedades:

¢ [ é continua e limitada inferiormente;

* com excegdo dos pontos estaciondrios z € X, ou seja, aqueles em que V;(z) = z para todo
t € [0,00), L € estritamente decrescente ao longo de cada 6rbita positiva Y*(z), isto é,
LV (2) > LIV, (2)) se 0 <1y < 1.

A estrutura de M pode ser mais simples do que no caso geral se, para o semigrupo {V;},

existir uma fun¢do de Lyapunov estrita.

Teorema 2.2.14. Seja S compacto, € suponha que Y'(z) € B para cada z € X. Se S admite
uma fun¢do de Lyapunov estrita £, entdo seu atrator global de pontos minimal ﬂ € ndo vazio
e coincide com o conjunto Z(.5) de todos os pontos estaciondrios de S. Se Z(.S) é um conjunto
limitado e § é limitado, entdo § tem um atrator global minimal M que satisfaz as propriedades
do Teorema Ambos os finais de qualquer trajetéria completa y(z) C M convergem para
Z(S) (se t — +£o0). Se X é conexo € Z(.5) ndo é, entdo Z(S) € um subconjunto préprio de M e

o atrator global M consiste de trajetdrias completas que conectam pontos de Z(.5).

Prova. Sera provado inicialmente que o conjunto Z(S) de todos os pontos estaciondrios de
S coincide com o atrator global de pontos minimal /9\/\[ De fato, para cada z € X, existem
11 (z) = lim/e L(V;(z)) € um compacto ®(z), com Ll = 11 (z) = constante. Segue da
defini¢ao de funcdo de Lyapunov estrita que ®(z) C Z(.S). Consequentemente, z é atraido por
Z(S). Por outro lado, se x € Z(.5), entdo ®(x) = x, o que implica x € M. Logo, Z(S) = M.
Suponha agora que o semifluxo S seja limitado e que Z(S) seja um conjunto limitado.

Desse modo, § € pontualmente dissipativo e o Teorema garante a existéncia de um atrator
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global compacto M. Para cada z € M, é possivel escolher uma trajetéria completa limitada
Y(z) = {y(t); t € R} contidaem M e determinar, para ela, o o-limite a(Y(z)). Pelo Lema[2.2.12]
esse O-limite é ndo vazio e invariante, e Y(t) — o(Y(z)) se t — —oo. Esse o-limite também
pertence a Z(.S5), ja que L|q(y(;)) = lim;——w L(9(t)) = constante.

Pode-se entdo dizer que ambos os finais da trajetdria y(z) convergem para Z(.5).

Por fim, se X é conexo e Z(.§) ndo é, entdo M (que é conexo) contém ndo apenas pontos de
Z(S), mas também trajetérias completas conectando pontos de Z(S) (entdo Z(S) é menor do
que M). O

2.3 Semifluxos Assintoticamente Compactos

Definicao 2.3.1. O semifluxo § € assintoticamente compacto se, para cada conjunto B € B tal
que Y™ (B) € B, e para quaisquer sequéncias (z,)nen €m B € (f;)neny em [0,00), com 1, — o0, a
sequéncia (V;, (zn))nen possui subsequéncia convergente.

Equivalentemente se, para cada conjunto B € 98 tal que Y™ (B) € 98, e para quaisquer sequéncias
(@n)nen em S € (fy) ey em [0,00), com {@,(0); n € N} C Bet, — oo, a sequéncia (Q(f,))nen

possui subsequéncia convergente.

O estudo aqui sera restrito a semifluxos assintoticamente compactos que determinam um

semigrupo continuo.

Proposicao 2.3.2. Se o semigrupo {V;} é continuo, entdo, para todo compacto K C X e todo

t € [0,00), 0 conjunto Y[TM (K) é compacto.

Prova. Basta observar que y[ja q (K) é a imagem do compacto [0,¢] X K pela fungio continua
(t,x) — Vi(x). O

Proposicio 2.3.3. Se o semigrupo {V;} é continuo, K C X € compacto e y" (K) € relativamente

compacto, entdo ®(K) é um conjunto ndo vazio, compacto e invariante que atrai K.

Prova. O conjunto K; := y+(K) é compacto e, além disso, V;(K;) C K| para todo 7 € [0,0).
Fica determinado um semigrupo {V;, t € [0,o0), K} } de operadores continuos V; em um espaco
métrico K. Entdo § € compacto em K| e, portanto, pode-se aplicar o Teorema para obter

o resultado. ]

Proposicao 2.3.4. Sejam § assintoticamente compacto e {V; } um semigrupo continuo em S. Se
K C X é um conjunto compacto tal que Y (K) é limitado, entdo y" (K) € relativamente compacto

e, consequentemente, a conclusdo da Proposigao[2.3.3]¢ valida.

Prova. Seja (z,)nen uma sequéncia arbitraria de elementos de y* (K). Entdo, para cada n € N,
zn = Vi, (x,) para certos x, € K e t, € [0,00). Se o conjunto {z,;n € N} é limitado, entdo o
conjunto {z,;n € N} é relativamente compacto pela Proposi¢ao Logo, (z;)nen possui
subsequéncia convergente pelo Lemal|l.1.10
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Se o conjunto {t,;n € N} é ilimitado, existe uma subsequéncia (tnj) jeN, COm t,; — oo,
de modo que a sequéncia (thj (Xn;)) jen possui subsequéncia convergente pelo fato de S ser
assintoticamente compacto.

Em ambos os casos, o resultado segue do Lemaf|l.1.10 O]

Proposi¢io 2.3.5. Seja § assintoticamente compacto e suponha que Y (B) € B para algum
B € 8. Entdo ®(B) é um conjunto ndo vazio, compacto e invariante atraindo B. Além disso, se

B € conexo, entdo ®(B) também é.

Prova. Para cada z € B, como Y"(z) € 9B, segue da Proposi¢io que ®(z) é ndo vazio.
Consequentemente, ®(B) # 0. Note ainda que ®(B) é fechado (pelo Lema e limitado
(pois estd contido no limitado W).

Para provar que ®(B) é invariante, basta checar a inclusdo ®(B) C V;(®(B)), jd que a ou-
tra sempre € vélida por conta da continuidade dos operadores V; (ver prova do Teorema [2.2.3).
Seja z € o(B). Entdo z = lim,_,»V;, (z,) para certas sequéncias (z,)yen em B e (t,;)qen em
[0,00), com 7, — 0. Fixe t > 0 e observe que, para t, > 1, V; (z,) = V;(Vi,—+(z0)). O conjunto
{Vi,—+(zn); tn > t, n € N} € relativamente compacto, uma vez que S € assintoticamente com-
pacto. Considere entdo uma subsequéncia convergente (Vz,,j—t(an)) jeN, € seja x o seu limite.
Claramente x € ®(B) e V;(x) = z. Desse modo, a inclusdo ®(B) C V;(®(B)) esta provada e,
portanto, ®(B) é invariante.

Seja agora (z,)nen uma sequéncia em ®(B). Pela invaridncia de o(B), tal sequéncia pode
ser representada como z, = V,,(Z,), em que Z, € ®(B) para todo n € N. Novamente por ®(B)
ser invariante, segue que Y (®(B)) = ®(B) e, consequentemente, (z,),cN possui subsequéncia
convergente (pois § € assintoticamente compacto). Portanto, ®(B) é compacto.

Resta ainda provar que ®(B) atrai B. Suponha que isso ndo seja valido. Pode-se entdo
escolher € > 0 e sequéncias (z,),ey em B e (t;)nen em [0,00), com #, — oo, de modo que
{Vi,(za);n € N} C X \ Os(®(B)). A compacidade assintética de S implica que o conjunto
{V,(zn); n € N} € relativamente compacto. Como todos os pontos de acumulacdo desse con-
junto pertencem a ®(B), entdo V; (z,) € Os(®(B)) para algum n € N. Isso é, porém, uma
contradicao.

Por fim, se B é conexo, entdo ®(B) também &, pelo mesmo argumento utilizado na prova do
Teorema[2.2.3] O

Teorema 2.3.6. Sejam S assintoticamente compacto, limitado e pontualmente dissipativo, e
{V;} um semigrupo continuo em S. Entéo existe um atrator global minimal néo vazio M para

S, que é compacto e invariante. Além disso, se X € conexo entdo M também é.

Prova. Pelo Corolério[2.2.9] existe um conjunto limitado By de modo que, para todo compacto
K, existem €(K) > 0 e 1(K) € [0,00) tais que:

Vi(Oe()(K)) C By Vit >1(K). (2.4)
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Além disso, V;(By) C By para todo ¢ € [0,0). Como S é limitado, a Proposi¢ao garante
que, para todo B € 8, ®(B) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai B. Em particular, isso vale
para ®(By).

Afirmagdo: (By) = M, ou seja, ®(By) é um atrator global minimal. Para provar isso, é
preciso garantir que ®(By) atrai todos os conjuntos limitados. Ora, se B € B, entdo B é atraido
pelo compacto K := ®(B). Fixe €(K) dado pela equagdo (2.4). Como K atrai B, existe t(B) €
[0,0) de modo que V;(B) C Og(k)(K) paratodo ¢ > t(B). Agora, por (2.4), V, ) (B) C By para
todo > t(K). Todavia, By é atraido por ®(By). Portanto, B é atraido por ®(By).

Por fim, se X é conexo, a prova da conexidade de M € andloga a feita no Teorema [

Teorema 2.3.7. Sejam § assintoticamente compacto e limitado, e {V; } um semigrupo continuo
em S. Suponha a existéncia de uma fun¢do de Lyapunov estrita L : X — R para §. Entdo todas
as condi¢des do Teorema [2.2.14|sdo vélidas para S.

Prova. A prova desse teorema € a mesma que foi feita para o Teorema [2.2.14} tendo em vista
agora os resultados do Teorema U

2.4 O problema de Chafee-Infante

A teoria desenvolvida serd agora exemplificada através do conhecido problema de Chafee-

Infante. Considere o seguinte problema de valores inicial e de fronteira:

U = e +Af (1), t>0, e 0<x<m
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0 (2.5)
u(x,0) = o(x), 0<x<m.

Aqui, A é um pardmetro nio negativo, f € C2(R,R) e ¢ € C!([0,7],R) é tal que ¢(0) = ¢(x) =0.
As seguintes hipdteses serdo assumidas sobre f:

@ f(0)=0;

(b) f'(0) > 0

() T supy oo f(u)u ™" < 0

(d) sgn f" (1) = —sgnu, em que, para z € R:

<

—, z#0;

sgnz:= 2]
0, z=0.

Definicao 2.4.1. Seja Q := {(x,1) € R%0<x<m > 0}. Uma fung¢do continua u : Q — R é

uma solucdo de (2.5) se valem as seguintes condi¢des:
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(a) as derivadas parciais u; € uy, existem e sao continuas em Q= {(x,1) € R2:0<x< m,t>0};
(b) u satisfaz as trés relagdes em ([2.5)).

Seja X := C!([0,n],R). Fixado A > 0, denota-se por u(#) a solugdo u(x,t) de (2.5) tal que
u(x,0) = ¢(x) para todo x € [0,x]. Pelo Teorema 2.1 em (Bruschi, 1997, [6]), fica definido um

semifluxo S* da seguinte forma:
St = {ug:[0,00) = X;0€X}.
Desse modo, fica definido um semigrupo em X por:

Vi X — X
o — u¢(t).

Teorema 2.4.2. Valem as seguintes propriedades:
(a) para cada ¢ € X, a 6rbita positiva Y (¢) € relativamente compacta;

(b) existe uma funcdo de Lyapunov para o semifluxo .S, dada por:
N 1, 0(x)
o) =[50 [ (s)ds| ax

(c) S ¢é assintoticamente compacto e pontualmente dissipativo.
Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Teorema 2.2 em (Bruschi, 1997, [6]). [

Corolario 2.4.3. Para cada ¢ € X, o conjunto ®(¢) é ndo vazio, compacto, invariante, conexo
e atrai ¢. Ademais, o conjunto Z(.S) € o atrator global de pontos minimal de S e, além disso,
S admite um atrator global minimal M, que consiste das trajetérias completas que conectam
pontos de Z(S).

Prova. Basta utilizar o teorema precedente juntamente com os seguintes resultados: Teorema[2.3.6]

Teorema Proposi¢ao[2.3.5] O
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Capitulo 3

Semifluxos Generalizados

O estudo de semifluxos generalizados € util para compreender o comportamento qualitativo de
solugcdes para equagdes diferenciais que nao possuem, necessariamente, unicidade de solucdo.

Esse capitulo € feito com base em [10] e auxilio de [3] e [7].

Nocoes Basicas

Durante todo o capitulo, (X,d) serd um espago métrico completo.

Notacoes. As seguintes notagdes serdo utilizadas:

P: familia dos subconjuntos nao vazios de X;

* ‘B: familia dos subconjuntos nao vazios e limitados de X;

* ¢: familia dos subconjuntos ndo vazios e fechados de X;

* ‘B¢ familia dos subconjuntos ndo vazios, limitados e fechados de X;
* X: familia dos subconjuntos nao vazios e compactos de X.

Além disso, se z€ X,A,B€ Pee>0,entio:

d(z,A) := inf{d(z,a);a€A};
dist(A,B) := sup{d(a,B);a € A} =sup{inf{d(a,b);b € B};ac A};
dy(A,B) = max{dist(A,B),dist(B,A)};
O:(A) = {xeX;d(x,A)<e}.

Definicao 3.0.1. Uma familia G de fungdes ¢ : [0,00) — X é um semifluxo generalizado se

valem as seguintes condi¢des:

(H1) (Existéncia) Para cada z € X, existe a0 menos um elemento ¢ € G de modo que ¢(0) = z.
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(H2) (Translagdo) Se @ € G et >0, entdo @* € G, em que @*(¢) := @(t + 1) paratodor € [0, ).

(H3) (Concatenacdo) Se @,y € G e y(0) = @(t) para algum T > 0, entdo 8 € G, em que:

0(r) := { o(1), set € [0,1]

y(r—1), set € (T,00).

(H4) (Semicontinuidade superior nos dados iniciais) Se (@,),cn € uma sequéncia em G e
¢,(0) — z, entdo existem @ € G e uma subsequéncia (@y;) jeny de modo que @(0) = z
e @n;(t) — @(t) paratodo t > 0.

Ao longo desse capitulo, G serd um semifluxo generalizado em X.

Definicao 3.0.2. O semifluxo generalizado G é um continuo se cada @ € G é uma funcdo

continua.

Defini¢ao 3.0.3. Um semigrupo multivoco em G € uma familia de fun¢des multivocas V; : X ~»

X, t € [0,0), definidas da seguinte forma:

Vi(2) :={0(1); 9 € G e 0(0) =z}

Essa familia serd denotada por {V;, ¢ € [0,00), X} ou simplesmente {V; }.

Desse modo, se E € P, entdo:

VI(E) ={o(t);9€ Ge@(0) € E}.
Proposicao 3.0.4. Valem as seguintes afirmagdes:
(a) {V;} é um semigrupo em X, ou seja, Vo = Id e V,;; = V, o V; para quaisquer t,s € [0,00);

(b) para cada r > 0, V; € monétona com relacdo a ordem parcial de inclusdo, ou seja, E C F
implica V;(E) C V;(F);

(c) Vi(z) é compacto para quaisquer z € X e t > 0;

(d) sejam K € X e (K,),en uma sequéncia de elementos de X. Se lim, . dist(K,,K) = 0,
entdo lim,,_,. dist(V,(K,),V;(K)) = 0 para todo ¢t > 0;

(e) paracadat >0, V; : X ~ X € uma funcido multivoca semicontinua superiormente e possui

gréfico fechado.
Prova.

(a) Fixado z € X, segue de (HI1) a existéncia de @ € G tal que @(0) = z. Logo, V(z) =
{0(0);9€ Geo(0) =2z} ={z}.
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(b)

(c)

(d)

(e)

Sejam 7,5 € [0,0) e z € X. Se x € Vi4(z), existe ¢ € G tal que ¢(0) =z e @t +5) = x.
Por (H2), ¢° € G. Como ¢°(0) = ¢(s) € Vs(z) e ¢°(¢) = x, entdo x € V;(V,(z)), ou seja,
Vits(z) C Vs oVi(z). Para a inclusdo contrdria, considere x € V; o Vy(z). Entdo x = y(r) para
alguma fun¢io y € G tal que Y(0) € V;(z). Assim, existe @ € G de modo que ¢(s) = y(0)
e ¢(0) = z. Utilizando (H3), pode-se definir 6 € G da seguinte forma:

{ 0(1), seT€[0,5]

Y(T—s5), seTeE (s,0).
Entdo 6(0) =ze 0(t +s) = y(¢) = x, ou seja, x € V;4(2).

Sejam E,F € P tais que E C F. Assim, se ¢(0) € E, entdo ¢(0) € F. Logo, para cada
120, V(E) ={0(t); 0 Ge0(0) cE} C{9(t); 9 € Ge@(0) € F} = Vi(F).

Fixados z € X e t > 0, considere uma sequéncia (@,(7)),en em Vi(z). Entdo, para cada
neN, @, € Ge @,(0) =z Em particular, ¢,(0) — z, o que implica, por (H4), a existéncia
de uma subsequéncia (@;) jen € de uma fungdo @ € G tais que @(0) =z e @y, (1) — O(t).
Desse modo, a sequéncia (¢, (t)),cn possui uma subsequéncia convergente, provando assim

que V;(z) é compacto.

Seja t > 0, e suponha que o resultado nao seja valido. Assim, existem € > 0, uma sub-
sequéncia (K;;)jen de (Ky)nen € elementos @,,(t) € Vi(K,;) para cada j € N, de modo
que:

d(@n;(1),Vi(K)) >€ VjeN. (3.1)

Como @,;(0) € Ky, para cada j € N e dist(K,,K) — 0, com K sendo compacto, existem
z € K e uma subsequéncia (¢, )ken de sorte que @y (0) — z. De fato, como K € compacto,
dist(Ky;,K) — 0 significa que:

sup{min{d(x,;,z); 2 € K}; xu; € Ky, } — 0.

Considere a sequéncia (@y,(0)) jen acima. Assim, para cada j € N, existe z,; € K tal que
min{d(n;(0),2); z € K} = d(@n;(0),2s;). Logo, d(¢,,(0),2,;) — 0. Novamente por K ser
compacto, (zn;)jeN possui uma subsequéncia (z, jk)keN convergindo para algum elemento

z € K. Assim, por construgdo, @y, (0) — z

Segue agora de (H4) a existéncia de uma funcdo y € G e de outra subsequéncia ((P”J'k, )IeN

tais que @y, (1) = y(r) e y(0) = z. Entdo y(z) € V;(K), o que contradiz (3.1).
1

O item (d) aplicado a um elemento z € X coincide com a seguinte afirmacao: dado € > 0,
existe 6 > 0 de modo que, se d(x,z) < d, entdo dist(V;(x),V;(z)) < €. Considere agora
uma vizinhanga U de V;(z). A fim de mostrar que V; é semicontinua superiormente em z,

¢ preciso encontrar 1 > 0 de modo que, se x € B(z,1M), entdo V;(x) C U. Paracaday € U,
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pode-se definir o valor € (y) :=d(y,X \ U). Como V;(z) é compacto (item (c)), essa fungdo
continua €; (y) possui um minimo em V;(z), digamos €;. Definindo € := €; /2, existe N > 0

de modo que:

x € B(z,m) = dist(V;(x),Vi(z)) < &

Il

|
<
=
N
<

Por fim, sendo V; semicontinua superiormente € com valores fechados, V; tem gréfico fe-
chado pela Proposicao 2 em (Aubin e Cellina, 1984, [1] p. 41). L]

Definicao 3.0.5. A orbita positiva de @ € G e a orbita positiva de E C X sdo definidas, respecti-
vamente, por Y (@) :={@(r); 1 > 0} e YH(E) := U0 Vi (E). Se T > 0, ficam também definidos
Y (@) :={0(t):t =21} e v (E) := Ui VI(E).

Definicao 3.0.6. Existe uma orbita completa por z € X se hd uma funcido y : R — X tal que

Y(0) = z e, para todo s € R, Y'[jp..) € G. Nesse caso, a drbita completa de y € definida da

seguinte forma:
V() :=Imy = {y(r);r € R}.
Em alguns momentos y serd também referida como uma 6rbita completa por z.

Defini¢ao 3.0.7. Uma 6rbita completa y : R — X é estaciondria se existe z € X tal que y(t) =z

para todo ¢ € R. Fica entdo definido o seguinte conjunto:
Z(G) := {z € X; existe uma 6rbita completa y estaciondria em z}.

Observagdo 3.0.8. Um elemento z € Z(G) pode ser visto como uma solugdo estaciondria em
G, uma vez que z € Z(G) se, e somente se, existe ¢ € G tal que ¢(¢) = z para todo > 0.

Observagdo 3.0.9. O conjunto Z(G) é fechado. De fato, seja (z,),en uma sequéncia em Z(G)
convergindo para um certo z € X. Entdo, para cada n € N, existe uma Orbita completa
estaciondria em z,,, ou seja, \,,(s) = z, para todo s € R. Em particular, y2(0) — ze 1|!3|[07°<,) €G
para cada n € N. Segue de (H4) a existéncia de uma subsequéncia (\pgj) jen € de @ € G tais que
00)=ze ng (t) — @(r) para todo ¢ > 0. Pela unicidade do limite, ¢(¢) = z para todo 7 € [0, o).
Segue da observagdo precedente que z € Z(G).

Definicao 3.0.10. Um conjunto A C X é:
* positivamente invariante se V;(A) C A para todo t > 0;
* negativamente invariante se A C V;(A) para todo ¢ > 0;
* invariante se V;(A) = A para todo t > 0;

* quasi-invariante se, para cada z € A, existe uma 6rbita completa y passando por z tal que
y(r) € A para todo 7 € R.
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Proposicao 3.0.11. Seja A um subconjunto de X.

(a) Se A ¢ invariante, entdo A é quasi-invariante;

(b) Se A é quasi-invariante, entdo A € negativamente invariante.
Prova.

(a) A prova ¢ andloga a que foi feita no Lema[2.2.6]

(b) Seja z € A. Por hipétese, existe uma orbita completa y por z tal que y(¢) € A para todo
t € R. Fixado t > 0, defina ¢; := y~" em [0,00), ou seja, @;(s) := y(s —¢) para todo s > 0.
Desse modo, @; € G, z= @ (t) e ¢;(0) = y(—t) € A. Portanto, z € V;(A) para todo t > 0. [J

Definicao 3.0.12. Seja G um semifluxo generalizado.

* G é definitivamente limitado se, para todo B € B, existe T = T(B) > 0 de modo que
¥ (B) € B;

* G ¢ compacto se, para toda sequéncia (¢,),eny em G tal que {@,(0); n € N} € B, existe

uma subsequéncia (@y;) jeny de modo que (@y;(?)) jen € convergente para todo ¢ > 0;

* G é assintoticamente compacto se, para toda sequéncia (¢, ),cn em G tal que {@,(0); n €
N} € B e para toda sequéncia (t,),en em [0,00), com 7, — oo, a sequéncia (@, (,))neN
possui uma subsequéncia convergente. Equivalentemente, se, para toda sequéncia (t,),en
em [0,00), com 7, — oo, e para todo B € B, qualquer sequéncia (&, ),cn, com &, € V; (B)

para todo n € N, possui uma subsequéncia convergente;

* G ¢é condicionalmente assintoticamente compacto se, para toda sequéncia (t,),en em
[0,00), com 1, — oo, € para todo B € B tal que y;r(B) (B) € B para algum t(B) > 0, qualquer
sequéncia (&,)nen, com &, € V; (B) para todo n € N, possui uma subsequéncia conver-

gente.

Lema 3.0.13. Seja G assintoticamente compacto. Se B € ‘B¢ € negativamente invariante, entao

B é compacto.

Prova. Sejam (z,),cn uma sequéncia em B e (t,),cn uma sequéncia em [0,0) tal que #,, — oo.
Como B ¢é negativamente invariante, B C V;, (B) para todo n € N. Logo, z, € V;,(B) para todo
n € N. Sendo G assintoticamente compacto, existe entdo uma subsequéncia convergente de

(zn)nen, cujo limite pertence ao fechado B. ]
Proposicao 3.0.14. Seja G um semifluxo generalizado.
(a) Se G € assintoticamente compacto, entdo G € definitivamente limitado.

(b) Se G € definitivamente limitado e compacto, entdo G € assintoticamente compacto.
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Prova.

(a) Suponha que G ndo seja definitivamente limitado. Entdo existe B € B de modo que, para
todo t > 0, v/ (B) ¢ B. Logo, para cada n € N, existem t, > n e ¢, € G de modo que
¢0n(0) € Be d(@,(t,),z) > n paratodo z € X. Logo, t,, — oo e, por construgao, (@, (t;))neN
nao admite subsequéncia convergente, o que contradiz o fato de G ser assintoticamente

compacto.

(b) Considere uma sequéncia (@,),eny em G tal que {@,(0);n € N} € B e uma sequéncia
(th)nen em [0,00), com 1, — oo. Seja B := {@,(0); n € N} € B. Como G ¢é definitivamente
limitado, existe T=t(B) > 0 de modo que ¥ (B) € B. Como #, — o, podemos escolher
N € N de sorte que, paran > N, t, > 1+ 1. Logo, By := {(pf;'_l(O); n>N} e ®B. Sendo G

compacto, (¢~ 1(1)),cn admite subsequéncia convergente. ]
P n q g

Corolario 3.0.15. O semifluxo generalizado G ¢ assintoticamente compacto se, € somente se,

¢ definitivamente limitado e condicionalmente assintoticamente compacto.

3.1 Atratores para G

Nesta secdo, serdo introduzidos os conceitos de ®-limite, -limite e atrator para G. O objetivo
¢ apresentar condicoes para a existéncia do atrator global fechado minimo, e 0 mesmo para o

atrator de pontos.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam y uma orbita completa, @ € G e E C X. Ficam definidos os seguintes

conjuntos:
* 0(9) :={z€ X; 9(t,) — z para alguma sequéncia (#,),cn em [0,00) tal que #,, — oo};
e a(y) :={z € X;y(t,) — z para alguma sequéncia (t,),cn em R tal que ¢, — —oo};

* wp(E) :={z € X; @n(t,) — z para certas sequéncias (f,),cn em [0,0) € (Qp)ney em G
tais que 1, — o0, {@,(0);n e N} € Be {9,(0);n e N} CE};

* OJ(E) = ﬂtEO'Y;‘—(E)'

Observagdo 3.1.2. ®(¢) = ;>0 ().

Observagdo 3.1.3. O conjunto ®(E) consiste dos limites de todas as sequéncias convergentes
(En)nen, em que &, € V; (E) para alguma sequéncia (#,),cn em [0,00), com 7, — oo, Além disso,
0p(E) Co(E), e wp(E) = o(E) se E é limitado.

Definicao 3.1.4. Um conjunto A C X atrai outro conjunto E C X se, para todo € > 0, existe
T =1(¢g,E) > 0de modo que V;(E) C Og(A) para todo ¢ > t. Equivalentemente, se é vdlido que

lim; o dist(V;(E),A) = 0. Em vista disso, os seguintes conceitos sdo estabelecidos:
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* A C X é um atrator global se atrai todos os subconjuntos limitados de X;

* A C X ¢ um atrator global de pontos se atrai todos os subconjuntos unitdrios de X.
Definicao 3.1.5. Seja G um semifluxo generalizado.

* G é dissipativo se existe um atrator global limitado para G;

* G € pontualmente dissipativo se existe um atrator global de pontos limitado para G;

* G é @-dissipativo se existe um By € ‘B tal que, para toda ¢ € G, ha T =1(9) > 0 de modo
que ¢(t) € By para todo t > T.

Observagdo 3.1.6. Dissipativo = pontualmente dissipativo = @-dissipativo.

Lema 3.1.7. Sejam G um semifluxo generalizado, F € €e A € P. Se F atrai A, entdo 0p(A) C
®(A) C F. Se o(A) atrai A, entdo ele é o Gnico conjunto fechado minimal que atrai A. Ainda,

para quaisquer A € Pet >0, o(yf (A)) = o(A).

Prova. Como F atrai A, dado € > 0, existe T=1(€g,A) > 0 tal que, se t > 1, entdo V;(A) C Og(F).
Seja z € ®(A). Entdo existem sequéncias (t,),eny em [0,00) e (&,)nen tais que &, € V, (A)
paracadane N, t, - o e &, — z. Logo, hi N € N de modo que, se n > N, entdo t, > T.
Consequentemente, z € m Como isso € vélido para todo € > 0, segue que z € F = F, ou
seja, ®(A) C F.

Isso prova ndo s6 que ®(A) € um fechado minimal que atrai A, mas também que € o fechado
minimo com essa propriedade. Consequentemente, € o unico fechado minimal que atrai A.

Por fim, a igualdade ®(y7 (A)) = ®(A) segue de (H2). O
Teorema 3.1.8.

a) Se F C X ¢é um atrator global de pontos fechado, entdo |J,cx ®(z) C F. Em particular, se
U.ex ®(z) € um atrator global de pontos, ele é o tnico atrator global de pontos fechado

minimal, e é denotado por M.

b) Se w(z) atrai z para cada z € X, entdo existe um unico atrator global de pontos fechado
minimal M, sendo M = {J,cx 0(z).

¢) Se F C X é um atrator global fechado, entdo (Jgcgs 0(B) C F. Em particular, se (Jgcg3 ®(B)

¢ um atrator global, ele é o tnico atrator global fechado minimal, e é denotado por M .

d) Se o(B) atrai B para cada B € B, entdo existe um tnico atrator global fechado minimal M,
sendo M = (Jgcgs ®(B).

Prova. Segue do lema precedente. [
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Lema 3.1.9. Sejam G um semifluxo generalizado, K € X e A € P. Se K atrai A e (fy)pen €
uma sequéncia em [0, o0) tal que #, — oo, entdo toda sequéncia (&,),ecn, com &, € V; (A) para

cada n € N, possui uma subsequéncia que converge para algum ponto de K.

Prova. Como K atrai A, dado € > 0, existe N € N de modo que V; (A) C O¢(K) paratodon > N.
Logo, dada uma sequéncia (&, ),cn tal que &, € V;, (A) para cada n € N, segue que d(&,,K) < €
paran > N, ou seja, d(&,,K) — 0. Sendo K compacto, para cada n € N, existe z, € K de modo
que d(&,,K) = d(&,,2,). Novamente por K ser compacto, hd uma subsequéncia (z,;) jen que
converge para algum z € K. Como d(&,,z,) — 0, entdo d(,;,z) — 0, ou seja, (&;) jeny € uma
subsequéncia convergente de (&,),cn cujo limite pertence a K. O

Proposicao 3.1.10. Seja A € ©P tal que ®(A) é um conjunto compacto e ndo vazio atraindo
A. Entdo (A) é quasi-invariante e, consequentemente, negativamente invariante. O mesmo é

valido para wp(A) caso este seja um conjunto compacto e nao vazio atraindo A.

Prova. Seja z € o(A). Entdo existem sequéncias (#,;),en em [0,00) € (@,)en €m G tais que
{0,(0); n e N} CA, @,(ty) — zet, — oo. Por (H2), ¢/» € G para todo n € N. Como ¢ (0) — z,
segue de (H4) a existéncia de uma subsequéncia (que ndo serd reindexada) e de uma fungao
Yo € G de modo que yy(0) =z e @ (t) — Yo(t) para todo t > 0.

Por construgdo, Yo (7) € ®(A) paratodos > 0. SejaN € N tal quet, > 1 se n > N, e considere
a sequéncia (@~ 1),>y. Desse modo, @7 ~1(0) = @,(t, — 1) e, como ®(A) é um compacto que
atrai A, podemos usar o lema precedente para garantir (apds passar por uma subsequéncia) que
(¢2=1(0))n>n é convergente. Utilizando novamente (H4), temos (ap6s passar por uma nova
subsequéncia) a existéncia de uma funcdo y; € G, com @7 ~!(¢) — i (¢) para todo ¢ > 0.

Desse modo:
wi(r) = Wi+ 1) = lim @i~ (e + 1) = lim @ (1) = wo(r).

Prosseguindo de modo indutivo, obtemos uma sequéncia (Y, ),cn em G de modo que, para cada
neN,yl =w, | ey,(t) € ®(A) para todo t > 0. Agora, para cada ¢ € R, considere qualquer
n € N tal que t +n > 0, e defina y(r) := y,(t +n). Entdo y estd bem definida, é uma 6rbita
completa passando por z, e Y(¢) € ®(A) para todo ¢ € R. Portanto, ®(A) é quasi-invariante. [

Lema 3.1.11. Seja A € . Suponha que, para quaisquer sequéncias (&,),en em X € (f;)nen €m
[0,00) tais que 1, — e &, € V;, (A) para cadan € N, (&,),cn possui subsequéncia convergente.
Entdo ®(A) é um conjunto ndo vazio e fechado minimal que atrai A, além de ser compacto e

quasi-invariante.

Prova. Pelos resultados precedentes, é necessario apenas provar que ®(A) é ndo vazio, com-
pacto e atrai A.

Fixe qualquer sequéncia (t,),cn em [0,00) tal que 7, — o. Como A é ndo vazio, existe
(por (H1)), para cada n € N, um elemento &, € V;, (A). Segue da hipdtese a existéncia de uma

subsequéncia convergente de (&,),cn, cujo limite pertence a ®(A). Portanto, ®(A) é ndo vazio.
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Considere agora uma sequéncia (z,),eny em ®(A). Por defini¢do, para cada n € N, existem
sequéncias (t7) jen em [0,00) e (§}) jen tais que lim;_,o0t] = o0, &} € Vin (A) paracada je Ne
zn = lim; . &. Defina, para cadan €N, &, := & e t,, :=1;. Entdo &, € V;,(A) paracadan € N
e t, — oo. Por hipGtese, existe uma subsequéncia (&) jen de (§x)nen que converge para algum
z€ ®(A). Entdo z,; — z e, portanto, ®(A) € compacto.

Suponha agora que A ndo seja atraido por ®(A). Entdo existe € > 0 de modo que, para
todo n € N, hd 1, > n tal que V; (A) ¢ Os(®(A)). Entdo t, — oo e, para cada n € N, existe
& €V, (A) tal que &, & O:(w(A)). Pela hipdtese, existe uma subsequéncia (&) jery de (&) nen

que converge para algum z. Por definicdo, z € ®(A), o que contradiz a prépria constru¢do de
(én)neN- [

Pelos resultados apresentados até aqui, os teoremas a seguir seguem de imediato.

Teorema 3.1.12. SejaA € P. O conjunto ®(A) é um compacto ndo vazio e quasi-invariante que
atrai A se, e somente se, para quaisquer sequéncias (,),en em X € () en em [0,00) tais que
th > e&, €V, (A) para cadan € N, (,),en possui subsequéncia convergente. Neste caso,

®(A) é um conjunto fechado minimal que atrai A.

Teorema 3.1.13. Se K € K atrai A € P, entdo ®(A) € um conjunto ndo vazio e fechado minimal

que atrai A, além de ser compacto e quasi-invariante.

Corolario 3.1.14. Seja A € P tal que Y™ (A) € X. Entdo ®(A) é um conjunto ndo vazio, com-

pacto e quasi-invariante que atrai A.

Prova. Segue diretamente do teorema anterior, visto que Y™ (A) é um compacto que atrai A. []

Lema 3.1.15. Seja G assintoticamente compacto.

(a) Se B € B, entdo ®(B) é ndo vazio, compacto, quasi-invariante, e ¢ um fechado minimal que
atrai B. Se V;,(0(B)) C B para algum #o > 0, entdo ®(B) € invariante.

(b) Se @ € G, entdo ®(@) é ndo vazio, compacto e quasi-invariante. Além disso:

lim d(o(z),o(¢p)) = 0.

[—o0

(c) Se y é uma 6rbita completa limitada, entdo o (W) é ndo vazio, compacto e quasi-invariante.

Além disso:
Tim_d(y(r), o(y)) = 0.
Prova.

(a) Pelo Lema [3.1.11} basta provar a invaridncia de ®(B). Serd provado inicialmente que
®(B) C B. Dado z € ®(B), segue da quasi-invariancia de ®(B) a existéncia de uma 6rbita
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completa Y em ®(B) tal que y(0) = z. Entdo y(0) € o(B) e, como V; (®(B)) C B,
2=y (1) €B.

Considere agora ¢ € G tal que ¢(0) € o(B), e fixe T > 0. Afirmagdo: ¢(t) € ®(B). De
fato, pela quasi-invariancia de ®(B), existe uma 6rbita completa J contida em ®(B) tal que

¥(0) = ¢(0). Considere a concatenagio:

) (), sete(—o,0]
v) '_{ 0(t), setc0,00).

Para cadan > 1, seja Y, (¢) := y(r —n+1). Entdo y,(0) = y(t—n) = y(t—n) € ®(B) C B,
e Yu(n) = y(t) = ¢(t). Fazendo n — oo, obtém-se uma sequéncia constante (Y, (n)),eN
e, portanto, ®(t) € ®(B) (pois @(T) = lim, e Yy(n) com y, € G e y,(0) € B para todo
n € N).

(b) Sendo G assintoticamente compacto, pode-se provar que ®(@) é compacto e ndo vazio de
modo andlogo a prova do Lema [3.1.11l A constru¢do de uma 6rbita completa por cada
ponto de ®(@) pode ser feita similarmente a feita na Proposi¢ao(3.1.10

(c) Set, — —oo, entio Y(t,) = W2 (—t,) e {y?(0); n € N} é limitado. Da compacidade as-
sintdtica, segue a existéncia de uma subsequéncia convergente. O restante da demonstragao

segue como no item (b). [

Teorema 3.1.16. Sejam G condicionalmente assintoticamente compacto e A € P. Se existe
T > 0 de modo que y;r (A) € B, entdo ®(A) é ndo vazio, compacto, quasi-invariante, e ¢ um

fechado minimal que atrai A.

Prova. Considere sequéncias (t,),en em [0,0) e (§,)qen tais que t, — o e &, €V, (A) para
cada n € N. Fixe uma subsequéncia (t,;) jey de modo que t,, > T para todo j € N.

Afirmagio: V7 (Y7 (A)) € B. De fato, seja ¢(z) € V;(y{ (A)) para qualquer ¢ > 7 fixado. Entdo
0(0) € Y{ (A), ou seja, existe s > T de modo que ¢(0) € V(A). Logo, ¢(1) € V,(Vi(A)) = V,15(A)
e, como t +s > T, entdo Q(r) € ¥¢ (A). Portanto, Y7 (Y7 (A)) C 77 (A) € B.

Além disso, Vi, (A) = thj_l-(VT(A)) para todo j € N. Logo, &, € thj_l-('\(;.r (A)) para todo
Jj € Ne, por G ser condicionalmente assintoticamente compacto, ha uma subsequéncia conver-
gente de (§,;) jen. O resultado segue entio do Lema[3.1.11] O

Lema 3.1.17. Seja G ¢-dissipativo e definitivamente limitado. Entdo hd um conjunto limitado
B; de modo que, para qualquer K € X, existem €(K) > 0 e #1(K) > 0 tais que V; (O (k) (K)) C By
para todo r > 11 (K).

Prova. Sendo G @-dissipativo, considere o conjunto B da Deﬁnigﬁo Fixado & > 0, como
G € definitivamente limitado, existe T > 0 de modo que B := Y7 (O;(By)) € limitado.

Suponha por contradi¢do que existam um compacto K e sequéncias (€,)uen, (fr)nen ©
(@) nen de modo que €, — 0, 1, — o0, 9,,(0) € O, (K) e ¢, (t,) & By paracadan € N. Fixen € N
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tal que t, > 1. Como @,(t,) = ¢',(t, — ) & By, entdo, para t, —t > T, ¢}, (0) = @,(¢) & Os(Bo).
Ou seja, ¢, (t) € Os(Bo) para0 <t <t,—T.

Além disso, como ¢,(0) € O, (K) para cadan € N e K é compacto, a menos de passar por
uma subsequéncia, pode-se assumir que existe z € K de modo que ¢,(0) — z. De fato, suponha
que isso ndo ocorra. Entdo existe € > 0 tal que, para todo j € N, existe n; > j de modo que
P, (0) & O¢(K). Assim, para cada k € N, existem ji > k e nj, > ji de sorte que &y, <E€e
@n,, (0) & Ognjk (K), o que é uma contradigdo.

Por (H4), existem ¢ € G e uma subsequéncia (¢,;) jen de modo que @,; — @ pontualmente,
¢(0) =ze @(t) € By para todo ¢ > 0. Isso contradiz a defini¢ao de By. O

Teorema 3.1.18. Se G possui um atrator global compacto invariante, entdo G € @-dissipativo e
assintoticamente compacto. Reciprocamente, se G € @-dissipativo e assintoticamente compacto,

entdo G possui um atrator global compacto invariante A4, que € tinico e dado por:

A=w(B) = | o(B) = wp(X). (3.2)
BeB

Aqui, B; € o conjunto do Lema [3.1.17, Além disso, 4 € o subconjunto compacto e invariante
maximo de X, e € o minimo dentre os atratores globais fechados.

Prova. Seja 4 um atrator global compacto invariante para G, e defina By := Og(A4) para algum
d > 0 fixado. Dado @ € G, o conjunto unitdrio {@(0) } é limitado e, consequentemente, ¢ atraido
por 4. Logo, ¢(t) € By para t suficientemente grande, ou seja, G € @-dissipativo.

Considere agora uma sequéncia (@,),en em G tal que B:= {9,(0); n € N} € B. Assim, B¢
atraido por 4 e, consequentemente, se (#,),cn € uma sequéncia em [0, ) tal que f, — oo, entdo
d(@n(ty),A) — 0. De fato, se isso ndo ocorre, entdo hd € > 0 de modo que, para todo j € N,
existe nj > j tal que @y, (tn;) ¢ Oc(A). Sejat = 1(B,€) > 0 o tempo de atragdo do conjunto B
a 4. Como t, — o, existe j € N de sorte que #,; > T. Desse modo, @y, (ty;) € O(A), 0 que é
uma contradi¢do.

Jaque d(@,(t,),A4) — 0 e 4 é compacto, hd uma subsequéncia convergente de (¢ (#,))neN,
provando assim que G € assintoticamente compacto.

Reciprocamente, suponha que G seja @-dissipativo e assintoticamente compacto. Pelo Co-
roldrio [3.0.15] G € definitivamente limitado. Considere o conjunto By do lema precedente, e
defina 4 := o(B;). Pelo Lema A é compacto e atrai By. Afirmagdo: A4 atrai conjuntos
limitados. De fato, seja B € B, e defina K := @(B). Pelo Lema[3.1.15] K ¢ compacto e atrai B.
Considere €(K) e t; = t;(K) como no lema precedente, e fixe € € (0,€(K)). Como K atrai B,
Vio(B) C O¢(K) para algum 7o > 0. Desse modo:

Vio+ (B) = Vi (Vto(B)) - Vl1(OS(K)) - Vt1(os(l()(K)) CBi.

Logo, Viy+1,+:(B) C Vi(B1) para todo ¢t > 0, e assim, como B; ¢ atraido por 4, B também
¢. Novamente pelo lema precedente, existe #, > 0 tal que V;,(®w(B;)) C B;. Pelo Lema3.1.15]
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A ¢ invariante. Logo, 4 é um atrator global fechado e, pelo Lema ®(B) C A para todo
B € 8. Isso conclui a igualdade em (3.2).

Para a maximalidade de A4, seja A; um subconjunto compacto e invariante de X. Entdo
®(A;) = A e, consequentemente, A} C A4 por (3.2)).

Para a minimalidade de A4, seja A, um atrator global fechado. Como 4 ¢ limitado, para
cada € > 0 existe #(€) > 0 de modo que V;(A4) C O(A2) para todo r > t(€). Sendo A4 invariante,
segue que 4 C Og(Az). Como € > 0 € arbitrdrio e A, é fechado, conclui-se que 4 C Aj. OJ

3.2 Caracterizacoes do Atrator Global

Serdo agora apresentadas algumas caracterizacdes do atrator global, compacto e invariante ma-

ximal.

Teorema 3.2.1. Seja G assintoticamente compacto e @-dissipativo. Entdo o atrator global,

compacto e invariante maximal A4 pode ser caracterizado das seguintes formas:
(@) A =Upen ®(B);

(b) 4= wp(X);

(¢c) A= wg(B1), em que By € B é o conjunto do Lema[3.1.17;

(d) A =Ugex®(K);

(e) A € aunido de todas as Orbitas completas limitadas em X;

(f) A4 € a uniado de todas as 6rbitas completas relativamente compactas em X;
(g) A € o conjunto limitado e invariante maximo em X.

Prova. Os itens (a), (b) e (c) seguem do Teorema|3.1.18

(d) Como 4 é compacto e invariante, ®(A4) = 4. Assim:

U ok)c | o(B)=a=w(a) c | o).

KeX Be'B KeX

(e) e (f) Como A4 ¢ invariante, € quasi-invariante. Logo, dado z € A4, existe uma Orbita completa Y
tal que Wy(0) =z e y(r) € 4 paratodo t € R. Sejay(y) :={y(t);t € R} C 4 € B. Entdo
v(v) é limitado e relativamente compacto, ja que W C A. Desse modo, A4 estd contido
na unido das Orbitas completas limitadas de X e também na unido das 6rbitas completas

relativamente compactas de X.

UFESCar - Universidade Federal de Sao Carlos



80 Capitulo 3. Semifluxos Generalizados

Por outro lado, se z € X e Yy, é uma 6rbita completa limitada (ou relativamente compacta)
tal que y(0) = z, considere o conjunto Y(y;) := {y.(¢); r € R}. Observe que y(y;) é nega-
tivamente invariante, pois se Y;(7) € y(y;), entdo y (1) = V;(y;(0)) € V;(y(y;)) para todo
t > 0. Logo:

Y(y) Cy(wz) = () ¥(w2) € (%7 (Y(w2) = o(v(y:)) € | oB)=4.
>0 >0 BeB

(g) Seja D C X um conjunto limitado e invariante. Entao:

Dc (¥ (D)=wD)c | ] oB)=A4. O
>0 BeB

Definicao 3.2.2. Uma func¢do L : X — R € uma funcdo de Lyapunov para G se as seguintes
condig¢des sao validas:

e [ é continua;
o L(o(1)) < L(@(s)) sempreque 9 € Get > s> 0;
* se L(Y) = constante para alguma 6rbita completa y, entdo Y € estaciondria.

Lema 3.2.3. Seja z € X. Se existem uma Orbita completa y, por z € um compacto K de modo

que {y;(1);r <0} C K, entdo a(y;) € quasi-invariante.

Prova. Seja x € o). Entdo existe uma sequéncia (#,),cn em R (que serd suposta, sem perda
de generalidade, decrescente e ndo positiva) de modo que t, — —co e Y,(#,) — x. Assim, para
cadan e N, 2" € G, e, além disso, \|IQ1 (0) — x. Segue de (H4) a existéncia de uma subsequéncia
(que ndo serd reindexada) e de uma fungéo g € G de sorte que go(0) =x e Yy (1) — go(¢) para
todo ¢ > 0. Como 1, +t — —oo, entdo go(t) € o) para todo ¢t > 0.

Observe agora que, paracadan € N, 1, — 1 < 0 e, portanto, y»~1(0) =y, (1, — 1) € K. Sendo
K compacto, pode-se passar a uma subsequéncia (que novamente nao serd reindexada), de modo
que i1

e uma fungdo g; € G tais que g1(0) =y e Y~ 1(¢) — gi(¢) para todo t > 0. Desse modo,

(0) — y para algum y € K. Por (H4), existem uma subsequéncia (ndo reindexada)

21(t) € o(y;) paratodor > 0 e, além disso, g% = go. De fato, para cada ¢t > 0:
gh(1) = ga(r-+1) = lim v~ (1 1) = lim w2 (1) = g0(0).

Prosseguindo de modo indutivo, encontra-se, para cada n € N, uma fungdo g, € G tal que
gl =g, 1egu(t) € a(y,) para todo t > 0. Agora, dado t € R, considere qualquer natural n de
modo que t +n > 0, e defina g(t) := g,(¢ +n). Entdo g estd bem definida, € uma 6rbita completa
passando por x e g(t) € oY) para todo ¢ € R. Portanto, () € quasi-invariante. O
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Lema 3.2.4. Suponha a existéncia de uma funcdo de Lyapunov £ : X — R para G. Sejaz € X
tal que existem uma 6rbita completa Y por z e um compacto K de modo que {y,(¢); 1 <0} C K.
Entdo o(y;) C Z(G).

Prova. Considere inicialmente uma sequéncia (f,),cn em R estritamente decrescente tal que
tn — —oo et} < 0. Por hipdtese, hd uma subsequéncia convergente (W(t,;)) jen de (W;(t))nen-
Entdo (L(wz(tnj))) jen € uma sequéncia crescente. De fato, se k > j, entdo t,;, > t,, ou seja,

existe r > 0 tal que t,,; = t, +7. Logo, W;(ty;) = W (ty, +71) = w;"" (r)e \VZ"" € G. Desse modo:

LOW(tn;) = LY (7)) < LOY(0)) = Ly, (1))

Como a sequéncia (W(t,;)) jen converge e L € continua, entdo a sequéncia (L(W;(ty;)))jen
converge, ou seja, € limitada superiormente; sendo também crescente, conclui-se que:
tim £y (1)) = Sup{ ({1, )2 € N} =i L.

Observe que, por conta dessa igualdade, o limite ndo depende da sequéncia (,),cn. De fato, se-
jam (T,)nen € (k) ren duas sequéncias nas condi¢des acima, e suponha que sup{ L(y.(1,));n €
N} > sup{L(y;(%k)); k € N}. Entdo hd ng € N tal que L(y;(Ts,)) > sup{L(y;(Tx)); k € N}.
Seja ko € N tal que Ty, < Ty,. Logo, L(W;(Tk,)) > L(W;(Tny)) > sup{L(Y;(Tk)); k € N}, uma
contradicao.

Considere agora x € oy;). Como x € a(y;), existe uma sequéncia (#,),cn em R tal que
th — —oo € Y (t,) — x. Hd entdo uma subsequéncia estritamente decrescente (f,;) jen de (tn)nen
tal que ;, < 0. Assim, lim; ;e W;(t,;) = x €, pelo que foi feito, lim o L(W,(#y;)) = L. Pela
continuidade de £, segue que £(x) = L. Isso mostra que L(a(y;)) = {L}.

Agora, pelo lema precedente, sabemos que o) é quasi-invariante. Desse modo, existe
uma 6rbita completa § passando por x tal que J(7) € a(y,) para todo 7 € R. Assim, L(J(z)) =

L = L(x) paratodo r € R, ou seja, | € uma solucao estaciondria e x € Z(G). O

Teorema 3.2.5. Seja G um semifluxo generalizado continuo e suponha que exista uma funcio
de Lyapunov L : X — R para G. Suponha ainda que A seja um atrator global, compacto e
invariante maximal para G. Entdao 4 = W*(Z(G)), em que W*(Z(G)) € o conjunto instavel de

Z(G):
WH"Z(G)) := {z € X; existe uma 6rbita completa . por z, com d(y.(—1),Z(G)) = O} :

Prova. Sejaz € 4. Como A4 é invariante, existe uma 6rbita completa y, por z tal que vy, (1) € 4
para todo € R. Por 4 ser compacto, segue do lema precedente que o) C Z(G).
Afirmagdo: lim;d(Y,(—1),a(y;)) = 0. De fato, suponha que isso ndo ocorra. Entdo
hd € > 0 de modo que, para cada n € N, existe #, > n tal que y.(—t,) € Oz(a(y;)). Como
{y:(—ty);n € N} C 4 e 4 é compacto, hd uma subsequéncia convergente de (Y;(—#,))neN,
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cujo limite pertence a o(y;) por definicdo. Isso contradiz a constru¢do de (W,(—t,))nen-

Como a(y;) C Z(G), segue da afirmagdo que lim;_,d(y;(—1),Z(G)) = 0. Isso implica
que z € W*(Z(G)).

Reciprocamente, seja z € W*(Z(G)). Entdo existe uma 6rbita completa . por z de sorte
que lim;_d(Y;(—1),Z(G)) = 0. Como Z(G) C A e A4 é um atrator global, entdo, dado € >
0, existe o > 0 tal que V;(z) C Og(A4) € B e y,(—1) € Ox(A) para todo 1 > ty. Logo, y; é
limitada em (—eo, —#p] U [fp, o). Como G € continuo, Y, é limitada no compacto [—fo,#]. Desse
modo, Y(y;) = {y;(t);t € R} € B e, consequentemente, 4 atrai y(y;). Uma vez que y(y;) é
negativamente invariante, z € O;(A4) para todo € > 0. Portanto, z € 4. U

3.3 O ¢@-atrator Global

Sera agora introduzido o conceito de @-atrator, que € ainda mais fraco que o atrator de pontos.
A principal diferenga € que o @-atrator atrai cada trajetéria em um tempo diferente, enquanto
o atrator de pontos atrai todas as trajetorias que partem de um determinado ponto a0 mesmo

tempo. A partir disso, alguns conceitos e resultados serdo adaptados para esse caso.

Definicao 3.3.1. Se A € P, fica definido:

Definicao 3.3.2.

(a) Um conjunto A € P ¢-atrai outro conjunto M € ‘P se, para quaisquer € > 0e ¢ € G, com
©(0) € M, existe 1ty = 19(@,€) > 0 de modo que @(¢) € O¢(A) para todo ¢ > fy. Além disso,
A @-atrai um ponto z € X se A ¢-atrai {z}.

(b) Um conjunto A € P € um @-atrator global se A @-atrai todos os elementos de X.

(c) O semifluxo generalizado G € @-definitivamente limitado se, para todo @ € G, existe fo =

to(¢) > 0 de modo que Y, (¢) € B.

(d) O semifluxo generalizado G é @-assintoticamente compacto se, para toda sequéncia (f, )eN
em [0,00), com #, — oo, € para qualquer ¢ € G, a sequéncia (Q(t,)),cn possui subsequéncia

convergente em X.

(e) O semifluxo generalizado G € @-condicionalmente assintoticamente compacto se, para toda
sequéncia () em [0,00), com 1, — oo, ¢ para qualquer @ € G tal que Y; (@) € B para

algum 19 = to(@) > 0, a sequéncia (Q(f,)),cn possui subsequéncia convergente em X.

Proposicao 3.3.3.
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(a) G @-dissipativo < existe um @-atrator global limitado para G.
(b) Atrator = atrator de pontos = @-atrator.

(¢) G assintoticamente compacto = G @-assintoticamente compacto.
(d) G definitivamente limitado = G @-definitivamente limitado.

(e) G @-assintoticamente compacto < G @-condicionalmente assintoticamente compacto e ¢-

definitivamente limitado.

Prova. Os itens de (a) a (d) seguem diretamente da definicdo. Para o item (e), vale a mesma
prova feita na Proposi¢ao [3.0.14] O

Lema 3.3.4. Seja F € €. Se F ¢-atrai A € P, entdo 0y(A) C F e, para cada ¢ € G tal que
¢(0) € A, () C F. Em particular, se 0y(A) ¢-atrai A, entdo wey(A) é o conjunto fechado

minimo que @-atrai A.

Prova. Seja @ € G com ¢(0) € A. Como F @-atrai A, dado n > 0, existe #,(¢) > 0 de modo
que ¢(t) € Oy /(2q)(F) para todo t > 1,(9). Seja z € ®(¢). Entdo z = lim, . ¢(f,) para alguma
sequéncia (t,),cn em [0, 00) tal que t,, — oo. Pode-se extrair uma subsequéncia crescente (t,;) jeN
tal que ,,; > t;(@) para todo j € Ne z =1lim; e @(ty;).

Desse modo, para cada j € N, 0(t,;) € Oy () (F) para todo k < j. Fazendo j — oo, conclui-
se que z € Oy /o) (F) C Oy (F) para todo k € N. Entdo z € (e Oy ¢ (F) = F. Portanto,
0(Q) C Fewy(A) CF. O

Lema 3.3.5. Sejam A,M € P. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) A @-atrai M;

(b) Para cadat > 0, A @-atrai Y; (M).

Prova.

(a) = (b) Fixe 1> 0. Sejame > 0e ¢ € G, com ¢(0) € ¥ (M). Entdo existem ¢ € G e 1) > T de
modo que §(0) € M e §(r9) = ¢(0). Considere a concatenacdo 8 € G de § e ¢. Entdo
0(0) € M e, como A ¢-atrai M, existe t; > fy de modo que 0(s) € O;(A) para todo s > 1.
Logo, @(s) € Og(A) para todo s > 1.

(b) = (a) Basta fixart=0. L]
Lema 3.3.6. Sejam A € P e T > 0. Entdo 0 (Y{ (A)) = we(A).

Prova. Seja z € We(Y7 (A)). Entdo existem ¢ € G e uma sequéncia (t,),cry em [0,00) de modo
que t, — o0, ©(0) € Y7 (A) e z =lim, . ©(1,,). Ha, portanto, tp > T e § € G tais que §(0) € A
e ®(t9) = ¢(0). Seja € G a concatenagdo de ¢ com @. Entdo 6(0) € A e, escolhendo uma
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subsequéncia (t,;) jen de sorte que t,; > to para todo j € N, conclui-se que lim; . 8(y;) = 2,
ou seja, z € Wy(A).

Considere agora z € wy(A). Entdo existem ¢ € G e uma sequéncia (#,)neny em [0,00) de
modo que t, — oo, ®(0) € A e z = lim, . ¢(#,). Considere uma subsequéncia (t,,) jen de sorte
que t,; > 7T para todo j € N. Desse modo, ¢*(0) € ¥ (A) e @ (tn; —T) — 2z, com t,,, — T — oo.
Portanto, z € e(77 (A)). O

Teorema 3.3.7.

(a) Se F C X éum @-atrator global fechado, entdo |,y 0¢(z) C F. Em particular, se J,cx 0¢(z)

for um @-atrator global, serd entdo um @-atrator global fechado minimal, denotado por N.

(b) Se, para cada z € X, 0(z) @-atrai z, entdo existe um @-atrator global fechado minimal N:

N = 0g(z) = 0p(X).

zeX

Prova.

(a) Como F é um ¢@-atrator global fechado, entdo F @-atrai cada z € X. Segue do Lema [3.3.4]
que Wy (z) C F para cada z € X. Portanto, J,cx 0¢(z) C F.

(b) Seja & € X. Como wy(&) ¢-atrai &, entdo U,y 0p(z) @-atrai &. Logo, J,cx 0p(z) é um

¢-atrator global fechado. Segue do item (a) que é o0 minimo com essa propriedade. [

Lema 3.3.8. SejaK € K. Se ¢ € G é tal que lim;_,.d(9(t),K) = 0, entdo, para toda sequéncia
(tn)nen em [0, 00) tal que 1, — oo, a sequéncia (Q(1,)) e possui uma subsequéncia convergente,

cujo limite pertence a K.

Prova. Como t, — oo, segue da hipdtese que lim, .d(9(t,),K) = 0. Sendo K compacto,
para cada n € N, existe z, € K de modo que d(¢(#,),K) = d(9(t,),z,). Novamente por K
ser compacto, pode-se extrair uma subsequéncia (z, j) jen de (zx)nen que converge para algum
z € K. Desse modo, d(9(ty;),z) — 0, ou seja, ¢(t;) — z. O

Teorema 3.3.9. Seja A € P. Se, para toda sequéncia (t,),cy em [0,c0), com £, — oo, € para
qualquer @ € G tal que ¢(0) € A, a sequéncia (¢(t,))qen possui subsequéncia convergente em
X, entdio Wy (A) é ndo vazio, quasi-invariante e ¢-atrai A. O conjunto m ¢ o fechado minimo
que @-atrai A. Além disso, se ¢ € G € tal que @(0) € A, entdo ®(¢) € um conjunto nao vazio,

compacto e quasi-invariante, e lim; o d(9(z),®(®)) = 0.

Prova. Sendo A ndo vazio, segue de (H1) a existéncia de @ € G tal que ¢(0) € A. Seja (fy)neN
uma sequéncia em [0, o) tal que #, — oo. Por hipétese, (@(#,)),en possui uma subsequéncia
(9(tn;)) jen que converge para algum § € 0(9) C 0¢(A). Entdo (@) # 0 e, assim, 0g(A) # 0.

Para provar que mwg(A) ¢-atrai A, suponha que isso ndo ocorra. Entdo existem € > 0 e
¢ € G, com ¢(0) € A, de modo que, para cada n € N, @(t,) & Og,(we(A)) para algum ¢, > n.
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Assim, t, — oo e, por hipétese, (Q(t,))ncn admite uma subsequéncia (@(t,;)) jen que converge
para algum { € o(@) C wy(A), o que é uma contradi¢do. Portanto, wy(A) @-atrai A. Além
disso, pelo Lema m € o fechado minimo que @-atrai A.

Seja agora @ € G tal que @(0) € A. A fim de provar que ®(¢) é quasi-invariante, basta
repetir a prova da Proposicao construindo uma 6rbita completa em ®(¢). Isso também
implica que wy(A) é quasi-invariante.

Para provar que ®(¢) é compacto, considere uma sequéncia (z,),en em ®(@). Entdo, para
cadan € N, existe 1, > n tal que d(9(,),2,) < 1/n. Como (@(#,))neN possui uma subsequéncia
convergindo para algum { € ®(9), (z,)nen tem uma subsequéncia que converge para . Por-
tanto, ®(¢) é compacto.

Por fim, para mostrar que lim;_,..d(¢(¢),®(@)) = 0, suponha que isso nao seja valido. Entao
existe €y > 0 de modo que, para cada n € N, d(¢(t,),®(@)) > €y para algum #, > n. Isso, por

(
sua vez, contradiz a hipdtese e a definicdo de (@) ]

Observagdo 3.3.10. Comparando o teorema precedente com o Lema 3.1.11], observa-se que a

condigdo de mwy(A) ser compacto ndo ¢ garantida.

Corolario 3.3.11. Sejamz € X e K € K. Se lim;_,.d(9(t),K) = 0 para qualquer ¢ € G tal que

¢(0) = z, entdo Wy(z) € ndo vazio, quasi-invariante e @-atrai z. O conjunto ®y(z) é o fechado

minimo que @-atrai z.
Prova. Segue imediatamente do Lema e do Teorema|3.3.9 [l

Observacdo 3.3.12. Os itens (a) e (b) do Lema [3.1.15|permanecem validos com a hipétese de

que G € @-assintoticamente compacto.

Proposicdo 3.3.13. Se G é @-dissipativo, entdo G é @-definitivamente limitado e 0y(X) € limi-

tado. Por outro lado, se G € @-assintoticamente compacto e Wy (X ) € B, entdo G & @-dissipativo.

Prova. Se G é @-dissipativo, entdo hd By € B tal que, para cada @ € G, existe 1o = 1o(¢) > 0 de
modo que @(f) € By para todo ¢t > fy. Desse modo, Y; () C By € B e, consequentemente, G ¢

¢-definitivamente limitado. Além disso:

o(e) =% (¢) C ¥ (9) CBo.

t>0

Logo:

we(X)= ) o(9)CByeB.

9cg
0(0)ex

Agora, se G é @-assintoticamente compacto e ®y(X) € B, segue do Teorema m que
0¢(X) é um @-atrator global limitado. Portanto, G é @-dissipativo. O
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Observagdo 3.3.14. Sejam A € P e ¢ € G tais que ¢(0) € A. Se Y (@) € K, ouse G é @-
condicionalmente assintoticamente compacto e Y™ (@) € B, entdo, para toda sequéncia (t,),eN
em [0,0) tal que #, — oo, a sequéncia (Q(t,)),en possui subsequéncia convergente. Se isso

acontecer para toda @ € G tal que ¢(0) € A, serd possivel aplicar o Teoremam

Teorema 3.3.15. Se G € @-assintoticamente compacto, entdo existe 0 minimo @-atrator global

fechado e nao vazio N:

N = 0(z) = 0e(X). (3.3)
zeX

Prova. Sejam z € X e ¢ € G, com ¢(0) = z. Considere uma sequéncia arbitraria (z,),cn em
[0,0) tal que #, — oo. Como G é @-assintoticamente compacto, a sequéncia (@(t,)),en admite
subsequéncia convergente. Logo, pelo Teorema 0¢(z) € ndo vazio, quasi-invariante e
@-atrai z. Desse modo, pelo Teorema existe 0 minimo @-atrator global fechado N, dado
por (3:3). Como N D Mg (z), entdo N #0. O

Proposicao 3.3.16. Se G ¢ assintoticamente compacto e @-dissipativo, entdo seu @-atrator glo-

bal fechado minimo N = 0y (X) pode ser caracterizado por N= ®¢(B1), em que B; é o conjunto
do Lema

Prova. SejaB; € B comono Lema(3.1.17} e defina D := wy(B1). Como G é @-assintoticamente
compacto, o Teorema implica que wy(B1) € ndo vazio, quasi-invariante e @-atrai B;. Pelo
Teorema[3.3.15, N = U.ex ®¢(z) € 0 minimo @-atrator global fechado. Resta provar que N=D.

Observe que:

D=wy(B1) C | Jwe(z) =N.
zeX
Por outro lado, se x € J,cx 0¢(z), entdo x € Wy(z) para algum z € X. Logo, x € ®(¢) para
alguma ¢ € G tal que @(0) = z. Pelo Lema ®(@) é ndo vazio, compacto e quasi-
invariante, e limy . d(9(z),®(9)) = 0. Assim, se K := 0(9) € X, existem, pelo Lema[3.1.17
e(K) > 0e o =to(K) > 0 de modo que V;(Ogk)(K)) C By para todo ¢ > ty. Fixe € € (0,&(K)).
Entdo existe r; =11 (@,€) > 0 de sorte que @(¢) € Og(K) para todo t > t;. Assim:

9" (1) € Vi(0:(K)) C V(O (K)) C B Vi > 1o,

Como @ é assintoticamente compacto, para toda y € G tal que y(0) € By, e para toda sequéncia
(tn)neny em [0,00) tal que 1, — oo, a sequéncia (Y(1,)),en possui subsequéncia convergente.
Assim, pelo Teorema[3.3.9] ¢(B1) ¢-atrai B;. Desse modo, existe 5 = 12(9,1,€) > 0 tal que
@01 (1) € Oe(g(B1)) paratodot > 1. Logo, se T:= 19+t +1», conclui-se que ¥y (¢) C O(D).

Assim:

o(@) = (% (¢) CY (9) C O(D).

t>0

Portanto:

xeo(@)C () 0OD)=D.
O<e<e(K)
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Consequentemente, (J,cy ©¢(z) C D, ou seja, N = U,cy Wp(z) C D = D. O

Teorema 3.3.17. Se G € @-assintoticamente compacto e hd uma fun¢do de Lyapunov L : X — R,

entdo o @-atrator global fechado minimo N é ndo vazio,e N = Z (G).

Prova. Seja ¢ € G. Pela Observagdo [3.3.12, o(¢) é ndo vazio, compacto e quasi-invariante,
e lim;d(9(r),o(p)) = 0. Considere uma sequéncia estritamente crescente (f,),en em R
tal que t, — o0 e #; > 0. Pelo Lema [3.3.8] (¢(#,)),en possui uma subsequéncia convergente

(@(tn;)) jen- Assim, a sequéncia (L(Q(t,;))) jen converge (como visto no Lema |3.2.4). Como a
sequéncia (L(Q(ty;))) jen € ndo-crescente, ela converge para seu infimo:

lim L(¢(t,)) = inf{ L(@(ts,)):j € N} =: L.

jreo

Observe que, por conta dessa igualdade, o limite ndo depende da sequéncia (,),cn (como visto
na prova do Lema [3.2.4).

Considere agora y € ®(@). Entdo y = lim, . @(t,), em que (#,),cn € uma sequéncia em
[0,00) tal que f,, — oo. Passando para uma subsequéncia de (#,),cn (que ndo serd reindexada)
estritamente crescente e ndo negativa, o limite é mantido e conclui-se, pelo que foi feito acima,
que L(y) =1lim, 0 L(9(2,)) = L. Como ®(@) é quasi-invariante, existe uma 6rbita completa
passando por y e contida em ®(¢). Logo, L(¥(¢)) =L = L(y) para todo ¢ € R, o que implica
J ser estaciondria. Portanto, y € Z(G) e o(¢) C Z(G).

Como, para cada @ € G, lim;.d(9(7),0(9)) =0 e w(Q) C Z(G), entdo Z(G) é um -
atrator global. Pelo Teorema 04N CZ(G).

Por outro lado, se z € Z(G), ha uma 6rbita completa estaciondria y passando por z. Seja
¢ := Yljp) € G. Como N é um @-atrator global, dado € > 0, existe 7y = (e, ®) > 0 de modo
que z = @(t) € O¢(N) para todo ¢ > to. Portanto, z € N e Z(G) C N. O

3.4 Sistema de Inclusoes Diferenciais com o p-Laplaciano

Serd agora apresentado um sistema de EDP’s que define um semifluxo generalizado ¢-dissipativo
e assintoticamente compacto, ou seja, que possui um atrator global com todas as propriedades
estudadas até aqui. Os detalhes dos resultados podem ser obtidos em [11].

Sejam H um espaco de Hilbert, A,B : H — H operadores mondtonos ¢ F,G: H x H ~ H

funcdes multivocas. Considere o seguinte sistema de inclusdes diferenciais:

ZII_I; +Au € F(u,v)
(P)q % +BveGu,v)
u(0) = ugp, v(0) = vy.

Definicao 3.4.1. Uma solugio de (P) é um par (u,v) satisfazendo as seguintes condigdes:
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s u,veC([0,T];H);

s existem f,g € L'(0,T;H) tais que f(¢t) € F(u(t),v(t)) e g(t) € G(u(t),v(t)) para q.t.p.
t€(0,7);

* (u,v) é uma solugdo do sistema (P1) abaixo:

dut Au=f
(P1)S % +Bv=g¢
u(0) = up, v(0) = vp.

Aqui, entende-se por solugdo de (P1) um par (u,v) de fungdes continuas em [0, T], ab-
solutamente continuas em cada compacto de (0,7) e que verificam as equagdes em (P1)
g.t.p.em (0,7T).

Sejam Q C R”" um subconjunto limitado, conexo e suave, p,q > 2 e Dy,D, € L*(Q) tais
que Dj(x) € [0,M] para g.t.p. x € Q, em que 6,M € (0,00).
Defina H := L*(Q) e:

Au = —div(D|Vul|P>Vu) + |uP2u,
By = —div(Dy|Vv|972Vy) + |v]7 2y,

Como as fungdes u e v agora sdo de duas variaveis, uma condi¢ao de Neumann sera colocada

na fronteira de Q. O sistema (P) entdo se transforma no seguinte:

% — div(D1|Vul?2Vu) 4 [ulP 2w € F(u,v) em (0,7) x Q
()] & APV IO E Gy em (0,7) x @
g—Z(t,x):g—Z(t7x):0 cm (O,T) XaQ

(u(0),v(0)) € L*(Q) x L*(Q).
Aqui, % := D1|Vu|?~%(Vu,7), em que 1 é o vetor normal unitdrio externo de 0Q.

Defini¢ao 3.4.2. Um par (F,G) de fungdes multivocas F,G : H x H ~» H, que levam conjuntos
limitados em conjuntos limitados, é chamado de positivamente sublinear se existem a, b, c,mq €
(0,00) de modo que, para cada par (u,v) € H x H tal que ||u|| > mg ou ||v|| > myq e tal que existe
fo € F(u,v) satisfazendo (u, fy) > 0 ou existe gg € G(u,v) satisfazendo (v, go) > 0, as seguintes

condi¢des sdo vilidas para quaisquer f € F(u,v) e g € G(u,v):
£l < allull + B[yl +c, gl < allul +blv]| +ec.

Teorema 3.4.3. Se F e G sdo limitadas, semicontinuas superiormente e (F,G) é positiva-
mente sublinear, entdo (S) admite solugdo global para cada dado inicial (up,vo) € H X H. Seja

D(ugp,vp) o conjunto das solugdes de (S) com dado inicial (ug, vo).
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Entdo G := U (uy,vy)er 1 D (10, v0) € um semifluxo generalizado.

Teorema 3.4.4. O semifluxo generalizo G associado ao sistema (S) € @-dissipativo e assintoti-
camente compacto. Desse modo, o Teorema [3.1.18|é vilido, garantindo a existéncia do atrator

global e todas as suas propriedades subsequentes.
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Capitulo 4

Medida Invariante para Funcoes

Multivocas

O objetivo deste capitulo, baseado em [15], é apresentar diferentes definicdes do conceito de
medida invariante para fun¢des multivocas, e mostrar que sdo todas equivalentes. Ao final, €

apresentada uma versao de teorema ergddico para o caso de fun¢des multivocas.

4.1 Medida Invariante para Funcoes

Definicao 4.1.1. Seja (X,d) um espaco métrico separdvel. Para cada x € X, é associada uma
medida §, € P(X), chamada medida de probabilidade concentrada em x, definida da seguinte

forma:
I, sexcA,

0:(4) = { 0, sex¢A.

Desse modo, pode-se mergthX em P(X) através da seguinte aplicagdo:

6: X — PX)
x — O

Observagdo 4.1.2. A seguir serdo utilizadas as notagdes da Defini¢do|1.4.8

Lema 4.1.3. Sejam (X,d) um espago métrico separdvel e x,y € X. Entao:
dP(S)H 6}’) = min{d(x7y>7 1}

Prova. Por defini¢do, dp(u,v) < 1 para quaisquer u,v € P(X). Seja o > d(x,y). Assim, para
cada A € B(X):
xeEA=ycA% e yeA=xec A%

'Uma fungiio continua e injetora f : X — Y entre espagos topoldgicos X e ¥ é um mergulho se f~!: f(X) — X
é continua.
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Logo:
3:(A) <8y(A%) 4+ e §,(A) <8(A%) +a.

Desse modo, dp(dy,dy) < a. Sendo o > d(x,y) arbitrdrio, conclui-se que dp(8yx, ) < d(x,y).
Assuma agora que dp(dy,0y) < 1, e seja & € (dp(dy,dy),1). Assim, para cada A € B(X):

3:(A) <8y (A%) 4o e §,(A) < 8,(A%) +a.
Escolhendo A := {x}:

1 <38y(B(x,a)) + a.

Como o < 1, entdo y € B(x, ), ou seja, d(x,y) < o. Sendo o > dp(8y, d,) arbitrdrio, conclui-se
que d(x,y) < dp(8y,dy). O
Teorema 4.1.4. A aplicacdo  apresentada na Defini¢do é de fato um mergulho.

Prova.

* § ¢ injetora: se x # y, entdo Oy({x}) =1 0 =06,({x}), ou seja, &, # J,. Observe que
conjuntos unitarios sdo sempre mensurdveis na o-dlgebra de Borel, ja que sdo fechados

e, portanto, sdo complementares de abertos.

* 8 é um homeomorfismo com sua imagem:

xXp —xemX & d(xn,x) = 0
& min{d(x,,x),1} — 0
& dp(dy,,0x) = 0
Lemf:@ Oy, — dyemT"

o 8(x) — 8(x) em 1. O

Definicao 4.1.5. Seja (X,d) um espago métrico. O suporte de uma medida u € P(X), denotado
por |u

, € 0 menor subconjunto fechado de X medindo 1 por u, ou seja:
| = ﬂ{A € B(X); A éfechadoe u(A) =1}.

Observagdo 4.1.6. Se A C |ul°, entdo u(A) = 0.

Definicao 4.1.7. Sejam X; e X, espacos topoldgicos munidos das respectivas c-algebras de

Borel. Se f: X; — X> € mensuravel, fica definido o push-forward f, da seguinte forma:

f*: ]P(X]) — P(Xz)
u = fe(u).

Aqui, f,(u)(B) := u(f~'(B)) para todo B € B(X>).
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Observagdo 4.1.8. Sejam (X,d) um espago métrico e f : X — X uma fun¢do mensurdavel. Uma

medida u € P(X) é f-invariante se, e somente se, fi(u) = u.

Proposicao 4.1.9. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma fungdo mensuravel. Entdo

uma medida u € P(X) é f-invariante se, e somente se, para qualquer g € L' (X, u):

| g@ulax) = [ (7)) uta).

Prova. Suponha que a igualdade de integrais seja vélida para qualquer g € L'(X,u). Se A €
B(X), considere g := 4. Desse modo:

F0@) =l A) = [ o @tdn) = [ aof(ouldn) = [ xaw)u(an) = ulA).

Reciprocamente, se fi(u) = u, entdo, para qualquer A € B(X):

[ anef)utdx) = [ op1ia ) uldn) = (s~ (4) = ula) = [ xaw)ua

Por linearidade, a igualdade permanece valida trocando %4 por qualquer fungdo simples. Para
uma funcio qualquer g € L' (X, u), basta aplicar o Lema de Olympia (1.2.41) e o Teorema da

Convergéncia Monoétona ([1.2.42) as partes positiva e negativa de g, e conclui-se o resultado:
[ sulan = [ e(s)u(av. s

Lema 4.1.10. Sejam (X,d), (Y,d») espacos métricos e u € P(X). Se f: X — Y é uma funcgdo
mensuravel sobrejetora e g € L! (Y, f.u), entdo, para todo A € B(X):

[ g0V @) = [ g () ().

Prova. Sera provado inicialmente para fungdes caracteristicas g =, com B € B(Y). Nesse

/f<A>XB<y>f*“<dy> = fu(BNFA)) = u(f (BN FA)) = u(f~ (B)NF(F(A)))

= [ A1 4= [, e Nl

Por linearidade, o mesmo € valido para fun¢des elementares. Suponha agora que g seja uma
fungdo integravel ndo negativa. Pelo Lema [1.2.41} existe uma sequéncia crescente (gy)ucn

de fungdes elementares convergindo para g. Logo, a sequéncia (g, o f),en € uma sequéncia
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crescente de fungdes elementares convergindo para go f. Portanto, pelo Teorema[1.2.42}

[ g0 fui@n = lim [ g0 f(vu(d) = lim 1) Fuu(dy)

nree JA n=e Jf1(f(A))

= wu(dy).
Sy 80 )

Para fungdes integrdveis g, o mesmo argumento € aplicado para as partes positiva e negativa,

gteg . O

Proposicao 4.1.11. Sejam (X,d;),(Y,d) espagos métricos. Se f: X — Y é continua, entdo

S« :P(X) — P(Y) é continua na topologia da convergéncia fraca.

Prova. Seja (u,)nen uma sequéncia em P(X) convergindo para u € P(X) na topologia da con-

vergéncia fraca. Assim, para toda fun¢do continua g: Y — R:

L8099 = [ (g0 () 2 [ (g0 niutan L [ g0

Portanto, (fi(un))nen converge para fi(u) na topologia da convergéncia fraca, ou seja, f

é continua. O]

Teorema 4.1.12. (Teorema de Krylov-Bogolubov) Seja (X,d) um espago métrico compacto.

Se f: X — X é uma fungdo continua, entdo existe uma medida f-invariante u € P(X).

Prova. Fixe up € P(X) e considere, para cada n € N, a seguinte medida de probabilidade:

1= 1
o= T () ). @

A compacidade de P(X) garante que a sequéncia (uy),cn possui uma subsequéncia (uy;) jen que

converge na topologia da convergéncia fraca. Seja u:= lim u,;. Pela proposi¢do precedente,
J—reo

Ji(tn;) = fi(u). Além disso, pela linearidade de f, para cada j € N:

nj—1
f*(‘unj) = fu (l’ll Z(f* >:_ Z t+l

J i=

1! 1
= n—JZ (f+) (o) ——u0+ (f*) i (o)
= u»—nl]qur ()" (uo)-

Fazendo j — oo, 0s dois ultimos termos desta expressdao convergem para 0. De fato, se o
termo (f;)" (uo) fosse ilimitado, a expressdo --(f.)" (uo) seria maior do que zero, contradi-
J

zendo o fato da medida limite f, (u) ser de probabilidade.

omo f é continua, a composta go f também é.
2C t posta g o f tamb
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Portanto:
fe(u) = lim fi(un;) = - O
J—roo

4.2 Medida Invariante para Funcoes Multivocas
O objetivo dessa secdo € introduzir quatro definicdes de medida invariante para uma func¢do

multivoca F : X ~ X e, ao final, mostrar que sdo todas equivalentes.

4.2.1 Primeira Definicao

Essa defini¢do € devida a Aubin, Frankowska e Lasota (1991).

Definicao 4.2.1. Sejam (X,d) um espago métrico compacto e F : X ~» X uma fun¢do multivoca

mensurdvel. Uma medida u € P(X) ¢ invariante; por F se:
u(B) <u(F~'(B)) VB € B(X). (4.2)

Lema 4.2.2. Sejam X; e X, conjuntos ndo vazios. Se f : X; — X» € uma funcdo, entdo
1A% = (f~1(A))¢ para todo A C X>.

Prova. Se x € f~1(A°), entdo f(x) € AC, ou seja, f(x) € A. Desse modo, x & f~!(A), ou seja,
x € (f~1(A))¢. Reciprocamente, se x € (f~'(A))¢, entdo x & f~!(A), ou seja, f(x) € A. Assim,
f(x) € A, isto é, x € f1(A°). O

Teorema 4.2.3. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Aplicando a Defini¢éo a0 caso
de fung¢des, € obtido o conceito de medida invariante ja conhecido previamente.

Prova. Seja F = f uma fun¢do na Defini¢do Entio f~!'(B) e f~!(B°) sdo disjuntos.
Aplicando (4.2)) a B e a B¢, conclui-se que:

u(B) <u(f~'(B)) e u(B) <u(f~'(B)) =u((f~(B))).

Portanto, u(f~'(B)) = u(B). O

4.2.2 Segunda Definicao

Para a segunda definicdo, é preciso estabelecer inicialmente o conceito de kernel de Markov.
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Definicao 4.2.4. Sejam (X,d;) e (Xa,d>) espagos métricos compactos. Uma fungdo K : X| —
P(X3), x — Ky, € um kernel de Markov de X a X, se, para cada A € B(X>) fixado, a aplicacdo

x +— Ky(A) € uma fungio a valores reais mensuravel a Borel.
Exemplo 4.2.5. Seja f : X; — X> mensurdvel a Borel e considere a seguinte fungao:

Sf: X — P(Xz)
X — 8f(x)~

Entdo &7 ¢ um kernel de Markov. De fato, fixe A € B(X>), e considere a aplicagdo x —
dr(x)(A) =: Ka(x). Assim, ks : X; — {0,1} C R e, dado um aberto B C R, hd quatro casos a

analisar:
* se BN{0,1} =0, entio x, ' (B) = 0 € B(X);
esel€Be0¢B,entiok, (B)={xe€X; f(x) €A} = f1(A) € B(X));
*se0cBelgB,entiok, (B)={xecX; f(x) €A} = f1(A°) € B(X);
* se {0,1} C B, entdo k' (B) = X; € B(X)).

Em todos os casos, Kgl (B) € B(X1), ou seja, &y é um kernel de Markov, que serd chamado de

kernel de Markov associado a f.

Dado um kernel de Markov x : X; — P(X>), existe uma aplicagdo induzida nos espagos de

medida:
Ky - P(Xl) — P(Xz)

oK),

em que:
%()(B) = [ w(B)u(dx) VB < B(Xo)

Observagdo 4.2.6. A medida k., (1) depende apenas das medidas K, para x € |u|. De fato, como
u(A) =0se A C |ul|° entdo:

Ku(B)uldx) = [ . (B)uld).

|l

/ (B () = /w| o (B) (dx) +

|ul€

Exemplo 4.2.7. Seja f : X; — X> mensuravel a Borel. Se ¥ := &y, entdo k. = f. De fato, para
ueP(X;)eBe B(Xy):

%)) = [ k®un = [ 8ud
B /fl ®) O(x) (B) u(dx) + /( . O (x)(B) u(dx)

_ /1 1u(dx) +0=u(f~(B))
£1(B)
= fu(u)(B).
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Definicao 4.2.8. Sejam (X;,d)), (X2,d>) espagos métricos compactos e F' : X| ~» X, uma fungéo
multivoca. Um kernel de Markov k : X; — IP(X») é suportado por F se:

|Ke| C F(x) Vx €Xj.

Observagdo 4.2.9. Se x é suportado por F e B € B(X») é tal que BNF(x) =0, entdo B C
(F(x)) C [

¢, ou seja, Ky(B) = 0.

Exemplo 4.2.10. Sejam F : X| ~ X, uma fun¢do multivoca fechada e f : X; — X> uma selecdo
de F mensuravel a Borel (que existe pelo Corolério . Entdo & é um kernel de Markov
suportado por F. De fato, fixado x € X;, sabemos que, para cada B € B(X>), & () (B)=1se, ¢
somente se, f(x) € B. Logo:

185 = ﬂ {B € B(Xz); B é fechado e §4(,)(B) = 1}
= ({B € B(X2); B é fechado e f(x) € B}
= {f&)} CF).

Serd agora apresentada a segunda definicdo de medida invariante por fungdes multivocas,
que € devida a Miller (1995).

Defini¢ao 4.2.11. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e F' : X ~» X uma fun¢do multivoca
fechada. Uma medida u € IP(X) € invariante, por F se existe um kernel de Markov k: X — P(X)
tal que:

* |Ky| C F(x) para todo x € |u[; e

© p=Ke(p).

Teorema 4.2.12. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Aplicando a Defini¢do 4.2.11| ao

caso de fungdes continuas, € obtido o conceito de medida invariante ja conhecido previamente.

Prova. Seja F = f uma fungdo continua na Defini¢do 4.2.11] Entdo 8y é o unico kernel de
Markov suportado por f. De fato, se K é um kernel de Markov suportado por f, entdo |K,| =
{f(x)} para cadax € X, ja que f é funcdo. Assim, dado A € B(X):

* se f(x) €A, entdo Ky (A) > K ({f(x)}) = 1 = 8(x)(A);
* se f(x) €A, entdo A C |K,| e, consequentemente, Ky(A) =0 = 87, (A).

Assim, K, = Sf(x) para todo x € X, ou seja, K = 8. Além disso, pelo Exemplo , (8f)s =
f+. Portanto, u = fi(u), ou seja, u é invariante por f no sentido ja conhecido para func¢des

mensuraveis. [
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4.2.3 Terceira Definicao

Definicao 4.2.13. Sejam (X1,d;), (X2,d>) espagos métricos e ujp € P(X; x X»). Para cada
j € {1,2}, a projecdo m; : X; x X, — X induz a chamada medida marginal u; := ®;,(u12), ou
seja:

uj(B) = o (n; ' (Bj)) VBj € B(X)).
Defini¢cao 4.2.14. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e F : X ~» X uma func¢do multivoca

fechada. Uma medida u € IP(X) € invariantes por F se existe uja € P(X x X) tal que:

2| CF e o (ui2) = u=mu(ur2). (4.3)

Teorema 4.2.15. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Aplicando a Definigdo (4.2.14] ao

caso de fung¢des continuas, € obtido o conceito de medida invariante ja conhecido previamente.

Prova. Seja F = f uma funcgdo continua em X, e escreva f = {(x,f(x));x € X} C X x X.
Afirmagado: 7|7 : f = X, (x, f(x)) — x, ¢ um homeomorfismo.

* Injetora: sejam (x, f(x)), (v, f(y)) € f. Se mi(x, f(x)) = m(y, f(y)), entdo x = y. Logo,
(6, f(x)) = (3 S ()-

* Sobrejetora: se x € X, entdo m; (x, f(x)) = x.

* Continua: se (x,, f(x,))nen € uma sequéncia em f convergindo para (x, f(x)) em f, entdo

xp, — xem X, ou seja, Ty (x,, f(x,)) = T (x, f(x)).
* Inversa continua: denote por Grphy a aplicagdo inversa de 71| s:

Grphy: X — XxX
x = (6 f(x).

Considere entao uma sequéncia (x, ),cy em X convergindo para x € X. Sendo f continua,
f(xn) = f(x) e, portanto, Grphs(x,) — Grphy(x).

Afirmagdo: a tnica medida ujy € P(X x X) com suporte em f e satisfazendo 7y, (uj2) = u é
dada por 12 = (Grphy).(u). De fato, observe inicialmente que a medida (Grphy).(u) satisfaz
a igualdade, ja que, para todo B € B(X):

1((Grphy)«(u))(B) = (Grphy)(u)(ny ' (B)) = u(Grph; ' (ny ' (B)))
= p(Grphy ' ({(x.f(x));x € B})) = u(B).

Além disso, note que f C X x X ¢é fechado e (Grphy).(u)(f) = 1. Agora, se B€ B(X xX) é
fechado e (Grphy).(u)(B) = 1, ha dois casos possiveis:

* se BN f =0, entdao GrphJ?1 (B) = 0. Logo, (Grphy).(u)(B) = 0, uma contradi¢ao;
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* se BN f#0,entdao BN f C f é fechado e:

(Grphy)s(u)(BN f) = u({x € X; (x, f(x)) € BN f}) = u(Grph; ' (B)) = 1.

Portanto, o menor fechado com medida 1 por (Grphy).(u) estd contido em f. Desse modo,

|(Grphy)«(u)| C f, ou seja, (Grphy).(u) satisfaz as condigdes.

Suponha agora que p1, € P(X) seja uma medida com suporte em f e tal que Ty, (uj2) = u.
Seja B € B(X).

* Se BN f =0, entdo u12(B) = 0 = (Grphy)+(u)(B).

* Se BN f # 0, entdo:

(Grphs)«(u)(B) = u(Grphy'(B)) =u(Grph;' (BN f))
= p(m(BNf)) =T (u2) (T (BNf))

— (BN ) DB ) = (B).

A afirmacdo estd provada. Observe ainda que 7o o Grphy = f.

Por fim, resta provar que f,(u) = u. Se B € B(X), como |uj2| C f, entdo:

u(f~(B)) = u(mi(Grphs(f~'(B)))) = miu(u2) (i (Grphs(f ' (B))))
= ylz(nl (m1(Grphy(f~ 1)) = p12(Grphy(f~ '(B)))
i p2(my ! (2 (Grphy(f71(B))))) = mau(ui2) (ma(Grphys (£ (B))))

u(ma(Grphy(f~'(B)))) = u(f(f~'(B))) < u(B).

Aplicando essa desigualdade para B¢, conclui-se que:
u(f~1(BY)) < u(B).
Como f~1(B°) = (f~1(B))¢ e u(X) = 1, entio:
L—u(f(B)) < 1—u(B).

Portanto, u(B) < u(f~'(B)). ou seja, u(B) = u(f ' (B)). =

3Como  |upp| C f. entdo up(ny'(m(B N ) = wa({(x,y): (xf(x) € B,y € X} N f) =
u2({(x, f(x)); (x, f(x)) € B}) = u2(BN f).
4Como |uia| C £, entdo, para A C f, ua (15 ' (Ma(A))) = ua({(x,y): (x, f(x)) €A,y €X}N ) = 2 (A).
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4.2.4 Quarta Definicao

Notacdes: Seja X um espaco topoldgico. Sera utilizada a notagdo X% := [],.; X. Nesse caso,

X% é chamado de espaco das sequéncias bi-infinitas em X, e seus elementos sdo da forma:

E=(...,6 2,6 1,80,E1,E,...) € XZ.

Denota-se ainda por Ty a seguinte projecao:

n: X2 - X

& — &
Observagdo 4.2.16. Se X é compacto, entio X~ é também compacto pelo Teorema

Definicao 4.2.17. Seja (X, d) um espago métrico compacto. O homeomorfismo shift é definido

da seguinte forma:
s Xz — XZ

E=Gnez = (Eut1)nez-

Proposicao 4.2.18. A func¢do s da defini¢@o anterior € de fato um homeomorfismo.

Prova.

¢ Injetora: se (&y41)nez = Mut1)nez, €ntdo &, 1 = My41 para todo n € Z. Logo, &, =1,
para todo n € Z, ou seja, (§,) ez = (Mn)nez.-

* Sobrejetora: seja & = (&,)nez € XZ. Se 1 := (E,_1)nez, entio & = s(1). Logo:

sh Xz — X7

E.v:<§n)n€Z = (gnfl)nEZ-

* Continua: sera utilizada a Proposicao m Seja (€;) jeny uma sequéncia em X Z sendo
&; = (&h)nez para cada j € N, e sejan € X%, = (Ny)nez, de modo que &; — 1. Entdo
& — M, para cada n € Z. Em particular, & | — 1,11 para todo n € Z. Consequente-

mente, s(&;) — s(n).
* Inversa continua: segue de modo andlogo ao item anterior. [

Definicao 4.2.19. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e F : X ~» X uma fun¢ao multivoca
fechada. O espaco das trajetorias determinado por F, denotado por Xr, é definido da seguinte

forma:
Xp = {& eXx? € F(&,) Vne Z} )

Proposicao 4.2.20. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e F : X ~» X uma fun¢io multivoca

fechada. Entdo X € fechado e s-invariante.
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Prova. Seja (§;) jen uma sequéncia convergente em X, sendo &; = (&ﬁ')nez para cada j € N.
Considere | = (M, )nez 0 limite dessa sequéncia. Fixado n € Z, €/ | € F(}) para todo j € N,

ou seja, (E,fl ey é’;{,) € F. Fazendo j — oo, como F € fechada, conclui-se que:
Portanto, N € XF. OJ

Observagdo 4.2.21. Como consequéncia da ultima proposicao, s|x, : X — Xr é um homeo-

morfismo, que serd denotado por sf.

Defini¢ao 4.2.22. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e F : X ~» X uma fun¢do multivoca
fechada. Uma medida v € P(X?) é uma medida de trajetoria se |v| C Xp. Essa medida v é ainda
chamada de medida de trajetoria invariante se € invariante por s (ou, equivalentemente, se € in-

variante por sy vista como uma medida em Xr).

Defini¢cao 4.2.23. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e F : X ~» X uma fun¢do multivoca
fechada. Uma medida u € P(X) é invariantes por F se existe uma medida de trajetoria invari-
ante cuja “projecdo” via T, resulta em u. Em outras palavras, se existe v € P(X?%) de modo que

V| C XF, s+(V) =V em(V) =p.

Teorema 4.2.24. Seja (X,d) um espago métrico compacto. Aplicando a Defini¢cdo 4.2.23| a0

caso de homeomorfismos, é obtido o conceito de medida invariante ja conhecido previamente.

Prova. Seja F = f um homeomorfismo em X. Assim:

Xp = {@nez € X% By = £&) } = {(F"@)nezix € X},

Entdo 7 := 7o Xy € um homeomorfismo de X em X. De fato:

* Injetora: sejam (f"(x))nez, (f"(¥))nez € Xp, com Tp((f"(x))nez) = Tf((f"(¥))nez)-
Entdo x = y e, portanto, f"(x) = f"*(y) para todo n € Z. Assim, (f"(x))nez = (f"(¥))nez-

* Sobrejetora: se x € X, entdo T ((f"(x))nez) = x e (f"(x))nez € Xy. Além disso:

Xy - X @)
x = (f"(x))nez-
* Continua: para cada j € N, fixe x; € X, e considere o elemento &; := (f"(x;))nez € Xy
Suponha que a sequéncia (§) jen convirja para § € X, sendo § = (f"(x)),ez para algum
x € X. Pela Proposicao[1.1.3] f"(x;) — f"(x) para todo n € Z. Em particular, x; — x, ou
seja, T7(E;) — 17 ().
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* Inversa continua: sejam (x;) jcy uma sequéncia em X convergindo para x € X. Como f é
homeomorfismo, entdo f"(x;) — f"(x) para todo n € Z. Por (4.4) e pela Proposicdo|1.1.3]|

w () = (x).
Além disso, f =Trosy th]TI. De fato, se x € X entao:
np(sp(m ! (0)) = T (s (" (0)nez)) = T (S ())nez) = £ ().

Finalmente, se B € B(X), entdo:

u(f~'(B))
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~
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~
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4.2.5 Equivaléncia entre as definicoes

Definicao 4.2.25. Sejam (Q, G,u) um espaco de probabilidade e (X,d) um espago métrico.
Considere uma fun¢io f : Q — X mensurdvel de G a B(X) e uma c-dlgebra ¥ C G. Uma
fungdo Q : Q x B(X) — [0,00) é uma distribuicdo condicional regular se valem as seguintes

condicoes:
* para B € B(X) fixado, a fun¢do z — Q(z,B) ¢ F-mensuravel;
* para z € Q fixado, a fung¢do B — Q(z,B) € uma medida de probabilidade em (X, B(X));

* para quaisquer B€ B(X)eE € F:

/E 0(z, B)u(dz) = u(f " (B) N E).

Teorema 4.2.26. Sejam (Q, G,u) um espago de probabilidade e (X, d) um espago métrico com-
pleto e separdvel. Considere uma funco f : Q — X mensurdvel de G a B(X) e uma c-dlgebra

F C G. Entdo existe uma distribui¢do condicional regular Q como na defini¢do anterior.

Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Teorema 1.3.3 em (Gikhman e Skorokhod,
1974, [12]). [

SPois |v| C X;.
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Teorema 4.2.27. Sejam X1, X» espacos topoldgicos finitos e F : X ~» X» uma funcao multivoca
fechada e com valores ndo vazios. Para cada j € {1,2}, considere uma medida u; € P(X;).
Entdo existe ujp € P(X; x X;) suportada por F e com medidas marginais g e u se, e somente
se, para todo B € B(X;), u2(B) < w1 (F~'(B)).

Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Teorema 2.1 em (Miller e Akin, 1999, [15]).
Note que, pelo Teoremal|l.5.8] F é mensurdvel e, portanto, faz sentido medir o conjunto F ~!(B).
O

Lema 4.2.28. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Considere uma relagio de equivaléncia
E em X de modo que E € B(X x X) e o didmetro de cada classe de equivaléncia E(x) ndo
excede um certo € > 0. Se up,ur € P(X) sdo tais que (Tg )+« (u1) = (7))« (u2) em P(X /E), entdo
dpr(u1,u2) < 2e.

Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Lema 2.2 em (Miller e Akin, 1999, [13]).
Estd sendo considerada, em X /E, a topologia quociente apresentada na Defini¢ao O

Teorema 4.2.29. Sejam (X,d;), (X2,d>) espagos métricos compactos e F : X| ~ X, uma
funcdo multivoca fechada e com valores ndo vazios. Se u; € P(X)) e up € P(X), entdo as

seguintes condicoes sao equivalentes:
(a) paratodo As € B(Xy), u2(A2) < u1(F~'(A2));

(b) existe uma fungdo x : X; — P(X3), x — K, de modo que, para todo A, € B(X3), a funcdo

x — Ky(A2) é mensurdvel a Borel em X; e, além disso:

1(As) = / Ke(A2) i (dx) e ki C F(x) V€ |uil; 4.5)

X1

(c) existe uma medida ujp € P(X; x X») de modo que T4 (u12) = uy, Tk (p12) =z € |u2| C F.

Prova. Observe inicialmente que, pelo Teorema [I.5.8] F ¢ mensuravel e, portanto, faz sentido
medir o conjunto F~1(A) se A; € B(X>).

(b) = (c) Seja x a funcdo do item (b). Considere a dlgebra A4 formada por conjuntos disjuntos
da forma A; X Ay, em que A| € B(X)) e Ay € B(X3). Entdo 6(A4) = B(X; x X»). Para
A1 X Ay € 4, defina:

(A X As) == /A Ke(A2) (). 4.6)

Seja entdo u; a extensdo de fij» em B(X; x X;) dada pelo Teorema|l1.2.19| Desse modo,
U2 € P(X1 x Xz). Logo, se A} € B(X)) e Ay € B(X»), entdo:

T (u12) (A1) = wia(A ><X2)=/ Ke(Xo) p1 (dx) = 1 (Ar);

Ay

Ra)(A2) = maXi xA2) = [ u(A2)an(dx) = o).
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(c) = (b)

Resta mostrar que |uj2| C F. Fixe A| X A € A e observe o seguinte:

| e ma(@dy) = wa(Arxds) = [ k(42 (d)
X1 xXo

Ay

= /X1 </XZXA1><A2()C7)’) Kx(dy)) 1 (dx).

Se A € B(X; x X»), essa igualdade é também valida para (4 usando a férmula que define
a medida de extensdo no Teorema De fato:

p12(A 1nf{z (A7 x A7), AT xAL € 4,A C UATXA%}
=1 neN

= inf{/ ( X (arxay) xy)Kx(dy)>y1(dx);A’1’><AgGﬂl,AC UA'I’XAE’}

X2 IIEN neN

= [ (et )ma,

Por linearidade, a igualdade acima vale também trocando a funcao caracteristica por qual-
quer fungdo simples. Assim, se u : X; X X» — R € integrdvel e limitada, € possivel, pelo

Lema |1.2.41} aproximar u por uma sequéncia de fun¢des simples (%, ),cn, € conclui-se,

pelo Teorema|1.2.49

| uey)may) = lim [ () ma(d.y)
X1 xXo

n—reo X1 xXo

= lim (thn(x,y)Kx(dy))m(dX)

n—eo Jx,

— /X | ( lim f,(x,y) Kx(dy)) p1(dx)

X n—yoo

_ /X | ( /X 2 u(x,y) Kx(dy)) w1 (dx). 4.7)

Para concluir que |uj2| C F, basta provar que, se A € B(X; x Xp) é tal que ANF = 0,
entdo ujp(A) = 0. Seja, pois, A € B(X) x X;) tal que ANF = 0, e considere u = Y4. Pela
equacao (4.7):

pi2(A) = /Xlxxz)CA(x,y)#lz(d(x,y)) :/Xl </XZXA(x7y)Kx(dy)> i
— /y1| ( ‘KX‘XA(X,y) Kx(dy)> 11 (dx) [ CF ()

Sendo X; x X» compacto pelo Teorema [1.1.4] € separavel e completo. Considere a se-

0.

guinte c-dlgebra em X; x X5:

F = {n;"(A1); A1 € B(X)}.
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Entdo F C B := B(X; x X») e, pelo Teorema (com Q=X =X; xXa, G =B,
u= 2, f =Idx, xx,), existe uma distribuicao condicional regular Q: (X; x X2) x B — R.

Assim, Q satisfaz as seguintes propriedades:

(i) para B € B fixado, a fungdo (x,y) — Q((x,y),B) é F-mensurdvel;

(ii) para (x,y) € X1 x X fixado, a fun¢do B — Q((x,y),B) ¢ uma medida de probabili-
dade em (X; x X, B);

(iii) para quaisquer B€ Be E € ¥
/EQ((X;y),B)le(d(x»)’))Zﬂlz(BﬂE)-

Considere entdo o seguinte kernel de Markov em X x X5:

K: X1 xXp, — P(X1><X2)
(x,y) = f((x,y) I:Q<(X,y),')-

Serdo utilizados o item (iii) € um procedimento andlogo ao que foi feito para obter (4.7)).

Assim, se u : X; X X — R é integrdvel e limitada e A € B(X), entdo:

| ey maay) = [ ( | utzw ax,y)(d(z,w)))m(d(x,y)). (43)
A1 xXo ArxXy \J/X1xXp
Fixe yg € X, e defina a seguinte fung¢do:

K: X1 — P(Xz)
X = ﬁxiznz*(f((x’yo)).

Agora, para cada A] x Ap € S, escolhendo u = Yx, x4, em @.8)), como m.(u12) = i,
segue do Lema4.1.10|que:

uia(Ar xA2) = [ &) m (@)

Aq

Fazendo A| = X1, como Ty, (u12) = up, conclui-se que, para cada Ay € B(X>):

pa(A2) = oy (A2)) = [ &lda)pn (). 4.9)

Seré agora construido um conjunto N € B(X;), com u;(N) = 0, de modo que, se x € N¢,
entdo |Ky| C F(x). Ora, se U; x Uy é um aberto em X; x X e (U; x Uy) NF = 0, como
lu12| C F, entdo ujp(Uy x Uz) = 0. Assim, por (4.9), k,(Uz) = 0 u1-q.t.p. x € U;. Logo,
w1 ({x € Uy; %¢(Uz2) = 0}) = 1, o que implica:

u (U U{x € U;k(Uz) > 0}) =0. (4.10)
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Sejam E| := {U); n € N} e E; := {U?; n € N} bases enumerdveis para X e X3, e defina:

E:=|J{UlxU% U} € B\, U} € Es, (Ul xU)NF =0}
neN

Observe que E cobre o aberto F¢. Ademais, considere os seguintes borelianos:

Vi == ({U)€E;U, xU;€E};
neN

V, == | J{Us €Ex U, xU; €E}.
neN

O conjunto N fica definido da seguinte forma:
N:=VfU{x €U Ul xU? € E, %(U?) > 0,n € N}.

Assim: -

mN)= Y (U u{xeul k) >0} .

Ul QZ%EE

Além disso, se x € N¢, entdo, paratodo n € N tal que U} x U? € E, x € (U} e %, (U?) =0.
Logo, se Ay € B(X) é tal que Ay N F(x) = 0, entdo A, C Uy, ou seja, hda N C N de modo
que A2 C U,y U?eU)! xU? € E paratodo n € N. Assim, x € (U!)¢ paracadan c Ne,
consequentemente, Ry(A2) < ¥, 5 Ke(U2) = 0. Logo, || C F(x) sempre que x € N°.
Agora, como |u12| C F, entdo |u| = [Ty (u12)| C 71 (F) = Dom(F) = X;. Pelo Lemal[l.5.11]
ha uma selecdao de F mensurével, f : X; — X,. Defina K, por:

o Sf(x), sex € NN |,
a Ky, sex€ (NNur|)e.

Para provar que X, satisfaz as condi¢des em (4.3), fixe x € |u;| e Ay € B(Xy) tais que
A2 NF(x) =0. Se x € N, entdo Ky(A2) = 85 (A2) =0, ou seja, || C F(x). Agora, se
x € N¢, entdo |[Ky| = |Ky| C F(x). Portanto, |k,| C F(x) para todo x € |u|.

Por fim, como u; (N) = 0, entdo:

/X A () = /N L drm@) [ &)@
= 0+ Re(A2) 1 (dx)
NeUlur [
= /lfcx(Az),ul(dx)—i— Ky(A2) p (dx)
N¢ | |€
— /N Re(A2)p (dx) = /X 1 Ke(A2) i (dx)
@ ‘LQ(AQ).
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(c) = (a) Seja A, € B(X;). Serd provado inicialmente que:
(X1 xA2)NF C F~1(As) x Xo. 4.11)
Se (x,y) € (X; xA2)NF,entdo y € F(x)NA,. Assim, F(x)NA, #0ex € F~!(A,). Logo,
(x,y) € F~1(A;) x X5, 0 que prova (@#.IT)). Como ja mencionado previamente, F~!(A,) é
mensurdvel. Finalmente:
CF
i(A2) = pn(XixAz) "E (% < 42) N F)
EID _ _
< p(F N (A2) x Xo) = m (F~! (42)).
(a) = (c) Fixe € > 0, e cubra cada X por finitas bolas B{ (x{,£/3), ...,B (xf;(j),s/S). Defina:

n(j)

B]:=B](x],¢/3); U{:=B], UJ:=BJ\B], ..., U

i\ g
()= Buy \Ve=t Bie

Logo, UZ(:Q U,g =Xje U,g N Ulj =0 se k # [. Tem-se assim uma particdo finita de X,
que define uma relacao de equivaléncia finita E; tal que o didmetro de cada classe de
equivaléncia ndo excede €. Se x € X}, seja E;(x) a classe de equivaléncia de x. Considere

ainda a projecao natural:

TCEjl

X]' — Xj/Ej
X Ej(x).

Defina agora E := E| X E; em X X X3 da seguinte forma:
E(x,y) := E|(x) X E2(y).
A projecao aqui € dada por:
g (x,y) == {(%9): X € E1(x), § € E2(y)} = Tg, (x) X g, ().

Considere o espago quociente com a topologia apresentada na Definigdo [I.1.6] Defina

ainda a seguinte fun¢ao multivoca Fr em (X;/E1) X (X2 /E>):
Fr = (ﬂiEl X TCE2>(F).
Desse modo:

(E1(x),E2(y)) € Fe & (E1(x),E2(y)) € (g, X g, ) (F)

& (E\(x) xEx(y))NF #0 (4.12)
< F(E(x))NEx(y) #0
& E(x)NF(Ea(y)) #0. (4.13)
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Considere agora, para cada j € {1,2}, a seguinte medida v; em P(X;/E;):

vji= (Tg) (1))-

Seja ainda w : X1 /E; x Xp /E» — X| X X, uma secdo adaptada para F, ou seja, um fungéo
satisfazendo:
(E1(x),E2(y)) € Fg = w(E(x),E2(x)) € F.

Observe que a existéncia de w € garantida por (4.12). Afirmagdo: se B, C X»/E», entdo:

(me,) " (Fp ' (B2)) = E1(F~ ' ((mg,) ™' (B2)))-
De fato, se x € (ng, )~ (F5 ' (B2)), entdio:

E(x) € F; '(By)

Fi(E1(x)) By # 0

Jy € Xo; Ex(y) € Fe(E1(x)) N By

Iy € Xo; (E1(x),E2(y)) € Fe e Ex(y) € By

3y € (ng,) " (B2); Ex(x)NF ' (Ea(y)) # 0
dy € (JIEZ)*I(BQ) e 31X € E(x) OF’I(Ez(y)).

x € (ng,)” (Fg '(B))

¢t e ¢ ¢t

Logo, E>(y) C (mg,) "' (Ba) e, consequentemente, ¥ € E1(x) NF~!((ng,) ' (By). Assim,
€ E| (%) CE1(F'((rg,) "' (B2)). Como E| (x) = E| (%), entdox € E\ (F ! ((rng,) "1 (By)).

Por outro lado, seja x € E;(F~'((ng,) "' (B>))). Entio existe ¥ € F~'((ng,) ! (B2)) de
modo que x € E|(%). Logo, F(%) N (ng,) ! (B2) # 0, o que garante a existéncia de § €
F(%)N (ng,)"1(By). Assim, Ex(§) € B,. Como (%,¥) € F, entdo (E;(%),E2(¥)) € Fg.
Desse modo, € (ng,) "' (Fz ' (B2)) e, como Ej (x) = E; (%), entdo x € (ng,) "' (F; ' (By)).

Conclui-se assim a afirmago, ou seja, se By C X, /Ej>, entao:
(ne,) " (Fg ' (B2)) = E1(F ' ((me,) ™' (B2))) D F ' ((me,) ™' (B2)). (4.14)

Portanto, se B, € B(X,/E,), entdo:

Vva(Ba) = m((ng,) '(B) <m(F~'((ng,) " (B2)))
@.14)

< w(me) " (F (B2) = vi(Fg ' (B)).

Pelo Teorema [4.2.27| aplicado a Fg, existe vi2 € P((X;/E1) x (X2/E>)) de modo que
1+ (V12) = V1, T« (V12) = V2 € |Vi2| C Fg. Considere entio a medida finita e := w.(V12)
em X; X X». Como w é uma sec¢ao adaptada de F e v, é suportada por Fg, entdo |ug| =
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lwi(Vi2)| Cw(Fg) C F.
Além disso, para cada j € {1,2}:

TCEI XTE,

2 Tj
X1 xXp — Xl/E1><X2/E2 — Xj/Ej
(Xl,XQ) — (E1 (xl),Ez(xz)) — Ej(xj).

Consequentemente:
TCjO(TIZElXJ'CEZ):TCEJ.OTCjixl><X2—>Xj/Ej. 4.15)

Ademais, (Tg, X g, ) ow = Idp,. De fato, se (E(x),E2(y)) € Fg, entdao w(E; (x),E2(y)) =
(%,5) € F,com % € E{(x) e y € Ex(y). Desse modo, Tg, X Tg, (%,7) = (E1(%),E2(5))
(E1(x),E>(y)). Disso tudo decorre que:

(e, ) (7)) (tle) = (Tijonj)*(W*(Vlz))(njo(ﬂElanz))*(W*(Vlz))

= (1)«((Tg, X Tg,) ow)s(Vi2) = (7))« (V12)

= V= (ng,)«(u;)-

Pelo Lema[4.2.28t
dpr (7))« (pe), 1) < 2e. (4.16)

Sendo P(X; x X») compacto, hd ao menos um ponto de acumula¢do para o conjunto
{ue; € > 0}. Fixe uj2 como sendo um tal ponto de acumulagdo. Como cada e € suportada
por F, entdo |uj2| C F. Por fim, de (4.16), conclui-se que 7. (u12) = u; para j € {1,2}.
O]

Observagdo 4.2.30. Para o proximo teorema, € necessdrio estabelecer as seguintes notagoes.
Sejam T um conjunto ndo vazio e (€, ), t € T, espagos mensuraveis. Para cada subconjunto
nao vazio A C T, Q4 denota o produto dos espacos €, t € A, munido da ¢-dlgebra produto,
denotada por 4. Serd utilizado também o conceito de classe de aproximagdo compacta intro-
duzido no Teorema

Teorema 4.2.31. (Teorema de Kolmogorov) Seja T um conjunto nio vazio. Para cada ¢ €
T, seja (£y,d;) um espaco métrico completo e separdvel munido de sua G-dlgebra de Borel.
Suponha que, para todo subconjunto finito A C 7', exista uma medida de probabilidade up em

(Qa, B(25)) de modo que a seguinte condi¢do de compatibilidade seja satisfeita:

se A1 C Ao, entdo a imagem da medida up, pelo push-forward da proje¢ao natural

de Qy, a Q,, coincide com py, .

Entdo ha uma medida de probabilidade u no espago produto ([T;c7 Q:, ®,cr B(€)) de sorte
que a imagem de u pelo push-forward da projecdo natural de [[,c7 €; a Q4 coincide com up

para cada subconjunto finito A C T'.
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Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Corolario 7.7.2 em (Bogachev, 2007, [4]).
[

Teorema 4.2.32. Sejam (X, d) um espaco métrico compacto e F : X ~» X uma fungio multivoca

fechada. Se u € P(X), entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
* u é invariante; por F (ver Defini¢ao §.2.1);
* u é invariante, por F (ver Defini¢ao {.2.T1));
* u é invariantez por F (ver Defini¢do[d.2.14);

* u é invarianteq por F (ver Definicdo4.2.23)).

Desse modo, uma medida u € P(X) serd chamada invariante por F se qualquer das condigdes
acima for satisfeita. Além disso, o subconjunto Pr(X) das medidas invariantes por F é convexo
e compacto em P(X). Tal conjunto é ainda ndo vazio se, e somente se, Xr é ndo vazio, o que

acontece se, e somente se, To(Xr) € ndo vazio. Em geral, se u € Pr(X), entdo |u| C wo(XF).
Prova. As equivaléncias invariante| < invariante; < invariantes seguem do Teorema[.2.29

« invariantes = invariantes: para & = (&,)ncz € X%, denote por 7t; : X2 — X a projegio
dada por 7t;(§) = &, para cada j € Z. Denote também por 7p; : X% — X x X a projecdo
dada por 7101 (§) = (€0,&1). Jd para (x1,x2) € X X X, sejam T; e T, as proje¢des candnicas
ja conhecidas, 7ty (x1,x2) = x1, T (x1,X2) = x2. Defina uj; € P(X x X) por:

p12 = (7001 (V).

Pela defini¢do de Xr, o aberto 7[511 (F°) é disjunto de Xp. Como |v| C XF, segue que
u12(F¢) =0, ou seja, |uj2| C F. Além disso:

(1)« (12) = (71)(7101) (V) = (01 07001 (V)
— (m)(v) =p
= (70)+(sF)«(V) = (0 0 5F )« (V)
= (m)(v) = (M2 0701)+(V)
= (M2)«(701)+(V) = (M2) (t112)-
* invariante, = invariante4: para cadan € N, seja X" := ?:1 X. Seré construida indutiva-

mente uma sequéncia de medidas (i, ),cn, em que y, € X" para cadan € N. Seja u; :=p,
e defina uy € P(X?) seguindo a medida uj, em (@.6), ou seja:

,le(Al ><A2) ::/A kx(Az),ul(dx).
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Defina ! := %, F; := F. Fixado n € N, suponha que estejam definidos, para cada j €
{1,...,n}, ¥/ =1, Fj_; e uj como segue. O kernel de Markov ¥/~ é o seguinte:

/-t x/=1 — P(X)
X= (X1, Xj21) = Ky () = Ky -

A fungao multivoca Fj_ : X/~ - X é dada por Fi_1(x1,...,xj—1) = F(xj—1). A medida
u; € P(X/) é dada por:

(A x---xAj)z/ KN A -1 (dx) VA x---xA; € BXY).
A1><~~-><Aj_]
Observe que, fixado A € B(X), se I € B(R), entdo:

(6 ) (1) = X7 x (i, (4) ™ (1) € B,

Logo, K{E] (A) é mensuravel. Agora, como u = K, (u), entdo:

u(a) = [ R Auga(dx) VA€ B).

Ademais, se x € |u;|, entdo x; = T;(x) € |u|. De fato, se A=A x -+~ xAj_1 xA; € B(X/)

étal que Aj C |u|°, entdo:
uj(A) = / K (A)) j1 (dx) = 0.
Ay X XAj-1
Desse modo, ]K){*l] = [Ky,_,| C F(xj—1) = Fj—1(x) para todo x € |u;_1].
Para definir u,1, considere o seguinte kernel de Markov:

K : X" — P(X)

X= (X100 05%0) > Ky, () = Ky,

Defina ainda a seguinte fun¢dao multivoca F;, : X" — X:
Fn(xl7' .- 7xn) = F()Cn)
De modo anélogo ao que foi feito acima, conclui-se que || C F,(x) e, além disso:

() = [ KA m(dx) YA€ BX)

Assim, foi provada a validade do item (b) no Teorema 4.2.29, com X; = X" e X, = X.

Portanto, € possivel utilizar novamente a equagdo (4.6) para definir a medida y, | €
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P(X"*+!) da seguinte forma:
tn 1 (A X Aps1) = /AKx(A,,H),un(dx) VA € B(X) X - Xy).

Da demonstracdo de (b) = (c) no Teorema 4.2.29} conclui-se que t,(A) = p11(A X X)
para todo A € B(X) X -+ X Xp), u(An+1) = tn+1(X" X Apy1) para todo A,11 € B(X), e
|.un+1| C Fy.

Desse modo, ficou construida a sequéncia (u, ),eny em P(X"). Serd provada a condigio de
compatibilidade para esta sequéncia a fim de aplicar o Teorema de Kolmogorov (#.2.3T).
Sejam n,m € N com n < m, e considere a proje¢do natural T, : X" — X". Serd provado

que (T )« (tm) = tn- Seja A € B(X; x -+ x X,). Se l € N é tal que m = n+1, entdo:
(A X X') = (A X X)X X) = p 1 (A X XIT) = o0 = pa(4).

De modo inteiramente andlogo, € feita toda a construgdo para os inteiros negativos. Pelo
Teorema de Kolmogorov , segue a existéncia de uma medida v € ]P’(XZ) cuja
imagem pelo push-forward da projecio natural de X% a X" coincide com g, para todo
n € Z. A partir da construgdo, é imediato que s, (V) = v. Para provar que |v| C XF, observe
que uy(X?\ F) = 0. Ademais, se Thntl - X% — X x X é dada por Tonnt1(8) == (&n,&nr1)
para cada n € Z, entdo X2\ Xr = U,z ﬂ;}lH(Xz \ F). Logo, v(X%\ Xr) = 0, ou seja,
V| C XF.

Agora serd provado que Pr(X) é convexo e compacto. Note que Pr(X) = (79)«(Ps, (XF)).
Pela Proposicao X é compacto e sp invariante. Assim, P(XF) é compacto na topologia
da convergéncia fraca. Afirmacao: Py, (Xr) é também compacto. De fato, seja (V,),en uma
sequéncia em Py, (XF) convergindo para v € P(Xr) na topologia da convergéncia fraca. Assim,
se A C Xr € aberto, entdo:

(57« (V)(A) = V(57" (4) "= lim v (57" (4)) = lim v, (4) "= v(

n—yoo n—oo A).

Isso prova que (sr)«(V) coincide com v nos elementos da topologia de Xr. Consequente-
mente, essas medidas coincidem em B(XF), ou seja, v € Py, (Xr), 0 que conclui a afirmagao.
Como (7tp) € continua pela Proposicao entdo Pr(X) é compacto. Além disso, é imedi-
ato que PPy, (Xr) € convexo e, portanto, Pr(X) é convexo.

Por fim, se Pr(X) # 0, entdo P(XF) # 0, ou seja, Xp # 0 e mp(Xr) # 0. Reciprocamente,
se To(Xr) # 0, entdo Xg # 0. Pelo Teorema de Krylov-Bogolubov (4.1.12)), conclui-se que
Ps, (XF) # 0 e, portanto, Pr(X) # 0. N
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4.2.6 Teorema Ergédico

Definicao 4.2.33. Seja E um conjunto convexo e ndo vazio. Um elemento x € E é um ponto
extremo se a igualdade x = tx; + (1 —1)xp, comxj,x, € Eet € (0,1), implica x; = x; = x. Em

outras palavras, se x estd no meio de algum segmento, entao este segmento liga x a ele préprio.

Lema 4.2.34. Sejam (X,d) um espaco métrico, f : X — X uma fung¢do continua e u € P(X)

uma medida f-invariante. Se u ¢ um ponto extremo de IPy(X), entdo u é f-ergddica.

Prova. Observe que, pela Proposi¢ao f pode ser vista como uma funcao multivoca fe-
chada, e isso nos permite aplicar o Teoremapara concluir que P¢(X) é convexo.
Suponha que u ndo seja f-ergédica. Existe entio A € B(X) de modo que f~'(A) =A e
u(A) € (0,1). Considere as seguintes medidas em Py (X):

ui(B) := %, w(B) = % VB e B(X).
Desse modo:
p=p(A)ur +p(A ) = u(A)m + (1 — p(A))w.
Isso implica que ¢ ndo ¢ ponto extremo de IP;(X), uma contradic@o. U

Observacdo 4.2.35. A reciproca do lema precedente é também vélida, e sua demonstragao pode

ser encontrada na Proposicao 4.17 em (Rasmussen, 2015, [17]).

Teorema 4.2.36. Sejam (X, d) um espago métrico compacto, F : X ~» X uma fun¢éo multivoca
fechada e u um ponto extremo de Pr(X). Considere o seguinte subconjunto convexo e compacto
de P(XF):

Cy:={v €P(Xr); Vv é sp-invariante e (7). (V) = u}.

Desse modo, se v € C, e g € L'(X, ), entdlo, para v-q.t.p. & € Xp:

n

RS
im - 3, ¢(5)) = [ #o)uta)

n—soo p b=

Prova. Defina g : Xp — R por g({) := g({o) = gomo({). Entdo g € L' (XF,v). Afirmacio:
v é sp-ergddica. De fato, se v =1v; + (1 —1)vp, com 7 € (0,1) e vi,va € Py (XF), entdo
(10)+(V)(B) = (10)«(tv1 + (1 —£)v2)(B) para todo B € B(X). Assim, para cada B € B(X):

uB) = (vi+(1—=1)v2)(my ' (B)) = 1vi(my ' (B)) + (1 —1)va(my ' (B))
= 1(m0)«(V1)(B) + (1 = 1)(m0)«(v2)(B).

Observe agora que, da Defini¢do 4.2.23} u; := (7p)«(V1) e w2 := (7p)«(V2) pertencem a
Pr(X). Assim, a igualdade u =ty + (1 —t)up implica puy = up = y, ja que u é ponto extremo

Departamento de Matematica



Capitulo 4. Medida Invariante para Fun¢des Multivocas 113

de Pr(X). Isso nos garante que Vi, V2 e v coincidem em conjuntos da forma 7, ' (B), com B €
B(X). Sen € Z, entio m, ' (B) = sr(w, ' (B)) para todo B € B(X). Como s é homeomorfismo,

entido s ' (sp(m, ' (B))) = m, ' (B). Sendo v, V| e v, sp-invariantes, segue que:

v(m, ' (B)) = V(sr(m, " (B))) = v(ny " (B)) = vi(my ' (B)) = va(my ' (B))-

Isso implica que v(m,, ! (B)) =vi(m, ' (B)) =va(w, ! (B)) para todo B € B(X). Pela defini¢io
de c-dlgebra produto (1.2.8)), os conjuntos da forma %, ! (B), com B € B(X) e n € Z, geram
B(Xr). Logo, vi = vy =V, provando assim que v é ponto extremo de P, (XF) e, portanto,
sp-ergddica pelo Lemad.2.34

Desse modo, € possivel aplicar o Teorema Ergddico de Birkhoff (1.3.8)). Assim, para v-q.t.p.
EeXp:

1 n—1 1 n—1 .
lim Y g€) = lim Y a:4©) = [ #©v(d)
n j:() n—oon j:0 Xr
2(x) (7). (v) (dx) = /X 2(x) (). 0

7o (XF)
Exemplo 4.2.37. Sejam (Y,d) um espaco métrico completo e G um semifluxo generalizado
¢-dissipativo e assintoticamente compacto. Considere ainda X = 4 o atrator global compacto
(cuja existéncia ¢ garantida pelo Teorema [3.1.18) e F = V;. Como V; : X ~» X ¢ fechada, ¢
possivel aplicar o Teorema Assim, se u € ponto extremo de Py, (X),veC,ege L'(X,u),
entdo para v-q.t.p. § € Xy,:

kﬂnzgé /‘@Mﬂl 4.17)

Observe que &; € V;(&p) para cada j € N. Ou seja, (§;) jey € uma sequéncia sobre trajetdrias de
G e a varidvel n € N é na verdade a varidvel temporal no semigrupo multivoco {V;}. Assim, a
equacgao diz que, dentro do atrator, a média temporal de func¢des integraveis sobre pontos
de trajetdrias converge para a média espacial.

Além disso, fixe N C X como sendo o @-atrator global fechado minimo de G, ou seja, N =

¢ (X) pela Proposigdo(3.3.16, Definindo g := x5, conclui-se de (4.17) que:

= lim — ZXN &)

n—oo ]’l
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Capitulo 5
Sistemas Dinamicos Aleatorios

Nesse dltimo capitulo, é apresentado um breve estudo sobre sistemas dinamicos aleatdrios,
com o intuito de apresentar os conceitos de invariancia e ergodicidade para este caso. Ao final,

apresenta-se uma outra versao de teorema ergodico.

5.1 Variaveis Aleatorias

Definicao 5.1.1. Sejam (X, F,u) um espago de probabilidade e (Y, G) um espaco mensuravel.
Uma fun¢do mensurdvel 4 : X — Y € chamada de varidvel aleatoria com valores em Y. Se

(Y,G) = (R,B(R)), entdo h é chamada apenas de varidvel aleatoria.
Definicao 5.1.2. Sejam (X, ¥, u) um espaco de probabilidade e (Y, G) um espago mensuravel.

* Se h: X — Y € uma varidvel aleatoria com valores em Y, a distribuicdo de h € definida

como sendo a medida de probabilidade push-forward h.(u) em G.

* Seja {hy; o € I'} uma familia de varidveis aleatérias com valores em Y. Essa familia é

identicamente distribuida se (hq)« (1) = (hg)«(u) para quaisquer o, € T.

Defini¢ao 5.1.3. Sejam (X, ¥ ,u) um espago de probabilidade e {Ay; o € '} uma familia de
conjuntos mensurdveis em . Essa familia é independente se, para qualquer I" C T finito, a
seguinte igualdade € valida:

p ( N A(x) =[] u(Aw).

ocl” acl”

Defini¢ao 5.1.4. Sejam (X, ¥ ,u) um espago de probabilidade e {4y; o € I'} uma familia de
subconjuntos da c-dlgebra ¥, ou seja, uma familia de subfamilias de . Essa familia € inde-
pendente se, para todo I C I finito e qualquer escolha Ao, € Ay, o € I, a seguinte igualdade é
valida:

u ( N Aoc) =[] u(Aw).

oel” oel”
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Definicao 5.1.5. Sejam X um conjunto ndo vazio, (¥, G) um espago mensuravele h: X — Y
uma fungdo. O conjunto 2~ (G) := {h~!(E); E € G} é a menor c-dlgebra com respeito a qual
h é mensurdvel. Entdo 6(h) := h~'(G) é a 6-dlgebra em X gerada por h.

Agora, se ' = {(Yo, Go); & € I'} € uma familia de espagos mensuraveis e C := {hq; 0 € '} é
uma familia de varidveis aleatdrias tal que /g tem valores em Yy, para cada o € I', a 6-dlgebra

gerada pela familia C fica definida da seguinte forma:

o(hg,0eTl) =0 (U G(hoc)) =0 (U h&l(ga)> :
acl’ acl’
Definicao 5.1.6. Sejam (X, F,u) um espago de probabilidade, {(Yy, Go); & € I'} uma familia
de espacos mensuraveis e {hy; ot € I'} uma familia de varidveis aleatérias tal que iy, tem valores

em Yy, paracada o € I'. A familia {hq; o € T'} € independente se {G(h); o € T'} é independente.

5.2 Sistemas Dinamicos Aleatorios

Definicao 5.2.1. Sejam (X,d,) e (A,da) espagos métricos compactos. Considere ainda uma
medida ¥ € P(A) e uma fungdo continua f : X X A — X, para qual serdo utilizadas as notagdes
F(A) = fu(x) = f(x,A). Assim, (f,X,A,y) é um sistema dindmico aleatério com espago de

fase X e espago de parimetros aleatorios (A, ).

Observacdo 5.2.2. Durante todo o capitulo, ao referir-se a um sistema dinamico aleatdrio

(f,X,A,7), estardao subentendidas as hipdteses da defini¢do precedente.

Definiciio 5.2.3. Seja (f,X,A,Y) um sistema dindmico aleatério. Considere o espago Q := AN
munido da c-4lgebra produto ¥ := @y B(A) e da medida de probabilidade produto p :=
(ver Definicdo |1.2.23)). Considere a seguinte sequéncia de varidveis aleatérias com valores em

A:
M: Q — A

O = O,

VneN S.D

Observacdo 5.2.4. Durante este capitulo, Q serd sempre o espago descrito na defini¢do prece-

dente.

Proposicao 5.2.5. A familia de varidveis aleatérias {A,; n € N} é independente e igualmente

distribuida, com distribuigao Y.

Prova. Para cada n € N, considere a c-dlgebra gerada por A,;:
o(h) = {%, ' (E); E € B(A)}.

Serd provado que a familia {o(A,); n € N} € independente. Para isso, considere N’ C N finito,
N'={ny,...,m}, efixe Ay; € 6(Ay;) paracada j € {1,...,k}. Entdo, para cada j € {1,...,k},
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Ap, = k,jjl (En;) para algum E,; € B(A). Assim:

J

k k
(A, ﬂ n, Ep)=()|Enx []TA| =En x-xEqx [] A
1=l

j=1 leN leN
I#n; l#ny,...,n

Portanto: . .
p (ﬂ Aw) =Y(En,) - V(En) = H]p(An )
j=1 j=

Isso prova que as varidveis aleatérias em questdao sao independentes, restando provar que cada

uma delas tem distribui¢do y. Ora, se n € Ne E € B(A), entdo:

(M)« (P)(E) = p(A(E)) = p [ Ex A | =¥(E). O
leN
I#n

Definicao 5.2.6. O operador shift em € € definido da seguinte forma:

G: Q — Q

O = (0p)nen = (Ons1)nen.

Além disso, a transformagao skew produto € definida da seguinte forma:

T: XXQ — XxQ
(x,0) = (fo(x),0(0)),

em que fq, € como na Defini¢do[5.2.1]

Observagdo 5.2.7. A primeira coordenada da n-ésima iterada t*(x, ®) acima ¢é dada por:

X3 (@) = fo, 00 fu (x). (5.2)
Defina Xj(®) := x. Para (x,0) fixado, a sequéncia (X, (®))uen, é uma orbita do sistema

aleatério (f,X,A,Y).

Proposicao 5.2.8. Sejam (f,X,A,Y) um sistema dindmico aleatério e K : X — P(X), x — Ky,
definida da seguinte forma:

— /A xa(F*(V)¥(dh) VA € B(X). (5.3)

Entao ¥ € um kernel de Markov.
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Prova. Primeiro observe a seguinte igualdade:
Ve A S O) €A = [ ()N =ld) = [ u)kldy). (54
A X

* Fixe x € X. E preciso provar que %, € P(X). E claro que %,(0) = 0. Agora, se {A,;n €

N} € B(X) é uma familia dois a dois disjunta, entdo:

Ky <UAn> = y({xeA;fX(x) c UAn}> :y((fX)l(x) € UAn>
neN neN neN
- v(U (fx)l(An)) - ilv«mlmn)) - iwn»

neN
Além disso, &, (X) = y((f5) " 1(X)) =y(A) = 1.

* Fixe A € B(X) e observe que a fun¢do x — K.(A) coincide com a seguinte fun¢do men-

suravel:

X /A x40 F () Y(dN). O

Observagdo 5.2.9. Pela igualdade (5.4)), aplicando os teoremas de convergéncia para integral,

conclui-se que, para qualquer g : X — R integravel e limitada :

[ s0red) = [ s van). 55)
X A

Observagdo 5.2.10. A partir daqui, o kernel de Markov x serd sempre o definido em (5.3)).

Definicao 5.2.11. Seja (f,X,A,Y) um sistema dindmico aleatério. O operador de transi¢do de
K ¥k :C(X,R) — F(X,R), é definido da seguinte forma:

(<)@= [ s0)ldy) = [ M)YaA) Ve CKR)

Lema 5.2.12. Para cada g € C»(X,R), k(g) é continua em X.

Prova. Se g =0, o resultado é imediato; suponha entdo g £ 0. Parax € X, n € Ne € > 0, defina:

D], (x) = {A € As [g(f (A x)) —8(f(Ay))| <€/2 Vy € B(x,1/n)}.

Observe que @£ (x) = (g(f*)) " (B(g(f(B(x,1/n))),£/2)) é mensurdvel. Se d(x,y) < 1/n,

entao:

( (&)

K(g))(x) — (1(g))(
= ) [b (g(f* () —&(fF (M) v(dh) + (g(f* (X)) —g(f (X)) v(dh)
7 (%) A\DE (x)

< §+2||g|loov(A\<1>i(x))-
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Além disso, dado A € A, pela continuidade de go f;, existe n(e,x,A) € N tal que, se n > n(g,x,\)
e d(x,y) < 1/n, entdo |g(f(A,x)) —g(f(A,y))| < €/2. Isso garante que A € D (x) para todo
n > n(g,x,L). Consequentemente, A C ey P (x). Ainda, como ®%(x) C Pp(x) se j <k,
entdo y(P5(x)) — Y(A) = 1. Existe entdo n(g,x) € N de modo que, se n > n(€,x), entdo:

€

Portanto, se n > n(g,x) e d(x,y) < 1/n, entdo:

|(k(8))(x) — (x(g)) )] <& O

Corolario 5.2.13. A fungdo x: X — P(X), x — K,, é continua com relacdo a topologia da

convergéncia fraca em P(X).

Prova. Sejam (x,),cn uma sequéncia em X convergindo para x € X e g : X — R uma fungéo

continua e limitada. Entao:

lim | ¢(y) Ky, (dy) = lim (x(g)) (x.) = ((g))(x) = /X 8(y) Kx(dy). H

n—oo [x n—oo

Observagdo 5.2.14. Se A € B(X) e u € P(X), entdo:

Jocnu@) = [ ([ b )uta) = [ s @) =xmm)

— [ 240 () ) ).
X

Aplicando os teoremas de convergéncia para integrais, conclui-se que, para qualquer g: X — R

integravel e limitada:

[ (gD )nte) = [ g0 () ) ). 56

Definicao 5.2.15. Seja (f,X,A,y) um sistema dindmico aleatério. A aplicagdo induzida por X,
Ky : P(X) — P(X), é definida da seguinte forma:

/k u(dx) VA€ BX),

Definiciio 5.2.16. Uma medida u € P(X) é K, -invariante se K. (u) = u.
Proposicao 5.2.17. Existe ao menos uma medida em P(X) que é k,-invariante.

Prova. Fixe p € P(X) qualquer e defina, para cada n € N, a seguinte medida de probabilidade

em X:

:_Z Ky )’
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Sendo IP(X) compacto na topologia t* da convergéncia fraca, existe uma subsequéncia (uy, )keN

que converge para alguma u € P(X). Assim:

() = o Y (k) (p) —>mem
j=1

Por outro lado, se g € C(X,R), como k(g) € continua, segue de (5.6) que:

/xg (%) (1) (k) (dx) = /

X

((8)) ) (@) — [ (x(8)) (x) ) = [ () (k. () ().

Logo, K« (ty, ) — K«(u) em t*. Pela unicidade do limite, k. (u) = u. O

Teorema 5.2.18. Uma medida u € P(X) é k,-invariante se, e somente se, u X p é T-invariante,

em que p =Y.

Prova. Se g € L' (X x Q,u x p), defina:
8 = [ glx.)pldo).

Pelo Teorema de Fubini (1.2.56), § € L' (X, u) e, assim:
faoxia@) = [ @wua) = [ ( [ arwmmam)

-/ ( / ( / g<f<x,>»>,co>p<dw>)v<d>»>)u<dx>
-/ ( [ s, (rx p)in, w))) ()
-/ ( /. g(f(x,wl),c(w))p(dw)>#(dX)

= | _elt(o) (wx p)(d(x.))

Suponha que ¥, (u) = u. Entdo, para qualquer g € L' (X x Q,u x p):

[ 80 xp)dxo) = [ gx)udn) = [ a0, ((d)

X

= [ ele(x0) (ux p)(d(x. )
XxQ

Logo, u x p € t-invariante pela Proposi¢ao Reciprocamente, se u x p é T-invariante,
considere A € B(X) e defina g := Y4 xq. Assim:

Jewr@) = [ exw) @ p)dxo)
= | o) (rxp) o) = [ su(a).

X
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Portanto, ¥, (u)(A) = u(A) para todo A € B(X), ou seja, u é K.-invariante. O

5.3 Ergodicidade

Defini¢do 5.3.1. Seja p € P(X x Q) t-invariante. Entdo p é t-ergddica se p(B) € {0,1} para
todo B € B(X x Q) tal que T~ (B) = B (cf. Definigdo 1.3.3).

Observacdo 5.3.2. T 1(B) = B <= 30T = Xa.

Definicao 5.3.3. Seja u € P(X) k.-invariante. Entdo u é k-ergddica se u(A) € {0, 1} para todo
A € B(X) tal que x(x4) = X4 4-q.t.p.

Lema 5.34. Seja u € P(X) k,-invariante. Entdo u é k-ergddica se, e somente se, para toda

func¢do mensurdvel /4 : X — R tal que K(h) = h u-q.t.p., h é constante u-q.t.p.
Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Lema 2.4 em (Kifer, 1986, [13]]). [

Lema 5.3.5. Seja u € P(X), e defina p := p x p. Para quaisquer € > 0 e E € B(X x Q), com
p(E) > 0, existe n(€) € N de modo que:

n({xeX; p((t"(E))") > 1—¢}) > (1—¢)p(E) Vn=>n(e).
Prova. A prova deste resultado pode ser obtida no Lema 3.1 em (Ohno, 1983, [16]). ]

Teorema 5.3.6. Uma medida u € P(X) € x-ergddica se, e somente se, p:=ux p € P(X xQ) é

T-ergddica.

Prova. Suponha que p seja T-ergddica, e seja A € B(X) tal que K(x4) = Xa u-q.t.p. Entdo, para
u-q.t.p. x € X:
2 () = :(4) = [ 2 (/1) (R,

Isso garante que, para u-q.t.p x € X, se xa(x) € igual a O ou a 1, entdo, para y-q.t.p. A € A,

xa(f(A,x)) éigual a 0 ou a 1, respectivamente. Assim, se B:= A X Q, entdo:

XB(T(xv (D)) = XB(f((Dl?x)?G((’))) = XA(f<(D1ax)) = XA<X) = XB(xa 0)) p-q.t.p.

Como p é 1-ergddica, segue do Lema[5.3.4 que xp = constante p-q.t.p. Logo, x4 = constante
u-q.t.p. Com isso, u(A) € {0,1}.

Suponha agora que u seja K-ergddica, e fixe um conjunto E € B(X x Q) tal que p(E) >0
e 1 !(E) = E. Para cada x € X, defina E¥ := {; (x,®) € E}. Seja F := {x € X; p(E*) = 1}.
Como t~!(E) = E, entdo T*(E) C E para cada n € N. Logo, para quaisquer € > 0e n € N:

pu({xeX; p(E) >1—-¢}) 2 u({xe X; p((T"(E))") > 1—¢}).

Departamento de Matematica



Capitulo 5. Sistemas Dinamicos Aleatdrios 121

Fazendo € — 0 no Lema|5.3.5| conclui-se que u(F) > p(E). Por outro lado, u(F) < p(E), pois:

u(F)=u(F)-p(ﬂEx> =p<F>< ﬂE’“> <p(E).

xeF xeF

Portanto, u(F) = p(E). Além disso, pelo Teorema|l.2.55

p(E) = [ p(Eu(d) = u(F)+ [ p(E")uld).

Como u(F) = p(E), essa igualdade mostra que p(E*) = 0 para u-q.t.p. x € F¢. Ainda:
pE) = Pl E)) = [ p (1 @)y
= [ p({0 € Q:(fo,(0).0(w) € E}*) v(an)
A
= [ P e (h(x).0) €}y
_ /A » (Efm)) Y(d\).

Logo, x € F se, e somente se, f (x) € F paray-q.t.p. A € A; e x ¢ F se, e somente se, fy (x) € F
para y-q.t.p. A € A. Assim:

(<)) = [ () V) = 2 )
O fato de u ser x-ergddica garante, portanto, que p(E) = u(F) = 1. O

Lema 5.3.7. Sejam I o espaco das medidas de probabilidade K.-invariantes e €¢ 0 subespago
das medidas de probabilidade k-ergddicas. Entdo ambos os espagcos admitem uma estrutura
mensuravel. Se u € I, entdo existe uma tunica medida de probabilidade v, em I de modo que
u pode ser representada como uma integral:

a= [ mvian). (5.7)
€
A representagdo (5.7) é chamada de decomposig¢ao ergddica de p.

Prova. A prova deste resultado por ser encontrada no Teorema 1.1 do Apéndice em (Kifer,
1986, [13]]). [

Observacdo 5.3.8. Se utem uma decomposi¢ao ergddica, entdo u x p admite também a seguinte
decomposicao ergddica:

pxp= / (N % p) Va(dn). (5.8)
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Proposicao 5.3.9. Sejam u € P(X) uma medida k,-invariante e & : X X Q — R uma fungéo
mensuravel tal que hoT = h u x p-q.t.p. Entdo, para u X p-q.t.p. (x,0) € X x Q:

o) = [ (5.0 pldD)
Prova. Seja h(x) := [, h(x,() p(d{). Entdo, para y-q.t.p. x € X:

(@) = [ h)kddy) = [ A1) )
= [ [ 03,0 @) v
= [ hE) o) plat)
. /Qh(t(x,C))P(dC)
_ /Q h(x,8) p(dC) = h(x).

Suponha inicialmente que u seja k-ergédica. Sendo assim, / é constante u-q.t.p. pelo Lemam
Logo, para u-q.t.p. x € X:

| e8P =) = [ hou@) = [ h0:0) e p)d:0)

Além disso, u x p é t-ergddica pelo Teorema Entéo h é constante u X p-q.t.p. Assim,
para u X p-q.t.p. (x,®) € X x Q:

W)= [ 0 (x p)(@00) = [ ) pla).

Suponha agora que u seja K,-invariante e nao necessariamente k-ergddica. Pelo Lema

existe v, € P(X) de modo que, para cada A € B(X):
() = [ n@)vifan).
E possivel entdo utilizar a decomposi¢io ergédica da medida produto em (5.8). Defina:
By, := {(x,(n) €X XQ; h(x,0) # /Qh(x,C)p(dC)}

Entao:
ax p(Br) = [ (0% p)(Br) () =0, =

€k

Teorema 5.3.10. Sejam u € P(X) uma medida k-ergddica e g € L' (X, u). Entdo, para u x p-
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q.t.p. (x,m) € X x Q:

n—1

1 X
lim — P Z 8(Xj(w)) = /Xg(y)u(dy)-
Prova. Sejah: X x Q— R definida por 4 (x,®) := g(x). Entdo h € L' (X x Q, ux p). Além disso,
u x p é t-ergddica pelo Teorema[5.3.6] Assim, pelo Teorema Ergédico de Birkhoff (1.3.8)), para
ux p-q.t.p. (x,0) € X x Q:

fim 3 B so) = Jim 1 $ o)
_ / h(y,) (ux p)(d(y,0))
XxQ
- /X 2(y) u(dy). .

Coroldrio 5.3.11. Sejam u € P(X) uma medida K,-invariante e g € L' (X, ). Entdo existe uma
funcdao mensurdvel g : X x Q — R constante com respeito a ® de modo que, para u X p-q.t.p.
(x,0) € X x Q:
1 n—
lim — Z 8(Xj(w)) = §(x, ®).

n—eon 4

Prova. Defina:
‘ ln—l .
B:= {(x,m) eEX xQ ﬁr}l_r&ﬁjzbg(Xj (CO))}

Do Teorema|5.3.10} segue que 1 X p(B) = 0 para qualquer medida x-ergdédican € P(X). Logo,

pelo lema[5.3.7
uxp(B)= [ (0 p)(B)pdn) =

Ex

Entdo o limite existe u x p-q.t.p. Defina:

n—1

g(x,m): —llmlngx ()).

n—yoo n
Desse modo, para u x p-q.t.p. (x,0) € X x Q:

got(x,®) = lim - Zg( x/1 9 g 0)))) ~ lim Z (2(X3 (@) —g(x)) = &(x, 0).

n—eo n—>oonj =0

Portanto, pela Proposicéo & depende apenas da primeira variavel. O

Exemplo 5.3.12. Sejam (Y,d) um espaco métrico completo e G um semifluxo generalizado
¢-dissipativo e assintoticamente compacto. Considere ainda X = 4 o atrator global compacto
(cuja existéncia é garantida pelo Teorema[3.1.18) e F = V;. Suponha adicionalmente que exista
uma familia {f) : X — X; A € [Ay, Au]} de selegdes em Vi : X ~ X, de modo que f(x,A) :=
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fo(x) é continua nas duas varidveis. Definindo A := [A,,, Ay], conclui-se que (f,X,A,y) é um
sistema dinamico aleatdrio, escolhendo Y como sendo a medida de Lebesgue normalizada na
reta. Neste caso, é possivel aplicar o Teorema a dinamica do atrator para concluir que,

se u € P(X) é k-ergédica e g € L' (X, ), entdlo, para u x p-q.t.p. (x,0) € X x Q:

,}E’L{,n Z g(Xj(w)) = /X g(y) u(dy). (5.9)

Assim como no Exemplo X} (w) € Vj(x) para quaisquer j € Ne o € Q. Ou seja,
(X;“ (®)) jen € uma sequéncia aleatoria sobre trajetérias de G e a varidvel n € N representa a
varidvel temporal no semigrupo multivoco {V;}. Assim, a equagdo (5.9) diz que, dentro do
atrator, a média temporal de funcdes integraveis sobre pontos de trajetérias converge para a
média espacial.

Além disso, fixe N C X como sendo o ¢-atrator global fechado minimo de G, ou seja, N =

¢ (X) pela Proposigdo(3.3.16] Definindo g := X5, conclui-se de (5.9) que:

—1
u(N) = lim ~ sz (X} (o).

n—yoo n
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