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Resumo

NASCIMENTO, L. M. Equacdo da Onda Unidimensional e Bidimensional: um estudo das

solugdes analiticas. 2021. Dissertagdo (Mestrado em Matematica em Rede Nacional) —

Universidade Federal de Sdo Carlos, campus Sorocaba, Sorocaba, 2021.

Ondas sdo perturbacbes em um meio, que se deslocam ou se propagam no espaco
transportando energia de um ponto a outro. Elas podem ser: ondas mecanicas, ondas
eletromagnéticas ou ondas de matéria. O tema envolvendo ondas é de grande importancia no
mundo moderno, estando presentes na construgdo civil, na medicina diagnostica, na geologia,
nas comunicagdes, na musica, entre outras areas. No exemplo da industria musical, o controle
de ondas musicais tem grande influéncia no seu crescimento econdmico. A andlise da relacao
entre 0s materiais que constituem os instrumentos musicais e como se comportam as ondas
sonoras produzidas por esses instrumentos proporciona a possibilidade de gerar sons com
melhor qualidade. A base dessas analises é o comportamento das ondas sonoras produzidas.
Neste sentido, o estudo das ondas é de grande importancia para obtencdo da melhor qualidade
musical, da mesma forma, se analisarmos outras areas onde as ondas estdo presentes,
chegaremos a mesma conclusdo com relagdo a sua importancia. Considerando estes fatos, esta
dissertacdo de mestrado tem como objetivo trazer o estudo da Equagdo da Onda partindo de
conhecimentos basicos, indispensaveis a quem deseje desenvolver o estudo das solucdes
analiticas desta equacdo. Portanto, este trabalho estuda as técnicas de solucdo analitica da
Equacdo da Onda Unidimensional e Bidimensional, iniciando com a modelagem da Equacéo
da Onda realizada a partir da aplicacdo da lei de Newton. Apds essa modelagem, aborda
alguns pré-requisitos para a resolucdo da Equacdo da Onda, a definicdo de EDP, algumas de
suas classificacOes e, em seguida, sdo descritas as resolugdes pelos métodos Separacdo de
Variaveis e Técnica da Transformada Integral Classica. Finalizando, sdo realizadas anélises
do modelo da Equacéo da Onda Unidimensional a partir da utilizagdo de graficos e algumas

consideraces a respeito da Equacdo da Onda Bidimensional.

Palavras-Chave: Equacdo da Onda, Equacdo Diferencial Parcial, Separacdo de Variaveis,

Técnica da Transformada Integral Classica.



Abstract

Waves are disturbances in a medium, which move or propagate themselves in space,
transporting energy from one point to another. They can be: mechanical waves,
electromagnetic waves or matter waves. The theme involving waves is of great importance in
the modern world, being present in civil construction, diagnostic medicine, geology,
communications, music, among other areas. In the example of the music industry, the control
of musical waves has a great influence on its economic growth. The analysis of the
relationship between the materials that musical instruments are made and how the sound
waves produced by these instruments behave provides the possibility of generating sounds
with better quality. The basis of those analyzes is the behavior of the sound waves produced.
In this sense, the study of waves is of great importance to obtain the best musical quality, in
the same way, if we analyze other areas where the waves are present, we will reach the same
conclusion regarding their importance. Considering these facts, this master's dissertation aims
to bring the study of the Wave Equation starting from basic knowledge, indispensable to
anyone wishing to develop the study of the analytical solutions of this equation. Therefore,
this work studies the techniques of analytical solution of the One-Dimensional and Two-
Dimensional Wave Equation, starting with the modeling of the Wave Equation performed
from the application of Newton's law. After this modeling, it addresses some prerequisites for
the resolution of the Wave Equation, the definition of EDP, some of its classifications, and
then the resolutions are described by the Separation of Variables and Classical Integral
Transform Technique methods. Finally, analyzes of the One-Dimensional Wave Equation
model are performed based on the use of graphs and some considerations about the Two-
Dimensional Wave Equation.

Key words: Wave Equation, Partial Differential Equation, Separation of Variables, Classical

Integral Transform Technique.
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Introducao

1.1. INTRODUCAO

As ondas sdo um dos principais assuntos de estudo da Fisica na atualidade e estdo
presentes em varias situacdes do cotidiano, nas oscilagdes de uma pista de danca com piso de
madeira, no movimento das passarelas e pontes, na identificacdo de estrutura de materiais, no
estudo do desenvolvimento fetal, nas producGes musicais e em muitas outras situagoes.

O estudo do comportamento das ondas proporciona, na industria musical, melhor
qualidade de sons, nos instrumentos musicais, nos aparelhos de reproducdo sonora e nos
diversos tipos de apresentacGes musicais por meio do estudo da propagacdo destas ondas no
ambiente onde se realizam os eventos (acustica), porém estes estudos com relacdo as ondas
ndo sdo recentes, iniciaram no século XVIII e sdo realizados até os dias atuais.

No século XVIII, fisicos e matematicos ja procuravam modelos para expressar
fendmenos da Mecénica e da Fisica, e entre as equagdes encontradas para representar estes
fendmenos estava a Equacdo da Onda. A solucdo dessa equacdo foi um dos principais
problemas matematicos da metade do século XVIII. D’Alembert foi um dos primeiros a
estudar a equacao da onda, em 1746 (Stewart, 2013). Além dele, outros matematicos também
se interessaram por esta equacéo: Euler (1748), Bernoulli (1753) e Lagrange (1759). Diversas
formas de solugBes foram obtidas, e os méritos e as relacBes entre essas solugdes foram
motivos de discussdes por meio de artigos durante longo tempo.

O objetivo deste trabalho é estudar a equacdo da onda e algumas de suas solugdes as em
um maior nimero de equacdes, inclusive em equacdes mais complexas.

Para alcancar 0 nosso objetivo, temos no terceiro capitulo a modelagem da Equacéo da

Onda a partir da lei de Newton. No quarto capitulo, realizamos um estudo sobre EDP e as
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solucBes pelo método da Separacdo de Variaveis e pelo método da Técnica da Transformada
Integral Classica. A Técnica da Transformada Integral Classica € apresentada no quinto
capitulo e, através dela, a resolucdo da Equacdo Onda Unidimensional. Nesse capitulo
também é apresentada a resolucdo da Equacdo da Onda Bidimensional por meio do método da
Separacdo de Variaveis. Nos dois casos, os resultados sdo validados pela literatura
especificada no final de cada método. O sexto capitulo se refere a analise dos resultados. Por
meio de gréaficos, estudamos o comportamento da Equacdo da Onda Unidimensional aplicada
a um modelo fisico e fazemos algumas consideracbes sobre a Equacdo da Onda

Bidimensional.

1.2. REVISAO DE LITERATURA

Esta secdo tem como objetivo fazer um levantamento bibliografico de autores que
estudaram as equacOes diferenciais parciais com énfase na Equacdo da Onda e que em suas
obras descrevem o método de deducédo desta equacdo e métodos para sua resolugéo.

Segundo Figueiredo (1977), as equacdes diferenciais comecaram a ser estudadas no
século XVII com a criacdo do Célculo Diferencial e Integral e sua aplicacdo a mecanica das
particulas. Com o sucesso desses estudos em tratar problemas utilizando Célculo Diferencial
e Integral, no século XVIII, fisicos e matematicos procuram modelos para expressar
fendmenos da Mecéanica e da Fisica, porém sendo as equacdes resultantes equacdes
diferenciais parciais apresentam dificuldades para sua resolucdo. Nesta época, as trés
equacdes basicas que aparecem nos estudos sdo a Equacdo da Onda, a Equacdo do Calor e a
Equacéo de Laplace.

Ainda em Figueiredo (1977), no seu estudo sobre Equacdo da Onda, encontramos a
analise do problema das pequenas vibragdes transversais de uma corda perfeitamente flexivel.
Para isso, ele utilizou a lei de Newton: “a derivada com relagcdo ao tempo da quantidade de

movimento do corpo ¢ igual a soma das forgas aplicadas”, supondo que o fendmeno se realize
em um plano (x, u) , que a corda vibre em torno da posicao de repouso e, utilizando a hipétese
de que as particulas constituintes da corda apresentem uma vibragdo transversal, desloquem-
se apenas na direcdo do eixo u. Deduzindo assim, a equacgéo diferencial que deve satisfazer a
funcdo u(x,t).

Boyce e Diprima (1985) também demonstram a Equacdo da Onda por meio da

aplicacdo da lei de Newton, complementando o fato de que ha varias generalizacbes como,
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por exemplo, a Equacgdo do Telégrafo e ainda complementa exemplificando que a equagdo da
onda pode ser considerada em duas ou trés dimensdes dando suas representacdes em cada
caso.

Halliday et al. (2016) deduz a Equacdo da Onda da mesma forma, por meio da lei de
Newton, porém faz uso da Equacdo da Velocidade da Onda substituindo a relacdo entre a
tensdo (forca) e a massa da corda.

Zill e Cullen (2001) tratam no seu trabalho de equacdes classicas e problemas de valores
de contorno, dentre as equacdes estudadas estd a Equacéo da Onda. A deducdo desta equacéo
é realizada, como nos demais autores, usando a lei de Newton e é apresentada a resolucéo da
Equacdo da Onda com condicdes de contorno predeterminadas.

I6rio (2018) faz um estudo da Equacdo da Onda utilizando sua curva caracteristica e

resolve problemas a partir de uma das formas candnicas para achar a solugio da onda em R?,

discute o problema da corda infinita e, também, os problemas em um intervalo finito.






Equacao da Onda

O objetivo deste capitulo é a modelagem da equacgéo da onda a partir da lei de Newton.

2.1. MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem da equag¢do da onda é desenvolvida a partir da lei de Newton: “a derivada
com relagdo ao tempo da quantidade de movimento do corpo é igual a soma das forcas
aplicadas”, destacando que as grandezas envolvidas nessa lei sdo vetoriais, o que implica em
um cuidado especial com relacédo a direcdo e a orientacdo de forcas.

Para simplificar a Equacdo Diferencial que encontraremos nesta modelagem podemos
admitir hipdteses simplificadoras com a intencdo de neutralizar as forgas externas, como
considerar que a massa da corda seja constante em todo seu comprimento, que a corda é
perfeitamente elastica ndo oferecendo nenhuma resisténcia a flexdo, desprezar a acédo da forca
gravitacional em funcdo da alta tensdo causada pelo esticamento da corda antes de fixa-la e
que as particulas constituintes da corda se desloquem apenas na direcdo do eixo u (vibragédo
transversal).

Para a construcdo do nosso modelo, trabalharemos com o sistema mecénico constituido

por um trecho da corda entre dois pontos arbitrarios, x, =a e X, =b, com a,beR. Como,

por hipotese, as particulas da corda se deslocam transversalmente através de pequenas
vibracOes, elas ndo dependem do tempo (t), logo designaremos por p(Xx) a densidade da
corda.

Desta forma, a quantidade de movimento da corda, entre 0s pontos x, =a e X, =b, é

dada por:
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M (t) = jb PO, (%, )dx (2.1)

onde u,(x,t) designa a velocidade transversal do ponto x da corda no instante t.

A hipotese de vibracdo transversal resulta na auséncia de componente da velocidade na
direcdo x, existindo apenas na direcdo de u, ou seja, normal a x. Considerando as hipdteses
simplificadoras que foram estabelecidas, ha apenas um tipo de forca a ser considerado,

representada graficamente na figura abaixo:

Figura 1. Forgas de tenséo

Fonte: (Figueiredo, 1977, p.131)
Essa forca se refere a acdo do resto da corda sobre o trecho entre a e b. S&o forgas de

tensdo na direcdo das tangentes e sdo representadas por F, e F, . As intensidades dessas
forcas séo representadas por f(a,t) e f(b,t), respectivamente, e 6, e 6, séo os angulos das

tangentes a corda com o eixo X, nos pontos a e b. Como nao ha quantidade de movimento
na direcdo x e, aplicando a lei de Newton ja enunciada anteriormente, temos que 0S

componentes horizontais devem satisfazer:

f(b,t)cosg, = f(a,t)cosd,,

lembrando que a componente horizontal da tensdo é independente de x e é fungédo de t.

Usaremos para indicar o componente horizontal a notacdo z(t). Desta forma, a

resultante vertical das forcas de tensdo aplicadas sobre o trecho da corda entre os pontos a e
b é

r(t)tgs, —(t)tgd,,
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Como a inclinacdo da reta tangente pode ser representada pela derivada com relacdo a

X, temos:

2()tg6, ~(Otgh, = r(t)u, (x.) (2= [ r(u,, (x, el (2.2)

a

Utilizando novamente a lei de Newton e as Equacdes (2.1) e (2.2), temos

d e

dt Ja p(x)ut (X,t)dX = J.: T(t)UXX(X,t)dx ,

considerando u, (x,t) continua podemos fazer

[ pOou, (x tydx = [ 2(t)u,, (x, e,
sendo a e b arbitrarios temos
p(x)ut’[ (X!t) = T(t)uxx (X,t) ’

r(t)u, (x.t)
p(x)

logo, U, (x,t) =

)

tomando c(x,t)* = O , obtemos
p(x

)

o%u(x,t) _ o o%u(x,t)
2 aXZ

2

u, =C°u,,, ou seja, (Equacéo da Onda Unidimensional)

t

Supondo que ndo sejam estabelecidas hipéteses simplificadoras, o sistema estara sujeito

a acdo de forgas externas, e designamos estas forcas por h (x,t,u)). Desta forma, e utilizando

novamente a lei de Newton e as expressoes (2.1) e (2.2), temos

d ¢b

ot e L,(X)u, (x,t)dx :.[:r(t)uxx(x,t)dx+.|‘:hl(x,t,u)dx, logo

jb (U, (X, t)dx = j:r(t)uxx(x,t)dx+ j:hl(x,t,u)dx e
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P (X)u, (1) =7(t)u, (x,t) +h (xt,u), ou seja,

r(tu,, (x,t) +h (X, t,u)
p(x) |

Considerando as relagdes abaixo:

u, (x,t) =

c(x,t)? _ O e h(x,t,u) = h (.t u) , Obtemos
p(x) p(x)

u, =c’u, +h(x,t,u) (Equagio da Onda Unidimensional),
onde c”é a costante (velocidade) e h(x,t,u) representa as forgas externas.

De forma analoga, obtemos a Equacdo da Onda Bidimensional, ou seja,

d2u(x, y,t) o (azu(x, v, o2u(x, y,t)

pe p¥ o ]+h(x, y,t,u).



Equacoes Diferenciais

Neste capitulo abordaremos a definicdo de Equacdo Diferencial Parcial e as técnicas
de resolucdo analitica: Separacdo de Variaveis e Técnica da Transformada Integral Classica.

3.1. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Uma equacdo diferencial parcial (EDP) é uma equacdo envolvendo duas ou mais

variaveis independentes x,X,,Xs,...,x, € derivadas parciais de uma fungdo, variavel
dependente, u=u(x,X,,X,,..., X,), mais precisamente, uma equagéo diferencial parcial em n

variaveis independentes X, X,,...,X, € uma equag&o:

ou  ou du o ofu
F 1 X0 Xy X Uy —— ooy e e |=0
oX, OX, OX° OXxoOX,  OX

n

onde X=(X,X,,..X,), XeQ, ch]Ri”, R": Espaco vetorial, F é uma funcdo dada e ué a

funcdo incognita, que queremos determinar.

Segundo 16rio (2018), a ordem de uma EDP ¢ dada pela derivada parcial de maior
ordem que ocorre na equagao e uma EDP ¢ dita linear se é de primeiro grau em u e em todas
as suas derivadas parciais que ocorrem na equagao, caso contrario a EDP ¢é dita ndo linear.

A forma mais geral de uma EDP linear de segunda ordem é:

iai'jaiﬁju(x)+ibjaju(x)+cu(x)+d(x) ~0 (3.1)

i.j=1
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2
onde X =(X,.-,%,), & ;,b;,c,d:Q—R sdo funcdes continuas e 0, :6% e 0,0, =aaa .
' ) X.OX.
i

J

No caso de duas variaveis independentes, a Equagéo (3.1) pode ser escrita como

A(X, Y)U, +2B(X, y)u,, +C(X, y)u,, +D(x, y)u, + E(X, y)u, + F(x, y)u+G(x,y) =0

A EDP linear é homogénea se o termo que ndo contém a variavel dependente é
identicamente nulo, G =0.

A seguir faremos algumas considera¢fes que sdo vélidas para EDP lineares de
qualquer ordem, porém vamos considerar uma EDP linear de segunda ordem, a Equacao
(3.2).

Podemos reescrevé-la, obtendo

Lu=f

onde f(x)=-d(x)e

(Lu)(x) = Zn: 8 ;(X)0,0;u(x) +ibi (X)0;u(x) +c u(x) (3.2)

ij=1

A cada funcdo u corresponde uma Unica funcdo Lu, definindo um operador ou
transformacdo L. Mais precisamente, seja QQ um subconjunto aberto de R" e supondo que as

fungbes a;,b; e c sdo continuas em Q, podemos definir

L:C*(Q) > C(Q)

ur Lu

onde Lu é dado pela Equacgdo (3.2), C*(Q)é o conjunto das fungdes u:Q— R k vezes
continuamente diferenciaveis e, C(Q2) é o conjunto das fungdes, f :Q — R, continua.

I6rio (2018) explica um importante principio que sera utilizado na resolucéo analitica
das EDPs. Para isso utiliza a terminologia operador (ou transformagao), que segundo lorio
(2018), € usada para enfatizar que a funcdo L esta definida entre espacos de fungdes, ou seja,
L leva uma funcédo u (com determinadas propriedades) em outra funcdo Lu.

Como a Equacdo (3.1) € linear, o operador L (operador diferencial parcial) é um
operador linear e

L(u+av)=Lu+ealLv

Podemos associar a EDP ndo homogénea a EDP linear homogénea
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Lu=0 (equagdo homogénea associada) (3.3)

m
Se u,...,u,, satisfazem a Equagdo (3.3) e se («,...,@,,) €R entdo u :Zajuj também
j=1

é solucdo da Equacdo (3.3), pelo Principio da Superposicéo.
Proposicao 1.1 (Principio da Superposicdo) Seja L um operador diferencial parcial

linear de ordem k cujos coeficientes estdo definidos em um aberto Q< R". Suponha que
{um};ilé um conjunto de funcBes de classe C*em Q satisfazendo a EDP linear homogénea

+00 4 PN - s =
(3.3) e que {“n}mﬂe uma sequéncia de escalares tal que a série,

(=3 a,u, (9

é convergente e k vezes diferenciavel termo a termo em Q. Entdo u satisfaz (3.3). A
demonstracdo que sera descrita abaixo foi retirada de 16rio (2012).

Demonstracdo: A proposicdo acima esta enunciada para o caso geral, mas a
demonstraremos no caso em k =1ou k=2, ou seja, quando L é definido pela Equacéo (3.2).

Nesse caso, por hipdtese, quaisquer que sejam x e Q,1<i, j<n,

00 =3 U, (5);
Du(x) =3, D, (¥):

D.D,u(x) = a,D,D;u,(x),
m=1

e essas séries convergem. Portanto, para todo x € Q,

i,j=1

(Lu)(x) = i a ;(X)D;D;u(x) +ibj (X)D;u(x) +c(x)u(x)

= Zn: 3; (x)i a,D,D;u, (xX)+ Zn:bj (x)i a,Du, (xX)+ c(x)i o, u. (X)

i,j=1

+00
= am

m=1

{i au,-(x)DiD,-um(x>+_ib,-(x)D,-um(x)+c(x)um(x)}

i,j=1

=3, (Ly, )0 =0
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0 que demonstra a proposicdo 1.1 no caso em que k =1ou k=2

3.2. CONDICOES DE CONTORNO E INICIAIS

Como nas EDP, o espago das varidveis independentes é multidimensional, ou seja,
estamos procurando solucdes definidas em um aberto Q< R", podemos substituir os
extremos do intervalo (caso n=1) pelo bordo 6Q da regido Q.

Quando impomos condicdes sobre o valor da solugéo e de suas derivadas na fronteira
(ou bordo) da regido temos um problema de contorno ou mais especificamente um problema
de valores de contorno.

Segundo l6rio (2018), essas condi¢cbes aparecem de maneira natural na descricdo de

fendmenos fisicos estacionarios, como condicdes do tipo

au(x)+ﬂa—u(x) = f(x),xeoQ
on
onde ae psdo constantes dadas, f é uma fungdo dada em 0Q2 e 2—:é a derivada de una
direcdo normal a 0Q. No caso de B=0, a condicdo é conhecida como Condicédo de
Dirichlet, guando o =0temos uma Condi¢ao de Neumann.

Quanto as condig¢bes iniciais, como no caso das EDP temos mais de uma variavel
dependente, fixamos uma das variaveis e impomos o valor da solucdo e de suas derivadas
parciais em relacdo a variavel fixa como funcdo das outras variaveis. Por exemplo: numa EDP
de n=2, com variaveis X e t, fixamos t =0, temos u(x,0)= f(x) e u,(x,0)=9(x), fe g
funcdes dadas, isso quer dizer que impomos o valor da solucdo e de suas derivadas normais ao
longo da curva t=0. Nesse caso, temos um problema de valor inicial ou Problema de
Cauchy.

Ainda segundo ldrio (2018), em alguns problemas fisicos dependentes do tempo,
muitas vezes, € conveniente separar a variavel temporal t das varidveis espaciais x,y,z,
ocorrendo, com frequéncia, que os valores da solucéo e de suas derivadas em relacdo a tempo

séo descritos no instante t=0 em funcéo de X, Y,z (condicéo inicial) e, a0 mesmo tempo, sao

impostas condi¢des de contorno para todo t >0, em relagdo as variaveis. Nesses casos, temos

0s problemas mistos.

3.3. RESOLUCOES ANALITICAS DE EDPs
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Nessa secdo estudaremos as técnicas: Método da Separacdo de Variaveis e a Técnica da
Transformada Integral Classica -TTIC para a obtencdo da solucéo analitica de uma EDP.

3.3.1. METODO DA SEPARAGAO DE VARIAVEIS

O método de separacéo de variaveis, segundo lorio (2018), consiste em achar solucbes

para EDP que sejam da forma

u(x, y) = X(x)Y(y) (3.4)

A solucdo da EDP pode ser escrita como a multiplicacdo de duas funcbes de uma s6
variavel, dai 0 nome separacao de variaveis.

Serdo dados dois exemplos de resolucdo utilizando este método.

Exemplo 1: Consideramos uma EDP que descreve uma taxa de crescimento,

u =u, —2u, (3.5

u(0,t) =u(L,t)=0, para t>0

u(x,0)=f(x), para 0<x<L

Para obter a solugdo geral do problema acima utilizamos o método de separacdo de

varidveis partindo da hipotese que u(x,t)=X(X)T(t) temos: a—_X( )dT(t)
2
a—u:dX(X)T(t) e a—z—d ng)T(t) fazendo a substituicho na Equacdo (3.5). e
OX dx OX dx
2
considerando: Tt(t)_dT(t) X, (X)= dx (X) Xxx(x):d X(X),obtemos:

X()T () = X, ()T () =2X, (X)T (1)
Na expressdo acima, dividimos ambos os lados por X (x)T (t) ficando com:

Tt(t) _ XXX(X)—ZXX(X) _
TR X

A constante —k é designada constante de separacdo. Obtemos assim, duas equagoes

gue serdo resolvidas separadamente.
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Tt _
)" (36)

Xxx (X) _ZXX(X) =k
X (X) -

3.7)

Resolvendo a Equacéo (3.6) temos,
T(t) =—KT(t)

Fazendo a integracao

In|T|=—kt+c
T :e—kt+c
T=ce™

Resolvendo a Equacéo (3.7) temos,
X (X)=2X,(x)+kX(x)=0
Esta é uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) linear de segunda ordem, sendo
assim, sua solucdo geral sera a combinacdo linear de duas solucdes particulares do tipo ™.
O parametro r é obtido da resolugdo da equacéo caracteristica
r’—2r+k=0
r=1++1-k,com a=1e B=1-k
Conforme o valor de 1-k temos diferentes possibilidades para a solu¢do da Equacao
(3.7):
e 1-k>0=k<l=x=ce"+c,e”
e 1-k=0=k=1=x=ce™+c,xe"”
o 1-k<0=k>1=x=e"[c cos(Bx)+c,sen(px)]

Para determinar qual das possibilidades é a solugdo da EDO, devemos verificar qual
delas é compativel com as condic¢des de contorno impostas pelo problema para depois obter a
solugéo substituindo na Equacgéo (1).

Aplicando as condigdes de contorno

u(0,t) =u(L,t)=0,t>0

u(x,0)=f(x),0<x<L
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temos que, u(0,t)=X(0)T(t)=0, logo X(0)=0, pois se tivéssemos T(t)=0 para todo t,
teriamos u(x,t) =0 para todo x e t, o que restringiria f(x)=0 o que ndo ¢é desejado, pois

limitaria este estudo.
Da mesma forma, u(L,t)=X(L)T(0)=0= X(L)=0, portanto, temos trés

possibilidades.
Para k <1

X (x) =ce™ +c,e”

X(0)=c +c,=0=c,=—-C
X(L)=ce™ +c,e” =0

Resolvendo o sistema
Cl(erlL _erzL) — 0
Como e™ —e?" %0, ¢,=0 e ¢c,=—C, =0, temos X(x)=0, e u(x,t)=0, assim esta

possibilidade esta descartada como solugéo.

Para k =1

X (x) =ce™ +c,xe™

{X(O):clzo

X(L)=ce™ +c,Le™

Resolvendo o sistema
rL
X(L)=c,Le
Como e™ e L néo sfo nulos, temos que ¢, =0, sendo ¢, =c, =0 chegamos & mesma

conclusdo u(x,t) =0, descartando esta possibilidade também.

Para k >1
X (x) =e”*[ ¢, cos(Bx)+c,sen(Bx)]
com a=1e S =+1—k . Por questdo de nomenclatura, consideramos £ =A.

X(0)=c,cos0+c,sen0=c, =0
X (L)=e"[c,cos(AL)+c,sen(AL)]|=0

Resolvendo o sistema
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e [c,sen(AL)]=0

Como e" =0, temos que c,sen(AL)=0e desejamos c, 0 para ndo recair nos casos
anteriores, entdo admitimos

sen(AL)=0
e obtemos

;LL:anmznT”, com n=1,23,..

An sdo autovalores e assim obtemos as autofungoes

X(x) = exsennTﬂ

Portanto, substituindo X (x) e T(t) encontrados na Equacéo (3.4) obtemos
u(x,t) = e*sen X gk

L
Sendo, V1-k =4, —k=1-1% ¢

2_2
1—”’2[}
C

u(x,t) =e"sen @e(
L
Como n=123,.. sdo varias, as solucbes da Equacdo (3.4) pelo Principio da

Superposicéo

u(x,t) = i Au. (x,t) temos,

[ n?z2
= nzx 1*7]‘
u,(x,t)=> ae*sen (—je :
n=1 L
Para determinar a, utilizamos a condicéo de contorno.

u(x,0) = f(x)
f(x)= nZi‘anexsen (HLLXJ
como e* ndo depende de n, podemos fazer
e f(x)= iansen (nil_x)
1

e sendo e f (X) uma série de senos, seu coeficiente de Fourier é
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a, = %T(e‘x f (x))sen [nLijdx

0

concluindo assim a resolucao.

Exemplo 2: Consideremos a equacdo da onda unidimensional que representa o

problema das vibragdes transversais de uma corda em torno da sua posi¢do de repouso.

u, =c’u, (3.8)

Supomos que a corda que estamos analisando seja uma corda finita e de extremidades
fixas. Denotaremos L 0 seu comprimento e consideraremos que sua posi¢cdo de repouso

coincide com o eixo x no plano (x,u),onde 0<x<L.

Como as extremidades da corda séo fixas, temos
u(0,t)=u(L,t)=0,parat>0 (3.9)

que séo as condicBes de contorno homogéneas, 0 que permite a resolugdo utilizando o método
da Separacdo de Variaveis.
A posicdo da corda no tempo t=0 chamamos de deslocamento inicial e indicamos

por u(x,0), a velocidade inicial de u,(x,0) e, as condi¢Bes abaixo s&o as condicdes iniciais.

u(x,0)=f(x), para 0<x<L

(3.10)
U, (x,0)=9g(x), para 0<x<L

Assim nosso problema consiste em encontrar uma funcdo u(x,t) que satisfaca a
Equacdo da Onda (3.8), as condicGes de contorno (3.9) e as condi¢es iniciais (3.10).
Portanto temos para resolver o problema da corda vibrante com extremidades fixas as

seguintes informagdes:

2
u. =cu,,
tt XX em

u(0,t) =u(L,t) =0, para t>0 (3.11)

0<x<L
u(0,t) =u(L,t) =0, para U= %
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para 0<x<L

com cconstante e (x,t) e R*/0<x<L;t>0.
Iniciamos a aplicagdo do método de separacdo de variaveis tal como feito
2T(t)

anteriormente, considerando u(x,t) = X(x)T(t), assim temos: at—_X( )

2 2
%:djgx)T(t), fazendo a substituicho na Equagcdo (3.8). e, considerando:
X X
d*T (1)
d2
X (M)T, (1) =X, ()T (t)

XXX (X) =

2
ax (X) d dxgx) , obtemos:

T (O =—053=", X,(x)=

Na expressdo acima dividimos ambos os lados por X (x)T (t) ficando com:

Ttt (t) =C2 Xxx(x) —
T(t) X(x)

Obtendo as equagdes:

Xxx (X) _

X00 k (3.12)
T

T k (3.13)

Resolvendo a Equacéo (3.12) temos,

X (X) = —kX (x)

X (X)+kX(x)=0

Ja vimos que a solucdo geral de uma EDO linear de segunda ordem e dada pela

combinacdo linear de duas solugdes particulares do tipo e™, sendo r obtido da resolucdo da

equacéo caracteristica, que neste exemplo é
r’+k=0,onde r=+J—k ,com =0 e g=+—k , assim

e Se k<0= X =ce™+c,e”
e Se k=0=X=ce™+c,xe™ =e™ (¢, +C,X)

e Sek>0=> X =e™[c cos(Bx)+c,sen(px)]
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Analisando as condicGes de contorno
u(0,t)=0= X(0)T(t)=0
u(L,t)=0= X(L)T(t)=0

e conforme ja demonstrado no exemplo anterior, T(t)#0 para todo t, temos
X(0) = X (L) =0 e trés possibilidades de solucdes:

Para k <0

X(X)= cleﬁX + cze"ﬁx

X(0)=c,+c,=0

{X (L)=ce™ +ce ™

Resolvendo o sistema

X(L)=ce™ —ce ™ =0

X(L)= cl(ejjL —e’ﬁL) =0

kL g-kL

Como e #0, temos ¢, =c, =0 e consequentemente X (X)=0eu(x,t)=0,

resultado que descarta esta possibilidade.

Para k=0
X (x)=e™(c, +¢,x)
{X(O) —¢, =0
X(L)y=e"(c,+c,L)=0
Resolvendo o sistema
X(L)=e"c,L=0
Como e #0eL=#0, ¢c,=c,=0 e u(x,t)=0, resultado igual ao caso anterior,

descartado.
Para k >0

X (X) =e™[ ¢, cos(Sx)+c,sen(Bx) |
lembrando que r= +J—k = r=+Jki, assim a=0e¢ p= Jk . Novamente por questdo de

nomenclatura tomaremos S =A.

X(0)=c, =0
X(L)=c,cos(AL)+c,sen(AL)=0

Resolvendo o sistema
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X(L)=c,sen(AL)=0

Como ¢, #0 temos

sen(AL)=0
lL:nL:ﬁ:nTﬂ,com N=123,..

An sdo autovalores e assim obtemos as autofuncdes

nzXx
X(x)=sen (T)

Resolvendo a Equacéo (3.13), temos:

IO
T(t)c?

T, (t) = —kc?T(t)
T, (1) +ke*T(t) =0

A solucdo geral sera a combinacéo linear de duas solugdes do tipo ™, sendo r obtido
da resolucédo da equacdo caracteristica

r?+kc? =0, logo r = cKki

Da resolucéo da Equacdo (3.12), sabemos que k >0, portanto

T(t) =e”[c cos(pt)+c,sen(pt)]

Tomamos novamente \/E =1, etendo o =0 e S =Acobtemos

nzc
'B_L

Substituindo fem T (t) temos

T(t)=c,cos [—ntCt j +cC,sen (—nT_Ct j

Como c, e c,sédo constantes arbitrarias, reescrevemos ¢, =a, e c, =b, assim

T(t)=a,cos (nLLCtj +b,sen (nLLCtj
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Substituindo X (x) e T(t) na Equacéo (3.4) temos

nzX nzct nzct
u(x,t)=|a,sen| — ||| a,cos| — |+b sen| —
L L L
nzx nzct nzX nzct
u(x,t) =a sen cos| —— |+Db,sen sen
L L L L

Sendo n=123,..., sdo varias as solucbes que satisfazem a Equacdo (3.8), as

condicdes iniciais (3.10) e as condic¢des de contorno (3.9) pelo Principio da Superposi¢do
u(x,t) =2 Au,(xt)
n=1

temos infinitas solucBes que sdo representadas por:
u,(x,t) = Z a,sen (@ cos nret +b,sen VZX \sen nrrct
n=1 I— I— L L

Para encontrar a solucéo particular do problema devemos determinar a, e b,.

Aplicando as condicdes iniciais estabelecidas em (3.10) a u(x,t) encontramos a, .
f(x)= Z{a sen( C )cos(O)+b sen( C jsen(O)}
Como sen(0)=0=Dh sen( an) 0=0 e cos(0) =1, ficamos com

f(x)= iansen (nil_x)

Sendo esta fungdo uma série de senos, seus coeficientes de Fourier sdo:

2L nzX
a, :EIO f(x)sen( jdx

Para encontrar b, utilizamos u,(X,t):

- nrct Nz X nrct
u, (x,t) = {;{a sen( ] os(Tj+bnsen (Tj sen (Tﬂ} =X
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- 0 nzx nzct nzx nzct
u, (x,t) = ;a{a sen[ 3 jcos( 3 j+bnsen( 3 jsen( : H:
u (x,t) = Z{a Sen —sen (nLl_Ctj(nfcﬂ+b sen[nL )cos(ntaj(n_?)}

assim obtemos:

u, (x,t) = Z -a sen( jse (nLCt) nzc bsen(nﬂxjcos[nmtjmc

L L)L L L )L
Aplicando as condigdes iniciais estabelecidas em (3.10) na equacao acima temos:
g(x) = Z{ a sen(nL )sen(O)T+b sen(nL jco (o)@}

Como sen(0) =0 e cos(0) =1ficamos com

nzx \nzc
b il
g(x) = Z sen( L) =

-3 ()

sendo [bn n_:_m} o coeficiente da série.

A funcdo g(x) é uma série de senos, seus coeficientes de Fourier sdo:

Nz

b —:— d
X I g(x)sen( . j X =
b —LIL (x)sen(w)dx

" e o 9 L

Concluimos, portanto que a solucédo particular do problema proposto em (3.11) é:

0 010 = 3 ] %2 e 27 s 2 e 72|

2 L Nz X
a, :EJ-O f(x)sen(Tde

b, = 2 (x)sen( jdx

nzc

com

No préximo capitulo, apresentaremos a resolugdo desta mesma equacao, porém com
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condic@es de contorno ndo homogéneas, através da TTIC.

3.3.2. TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL CLASSICA-TTIC

Nesta secdo abordaremos, de maneira breve, um pouco da trajetoria da TTIC. Para tal,
usamos como referéncia os trabalhos de Ozisik e Murray (1974) e Venezuela (2008).

Ozisik e Murray (1974) publicaram uma técnica alternativa para a resolugdo de
Equacdes Diferenciais Parciais, a qual dispensava a necessidade de separacdo de variaveis do
problema, estabelecendo assim os formalismos basicos para o surgimento da Técnica de
Transformada Integral Classicos — TTIC.

O primeiro livro generalizando os formalismos da TTIC foi langado em 1984 por
Mikhailov e Ozisik e nele era solicitado um tratamento unificado dos diversos problemas de
transferéncia de calor e massa, distribuidos em sete classes de equacdes diferenciais parciais.
Ainda na década de 80, uma série de extensdes da TTIC foram criadas para a resolucdo de
problemas que antes eram resolvidos por métodos denominados puramente numéricos como
diferencas finitas, elementos finitos, volumes finitos e suas variantes (Scofano Neto et al.,
1989). Este novo método, a TTIC, segundo Cotta (1993), trouxe uma série de vantagens como
a metodologia sistemética de solucdo, a reducdo do tempo de processamento e a aceleracdo na
taxa da convergéncia numeérica.

Para a solugdo de um problema utilizando a TTIC, genericamente necessitamos de um
par transformada-inversa e de um problema auxiliar associado, que tenham as mesmas
caracteristicas e as mesmas condi¢Ges de contorno do problema original. Os problemas
originais sdo equacdes diferenciais parciais que modelam determinados processos fisicos. A
eliminacdo de variaveis independentes, por meio de operadores de integracdo apropriados,
resulta na obtencdo de um sistema de equacGes diferenciais ordinarias, chamado sistema
transformado, que é truncado de uma ordem finita e resolvido analitica e numericamente.

Segundo Venezuela (2008), podemos estabelecer passos a serem seguidos para a
resolucéo de problemas utilizando a TTIC. O roteiro abaixo descreve esses passos.

i. Escolha de um problema auxiliar apropriado, o qual deve conter o0 maximo de

informagdes possivel sobre o problema original;

ii. Obtencdo do par transformada-inversa, a partir da propriedade de ortogonalidade das

autofungdes para transformagdo do problema e posterior inversdo dos campos
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transformados obtidos;

iii. Transformagéo integral do sistema diferencial parcial original, resultando em um

sistema infinito e acoplado de equaces diferenciais ordinarias; e

iv. Truncamento desse sistema diferencial ordinario resultante e obtencdo de sua

solucdo numérica.

Segundo Ozisik e Murray (1974), o tipo de transformada integral e a correspondente
férmula de inversdo aplicavel a um dado problema dependem da escala da variavel, finita,
semi-infinita ou infinita, e do tipo de condi¢do de contorno.

No préximo capitulo, essa técnica seré aplicada para a resolucdo da Equacdo da Onda
Unidimensional.



Resolucao da Equacao da Onda

Unidimensional e Bidimensional

Neste capitulo, apresentaremos a resolucdo da Equagdo Unidimensional da Onda
utilizando a Técnica da Transformada Integral Classica (TTIC) e a resolugdo da Equacédo

Bidimensional da Onda através da Técnica da Separacdo de Variaveis

4.1. EQUACAO DA ONDA UNIDIMENSIONAL — RESOLUCAO VIATTIC

O problema para equacdo da onda unidimensional em um intervalo finito se refere a
uma corda elastica de comprimento L, presa nas pontas, vibrando em um plano vertical (uma
corda de violao, por exemplo); u(x,t)é o deslocamento vertical da corda no ponto X no
instante t e as fungbes f e g descrevem a posi¢do e a velocidade iniciais da corda
respectivamente.

Desta forma temos o Problema de Valor de Contorno (PVC) constituido conforme as

equacoes:
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ou_ , 0

—=Cc"—, t>0e0<x<L 4.1
ot? Ox? (1)
u(0,t) =u,, t>0 (4.2)
u(L,t)=u,, 0<x<Let>0 (4.3)
u(x,0)=f(x), 0<x<L (4.4)
ou

— =9(x), O<xs<L (4.5)
ot

com

(i) u=u(xt), (x,t):sistema de coordenadas retangulares;
(i) f,g:sdo funcdes continuas no intervalo [0, L];
(i) f@O)=f(L)=0eg(0)=9g(L)=0,se u,=0

(iv) u, =u,(t) e supomos u, : funcéo constante.

41.1. RESOLUCAOVIATTIC

Se considerarmos u, = 0, as condi¢des de contorno (4.2) e (4.3) ndo séo homogéneas,

e, entdo, vamos homogeneizé-las usando o seguinte filtro:

u(x,t) =u, (x,t)+ F(x) (4.6)

Podemos obter a fungdo F usando o seguinte problema de valor inicial (PV1).

=0 O<x<L 4.7)

Com as seguintes condigdes iniciais:

F(0)=u, e (4.8)
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F(L) =u,. (4.9)

Resolvendo a Equacéo (4.7) temos:

F(x)=cx+c, (4.10)

C,=U, € (4.11)

usando a Equacéo (4.9) e (4.10), sendo L = 0 obtemos:

¢, =0. (4.12)

Logo, pelas Equacdes (4.10), (4.11) e (4.12) temos:

F(x)=u, (4.13)

Substituindo a Equacéo (4.6) na Equacéo (4.1) e considerando a Equacéo (4.7), temos:
o*(u, +F) o2 o*(u, +F)

ot’ o
E assim obtemos:

o’u, 0%,
=C : 4.14
ot? ox* (4.14)
Substituindo a Equacéo (4.6) nas Equacdes de (4.2) a (4.5) temos:

/_LioH
(u,+F)O,t)=u, = u,(0,t)+F(O,t)=u, =
u, (0,t) =0, (4.15)

Up

(u,+F)(Lt)=u,=u, (L, t)+F(L,t)=u, =
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u,(L,t) =0, (4.16)

Uo

(u, +F)(x,0) = f(x) = u, (x,0)+ F(x,0) = f (x) =

Uy (X,0) = F(x) —u,, (4.17)
) au oF
— U, +F)| =9(x) =M o+ =9(x) =
a o Ao
=0
ou,
— =9(x). 4.18
Al (4.18)

Portanto, temos o PVVC com as condi¢Ges de contorno homogéneas.

Problema Auxiliar
Seguindo da técnica da Transformada Integral Classica, o problema auxiliar

apropriado é:

d ZV’HZ(X) 22y (X) =0 (4.19)
dx

v,(0)=0 (4.20)

V(L) =0 (4.21)

v, sao as autofungdes associadas aos autovalores A, sendo n=0,12,....

Na tabela apresentada por Ozisik e Murray (1974), encontramos a solucdo do
problema:

v, (X) =sen(4,x)

Considerando as condic¢des de contorno estabelecidas na Equacgéo (4.21), temos:

v, (L)=0=sen(4, L) =0,

Assim:
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Ay =— (4.22)

A proxima etapa é normalizar a autofuncdo, utilizando a propriedade da

ortogonalizagéo de v, :

N, m=n

L
) = d = '
(W W) !t//ml//nx {Qmﬂ

Segundo a tabela encontrada no trabalho de Ozisik e Murray (1974),

L L L
= | yw2dx = | sen?(1 x)dx = —.
[vi ! (ZoX)de =

0

A autofuncdo normatizada ¢é dada por:

W, (X)= Wl\nl( ) W, (X)= sen(}t X).

12
n

Prosseguindo com a técnica, vamos obter o par transformada-inversa:

L
o, (t) = I . (XU, (x,t)dx : Transformada (4.23)
0
u, (x,t) = iy?n(x)un (t) : Formula de Inversao (4.24)
n=0

Observamos que:

aat“ i 0T (1) (4.25)
o, &
% Z " ()T (1) (4.26)

L
Aplicando o operador _[ ¥, (x)dx na Equacdo (4.14) e substituindo as Equacdes (4.25)e
0

(4.26), temos:

O ey
<
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P 27 000, O = [17,(06° 3.7, (9, (O =

M8 O ey ™
3

0, (O] 7, (07, ()dx = cZi_Um O 7,97, (dx =

3
1l
o

20, O, 7,007,000 =S T, O], 7, (-4, (0N =

>0, O 7,007, 00k =—¢* 30,22 [ 17, (37, (0 =

m=0 0

>, ()5, =—¢ Zu 2(t)s,,, (4.27)
m=0
para n=0,1,2,3,...
0, m#n
com o, :{ ( delta de Kronecker) e
1, m=n

Desta forma, obtemos um sistema de EquacBes Diferenciais Ordinarias de segunda

ordem, lineares, homogéneas e infinitas que, representado na forma matricial, sera:

0"M)) (-4%® 0 - 0 ) (Gt)
0, "(t) 0 —Ax® -« 0 | |T(D)
o "(t) 6 6 —ﬂfcz T (1)

O sistema acima se reduz ao problema de valor inicial:
0, "(t) =—c*4,0, (t) (4.28)

para n=0,1,2,3,...
Considerando as condicdes iniciais dadas pelas Equacgdes (4.15) a (4.18) e a

transformada Equacéo (4.23) temos, no ponto t =0:

0,(0) = [, ()(f (x) ~uy)dx (4.29)
aU;T(t) { 7 (X )8“h dx:a;_th t_g:!zpn(x)aatit_odx:
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L

= [, ()g(x)dx (4.30)

t=0 0

A solucédo do PVI é:

0, (t) =c,cos(cAt)+c,sen(cAt) (4.31)
Para determinar ¢, usamos a Equagéo (4.31) em t =0:

Uﬂ (O) =

c = j C(X)(f (X) —u, )dx (4.32)

Para determinar c,, derivamos (4.31) obtendo:

a4, (1) =—CcA,.csen(cAt)+cA,c, cos(CAt) (4.33)

e usamos a Equacdo (4.33) em t=0:

a, cAc, =
t=0
1 L
=1V ¥, (X)g(x)dx (4.34)
n 0

Desta forma, a Equacdo (4.31), com as Equacbes (4.33) e (4.34), fica bem
determinada.

Pela Férmula de inverséo, Equacdo (4.24), temos:

u, (x,t) = i‘ﬁn (x)(c, cos(cA,t) +c,sen(cAt))

n=0

e substituindo 7, (x) pelo seu valor \/%sen(ln X), temos:

u, (t,x) = Z sen /1 x c cos(C/I t) +c,sen(cA, t)] (4.35)
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Utilizando a Equagéo (4.6), obtemos a solucdo do problema inicial:

u(x,t) = z sen /1 x c cos(cA t)+c,sen(cA, t)]

Portanto a solugéo via TTIC, do problema especificado pelas Equacdes (4.1) a
(4.5) é:

u(x,t) = Z sen /1 x c cos(cA,t) +c,sen(cA, t)] (4.36)

sendo c, e c, dados pelas Equacdes (4.32)e (4.34).

Esta solucdo encontrada via TTIC pode ser validada pela solugdo de problema

semelhante que consta no trabalho de Zill e Cullen (2001).
4.1.2. ANALISE DOS RESULTADOS

Analisaremos o efeito de se tocar a corda mi (aguda) de um violdo, que a principio se
encontrava em repouso. Essa corda é constituida de uma liga de aco (predominantemente
ferro), onde seré aplicada uma forca para tira-la do repouso.

Para ilustrar esta aplicacdo consideraremos 0s seguintes paramentros para a analise:
L=0,65m, c=2,355810°ms™, t=1s,u,=0ms™, f(x)=510"m e g(x)=0ms™

Foram geradas solucbes para o deslocamento u (em metros), utilizando os seguintes

valores de truncamento N =3, N=10, N=20, N=30e N =50, conforme mostrado na

Figura 2:

Figura 2. Perfil de deslocamento unidimensional considerando varios valores de truncamento.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Analisando os dados obtidos pelo grafico, percebemos que guanto mais a ordem de
truncamento N aumenta, mais o deslocamento representado no grafico se aproxima do

deslocamento inicial f(x), indicando que quando N for infinitivamente grande o gréafico sera
uma reta com deslocamento igual a f (x).

O gréfico da solucdo da Onda Unidimensional foi gerado pelo software SciDaVis e 0s

valores do deslocamento unidimensional foram gerados por meio do software SAGe.

4.2. EQUACAO DA ONDA BIDIMENSIONAL — RESOLUCAO VIA SEPARACAO DE

VARIAVEIS

O problema para equacéo da onda bidimensional em um intervalo finito se refere a
uma superficie, que serd, neste caso, representada por uma membrana retangular constituida

de material homogéneo, de comprimento L e largura L , presa nas bordas; u(x,y,t) € 0
deslocamento transversal no ponto X,y no instante t. e as fungdes fe gdescrevem a

posicdo e a velocidade iniciais respectivamente. Assim:

Sejam QcR", r>1 um aberto limitado de fronteira ', Q=QuUT, Q:Qx(0,+oo)
e £=T'x(0,+00). Procuramos uma fungéo u, tal que ueC?(Qx(0, +oo))mC(§_2><[O,+oo)),

entdo, para o problema que vamos considerar temos:

Q=(0,L,)x(0,L,)cR?* L, >0eL,>0, O a membrana retangular constituida de material
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homogéneo e o bordo T formado pelas arestas do retdngulo [O, Lx]x[O, Ly].

O Problema de Valor de Contorno (PVC) sera constituido conforme as equacdes:

o oy o
o 2(6)(2 +8y2]’ emQ (4.37)

com c constante e,

u(o,y,t)=0, ye[o,L, | te[0,x), (4.38)
u(L,,y,t)=0 ye[0,L, | te[0,), (4.39)
u(x,0,t)=0 xe[0,L,], te[0,), (4.40)
u(O,L,,t)=0 xe[0,L,], te[0,), (4.41)
u(x, y,0)=f(xy) x,y)eQ, (4.42)
U (%, y,0)=g(xy) (x,¥)eQ, (4.43)

com (x,y,t) e R

A posicdo, no tempo t =0, chamamos de deslocamento inicial e indicamos u(x, y,0)

e a velocidade inicial indicamos por u,(x, y,0).

4.2.1. RESOLUCAO VIA SEPARACAO DE VARIAVEIS

Iniciamos o método, fazendo a separagéo das variaveis na forma de um produto de trés

fungdes de uma variavel:
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u(x,y,t) = X(X)Y (Y)T (1), (4.44)

sendo X, Y eT fungdes diferenciaveis de classe, no minimo, relativas as variaveis x,y et

2 2 2 2
respectivamente. Assim, temos que Zt—_X( )Y (x) T(t) ou_ a7 X(x)

ooxt dx?

Y(y)T(®) e

%:xu)dZYEV)

T(1). Substituindo estas expressdes na Equacao (4.37), obtemos:

X (Y (V)T (1) = € (X, (Y (T @) + X (Y, ()T ©))

2 2
onde consideramos T, (t) :%TI, X (X) = d ;((X) Y, (y)= Y(y)

dy”

Na expressdo acima, dividimos ambos os lados por c*X(X)Y(y)T(t) =0, para

e[0,L],ye[0,L, | ete[0,+], dai obtendo:

T.() 1 X, (0 Yy(y)
T & XX YY) (4.45)

Desta forma, o lado esquerdo da Equacdo (4.45) depende exclusivamente de t e, o

lado direito, depende das varidveis x ey. Assim sendo, podemos representar cada lado desta

equacao pela constante —k*, portanto temos que:

T, (t) 1 e

T o po k (4.46)
Xu) YO _ o (4.47)
X(x) Y(y)
Reorganizado a Equacéo (4.47) fazemos:

X (X) Yyy(y) 2

o\ —k 4.48
X060 Y0 (449

Analogamente ao que foi feito na Equacéo (4.45), cada lado da Equacéo (4.48) pode
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ser igualado a constante —52, ja que o lado esquerdo depende exclusivamente da variavel x e

o direito, da variavel y. Assim temos:

XXX(X)__ 2

W_ %, e (4.49)

W) e e (4.50)
Y(y)

Considerando:

—o% =8 -K?, (4.51)

temos:

Y, (Y)

w\) _ 2 452

) o (4.52)

Portanto, ficamos com trés EDOs para resolver, as Equacdes (4.46), (4.49) e (4.52).

Considerando as condic¢des de contorno (4.38) a (4.43) e a Equacdo(4.52), temos:
r’—c®=0

r=+Jolia=0efi=c=14

A solucdo geral da Equacéo (4.52) é dada por:
Y(y)=e[c cos(By)+c,sen(By) ] (4.53)

com as seguintes condicdes iniciais:

Y(0)=c, =0
{Y(Ly) =C,cos(4L,)+c,sen(A4L,)

Resolvendo o sistema acima, temos:

Y(L,)=csen(4L,)=0,
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e considerando, sem perda da generalidade, ¢, =1, temos:
sen4,L, =0.

Logo, os autovalores sdo dados por:

A :rll_—”,comnzo,l,Z,S,... (4.54)

y

A partir de Equacéo (4.53) e utilizando a Equacéo (4.54) obtemos as autofuncdes:

n
Y(y)= senLLy (4.55)

y

Considerando as condic¢des de contorno (4.38) e (4.39) e a Equacéo (4.49) temos:
r’-6°=0
r=+Jpli=a=0ep=5=14

A solucdo geral da Equacdo (4.49) é dada por:

X (x) =e“*[ ¢, cos(x)+c,sen(Bx) | (4.56)
com as seguintes condigdes iniciais:

{X(O)=cl=0

X (L,) =c, cos(4,L,)+c,sen(4,L,) (4.57)

Resolvendo o sistema temos:
X(L,) =c;sen(4,L,)=0

e como ¢, #0,

seni,L, =0

Logo, os autovalores séo dados por:

2, =%,comm=1,2,3,... (4.58)

X

A partir de Equacéo (4.56) e utilizando a Equacéo (4.58)obtemos as autofuncoes:
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X (x) :sen%

X

Pela Equacéo (4.51), e lembrando que o =4, e & = A, 0btemos:

kzaf}tj +2; =y, cOMM,N=123,... (4.59)

Considerando a Equacdo (4.46) e sabendo pela Equacéo (4.59) que, k >0, temos:

r’—k’c*=0
r=iC\/k_2i:>a=0 ef=ck=ch,
A solucdo geral da Equacao (4.46) é dada por:

T(t)=e"[c,cos(ft)+c,sen(Bt)],
assim temos:
T(t) =c, cos(cA,t)+c,sen(ch,t).

Como c, ec, sdo constantes arbitrérias reescrevemos c, =a  ec,=Db,, assim a

mn !

solucdo da EDO é:
T(t) =a,, cos(CA,t)+b, sen(cA,t)

Ammn —J(%] +[:—”j (4.60)

Substituindo X (x),Y (y) e T(t) encontrados na Equacéo (4.44), obtemos:

com

u(x, y,t)= {sen (?H{sen {%ﬂ +[ @y, €OS(CA,,t) + by sen(cA, t) |=

X y

u(x,y,t)=a_ sen (?j sen (nf—y] C0S(C Ayt ) +by,,sen E mlile sen ( nizy J sen(CA,t)

X y X y
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com A, representado por (4.60).
Sendo m=123,...en=123,..., sdo vérias as solucdes, logo, pelo Principio da

Superposicéo,

WY = S AU (XY,

m,n=1

temos infinitas solucdes que podem ser representadas por:

Xj sen [ nnycos(Cﬂmnt) +by,sen ( mijsen(nfy}en (Clmnt)}. (4.61)
X y

y

u(x, y,t)= i {amnsen(mf

m,n=1 X

Para encontrar a__, consideramos t =0 na Equacdo (4.61), obtendo:

f(x,y)= Z amnsen[ml_ ]sen(nfy].
m,n=1 X y

Sendo esta uma série dupla de senos, seus coeficientes de Fourier sdo:

L,

X

LYy
a, :ﬁ}[}[ f(x, y)sen[ O ]sen{nfyy}dxdy, (4.62)

Xy

Para encontrar b, devemos calcular a derivada, com relacdo a t, de u(x,y,t)

obtendo:

u (x,y,t) = i {—amnsen(mijsen (?j sen(cA,t) An, +bmnsen(mCszsenLnfy]cos(cﬂmnt)ﬂmn] (4.63)
y

m,n=1 X X y

Aplicando as condig0es iniciais de (4.43) na Equacéo (4.63), temos:

gxy) =, bmnsen[mijsen(nfy]clmn -

m,n=1 X y

=9(xy)= i[bmnci ]Sen(mf ]se (nfy}

m,n=1 y

Sendo a funcdo uma série dupla de senos, seus coeficientes de Fourier so:
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xLy

4 msz y
b cA =—— X, y)sen sen dxd
nCmn LLHQ( y) (LJ [Ly] y=

Xy

LLc/l

mn

L. L,
Ef s nzy
b _— X, y)sen sen dxd )
= by, = Hg( ) (L] (LYJ y (4.64)

Portanto, a solucdo do problema descrito pelas Equaces (4.37) a (4.43) é:

u(x, y,t) = i{a sen(mf jsen[nnyCOS(c/l 1)+b, sen[mf Jsen(nfy}en(c;tmnt)} (4.65)
m,n=1 X y X y

Com a,,, b, e 4,, expressos pelas Equagdes (4.62), (4.64) e (4.60) respectivamente.

mn? ~mn

A solucdo acima € validada pelo trabalho de Biezuner (2007).

4.2.2. CONSIDERAGOES SOBRE EQUACAO DA ONDA BIDIMENSIONAL

Para a Equacdo Bidimensional da Onda que desenvolvemos acima, podemos
considerar o0 movimento de uma membrana esticada, por exemplo, o toque de um instrumento
de percussdo. Para analisa-la de maneira mais genérica, precisamos admitir alguns
pressupostos que correspondem a pequenas deflexdes de uma membrana muito fina.

Admitimos que a membrana seja homogénea e flexivel, que esta fixada e esticada ao
longo de seu contorno gque coincide com os planos x e y. Além disso, consideramos a tracdo
causada pelo esticamento igual em todos os pontos e direcdes da membrana.

Entdo teremos o comprimento horizontal da membrana representado por L, o
comprimento vertical representado por L, a constante de velocidade de propagagéo da onda

por c, e determinaremos por u(Xx,y,t) o deslocamento horizontal da membrana, em um
determinado tempo t,quando aplicado sobre ela um deslocamento (x,y).

Conforme impomos alteracfes aos parametros X, y,t, individualmente ou combinados,
observamos alteracbes em u(x,y,t). Essas alteracbes podem ser representadas através de

graficos que, comparados, ddo uma visdo clara das interferéncias que a mudanca em cada
parametro pode causar, assim contribuindo para estudos mais especificos em relacdo a

Equacéao Bidimensional da Onda.
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Conclusoes e Sugestoes

O objetivo deste trabalho foi apresentar as solucdes analiticas da Equacdo Diferencial
Parcial da Onda Unidimensional e Bidimensional. Os resultados encontrados nos levam a
concluir que as solucBes analiticas sdo de grande utilidade como solucBes suporte para

realizar analise e comparacdo com métodos numéricos.

Por meio da construcdo de graficos por meios computacionais, podemos identificar
quais as mudancas provocadas ao se propor alteragdes nos parametros presentes nas Equacoes
da Onda, Uni e Bidimensional e, por meio de comparacdes, analisar os efeitos fisicos

provocados por estas alteracdes.

Para trabalhos futuros, seguindo a mesma linha de pesquisa, a sugestdo é desenvolver
um modelo bidimensional, por exemplo, analisar as caracteristicas das ondas produzidas ao
tocar um cajon (instrumento de percursao), construir graficos que representem estas ondas e,
por meio desses graficos, estudar o comportamento das ondas quando impomaos alteraces nos
paramentros iniciais. Esperamos com este estudo contribuir com suporte para trabalhos

futuros realizados neste tema.
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