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RESUMO

OLIVEIRA, E. S. B. Contribuicoes para Modelos de Diagnéstico Cognitivo. 2021. 146 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2021.

Modelos de Diagnéstico Cognitivo (MDCs) sdo modelos de varidveis latentes tteis para identi-
ficar o perfil de respondentes através de testes ou avaliacdes. Eles sdo usados principalmente
em avaliagcOes educacionais, mas também podem ser considerados para analisar outros tipos de
variaveis latentes, incluindo tracos de personalidade e outras dreas na psicometria, bem como
qualquer tipo de dados que se enquadre em andlises por meio de itens. Diferentemente dos
modelos de Teoria de Resposta ao Item (TRI), nos quais a varidvel latente é continua, em um
MDC a varidvel latente € discreta, porém, as respostas podem ter os mais variados formatos.
A proposta dessa pesquisa € contribuir para o estado da arte dos MDCs, preenchendo lacunas
ainda existentes, com especial énfase nos MDCs sob abordagem Bayesiana. Os capitulos dessa
tese seguem uma sequéncia de construcao de MDCs para diferentes tipos de varidvel resposta.
Primeiramente, € mostrado um estudo colaborativo com o modelo DINA dicotdmico, ja presente
na literatura, visando um melhor entendimento dos MDCs e mostrando a compara¢do de métodos
de estimacdo j4 explorados com uma nova abordagem MCMC, por meio do algoritmo No-U-Turn
Sampler (NUTS). Sao mostrados estudos de simulacdo e a metodologia € utilizada para uma
aplicacdo na drea de saide mental. A seguir, considerando respostas continuas, exploramos,
sob abordagem Bayesiana, a extensdo do modelo DINA para esse tipo de resposta (C-DINA),
realizando um estudo de sensibilidade de prioris e avaliando o desempenho da metodologia por
meio de estudos de simulacdo, bem como trazendo uma explicagdo mais detalhada da l16gica da
construcdo por tras de modelos dessa classe e mostrando uma aplicacio relacionada a percepg¢ao
de risco. Na sequéncia, propomos um MDC inédito, para respostas limitadas no intervalo
unitario (B-DINA), explicitando os detalhes de sua formulacdo e estimacdo, sob abordagem
Bayesiana, avaliando a recuperacio de parametros da metodologia de estimagao proposta por
meio de estudo de simulagdo e também mostrando o potencial de seu uso em uma aplicacdo para
dados s6cio-demograficos. Por fim, propomos novas distribui¢cdes de probabilidade para varia-
veis aleatdrias limitadas no intervalo unitario, com desenvolvimento de modelos de regressao
quantilica com efeitos mistos, realiza¢do de estudos de simulac¢do e uma aplicacdo para dados de
pobreza extrema. Os diversos estudos de simulagdo e aplicagdes ao longo do texto mostram que
as propostas trazem bons resultados e tem potencial de uso por pesquisadores de diversas dreas,

com os codigos utilizados para a estimagdo dos parametros tornados disponiveis.

Palavras-chave: Varidveis Latentes, Modelos de Diagndstico Cognitivo, Estatistica Bayesiana,

Respostas Dicotdomicas, Respostas Continuas, Respostas Limitadas.






ABSTRACT

OLIVEIRA, E. S. B. Contributions to Cognitive Diagnosis Models. 2021. 146 p. Tese (Dou-
torado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computacgdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Cognitive Diagnostic Models (CDMs) are latent variable models which are useful for identifying
the profile of respondents through tests or assessments. They are mainly used in educational
assessments, but can also be considered to analyze other types of latent variables, including
personality traits and other areas in psychometrics, as well as any type of data that fits in
item analysis. Unlike the Item Response Theory (IRT) models, in which the latent variable is
continuous, in an CDM the latent variable is discrete, however, the responses can have multiple
formats. The purpose of this research is to contribute to the CDMs state of the art, filling gaps
that still exist, with special emphasis on the CDMs under a Bayesian approach. The chapters of
this thesis follow a sequence of construction of CDMs for different types of response variables.
First, a collaborative study with the dichotomous DINA model, already present in the literature,
is shown, aiming at a better understanding of the CDMs and showing a comparison of estimation
methods already explored with a new MCMC method, through the No-U-Turn Sampler algorithm
(NUTS). Simulation studies are shown and the methodology is used for an application in the
mental health area. Next, considering continuous responses, we develop the extension of the
DINA model for this type of response (C-DINA), under a Bayesian approach, carrying out a
priors sensitivity study and evaluating the performance of the methodology through simulation
studies, as well as providing a more detailed explanation of the construction logic behind models
of this class and showing an application related to risk perception. Then, we propose a CDM
for limited responses in the unit interval (B-DINA), which is unprecedented in the literature,
explaining the details of its formulation and estimation, under a Bayesian approach, evaluating
the recovery of parameters of the proposed estimation methodology through a simulation study
and also showing the potential of its use in an application for social-demographic data. Finally,
we propose new probability distributions for random variables limited to the unit interval, with
the development of quantile regression for mixed-effects models, carrying out simulation studies
and an application for extreme poverty data. The different simulation and application studies
throughout the text show that the proposals bring good results and have the potential to be used
by researchers from different areas, with the codes used to estimate the parameters also made

available.

Keywords: Latent Variables, Cognitive Diagnosis Models, Bayesian Statistics, Dichotomous

Responses, Continuous Responses, Bounded Responses.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Modelos de Diagndstico Cognitivo (MDCs) sdo modelos de variavel latente (BARTHO-
LOMEW; KNOTT; MOUSTAKI, 2011) que sdao usualmente utilizados para identificar o perfil
de respondentes a testes em avaliagdes por meio de questiondrios (TORRE, 2009; GEORGE;
ROBITZSCH, 2015). Eles sd@o mais utilizados e bastante uteis na drea de avaliacdes educa-
cionais, mas também podem ser considerados para analisar outros tipos de varidveis latentes,
incluindo tracos psicoldgicos e de personalidade, bem como serem utilizados para analisar dados
de indicadores sociais, ndo necessariamente sendo limitados ao uso de andlise de respostas de
questiondrios por pessoas. Tais aplicacdes diversificadas serdo exploradas ao longo dos capitulos

desse trabalho.

Diferentemente dos modelos de Teoria de Resposta ao Item (TRI), nos quais hd um traco
latente € continuo, em um MDC temos um atributo latente discreto. Uma andlise por meio de um
MDC ¢€ capaz de trazer um perfil de atributos para cada um dos respondentes e adicionalmente
traz a porcentagem de respondentes que possuem os atributos avaliados no teste, permitindo a
avaliacdo tanto individual quanto da populacao respondente. Por meio das andlises feitas por
um MDC, € possivel providenciar aos respondentes um feedback especifico, com suas forgas e
fraquezas, o que faz com que os MDCs possam ir além do simples ranqueamento de individuos

em relagdo a um traco latente.

Ao contrério de outros modelos de varidvel latente j4 mais presentes e consolidados ha
tempos na literatura, como os modelos de TRI, os MDC vem recebendo mais atencao nas tltimas
décadas, havendo ainda grande espacgo para desenvolvimento. O uso pritico de um MDC requer
considerdvel esfor¢co computacional, sendo que a maior parte dos modelos desenvolvidos nessa
classe sdo do século vinte e um, bem como o modelo DINA (JUNKER; SIITSMA, 2001) (do
inglés deterministic inputs, noisy “and” gate) , DINO (TEMPLIN; HENSON, 2006) (do inglés
deterministic inputs, noisy “or” gate), GDM (DAVIER, 2008) (do inglés general diagnosis
model), G-DINA (TORRE, 2011a) (do inglés generalized DINA), entre outros, com incrementos
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ocorrendo apds o desenvolvimento do modelo base.

Sob uma perspectiva Bayesiana, o desenvolvimento de MDCs € ainda mais recente,
havendo dificuldade de encontrar literatura mais antiga sob uma abordagem Bayesiana, mas com
notdveis avancos nos tltimos anos, bem como pode ser visto em Culpepper (2015), Zhan (2017),
Chen et al. (2017) e em avangos trazidos por essa tese, alguns dos quais ja estdo publicados,

como em Silva et al. (2018).

Considerando o estado da arte, a principal proposta dessa tese € contribuir na area de
Modelos de Diagnéstico Cognitivo, trazendo uma nova abordagem Bayesiana para o modelo
dicotémico e estendendo os MDCs Bayesianos para o caso de respostas continuas na reta e de
respostas continuas no intervalo unitario. Também hé alguns estudos adicionais relacionados
a outros topicos em Estatistica, com a proposta de uma nova distribui¢ao no intervalo unitério,
a qual pode ser utilizada em pesquisas futuras para trazer ainda mais avango aos MDCs, bem

como a outras areas do saber.

No capitulo 2, mais informagdes sdo dadas sobre os Modelos de Diagnéstico Cognitivo,
com especial énfase no modelo DINA dicotdmico, o qual € apresentado em detalhes, baseado
no trabalho realizado em colaboragao, ja publicado em Silva et al. (2018). Esse modelo € um
dos mais presentes na literatura de MDC, principalmente sob abordagem frequentista, mas
também com desenvolvimentos iniciais na abordagem Bayesiana em Culpepper (2015). No
nosso trabalho, apresentamos a proposta do uso do No-U-Turn Sampler (HOFFMAN; GELMAN,
2014) para a estimag@o dos parametros do modelo, realizando compara¢des com as metodologias
de estimacdo ja anteriormente presentes na literatura. Estudos de simulacdes sao feitos, a fim de
avaliar a recuperacdo de pardmetros e a andlise de dados reais relacionados a depressdo também
¢ apresentada. Além de publicado em Silva er al. (2018), esse trabalho também foi apresentado e
consta como resumo nos anais dos eventos V CONBRATRI - 5° Congresso Brasileiro de Teoria
de Resposta ao Item, Campinas, 2016, com o titulo Bayesian approach to the DINA model using
No-U-Turn Hamiltonian Monte Carlo e no NextGen: Data Science Day, New Haven, 2018, com

o titulo An Application of DINA model to Beck Depression Inventory data.

O capitulo 3 apresenta uma abordagem Bayesiana para um modelo DINA de respostas
continuas, a qual ainda ndo era encontrada na literatura, havendo até entdo apenas um modelo
frequentista em Minchen, Torre e Liu (2017). O desenvolvimento € apresentado em detalhes
sobre a formulacao Bayesiana e sdo realizados estudos de simulacdo para avaliar a recuperacao
de parametros, bem como uma aplicacdo relacionada a dados de percep¢ao de risco € apresentada.
Esse trabalho serd submetido a um periddico especializado, além disso, ele foi apresentado no
3rd International Conference on Econometrics and Statistics, Taichung City, Taiwan, 2019,
com o titulo Bayesian analysis of cognitive diagnostic models for continuous response data,
com resumo nos anais do evento, e também fez parte da sessdo Advances in Modeling and
Computation for Latent Variable Models do 33rd New England Statistics Symposium, Hartford,
CT, USA, 2019.
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O capitulo 4 traz a proposta de um modelo DINA, sob abordagem Bayesiana, para varia-
veis continuas limitadas, com énfase no intervalo unitario. Esse modelo € inédito na literatura,
ainda nao sendo encontrado nem sob a abordagem Bayesiana e nem sob abordagem frequentista.
Sao apresentados os detalhes da formulacdo Bayesiana, bem como um estudo de simulagao
para recuperacdo de parametros e uma aplicagcdo a dados reais referentes a indicadores sociais
dos municipios da regido Sudeste do Brasil. Esse trabalho estd em fase final de preparagdo do

documento para ser submetido a um periddico especializado.

Com o intuito de estudar novas distribui¢des para varidveis de resposta limitada no
intervalo unitdrio, no capitulo 5, duas novas distribui¢des de probabilidade para o intervalo
unitdrio semi-fechado sdo apresentadas, bem como suas versdes quantilicas. Em adi¢do, também
€ desenvolvida a regressao paramétrica mista, baseada nessas distribui¢des, sob uma abordagem
Bayesiana. O capitulo ainda apresenta aplica¢des a dados reais, levando em conta dados sobre
pobreza no Peru e sobre testes educacionais aplicados a estudantes peruanos. Esse trabalho ja
estd submetido no Journal of Applied Statistics, aguardando revisao e ja foi apresentado no
VI Workshop on Probabilistic and Statistical Methods, Sao Carlos, 2018, tendo o titulo New
Gompertz Based distributions to skewed bounded responses, estando publicado como resumo

nos anais do evento.
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CAPITULO

MODELO DINA: ESTIMACAO E APLICACAO

O modelo DINA é um Modelo de Diagnéstico Cognitivo bastante popular em psicologia
e psicometria, sendo utilizado para identificar o perfil de respondentes a testes com respeito a um
conjunto de atributos ou habilidades latentes. O trabalho apresentado nesse capitulo se baseia em
uma colaboracio que propde um método de estimacao para o modelo DINA através do algoritmo
No-U-Turn Sampler (NUTS), uma extensao do método Monte Carlo Hamiltoniano (HMC).
Um estudo de simulagao € realizado, com o propdsito de avaliar a recuperacdo dos parametros
e a eficiéncia desse novo método MCMC e compari-lo com outros métodos Bayesianos, os
algoritmos Metropolis Hastings (MH) e Gibbs Sampling (GS), e um método frequentista, com o
algoritmo de Maximizacdo da Expectativa (EM). Os resultados indicam que o algoritmo NUTS
quando aplicado ao modelo DINA, recupera devidamente todos os parametros, sendo mais
eficiente e preciso do que os outros métodos utilizados na comparagao, ja presentes na literatura.
A metodologia € utilizada para uma aplica¢cdo na area de saide mental, ilustrando um novo
método de classifica¢do para respondentes do inventario de depressao de Beck. A aplicacdo traz
resultados interessantes e mostra o potencial da utilizacdo desse tipo de modelo para auxiliar no

processo de diagnostico médico.

O contetido desse capitulo € parte de uma colabora¢do com demais pesquisadores, a qual

estd publicada em Silva et al. (2018).
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2.1 Introducao

MDC:s sdo ferramentas tteis em psicometria para identificar o perfil de respondentes a
questiondrios, ou o nivel no qual eles possuem um determinado conjunto de atributos latentes
que estdo relacionados a uma varidvel latente. Essa varidvel latente pode ser uma habilidade

cognitiva (habilidade matematica, por exemplo), um trago psicolégico ou uma atitude.

Especificamente, como dito em George e Robitzsch (2015), MDCs sdo uma classe de
modelos de varidveis latentes discretas, as quais se utilizam das respostas a itens para avaliar se o
respondente possui caracteristicas bésicas relacionadas aos tracos latentes que sdo cobertos pelos
itens. Por exemplo, em uma avaliacido educacional de habilidades cognitivas os desenvolvedores
do teste podem mapear atributos necessarios para responder corretamente a cada uma das

questdes desse teste; esse mapeamento é chamado de Matriz Q.

Embora a maior parte da pesquisa envolvendo MDCs seja conduzida em avaliagdes
educacionais, eles também podem ser utilizados para avaliar outro tipo de varidveis latentes,
incluindo tracos de personalidade. Templin e Henson (2006) se utilizou de um MDC em um
contexto clinico, analisando perfis patolégicos relacionados a apostas; seu estudo foi capaz
de estimar a porcentagem dos examinados que tinham perfis comportamentais ligados a tal
patologia, bem como providenciar padrdes comportamentais para cada individuo. Esses perfis
foram uteis para andlises clinicas posteriores, utilizando pontos de corte em escores relacionados

a patologias ligadas a apostas.

Os MDCs também ja foram utilizados em aplicacdes ligadas ao diagnéstico de desordens
psicoldgicas (JAEGER et al., 2006; TEMPLIN; HENSON, 2006) e desordens mentais, utilizando
escores de itens obtidos através de instrumentos de mensuracao de aspectos clinicos (TORRE;
ARK; ROSSI, 2015). Nesse contexto, os MDCs auxiliam a avaliar perfis de desordem psicoldgica
para cada um dos individuos, bem como identificar o qudo prevalentes essas desordens sdo na

populacado.

Diferentes versdes para modelos na classe dos MDC dicotémicos podem ser vistos
em George e Robitzsch (2015). Os modelos DINA Junker e Sijtsma (2001), sio um dos mais
populares e mais amplamente explorados na literatura de MDC, em testes de diagndstico
cognitivo utilizados para variados fins, devido a sua parcimonia e interpretabilidade. Dimitrov
(2007) afirma que os modelos DINA atuam como um modelo conjuntivo, no sentido de que os
respondentes precisam de todos os atributos que sao requeridos para responder corretamente a

um item sem chutar.

A estimacao dos parametros de MDCs em aplicacdes reais é muitas vezes desafiadora,
devido a multiplos fatores (a quantidade de questdes em um teste, o tamanho amostral, o nimero
de atributos relacionados aos tragos latentes, os graus de correlacdo entre os atributos, entre
outros). Ha na literatura a proposta de uso de métodos frequentistas (DAVIER, 2008; CHEN;
XIN, 2012) e Bayesianos para a estimacao dos parametros do modelo, sendo que, por vezes
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podem ocorrer problemas para atingir a convergéncia quando se diz respeito a MDCs complexos.
Nesse capitulo, baseado no artigo supracitado, € introduzida uma alternativa mais acurada para a

estimacgdo sob abordagem Bayesiana para os parametros do modelo DINA.

Alguns pesquisadores se utilizaram de algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Mar-
kov (MCMC) para estimar os parametros do modelo DINA e de suas extensdes, através dos
métodos de Metropolis Hastings (MH) ou do Gibbs Sampling (GS) (TORRE, 2009; JUNKER;
SIITSMA, 2001; TORRE; DOUGLAS, 2004; HUANG; WANG, 2014; CULPEPPER, 2015).
Alguns algoritmos em softwares de estimacao Bayesianas foram desenvolvidos para estimar os
parametros do modelo, bem como pacotes no R (TEAM, 2017) como o pacote “dina” (CUL-
PEPPER, 2015), o qual utiliza o GS, e o pacote “CDM” (GEORGE et al., 2016), que utiliza o
algoritmo de Maximizacao da Expectativa (EM) para a estimagdo sob abordagem frequentista.
A estimacao utilizando algoritmos de MH podem ser feita utilizando-se de softwares e pacotes
como WinBUGS (LUNN ez al., 2000), OpenBUGS (THOMAS, 2008), JAGS (PLUMMER,
2003) ou PROC MCMC, do SAS (INC, 2009). Entretanto, a estimacao utilizando o No-U-Turn

Sampler (NUTS) nao era encontrada na literatura até entao.

Estudos recentes introduziram o algoritmo NUTS (HOFFMAN; GELMAN, 2014), o
qual € uma extensao do algoritmo Hamiltonian Monte Carlo (HMC) (DUANE et al., 1987,
NEAL, 1994; NEAL, 2011), como uma boa alternativa ao MH ou ao GS. Hoffman e Gelman
(2014), Granty et al. (2016) e Nugroho e Morimoto (2015) dizem que os algoritmos de HMC e
o NUTS sdo capazes de trazer resultados mais acurados quando comparados a outros métodos
MCMC, para diversos modelos estatisticos. Nesse capitulo, o uso do NUTS no contexto de
MDC:s € explorado, a fim de verificar se, para o modelo DINA, também ha beneficios trazidos
por esse algoritmo. Também € mostrada uma aplicacdo com dados relacionados a drea de saide
mental, com um novo método de classificacdo para respondentes submetidos ao Inventério de
Depressao de Beck (BECK et al., 1961)

Como motivagdo para aplicacdo, temos que patologias psicolégicas como a depressao sao
extremamente prejudiciais a qualidade de vida de quem as possui e é de suma importancia que o
diagnostico seja rapido e acurado, a fim de evitar maiores complicacdes. Jaeger et al. (2006),
Templin e Henson (2006) e Torre, Ark e Rossi (2015) aplicaram MDCs para o diagndstico de
pacientes baseados em suas respostas a instrumentos para avaliacdo da satide mental. Nesse
estudo, nds exploramos o uso do modelo DINA e do algoritmo NUTS em um contexto clinico,
analisando dados de uma amostra de participantes que responderam a um questiondrio sobre a
depressdo. O interesse consiste em estimar a porcentagem de examinados que mostram cada um
dos padrdes comportamentais e também em encontrar um padrao comportamental individual
para cada pessoa. Esses perfis sdo construidos utilizando descri¢des clinicas sob categorias da

depressao baseadas na literatura j4 existente, como serd mostrado mais adiante.

A fim de aplicar qualquer MDC, primeiramente € preciso identificar os atributos que estao

por trds da constru¢do do questiondrio e a relagdo entre cada uma das questdes e esses atributos.
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Tal mapeamento é chamado de Matriz Q e faz um link entre os itens (linhas) e os atributos
(colunas). Diversas alternativas podem ser utilizados para identificar os atributos e construir
a Matriz Q, bem como consultar experts na drea de estudo e se utilizar de procedimentos
estatisticos (LIU; HUGGINS-MANLEY; BRADSHAW, 2017; CHEN et al., 2015). Nesse
capitulo nés utilizamos uma abordagem que se baseia em resultados previamente obtidos e
publicados na literatura Fragoso e Curi (2013), onde € utilizada a TRI para avaliar respostas
ao Inventario de Depressao de Beck, sendo identificadas duas dimensdes para a depressao.
Assim, em nosso trabalho, nés mapeamos os vinte e um itens do questionario, considerando
dois atributos (dimensdes) para a depressdo: o cognitivo e o somatico afetivo. Essa abordagem é

explicada com mais detalhes ao longo do trabalho.

O principal objetivo desse capitulo € a proposta de um novo método de estimacao para
os parametros do modelo DINA, avaliando o desempenho desse algoritmo em relacdo a outras
abordagens Bayesianas e frequentistas ja presentes na literatura, bem como o desenvolvimento de
uma aplicagdo mostrando a possibilidade do uso da metodologia proposta para a classificagdo de
respondentes em um contexto clinico. Um estudo comparativo entre o NUTS e outros métodos
de estimacdo € apresentado, tanto em cendrios ja presentes em simulagdes em outros trabalhos
encontrados na literatura quanto em novos cendrios simulados. Uma vez realizadas as simulagdes,
a aplicacao em um contexto clinico ilustra o potencial de uso dessa metodologia para questoes

préticas.

Esse capitulo € organizado da seguinte maneira: Na Secdo 2.1 € apresentada uma revisao
da literatura sobre o modelo DINA e os intuitos desse trabalho. Na Se¢do 2.2 o modelo DINA
¢ apresentado em detalhe, bem como procedimentos como a “marginalizacdo” dos pardmetros
discretos, a fim de se utilizar da técnica proposta de estimagdo dos parametros. Na Se¢do 2.3
sdo apresentadas informagdes sobre a estimacao dos parametros sob abordagens Bayesianas e
frequentistas, incluindo o algoritmo proposto nesse trabalho. Na Secdo 2.4 sdo mostrados estudos
de simulagdo, comparando a estimagdo com o uso do algoritmo NUTS com os resultados dos
métodos de MH e GS e com a abordagem frequentista, com a comparagao da recuperacao de
parametros e da eficiéncia dos métodos. Na Secdo 2.5 é conduzido um estudo de dados reais,
aplicando o modelo DINA com uso do NUTS para o diagndstico da depressdo. Finalmente, na

Secdo 2.6 sdo apresentadas conclusdes, comentarios e sugestdoes para pesquisas futuras.

2.2 0O modelo DINA

Para o modelo DINA aqui apresentado € considerada uma situac@o na qual um teste com
J itens dicotdomicos € aplicado a N individuos, a fim de classificar cada um deles com base em
seu dominio ou nao dominio de K atributos (dimensdes ou habilidades), previamente definidos.
Uma vez que um individuo pode ou nio possuir cada um dos atributos, existem C = 2K possiveis

perfis de atributo, os quais sdo denotados pelo vetor @, = (@, %2, ..., 0k)’, no qual oty é
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igual a um se o perfil ¢ possui o atributo k e € igual a zero, caso contrario. Quando lidamos com

um vetor de atributos para o individuo i, denotamos esse vetor por &; = (@1, %2, ..., Qig)', com
i=1,2,...,N. Os atributos necessdarios para que haja sucesso no item j sdo armazenados no
vetor q; = (q1,4j2,---,qjk)’,com j=1,2,...,J, onde gjx é | se o item j requer o atributo k e

zero, caso contrdrio. A Matriz Q para o modelo DINA ¢ definida por Q = (q,q5,...,q})’, essa

matriz precisa ser previamente definida pelo pesquisador.

Consideramos que para cada individuo i e cada item j existe uma varidvel aleatoria Y;;,
a qual assume o valor 0 para uma resposta incorreta (ou negativa em relacdo ao que se afirma

naquele item) e 1 para uma resposta correta (ou positiva), como segue:

Y;j|ee;, Q; ~ Bernoulli(F;;), (2.1)

onde Q; = (gj,s;) é o vetor linha de pardmetros do item j, g; (do inglés guessing, “chutar”) é a
probabilidade de um individuo que nao possui os requisitos necessdrios para o item j respondé-lo
corretamente (ou, considerando qualquer contexto, a probabilidade de sucesso no item j, dado
que os atributos por ele mensurados nio estdo presentes no individuo i) e s; (do inglés slipping,
“escorregar’”’) € a probabilidade de um individuo que possui os atributos necessarios ao item
J ndo respondé-lo corretamente (ou, considerando qualquer contexto, a probabilidade de nao
sucesso no item j, dado que os atributos por ele mensurados estdo presentes no individuo 7). P;;
€ a probabilidade de sucesso, isto €, no contexto de um questiondrio, € a probabilidade de que o

individuo i responda corretamente ao item j. Esse parametro de sucesso € definido por

N
Pj=P(Y;; = 1]@;, Q) = (1—s;)Mig; ™, 2.2)
onde 7);; ¢ aresposta ideal do individuo i para o item j. Definindo 11(-) como a fungéo indicadora,

temos que

K
mij =[] o = (eia; = dja))
k=1

E importante ressaltar que, para que a Equacdo 2.2 seja mondtoma com respeito a o, é
necessdrio que 1 —s; > g; JUNKER; SIITSMA, 2001), isto €, s; +g; < 1, a qual chamamos
de “restricdo de monotonicidade” e serd utilizada de maneira explicita na estimacdo pelo GS,
como proposta por Culpepper (2015) e na modelagem utilizando o NUTS, como proposto nesse
trabalho. Também € esperado que s; < 1 — g;, uma vez que um individuo que possui todos os
atributos avaliados para um item, pela l6gica, deve responder esse item mais corretamente que

aqueles que ndo o possuem.

Note que 7;; age como uma fung¢do bindria, assumindo o valor 1 se e somente se 0
individuo i possui todos os atributos requeridos pelo item j. Em outras palavras, 1);; faz a fungio

do que se chama no nome do modelo DINA de “and” gate, e € interpretado como a resposta
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ideal do individuo i ao item j. Sendo assim, assumimos que N; = (N;1, N2, - - -, Mis)’ € 0 vetor de

respostas ideais para o individuo i.

Os parametros de guessing e slipping sao definidos utilizando probabilidades condicio-

nais, de modo que
8j =P(Yyj =1[mij = 0) es; =P(¥;; =0[n;; = 1).

Como pode ser visto na Equag@o (2.1), o modelo DINA nada mais € do que a distribuig¢do
de Y;; condicionada a um vetor de atributos ¢; e um vetor de parimetros de item ;. Seja
Y; = (Yi1,Ypn,...,Yy) um vetor de respostas J dimensional do individuo i para cada um dos itens
e Q= (Q,Q),...,Q;) um vetor contendo os pardmetros de guessing e slipping para os J itens.
Entdo, a probabilidade de observar Y; condicionada a um determinado perfil ¢, considerando

que as respostas aos itens sao condicionalmente independentes dado &; é

P(Yila = a.,Q HP J(1—Pey) T, (2.3)
onde @; = @, significa que o individuo i pertence ao perfil de atributos c e P.j = (1 —s;)"/ g}_n"j .
Agora, seja T = (71, M, ..., Tc)" um vetor C dimensional, com probabilidade marginal

de um individuo pertencer ao perfil ¢ dada por 7. = P(@.) = P(@; = a.|&). Obviamente, temos
queOSncglerzlnc: 1.

Considerando (2.3), a probabilidade de observar Y; condicionada aos pardmetros de item

Q ¢ ao vetor de probabilidades &, dada pela marginalizagido do vetor &; é dada por

C
P(Yi|Q,7) = ) 7nP(Yi|a;=a.,Q). (2.4)

c=1

A funcdo de verossimilhancga para uma amostra de N respondentes e J itens é dada por

N C
Y‘Q Jl.' :HZ ilai:ac,ﬂ),
i=1c=1

onde a matriz Y = [Y; j] NxJ representa as respostas de N individuos a um instrumento de mensu-

racdo com J itens.

2.3 Estimacao do modelo DINA

Essa sec@o apresenta quatro diferentes maneiras de estimar os parametros do modelo
DINA. Nosso principal objetivo € introduzir a estimacdo por meio do algoritmo NUTS, com-
parando os resultados obtidos com trés métodos de estimacdo cujo uso ja existia na literatura

do DINA (uma explicacdo rdpida sobre isso pode ser vista no Apéndice A): O algoritmo de
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maximizacao da expectativa (EM) (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977), o algoritmo de MH
(METROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970) e o GS (GEMAN; GEMAN, 1984; GELFAND;
SMITH, 1990). A primeira parte dessa secdo apresenta uma formulagdo Bayesiana do modelo

DINA e a segunda parte descreve o algoritmo NUTS.

Modelo DINA sob uma perspectiva Bayesiana

Em contraste com a abordagem frequentista, na inferéncia Bayesiana os parametros de
interesse sdo variaveis aleatdrias, sendo necessdria a especificacio de distribui¢des de probabili-
dades a priori para os parametros, refletindo possiveis conhecimentos sobre seu comportamento
e a incerteza em suas estimativas. A escolha das distribuicdes de probabilidade a priori € um
importante passo na estatistica Bayesiana, uma vez que as distribuicdes de probabilidade a
posteriori serdo influenciadas tanto pela amostra quanto pela priori. A estimacdo Bayesiana é

baseada na distribui¢do a posteriori, que para o modelo DINA ¢é dada por
p(Q,®|Y) o< £(Y[|Q, ) p(Q)p(7),

onde p(Q) é a priori para os parAmetros de item e p(#) é a priori para os perfis de atributo.

A formulacdo Bayesiana para o modelo DINA ¢ apresentada em Culpepper (2015),

considerando as seguintes distribui¢des a priori

o;|m ~ Categérica(my, m, ..., c), (2.5)

zt ~ Dirichlet(8¢), 80 = (do1,002,---,c), (2.6)
s ~ Beta(ay, by), (2.7)

g; ~ Beta(ag, by). 2.8)

A priori em (2.5) indica uma distribui¢ao Categorica para o perfil de atributos de cada
individuo i, com a probabilidade de pertencer a determinado atributo ¢ sendo 7. Ao considerar
probabilidades iguais de pertencimento a cada atributo, essa priori serd nao informativa, corres-
pondendo a uma distribuicao uniforme discreta. A priori em (2.6) assume uma distribuicao Diri-
chlet para o vetor de probabilidades 7, com o vetor de hiperparametros 8y = (81,02, - - -, %C)-
E possivel que pesquisadores definam valores para 8 de acordo com conhecimentos j4 adquiri-
dos sobre os perfis de atributos, mas caso ndo haja informag¢des prévias sobre &, uma priori nao

informativa pode ser obtida ao definir 8. = 1 para todo c.

As prioris em (2.7) e em (2.8) indicam uma distribui¢do Beta para s e g ;, com parametros

as, by € ag, b, respectivamente. Note que também podem ser obtidas prioris ndo informativas
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ao considerar a; = by = ag = by = 1, 0 que faz com que a distribui¢do seja uniforme continua.
Culpepper (2015) impde explicitamente a restricio de monotonicidade para os pardmetros de

item ao tomar o produto das densidades das distribuicdes Beta como
s—1 s—1 91 -
P(R)) = p(sj gj) o< s (1—s5)" g5 (1—gp) 11 ((s),8)) € 2),

onde & = {(s5,8):0<s+g<1,0<s<1,0<g< 1}.Utilizando essa restri¢do e considerando
os parametros da distribui¢ao Beta como 1, é obtida uma priori uniforme bivariada linearmente

truncada para os parametros de item.

Culpepper (2015) introduziu uma formulacdo Bayesiana com distribuicdes condicionais
completas para a estimagdo dos parametros do modelo DINA, apresentando alguns beneficios
da formulagdo proposta. Essa formulagdo permite o uso do GS, ao apresentar condicionais
completas que sdo analiticamente tratdveis tanto para os parametros de item quanto para os de
individuos. Além disso, ela também permite que a restricdo de monotonicidade 0 < g; +s; < 1
seja explicitamente aplicada, o que faz com que a convergéncia seja mais rdpida do que ao se
utilizar softwares como WinBUGS e OpenBUGS, os quais ndo o fazem. Um outro beneficio € o
desenvolvimento de um algoritmo em C++ que estd disponivel no pacote “dina” do R, o qual é

utilizado nesse trabalho.

Algoritmo No-U-Turn Hamiltonian Monte Carlo

Alguns métodos de MCMC amplamente conhecidos na estima¢ao de parametros dos
mais diversos modelos estatisticos, bem como o0 MH e o GS tem tendéncia a explorar o espaco
paramétrico utilizando passeios aleatdrios ineficientes, o que pode aumentar o nimero de
iteracOes necessdrias para atingir a convergéncia e a autocorrelacdo entre os valores gerados.
Uma metodologia alternativa que vem sendo mais explorada recentemente sao os métodos
conhecidos HMC, os quais vem ganhando destaque para a estimacao de pardmetros utilizando
inferéncia Bayesiana. HMC € um método de MCMC que se utiliza de dinamicas Hamiltonianas
para construir cadeias de Markov e usualmente exigem um menor nimero de iteragdes para
atingir a convergéncia. Dinamicas Hamiltonianas podem ser utilizadas para descrever como um
objeto se move em um sistema, bem como uma bola posta em uma rampa sem atrito a qual,
conforme desce, converte energia potencial em energia cinética até que atinge o ponto mais

inferior da rampa, a partir do qual precisa subir e converter energia cinética em energia potencial.

O movimento do objeto é descrito por sua localizacdo x e momento p em determinado
tempo ¢.. Para cada x existe uma energial potencial associada U(x) e para cada p existe uma
energia cinética K (p). A energia total do sistema é definida como a soma da energia potencial e

da cinética, isto é

H(x,p) =U(x) +K(p),
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onde . (x,p) é chamado de Hamiltoniano e é constante uma vez que o sistema ¢ fechado. No

exemplo da bola na rampa, o Hamiltoniano € constante porque nio existe atrito.

O HMC utiliza as varidveis de localizagcdo x para representar as varidveis de interesse
(parametros do modelo) e as varidveis de momento p como varidveis adicionais que permitem
com que as dinamicas Hamiltonianas operem. Dois parametros de especificacdo do método
sdo definidos pelo usudrio: o niimero de passos L e o tamanho de cada passo 8. Sendo assim,

para cada itera¢do, o método HMC gera L pontos (X, p) com o tamanho do passo 9, conforme a

W

Figura 1.

Figura 1 — Ilustragd@o da trajetéria do método HMC. L passos sdo construidos com tamanho de passo
0 ao redor de 77 (x,p) a fim de obter o préximo estado da cadeia. O dltimo passo gerado é
escolhido para ser o proximo estado da cadeia de Markov com probabilidade de aceitagdo
similar a probabilidade de aceitagdo de Metropolis.

Uma descri¢dao mais detalhada do HMC pode ser vista no Apéndice A e em Duane et al.
(1987), Neal (1994) e Neal (2011).

De acordo com Hoffman e Gelman (2014), a performance do HMC ¢ bastante sensivel
a escolha dos dois parametros supracitados. A escolha errada dos parametros pode causar
problemas como a inacuricia na simulacao, alta taxa de rejei¢ao ou o cdlculo de mais passos que
o necessdrio. A fim de eliminar a necessidade de escolher o pardmetro L manualmente, Hoffman
e Gelman (2014) propos o algoritmo No-U-Turn Sampler (NUTS), o qual é uma extensdo do
algoritmo HMC. Para cada iteragao, o algoritmo NUTS constréi uma arvore com nés que sao
compostas de subdrvores advindas de um processo recursivo, tal que uma subdrvore com o
dobro dos nés da arvore anterior € criada na mesma iteracdo em uma direcdo aleatdria (para
frente ou para tras). Em outras palavras, a subérvore j (j =0,1,2,...) é gerada com 2/ nés na
direcdo v; ~ Uniform({—1,+1}), indo para trds se v; = —1 e para frente se v; = +1. A Figura

2 mostra um exemplo de construcdo dessas subarvores

O k-ésimo n6 (x(k) , p(k)), parak =1,2,...,2/, da j-ésima subdrvore é selecionado com
probabilidade
11 (u < exp{—U(x()) —K(Pr))})

9
n/

o=
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j=0  j=1 j=2 j=3

® 6O THTHOOCD ERFBHELCLEREREBHY
Figura 2 — Exemplo de construcdo de uma arvore bindria similar a (HOFFMAN; GELMAN, 2014). Em

cada passo o algoritmo dobra os nés, escolhendo aleatoriamente a direcao. Nessa figura, as
direcdes escolhidas para as quatro dobras foram frente (né branco), frente (né com linhas), trds
(n6 pontilhado) e frente (nds hachurados).

onden' =Y5 1l (u< exp{—U(x(;)) —K(p()}). i.e., ' € o nimero de nés na j-ésima subdr-
vore até entdo, tal que 11 (u < exp{—U (X)) —K(p(n))}) =1 parah=1,2,... k. Ao final da

constru¢do da J-ésima drvore, um né pertencente a ela € escolhido como candidato para um novo
/

estado da cadeia, com probabilidade n—, onde
n

2J

= X1 (u < exp{=U (x) =K (piy)})

2J

n=73 Y 1 (u<exp{~U(xu)—Kpw)})-
j=0h=1

Uma 4arvore é construida até que um extremo da trajetoria comece a retroceder, voltando-se para

o outro extremo. Assim, o candidato atual € o novo estado da cadeia.

O algoritmo NUTS pode ser utilizado via Stan, um software que se tornou disponivel
em 2012, sendo que para esse trabalho foi utilizada a versdao 2.6. O Stan € um software livre
e de cédigo C++ aberto, cujo objetivo principal € realizar amostras de um modelo estatistico
Bayesiano utilizando o algoritmo NUTS. Na pratica, o Stan € similar ao BUGS (LUNN et
al., 2000) e ao JAGS (PLUMMER, 2003) nos quais o usudrio escreve um modelo Bayesiano
em um codigo conveniente. Entretanto, ndo € possivel traduzir diretamente cédigos de BUGS
ou JAGS para Stan, uma vez que o NUTS e o HMC nao permitem a amostragem direta de
parametros discretos. Para modelos que envolvem parametros discretos € necessdrio realizar
a marginalizacdo desses parametros, como fazemos em (2.4) para o modelo DINA, a fim de
escrever o codigo em Stan. O c6digo em Stan utilizado nesse estudo estd disponivel no Apéndice
B.
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2.4 Estudo de simulacao

Nessa secao um estudo de simulacdo € conduzido, a fim de avaliar a recuperacdo de
parametros através do algoritmo NUTS e compard-la com outros métodos MCMC e com a
estima¢cdo de maxima verossimilhanca, por meio do algoritmo EM. O estudo de simulacio
¢ inspirado nos utilizados em (TORRE, 2009), (TORRE; DOUGLAS, 2004), (CULPEPPER,
2015) e (HUEBNER; WANG, 2011), principalmente no que diz respeito a Matriz Q, a qual € a

mesma que em Torre e Douglas (2004), com o nimero de dimensdes K = 5.

Para o estudo de simulacdo, sdo considerados oito diferentes cendrios, incluindo alguns
que ainda ndo eram encontrados na literatura sobre o modelo DINA. Para o nimero de individuos
temos que N € {500,1000} e para o nimero de itens J € {15,30}. Em relac@o aos pardmetros
do modelo, as configuragdes selecionadas foram divididas em dois casos, sendo que o primeiro
tem s = g = 0.2 e uma distribuicdo chamada de Flat (o nome original proposto foi mantido por
trazer melhor a ideia, mas em tradugdo livre poderiamos chamar de achatada, i.e., a probabilidade
de pertencer a cada possivel perfil € igual para todos os perfis) o segundo com s =g =.1¢
uma distribui¢cdo chamada de High (crescente, i.e., a probabilidade de um individuo pertencer a
um grupo com trés ou mais dimensodes € o dobro da de pertencer a grupos com menos de trés
dimensdes). A distribui¢io das probabilidades para cada os vetores atributos @;, de acordo com

o nimero de atributos k de cada vetor, pode ser visto na Tabela 1.

Numero de atributos (k)
0 1 2 3 4 5
Distribui¢do flar ~ P(a; = e |k) = m.|k 0.03125 0.03125 0.03125 0.03125 0.03125 0.03125
Distribuicdo high P(a; = 0 |k) =m.|k 0.021 0.021 0.021 0.042 0.042 0.042
Tabela 1 — Probabilidade de pertencer as classes de vetores de atributo ¢; de acordo com o nimero de
atributos possuido pelos membros daquela classe.

De modo a avaliar o desempenho da estimagdo proposta pelo NUTS com aquelas que ja

existiam na literatura, trés diferentes abordagens sio consideradas:

1. Algoritmo EM + classificagdo EAP, utilizando o pacote “CDM” no software R (abordagem

frequentista);
2. Algoritmo MH, pelo OpenBUGS;

3. Algoritmo GS, utilizando o pacote “dina” no R.

Para todos os métodos sao geradas R = 10 réplicas para cada um dos oito cendrios.
Na abordagem Bayesiana, para cada cendrio, sdo utilizadas 4000 iteracdes, descartando as
primeiras 2000. Ha diversas maneiras de realizar o diagndstico da convergéncia em métodos
MCMC. Uma dessas maneiras € a estatistica de Gelman-Rubin (GELMAN; RUBIN, 1992), a

qual compara o comportamento de uma cadeia com outras cadeias inicializadas automaticamente.
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Essa comparagio é feita estimando o R, uma medida da razio da varidncia média das amostras
em cada cadeia com a varidncia combinada entre todas. R serd igual a 1 caso haja um equilibrio
entre essas variancias e serd maior que 1 se ndo houver convergéncia. A fim de verificar a
convergéncia do algoritmo NUTS, utilizamos a estatistica de Gelman Rubin (GELMAN; RUBIN,

1992) e andlises gréficas.

Analise da recuperacao de parametros

A fim de comparar o desempenho dos métodos de estimagao em relacdo a recuperagcao
dos parametros, sdo utilizadas duas estatisticas. Para calcular essas estatisticas nas abordagens
Bayesianas, a média a posteriori foi utilizada como a estimativa dos parametros, comparando as

estimativas com os valores reais em cada cenario simulado.

A primeira estatistica ¢ o RMSE (square root of the mean square error, raiz do erro

quadratico médio), dada por

1 &
RMSE = (| — )2
S \/Rr_z,l(ﬁlr )2,

onde ¥ é um elemento de (m,7) e / é um indice (j or ¢) e 51, ¢ a estimativa obtida na réplica
r,r=1,2,...,R. A segunda estatistica € o AVRB (absolute value of the relative bias, valor

absoluto do viés relativo), dado por

|Vies|
%

AVRB =

~ =~ =~ 1 ~
onde Vies = (¥, — %), com ¥; = I_szzl Yy,

Nessas andlises, sdo mostradas a recuperacdo de parametros para os parametros dos
itens g, s e também para a recuperagdo relacionada aos parametros dos individuos, por meio da
probabilidade de pertenca aos vetores de atributos 7. De acordo com (CULPEPPER, 2015), um
RMSE maior que 0.04 ndo € desejavel. O viés também € uma estatistica util a fim de comparar
0 qudo distante as estimativas estdo do verdadeiro parametro, sendo que o AVRB nos permite
comparar parametros com escalas diferentes e maiores valores de AVRB indicam estimativas

mais enviesadas.

A Tabela 2 mostra os resultados do RMSE para os parametros, considerando os quatro
métodos abordados. Em relacdo aos parametros dos itens, o NUTS teve o menor valor de RMSE,
junto com o GS, indicando que essas duas abordagens trouxeram os resultados com maior
acuracia. A abordagem frequentista também traz bons resultados. Para a estimativa via MH, ha
valores altos de RMSE considerando o parametro g, para o qual o valor de RMSE fica acima
de 0.10 em dois casos. Para os parametros s os valores de RMSE foram mais altos do que para
g, em geral, o que também ocorre em Torre (2009) e Culpepper (2015). Ao considerarmos o

cendrio com a distribuicao Flat, s = 0.2, J = 15 e N = 500, nota-se que o método com menor
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valor de RMSE foi o NUTS. Para os demais cendarios também houve valores de RMSE maiores

que 0.04 para o MH, mas nao para os demais métodos.

Para o parametro de individuos 7, ndo houve problemas referentes ao RMSE para
nenhum dos métodos, mas, mesmo em relacdo a esse parametro, os resultados sdo um pouco
melhores para o NUTS e o GS quando comparados a abordagem frequentista e ao MH. Também
¢ interessante notar que o valor de RMSE reduz com o o aumento do nimero de itens J, com o

mesmo ocorrendo para o nimero de individuos N.

Em geral, as distribui¢des Flat trouxeram mais problemas do que as High, o que também
foi observado por Culpepper (2015). O aumento no nimero de itens (J) faz com que os valores de
RMSE sejam menores para g, o que também ocorre para s na maior parte dos casos, exceto para
s = .1 High e N = 500. O aumento no nimero de respondentes N, em geral, também contribui
para que as estimativas tenham maior acuricia, porém, mesmo para N = 1000 ha casos com
RMSE maior que 0.04 para o MH.

Tabela 2 — Resultados do estudo de simula¢do: RMSE utilizando diferentes métodos de estimagdo para o

modelo DINA

Cendrio N J g > i
ML+EAP MH GS NUTS ML+EAP MH GS NUTS ML+EAP MH GS NUTS
500 15 .0374 .0584 .0336 .0335 .0505 .1121 .0472 .0469 .0155 .0126 .0121 .0120
5 Flat 30 .0249 .0250 .0250 .0249 .0391 .0388 .0384 .0385 .0111 .0102 .0102 .0102
1000 15 .0256 .0777 .0265 .0263  .0325 .1357 .0323 .0322 .0107 .0122 .0102 .0101
30 .0171 .0172 .0172 .0172 .0300 .0294 .0295 .0294 .0069 .0071 .0071 .0071
500 15 .0226 .1516 .0223 .0226 .0246 .2015 .0245 .0246 .0081 .0108 .0075 .0075
1 High 30 .0176 .0180 .0179 .0179 .0254 .0255 .0256 .0256 .0054 .0050 .0050 .0050
1000 15 .0152 .1496 .0156 .0155 .0169 .1963 .0173 .0172 .0061 .0087 .0058 .0058
30 .0114 .0115 .0115 .0115 .0168 .0171 .0171 .0170 .0045 .0044 .0044 .0044

Os resultados para o AVRB sdo mostrados na Figura 3, com uma escala baseada no

quadrado do AVRB para facilitar a comparagdo entre os cendrios. Tais resultados confirmam
que o algoritmo MH traz os piores resultados tanto para os parametros de individuos g e s,
quanto para o de itens 7. Além disso, o algoritmo NUTS continua sendo preciso para todos os
parametros avaliados. Também € interessante notar que, em geral, o AVRB do parametro 7 é

maior que aqueles para g e s.

Uma comparacao da eficiéncia dos métodos MCMC

Nessa secao os algoritmos MCMC s@ao comparados utilizando a abordagem de Sahu
(2002) e Girolami e Calderhead (2011). Para cada cendrio e método de estimagdo MCMC sao
calculados o tamanho efetivo da amostra (effective sample size (ESS)), definido em Gelman et al.

(2014) como o ndmero de amostras da posteriori, B, dividido pelo parametro de autocorrelacao
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Figura 3 — Raiz quadrada dos valores de AVRB para os parametros g, s € T para os quatro métodos de

estimacao avaliados no modelo DINA.
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temporal Y= 1+42Y > | px, onde pi € a autocorrelagdo amostral monétoma no lag k. O ESS é
o nimero de amostras efetivamente independentes advindos da distribui¢do da posteriori, iSso
é, ESS = y/B, podendo ser utilizado para informar sobre o grau de precisdo obtido a partir das

simulagdes. O ESS também pode ser normalizado pelo tempo requerido para que cada método

100 x ESS
MCMC seja rodado, resultando em NESS = ;, onde s € o tempo em segundos. O

s
pacote “coda” (PLUMMER et al., 2006), no R, foi utilizado para obter os valores de ESS com
base nas saidas dos métodos MCMC. O tempo computacional, a média de ESS e de NESS ao
longo das réplicas sdo mostrados na Tabela 3.

Tabela 3 — Tempo computacional, média de ESS e de NESS para cada cenério e método MCMC.

Configuracdes .2, Flat .1, High
N 500 1000 500 1000
J 15 30 15 30 15 30 15 30
Tempo computacional
MH 1977.83  6951.57 7722.97 34360.63 1938.03 7537.36 7629.43  33434.19
GS 37.65 84.45 83.96 165.57 39.28 89.57 85.53 164.20
NUTS 2429.57 4595.33 5511.71  9424.82 1433.77 3488.37 3373.07  6902.05
Média de ESS
MH 228.43  283.48 269.47 302.61 257.72  270.05 280.30 320.72
GS 1061.14 1616.28 1447.71  1763.01 1661.18 1325.81 1822.58  1342.26
NUTS 1842.05 2142.78 1947.81  2057.88 1914.54 1457.38 1966.12  1420.78
Média de NESS
MH 11.61 4.13 3.54 0.89 13.33 3.70 3.72 1.00
GS 2816.02 1963.57 1789.16  1101.93 4317.53 1552.92 2222.46 853.94
NUTS 77.36 48.97 38.52 23.31 134.09 46.21 64.10 23.37

Como podemos ver, o MH foi o método mais lento entre todos, seguido pelo NUTS.
Considerando os cendrios estudados, as distribui¢des Flat e High ndo apresentaram resultados
muito diferentes, com excecdo do NUTS, para o qual as distribui¢des Flat sdo consideravelmente
mais lentas que as High. Em geral, o tempo computacional praticamente dobra para J = 30 itens
quando comparado ao para J = 15 itens. O aumento no ndmero de individuos também trouxe
um aumento de tempo computacional considerdvel, para todos os métodos. Em termos de ESS,
o algoritmo NUTS tem melhores resultados que o MH e o GS para todos os casos. Apesar disso,
devido a velocidade do GS, o NESS € maior para ele do que para os demais métodos. No caso
quando N = 1000 e J = 30 a diferenca entre os valores de ESS para o GS e o NUTS diminui,

mas, mesmo para esse cenario, 0 NUTS ainda traz melhores resultados.

Analisando os valores de ESS nota-se que o NUTS foi melhor (maiores valores de ESS)
para todos os cendrios, seguido pelo GS. Quando avaliamos os valores de NESS, € possivel
notar que o GS tem maiores valores para todos os cendrios, seguido do NUTS, devido ao tempo
computacional. Uma conclusido que podemos obter desses resultados é que, se ndo levarmos
o tempo em conta, ao utilizarmos a mesma quantidade de iteragdes, o algoritmo NUTS tem
resultados melhores que os demais. Entretanto, o algoritmo NUTS, através do software STAN, é

bastante lento se comparado ao GS através do pacote “dina”. Com futuros avanc¢os na computacao
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espera-se que o tempo computacional do NUTS diminua, fazendo o tempo computacional um

fator menos relevante.

A fim de comparar o NUTS e o HMC, também foram obtidos tempos computacionais,
valores de ESSE e NESS para o cendrio com distribui¢do .1 High, N = 500 e J = 15, utilizando
o software STAN para ambos os casos. O algoritmo HMC € 5 vezes mais lento que o NUTS, tem
valor de ESS igual a 2310.514 e NESS de 19.021. Isso indica que utilizar o HMC tem menor
eficiéncia que a utilizacdo do NUTS, com um tempo computacional também maior. Essa grande
diferenca no tempo de execucao entre os dois métodos pode ser explicada pelo fato de que o
HMC possui parametros setados inicialmente, enquanto o NUTS para automaticamente quando
nota que os passos estdo voltando ao mesmo local.

2.5 Aplicacao: Analise da depressao usando o modelo
DINA

Dados

Os dados utilizados nesse trabalho foram providenciados pelo Dr. Teng Chei-Tung,
do Hospital das Clinicas, Faculdade de Medicina, Universidade de Sao Paulo. Eles advém da
resposta de 1,111 estudantes universitdrios ao Inventdrio da Depressao de Beck (BDI; (BECK et
al., 1961)). O BDI é provavelmente o questiondrio mais comum sobre depressao e foi traduzido
para diversos idiomas e validado em vérios paises. No Brasil Gorenstein ef al. (1999) e YP. e
Gorenstein (2013) trazem contribui¢cdes importantes nesse sentido. Os dados coletados foram
validados utilizando o Alfa de Cronbach e a correlacdo total entre itens (FOX, 2010). A consis-
téncia interna considerando o Alfa de Cronbach € de 0.84 e a andlise cldssica de itens reportou

uma média de correlagdo total entre itens de 0.43, indicando que os dados s@o confidveis.

O BDI ¢€ utilizado para se obter um diagndstico sobre a depressdo, baseado em respostas
para 21 questdes de miltipla escolha em um inventdrio de autorrelato. Os itens avaliam dimensdes
da depressao (sintomas e atitudes), com intensidades variando desde neutra até um nivel maximo
de severidade, sendo ranqueadas entre 0 e 3. Um método usual para a avaliacdo da depressao é
sugerido em Kendall er al. (1987), classificando os individuos em ndo depressivos (score de BDI
0 —15), distoricos (score de BDI 16 — 20) ou depressivos (score de BDI 21 — 63), simplesmente
somando os valores das respostas para cada item. Para o cdlculo do score tradicional a escala
original das respostas foi utilizada e para aplicar o modelo DINA, os dados sdo dicotomizados,
sendo que o valor O foi atribuido as respostas iguais a zero e o valor 1 foi atribuido as respostas

positivas (1, 2 ou 3).

Antes de seguir com a aplicacdo, € importante ter em mente que esse € um exemplo
ilustrativo. A intencdo € mostrar uma possivel aplicacdo do modelo DINA para esse tipo de

dados e os beneficios que ela pode trazer para sua andlise. Para usos préaticos da metodologia,
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sd0 necessdrios estudos mais aprofundados e discussdes feitas por equipes interdisciplinares de
pesquisadores, envolvendo ndo apenas estatisticos, mas também especialistas em dreas como a

Psicologia e a Psiquiatria.

Especificacao da Matriz Q

Para prosseguir com nossa abordagem do diagndstico de depressdo através da classifi-
cacgdo dos respondentes por meio do modelo DINA, primeiro € necessario definir uma matriz
Q. Diversas alternativas podem ser utilizadas, sendo que a literatura aponta, por exemplo, pos-
sibilidades como a consulta de especialistas na drea de estudo ou a constru¢do por meio de
procedimentos estatisticos e algoritmos (LIU; HUGGINS-MANLEY; BRADSHAW, 2017,
CHEN et al., 2015; TORRE, 2008). Como levantado por Liu, Huggins-Manley e Bradshaw
(2017), a definicao correta da Matriz Q é um passo importante para que a classificacdo dos res-
pondentes seja correta, impactando na acurdcia e na confiabilidade das andlises, sendo fortemente
aconselhdvel que cada atributo possua a0 menos um item que seja exclusivo para a mensuracao
do mesmo, ndo mensurando nenhum outro atributo simultaneamente (CHIU; DOUGLAS; LI,
2009; DECARLO, 2011), pois, caso isso ndo ocorra, as probabilidades a posteriori atribuidas a

cada classe serdo fortemente influenciadas pelas probabilidades a priori.

Para contruir nossa Matriz Q nessa aplicacao, foi utilizado um estudo prévio sobre
questiondrios de BDI utilizando Teoria de Resposta ao Item, considerando os resultados de
Fragoso e Curi (2013), os quais identificam duas dimensdes relacionadas a depressdo e definem
como os itens do BDI sdo organizados entre essas dimensdes, como pode ser visto na Figura
4. Em nossa abordagem, os 21 itens sdo mapeados considerando as dimensdes identificadas
no estudo citado, de forma que temos K = 2 dimensdes: cognitiva (&) € somdtica afetiva
(o). Assim, o numero de possiveis perfis de atributos € C = 4. Com isso, consideramos para a
construcdo da Matriz Q as classificacdes dos itens que podem ser vistas no diagrama de Venn

em 4, baseado em Fragoso e Curi (2013).

(vo: Dimensao somatico afetiva

«v1: Dimenséao Cognitiva

Figura 4 — Os Itens 3 e de 5 a 8 avaliam primariamente aspectos cognitivos da depressao, enquanto itens
11, 16, 17, 19, 21 avaliam primariamente aspectos somdtico-afetivos. Os demais itens avaliam
ambas as dimensdes de maneira balanceada.
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Estimativas dos parametros de item

Os parametros do modelo foram estimados utilizando o algoritmo NUTS. Sao realizadas
4000 iteracdes, descartando a primeira metade. As prioris usadas nessa aplicagdo sdo baseadas na
formulagao Bayesiana do modelo DINA em (CULPEPPER, 2015) e apresentadas nas Equacdes
(3.8)a(3.11).

Nessa aplicacdo, os parametros guessing sao interpretados como a probabilidade de
um individuo responder positivamente uma questdo que aborde uma dimensdo da depressao
mesmo que ele(a) ndo possua, de fato, aquela dimensdo. Os pardmetros slipping podem ser
interpretados como a probabilidade de uma resposta negativa a uma caracteristica da depressao
mesmo que o(a) respondente possua aquela caracteristica. Um individuo classificado na(s)
dimensdo(des) cognitiva e/ou somdtico afetiva deve ser entendido como alguém que possui
problemas relacionados aquela dimensdo na qual foi classificado. De acordo com o modelo, se
o/a respondente nao € classificado em um desses aspectos, ele/ela é considerado(a) como sendo

ndo depressivo(a).

As estimativas dos parametros dos itens e a especificacdo da Matriz Q podem ser vistas
na Tabela 4. Os paradmetros guessing foram maiores que 0.3 para quatro dentre os vinte e um
itens, mas nao foram maiores que 0.5 para nenhum deles. Os pardmetros slipping foram maiores
que 0.3 para treze itens dentre os vinte e um, com valores maiores que 0.5 para cinco itens. Isso
€, de acordo com o modelo DINA, houve cinco itens do BDI tais que a probabilidade de um
individuo expressamente dizer que ele/ela ndo possui os atributos avaliados naquele item, mesmo
que o tenha, € maior que 50%. H4 alguns possiveis motivos para iSso ocorrer, tais quais, por
essas questdes serem mais sensiveis, os respondentes nao admitirem que tem as caracteristicas
descritas naqueles itens, ou, eles de fato ndo possuirem aqueles sintomas, uma vez que sao
mais extremos. O Item (1) possui o maior valor de guessing (g1 = 0.469) e o Item (9) o menor
(g9 = 0.032). Para os pardmetros de slipping o Item (1) é o menor (57 = 0.102) e o Item (19)
o maior (519 = 0.850). Itens com valores altos de g; e s; trazem menos informagdes para o

diagndstico quando avaliados pelo modelo DINA.

Altos valores de parametros de slipping e baixos valores de pardmetros de guessing
mostram que a probabilidade de um individuo que tenha sido classificado como possuindo
as caracteristicas avaliadas por dado item responderem a ele negativamente € maior do que a
probabilidade daqueles que ndo possuem ao menos uma daquelas caracteristicas o responderem
positivamente. No item a respeito de perda de peso (Item 19), por exemplo, 85% dos respondentes

que foram avaliados como possuindo problemas somadticos-afetivos responderam negativamente.

A Figura 5 mostra intervalos de incerteza com base na posteriori dos parametros guessing
(g) e slipping (s), com niveis de 95%. Em geral, os intervalos para os parametros guessing foram

menores. Além disso, nenhum dos intervalos se destacou negativamente.
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Tabela 4 — Matriz Q para a dominéncia dos aspectos da depressdo avaliados pelo BDI e estimativas
MCMC das probabilidades de g; € s;.

Item Q (dimensdes) g s
a (0753 Média dp Média dp
1. Tristeza 1 1 0.468  0.020 0.101  0.017
2. Pessimismo 1 1 0.189  0.017 0.334  0.026
3. Senso de fracasso 1 0 0.045 0.012 0.444  0.024
4. Falta de satisfacdo 1 1 0.309  0.020 0.163  0.020
5. Sentimentos de culpa 1 0 0.039  0.011 0.423 0.024
6. Senso de punic¢do 1 0 0.115  0.017 0.453  0.023
7. Aversdo a si mesmo 1 0 0.242  0.022 0.158  0.019
8. Auto acusacao 1 0 0.422  0.023 0.163 0.017
9. Desejos suicidas 1 1 0.032  0.008 0.694  0.023
10. Crises de choro 1 1 0.142  0.014 0.502  0.026
11. Irritabilidade 0 1 0.283  0.024 0.279  0.023
12. Retraimento Social 1 1 0.210  0.017 0.394  0.025
13. Indecisdo 1 1 0.205  0.016 0.320  0.025
14. Distor¢do da imagem do corpo 1 1 0.222  0.017 0.458  0.025
15. Inibigdo do trabalho 1 1 0.259  0.018 0.206  0.023
16. Distarbio do sono 0 1 0.262  0.028 0.288  0.022
17. Fadiga 0 1 0.348  0.030 0.162  0.019
18. Perda de apetite 1 1 0.178  0.016 0.560  0.026
19. Perda de peso 0 1 0.062  0.012 0.851  0.016
20. Preocupacio somdtica 1 1 0.223  0.016 0.518  0.026
21. Perda de libido 0 1 0.109  0.017 0.645  0.022
dp: desvio padrao.
1 1
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Figura 5 — Intervalos de incerteza a posteriori para os parametros guessing (g) e slipping (s) com nivel de

95%.
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Estimativas de perfis

A Tabela 5 mostra os resultados para as classes latentes relacionadas aos perfis de

atritutos e suas respectivas probabilidades de ocorréncia, utilizando o modelo DINA para os

dados na aplicagdo.

Tabela 5 — Diagnéstico de depressao utilizando a Classificagdo a posteriori dos respondentes ao BDI

(n=1111)

Dimensdes T
¢ (04} (07 Média DP
1 (Nao depressivo(a)) 0 0 0.363 0.024
2 (Sintomatico(a) para a dimensao cognitiva) 1 0 0.124 0.016
3 (Sintomatico(a) para a dimensao somatico afetiva) 0 1 0.124 0.021
4  (Sintomdtico(a) para ambas as dimensdes) 1 1 0.389 0.019

DP: Desvio Padrao.

As maiores probabilidades sdo encontradas nas classes latentes nas quais os(as) respon-
dentes ndo possuem nenhuma das caracteristicas avaliadas (#; = 0.362) ou quando ambas as
caracteristicas estdo presentes (74 = 0.389). Respondentes classificados(as) na classe latente
o = (0,0) sdo aqueles que ndo possuem problemas diagnosticados relacionados nem a dimen-
sdo cognitiva e nem a somadtico afetiva. Aqueles(as) classificados(as) na classe & = (1,0) sao
diagnosticados com problemas relacionados a aspectos cognitivos mas ndo a aspectos somaticos
afetivos, o contrério do que ocorre com a classe & = (0, 1), a qual indica problemas somadticos
afetivos mas nao cognitivos. A classificagdo em & = (1, 1) indica que o(a) respondente possui

problemas relacionados a ambas as dimensoes.

Em resumo, 36.2% dos respondentes sdo classificados no perfil ndo depressivo, sem
nenhuma das dimensdes presentes, 12.4% mostraram sintomas relacionados unicamente a
dimensdo cognitiva, 12.5% unicamente a dimensao somdtico afetiva e 38.9% em ambos os
sintomas, com tais classificagdes sendo uteis para que os cuidados adequados sejam tomados

para cada perfil.

Comparacao do diagnéstico da abordagem tradicional e do modelo
DINA

Também € interessante avaliar como as classes latentes sdo distribuidas considerando
resultados obtidos através da abordagem tradicional para os scores do BDI. Os respondentes
foram agrupados, seguindo a sugestdo de Kendall et al. (1987), em nao depressivos (score BDI
0—15), disféricos (score BDI 16 — 20), e depressivos (score BDI 21 —63). A Tabela 6 mostra
que todos os individuos no grupo de depressivos foram classificados no perfil 4 (@ = (1,1)),
isto é, o modelo DINA encontrou evidéncia de que todos os respondentes que, de acordo com a

classificagao tradicional do BDI, sdo classificados como depressivos, possuem sintomas tanto
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para problemas cognitivos quanto para somadtico afetivos. Para respondentes classificados como
disforicos pela classificagdo tradicional, o modelo DINA encontrou evidéncias de que 95.61%
tiveram sintomas em ambas as dimensdes, sendo que 4.39% apresentaram apenas problemas
relacionados aos aspectos cognitivos (perfil 2, & = (1,0)). No grupo dos ndo depressivos,
segundo a classificacdo tradicional, a maioria foi classificada como ndo possuindo sintomas em
nenhuma das dimensdes avaliadas pela abordagem sob o modelo DINA (perfil 1, & = (0,0)),
porém, um nimero considerdavel de respondentes desse grupo mostraram evidéncias de ao menos

algum dos sintomas.

Tabela 6 — Distribui¢cdo de o por grupos da avaliacdo tradicional do BDI.

Diagnéstico proposto pelo modelo DINA Grupos de acordo com a proposta tradicional

Depressivos  Disforicos Nao Depressivos
Nao Depressivos 0(0%) 0(0%) 442(51.64%)
Sintomadtico(a) para a dimensdo cognitiva 0(0%) 5(4.39%) 116(13.55%)
Sintomdtico(a) para a dimensao somadtico afetiva  0(0%) 0(0%) 106(12.38%)
Sintomético(a) para ambas as dimensdes 141(100%)  109(95.61%)  192(22.43%)

A abordagem utilizando o modelo DINA nessa aplicagcdo, a qual considera tanto os
aspectos cognitivos quanto os somaticos afetivos da depressao, obtidos através da TRI, traz
resultados que podem ser interpretados de maneira similar aqueles da classificacdo tradicional
de scores BDI, no que diz respeito aos respondentes classificados como depressivos. No entanto,
essa nova abordagem tem alguns resultados diferentes bastante interessantes para aqueles que s@o
classificados como nao depressivos sob a abordagem tradicional, podendo ser ttil na classificag@o

de individuos como parte do diagndstico de depressao.

Entretanto, € notdvel que utilizar essa abordagem pode superestimar os resultados quanto
a depressao, principalmente por causa da dicotomizacgdo utilizada, que faz com que todas as
respostas positivas tenham o mesmo peso no diagndstico final, independentemente do nivel
identificado pelos respondentes. Novamente, como foi enfatizado anteriormente, nosso exemplo
com itens do BDI ndo € uma proposta clinica direta para uso, mas tem a intencdo de mostrar
que o modelo DINA pode ser ajustado para diferentes tipos de dados e motivar estudos mais

aprofundados sobre as possibilidades trazidas por essa metodologia.

2.6 Conclusoes finais e discussao

Nesse capitulo o uso do algoritmo NUTS para a estimac@o dos parametros do modelo
DINA, sob uma abordagem Bayesiana, foi investigado. Inicialmente, o método foi estudado
via simulagdes e, entdo, foi utilizado para identificar o perfil de pacientes com respeito a duas
dimensdes da depressao, utilizando os scores BID como parte do diagnéstico de depressao. Nosso
estudo indicou que o NUTS tem resultados bastante bons na estimativa dos pardmetros do modelo
DINA. Quando comparado a outros métodos ja em uso, tanto sob abordagem Frequentista quanto

Bayesiana, o NUTS teve resultados melhores ou, a0 menos, similares no estudo de recuperacao,
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nos diversos cendrios estudados. Quanto aos parametros slipping, o valor do RMSE é um pouco
menor do que aquele apresentado em Culpepper (2015). Entretanto, o tempo necessério para o
algoritmo NUTS € maior que o exigido por outras abordagens. N6s ndo podemos afirmar que
isso se d4 unicamente pela estrutura mais complexa do NUTS ou se o software STAN também ¢

um fator de influéncia no tempo computacional.

O uso do algoritmo NUTS para o modelo DINA é recomendado, sendo que os resultados
na recuperagdo de parametros mostraram que ele € bastante efetivo e traz resultados confidveis.
Considerando o quanto a capacidade computacional aumenta continuamente, em estudos futuros
sobre MDC, € possivel focar na investigacdo sobre o alto tempo computacional do NUTS,
bem como checar o impacto de seu uso pelo software STAN. Também € possivel desenvolver

abordagens para outros MDCs com estimacao via NUTS.

Com o devido cuidado quanto a sua extensao, a aplicacdo mostrou que o uso das duas
dimensdes em (FRAGOSO; CURI, 2013) para o diagnéstico da depressio pode ser bastante
util. Os resultados indicaram que utilizar mais de uma dimens@o para a caracterizacao da
depressao torna possivel identificar pessoas que tenham dificuldades especificas em alguma das
dimensdes, as quais poderiam ser identificadas como nao depressivas se a abordagem fosse mais
generalista, trazendo um diagndstico mais refinado, que pode ser ttil para tratamentos mais bem
guiados. Considerando o potencial observado ao se utilizar o modelo DINA na aplicag¢do, uma
possivel abordagem para pesquisas futuras € o uso de um modelo DINA politdmico para o BDI,
considerando as quatro categorias originais (0, 1,2,3), bem como o estudo de testes relacionados

a psicologia em outras escalas, como uma escala continua no intervalo unitario.

O intuito desse trabalho é primariamente metodologico, com a aplicagdo sendo mais
ilustrativa do que tendo a inten¢@o de propor um método de diagndstico a ser utilizado clinica-
mente para a detec¢do da depressdo. Nos buscamos mostrar que o modelo DINA tem resultados
bastante interessantes para dados relacionados a questiondrios nessa area do saber, mas, vale
ressaltar novamente, € importante ter clareza de que para utilizar essa abordagem em pratica seria
necessario que uma equipe multidisciplinar estivesse envolvida e os estudos fossem amplamente
validados. A aplicagd@o nesse trabalho € uma ilustracao inicial, a qual pode servir como motiva¢ao

para estudos mais aprofundados, dado o potencial demonstrado.
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CAPITULO

MODELO DINA DE RESPOSTA CONTINUA

Na literatura atual de modelos de varidveis latentes, bastante esforco foi realizado no
desenvolvimento de Modelos de Diagndstico Cognitivo para avaliacdes com itens dicotdmicos
e politdbmicos. Mais recentemente, a discussao sobre o uso de respostas continuas foi trazida
a tona. Entretanto, até o0 momento nao hd uma abordagem Bayesiana para a classe dos MDCs
considerando respostas continuas. O trabalho apresentado nesse capitulo traz a proposta de
um esquema Bayesiano para o modelo DINA continuo (C-DINA), assim contribuindo com o
estado da arte com o desenvolvimendo de uma metodologia de estimacdo Bayesiana para tal
modelo. Um estudo de sensibilidade de prioris € realizado, bem como um estudo de simulagdo
para a recuperagao de parametros, a fim de examinar a performance da abordagem Bayesiana.
Os resultados mostram que a estimagdo tem bons resultados. O modelo proposto é, por fim,
utilizado em uma aplicacdo para respostas sobre percepcao de risco para atividades relacionadas
a saude e a exposicado a determinadas situagdes externas, por meio de um questiondrio aplicado
a uma amostra de individuos. Esta aplicacdo exemplifica o potencial de utilizacdo do modelo
proposto como um método de classificacdo em uma circunstancia na qual temos diversas varidveis

continuas e sabemos quais os atributos de interesse utilizados para avaliagdo.

O trabalho desse capitulo serd submetido a um periddico especializado.
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3.1 Introducao

Como visto no Capitulo 2, inicialmente os MDCs utilizavam respostas dicotomicas para
cada item, assumindo valor 0, se a resposta € incorreta ou discordante, dependendo do contexto
do questiondrio, ou 1, se ela € correta ou concordante. Entretanto, a resposta para os itens de
um teste podem assumir diferentes valores, ndo necessariamente dicotomicos. Por exemplo, as

respostas podem ser discretas, porém politdmicas ou até mesmo continuas.

Nos MDCs, apesar de o traco latente ser discreto e dicotdmico, as respostas podem
assumir qualquer formato, ndo necessariamente sendo dicotdmicas e nem mesmo discretas. Nos
ultimos anos, cada vez mais esfor¢os vem sendo realizados na modelagem de respostas ndo di-
cotOmicas. Para respostas discretas, porém politdmicas, héd diversos modelos desenvolvidos tanto
em relacdo a TRI quanto aos MDCs. Na modelagem via TRI, detalhes podem ser encontrados
em Nering e Ostini (2011) e para os MDCs hd alguns artigos que discutem sobre esse tipo de
resposta, como Chen e Torre (2013), Ma e Torre (2016), Tu et al. (2017).

Um teste com itens politdbmicos pode ser interessante, mas seu planejamento por vezes
traz algumas dificuldades como, por exemplo, ter que determinar o nimero de categorias na
resposta (III, 1980; PRESTON; COLMAN, 2000). O aumento no nimero de categorias, em
alguns contextos, pode trazer anélises mais informativas. Entretanto, um nimero muito grande
de categorias pode trazer problemas de estimacao, devido ao grande nimero de parametros que
precisam ser estimados, levando ao questionamento se a utiliza¢do de respostas continuas nao

poderia ser mais interessante em alguns casos.

Uma alternativa as respostas discretas € o uso de respostas no formato continuo, sendo
que, para esse tipo de respostas, ha diversas possibilidades. Por exemplo, € possivel pedir aos
respondentes para que reportem seu nivel de concordancia com algumas afirmacdes, marcando
um ponto em uma linha horizontal. Essa € uma escala visual e a medida da resposta é dada pela
distancia do ponto marcado ao canto esquerdo do segmento. Outra possibilidade € pedir aos
respondentes para escolher um valor continuo, por exemplo, entre 0% e 100%. Miller (1956)
argumenta que esse tipo de avaliacdo traz maior riqueza de detalhes as andlises do que a utilizagdo
de escalas com uma quantidade de valores pré estipulada. Respostas continuas também aparecem
na avaliacdo de intensidade da dor (MORIN; BUSHNELL, 1998) e em testes de personalidade
(FERRANDO, 2001).

Outra fonte de respostas continuas € o tempo de respostas a determinados itens, sendo
que esse tipo de medida tende a ser cada vez mais comum, com o aumento de testes realizados em
computadores. H4 diversas aplicacdes relevantes referentes a tempos de resposta, por exemplo,
detectar respostas aberrantes (LINDEN, 2008), avaliar a rapidez da resposta em diferentes con-
textos (LINDEN; XIONG, 2013; LINDEN, 2007), guiar a sele¢do de itens em testes adaptativos
(FAN et al., 2012), entre outras. Além disso, a modelagem dos tempos de resposta também foi

aplicada para melhorar o processo de estimagao de parametros para varidveis latentes (MENG;
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TAO; CHANG, 2015) e (WANG; SAHA; DEY, 2016) e para classificar habilidades (SIE et al.,
2015).

Para a modelagem de respostas continuas por meio da TRI, o Modelo de Resposta ao
Item Beta foi proposto por Noel e Dauvier (2007). No que diz respeito aos MDCs para respostas
continuas, até pouco tempo atrds, nao haviam trabalhos na literatura, sendo que uma primeira
abordagem foi feita por Minchen, Torre e Liu (2017), os quais desenvolveram um modelo DINA
continuo (C-DINA), ainda havendo bastante espagco para avancos. Em aplicagdes praticas, a
estimacdo dos parametros do modelo C-DINA € bastante desafiadora, uma vez que € afetada por
diversos fatores, como o nimero de itens, o tamanho da amostra de respondentes e o nimero
de habilidades avaliadas, sendo de grande valia o desenvolvimento de novas metodologias e o

estudo dessas questoes.

Como ja foi ressaltado anteriormente, para modelos com respostas dicotomicas, ha tanto
abordagens frequentistas quanto Bayesianas para o DINA. Entretanto, para o modelo C-DINA,

nao hd estudos sob a abordagem Bayesiana.

O principal objetivo desse capitulo € a proposta de uma abordagem Bayesiana para o
modelo C-DINA, além de desenvolver uma explicagdo mais didatica sobre a ldgica por trds da
construcdo do modelo, o que pode ser bastante ttil para um melhor entendimento e ndo aparece

usualmente na literatura, nem mesmo para modelos dicotdmicos.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Sec@o 3.2 sdo apresentados detalhes
sobre o modelo C-DINA. Na Sec¢d03.3 apresentamos detalhes sobre o procedimento de estimagado
dos parametros sob a abordagem Bayesiana. A Secdo 3.4 mostra estudos de simulagdo, avaliando
algumas prioris e também mostrando informagdes sobre o sucesso na recuperagdo de parametros.
Na Sec¢do 3.5 um estudo com dados reais é conduzido, considerando dados sobre a percpecao de
risco. Por fim, uma discussao e conclusdao, bem como sugestdes para futuras pesquisas, aparecem
em 3.6.

3.2 Modelo DINA Continuo (C-DINA)

Nesta secdo, além de introduzir formalmente o modelo C-DINA, buscamos preencher
algumas lacunas deixadas pela literatura na explicacao desse modelo, com &nfase na sua inter-
pretacdo. As explicagdes intuitivas sobre o modelo C-DINA, podem ser aplicadas, guardadas as

devidas proporg¢des, a outros MDCs.

Considere i como um indice para respondentes, com i = 1,...,N, j um indice para itens,
com j=1,...,J, e kum indice para atributos, com k= 1,..., K. Para 0o modelo C-DINA, Y;; > 0
€ uma varidvel aleatéria continua, que representa a resposta do i-€simo individuo ao j-ésimo

item.

O vetor de atributos @;, a matriz Q e os 7;; sdo construidos da mesma maneira que a
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explicitada para o modelo DINA, na Sec¢ao 2.2.

Uma vez que Y;; € uma medida continua com valores positivos, a distribui¢do Log-Normal
€ uma candidata a ser considerada para a modelagem das respostas no C-DINA. Entao, temos
que Y;; é condicional a 1);; e podemos escrever [Y;; | n;j = 1] ~ LN(un, 61217)’ comn € {0, 1},
onde LN(-,-) denota a distribui¢do Log-Normal com i, sendo relacionado a locagéo (a mediana
¢ dada porexpu) e an relacionado também a dispersdo. Denotando fj, (y;j) como a funcdo de

densidade de probabilidade (fdp) de uma distribui¢cdo Log-Normal dado 1;; = 7, temos que

1 log yii— 1in)>
fm(yij)z—exr)[—(ogy’ “’”)]. (3.1)

/5 w2 207
Yij 27'CO'jn Y

Jn
Note que qualquer outra distribui¢do continua que se adeque bem aos dados poderia ser utilizada

como fjp(-), ndo necessariamente a Log-Normal como na Equacdo (3.1).

Sob a abordagem frequentista, por mais que a alteragdo na distribuicao de fj,(-) na
Equacio (3.1) possa ndo trazer maiores problemas de interpretacdo, Minchen, Torre e Liu (2017)
ressaltam que “seria necessdria a realizacdo de um trabalho substancial para que a estimag@o por
maxima verossimilhanca marginalizada seja refeita, bem como os algoritmos de erro padrao”.
Entretanto, sob a abordagem Bayesiana aqui proposta, a qual depende das amostras obtidas via
MCMC da distribuigio a posteriori, a revisdo da distribuicdo em fj(+), em termos praticos,
passa a ser mais facil. Assim, em comparacdo com a abordagem frequentista, a Bayesiana
possui a vantagem de ser bastante adaptavel, permitindo aos pesquisadores a adocdo do nosso
processo de inferéncia para implementar o C-DINA com diferentes distribui¢des, dependendo
da circunstancia considerada. Além disso, para a abordagem frequentista, atualmente, ndo ha
pacotes ou programas implementados em algum software que permitam a facil utilizacdo em
novas aplicagdes. Pensando no uso futuro de nossa proposta, o c6digo em JAGS de nosso modelo
estd disponivel no Apéndice D, tornando o uso do C-DINA por meio de nossa proposta Bayesiana

facil para outros pesquisadores.

Vale ressaltar que, tanto nesse capitulo quanto no seguinte, o JAGS foi utilizado devido ao
STAN ter se mostrado bastante lento computacionalmente, para ambos os casos, inviabilizando

S€u uso.

Seja Q = (Q4,...,Q;) o vetor de pardmetros dos itens do modelo, onde
Q= (ujo,cjzo,ujl,cfl)’, para j = 1,---,J denota os parAmetros do j-ésimo item. Dado «;
e Q;, aresposta ¥;; no modelo C-DINA serd proveniente de uma mistura, uma vez que possui
diferentes valores de parametros para os grupos N =0 e 1 = 1, podendo ser representada por

meio de uma fdp f;(y;;) com a seguinte configuragio

¥l @]~ fii) = [fooi)] ™™ [fni)]™, (3.2)
= (L=n) [FioWip)] +mij [fn 0if)] - (3.3)

Em nosso modelo C-DINA proposto, é assumida independéncia entre os itens e também
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entre os respondentes. Assim, a distribui¢do condicional de y; = (yi1,--,vis)’ dado @; e todos

os parametros de item, pode ser escrita como

~
~

py; | ai=ac,Q)=T[]£0i) =[] [fo0i)] ™ [f10i)]™. (3.4)

j=1 j=1
onde explicitamente expressamos fjo(yi;) € fj1(yij) usando a Equagdo (3.1).

Finalmente, podemos definir 7, = P(e; = @, | ) como a probabilidade de pertencer a
classe ¢, onde = (1, M,..., ) é um vetor C dimensional, 0 < . < 1e Zle 7. = 1. Entdo,
pela lei da probabilidade total, a fdp de y; dados todos os pardmetros de item £ e a classe latente

de probabilidade & é
C
p(yi | Q,m) =Y wpy; | @i = ., Q). (3.5)
c=1

Por fim, assumindo a distribui¢do Log-Normal para fjy(-), como mostrado na Equagdo

(3.1), a verossimilhanca pode ser explicitamente escrita como

: _ro(logvii— 211
Z2Q.m|y) HZ%{HL%eXp{ %ol g?’ HJO)H X

i=1c j=1

Nei (3.6)
)
VT {_le(log)’ij —le)z}
exp ,
YijV2m 2
onde y = (y, - ,¥n)s Tjo = 1/0% 00 © Tjl = 1/611 Tjo € T;1, sendo essa uma transformac@o

bastante utilizada em métodos MCMC. Minchen, Torre e Liu (2017) utilizou uma abordagem
por méaxima verossimilhanga para estimar os parimetros € na Expressdo (3.6). Na Sec¢do 3.3, é
apresentada a formulacdo Bayesiana para a estimacgdo desses parametros, apds uma explicacao

de maneira mais didética da interpretacdo da constru¢do do modelo C-DINA.

Interpretacao da construcao do modelo C-DINA

Na literatura atual, hd um espacgo a ser preenchido sobre a explicacdo da légica por
tras da constru¢do de MDCs, havendo falta de uma explicagdo mais detalhada. Pensando nisso,
o modelo C-DINA que aqui € formulado sob uma perspectiva Bayesiana, é apresentado com
maiores detalhes sobre sua l6gica de construcdo, o que pode ser til para um entendimento mais
didético por pesquisadores de diversas dreas. O modelo C-DINA é um modelo com mais de um
nivel, sendo essa se¢do dedicada a trazer uma interpretagdo sobre a constru¢do do modelo nesses
diferentes niveis. Sem perda de generalidade, assumimos a distribuicdo Log-Normal para fjy (-),

como na Equacdo (3.1) para o desenvolvimento da explicagdo.

Nivel 1

Para o desenvolvimento do modelo C-DINA, como ja foi comentado anteriormente,

considera-se o cendrio no qual um teste com j = 1,...,J itens, mensurando k = 1, ... K atributos
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[Yij | mij = 0] ~ LN (tjo, 67p) [Yij [ mij = 1] ~ LN(p;1,03)

Figura 6 — Estrutura do Nivel 1 para o modelo C-DINA, onde o formato eliptico indica varidvel latente e
o formato retangular mostra dados observados.

latentes pré especificados € realizado por i = 1,...,N respondentes. Cada um dos individuos da
uma resposta continua a cada item. Os dados coletados formardo o vetor de respostas y, com

dimensdes N x J e cada elemento y;; sendo continuo e positivo.

Como mostrado na Figura 6, para o primeiro nivel do modelo C-DINA, faz sentido
particionar os respondentes em dois grupos, o que faz com que tenhamos um modelo de misturas,
bem como ocorre nos modelos de perfis latentes (OBERSKI, 2016). Porém, diferentemente dos
modelos de perfis latentes, nos quais o intuito € realizar o agrupamento (clusterizagdo), apenas
separando os componentes de cada grupo, sem se preocupar diretamente com a interpretacao e
natureza dos mesmos, para um MDC a origem dos grupos e sua interpretabilidade € importante

em sua construcao.

Um dos grupos serd composto pelos respondentes que possuem todos os atributos
requeridos pelo j-€simo item, os quais fardo parte do grupo 7);; = 1. J os demais respondentes,
que ndo possuem ao menos um dos atributos requeridos, irdo compor o grupo 1;; = 0. Assim
sendo, a resposta continua dos individuos para cada um dos itens serd condicional a 7;;. Para
levar isso em conta, a fim de modelar as respostas, precisamos espeficiar distribui¢des continuas

com diferentes parametros para cada grupo, como mostrado na Figura 6.

, . . ~ 2 2 .
No Nivel 1, se desejamos estimar os parametros Ko, U1, Oy, Oj) para cada item, de
acordo com a Equagdo (3.6), € necessdria informacao sobre a varidvel de resposta latente 7;;, 0

que conduz a discussdo sobre o segundo nivel de hierarquia na constru¢ao do modelo C-DINA.

Nivel 2

Uma vez que as quantidades no primeiro nivel foram definidas, podemos ir para o
segundo, pensando sobre como computar 7);;. Seguindo a légica de constru¢do do modelo C-
DINA, cada item ird avaliar um conjunto de dimensdes € um respondente deve ter dominio de

todas as dimensdes avaliadas no item para ter uma boa performance.

Para modelar se um respondente possui determinada dimensao, introduzimos o vetor ¢,

o qual é composto por quantidades bindrias ;. Cada valor de @; terd uma probabilidade de
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/ /
- o = (41, , Q) | qj=(qj1,"** 4jK)
Se Individuos - Itens

Figura 7 — Estrutura do Nivel 2 do modelo C-DINA, onde formato eliptico indica varidvel latente e
formato retangular dados observados.

ocorrer, levando a 2X diferentes perfis de atributos. Assim, podemos definir 7, = P(a; = &),

com Zf: | T = 1, onde @, € um dos possiveis C = 2K perfis de atributo.

Um conceito importante do modelo C-DINA, o qual apareceu anteriormente para falar
sobre os possiveis perfis de atributo, € que cada item avalia um conjunto de K > 2 dimensdes
de tracos latentes. Ao longo de todo o teste hd ao menos duas dimensdes de tracos latentes,
sendo que, cada um dos itens avalia uma ou mais dessas dimensdes. Cada dimensdo precisa ser
avaliada por a0 menos um item. Essa informacao € escrita na Matriz Q, a qual possui J linhas e

K colunas.

A Figura 7 mostra a hierarquia do modelo C-DINA no Nivel 2. O valor de 7;; no Nivel 1
¢ determinado tanto pelo perfil individual @; quanto pelo atributo de item g ;, como mostrado na

Figura 7. Também podemos computar a probabilidade de 1;; = 1, a qual € dada por

P(n;j=1)= I1 P(aty = 1). (3.7)
{k:ijzl}m{] o K

3.3 Estimacao Bayesiana do modelo C-DINA

A expressdo na Equac@o (3.3) e a Figura 6 tornam facil de ver que a distribui¢do dos y;;
no modelo C-DINA € um caso especial de uma distribuicao de mistura. Como indicado por Jasra,
Holmes e Stephens (2005), um dos maiores desafios de se utilizar uma abordagem Bayesiana
para misturas € a ndo identificabilidade dos componentes da mistura, a qual leva ao problema

chamado de label switching.

Esse problema € discutido na literatura de modelos de mistura (STEPHENS, 2000;
CASSIDAY; CHO; HARRING, 2020), também sendo incluidos na discussdo de trabalhos
sobre TRI (LI ez al., 2009). O label switching pode ocorrer tanto dentro das cadeias quanto
entre cadeias, quando hd permutacdo entre os parametros de cada componente da mistura.

Como levantado por (STEPHENS, 2000), a raiz de sua existéncia é que a verossimilhanca € a
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mesma para as permutagdes do vetor de parametros e, caso nao houver informacgdes a priori
que distinguam entre os componentes da mistura, com uma distribui¢ao a priori igual para
tais componentes, a posteriori serd igualmente simétrica, podendo trazer problemas quando a
estimacao de componentes individuais da mistura € realizada, sendo mais comum para casos nos

quais ndo hé grande discriminagdo entre os grupos de cada componente da mistura.

A maneira de lidar com esse problema € variada, havendo vérias propostas de acordo
com cada diferente situagdo na literatura. Nesse capitulo, seguimos a ideia de (LUNN ez al.,
2012), para distribui¢des continuas, a qual aponta que uma possivel solucdo € a de reparametrizar
o modelo considerando que 11 = Wjo+Aj, com A; > 0. Note que essa parametrizacdo, consi-
derando a distribui¢cdo Log-Normal pressupde que a mediana (exp ) dos dados dos individuos
pertencentes ao grupo 1] = 1 € maior que a dos que pertencem ao grupo 11 = 0, o que faz sentido

pela l6gica de construcao do modelo C-DINA.

Para facilitar a computago, utilizaremos 7, = 1/ szn ao invés de szn para cada um
dos grupos 7M. O conjunto de pardmetros desconhecidos do j—ésimo item € entdo dado por
Q; = (Kjo, A, Tjo, Tj1)"-

A seguir, sao discutidas as especificacdes de priori € a estimacdo de parametros é

apresentada em detalhes.

Especificacao de Prioris

A especificacdo das distribui¢cdes a priori € um passo chave para proceder com a abor-
dagem Bayesiana. Considerando as caracteristicas dos pardmetros que compdem o modelo
C-DINA, podemos distingui-los entre “parametros dos individuos” (& e ) e “parametros dos
itens” (). Ambos os tipos de pardmetros dependem do grupo latente 1, sendo apropriado dizer

que tais parametros sdo parametros de “individuo x grupo latente"e de “item X grupo latente.

Pardmetros dos individuos

Em primeiro lugar, vamos discutir sobre a escolha das distribui¢des a priori para os

parametros dos individuos.

Dado & = (71,7, ..., 7ic)’, com Y, . = 1, uma distribuigdo categérica pode ser

escolhida para cada vetor ¢;, isto é

ind . .

[a;|®) “ Categorica(x), i=1,...,N, (3.8)
parametro tal que mensura a probabilidade de um individuo especifico pertencer a um dos
diversos perfis de atributos. Se assumirmos os hiperpardmetros 7y = 1, = ... = ¢ = 1/C na
Equagdo (3.8), a priori para [@;|®] se torna ndo informativa. Entretanto, uma hiperpriori é

definida para «.
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Podemos utilizar a distribui¢dao de Dirichlet como segue,

Tt ~ Dirichlet(8¢), 8o = (801,602, ---,60c)" (3.9)
Se g1 = O0pp = ... = ¢ = 1, a hiperpriori de & sera nao informativa.
Para @ = (@y,...,0y) assumimos independéncia entre os pardmetros dos individuos @;

dado 7, de modo que a distribui¢do conjunta para & e r é dada por

1

N
pla,m) = [Hp(ai | 7‘)] p(m) = <

i=1

N C B e -
| |7tcu(alac)> < ) | |7r65° 1) (3.10)
—1 B

c=1

onde B(80) = [1<, T'(80:)/T(XS 80i)-

Parametros dos itens

Vamos discutir agora as escolhas das prioris para os pardmetros dos itens, Q; = (1o, A}, Tjo,

Tj1),para j=1,...,J.

Primeiramente, uma escolha natural para a priori de U o € uma distribui¢do Normal, isto

(€N

Mjo ~ Normal (g, ,%1)’

onde p,, € amédia e Ty, € um pardmetro de precisdo. Usualmente, € razodvel assumir que L, =0,
com T, podendo ser fixado ou ter um hiperpardmetro adicionado. O estudo de simulagdo na
Se¢do 3.4 mostra a consideracdo de uma hiperpriori para 7y, i.e., Ty, ~ Gamma(cy,,dy, ), a
qual tem melhores resultados considerando um cendrio de (MINCHEN; TORRE; LIU, 2017),

sendo essa especificacdo adotada tanto para as simulagdes quanto para a aplicagdo.

De acordo com nossa suposi¢ao, temos que A; > 0, portanto, uma priori Gama é uma

boa escolha para A ;,

)»jNGama(a;L,b,l), jZl,...,J, (3.11)
Onde a; = by = 0.01 faz com que a priori seja menos informativa. Note que a definicio com
parametros de forma e proporcao para a distribui¢cdo Gama € utilizada.

Para os pardmetros 7jy € 7;; em Q j» a distribui¢do escolhida deve ter o dominio na reta
positiva. Uma boa candidata é, novamente, a distribuicio Gama. Considerando isso, propomos o

uso de

Tjo ~ Gamma(co,dp), € Tj1 ~ Gamma(cy,d1), j=1,...,J, (3.12)

onde co = dp = 0.01 e ¢y = d; = 0.01 sdo escolhas que tornam a priori menos informativa.
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Por fim, assumimos independéncia entre os parametros de item para cada item j =

1,...,J, com uma distribui¢io conjunta de Q e 7, dada por
J

[Tr(
j:

/ ak a;L dgo C()*l
= exp( bllj) X m (Tjo) eXp (—dofj())

Tuo :u]ZO
2

p(Q, Tﬂo) =

—

TIO T;1)p(l¢j0 |TH0)] p(fﬂo)

c
d—l) (Tﬂ)q*lexp (—ditj1) x Lo exp [—

>< —_
F(Cl 21

% —d‘c‘go (Tuy) 0" exp (—duy Ty ) - (3.13)
F(Cﬂo)

Estimacao dos Parametros

Para sumarizar, o modelo C-DINA pode ser escrito de maneira hierdrquica como

TlijLN(Hjo + 45,71 )+ (1= nij) LN (10, T30, (3.14)

H aqjk

yij | i, Q,mij ~

Nij = 11( aqj_q]q]>

a,-|7r ~
T ~
Hjo ~
A~

Categorlcal( ),
Dirichlet(8y),
Normal(0, 7, b,
Gama(ay,by)

Tio ~ Gama C(),d())

(
Tj1 ~ Gama(cy,d;)
(

T,UO ~ Gama CluO7d/J0)

77[C)/680: (50176027"'7

similhanca (3.6) tenha marginalizado ¢, a sumarizacdo nessa verossimilhanga ndo € conveniente

onde Q; = (Ujo, A, Tjo, Tj1), ® = (T, 72, doc)’. Embora a veros-

para o desenvolvimento de um algoritmo MCMC. Portanto, incluimos o vetor latente @; para

cada individuo na distribuicdo a posteriori do modelo C-DINA, tendo assim

pP(Q, 7y, 0,7 |y)
o< ylQ Tug: @) X p(,Ty,) X p(@ | T)p(7)

{ [ exp [—Tjo(logyij—ujo)zu
i= 1] ylj 2

; . a2
y Li/_\?zl_ﬂexp{ le(log)’zjz ) H }Xp(g,%)x;a(a,n), (3.15)
tj

onde p(@, ) sao definidos na Equagdo (3.10) e p(L, 7y,) sdo definidos na Equagao (3.13).

1=m;j
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O modelo foi ajustado utilizando o cédigo escrito em JAGS (PLUMMER, 2015) em D, o
qual € utilizado por meio de sua interface no software R “R2jags” (SU; YAJIMA, 2012).

A posteriori conjunta (3.15) ndo possui forma fechada, mas € possivel encontrar distri-
bui¢des conhecidas para as condicionais completas de cada pardmetro desconhecido, exceto por
A;. Por mais que o JAGS tenha sido utilizado, ndo sendo necessdrio explicitar tais condicionais
completas para a realizacdo da estimagdo por meio do mesmo, no Apéndice C sdo mostrados
resultados referentes as derivacdes dessas condicionais completas € um esquema do processo
de estimac¢do. Como a maior parte das distribuicdes condicionais completas possuem formas
conhecidas, com exce¢do de A;, um método de amostrador de Gibbs pode ser utilizado a fim
de obter amostras da distribuicdo a posteriori para a maior parte dos pardmetros do modelo

C-DINA, enquanto para os A;, pode ser utilizado o slice sampling (NEAL, 2003).

Para a simulacdo e a aplicacao, sao retiradas 50.000 amostras para o0 modelo C-DINA,
utilizando o esquema de MCMC ilustrado no Apéndice C, descartando as primeiras 10.000
iteracdes. A convergéncia do algoritmo MCMC ¢€ checada por meio da avaliacdo gréfica e do
critério de Gelman-Rubin (GELMAN; RUBIN et al., 1992), o qual é préximo a um para todos

os parametros, indicando que as cadeias convergiram.

3.4 Estudos de Simulacao

Nessa secao, sdo discutidas algumas questdes sobre uma anélise de sensibilidade para
a priori do hiperpardmetro 7;, no modelo proposto. Além disso, um estudo de simulagdo para
examinar a performance do esquema MCMC proposto para a estimacdo dos parametros do

modelo € realizado.

Um estudo de sensibilidade

A escolha do hiperpardmetro 7, € importante em relacdo a priori que foi atribuida ao
parametro de item U;p, j=1,...,J. Nessa subse¢do, conduzimos um estudo de simulag@o a fim
de comparar os resultados se um valor for fixado para 7, ou se uma hiperpriori for considerada.

Mais especificamente, consideramos dois cendrios para T, i.e.,

* Priori 1 (P1): ujo ~ Normal(0, T,Jol) com Ty, = 0.01.

* Priori 2 (P2): ujo ~ Normal(0, Tﬁol) e Ty, ~ Gama(0.01,0.01).

Considerando nosso modelo hierdrquico proposto, dado em (3.14), assumimos o cendrio
onde N = 250, J =30 e K = 5 a fim de realizar esse estudo inicial. Os parametros de item
sd0 os mesmos para cada j=1,...,J,com jo =0, 4; =1 (e, ujj=1), tjp=00=1¢€

T =1/ (6121) =1/0.230%. A Matriz Q utilizada em nosso estudo pode ser vista em 8, sendo
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Tabela 7 — Média dos critérios de comparagdo e propor¢do de escolhas para a Priori P2 do parAmetro (o
ao longo das 100 réplicas

Priori EAIC EBIC DIC WAIC  Tempo (seg.)
Média P1 20039.15 21454.77 19531.78 19484.03 7384.88
P2 20002.98 21418.61 19526.97 19477.46 9376.59
Porcentagem P2 < Pl 87% 87% 86% 97%

similar a especificada em (MINCHEN; TORRE; LIU, 2017). Por fim, presumimos que & =

(1/32,...,1/32)', isto é, a probabilidade de pertencer a cada um dos perfis de atributo é a mesma.

Sao consideradas 100 réplicas, geradas com os critérios definidos acima, mas com di-
ferentes sementes aleatdrias. Consideramos a; = by = 0.01, co =dyp =0.01 e ¢c; =d; =0.01
para as prioris no esquema em (3.14) e entdo o modelo C-DINA ¢ ajustado sob a abordagem
Bayesiana proposta, considerando as propostas de P1 e P2. Na Tabela 7 é apresentada a com-
paracdo dos resultados entre ambos os casos, utilizando o critério de informacio de desvio
(DIC) (SPIEGELHALTER et al., 2002), o critério de informacao de Akaike esperado (EAIC)
e o Critério de informacao Bayesiana esperado (EBIC) (GELMAN et al., 2014), bem como o
critério de informacao de Watanabe (WAIC) (WATANABE, 2010a). Menores valores para esses

critérios trazem indicios de que aquela configuragdo tem melhores resultados.

Na Tabela 7, sdo apresentados os valores da média de cada critério entre as 100 réplicas,
para os cendrios P1 e P2. Além disso, também reportamos o tempo computacional (em segundos)
para cada cendrio e a frequéncia em que o valor de cada critério é menor para o cendrio P2 em
relagc@o ao cendrio P1. Considerando os diferentes critérios apresentados na Tabela 7, o melhor
ajuste € obtido quando P2 € considerado. A Tabela 7 mostra que a priori P2 foi escolhida mais
frequentemente ao longo das réplicas considerando todos os critérios avaliados. Esses resultados
sdo favoraveis ao uso de uma hiperpiori para o pardmetro de precisdo 7, do pardmetro de item

Mjo. Assim sendo, iremos considerar essa especificagdo no restante do trabalho.

Estudo de Recuperacao

Nessa subsecao, um estudo de simulacao é realizado, a fim de avaliar a recuperagao
de parametros do modelo C-DINA, utilizando nossa abordagem Bayesiana proposta em 3.3.
Na simulacao sao considerados diferentes cenarios para o niumero de itens (J), o nimero de
respondentes (N) e a discriminac¢ao dos itens. O desenho dos cendrios se inspira em Minchen,
Torre e Liu (2017), os quais utilizaram a abordagem frequentista para inferir sobre o modelo
C-DINA. Entretanto, para investigar os beneficios de nossa abordagem Bayesiana, consideramos

cendrios com menor nimero de respondentes que os utilizados naquele estudo.

Em nosso estudo, consideramos dois casos para os respondentes, com N =250 e N = 500.
Além disso, assumimos J = 15 ou J = 30 itens. A Tabela 8 mostra a Matriz Q utilizada na

simulagdo para J = 30. Para os cendrios com J = 15, sdo utilizados os itens de nimero 1, 2, 3, 4,
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5,11, 14, 15, 18, 20, 21, 23, 26, 27 e 30. Em ambos os casos ha 5 atributos avaliados no teste,
com os itens entre 1 e 10 exigindo um atributo, os itens entre 11 e 20 requisitando dois atributos

e os itens entre 21 e 30 requerindo trés atributos.

Também sdo utilizados trés tipos de discriminagdo para os itens no teste, com discrimina-
¢ao baixa, média ou alta. Uma defini¢ao mais rigorosa da discriminagao € baseada em medidas
de similaridade ou dissimilaridade entre os grupos 1 = 1 e = 0. Os parametros para tais grupos
foram definidos em Minchen, Torre e Liu (2017), utilizando medidas gréficas e a divergéncia de

Kullback-Leibler para avaliar a discirimancao.

Nesse trabalho, consideramos os mesmos valores de parametros propostos por Minchen,
Torre e Liu (2017) para cada grupo, porém, além de considerarmos a divergéncia de Kull-
back-Leibler (KL), Dgr(P,Q) = [ 4 fr(x )log (( %dx calculamos outras distincias pertinentes,
primeiramente a distancia de Kolmogorov- Sm1rn0v (KS): Dks(P,Q) = sup,c o | Fp(x) — Fo(x) |
e a distancia de Hellinger (H): d%l (P,Q)= [ 4 \/fp—(x) \/mdx, em que P e Q representam
duas distribui¢des, com fp(-) e fo(-) sendo as fdps e Fp(-) e Fy(-) as fdas, | - | denota o valor

absoluto e 2" é o dominio de x.

Maiores valores de KL, KS e H indicam maior discrimina¢ao entre duas distribuicdes
comparadas. Os valores de KL estdo no conjunto [0,0), enquanto os de KS e H estdo em [0, 1],
possuindo simetria e sendo mais facilmente interpretdaveis. De acordo com a distribui¢ao de

Hellinger, definimos um pardmetro de discriminagdo dos itens por m; = d%,(n =0,n=1)=

Jo / Fio(ij)\/ fi1(vij)dyij, onde m; € [0,1]. Uma parti¢io ruim dos grupos pode ocorrer com
m; abaixo de 0.25, indicando que o j-ésimo item possui discriminacdo baixa; se m; tem um
valor em torno de 0.5 o item tem discrimina¢do média; se m; tem um valor por volta de 0.75 ele

tem alta discriminagdo.

Trés configura¢des de pardmetros sdo consideradas para o j-ésimo item, i.e., (ijo, 11, 6]20,
c51) = (ko i1, 65,07)', com (0,0.5,1,0.397%), (0,1,1,0.230%)" e (0,2,1,0.082%)" como esco-
lhas para (U, 1, 602, 0'12)’ . Os valores correspondentes de KL, KS e m; para essas trés escolhas
sd0 KL =2.54,KS =0.40,m; = 0.21; KL = 16.93,KS§ = 0.68,m; = 0.48; ¢ KL = 368.80,KS =
0.96,m; = 0.85, respectivamente, o que representa discriminagio baixa, média e alta dos itens.
Note que, embora os pardmetros Tjo € T;; sejam utilizados na computacdo, a fim de facilitar a
comparag¢do de pardmetros com trabalhos prévios, serd reportada a recuperagdo para G € 0|

nos resultados sumarizados.

Portanto, hé 12 diferentes cendrios em nosso estudo, os quais s@o utilizados para examinar
a abordagem Bayesiana proposta. A fim de gerar os dados, utilizamos os mesmos valores de 7
referidos anteriormente. Primeiramente, simulamos as classes de atributo de cada individuo por
meio de uma distribui¢do multinomial de tamanho N e probabilidade 1/32 de pertenga a cada
uma das 32 classes. Entdo, considerando os perfis gerados para cada individuo e a Matriz Q na
Tabela 8, podemos obter o valor de 7;; para cada individuo e item. Por fim, as respostas y;; sdo

geradas a partir da distribui¢do Log-Normal, i.e., LN(l;n, T ) Os valores gerados de y;; sdo
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Tabela 8 — Matriz Q para o estudo de simulagio

Atributo Atributo

Item o o oz o4 o5 Item o o a3 04 Qs
1 1 0 0 0 O 16 0 1 0 1 O
2 0 1 0O 0 O 17 0 1 0O 0 1
3 0 0 1 O O 18 0 0 1 1 0
4 0 O O 1 O 9 0 0 1 0 1
5 0 0 O O 1 20 0 0 O 1 1
6 1 0 0 0 O 21 1 1 1 0 O
7 0 1 0O 0 O 22 1 1 0 1 0
8 0 0 1 0 O 23 1 1 0 0 1
9 0 O O 1 O 24 1 0 1 1 0
10 0 0 0 0 1 25 10 1 O 1
11 1 1 0 0 O 26 1 0 0 1 1
12 1 0 1 0 0 27 0 1 1 1 0
13 1 0 0 1 O 28 0 1 1 O 1
4 1 0 O 0 1 29 0 1 0 1 1
15 0 1 1 0 O 30 0 O 1 1 1

considerados como as respostas observadas, enquanto todos os parametros sao tratados como

desconhecidos em nosso estudo.

A fim de avaliar a recuperagdo de parametros, sdo realizadas 100 réplicas para cada
cendrio, levando a 12 x 100 conjunto de dados, considerando todos os cendrios. Para analisar
os dados simulados, seguimos o que foi discutido anteriormente, atribuindo uma hiperpriori
para o pardmetro de precisdo Ty, em ;o ~ Normal(0, Tﬁol), i.e., Ty, ~ Gama(0.01,0.01), com
as demais prioris também seguindo o que foi definido na subsecao anterior.

Com a finalidade de avaliar a performance da recuperagdo dos pardmetros de item, €
computado o valor da raizAdo erro quad/{ético médio (RMSE) e também calculamos o viés
absoluto, dado por Viés = ©%; — 1%, com ¥; = Z’le 1/9\1,/R. Como temos (o, 1, O'JZO, G}l)’ =
(o, H1, 002, 612)’ para j = 1,---,J, a fim de facilitar a sumarizagdo, primeiro computamos 0s
valores de RMSE e do viés para cada item e entdo reportamos suas médias de acordo com o
grupo dos parametros de item Lo, U1, Gg e 612, respectivamente. Os resultados para U, Up, Gg e
2

o sdo mostrados da Tabela 9 até a Tabela 12.

Pelos resultados da Tabela 9 a Tabela 12, nota-se que o incremento no niimero de itens e
no numero de respondentes reduz o viés e 0 RMSE para os parametros de item. Além disso, a
discriminagdo dos itens tem grande influéncia em ambas as medidas. Para os parametros u; e G]Z
(parametros de item correspondentes ao grupo 11 = 1) € interessante notar que o grupo de itens
que exigem mais atributos tem valores de RMSE e viés maiores que aqueles que exigem menos
atributos, principalmente quando o tamanho da amostra € pequeno e a discriminacdo dos itens

¢ baixa. Isso sugere que estimar os parametros de item para 1) = 1 de maneira precisa € mais
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Tabela 9 — Performance para a recuperagdo do pardmetro pp ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos

Um Dois Trés
J Discriminacito N RMSE Viés RMSE Viés RMSE  Viés
, 250  0.052 0.03 0045 0.02 0.040 0.03
Baixa 500  0.030 0.01 0.019 0.01 0.020 001
Média 250  0.018 0.00 0.018 0.00 0016 0.00
15 500 0.016 0.01 0.014 0.00 0.015 0.00
250  0.017 0.00 0.019 0.00 0.016 0.00
Alta 500 0016 000 0014 000 0014 0.0
, 250  0.020 0.01 0.018 001 0.019 001
Baixa 500 0.012 0.01 0.010 0.00 0.009 0.00
Média 250  0.011 0.00 0.010 0.00 0.011 0.00
30 500  0.009 0.00 0.009 0.0 0.008 0.00
250  0.011 0.00 0.010 0.00 0.011 0.00
Alta 500  0.009 0.00 0.009 000 0008 0.0

Tabela 10 — Performance para a recuperagdo do parametro ; ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos

Um Dois Trés
J Discriminagio N RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés
, 250 0.037 -0.02 0.097 -0.07 0217 -0.19
Baixa 500 0.017 0.00 0034 -001 0.068 -0.04
s Media 250 0.010 0.00 0014 000 0.021 0.00
500 0.007 0.00 0011 000 0.015 0.00
250 0.004 0.00 0004 000 0.007 0.00
Alta 500 0002 000 0004 000 0005 0.00
, 250 0.016 -0.01 0.028 -0.01 0.080 -0.06
Baixa 500 0.009 0.00 0014 -001 0.021 -0.01
” Media 250 0.007 0.00 0009 000 0.014 0.00
500 0.005 0.00 0.007 000 0.009 0.00
250  0.002 0.00 0.003 000 0.005 0.00
Alta 500 0002 000 0002 000 0003 0.00
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Tabela 11 — Performance para a recuperagdo do parametro oy ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos
Um Dois Trés
J Discriminacio N RMSE Viés RMSE Viés RMSE Viés

, 250 0.043 0.01 0.027 0.00 0.023  0.00
Baixa 500 0.027 0.00 0.018 000 0.016 0.00
250  0.034 0.01 0.026 0.00 0.024  0.00
500 0.021 0.00 0.016 0.00 0.015 0.00
250 0.033 0.01 0.025 0.00 0.024 0.00
500 0.020 0.00 0.016 0.00 0.015 0.00

, 250 0.023 0.00 0.017 0.00 0.020 0.01
Baixa 500 0.016 0.00 0.013 000 0.014 0.00
250 0.022 0.00 0.017 0.00 0.020 0.01
500 0.016 0.00 0.013 001 0014 0.01
250 0.022 0.00 0.017 0.00 0.020 0.01
500 0.016 0.00 0.013 001 0014 0.01

15 Média

Alta

30 Média

Alta

Tabela 12 — Performance para a recuperagdo do parametro o] ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos
Um Dois Trés
J Discriminagio N RMSE Viés RMSE Viés RMSE  Viés

, 250 0.038 0.02 0.071 0.05 0.699 0.19
Baixa 500  0.020 0.00 0.030 0.01 0.055 0.03
250  0.009 0.00 0.012 0.00 0021 0.01
500 0.005 0.00 0.008 0.0 0.010 0.00
250  0.003 0.00 0.004 0.00 0.009 0.01
500  0.002 0.00 0.003 0.00 0.004 0.00

, 250 0.012 0.00 0.023 0.01 0.052 0.04
Baixa 500  0.008 0.00 0.012 0.00 0.017 0.01
250  0.005 0.00 0.008 0.00 0014 0.01
500  0.004 0.00 0.005 0.00 0.007 0.00
250  0.002 0.00 0.004 0.00 0.008 0.01
500  0.001 0.00 0.002 0.00 0.004 0.00

15 Média

Alta

30 Média

Alta
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dificil quando sdo exigidos mais atributos.

Da Tabela 9 a Tabela 12 notamos que os maiores valores de RMSE sa@o encontrados
quando N = 250, J = 15 e a discriminagao dos itens € baixa. Isso confirma que € interessante
haver testes com maior nimero de itens e respondentes a fim de utilizar a metodologia do

C-DINA e, principalmente, itens com boa discriminac¢ao devem ser elaborados.

A fim de avaliar os pardmetros dos individuos, € necessdrio o uso de outra medida sem
ser 0 RMSE e o viés, uma vez que os vetores de atributos dos respondentes &; = (01, - - - , ®i)’
sdo compostos por quantidades bindrias. Para esses parametros, nds utilizamos a acuricia
simples (SA) como a porcentagem de bindrios ¢s que foram corretamente estimados, isto €,
SA =100YN , YX 11(ay = ai)/NK, onde @y é a moda a posteriori das estimativas obtidas
nas amostras MCMC e q;; € o valor verdadeiro. A medida SA tem um valor entre 0 e 100,
onde SA = 0 indica que todos os pardmetros dos individuos foram estimados incorretamente
e SA = 100 mostra que todos foram estimados corretamente. Uma alternativa € considerar
a acurdcia vetorial (VA), a qual quantifica a propor¢ao de vetores @&;s que foram estimados
corretamente, i.e., VA= 100YY | 11(a; = a;) /N com @; = (%1, - , i)’ A medida VA também
tem valor entre 0 e 100 mas, agora, é avaliado se todos os valores o, k =1,. .., K sdo estimados
simultaneamente corretamente para o i-ésimo individuo. Assim, VA = 0 indica que todos os ¢;’s
sdo estimados incorretamente e VA = 100 significa que todos os ¢;’s sdo estimados corretamente.
Tais valores sdo obtidos para cada uma das réplicas, com a média dos valores considerando as

100 réplicas sendo consideradas ao reportar os resultados da simulacao.

Na Tabela 13 sao apresentados os resultados de SA e VA para os parametros dos
individuos @;. Os maiores valores, tanto para SA quanto para VA, sdo encontrados quando o
nimero de itens e de participantes sdo maiores, bem como quando a Discriminacdo aumenta.
Em geral, os valores de SA sdo melhores que os de VA. Isso ocorre devido ao fato de que, ao
computarmos o VA, € necessario que todos os parametros dos individuos sejam corretamente
estimados para o i-ésimo individuo. Da Tabela 13, podemos ver que a maior acurdcia € encontrada
quando J = 30, hé discriminac¢do alta e N = 500, enquanto J = 15, discrimina¢do baixa e
N = 250 traz os piores resultados de VA. Entretanto, mesmo para J = 15 e N = 250, quando os
itens possuem boa discriminacao, a recuperacdao melhora, com os valores de VA praticamente
triplicando para discriminagdo alta em relagc@o a baixa. Isso sugere que a discriminag@o dos itens
tem um impacto crucial, também para os pardmetros dos individuos, evidenciando mais uma
vez a importancia do desenvolvimento dos itens no desenho dos testes. Além disso, aumentar o
numero de itens para J = 30 traz um ganho considerdvel para os valores de VA, com resultados
consideravelmente bons até mesmo para discriminac¢do baixa no que diz respeito ao SA. Isso nos
mostra que a fim de ter bons resultados para os pardmetros dos individuos, também € interessante
desenvolver testes que ndo tenham tao poucos itens. Por outro lado, pode-se notar que o nimero de
respondentes nao tem tanto impacto na performance da recuperagdo de parametros dos individuos.

Ao compararmos os resultados de N = 500 na Tabela 13 com os resultados correspondentes em
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(MINCHEN; TORRE; LIU, 2017), encontramos resultados um pouco maiores para SA e VA

que aqueles encontrados na abordagem frequentista.

Para concluir, nossa estima¢do Bayesiana do modelo C-DINA fornece uma recuperacio
de parametros adequada, tanto para os pardmetros dos itens quanto para os dos individuos,
em nossa simulacdo. A seguir, essa abordagem serd utilizada em uma aplicacdo em dados de

percepgao de risco.

Tabela 13 — Performance para a recuperagdo do parametro ¢ ao longo das 100 réplicas

J Discriminacio N  SA VA

, 250 76.48 33.53
Baixa 500 77.91 37.35

. 250 91.94 7234

15 Média 500 9221 73.40
250 9939 97.47
500 99.42 97.61

_ 250 88.67 63.43
Baixa 500 89.46 66.16
250 98.52 9443
500 98.51 94.52
250 99.99 99.96
500 99.99 99.97

Alta

30 Média

Alta

3.5 Aplicacao: Dados sobre percepcao de risco

Nessa secdo serd apresentada uma andlise de dados reais, sobre percepcdo de risco
(CARLSTROM; WOODWARD; PALMER, 2000). O conjunto de dados consiste de 611 partici-
pantes, os quais respondem a um questiondrio no qual € pedido que eles avaliem o risco percebido
para diferentes atividades. Os respondentes sdo requisitados a atribuir um valor numérico, entre
0 e 100 (100 para o maior risco), para mensurar o risco relacionado a 22 atividades financei-
ras e relacionadas a satide. Em nossa anélise, apenas 14 dessas atividades foram consideradas
(excluindo aquelas que ndo sdo comuns para homens e mulheres), resultando nos seguintes
itens: 1) APPL: utilizar eletrodomésticos; 2) BIKE: andar de bicicleta por uma milha por dia em
uma drea urbana; 3) BRCA: testar positivo para um gene que predispde ao cancer de mama; 4)
CAR: dirigir um automovel por 10 milhas por dia em uma drea urbana; 5) DIAB: testar positivo
para um gene que predispde a ter diabetes; 6) DOC: trabalhar como um médico familiar em
uma area rural; 7) FLU: tomar a vacina de gripe anualmente; 8) GREY: testar positivo para um
gene que predispde ao branqueamento prematuro do cabelo; 9) HEART: testar positivo para
um gene que predispde doenga cardiaca; 10) NUC: viver proximo a uma estacdo de energia
nuclear; 11) PLANE: voar em avides comerciais todo més; 12) POOL: nadar em uma piscina

publica todas as semanas; 13) SWAT: trabalhar como membro da policia; 14) XRAY: receber
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um diagndstico por meio de exame de raio x a cada 6 meses. Para proceder com a andlise, os
individuos com respostas faltantes para alguma atividade foram removidos, resultando em 481
participantes analisados. Os valores de percepc¢ao de risco iguais a zero foram transformados

para 0.1, permitindo o uso da distribui¢do Log Normal.

Para propor uma Matriz Q associada aos itens do teste, precisamos definir diferentes
dimensdes ou atributos para os riscos avaliados. Ao revisar a literatura, a classifica¢io de riscos
em atributos internos e externos ¢ comum, em diferentes areas do conhecimento (DUFFY, 2003;
BABIAK; WOLFE, 2009; MENGUC; AUH; OZANNE, 2010). Com essa ideia, avaliando o
contetddo de cada um dos itens do questionario, a Matriz Q para os dados sobre percepcao de
risco foi construida, sendo apresentada nas Colunas 2 e 3 da Tabela 14. Os riscos foram divididos
como relacionados a atributos externos (ou ndo pessoais) (@), nos quais os riscos dependem
do ambiente circundando a pessoa e internos (ou pessoais) (3 ), nos quais o risco depende da
pessoa. Por exemplo, HEART foi definido como avaliando apenas um atributo interno, uma vez
que diz respeito unicamente a pessoa; NUC foi considerado um item relacionado a um atributo
externo, uma vez que retrata uma situagdo cujo risco € trazido por viver perto de uma estagio de
energia nuclear, a qual traz risco independente de caracteristicas pessoais.

Tabela 14 — Matriz Q do conjunto de dados de percepg¢ao de risco, estimativas pelas médias a posteriori
para os pardmetros dos itens, e valores de medidas de distancia e discriminacao dos itens.

Item oy o o 60 i 61 KL KS mj Aj

1. APPL 0 1 1.359  2.030 2.802 00913 2.42 0.45 0.21 1.443
2. BIKE 1 1 2436  1.762 3283 0.715 2.34 0.38 0.20 0.846
3. BRCA 0 1 0.905 2.520 3434  0.714 10.75  0.65 0.41 2.529
4. CAR 1 1 2.868 1.410 3515  0.646 1.60 0.35 0.16  0.645
5. DIAB 0 1 0.631 2472 3282  0.777 9.22 0.66 0.41 2.605
6. DOC 1 0 2.134  2.090 2.144  2.007 0.00 0.01 0.00  0.009
7. FLU 0 1 1.046  2.336 2.966  0.860 4.68 0.54 0.30  1.920
8. GREY 0 1 0.056  2.583 2.758  1.688 1.53 0.49 0.20 2.702
9. HEART 0 1 0.807  2.569 3435 0.745 1043  0.66 0.41 2.628
10. NUC 1 0 3.507  1.243 4446  0.192 30.65 0.65 0.51 0939
11. PLANE 1 0 2.308  1.593 3421  0.819 1.65 0.42 0.18 1.113
12. POOL 1 1 2.116  1.724 3.015 0.793 1.73 0.37 0.17  0.899
13. SWAT 1 0 3.868 0.888 4331 0.241 6.85 0.48 0.33  0.463
14. XRAY 0 1 2.923  1.790 3.850 0.541 5.24 0.46 0.29  0.927

Uma vez definida a Matriz Q podemos aplicar o modelo C-DINA ao conjunto de
dados, o que foi feito seguindo nossa abordagem Bayesiana apresentada na Secdo 3.3, com as
mesmas prioris empregadas no estudo de recuperacio. Da Coluna 4 a Coluna 7 da Tabela 14 sdo
mostrados os resultados para as estimativas com base na média a posteriori dos parametros de
item dos grupos latentes n = 0 e n = 1, respectivamente. Também sdo mostradas as medidas de
discriminagdo KL, KS e m;, a fim de avaliar como cada item diferencia os dois grupos latentes,
os quais podem ser vistos da Coluna 8 & Coluna 10. Por fim, reportamos a diferenca entre os
pardmetros de locagdo dos dois grupos, i.e., A; = Uj1 — o, na Coluna 11. Podemos ver que
BRCA (item 3), DIAB (item 5) e HEART (item 9) sé@o os itens com maiores valores de m;’s e

A;’s simultanemante. De acordo com a parti¢do proposta por valores de m;, esses itens possuem
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Figura 8 — Intervalos HPD dos pardmetros de item. Linhas pretas representam grupo 1) = 0 e azuis grupo
n=1.

média discriminacdo. Para o item NUC (item 10) vemos um valor relativamente baixo para
Aj, mas, mesmo assim o valor de m; mostra boa discriminagio para o item. Em oposi¢ao, o
item GREY (item 8) possui o maior valor de A; entre todos os itens, mas ndo possui um alto
valor de m;. Entre todos os itens, € interessante notar que DOC (Item 6) possui m; = 0.00 e
Aj =0.01, indicando que, de acordo com nosso modelo C-DINA proposto, os respondentes que
estdo no grupo N1 = 1, ndo avaliam “trabalhar como um médico de familia em uma area rural”
de maneira diferente daqueles que estdo no grupo 1 = 1, os quais ndo veem condicdes externas

como apresentando risco.

Além disso, € interessante avaliar as estimativas intervalares, as quais podem ser vistas,
por meio dos intervalos de maxima densidade a posteriori (HPD) ao nivel de 95% (BOX; TIAO,
2011; CHEN; SHAO, 1999) para todos os pardmetros de item U o, L1, Ojo € 0,1 na Figura 8.
Nota-se que ndo hd interseccdo entre os intervalos dos parametros do grupo n =0e 1 = 1, com
excegdo do item 6, o qual ndo distingue entre o comportamento dos respondentes classificados

em cada grupo.

Na Tabela 15 sdo sumarizados os resultados para as estimativas pelas médias a posteriori
e os intervalos HPD 95%, para a probabilidade de pertencer a cada perfil ¢ (). E claro que o
perfil com a maior probabilidade estimada é o (1, 1), i.e., o perfil no qual os individuos veem
ambas as condi¢des internas e externas avaliadas no estudo como tendo riscos considerdveis. O
perfil com a segunda maior probabilidade estimada é (1,0), indicando que hd mais respondentes

que veem a exposi¢cdo externa do que a interna como representando riscos consideraveis.

Assim sendo, a aplicacdo do modelo C-DINA com duas dimensdes pode fornecer um

diagndstico mais refinado sobre a percepcao de risco, o que, por sua vez, pode trazer uma melhor
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Tabela 15 — Classifica¢do: probabilidade de pertenca a cada um dos perfis de atributo.

) Dimensdes T
¢ perfis de atributo -
o 0 Média HPD (95%)
1 (nd3o véem riscos consideraveis) 0 0 0.12  (0.089,0.157)
2 (véem condi¢cdes externas como mais arriscadas) 1 0 0.27 (0.230,0.319)
3 (véem condic¢des internas como mais arriscadas) 0 1 0.14 (0.103,0.172)
4  (véem ambas as condi¢des como arriscadas) 1 1 0.47 (0.419,0.513)

orientagdo para a classificacao de pessoas em diferentes grupos.

3.6 Discussao

Nesse capitulo, uma abordagem Bayesiana para a estimacdo do modelo C-DINA foi
proposta, por meio de um método MCMC. Foram dados detalhes sobre a interpretacdo dos
parametros e a 16gica da constru¢do do modelo C-DINA, bem como foram propostas medidas

que facilitem na avaliacdo da discrimina¢do dos itens nos grupos latentes.

O estudo de simulacdo mostrou que a abordagem Bayesiana proposta traz bons resultados
na recuperacio dos pardmetros. E bastante interessante notar que o nimero de respondentes
e 0 numero de itens sdo pertinentes para a correta recuperacdo de parametros, sendo que o
aumento de ambos auxiliam na estimacdo. Ainda é notdvel que algo ainda mais importante que o
ndmero de itens, é que os itens tenham boa discriming@o entre os grupos 7, principalmente para a
estimacgao dos parametros dos individuos. Quando itens com alta discriminac¢do sio considerados,

os resultados sdo bastante bons, mesmo para valores menores de respondentes e de itens.

A aplicacdo mostra que hé potencial uso de MDCs para dados que vao além do contexto
educacional, podendo tal utilizac¢do ser expandida para outros tipos de questiondrio, bem como
os de percepg¢do de riscos.

Para futuros trabalhos, a abordagem Bayesiana aqui desenvolvida pode ser estendida para
outras estruturas de modelos, gerando versdes continuas do modelo DINO (deterministic input
noisy output “or"gate), por exemplo. Também ha diversas possibilidades no avango do nosso
modelo proposto. Por exemplo, pode ser considerado o cendrio no qual haja dependéncia entre
itens no C-DINA, similar ao que (BRADLOW; WAINER; WANG, 1999) fez para modelos testlet
de TRI e (ZHAN et al., 2015) fez para MDCs. Ainda ha a possibilidade de levar em conta a
velocidade de resposta aos itens, como feito por (OSHIMA, 1994) para a TRI, o que pode ajudar
em melhor estimac¢do para os pardmetros dos individuos. Considerando dados relacionados ao
tempo para modelos C-DINA, ainda podem ser consideradas questOes relacionadas a dados
censurados. Por fim, de maneira similar ao que (FOX; ENTINK; LINDEN, 2007) propde para
modelos TRI e 2018 propuseram para um MDC, nossa abordagem pode ser interessante para
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estender a discussdo no tépico de andlises de respostas dicotdmicas e tempos de resposta,

simultaneamente, com o desenvolvimento de um modelo conjunto DINA e C-DINA.
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CAPITULO

MODELO DINA DE RESPOSTA LIMITADA

Nos tltimos anos, os MDCs vem ganhando espaco considerdvel na literatura. Diferentes
métodos ji foram considerados, levando em conta a diversidade existente dentre as possiveis
maneiras de se mensurar respostas. Inicialmente desenvolvidos para respostas dicotomicas, hoje
ha modelos que avaliam respostas politdmicas, ordenadas e também continuas. No trabalho
apresentado nesse capitulo, hd a contribuicdo com a literatura por meio do desenvolvimento
de um MDC para respostas continuas limitadas, sob abordagem Bayesiana, preenchendo um
espaco ainda existente até entdo. Respostas continuas limitadas aparecem principalmente quando
o interesse estd em probabilidades, propor¢des ou taxas. O trabalho apresentado nesse capitulo
propde um inédito modelo DINA para respostas continuas limitadas (B-DINA), sob abordagem
Bayesiana. Um estudo de simulagdo é conduzido, a fim de avaliar a recuperacdo de parametros,
mostrando bons resultados para tamanhos amostrais adequados. Uma aplicac¢do para dados sécio
demograficos de municipios na regido Sudeste do Brasil € feita, elucidando o grande potencial
de tais metodologias e mostrando que sua utilizacio pode ir além de aplicacOes psicométricas ou

educacionais.

O conteudo desse capitulo serd submetido a um periddico especializado.
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4.1 Introducao

Nos capitulos anteriores ja exploramos os modelos DINA dicotdmico e também o modelo
C-DINA, o qual considera varidveis respostas continuas. Entretanto, ndo hd na literatura nenhum
modelo especifico para respostas limitadas. O desenvolvimento de um modelo considerando esse

tipo de resposta € um avango interessante para a literatura sobre MDC.

Diversas aplicacdes, em diferentes dreas do conhecimento, também poderiam se benefi-
ciar de um modelo para respostas continuas limitadas, em questiondrios realizados com respostas
dentro de um intervalo pré estipulado ou até mesmo com a andlise de outros tipos de dados,
bem como o de indicadores sociais, nos quais o individuo por ser tomado, por exemplo, como
um determinado municipio e os itens serem compostos por diferentes indicadores que avaliem

determinadas dimensoes.

O principal propésito desse capitulo € propor um primeiro modelo DINA para respostas
limitadas (B-DINA), por meio de uma abordagem Bayesiana, considerando a distribui¢io
Beta com a parametrizacdo proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004a), garantindo assim a

interpretabilidade do modelo resultante.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira: Na Se¢ao 4.2 sdo apresentados detalhes
do modelo B-DINA. Na Secdo 4.3 mostramos a estimacdo Bayesiana do modelo proposto, com
detalhes sobre as prioris e 0 método MCMC utilizado. Na Secdo 4.4 € apresentado um estudo
de simulagdo, avaliando a recuperagao de parametros. Na Secdo 4.5 dados reais relacionados
a indicadores sociais sdo analisados e, por fim, na Secdo 4.7 hd uma breve discussdo com

consideracgdes finais sobre o capitulo e sugestdo para trabalhos futuros.

4.2 Modelos DINA Limitados

Nessa Se¢do, o modelo DINA limitado (B-DINA) € proposto. Grande parte das quan-
tidades presentes no B-DINA sdo compartilhadas com o C-DINA, j4 tendo sido apresentadas
na Sec¢do 3.2, com a alteracao ocorrendo em relagdo a varidvel resposta. Um modelo limitado
pode ser proposto em qualquer intervalo genérico |a, b], porém, sem perda de generalidade para
propostas alternativas, focamos no caso (0, 1), com uma distribui¢do conveniente. Exemplos
desse tipo de varidvel podem ser encontrados em diversas pesquisas em diferentes dreas do
conhecimento, bem como em Anand e Sen (1994), Carlstrom, Woodward e Palmer (2000), Bijur,
Silver e Gallagher (2001), Walraven et al. (2011), Noel e Dauvier (2007).

Especificacao do modelo B-DINA

Para o modelo B-DINA, assim como para os modelos anteriormente apresentados, ha
i=1,...,N respondentes a um questiondrio com j = 1,...,J itens, o qual avaliak=1,...,K

atributos (ou dimensoes/habilidades).
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A maior parte das quantidades, bem como g ji, Qi € 1;; sdo compartilhadas com o0 modelo
C-DINA, com a grande diferenca sendo no que diz respeito a ¥;;, que tem outra caracteristica
para modelo B-DINA. Tais quantidades também estdo presentes no modelo DINA usual e uma
explicacdo mais detalhada das quantidades comuns a esses modelos ndo serd feita nessa secao,

para evitar que esse processo se torne repetitivo.

Porém, é importante definir em detalhes a varidvel resposta, para a qual temos que:

Y;; € (0,1) é uma varidvel aleatéria limitada, representando as respostas observadas do
i-ésimo respondente para o j-€simo item, no intervalo unitdrio. O vetor de respostas do

individuo i é representado por y; = (y;1,--.,vis) , sendo tais quantidades observadas.

Novamente, mesmo que a resposta Y;; ndo seja dicotomica, a varidvel latente ¢;;; continua
sendo, indicando se o individuo possui ou ndo os atributos avaliados, bem como 1);;, que recebe
n;; = 0, para aqueles respondentes que ndo possuem ao minimo um dos atributos requeridos

para o item j e 1);; = 1 para os que possuem.

Uma vez que agora ¥;; € uma varidvel continua limitada no intervalo unitério, a distri-
buicdo Beta pode ser considerada para modelar as respostas no modelo B-DINA. Essa € uma
escolha natural e tem sido satisfatoriamente utilizada na modelagem de dados limitados nos
ultimos anos, em diferentes campos de pesquisa (GUPTA; NADARAJAH, 2004; CHYLACK et
al., 2009; KOPP; GERIKE; AXHAUSEN, 2015; NOEL; DAUVIER, 2007). Por questdes de
interepretabilidade, € importante considerar uma parametriza¢ao da distribui¢cao que tenha um
parametro de localizacao, sendo que, possuir um parametro relacionado a dispersao/precisao
também ¢ interessante. A distribuicdo Beta aqui considerada segue a proposta de Ferrari e

Cribari-Neto (2004a), a qual traz grandes beneficios para a interpretabilidade do modelo.

Assim, dado que Y;; é condicional a n;;, temos que [Y;; | n;; = 1] ~ Beta(i;n, ¢jn ), onde

Kjn € a média da distribuigdo € ¢;n € um pardmetro de precisao.

Denotando fjy (yij) como a fdp da distribuicdo Beta dado 1;; = 17, temos entdo que

(v — L(9jn) Binfin=1 ., y(I—Hjn)@jn—1 4.1
Fim ) T (1in 0 T((1— fin)@jm)" ¥ (=) ' @D

n € {0,1}, onde Beta(u, ¢) denota a distribui¢do Beta, com 0 < y;; < 1,0 < pjp <le ¢ > 0.

Note que qualquer distribuicdo continua limitada no intervalo unitdrio pode ser conside-
rada como fjy(-) para futuras pesquisas, com possibilidades de extensdo do modelo proposto

para outras distribui¢des que nao a Beta.

Agora, tome Q = (Q4,...,Q J)/ como o vetor de parametros dos itens no modelo, com

Q= (1jo,9jo,Uj1,91) para j=1,---,J denotando os pardmetros para o j-ésimo item. Dado
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3
I

Densidade

Figura 9 — Funcio densidade de probabilidade de um item bem construido. 7 = 0 linha cheiae n =1
linha hachurada.

o; e Q;, aresposta Y;; tem a seguinte distribuicao:

Y| @]~ fii) = [fo0i)] ™ [fni)]™, (4.2)
= (L=ni) [fioWip)] +mij [fn 0if)] - (4.3)

Entdo, dado @; e Qj, a fda é P(Y;; < y|et;,Q;) = [3 fi(vij)dyij-

Genericamente, para itens bem construidos, esperamos que a distribui¢do dos grupos
N =0e n =1 siga um padrdo que permita ao modelo identificar diferentes densidades para
cada grupo, como pode ser visto na Figura 9. Na Sec¢do 4.4 sdo dados mais detalhes sobre as
discriminagdes utilizadas no estudo de simulacdo desse capitulo, a fim de avaliar a recuperacao

de parametros, mostrando como a boa construc¢do dos itens € essencial na separagdo dos publicos.

Em nosso modelo B-DINA proposto, os itens e os respondentes sdo considerados inde-
pendentes. Entdo, a distribui¢io condicional de y; = (y;1,---,yiy)’ dado @; e todos os parimetros

dos itens pode ser facilmente escrita como

J

J
p(yi | @i=0c,Q) =[] £0i) =] [fiotir)] ™ [finij)] ™, (4.4)
J=1

J=1

onde podemos explicitar fjo(yij) € fj1(yij) usando a Equagéo (4.1).

Também definimos 7, = P(@; = &, | ) como a probabilidade de pertencer a classe c,
onde T = (7, m,...,7c)’ é um vetor C dimensional, 0 < 7. <1 e Zle 7. = 1. Novamente
temos que a fdp de y; dados todos os parametros Q e todas as classes latentes de probabilidade
wé

C
p(y; | Q,m) = Z Tp(y; | oi=a.Q). 4.5)

c=1
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[Yij | nij = 0] ~ Beta(ijo, ¢jo) [Yij | nij = 1] ~ Beta(u;1, ;1)

Figura 10 — Estrutura do Nivel 1 para o modelo B-DINA, onde ‘formato eliptico’ indica uma variadvel
latente e ‘formato retangular’ indica dados observados.

Assumindo a distribuigio Beta para fj, (-), como mostrado na Equagéo (4.1), a verossi-

milhanca pode ser explicitamente escrita como

N C J 1-Ne;
I'(¢0) Mjodjo—1 1—wjo)j0—1 !
L(Y|Q,x) T [ / YOO — y ) (I Hj0)9jo
ECZE 611;11 L(pjojo)T((1 = wjo)jo) ™Y !
[ L(9;1) y”fl(l’f‘_l(] _yij>(1”jl)¢jll:| s
T(pji¢0)T((1— pj1)9jn) "
(4.6)
onde y = (y;,---,¥y) - Na Secdo 4.3, uma proposta com abordagem Bayesiana para a estimagio

de todos os pardmetros € apresentada.

Interpretacao da construcao do modelo B-DINA

Mais uma vez, a interpretagdo por trds da constru¢do do modelo B-DINA € bastante simi-
lar ao caso do C-DINA, que pode ser visto na subsecdo 3.2. O modelo B-DINA também possui
os mesmos dois niveis que foram explicados em detalhe anteriormente, havendo modificacdo na
variavel resposta. Portanto, a interpretacdo dos dois niveis ndo serd explicitada nesse capitulo

passo a passo, sendo apenas mostradas as diferencas.

No Nivel 1, para o modelo B-DINA, as respostas observadas, como ja ressaltado, sdo
continuas limitadas, sendo que para nossa proposta a distribui¢do Beta é considerada para a

modelagem. Com isso, a estrutura do modelo serd como apresentada na Figura 10.

Nesse nivel, precisamos de informagdes sobre a varidvel latente 7;;, assim como ocorria
para o modelo C-DINA, porém, agora os parametros do primeiro nivel a serem estimados
sdo Wjo, Uj1, @jo, ¢j1, para cada item. O segundo nivel da hierarquia segue a mesma estrutura
antes mostrada no C-DINA, com alteracdo apenas nesses parametros, sendo a explicacao mais

detalhada da l6gica desse nivel demonstrada no capitulo anterior.
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4.3 Estimacao Bayesiana do modelo B-DINA

Antes de seguirmos com a especificacdo das distribui¢des a priori e demais desenvol-
vimentos da estimagdo Bayesiana, € importante ressaltar que as expressdes na Equacao (4.1)
mostram que o modelo B-DINA € um caso particular de um modelo de mistura. Assim como no
caso do C-DINA, um problema que pode acontecer é o chamado label switching, caso ndo forem

tomadas medidas adequada.

Para 0 modelo B-DINA, também € razodvel assumir que [j; > Ujp, uma vez que a média
do grupo 1 =1 deve ser maior do que a do grupo 1 = 0, por constru¢do. Porém, mesmo que
seja feita uma transformag@o para que o valor de U jy esteja na reta (digamos ,u;'-‘o) € possa ser
adicionado a um A; positivo para que a soma de ambas as quantidades resulte na transformagao
de u;jy (digamos ,u;-‘l = ,LL;‘O + 1)) e, ap6s essas quantidades serem estimadas, elas sofram uma
nova transformacao para voltar para sua forma original, o truque usado na Secao 3.3 ndo ird
funcionar, uma vez que essas transformagdes ndo levariam em conta a natureza limitada de
que estd limitado ao intervalo (0, 1). Para o caso do modelo B-DINA, uma maneira de corrigir
o problema de label switching é desenvolver o c6digo do modelo de tal maneira que ndo seja
possivel ter tj; < Wjo. A abordagem utilizada para garantir isso € a de for¢ar a ordenagdo dos
parametros U, similar ao que € visto em Gongalves, Dias e Soares (2018) para um modelo de
mistura de TRI. Com isso, teremos uma ordenagdo de [y € [Lj; em ordem crescente, assim
evitando a possivel bimodalidade. Vale ressaltar que também foram testadas outras maneiras
de resolver o problema, bem como definir as prioris de maneira que {;; seja sempre maior que
Mo, considerando, por exemplo, uma priori Unif(uo,1) para u;;. Entretanto, ao testar essa
abordagem, os resultados para a recuperagdo de paradmetros foram piores, bem como os valores
de WAIC maiores. Portanto, no restante do trabalho a abordagem da ordenagdo serd seguida,

como pode ser visto no cédigo JAGS no Apéndice.

Especificacao de Prioris

Para o modelo B-DINA, assim como para outros MDCs em geral, ha parametros dos
individuos e parametros dos itens. Nessa se¢do serdo discutidas as distribui¢des a priori para
ambos os tipos de parametros. Note que ambos os tipos de parametros sao condicionados ao

grupo latente 7).

Pardmetros dos individuos

Para a;|7 a distribui¢@o a priori precisa levar em conta a possibilidade de pertenga de
um determinado individuo a cada perfil de atributos, dada a probabilidade de pertenga aquele

perfil na populagdo. A distribui¢do Categorica €, novamente, escolhida, levando a

o;| ~ Categorica(m, m,. .., 7c), 4.7)
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com ):iczl m; = 1. Assumindo que os hiperpardmetros sejam 7} = m = ... = ¢ = 1/C,
temos uma distribui¢do a priori uniforme, portanto, ndo informativa.
Entretanto, novamente, utilizamos uma hiperpriori para 7. Tal hiperpriori deve considerar

a probabilidade de um individuo aletério de pertencer a cada um dos C diferentes perfis de atributo.

Uma possivel escolha € a distribui¢do Dirichlet

T ~ Dirichlet(tso), 8() = (5()1 002, ..., 50c), (4.8)
escolher 0y; = 8p2 = ... = dyc = 1 leva a hiperpriori para 7 a ser ndo informativa.
Assumindo independéncia para os parametros individuais &;, i = 1,...,N, dado 7, a

distribui¢do conjunta de & e 7 € dada por

i=lc=1 c=1

a.x)— | [Tpleu | m)| p(m) = (TTITA") (L [Ta0] wo)
ple, ) = EP i P = gnﬂc B(ao)nﬂc )
com B(8¢) = [T, T'(80:) /T (X, 80:)-

Pardmetros dos itens

Agora, passamos a discussao das prioris dos parametros dos itens, levando em conta a

natureza de cada um dos parametros.

Os pardmetros de média estdo localizados no intervalo (0, 1), sendo que uma boa escolha

¢ a distribuicdo Beta. Temos que

Wjo ~ Beta(oyy, Buy),j=1,...,J, (4.10)

wji ~ Beta(Qy,, By ) =1, .../, .11

Note que oy, = By, = 1 e oy, = By, = 1 fazem com que as prioris sejam vagas.

Para os parametros de precisdo, uma distribui¢do com dominio na reta positiva deve ser

considerada. Uma boa escolha € a distribuicdo Gama. Temos que
q)jONGama((x%,ﬁ%),j:1,...,], 4.12)

01 ~ Gama(o,, By, ), j = 1,...,J, (4.13)

Tomando oy, = By, = 0.01 a priori serd menos informativa para ¢ o, bem como oy, =

By, =0.01 o faz para ¢;;.
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Assumindo independéncia entre os parametros dos itens, para cada item j = 1,...,J,

temos que a distribui¢do conjunta é dada por

:g

p(Q) = [P(1j0)p (1) p(9j0)p(9)1)]

~.
I
_

la¢11

( auo+ﬁuo [0y, + By,) ) Bay By 9j0" 9
F Bl.io F(am)r(ﬁm) F((X%)F(Oﬂq)l)

J
—1 _
x H“fglo (1= pjo)Pro "™ (1 — )P =" exp [— (Boy 0o + By, #51)(4.14)

KA

Estimacao dos parametros

O modelo B-DINA pode ser sumarizado hierarquicamente como segue

vij | @i, Qj,mi; ~ nijBeta(Nj1,¢j1> (1= my)Beta(jo, 9j0), o
nij = Hocq”‘ IH(ejq; = djq;),
ai|T ~ Categorlca(ﬂ?),
Tt~ Dirichlet(éy),
Hio ~ Beta(oy,, By),
uji ~ Beta(oy,,By, ),
¢jo ~ Gamma(oy,,Bg,)

¢j1 ~ Gamma(oy,,By,)
(4.16)

Q= (1o, 1j1,Djo,Pj1), com & = (71,7, ..., 7mc) e 8o = (o1, 602, ..., 0c) Incluindo o vetor
latente @; na distribui¢do conjunta da posteriori do modelo B-DINA temos que

p(Q o, m|y)

< Z(y|Q,a)x p(Q)x p(a | 7)p(7)
1—mi;
o< . fl L(9j0) y”.fo(l)fo_l(l Vij )(1 Hj0)¢j0—1:| i
=1 j= 1 L (1jodj0)I((1 = wjo)9jo)"
(PJI) Hjrgji—1 (1—j1) i1 — }nij

X ¥ 1 —y;;) M) -1

[F( (j1)9;1)T 1—I~lj1)¢j1)y” (1=y)

x p(Q)xple,m), (4.17)
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onde p(a, ) é definido na Equacdo (4.9) e p(Q) é definido na Equacéo (4.14).

A distribuic@o a posteriori é analiticamente intratavel, e também hd problemas para obter
distribuicdes condicionais completas que possuam uma distribui¢do conhecida. Entretanto, ha
diversas maneiras de estimar os parametros do modelo B-DINA por meio de uma abordagem
Bayesiana. Assim como no capitulo anterior, fazemos uso do software JAGS (PLUMMER,
2015), por meio de sua interface no R, “R2jags”. Uma vez que ndo ha forma fechada para as
distribui¢des condicionais completas dos parametros desconhecidos, o software se vale do slice
sampling para obter as amostras da posteriori (NEAL, 2003). Nao sdo apresentados detalhes
do algoritmo, mas, em resumo, considerando a fdp f(x) ou uma expressdo proporcional a essa

funcdo, ele consiste nos passos mostrados no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 — Slice sampling

1: Tome um valor inicial xo, com f(xp) > 0

2: Considere o intervalo (0, f(xp)), amostre um valor real y uniformemente, dentro desse
intervalo

3: Trace uma linha horizontal, criando uma fatia (slice sampling), sob a curva na posi¢ao y

4: Encontre um intervalo I = (L, R) ao redor do ponto x(, contendo toda a fatia ou o maximo
possivel

5: Amostre x| da parte da fatia dentro do intervalo /

6: Volte ao passo 2

Tanto para a simulagdo quanto para a aplicag@o, as amostras da posteriori do B-DINA
sdo retiradas considerando duas cadeias, com 25,000 iteracdes cada, descartando as primeiras
5,000. Essas cadeias foram rodadas em paralelo, a fim de diminuir o tempo computacional. A
convergéncia MCMC foi checada por meio de anélises graficas e pelo critério de Gelman-Rubin,

com estatisticas proximas a 1 indicando convergéncia.

Checagem preditiva a posteriori

Com o intuito de verificar o ajuste do modelo aos dados em aplicagdes realizadas por
meio da abordagem Bayesiana, uma das possibilidades € a de utilizar a distribui¢do preditiva a

posteriori.

Como dito em Gelman et al. (2013), valores p Bayesianos podem ser obtidos para
comparar os dados observados a distribui¢do preditiva a posteriori, avaliando a probabilidade de
que réplicas simuladas da posteriori sejam mais extremas do que os dados observados, utilizando
uma estatistica de teste 7 (y) pertinente, a qual também pode ser entendida como uma medida de

discrepancia D(y) (MENG et al., 1994). Podemos definir o valor p Bayesiano como:

ps =P (T, 0) > TH™, )y ), (4.18)
onde essa probabilidade é calculada levando em conta a distribui¢do a posteriori dos parametros

¥, a distribuicio preditiva a posteriori de y™?, sendo que p(y"?|y°?*) = [ p(y"P|9)p (B |y°?*)d .
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obs

Temos ainda que y°”* representa os valores observados e T é uma estatistica de teste conveniente

para cada caso.

Na prética, y"“? pode ser obtido por meio de valores simulados para cada réplica a partir
das estimativas a posteriori dos parametros. Para o nosso caso, podemos seguir os seguintes

passos antes de calcular o valor p Bayesiano:

* Passo 1: Gerar as estimativas a posteriori para os pardmetros dos itens [Ljo, IL1, §jo, 91,

para j=1,2,...,J.

* Passo 2: Gerar as estimativas a posteriori para os parametros dos individuos @;, i =
1,2,...,N.

* Passo 3: Utilizando os valores das estimativas dos dois primeiros passos, simular a matriz

de respostas "7, com valores simulados para cada individuo i e item j.

Uma vez que esses passos sejam executados R vezes, teremos R réplicas dos dados
. . re re re
simulados, ou seja, y(ll)’,y@s’, ... ,y(R’)7

unitario, podemos calcular o valor p Bayesiano avaliando a quantidade de vezes, ao longo das

. Como estamos lidando com dados continuos no intervalo

réplicas, que a média obtida nas réplicas € maior do que a média real dos dados, por exemplo,
utilizando assim a média como 7 (y), assim como citado no primeiro exemplo de Gelman et al.
(2013). Esse procedimento pode ser feito para cada item j (j = 1,2,...,J), sendo que, para cada

um dos itens, teremos as seguintes quantidades, em cada réplica

5 N Y'obs rep N Yirep
7obs __ i % _
Y= ; N’ Yj(r) o Z

parar=1,...,R.

Com isso, podemos calcular o valor p Bayesiano utilizando a média a posteriori de cada

réplica, da seguinte maneira:

Ko (7> pe) (4.19)

PB =

Uma vez obtido o valor p Bayesiano, podemos verificar como o ajuste para cada item se
comporta em relacdo a adequabilidade aos dados reais. Quanto melhor o modelo se adeque aos
dados, mais proximo de 0.5 deve ser pp (GELMAN et al., 2013). Gelman et al. (2013) citam
como uma possibilidade para avaliar o bom ajuste dos dados considerar como bons valores p
aqueles que estejam entre 0.05 e 0.95, enquanto ha autores, como Sahu (2002), que sugerem

uma abordagem mais conservadora, o intervalo entre 0.10 e 0.90, para modelos de TRI.
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(a) Baixa Discriminagdo, KS = (b) Média Discriminagdo, KS = (c) Alta Discriminagdo, KS =
0.35,m; =0.11 0.70,m; = 0.42 0.90,m; =0.75

Figura 11 — Densidade por discriminag@o dos itens. 11 = 0 linha cheia e 7 = 1 linha hachurada.

4.4 Estudo de Simulacao

Nessa Secdo um estudo de recuperacdo de parametros € conduzido, considerando di-
ferentes cendrios baseados na discriminacao dos itens (baixa, média ou alta), o nimero de

respondentes (N) e o ndmero de itens (J).

Discriminacao dos itens no modelo B-DINA

Como pode ser visto na Figura 6, no primeiro nivel sdo propostas duas distribuicdes,
uma para 1] = 0 e outra para 11 = 1. A fim de definir a discriminag¢do dos itens podemos utilizar

medidas de distincia. Aqui consideramos os valores de KS e m , previamente definidos.

Os cendrios da simulagdo possuem valores (Lo, j1, @jo, j1) = (Mo, 11, o, d1)" para
os diferentes itens, onde (o, i1, o, ¢1)" € igual a (0.25,0.4,5,7) para o caso de Baixa discri-
minagdo, igual a (0.25,0.6,5,10)" para Média discriminagdo e (0.25,0.8,5,12) representa a
Alta discriminagdo. Os valores de KS e m; sdo KS = 0.35,m; = 0.11; K§ =0.70,m; = 0.42; e
KS =0.90,m; = 0.75, respectivamente. A Figura 11 mostra a diferenca entre as densidades para
os grupos em cada discriminagdo, tornando mais visual como as curvas se comportam para cada

N em cada um dos casos.

Cenarios da Simulacao

O estudo de simulacdo foi construido considerando dezoito diferentes cendrios. Para
o numero de respondentes, temos trés casos N = 250 , N = 500 ou N = 1000. Também sao
considerados diferentes nimeros dos itens, com J = 15 ou J = 30. A Tabela 16 mostra a Matriz
Q utilizada no estudo de simulacio, a qual considera K = 5 dimensdes mensuradas pelo teste, de

maneira similar a constru¢do da matriz para o modelo C-DINA.

Para gerar os dados simulados, primeiramente sdo geradas as classes dos respondentes,
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Tabela 16 — Matriz Q para o estudo de simulagfo.

Atributo Atributo

Item o o oz o4 o5 Item o o a3 04 Qs
1 1 0 0 0 O 16 0 1 0 1 O
2 0 1 0O 0 O 17 0 1 0O 0 1
3 0 0 1 O O 18 0 0 1 1 0
4 0 O O 1 O 9 0 0 1 0 1
5 0 0 O O 1 20 0 0 O 1 1
6 1 0 0 0 O 21 1 1 1 0 O
7 0 1 0O 0 O 22 1 1 0 1 0
8 0 0 1 0 O 23 1 1 0 0 1
9 0 O O 1 O 24 1 0 1 1 0
10 0 0 0 0 1 25 10 1 O 1
11 1 1 0 0 O 26 1 0 0 1 1
12 1 0 1 0 0 27 0 1 1 1 0
13 1 0 0 1 O 28 0 1 1 O 1
4 1 0 O 0 1 29 0 1 0 1 1
15 0 1 1 0 O 30 0 O 1 1 1

por meio de uma distribui¢do multinomial com tamanho igual & N e probabilidade igual a 1/32
(note que, como K =5 e C = 2K =32, isso faz com que a probabilidade de pertencer a cada um
dos perfis de atributos/dimensdes seja a mesma. Entdo, baseado nas classes geradas e na Matriz
Q na Tabela 16, € possivel obter os valores de 7);; para cada respondente e item. Por fim, as
respostas y;; podem ser geradas a partir de uma distribuicdo Beta(tjn, ¢jn). Os valores gerados
para as respostas sdo entdo considerados como os valores verdadeiros observados e, baseado
nesses valores, € possivel ajustar um modelo B-DINA com parametros desconhecidos, a fim de

avaliar o qudo boa € a recuperacdo de parametros para cada um dos cendrios considerados.

Estudo de Recuperacao

Nessa secao a recuperacdo de parametros € mostrada, considerando 100 réplicas para cada
um dos cendrios propostos. As distribui¢des a priori sdo especificadas como pjo ~ Beta(1,1),
uj1 ~ Beta(1,1), ¢jo ~ Gamma(0.01,0.01), ¢;; ~ Gamma(0.01,0.01), para cada um dos j =
1,...,J itens.

Para avaliar a performance do modelo ao longo das réplicas, para os parametros dos
itens, além do RMSE, j4 definido anteriormente, também foi considerado o viés relativo (VR),

ao invés do viés absoluto, devido a grande diferenca de escala entre os parametros. Temos que

o (=)
VR = 1191 !

mesmas medidas de acurdcia utilizadas para a avaliacdo do modelo C-DINA, ou seja, a acuricia

,com ¥ = ® Zle Uy,. Para os pardmetros dos individuoss foram consideradas as

simples (SA) e a acurdcia vetorial (VA).
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Resultados

Os resultados para a recuperacao dos parametros dos itens sao mostrados da Tabela 17
até a Tabela 20. No que diz respeito a recuperagdo de parametros, € notavel que o aumento no
nuimero de respondentes tem um grande impacto tanto no VR quanto no RMSE, para todos
os cendrios quando as outras caracteristicas sdo fixadas, com melhores resultados obtidos para
valores maiores de N. Quanto ao nimero de itens, € interessante notar que para J = 30, em
geral, a recuperacao de parametros também € melhor. Um dos resultados mais interessantes €
o que diz respeito a discriminagao dos itens. Para questiondrios com itens com discrimina¢ao
média, um tamanho amostral de N = 250 trouxe resultados piores, sendo que € indicado ter
ao menos N = 500 respondentes. A recupera¢do de parametros € bastante sensivel em relacao
a discriminacdo dos itens, mostrando que um questiondrio/avaliacio bem elaborado(a), com
itens que descriminam bem entre respondentes, € essencial para o ajuste do modelo. Também
€ notavel que os valores de RMSE para os parametros ¢ € ¢; sdo consideravelmente maiores
que aqueles para g e U, o que é esperado devido a escala dos pardmetros, mas nao ha grandes

problemas para os cendrios com melhor discriminacio entre itens.

Baseado nesse resultado, podemos concluir que o modelo performa bem para recuperar
os parametros dos itens para os cendrios com discriminac@o Alta, para todas as combinagdes
de nimeros de respondentes e itens testados. Para os cendrios com baixa discriminagdo a
recuperagdo dos parametros nao € muito boa, principalmente quando N = 250, com destaque
para os parametros ¢. Também foram encontrados bons resultados para os cenarios com Média
discriminag@o, mesmo para N < 500, mas € interessante notar que os resultados melhoram com
o0 aumento do tamanho amostral. Também € interessante notar que tanto para o VR quanto
para o RMSE, os parametros para o grupo 1) = 1 tem resultados maiores, principalmente para

discriminacio baixa ou média.

Na Tabela 21, sdo mostrados os resultados para os parametros dos individuoss (@;’s). Po-
demos ver que a influéncia do niimero de itens € bastante forte no que diz respeito a recuperagdo
desses parametros. Para os cendrios com discriminagdo baixa, os resultados de AV sdo bastante
ruins, principalmente quando J = 15, mostrando, novamente, a importancia da construcdo ade-
quada dos itens. Para os casos com itens de Média discriminacao e Alta discriminagdo, o aumento
no nimero de itens ajuda bastante na recuperagdo correta dos parametros dos individuoss, com
resultados bastante melhores quando J = 30. O aumento no nimero dos respondentes ndo tem
tanto impacto na recuperacao dos parametros dos individuoss quanto foi verificado que tem nos
parametros dos itens, para os cendrios de Média discriminacdo e Alta discriminacdo, porém, para

Baixa discriminacao, o efeito de aumentar o tamanho amostral € mais destacado.

Para concluir, comparado a outras propostas, como o modelo C-DINA, o B-DINA ¢é mais
sensivel em relagdo ao nimero de itens, de respondentes e principalmente em relagdo a discri-
minacdo dos itens. Principalmente para os parametros dos individuoss, que se mostraram ainda

mais sensiveis, é de suma importancia ter itens construidos adequadamente, que discriminem
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bem entre os respondentes, bem como o nimero de itens J nao deve ser muito pequeno. Nossa
proposta Bayesiana para a estimacdo dos parametros do modelo B-DINA traz uma recuperagdo
adequada de todos os parametros para questionarios bem construidos. A seguir, nosso modelo

Bayesiano serd utilizado para uma aplicacdo do B-DINA em dados reais.

Tabela 17 — Performance para a recuperacdo do parametro Uy ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos
Um Dois Trés
J Discriminacaio N RMSE VR RMSE VR RMSE VR

250 0.016 0.05 0.010 0.03 0.008 0.03

Baixa 500 0.011 0.03 0.008 0.02 0.006 0.02

1000  0.008 0.02 0.006 0.01 0.004 0.01

250 0.009 0.02 0.006 0.01 0.005 0.01

15 Média 500 0.008 0.01 0.004 0.01 0.004 0.01
1000 0.005 0.01 0.003 0.00 0.003 0.00

250 0.008 0.01 0.006 0.00 0.005 0.00

Alta 500 0.005 0.00 0.004 0.00 0.004 0.00

1000  0.004 0.00 0.003 0.00 0.002 0.00

250 0.011 0.03 0.008 0.02 0.006 0.02

Baixa 500 0.006 0.01 0.005 0.01 0.004 0.01

1000 0.003 0.01 0.002 0.01 0.001 0.01

250 0.006 0.01 0.004 0.00 0.004 0.00

30 Média 500 0.004 0.00 0.003 0.00 0.003 0.00
1000  0.002 0.00 0.002 0.00 0.002 0.00

250  0.005 0.01 0.004 0.00 0.004 0.00

Alta 500 0.003 0.00 0.003 0.00 0.002 0.00

1000 0.003 0.00 0.002 0.00 0.002 0.00

4.5 Aplicacao 1: Dados sociais da regiao Sudeste do Bra-
sil

Nessa aplicagdo, dados sobre indicadores sociais da regido Sudeste do Brasil sdo ana-
lisados. O conjunto de dados desse estudo vem do censo de 2010, estando disponivel no site
http://www.atlasbrasil.org.br/consulta (consultado em 2 de Outubro de 2020). H4 dados disponi-
veis para todos os municipios brasileiros, porém o foco de nosso estudo sdo aqueles da regidao
Sudeste, composta por Sao Paulo, Rio de Janeiro, Minas Gerais e Espirito Santo. O tamanho
da base analisada é de 1668 municipios, com J = 19 itens, os quais avaliam trés dimensoes

diferentes: a econdmica, a de saide e a de educacdo.

Todos os indicadores considerados como itens possuem valores no intervalo unitario. Em

alguns casos hd municipios com indicadores iguais a 1 (para porcentagem de domicilios com
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Tabela 18 — Performance para a recuperacio do parametro p; ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos
Um Dois Trés
J Discriminagaio N RMSE VR RMSE VR RMSE VR

250 0.013 -0.01 0.021 0.02 0.041 0.08

Baixa 500 0.010 0.00 0.015 0.01 0.022 0.03

1000 0.007 0.00 0.010 0.00 0.015 0.02

250  0.008 0.00 0.010 0.00 0.015 0.00

15 Média 500 0.005 0.00 0.006 0.00 0.010 0.00
1000 0.004 0.00 0.005 0.00 0.007 0.00

250 0.005 0.00 0.007 0.00 0.009 0.00

Alta 500 0.004 0.00 0.004 0.00 0.007 0.00

1000  0.002 0.00 0.003 0.00 0.004 0.00

250 0.008 0.01 0.015 0.02 0.021 0.03

Baixa 500 0.005 0.00 0.008 0.00 0.011 0.01

1000 0.003 0.00 0.004 0.00 0.008 0.01

250 0.004 0.00 0.005 0.00 0.008 0.00

30 Média 500 0.003 0.00 0.004 0.00 0.006 0.00
1000  0.002 0.00 0.003 0.00 0.004 0.00

250  0.003 0.00 0.004 0.00 0.007 0.00

Alta 500 0.002 0.00 0.003 0.00 0.005 0.00

1000 0.002 0.00 0.002 0.00 0.003 0.00

banheiro e dgua corrente, por exemplo, hd 51 municipios que tem o valor 1), sendo que nesses
casos houve uma transformacao para 0.995, para garantir que todas as observagdes estejam no
intervalo aberto (0, 1). Valores maiores para cada item indicam que o municipio tem melhores
condi¢des em relac@o as dimensdes avaliadas e valores menores indicam piores condi¢cdes. Note
que hé alguns indicadores que, em sua forma original, possuem uma interpretacdo contraria a
proposta, com valores maiores indicando piores situagdes do municipio. Quando isso acontece,
consideramos nessa aplicag@o os itens como 1 menos o indicador, assegurando que todos os itens
sejam maiores para municipios que possuem bons resultados para as dimensdes avaliadas. Os
itens sdo 1) DEP: 1 - porcentagem da populacdo dependente (menor que 15 anos ou maior que
65); 2)S60: probabilidade de sobrevivéncia até os 60 anos; 3) ANA: 1 - taxa de analfabetismo; 4)
MED: porcentagem de maiores de idade que completaram o ensino médio; 5) GINI: 1 - indicador
de Gini; 6) PPOB: 1 - porcentagem de pessoas vulnerdveis a pobreza; 7) SMIN: 1 - porcentagem
de maiores de idade que ganham menos que um saldrio minimo; 8) DESE: 1 - porcentagem de
desempregados; 9) BAGUA: porcentagem de pessoas que moram em domicilios com banheiros
e dgua corrente; 10) LIXO: porcentagem de pessoas que moram em domicilios com coleta de
lixo; 11) LUZ: porcentagem de pessoas que vivem em domicilios com eletricidade; 12) SANI:
1 - porcentagem de pessoas que vivem em domicilios sem saneamento basico; 13) EFPO: 1 -

porcentagem de pessoas que vivem em domicilios vulnerdveis a pobreza e nos quais ninguém
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Tabela 19 — Performance para a recuperagdo do parametro ¢ ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos
Um Dois Trés
J Discriminacgio N RMSE VR RMSE VR RMSE VR

250 0.572 0.06 0.252 0.02 0.219 0.01

Baixa 500 0409 0.04 0.224 0.01 0.147 0.00

1000 0.255 0.01 0.138 0.00 0.128 0.01

250 0380 0.02 0.237 0.01 0.219 0.01

15 Média 500 0.260 0.00 0.181 0.00 0.156 0.01
1000 0.162 -0.01 0.123 0.00 0.098 0.00

250 0.300 0.00 0.251 0.02 0.193 0.00

Alta 500 0.236 0.01 0.150 0.00 0.151 0.01

1000 0.160 0.00 0.118 0.00 0.105 0.00

250  0.289 0.03 0.154 0.01 0.154 0.01

Baixa 500 0.201 0.02 0.133 0.01 0.116 0.00

1000 0.085 0.00 0.067 0.00 0.058 0.00

250 0.212 0.02 0.179 0.01 0.148 0.01

30 Média 500 0.142 0.01 0.120 0.01 0.110 0.00
1000 0.101 0.01 0.087 0.00 0.082 0.00

250 0.218 0.02 0.159 0.01 0.138 0.00

Alta 500 0.142 0.01 0.109 0.01 0.099 0.00

1000 0.107 0.01 0.064 0.00 0.075 0.01

completou o ensino fundamental; 14) CRIA: 1 - porcentagem de mulheres de 10 a 17 anos
que tiveram criangas; 15) CHEF: 1 - porcentagem de maes que sdo chefes de familia sem ter
completado o ensino fundamental e tem filhos abaixo dos 15 anos; 16) ESTR: 1 - porcentagem de
pessoas de 15 a 24 anos que nem estudam nem trabalham; 17) IDHE: dimensao de educagdo do
IDH; 18) IDHS: dimenséo de satide do IDH; 19) IDHR: dimensao de renda do IDH. A Matriz Q,
a qual foi especificada considerando as principais dimensdes de indices como o IDH, analisando
empiricamente quais dessas dimensdes sdo avaliadas por cada um dos indicadores do estudo,

pode ser vista em 22, sendo definidas como econdmicas (o), de satde () e de educagao (o3).

Os resultados para os parametros estimados e as medidas de distancia também sao mos-
trados na Tabela 22, com os resultados dos parametros ¢ apresentados como a raiz quadrada.
Podemos ver que a maior parte das questdes possui, a0 menos, uma diferenciacdo considera-
velmente boa entre os grupos 1], exceto pelos itens de nimero 8 € 12, com o item de nimero 5
também tendo uma diferenciacdo menor. E interessante notar que dois desses trés itens sdo rela-
cionados a dimensdo econdmica e um deles a de satde, com itens relacionados a educacio tendo
boa diferenciacdo entre os grupos para todos os itens. O item 14, relacionado a saude, o qual
considera as mulheres menores de idade que tem filhos € um dos que possuem pior diferenciacdao

entre os grupos, tendo valores altos tanto para Ly quanto para (| e, também, possuindo valores
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Tabela 20 — Performance para a recuperagdo do parametro ¢; ao longo das 100 réplicas

Grupos de itens pelo nimero de atributos requeridos

Um Dois Trés

J Discriminagio N RMSE VR RMSE VR RMSE VR

250 1.307 0.14 4555 0.53 11.338 143

Baixa 500 0.712 0.08 1.811 021 4.699 0.53

1000  0.440 0.04 0.853 0.07 1.872 0.19

250 0.735 0.02 1.058 0.04 1.857 0.12

15 Média 500 0470 0.01 0.804 0.02 1.214 0.06
1000  0.326 0.00 0477 0.01 0.672 0.02

250 0.825 0.03 1.048 0.02 1.572  0.05

Alta 500 0579 0.01 0799 0.03 1.176  0.03

1000 0359 0.00 0464 0.00 0.690 0.01

250 0.688 0.07 1.848 0.21 5.194 0.62

Baixa 500 0372 0.03 0.694 0.07 1.508  0.17

1000  0.140 0.02 0.238 0.04 0379 0.05

250 0445 0.02 0.743 0.04 1.107 0.07

30 Média 500 0.355 0.01 0533 002 0.678 0.04
1000 0.200 0.00 0.264 0.01 0.498 0.02

250 0490 0.01 0885 0.04 1324 0.07

Alta 500 0404 0.02 0522 002 0.832 0.04

1000  0.256 0.00 0.371 0.01 0439 0.01

Tabela 21 — Performance para a recuperacdo do parametro ¢ ao longo das 100 réplicas

J Discriminagdo N  SA VA

250 68.84 20.51

Baixa 500 69.63 21.41

1000 70.06 22.49

250 90.78 67.41

15 Média 500 9095 67.88
1000 91.25 68.95

250 98.13 91.81

Alta 500 98.19 92.08

1000 98.22 92.20

250 78.15 36.76

Baixa 500 79.39 39.75

1000 79.94 41.37

250 97.72 90.88

30 Média 500 9791 091.53
1000 97.89 91.50

250 99.88 99.44

Alta 500 99.88 99.43

1000 99.89 99.43
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ndo tdo grandes para ¢g e ¢;. Também € bastante interessante notar que a diferencia¢do dos itens
¢ influenciada tanto pelos valores de y quanto pelos valores dos parametros ¢. Por exemplo,
o item 12, relacionado a saude, o qual diz respeito ao saneamento bésico € o item com maior
diferenciacdo, tanto considerando o KS quanto o m , possuindo valores altos tanto para ty quanto
para L], o que resulta em baixos valores de A;, no entanto, como o valor de ¢; é bastante grande,
a diferenciagdo do item é boa. E importante salientar que menores valores de ¢ fazem com que a
distribuic@o seja menos dispersa e maiores valores fazem com que a distribuicdo se concentre
ao redor da média. Para esse item, especificamente, os respondentes no grupo 11 = 1 tem uma
precisdo bastante alta (ou seja, dispersdo bastante pequena), fazendo com que a distribuicdo
para 1 = 1 seja mais concentrada. O mesmo acontece para outros itens com discriminacio alta
entre os grupos. Porém, também hd casos nos quais itens com boa discriminac¢ao entre os grupos
possuem maiores valores de A; e ndo tem valores tdo altos para os pardmetros ¢, bem como

ocorre no item 6, relacionado a vulnerabilidade a pobreza.

Tabela 22 — Matriz Q para os aspectos sociais avaliados, estimativas dos paradmetros dos itens e medidas
de distancia e discriminagao.

Item o (04) o3 ,ﬂ() \/% ﬂ] é] KS m;j A i

1. DEP 1 0 0 0.947 36.823  0.955 60.512 0.62 0.33  0.008
2.S60 0 1 0 0.811 15.612  0.835 19.532 0.42 0.14  0.024
3. ANA 1 0 1 0.834 5.935 0.922 9.847 0.69 0.40 0.087
4. MED 1 0 1 0.214 7.769 0.343 6.373 0.69 041 0.129
5. GINI 1 0 0 0.521 9.889 0.543 8.739 0.17 0.03  0.022
6. PPOB 1 0 0 0.500 3.939 0.765 4.727 0.78 0.53 0.265
7. SMIN 1 0 0 0.606 3.048 0.841 6.701 0.75 0.49 0.235
8. DESE 1 0 0 0.933 7.867 0.943 8.924 0.12 0.01  0.009
9. BAGUA 1 1 0 0.876 2.627 0.977 7.054 0.56 0.27  0.101
10. LIXO 1 1 0 0.952 4.006 0.994 34.377 0.71 0.43  0.042
11. LUZ 1 0 0 0.979 7.505 0.995 190.939 0.80 0.57 0.017
12. SANI 0 1 0 0.958 4.756 0.995 123.062 0.85 0.57 0.038
13. EFPO 1 0 1 0.778 5.869 0.921 7.951 0.84 0.63 0.143
14. CRIA 0 1 1 0.938 5.533 0.940 6.108 0.02 0.00  0.002
15. CHEF 0 0 1 0.818 5.035 0.876 6.320 0.34 0.10  0.057
16. ESTR 1 0 1 0.841 6.113 0.927 8.453 0.67 0.38 0.086
17. IDHE 0 0 1 0.534 8.705 0.662 9.035 0.75 0.49 0.127
18. IDHS 0 1 0 0.817 14.530  0.840 16.996 0.37 0.11  0.023
19. IDHR 1 0 0 0.622 10.766  0.709 11.168 0.69 0.41 0.087

Também podemos avaliar as estimativas intervalares, por meio dos intervalos HPD ao
nivel de 95% para todos os pardmetros de item Lo, Lj1, ¢jo € ¢;1. A Figura 12 mostra esses
intervalos, sendo interessante ressaltar que, para os parametros L, h4 comprimentos pequenos
para diversos itens e que ndo hd intersec¢do para a maioria dos itens, com excec¢do do item 14,

apontando na mesma dire¢ao do que as medidas de discriminacao.

A Figura 13 mostra os valores p Bayesianos, com base na média a posteriori, para cada
item considerado na aplicacdo. E interessante notar que os valores estao proximos a 0.5, com

todos os itens apresentando valor p dentro do intervalo (0.1,0.9), indicando bom ajuste dos
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Figura 12 — Intervalos HPD dos pardmetros de item. Linhas pretas representam grupo 1 = 0 e azuis grupo
n=1.

dados por meio do B-DINA, sendo que o item com valor mais distante de 0.5 € o item 10, o qual

apresenta valor p de 0.290, ainda assim mostrando bom ajuste aos dados.

1.0

0.8

0.6

Valor p Bayesiano

0.2

0.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Itens

Figura 13 — Valor p Bayesiano por item (modelo B-DINA) para dados sécio-econdmicos na regido Sudeste
do Brasil, com base na média a posteriori.

A Tabela 23 mostra as estimativas das médias da posteriori para a probabilidade de

pertencer a cada perfil de atributo, bem como os intervalos HPD. E interessante notar que,
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apesar de todos os perfis possuirem ao menos um atributo dentro deles, os dois perfis com
maiores propor¢des sdo aqueles nos quais os municipios possuem bons resultados para todas
as dimensoes avaliadas (c= 8, 40.5% dos municipios) ou ndo possuem bons resultados para
nenhuma das dimensdes (c= 1, 27.9% dos municipios). Esses resultados sdo interessantes, uma
vez que mostram que a maior parte dos municipios analisados que possuem problemas, tem
resultados que indicam que tais problemas se relacionam a todas as dimensdes avaliadas e,
mesmo para aqueles municipios que ndo possuem problemas em todas as dimensdes, por vezes
ha mais de uma dimensao com maus resultados. Considerando os outros perfis, aquele com a
maior proporcdo é ¢ = 6, o qual representa ter bons resultados para as dimensdes econdmicas e

de educacdo, mas nao para as de saide, contendo cerca de 15.7% dos municipios.

Tabela 23 — Probabilidade de pertencer a cada classe de perfil de atributos para as trés dimensdes avaliadas.

) Dimensdes 7.
c perfis de atributo -
o (07) o3 Média HPD (95%)

1 0 0 0 0.279 (0.256,0.302)
2 1 0 0 0.059 (0.045,0.075)
3 0 1 0 0.029 (0.018,0.040)
4 0 0 1 0.010 (0.005,0.017)
5 1 1 0 0.055 (0.043,0.068)
6 1 0 1 0.157 (0.139,0.176)
7 0 1 1 0.004 (0.001,0.009)
8 1 1 1 0.407 (0.407,0.432)

4.6 Aplicacao 2: Dados sobre percepcao de risco

Para a segunda aplicacdo sao considerados os mesmos dados que na Se¢ao 3.5. Como
agora estamos no intervalo (0, 1), as respostas utilizadas naquela aplicagdo sao divididas por

100, sendo que respostas iguais a 1 tem o valor transformado para 0.999.

A Matriz Q é a mesma considerada na aplicacdo do C-DINA, com os resultados conside-
rando o B-DINA sendo mostrados na Tabela 24, com base na média a posteriori dos parametros
de item dos grupos latentes 1 =0 e n = 1, bem como as medidas de discriminagio KS e m;,
além da diferenga entre os pardmetros de locac@o dos dois grupos, A; = ;1 — ljo. Podemos
notar que BRCA (item 3), DIAB (item 5) e HEART (item 9) continuam se destacando em relagdo
aos outros itens no que diz respeito aos valores de m;. Ainda € notavel que, no caso da aplicagio
por meio do B-DINA, hd alguns itens que se destacam quanto ao KS, mas nio quanto ao m, bem
como PLANE (Item 11) e SWAT (Item 13). O item DOC (Item 6) continua sendo aquele que
possui menor valor tanto de m; quanto de KS. Vale ressaltar que nenhum item foi considerado

como possuindo alta discriminagdo ao utilizar o B-DINA, assim como ocorria no caso do ajuste
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Figura 14 — Intervalos HPD dos pardmetros de item. Linhas pretas representam grupo 1 = 0 e azuis grupo
n=1.

pelo C-DINA, porém, agora vemos que a discriminaga@o dos itens € considerada como baixa para

todos os itens.

Tabela 24 — Matriz Q do conjunto de dados de percepgao de risco, estimativas pelas médias a posteriori
para os parametros dos itens, e valores de medidas de distancia e discriminacdo dos itens para
o modelo B-DINA.

Item o o Ao %o f i KS m; A

1. APPL 0 1 0.179 7.121 0.243 1.755 0.17 0.12 0.064
2. BIKE 1 1 0.284 4.339 0.313 1.287 0.19 0.11 0.029
3. BRCA 0 1 0.288 6.426 0.344  0.802 0.30 0.26 0.056
4. CAR 1 1 0.342  3.760 0.439 1.051 0.23 0.12  0.096
5. DIAB 0 1 0.251 6.736 0.315 0.850 0.30 0.25 0.064
6. DOC 1 0 0212  3.153 0.289 1.035 0.15 0.08 0.076
7. FLU 0 1 0219 5482 0.259 1.348 0.22 0.13 0.040
8. GREY 0 1 0.231 2.769 0.276  0.879 0.19 0.10 0.044
9. HEART 0 1 0.299 5436 0.349 0.754 0.30 0.25 0.050
10. NUC 1 0 0.728 1.543 0902 3.818 0.29 0.09 0.174
11. PLANE 1 0 0.313 3.254 0.556 1.120 0.37 0.15 0.243
12. POOL 1 1 0.203 5.773 0.367 0.962 0.29 0.19 0.164
13. SWAT 1 0 0.703 3.960 0.802 1.422 0.37 0.15 0.099
14. XRAY 0 1 0.469 4.494 0.499 1.084 0.22 0.15 0.030

As estimativas intervalares, considerando os intervalos HPD de 95%, podem ser vistas
na Figura 14. Nota-se que hd interseccao entre os intervalos dos parametros do grupon =0e

n = 1 paraos itens 2, 3,6, 7, 8,9 ¢ 14.

E interessante notar, na Figura 15, que os itens sdo melhor ajustados pelo B-DINA do

que eram pelo C-DINA. Ao utilizarmos o C-DINA para os dados, os valores p Bayesiano estdo
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Figura 15 — Valor p Bayesiano por item (modelo B-DINA e modelo C-DINA) para dados de percepg¢ao
de risco, com base na média a posteriori.

acima de 0.95, para todos os itens. Ja para o B-DINA, ha alguns items com valores acima de
0.90 (Item 1, 0.968; Item 3, 0.908; Item 5, 0.956; Item 7, 0.962; Item 9, 0.905) e apenas os itens

1,5 e 7 apresentam valor p acima de 0.95.

Em relacdo aos parametros dos individuos, a Tabela 25 mostra que ha consideraveis
diferencas em relac@o aos resultados obtidos pela aplicacdo do C-DINA. O B-DINA indica
que o perfil de atributos mais prevalente é o primeiro, no qual os individuos ndo véem riscos
considerdveis, ao contrario do que o C-DINA indicava, para o qual o perfil que via ambas
as condi¢des como arriscadas era mais prevalente. Esses resultados discordantes mostram a
importancia de que o modelo se adeque bem aos dados, e, além disso, também resalta o quao
fundamental € que os itens sejam bem formulados, possuindo boa discrimina¢do entre os grupos,

principalmente no que diz respeito a estimativa dos pardmetros dos individuos.

Tabela 25 — Classificacdo: probabilidade de pertenca a cada um dos perfis de atributo para o modelo

B-DINA.
c perfis de atributo DimensGes - e
o 0 Média HPD (95%)
1 (ndo véem riscos consideraveis) 0 0 0.48 (0.406,0.546)
2 (véem condigdes externas como mais arriscadas) 1 0 0.02 (0.003,0.051)
3 (v€em condi¢Oes internas como mais arriscadas) 0 1 0.30 (0.219,0.372)
4  (véem ambas as condi¢des como arriscadas) 1 1 0.20 (0.135,0.304)

Os resultados dessa aplicag¢do indicam que o uso do B-DINA traz respostas com melhor

ajuste para os dados do que o do C-DINA, segundo o valor p Bayesiano. No entanto, nota-se
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que a discriminagdo entre os itens ndo € tdo boa quanto a que obtivemos para a os dados sobre
indicadores sdcio-econdmicos na regiao Sudeste. A diferencia¢do entre 0os grupos propostos
€ menos evidente na Aplicagdo 2, referente ao questiondrio sobre percepcao de riscos do que
na aplicacdo mostrada na Sec¢do 4.5. Isso pode trazer problemas, principalmente em relagdo ao
ajuste dos parametros dos individuos, como também pode ser visto nos estudos de simulacao

para ambos os modelos.

Com isso, temos indicativos de que seria interessante explorar esses dados novamente,
no futuro, por meio de MDCs desenvolvidos com outras distribui¢des de probabilidade, as quais
possam assumir valores nos extremos, ou seja, permitam trabalhar no intervalo fechado [0, 1], o
que permitiria uma andlise mais aprofundada sobre tais dados, dando mais insumos em relacao
ao ajuste e até mesmo a andlise sobre a adequabilidade desse questiondrio para a separagdo entre

os dois grupos propostos.

4.7 Discussao

A proposta do B-DINA permite o uso de um Modelo de Diagndstico Cognitivo para
diferentes tipos de resposta além daqueles que ja se encontram na literatura. Esse trabalho € uma
primeira abordagem do uso desse tipo de modelo para varidveis continuas limitadas, trazendo a

importancia de haver tais modelos para esse tipo de dado.

E bastante notdvel o qudo sensivel o B-DINA ¢ em relacdo a qualidade das questdes e,
também, que questiondrios com baixo numero de respondentes e poucos itens fazem com que
a estimacdo dos parametros do modelo seja mais dificil, principalmente para parametros dos

individuos.

A primeira aplicacdo mostra o potencial de utiliz¢do dos MDCs, os quais, além de serem
uteis em situagdes variadas que fujam do escopo educacional, como comentado nos capitulos
anteriores, também vai além dos questiondrios respondidos por pessoas. Esses modelos podem
ser aplicados em diversas realidades que possam ser mensuradas por meio de itens, tais quais

municipios que possuem diferentes indicadores, relacionados a aspectos distintos.

A segunda aplica¢c@o mostra que ainda ha espago para o desenvolvimento de novos MDCs
para respostas limitadas, considerando outras distribuicdes, desde que elas também permitam o
ajuste e a interpretagdo dos parametros. Trabalhos que considerem ditribuicdes que se adequem

ao intervalo fechado [0, 1] seriam de particular interesse.

Trabalhos futuros podem explorar mais a fundo os casos de baixo nimero de respondentes.
A diminui¢@o no tempo computacional também seria uma contribui¢do interessante em trabalhos

futuros.

Considerando a abordagem Bayesiana, no futuro, outros métodos MCMC podem ser

explorados. Um estudo considerando o impacto de diferentes quantidades de dimensdes K
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também seria interessante.

Outro trabalho interessante seria a avaliacdo do impacto de uma boa especificacao da

Matriz Q para modelos DINA de resposta continua limitada.
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CAPITULO

NOVAS DISTRIBUICOES DE RESPOSTA
LIMITADA

Quando estamos interessados em saber como covaridveis impactam diferentes niveis da
varidvel resposta, modelos de regressdo quantilica podem ser bastante tteis. O uso de varidveis
continuas limitadas para tais modelos € bastante comum quando os dados contém porcentagem,
propor¢des ou taxas. No trabalho apresentado nesse capitulo, novos modelos paramétricos de
regressao quantilica com efeitos mistos sao propostos, considerando varidveis respostas limitadas
com caudas pesadas. Tendo a distribuicdo de Gompertz como base, sdo derivadas duas novas
distribui¢des bi-paramétricas com suporte limitado, bem como suas versdes quantilicas. A
estimagao para os parametros € realizada por meio de uma abordagem Bayesiana. Resultados de
estudos de simulacdo sdo reportados, mostrando que os modelos e métodos inferenciais propostos
trazem boa recuperacao dos pardmetros. Além disso, um conjunto de dados relacionado a pobreza
extrema no Peru € analisado, utilizando modelos de regressdo quantilica com efeitos fixos e
aleatérios. Os modelos propostos nesse capitulo enriquecem o ferramental de alternativas para a

modelagem e andlise de dados limitados.

Por mais que alguns dos desenvolvimentos nao tenham relacao direta com o tépico de
MDC, as ideias presentes nessa parte da tese podem ser futuramente utilizadas, por exemplo, para
propor novos modelos para respostas limitadas dentro da classe dos MDCs, algo que, conforme
ressaltado no capitulo anterior, pode ser bastante interessante no avango do estado da arte dos
MDCs.

O trabalho desenvolvido nesse capitulo também serd submetido a um periddico especiali-

zado.
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5.1 Introducao

Diversos modelos de regressao para varidveis limitadas foram introduzidos ao longo dos
ultimos anos, como pode ser visto em Ferrari e Cribari-Neto (2004b), Lemonte e Bazan (2016),
Smithson e Shou (2017) e Migliorati et al. (2018), entre outros, e, em particular, modelos com
efeitos mistos para respostas limitadas também foram introduzidos na literatura (QIU; SONG;
TAN, 2008; FIGUEROA-ZUNIGA; ARELLANO-VALLE; FERRARI, 2013). Tais modelos
podem ser uteis, por exemplo, para analisar dados de medidas repetidas ou dados agrupados,
mas nao estao restritos a tais casos. A popularidade desses modelos pode ser explicada pela
flexibilidade existente para modelar a correlacdo entre os sujeitos e lidar tanto com dados
balanceados quanto desbalanceados. Usualmente os autores focam na relacdo entre algumas
covaridveis e a média condicional de uma varidvel resposta limitada, dados alguns efeitos fixos e

aleatorios relacionados as covariaveis.

Modelos de regressao quantilica com efeitos mistos (GERACI; BOTTAI, 2014; YU; LU;
STANDER, 2003)) podem ter grande utilidade na modelagem da relagao entre covaridveis e os
quantis condicionais da varidvel resposta dada tais covaridveis e efeitos fixos e/ou aleatdrios,
também tendo a capacidade de trazer uma imagem mais completa e complexa da distribui¢ao

condicional da varidvel resposta.

Com motivagdao em um conjunto de dados sobre pobreza extrema no Peru, duas novas
distribui¢des sdo propostas para dados limitados, derivadas da distribuicio Gompertz (LENART,
2014), a qual possui expressdes simples para a fda e a para a obtengdo de func¢des de quantil,

facilitando a formulacdo de um modelo paramétrico de regressao quantilica.

O principal objetivo desse capitulo € propor novas distribui¢cdes e modelos de regressao
quantilica com efeitos mistos baseados nessas distribui¢des, as quais podem modelar dados
assimétricos e com caudas pesadas. Os modelos propostos sdo convenientes para variaveis
resposta assimétricas e concentradas em um dos extremos do intervalo, podendo também lidar

com dados aumentados seja em O ou 1.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira: Na Se¢do 5.2 as distribui¢des propostas
nesse trabalho e uma reparametrizagdo com base nos quantis € introduzida, a fim de formular os
modelos de regressdo quantilica com efeitos mistos. Na Secdo 5.3 uma abordagem Bayesiana é
proposta para a estimagao dos parametros do modelo. Na Se¢ao 5.4 sdo apresentados resultados
para um estudo de simulacio e na Secdo 5.5 dados reais sobre pobreza extrema no Peru sdo

analisados. Por fim, consideragdes finais sdo feitas na Sec¢do 5.6.

5.2 Novas distribuicoes para dados limitados

As novas distribui¢des para varidveis limitadas sdo construidas com base na distribui¢io
de Gompertz (LENART, 2014).
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Definicdo 5.2.1. Se X ~ Gompertz(a,c), entdo a fdp e a fda sdo dadas, respectivamente,

por fx(x|a,c) = cexp(ax)exp{—clexp(ax) — 1]/a} e Fx(x|a,c) = 1 —exp{—c[exp(ax) —1]/a},
para x > 0, onde a # 0 é um pardmetro de forma e ¢ > 0 um pardametro de locagdo.

Da Defini¢ao 5.2.1, a fdp de duas distribui¢cdes assimétricas com suporte limitado pode
ser derivado por meio de transformagdes nao lineares. Podemos definir a varidvel aleatéria Y =
exp(—X), com suporte no intervalo (0, 1] quando a > 0, a qual segue a distribui¢do LogGompertz

(daqui em diante LG), com fdp e fda dadas por

ficOla,c) =cy “ lexp[—c(y™“—1)/a] e FgOla,c)=exp—c(y “—1)/al. (5.1

Por outro lado, se Y segue a distribui¢do LG, a varidvel aleatéria 1 —Y segue a distribui¢do Com-
plementar LogGompertz (daqui para frente CLG), com suporte no intervalo [0, 1) quando a > 0.

A fdp e a fda da distribui¢do CLG sdo denotadas por fcrg(y|a,c) e FeLg(y|a, ), respectivamente.

De (5.1) temos que limy fig(y|la,c) = 0, fig(lla,c) = ¢, fcg(Ola,c) =c e
limyy ferg(v|a,c) = 0. As distribui¢des LG e CLG propostas podem acomodar caudas pe-
sadas a direita ou a esquerda. Enfatizamos que a funcdo de densidade de distribuicdes bem como

a Beta, por exemplo, ou sdo 0 ou va@o para c nos extremos do intervalo unitario.

Como pode ser visto em Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev (2003), se X ~ Gompertz(a, c)
e a < 0, entdo lim,_. Fx(x|a,c) = exp(c/a), de tal maneira que a distribuicdo é defeituosa.
Assim sendo, se Y ~ LG(a,c) e a < 0, entdo y = 0 tem probabilidade exp(c/a). Por outro
lado, se Y ~ CLG(a,c) e a < 0, entdo y = 1 tem probabilidade exp(c/a). Dessa maneira, as
distribui¢des LG e CLG, no caso em que a < 0, podem acomodar dados aumentados para 0 e
1, respectivamente, se tornando fechadas em ambos os extremos do intervalo unitario. As duas
novas distribui¢des podem ainda ser estendidas para qualquer intervalo (A},A;), com A| < A;.
Uma vez que ambas as distribuicdes s@o bastante conectadas, a apresentacdo do capitulo ira

focar na distribui¢ao LG.

Algumas propriedades de nossa distribuicao bi paramétrica também estdo presentes em
algumas outras distribui¢des para dados limitados na literatura. Por exemplo, a distribuicdo bi
paramétrica em Jodra (2020) se baseia na curva de Gompertz deslocada, enquanto o modelo em
Migliorati et al. (2018) é construido com base na distribuicao Flexible Beta de quatro parametros
e o modelo em Ghitany ez al. (2019) € baseado na distribui¢do Gaussiana Inversa. No entanto,
assim como ocorre com as distribui¢cdes Beta e Simplex (QIU; SONG; TAN, 2008), as fungdes
quantilicas em Jodra (2020), Migliorati et al. (2018) e Ghitany et al. (2019) ndo sao simples,
fazendo com que essas distribuicdes ndo sejam convenientes para a proposta de modelos de
regressao quantilica, como o que propomos nesse capitulo. Além disso, essas distribui¢des nao

tém a flexibilidade de ajustar dados no intervalo unitdrio fechado.

Outra distribuicdo que tem propriedades similares a proposta dessa capitulo € a Unit-
Gompertz (MAZUCHELI; MENEZES; DEY, 2019). Entretanto, em Mazucheli, Menezes e Dey
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(2019) uma defini¢do e notagdo diferentes da distribuicao de Gompertz sao utilizadas, com o
caso com valores negativos para o pardmetro a sendo desconsiderado. Além disso, ndo ha a

proposta de modelos de regressdao e nem de alguma abordagem Bayesiana.

Reparametrizacao

Podemos encontrar uma expressao simples para a fun¢do quantilica da distribuicdo LG,
dada por k(q) = F; 4 (gla,c) = [1 —alog(g)/c]~/¢, para 0 < g < 1. Em particular, a mediana é
dada por x(0.5) = [1 +log(2)a/c]~ /4,

A fim de propor um modelo de regressao quantilica, para ¢ fixado, a distribui¢do pode
ser reparametrizada em termos do g-ésimo quantil x(q) e do pardmetro a. Assim, obtemos uma
estrutura mais apropriada para a regressdo, substituindo ¢ = alog(q)/(1 — k%) em (5.1) como a
nova parametrizagio. Nesse caso, ¢ é assumido conhecido e o espaco paramétrico de (k,a)” é

dado por ((0,1) x R —{0})”.

A fdp e a fda da distribui¢do LG reparametrizada sdo dadas, respectivamente, por

fio Ik, a,q) = [alog(g) /(1 — k)" exp{[—log(g) /(1 — k™)™~ 1)}

e FLa(ylx,a,q) = exp{[—log(q)/(1 = k)] (y"* = 1)}.

Iremos adotar as nota¢des ¥ ~ LG(k,a,q) e Y ~ CLG(k,a,q), com o parimetro quan-
tilico 0 < k¥ < 1 associado a uma probabilidade fixa de interesse g e a # 0 como parimetro
de locag@o (LENART, 2014), para o caso sem dados aumentados. Para Y ~ LG(k,a,q), se
b < a+1, onde b = alog(q)/(1 — k), a moda yo é dada por yo = [(a+1)/(ac)]~"/4, com
c=log(q)/(1—x"%).Seb>a+1,y9=1.

A Figura 16 mostra a fdp da versdo reparametrizada da distribui¢cdo LG para diferentes
valores de k e a. Sdo considerados o primeiro decil, a mediana e o dltimo decil. Quando k é
fixado, notamos que a de fato é um parametro que controla a forma da distribui¢do. Para valores
maiores de a também se observa menor dispersdo, com a distribuicdo sendo mais concentrada
em torno da moda. Por outro lado, quando a € fixado, nota-se que kK age como um parametro que
controla a locacao da distribui¢do. Por exemplo, para maiores valores de K a moda tende a se
mover para a direita. Uma vez que K € o g-€simo quantil de Y, ele pode ser interpretado como

um parametro de locagao.

Também € interessante notar que a distribui¢do LG € assimétrica a direita e € capaz de
ajustar dados com respostas iguais a 1. Note que esse ainda ndo € o caso com dados aumentados no
extremo do intervalo unitario, como em Ospina e Ferrari (2012) e Harris e Zhao (2007), as quais
levam em conta o caso de dados aumentados, mas ndo consideram situagdes de comportamento
assimétrico com valores assumidos nos extremos, 1sso €, 0s casos nos quais a fun¢do nao decai

para 0 (decaindo para valores positivos ao lado direito) ou para 1 (decaindo para valores menores
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do lado esquerdo). A distribuicdo LG acomoda esse caso e, também, pode se ajustar a diferentes
tipos de dados, sendo bastante flexivel. Quando a > 0, tanto dados assimétricos a direita com
suporte em (0, 1] ou (0, 1) podem ser ajustados por meio da distribui¢do LG. Além disso, quando
a < 0, como pode ser visto na Secdo 5.2, a probabilidade para y = 0 € positiva, sendo possivel
ajustar dados que sejam tanto assimétricos a direita quanto zero aumentados, com suporte em

[0,1] ou [0, 1), fazendo com que essa distribui¢io tenha utilidade em vérios casos diferentes.

A respeito da interpretacdo dos parametros, os momentos da distribui¢ao também sdo
uteis. Apesar de ndo ser possivel uma avaliag@o analitica dos momentos, € possivel os avaliar por
meio de andlises graficas. Para a distribuicao LG, o r-ésimo momento, r = 1,2,... é dado por

1
EY' = ac/ y" Lexp [—c(y™*=1)]dy, c= m (5.2)
0 1—k—a.

Para solucionar as integrais na Equacgao (5.2), pode ser utilizada a integracao numérica, a fim
de avaliar momentos importantes como E[Y] e E[Y?]. Com tais momentos, também é possivel
avaliar a variancia Var(Y') e a precisdo 7(Y) = 1/Var(Y). Na Figura 17a pode-se ver que o valor
esperado € bastante relacionado com o parametro x, dando outro forte argumento sobre o fato
de x ser um parametro de locagdo, aumentando quando a média da varidvel resposta aumenta.
No que diz respeito ao parametro a, a Figura 17b mostra que a precisdo aumenta quando o
parametro a tem valores maiores, trazendo evidéncias de que esse parametro possui relagoes
com a dispersdo e, uma vez que valores maiores de a tornam a distribuicdo mais precisa, a é
inversamente proporcional a dispersdo. Ainda nessa Figura, € possivel ver que menores valores

de K potencializam a precisdo conforme a se torna maior.

5.3 Modelos mistos

Para introduzir os modelos de regressao com efeitos mistos, que chamaremos de modelos
mistos, é necessdrio primeiro definir algumas quantidades. Tome ¥; = (yi1,...,yis,)? como o
vetor de n; respostas no intervalo unitdrio para a i-ésima unidade amostral. Para cada unidade
amostral, nds introduzimos os efeitos aleatorios (WU, 2009) a fim de levar em conta a depen-
déncia entre as medidas que se repetem dentro da unidade amostral. Usando essa abordagem, é

possivel modelar tanto a variabilidade entre unidades diferentes como dentro das unidades.

Os modelos de regressao mista baseada nos parametros de locacdo (quantil) e de forma

sao especificados como

indep. indep.
yij ~ LG(xj,aij,q) ou y;; ~ CLG(k;j,aij,q),

gl(K‘,'j) = xgﬁ +Ziiji7 gz(aij) = —wiTjS —thjd,',

b "N NH(0,55) e d;"~UN(0,5y), (53)

para j=1,...,m;ei=1,...,n,onde B = (ﬁl,‘..,ﬁk)T € o vetor de efeitos fixos dos coeficientes

da regressdo associados ao parametro de locagdo e & = (8y,...,8)7 é o vetor de efeitos fixos



98 Capitulo 5. Novas distribuicées de resposta limitada

k=0.5 a=2
<
o
o
©
—~~ -
— o
S [l
T T T T T I T T T T T I
00 02 04 06 0.8 1.0 00 02 04 06 0.8 1.0
y y
(a) Quantil 0.1
k=0.5 a=2
o
<
o
—~
>
N~—r
et
~ 4
—
o 4
I I I I I I I I I I I I
00 02 04 06 0.8 1.0 00 02 04 06 0.8 1.0
Yy y
(b) Quantil 0.5
k=0.5 a=2
= o ]
o
— o |
—
o |
o
—~ X —~~
> >
SN—r SN—r
— o - e
<«
~ 4
o 4
T T T T T I T T T T T I
00 02 04 06 0.8 1.0 00 02 04 06 0.8 1.0
y y

(c) Quantil 0.9

Figura 16 — fdp da distribui¢do LG para diferentes valores de k e a. Painel esquerdo: k¥ = 0.5 e diferentes
valores de a: 6 (linha sélida), 2 (linha tracejada), e 0.5 (linha pontilhada). Painel direito: a =2
e diferentes valores de k: 0.8 (linha sélida), 0.5 (linha tracejada), e 0.2 (linha pontilhada).
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a=6,2,05, k€ (0.01,0.99) £=0.2,05,038, ac (0,10)
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Figura 17 — Média da LG (a) para diferentes valores de k e a, com g = 0.5. Valores fixados de a variando «;
a: 6 (linha sélida), 2 (linha tracejada), e 0.5 (linha pontilhada) e dispersdo (b) para diferentes
valores de k e a, com g = 0.5. Valores fixos de k variando a; k: 0.8 (linha sé6lida), 0.5 (linha
tracejada), e 0.2 (linha pontilhada).

dos coeficientes da regressdo associados ao parametro de forma. Os efeitos aleatérios dos
pardmetros de locagdo e de forma sdo denotados, respectivamente, por b; = (b;i,... ,bip)T e
d;=(d;,...,d;)". Em (5.3), Ny(m,X) denota uma distribui¢do Normal s-variada com vetor de
média m e matriz de covariancia definida positiva £. Uma vez que a dispersdo diminui quando o
valor de a aumenta, tomamos o sinal negativo no preditor linear para facilitar a interpretagdo dos
coeficientes. Além disso, Xij = (x,-ﬂ g ,xijk)T, Wi = (Wijl g ,W,'ﬂ)T, Zijj = (Zijl g ,Z,’jp)T €
hij = (h; ST T j,)T sdo vetores de covaridveis, os quais ndo precisam ser necessariamente
idénticos e podem se sobrepor. Por fim, g € (0, 1) é uma probabilidade fixada, correspondente
ao quantil de interesse, e, para a fungdo de ligacdo g;(-) e g2(-) em (5.3) assumimos as fung¢des

logistica e logaritmica, respectivamente.

Sob a parametrizac¢do na subse¢do 5.2, a funcido aumentada de verossimilhanca do modelo

¢ dada por

1(0,b,d:¥) = [ [ [/ (uilxij, i) 6 (B:10, £5)9,(di]0, Ey) (5.4)
i=1j=1

onde f(-) e k denotam a fdp e o pardmetro do quantil para as distribui¢des LG e CLG, b =
(b7,....,b])T. d = (d],...,d.)" e 0 encapsulam B, &, £} e £,. Além disso, logito(k;;) =
xlTjB +zl~ij,-, log(aij) = —wiTjS —h;;d; € ¢5(-|m,S) denota a fdp da distribui¢do Ns(m,X). O
modelo apresentado nessa se¢do ¢ um modelo geral, que pode ser chamado de modelo de
regressdo quantilica com efeitos mistos, sendo que modelos particulares podem ser obtidos, com

efeitos fixos, efeitos aleatorios ou ambos os efeitos, fixos e aleatorios.
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Inferéncia Bayesiana

A funcdo de verossimilhanca para o modelo de regressdo quantilica com efeitos mistos é
dada em (5.4). A distribuic@o a posteriori aumentada de 0, b, e d, denotada por p(0,b.d|Y), é
p(0,b,d|Y) < L(0,b,d;Y)p(0), onde p(0) denota a distribui¢do a priori de 0. Para completar
a especificacdo Bayesiana do modelo, nds também assumimos que os elementos do vetor de

parametros sdo, a priori, independentes de tal forma que
p(6) =p(B)p(8)p(Es)p(Ea). (5.5)

Distribuicdes Normais Multivariadas sdo propostas como prioris para os efeitos fixos,
isto &, B ~ Ni(0,Zg) e & ~ N;(0,£5), onde g e L5 sdo matrizes positivas definidas. Para
as matrizes de covariancias dos efeitos aleatdrios, distribuicoes Wishart Invertidas (IW, do
inglés Inverse Wishart) podem ser adotadas, com X, ~ IW (v}, ¥p,) e Z; ~ IW,.(y;,¥4). Os
hiperparametros sdo v, ¥;, y; e ¥;, onde ¥;, ¢ ¥, também sdo matrizes definidas positivas.

A média da distribuicdo IW, (y;, W) ¢ ¥,/ (W, — p — 1), onde p é a dimensao de Z,.

Podemos obter a distribui¢do a posteriori combinando a fun¢@o de verossimilhanga em

(5.4) com as prioris em (5.5), resultando em

p(0,b,d|Y) o Hl_llf(}’ij|Kij7aij>¢p(bi|oaZb)¢r(di|oazd)¢k(ﬁ|072b)¢l(8|o72d)

i1 j=1
X fiw (Zp | Wi, ¥p) fiw (Ea| Wa, Wa), (5.6)

onde fiw (-], ¥) denota a fdp da distribui¢do Wishart Invertida.

A distribuicdo a posteriori em (5.6) ndo € analiticamente tratdvel. Entretanto, uma
aproximacgdo pode ser obtida por meio de métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC), obtendo amostras da posteriori. A implementacao desse capitulo se vale do pacote
“RStan” (Stan Development Team, 2014) no R, utilizando o algoritmo NUTS (HOFFMAN;
GELMAN, 2014). Os cddigos se encontram no Apéndice.

Comparacao de modelos

Ha4 diversos critérios que podem ser utilizados para comparar como diferentes modelos
se ajustam a um conjunto de dados, auxiliando na decis@o de qual dos modelos testados é melhor
para cada ocasido. Nesse capitulo adotamos o critério de informacdo de Watanabe-Akaike
(WAIC) (WATANABE, 2010b). O WAIC pode ser visto como uma aproximacao do critério de
validagdo cruzada (GELMAN; HWANG; VEHTARI, 2014). Dadas as estimativas a posterior,
d = (/G\T,ZT,QT)T, o valor de WAIC é computado como WAIC = —2lppd + 2pwaic, onde
Ippd =Y" ,log [ p(yi|®)p(¥|y)d¥ é o logaritmo da densidade preditiva (Ippd, do inglés log
pointwise predictive density e a penalizagdo pwaic = Y Varpos (log[p(yi|9)]), com Varpeg

sendo a variancia dos termos individuais no logaritmo da densidade preditiva, termo que é
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considerado como uma aproximac¢do do ndmero de parametros irrestritos e ndo informados,
sendo computada a partir da saida das amostras MCMC. Para um conjunto de modelos candidatos,
aquele como o menor valor de WAIC € considerado como aquele que melhor ajusta os dados

segundo esse critério.

Os valores de WAIC foram computados por meio do pacote “loo” no R (VEHTARI; GEL-
MAN; GABRY, 2017). Merkle, Furr e Rabe-Hesketh (2018) aponta que a log-verossimilhanca
condicional € uma boa escolha se o intuito do modelo € especifico para os grupos (ou clusters)
observados, enquanto a log-verossimilhanga marginal deve ser utilizada caso a intencao seja
generalizar as conclusdes do modelo para outros grupos fora daqueles constantes nos dados
analisados. Em nosso caso, a proposta € fazer a inferéncia unicamente para os grupos contidos
no conjunto de dados, de tal forma que a funcao de log-verossimilhanca condicional foi utilizada

para computar o WAIC para os modelos mistos.

5.4 Estudo de Simulacao

Nessa secao, sd@o conduzidos estudos de simulagcdo a fim de avaliar a estimacao dos
parametros para o modelo LG sob diferentes cendrios. Primeiramente, sdo considerados cendrios
onde o parametro a € maior do que 0, sendo também analisados posteriormente cenarios com

a < 0, levando ao caso de dados simulados zero-aumentados.

Dados no intervalo (0,1)

Nessa secdo um primeiro estudo de simulacdo € realizado, a fim de verificar a recuperacao
de parametros de nosso modelo e comparar sua performance com outras propostas, com base
nos critérios de comparag¢do de modelos previamente mostrados, para o caso quando a > 0.
Para tal, consideramos um modelo de regressdo com covaridveis e um pardmetro de quantil,
simulando entdo a varidvel resposta no intervalo (0, 1) sob um modelo com y;|B,a ~ LG(k;,a,q),
onde logito(k;) = PBo + Bixi1 + Poxin, i = 1,...,n, log(a) = —dy e utilizando como paradmetros
B =(1,4,-3)7" e —8 =1log(2), com g € {0.1,0.5,0.9}. Para as covaridveis, sio gerados n
covaridveis independentes com x;; ~ Uniform(0, 1), k = 2,3 e x;; = 1 para o intercepto. O estudo

de simulacdo compreende nove cendrios e 100 réplicas geradas para cada um dos cendrios.

Uma vez que os dados simulados s@o obtidos, os modelos de regressdo para o quantil
0.1, para a mediana e para o quantil 0.9 da varidvel resposta no intervalo unitario aberto
com distribui¢cdo LG foram ajustados. Isto €, os modelos sdo ajustados considerando y; ndep-
LG(xj,a,q), parai=1,...,n,comg=0.1,¢g=0.5e g = 0.9 e n sendo o nimero de observacdes

para cada cendrio.

Adicionalmente ao modelo LG, foram ajustados modelos alternativos, seguindo a distri-
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bui¢cdo Kumaraswamy (BAYES; BAZAN: CASTRO, 2017), onde

log(l—q) _4
(I—exp™?)

log(1 — __° _
fKumaraswamy ()7| K, QD) g( q) 4 y log(x) [1 -y ¢

- log(1 —exp~?)log(x) log(x)

comy € (0,1),k € (0,1),¢ > 0 a distribuigcdo Beta, utilizando a parametrizagdo proposta por
Ferrari e Cribari-Neto (2004b), onde

fBeta (V|14 9) = r(w)rr((g)—u)mywl(l _y)(=me—t

com y € (0,1),u € (0,1),¢ > 0 e a distribuicio Beta Retangular (BRr) (BAYES; BAZAN;
GARCIA, 2012), onde

y—0.5a(1—2y—1|) ¢>

fBRr<y|u,¢>=a<1—|zy—1|>+<1—a<1—|2y—1|>>fsem(y ol By

comy € (0,1),y€[0,1],a €[0,1],¢ > 0.

Foram ajustados modelos de regressio quantilica Kumaraswamy (BAYES; BAZAN;
CASTRO, 2017),com g=0.1,g=0.5 e g = 0.9, respectivamente, onde y; necp Kumaraswamy(k;, ¢, q),
com logito(k;) = Bo + Bixi1 + Brxi2, € log(¢) = —&, tendo como prioris B ~ N3(0,10*I3) e
8 ~ N(0,10%). Além disso, modelos de regressio beta sobre a média sdo ajustados, utili-
zando a parametrizacdo proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004b), i.e., y; nice. Beta(u;, ),
com logito(u;) = Bo + Bixi1 + Baxiz € ¢ = exp(—Jy), tendo como prioris B ~ N3(0,10*I3) e
¢ ~ Gama Inversa(0.01,0.01) como em Figueroa-Ziifiga, Arellano-Valle e Ferrari (2013). Por
fim, sdo ajustados modelos de regressio Beta Retangular (BRr) (BAYES; BAZAN; GARCIA,
2012), isto €, y; indep- BRr(y, ¢, o), com logito(y;) = Bo + Bixi1 + Baxiz e log(¢) = —& tendo
prioris B ~ N3(0,10*I3), 8 ~ N(0,10%) e o ~ Unif(0, 1), similar ao que se encontra em Bayes,
Bazan e Garcia (2012). Uma vez que os modelos Beta e Beta Retangular sdo ajustados sobre
a média, os seus resultados sdo mais comparados com o caso quando g = 0.5 em relagdo aos
com outros quantis, de tal maneira que eles sdo ajustados para os dados gerados com g =0.5¢

comparados aos resultados dos modelos LG e Kumaraswamy de regressao na mediana.

Para as regressdes LG, as distribui¢des a priori foram especificadas como B ~ N3(0, 10*15)
e 8y ~ N(0,10%), onde I3 denota a a matriz unitaria 3 x 3. Essa priori foi testada contra a priori
Gama Inversa para g = 0.5 e n = 500. A média do WAIC ao longo das 100 replicas foi menor
utilizando a priori Log-Normal (—1019.5 versus —1007.7) e ela também foi escolhida mais
frequentemente (57 vs 43 replicas), de maneira similar ao que ocorre em Bayes, Bazdn e Castro

(2017) para o modelo de regressdo quantilica Kumaraswamy.

Para todos os modelos, foram utilizados c6digos em Stan, assim como feito para as
distribui¢des LG e CLG. Para cada uma das réplicas, foram realizadas 2000 iterag¢des, descar-
tando as primeiras 1000. A convergéncia foi checada por meio da estatistica de Gelman-Rubin
(GELMAN; RUBIN et al., 1992) e por inspecdo grafica.
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Em geral, na Tabela 26, estimativas a posteriori menos viesadas e mais precisas sao
encontradas quando o modelo de regressdo LG € ajustado, para todos os valores de g, como
esperdvamos. A tUnica excecdo € a raiz do erro quadritico médio (RMSE) para 3, quando
g = 0.5 da regressao Beta sobre a média, mas, mesmo nesse caso, os valores do desvio padrao e

do RMSE s@o proximos quando a regressdo LG na mediana € ajustada.

Para os modelos de regressdo LG na mediana, a probabilidade de cobertura (CP, do inglés
coverage probability) dos intervalos de credibilidade bilaterais a nivel de 95% variam entre 0.89
e 0.98 para os componentes de B, enquanto para todos os demais modelos de regressio, CP pode
ser até mesmo igual a 0.00. Para o parametro a, os resultados da recuperag@o para os modelos de
regressao LG sdo adequados para todos os cendrios, mas tem resultados um pouco inferiores

quando g = 0.1 e n = 100.

Os melhores resultados, como esperdvamos, sdo encontrados quando o modelo € ajus-
tado seguindo a distribui¢ao da geracdo de dados, sendo que modelos mal especificados siao
amplamente superados pelos modelos de regressao LG. Esses resultados mostram que, em geral,
o método de estimacdo proposta recupera adequadamente os parametros e também mostra que o
modelo de regressdo Beta sobre a média, o modelo de regressio beta Retangular sobre a média e
o modelo Kumaraswamy de regressao quantilica podem ser inadequados para esse tipo de dados,

com cauda mais pesada.

A Tabela 27 mostra as médias de WAIC e pwaic , bem como o nimero de vezes que
cada modelo é selecionado usando o WAIC para cada uma das 100 réplicas. E notdvel que o
WAIC seleciona o verdadeiro modelo de regressdao em todas as réplicas geradas para g = 0.1
e g = 0.9. Para g = 0.5 € interessante notar que o aumento no tamanho amostral faz com que
o modelo LG seja selecionado mais frequentemente pelo critério WAIC. Além disso, a média
dos valores de WAIC diminuem quando o tamanho amostral aumenta e os valores médios de
Pwalc estdo bem mais proximos do nimero de parametros quando o modelo verdadeiro (LG) é
ajustado. No geral, concluimos que o WAIC é um bom critério de selecdo para os modelos sob

0s cenarios em nosso estudo.

Dados no intervalo [0,1)

Nessa subsecao outro estudo de simulagdo é conduzido, agora para o caso no qual o
parametro a assume valor negativo. Nesse caso, os dados gerados aleatoriamente com base em
uma distribuicdo LG terdo valores iguais a 0, com probabilidade p(y = 0) = exp(c/a), como dito
na Sec¢do 5.2. Novamente, considerados um modelo de regressao com covaridveis no parametro
K e entdo a varidvel resposta é simulada. Agora, os valores simulados estdo no intervalo [0, 1),
sendo gerados sob um modelo com y;|B,a ~ LG(k;,a,q), sendo logito(x;) = Bo + Bixi1 + Boxias
i=1,...,nelog(—a)= .

Nesse caso, os dados sdo zero-aumentados e 0 aumento nos valores iguais a zero no
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Tabela 26 — Resumos da posteriori para diferentes modelos para os dados gerados sob o modelo de
regressdao LG com a positivo (Est: média da média da posteriori, DP: média do desvio padrdo
da posteriori, CP: probabilidade de cobertura do intervalo de credibilidade bilateral 95% e
RMSE: raiz do erro quadratico médio da média da posteriori).

Modelo
Beta Beta Retangular Kumaraswamy LG

n Valor verdadeiro Est DP CP RMSE Est DP CP RMSE Est DP CP RMSE Est DP CP RMSE
Bo 1 0944 0214 093 0220 0819 0249 085 0307 -0293 0.169 000 1304 1077 0224 094 0236

Bi 4 2966 0348 0.10 1.090 3.143 0329 027 0917 3460 0346 087 0641 3900 0319 098 0332

100 g, -3 2277 0317 033 0789 -2331 0310 034 0737 0734 0087 000 3735 -3.034 0274 097 0275
a 2 1959 0334 096 0336

Bo 1 0933 0.155 091 0168 0834 0181 073 0245 -0.195 0125 000 1201 1003 0179 094 0.179
4=05 Bi 4 2973 0246 001 1.056 3.155 0217 0.03 0.872 3296 0230 035 0740 4.007 0223 095 0223
200 g, 3 2236 0226 0.08 1056 2332 0228 0.5 0706 0711 0058 000 3712 -3.002 0206 097 0.206
a 2 1986 0251 096 0251

Bo 1 0924 0093 088 0120 0836 0010 0.61 0192 -0.160 0080 0.00 1162 1023 0.118 092 0.120

Bi 4 2928 0.172 000 1086 3.111 0155 0.00 0903 3425 0157 0.09 059 3961 0152 089 0.156
500 g, 3 2179 0129 0.00 0831 -2293 0.117 000 0716 0675 0034 000 3.676 -2.997 0.144 095 0.144
a 2 1958 0.189 093 0.194

Bo I 1401 0231 000 2412 0966 0255 086 0256

Bi 4 4601 0454 088 0.753 4.078 0405 0.87 0410

100 g, 3 2119 0101 000 5120 -3.078 0344 087 0351
a 2 1.604 0.808 0.83 0.899

Bo 1 1253 0.163 000 2259 0992 0.171 094 0.171

Bi 4 4341 0300 090 0453 4.027 0218 095 0218

q=0.1
200 B>

'
w

2.109 0.070 0.00 5.110 -3.016 0.219 093 0.220

a 2 1964 0440 094 0441
Bo 1 J1.207 009 0.00 2210 1000 0095 098 0.095

Bi 4 4424 0203 053 0469 4022 0140 094 0.141

500 g, 3 2081 0043 0.00 5081 -3.013 0.131 095 0.131

a 2 2003 0328 095 0.328

Bo 1 0430 0239 038 0617 099 0256 095 0256

Bi 4 2328 0246 0.00 1.690 3953 0351 097 0353

100 g, 3 0349 0.088 0.00 3.350 -2.984 0306 094 0.306

a 2 2032 0.195 098 0.198

Bo 1 0.547 0.177 032 0486 0978 0.180 097 0.181

7=09 Bi 4 2211 0.162 000 1796 4015 0223 098 0223
200 g, 3 0312 0054 000 3312 -3.008 0223 095 0223

a 2 2046 0.128 098 0.136

Bo 1 0.640 0.102 0.12 0374 0982 0.118 098 0.119

Bi 4 2330 0.107 0.00 1673 4.029 0.149 093 0.151

500 g, 3 0270 0.029 0.00 3270 -3.016 0.130 095 0.130

a 2 2037 0106 094 0.112

conjunto de dados faz com que a estimagao dos parametros seja mais dificil, uma vez que os dados
se tornam bastante esparsos. Dito isso, a fim de avaliar a robustez da estimacao para diferentes
nimeros de zeros, sdo avaliados multiplos cenarios, gerando conjuntos de dados simulados
sob diferentes condicdes. Para os casos com menos zeros, os parametros sdo definidos como
B =(1,4,-3)" e 8 =1log(2), com g € {0.1,0.5,0.9}. Para os casos com mais valores iguais
a zero, tomamos com pardmetros B = (—1,—4,3)7 e 8y = log(2). Quinze diferentes cendrios
foram considerados para cada um dos dois casos que levam em conta diferentes quantidades de
zeros e um cendrio extra com valor amostral maior de tamanho # foi incluido para g = 0.9, com

100 réplicas para cada cendrio.

Uma vez que os dados simulados sdo gerados, modelos de regressao para os quantis 0.1,
para a mediana e para o quantil 0.9 da varidvel resposta no intervalo [0, 1) sdo ajustados. Isto é,
temos que y; ndep- LG(kj,a,q), parai=1,...,ncomg=0.1,¢g=0.5e g = 0.9. A distribui¢do
a priori é especificada como B ~ N3(0,10%I3) e & ~ N(0,10%). Sdo realizadas 2000 iteracdes,

descartando as primeiras 1000 para cada réplica.

A Tabela 28 mostra que, no caso com menos zeros, para ¢ = 0.5, a probabilidade



5.4. Estudo de Simulagdo 105

Tabela 27 — Média de pwaic, WAIC e frequéncia de selecdo baseada no WAIC para as 100 réplicas geradas
sob 0 modelo de regressdo quantilica (Beta: modelo de regressao Beta sobre a média, Beta
Retangular: modelo de regressdo Beta Retangular sobre a média, LG: regressao quantilica
LG e Kumaraswamy: regressao quantilica Kumaraswamy)

n  Modelo pwaic  WAIC  Frequéncia
Beta 4.6 -137.4 5
Beta Retangular 5.4 -140.9 6
100 Kumaraswamy 2.8 -87.6 0
LG 3.7 -163.0 89
Beta 4.8 -303.7 2
g=0.5 Beta Retangular 5.5 -310.5 3
200 Kumaraswamy 2.7 -213.2 0
LG 3.8 -355.0 95
Beta 5.1 -866.5 0
Beta Retangular 5.9 -883.8 1
500 Kumaraswamy 2.9 -652.6 0
LG 4.0 -1019.5 99
Kumaraswamy 2.9 -195.3 0
100 1 3.6 -265.1 100
Kumaraswam 2.8 -451.7 0
=0.1 y
I 200 LG 38  -586.8 100
Kumaraswamy 3.1 -1298.7 0
0 L 40 -16366 100
Kumaraswamy 3.1 -36.8 0
100 16 38 -126.0 100
Kumaraswam 3.0 -75.2 0
=09 y
1 2000 LG 39 -2462 100
Kumaraswamy 3.0 -211.6 0
500 g 40  -634.0 100

de cobertura dos intervalos de credibilidade bilaterais de 95% variam entre 0.90 e 0.97, com
estimativas proximas aos valores reais. No entanto, € interessante notar que embora a recuperagao
de parametro seja adequada para todos os valores de n para os componentes de 8, ela se torna
melhor com o incremento em 7, com estimativas ainda mais proximas aos valores reais € menores

valores de DP e RMSE para n = 500 ou maior.

Quando diferentes valores de g sdo considerados, a recuperagdo dos componentes dos
parAmetros B se torna pior, principalmente para n = 100. Considerando ¢ = 0.1, a recuperagdo
de parametros foi adequada para n = 200 ou maior, mas nao foi para n = 100, com estimativas
distantes dos valores reais (tome, por exemplo, By, 0 quai possui valor real igual a 1 e valor
estimado igual a —0.257). Para ¢ = 0.9, a recuperagdo de parametros nao é adequada para

n = 100 e mesmo para n = 200 e n = 500 os valores recuperados nao estao tao préximos aos
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reais. Para n = 2000 a recuperagdo é adequada. Também vale notar que para o parametro a a

recuperacdo € boa, mesmo para valores menores de n.

A Tabela 29 mostra resultados para o caso quando hd mais valores iguais a 0 para a
variavel resposta. Como esperado, a estima¢do dos parametros se torna mais desafiadora, uma
vez que os dados sdo bastante esparsos e concentrados em 0, principalmente para valores maiores
de ¢ (note que para g = 0.9 a proporc¢ao de respostas iguais a 0 é proxima de 88%. Para todos
os valores de ¢, a recuperagio dos componentes de B ndo € adequada para n = 500 ou menor.
Para ¢ = 0.1 e ¢ = 0.5, quando n = 2000, os resultados come¢am a estar mais proximos dos
valores reais, entretanto, resultados adequados sdo obtidos apenas para n = 5000 ou maior,
mostrando que a estimacdo para cendrios com mais valores no limite do intervalo unitario €, de
fato, mais dificil. Para ¢ = 0.9, as respostas se tornem extremamente esparsas, com apenas cerca
de 10% dos valores diferentes de 0. Nesse caso, assim como também esperado, a recuperacao dos
componentes de B (as quais ndo sdo mostradas) ndo trazem bons resultados, mesmo quando os
valores de n aumentam. E interessante notar que, mais uma vez, a recuperagio para o parimetro

a € adequada mesmo para valores menores de n.
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Tabela 28 — Resumos da posteriori para diferentes modelos para os dados gerados sob o modelo de
regressdo LG com a negativo, cendrio como menos zeros (Est: média da média da posteriori,
DP: média do desvio padrio da posteriori, CP: probabilidade de cobertura do intervalo de
credibilidade bilateral 95% e RMSE: raiz do erro quadratico médio da média da posteriori).

n  Proporcio de zeros Valor verdadeiro  Est DP CP RMSE
Bo 1 0.132 8059 091 8138

Bi 4 4043 4982 0.89 4.982

100 0.0236 B> 3 3985 5736 091 5.782
a 2 2074 0710 093 0711

Bo 1 0926 0324 095 0331

Bi 4 4135 0502 093 0.517

200 0.0205 B -3 3.067 0430 093 0433
a 2 -1.960 0448 092 0.449

Bo 1 0984 0.162 099 0.162

g=0.1 Bi 4 4045 0267 094 0270
500 0.0183 B> 3 3.022 0251 094 0251
a 2 -1.974 0277 091 0279

Bo 1 1001  0.092 097 0.092

Bi 4 4009 0.144 094 0.144

2000 0.0172 B> 3 3012 0125 093 0.125
a 2 21992 0.141 091 0.141

Bo 1 1.009 0063 092 0.063

Bi 4 3991 0092 092 0.092

5000 0.0171 B -3 2999 0075 097 0.075
a 2 2011 0077 096 0077

Bo 1 0787 0559 093 0598

Bi 4 4393 0.895 090 0.977

100 0.2255 B> 3 3295 0810 091 0.862
a 2 -1.975 0307 095 0308

Bo 1 0.884 0354 094 0375

i 4 4214 0532 093 0.573

200 0.2027 B> 3 3122 0446 093 0463
a 2 -1.959 0229 098 0233

Bo 1 0956 0.176 098 0.181

=05 B 4 4088 0284 097 0297
500 0.1835 B> 3 3053 0259 095 0.264
a 2 -1.975  0.156 094 0.158

Bo 1 0997 0.100 097 0.100

B 4 4016 0.158 094 0.158

2000 0.1755 B> 3 3018 0.130 094 0.130
a 2 2001 0078 093 0078

Bo 1 1011 0068 093 0.068

Bi 4 3988 0.101 091 0.101

5000 0.1735 B> 3 2996 0082 091 0.082
a 2 2013 0.049 096 0.050
Bo 1 1687 10267 090 10.613

Bi 4 5820 5281 085 5.586

100 0.7138 B> 3 4339 3727 092 3.960
a 2 2.008 0389 096 0.389

Bo 1 0643 0674 096 0.763

Bi 4 4515 0907 093 1.043

200 0.6855 B -3 3316 0753 094 0.817
a 2 2004 0283 097 0283

Bo 1 0856 0351 095 0379

=009 Bi 4 4219 0508 091 0.553
500 0.6446 B> 3 3.144 0391 096 0416
a 2 2.005 0208 090 0.208

Bo 1 0998 0.166 096 0.166

Bi 4 4015 0221 093 0221

2000 0.6308 B 3 3.021 0.184 093 0.185
a 2 2010 0.089 094 0.089

Bo 1 1.021  0.109 093 0.110

B 4 3978  0.148 093 0.149

5000 0.6290 B> 3 2995 0121 091 0.121
a 2 2012 0053 093 0054
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Tabela 29 — Resumos da posteriori para diferentes modelos para os dados gerados sob o modelo de
regressdo LG com a negativo, cendrio como mais zeros (Est: média da média da posteriori,
DP: média do desvio padrao da posteriori, CP: probabilidade de cobertura do intervalo de
credibilidade bilateral 95% e RMSE: raiz do erro quadratico médio da média da posteriori).

n Proporcéo de zeros Valor verdadeiro Est DP CP RMSE
Bo -1 -89.691 18.563 0.91 90.594

Bi 4 37.340  9.960 099 34.782

100 0.0705 B> 3 -38.080 15222 1.00 43.783
a 2 2328 0280 085 0.430

Bo -1 -87.350 22729 0.86 89.262

Bi 4 -37.512 11.003 098 35.255

200 0.0709 B 3 36453 15294 098 42.286
a 2 2245 0220 0.76 0.328

Bo -1 -40.138 45301 0.85 59.694

g=0.1 i 4 22597 20942 093 27.929
500 0.0736 B> 3 12442 22923 093 27.544
a 2 2.097  0.180 0.77 0.204

Bo 1 -1208 0450 095 0.493

Bi -4 4288 0794 094 0.841

2000 0.0767 B> 3 3260 0.551 096 0.607
a 2 2002 0064 095 0.064

Bo -1 -1.019 0271 097 0271

Bi 4 4033 0421 096 0.421

5000 0.0772 B 3 3013 0338 096 0.338
a 2 2.004 0038 094 0.038

Bo Nl 88391 20.824 091 89.813

Bi -4 30.844 15.804 096 39.141

100 04315 B> 3 39226 20506 0.96 46.897
a 2 2045 0283 097 0285

Bo -1 -89.965 24.171 0.79 92.159

Bi 4 35221 20.821 097 42.901

200 0.4423 B 3 35741 18521 097 0.463
a 2 2035 0194 097 0.196

Bo -1 57.005 45228 0.76 71.845

g=05 Bi 4 -28.863 18.522 095 30.949
500 0.4468 B> 3 -19.497 23.002 0.93 32.092
a 2 2.000 0137 096 0.137

Bo -1 1337 0669 095 0.749

B 4 4487 1110 092 1212

2000 0.4483 B> 3 3403 0797 0.96 0.896
a 2 2.000 0072 092 0.072

Bo -1 -1.035 0338 094 0.340

Bi -4 4051 0549 095 0.551

5000 0.4476 B> 3 3.030 0415 095 0416

a -2 -2.009  0.044 095 0.045
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5.5 Aplicacao: Dados sobre pobreza extrema no Peru

Nessa secdo, sdo analisados dados sobre a pobreza extrema no Peru. Estamos interessados
na relacdo entre a pobreza extrema (varidvel resposta) e o indice de desenvolvimento humano
(IDH; covaridvel). O conjunto de dados possui 195 provincias peruanas, agrupadas em 25
departamentos. Departamentos s@o subdivisdes politicas de segundo nivel as quais sdo utilizadas

para andlises mais detalhadas.

Esse conjunto de dados € proposto pelas informagdes sobre pobreza extrema em Sociales
(2010) e sobre IDH em Perti (2009), os quais também descrevem as metodologias para computar
a proporc¢ao de pobreza extrema e o IDH. A mediana da pobreza extrema € 0.195, com média
0.217, minimo 0.0004 e méximo 0.701, Para o IDH, a mediana € 0.570, com média igual a
0.578, minimo 0.484 e maximo 0.684. A mediana do nimero de provincias por departamento
¢ de 10, com minimo igual a 1 (departamento de Callao) e maximo igual a 20 (departamento
de Ancash). Nesse caso, temos a varidvel resposta no intervalo (0, 1), de tal forma que uma
regressao Beta sobre a média pode ser uma possivel escolha. Para esse conjunto de dados, foram
ajustados modelos de regressao quantilica LG e CLG, para a mediana da resposta como modelos
alternativos, comparando os resultados com um modelo de regressdo Beta na média e um modelo

Kumaraswamy na mediana.

Modelo de regressao quantilica de locacao

Sdo ajustados modelos de regressdo quantilica LG e CLG, com g = 0.5 (mediana), um mo-
delo de regressao quantilica Kumaraswamy, também com g = 0.5 e um modelo de regressao Beta
sobre a média. Ou seja, os modelos ajustados sdo y; tndep. LG(x;,a,0.5), y; tndep. CLG(k;,a,0.5),
Vi nfep- Kumaraswamy(x;, ¢,0.5), com logito(k;) = By + B1IDH;, log(a) = —dy, log(¢) = —dy
ey ndep. Beta(u;, 9), logito(u;) = Bo + B1IDH; e ¢ = exp(—&) para i = 1,...,195, com y;

correspondendo a média e ¢ sendo um parametro de dispersao.

As distribuicdes a priori utilizadas sio B ~ N (0,10*1,), & ~ N(0,10%) e, para o caso
da regressdo Beta, ¢ ~ Gama Inversa(0.01,0.01). A priori para o pardmetro a ¢ justificada uma
vez que os dados estdo no intervalo (0, 1), com valores positivos tanto para a LG quanto para a
CLG para tal parametro. Para realizar a inferéncia Bayesiana, sdo geradas 2000 amostras MCMC,
descartando as primeiras 1000. A convergéncia foi checada utilizando traceplots e o critério de
Gelman-Rubin (GELMAN; RUBIN ef al., 1992). A Tabela 30 mostra resumos dos resultados
obtidos a partir da posteriori para os modelos ajustados, bem como valores de WAIC e de tempo
computacional, em segundos. Os resultados para o modelo LG foram omitidos, uma vez que
o modelo CLG trouxe melhor ajuste e ambos os modelos sdo complementares. O computador
utilizado para o ajuste tem um processador Intel 17-8550U e 8GB de meméria RAM DDR4. Com
respeito a selecdo de modelos baseada no WAIC, escolhemos o modelo de regressdo quantilica

CLG como o modelo que trouxe o melhor ajuste.
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Tabela 30 — Resumos da posteriori para os modelos de regressdo quantilica ajustados e para o modelo
Beta de regressao na média (Est: média da média da posteriori, DP: média do desvio padrio
da posteriori, IC: intervalo de credibilidade bilateral 95% para os dados de pobreza extrema.

Modelo Parametro Est DP 95% 1C
Bo 9.69 0.58 (8.60,10.80)
Bon -19.27 1.03 (-21.25,-17.33)
Beta [ 1525 1.52  (12.16,18.30)
WAIC -439.7
Time (sec) 59.2
Bo 11.50 0.67 (10.18,12.90)
Piou -22.63 1.19 (-25.16, -20.36)
Kumaraswamy [0} 3.54 0.20 (3.13,3.94)
WAIC -443.1
Time (sec) 434
Bo 13.76 0.76  (12.31,15.21)
Bion 26.64 135 (-29.23,-24.01)
CLG a 414 041 (3.36,4.92)
WAIC -445.8

Time (sec) 43.1

Adicionalmente, também utilizamos os residuos quantilicos normalizados (DUNN;
SMYTH, 1996; PEREIRA, 2019) para checar a adequabilidade do ajuste de cada modelo. Tais
residuos sdo definidos como rg; = @~ (F(yi;gi)), i=1,...,n=195, onde ®(-) é a fda da
distribui¢do normal padrdo e F(-) é a fda do modelo ajustado (em nosso caso, Beta e CLG sdo
mostrados), enquanto 0 i € computado com a média a posteriori dos parametros. Para a regressao
CLG, por exemplo, 8; = (¥,,a)7, com logito(%;) = By + B1IDH; e (B, B1,a)" denotam a média
a posteriori dos parametros do modelo. A parte da incerteza que ocorre no processo de estimagao
dos parametros, para um modelo bem ajustado, rg;, i = 1,...,n constitui uma amostra aleatéria
que segue aproximadamente a distribui¢cdo normal padrdo. Envelopes simulados (ATKINSON,
1985) sado uteis para verificar a qualidade do ajuste por meio de residuos, sendo utilizados para a

andlise dos residuos quantilicos normalizados.

A Figura 18 mostra os envelopes para tais residuos. Os limites dos envelopes e das linhas
tracejadas correspondem aos quantis 0.025, 0.975 e 0.5 dos residuos a posteriori computados
da saida MCMC. Mais uma vez, a regressao quantilica CLG na mediana se adequa melhor aos

dados (ver também a Tabela 30), sendo escolhido para prosseguir as anélises.

O modelo de regressd@o LG na mediana é o escolhido como o modelo que melhor explica
a relagdo entre o IDH e uma medida central de pobreza extrema no Peru. A Tabela 30 mostra que
héa uma forte relacao entre o IDH e a pobreza extrema nas provincias peruanas avaliadas, com

provincias com maiores valores de IDH tendendo a ter propor¢des menores de pobreza extrema.
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Figura 18 — Residuos quantilicos normalizados com envelopes para os modelos Beta (a) e CLG (b) para
os dados de pobreza extrema.

Nessa abordagem, consideramos modelos com g = 0.5 pelo fato de que um modelo
na mediana é mais comparavel ao modelo de regressdo Beta sobre a média e também pela
interpretabilidade dos resultados, os quais sdo adequados para explicar uma medida de tendéncia
central para a propor¢ao de pobreza extrema. Se o interesse do pesquisador for em outros quantis
de interesse, entdo modelos LG e CLG com diferentes valores de g poderiam ser propostos. Para
mostrar que 1sso seria possivel, ajustamos modelos com g = 0.1 e g = 0.9. Os resultados de
WAIC sao mostrados na Tabela 31. Note que, para os casos de ambos os quantis, 0 modelo CLG

também & melhor ajustado que o LG, com menores valores de WAIC sendo encontrados.
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Tabela 31 — Resumos da posteriori para os modelos de regressdo quantilica para q=0.1 e q=0.9 (Est:
média da média da posteriori, DP: média do desvio padrdo da posteriori, IC: intervalo de
credibilidade bilateral 95% para os dados de pobreza extrema.

Model Parametro Est DP 95% Cl1
Bo 1558 1.3 (12.83,18.10)
Pipu -32.66 2.27 (-37.04, -28.08)
LG a 0.59 0.05 (0.49,0.69)
WAIC -264.2
g=0.1 Time (sec.) 419
Bo 1625 1.06 (14.27,16.97)
Pipu -33.60 1.78 (-37.07,-30.29)
cLG @ 431 0.36 (3.64,5.00)
WAIC -454.8
Time (sec.) 45.4
Bo 1457 122  (12.14,16.92)
Biou -24.04 222 (-28.31, -19.50)
LG a 0.58 0.05 (0.48,0.68)
WAIC -265.7
7=09 Time (sec.) 45.1
Bo 11.56 0.64 (10.30,12.87)
Bion 2142 1.15 (-23.75,-19.18)
cLg @ 431 041 (4.06,5.10)
WAIC -443.6

Time (sec) 45.3

Modelos de regressao quantilica com efeitos mistos

Uma vez que as provincias no Peru sdo organizadas em departamentos, elas podem,
naturalmente, formar alguns grupos (ou clusters). Portanto, nessa secao sao ajustados modelos
com um efeito aleatério a fim de capturar a dependéncia dentro dos departamentos. Quatro
diferentes modelos sdo ajustados, baseados nos modelos construidos anteriormente (modelo de
efeitos fixos na mediana, aqui nomeado de Modelo I) e modelos alternativos incluindo efeitos
aleatdrios, com respostas que seguem uma distribui¢do CLG. A mediana da propor¢do de pobreza
extrema é tomada novamente como caracteristica de interesse e os seguintes quatro modelos sdo

ajustados:

Modelo 1. Modelo na mediana: y; necp CLG(k;,a;,0.5) e logito(k;) = x! B = Bo + B1IDH;,
log(a;) = —d,

Modelo II. Modelo na mediana e de forma: y; nep CLG(k;,a;,0.5) e logito(k;) = x! B =

Po+ B1IDH;, log(a;) = —wl-T8 = —(0p+ 6;IDH;), parai = 1,..., 195 provincias,

) ) ) indep. )
Modelo III. Modelo na mediana de intercepto aleatorio: y; ;|b; v CLG(x;j,ai},0.5), logito(k;;) =
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Tabela 32 — Comparacio dos modelos propostos para os dados de pobreza extrema por meio do critério
WAIC (p: numero de parametros)

Modelo p pwaic WAIC Tempo (seg)

ModeloI 3 4.2 -445.8 45.8
ModeloIl 4 4.1 -472.6 584

Efeitos fixos

Modelo III 28 229 -572.4  64.6
Modelo IV 54 30.1 -608.1 1154

Efeitos mistos

xlTjB +b; = ,B() —{—ﬁlIDHij + b;, log(aij) = —5() eb;~ N(O, 0'13),

. ) ) indep.
Modelo I'V. Modelo na mediana e de forma de interceptos aleatorios: y; j|b;, d; v CLG(k;j,a;;,0.5),

IOgitO(Kij) = x5[3 +b; = ﬁ() —l—ﬁllDHij + b;, log(a,-j) = —Wg;-a —d; = —(8() + 51 —I—IDHU —f-dl'),
b; ~ N(O,sz) ed;~ N(O,Gﬁ), para j=1,...,n; provincias e i = 1,...,25 departmentos.

Os modelos I e 1T sdo modelos de regressdao com efeitos fixos, onde as covaridveis tem
um efeito na mediana e, simultaneamente, na mediana e no parametro de forma, respectivamente,
sem considerar efeitos aleatérios. Os modelos III e IV sdo obtidos a partir dos modelos I e
II, adicionando um efeito aleatdrio no intercepto, a fim de capturar a dependéncia dentro dos
departamentos, primeiramente para a mediana e depois simultaneamante para a mediana e o
parimetro de forma. As distribuicdes a priori adotadas sio B ~ N»(0,10%I,), 8; ~ N(0,10%)
(modelos T e II), e 6 ~ N, (O, 10412) para os coeficientes de regressdo. Além disso, para Gg e
65 sdo adotadas prioris Gama Inversa, com parimetros (0.01,0.01), tornando as prioris vagas
assim como em Bayes, Bazan e Castro (2017). Mais uma vez, sdo realizadas 2000 iteragdes,
descartando as primeiras 1000, através do NUTS, com a convergéncia sendo checada por meio
de andlises gréficas e a estatistica de Gelman-Rubin, que € préxima a 1 para todos os pardmetros,

indicando convergéncia.

Os quatro modelos foram ajustados e o0 WAIC foi computado por meio da saidas do
MCMC, a log-verossimilhanga condicional € utilizada para a obtencdo dos resultados. O WAIC
para os quatro modelos é mostrado na Tabela 32. Podemos ver que adicionar efeitos aleatorios
faz com que o ajuste seja melhor (os modelos III e IV tem menores valores de WAIC que I e II.
O menor valor para os WAIC € obtido para o modelo IV, seguido bastante de perto pelo modelo
III. Apesar de o tempo computacional aumentar com os efeitos aleatdrios, esse incremento nao
faz com que o proceso se torne demasiadamente lento e, mesmo o modelo 1V, levou menos de

dois minutos para ser ajustado.

A seguir foram analisados os residuos dos modelos mistos. A Figura 19 mostra os
resultados para os modelos III e IV. E possivel ver que todos os residuos estdo no intervalo

(—3,3), mostrando que ndo ha valores discrepantes nos residuos. Ambos os modelos III e IV
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Figura 19 — Valores dos residuos quantilicos normalizados para dados de pobreza extrema.

trazem bom ajuste aos dados, mas os resultados mostrados a seguir se baseiam no modelo III,
apesar do modelo IV trazer menor valor de WAIC, uma vez que os intervalos de credibilidade
para os interceptos aleatdrios no parametro de forma t€m o O incluso para todos os departamentos

no modelo IV, indicando que esse efeito ndo € necessario ao ajuste.

Os resumos da posteriori para o modelo III sdo mostrados na Tabela 33. Como ja
observado na aplicacdo anterior, o IDH é fortemente relacionado a propor¢ao de pobreza extrema.
Incluindo os efeitos aleatdrios b;, obtemos um modelo de interceptos aleatdrios, tornando a
andlise dos dados mais rica. Podemos ver, por exemplo, que o departamento de Apurimac tem
o maior valor de b;, indicando que as provincias nesse departamento tendem a ter maiores
propor¢des de pobreza extrema. Por outro lado, o departamento com menores valores de pobreza
extrema €, de longe, Ica. Dentre os departamentos estudados, temos que dois deles, os de Ica
e Ucayali possuem propor¢Oes significativamente menores de pobreza extrema em relacoes
as demais, ndo tendo o zero incluso no intervalo de credibilidade. Por outro lado, ha oito
departamentos com proporc¢des significativamente maiores de pobreza extrema, 0s quais sao
os de Apurimac, Hudnuco, Loreto, Huancavelica, Amazonas, Pasco, La e Cusco, em ordem

decrescente.

5.6 Consideracoes finais

Nesse capitulo adicional, duas novas distribui¢des para dados limitados e seus respectivos
modelos de regressdo quantilica paramétrica sdo propostos. Reparametrizacdes das distribuicoes
com base em um dado quantil e um parametro de forma nos permitem fazer uma ligacdo entre
qualquer quantil da distribui¢do e um conjunto de covariaveis. Essas distribui¢cdes podem ser

uteis em diversos casos, inclusive naqueles que tem um comportamento assimétrico e, também,
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Tabela 33 — Resumos da posteriori para o modelo III (Est: média da média da posteriori, DP: média do
desvio padrio da posteriori, IC: intervalo de credibilidade bilateral 95% para os dados de
pobreza extrema

Est DP 95% IC

Efeitos fixos da mediana (§) Intercepto 937 076 (7.85,10.88)
IDH -19.37 1.26 (-21.88,-16.79)

Efeitos fixos de forma (8) Intercept -2.16  0.09 (-2.32,-1.98)

Ica -2.80 0.87 (-4.35,-0.96)

Ucayali -0.96 0.38 (-1.74,-0.21)

Tumbes -0.69 0.52 (-1.72,0.28)

Callao -049 0.83 (-2.16, 1.16)

Madre -044  0.48 (-1.40, 0.49)

Lambayeque -0.43 042 (-1.26, 0.39)

Ancash -04 024 (-0.85, 0.09)

Tacna -0.37 0.38 (-1.08, 0.38)

Lima -0.33  0.31 (-0.95, 0.32)

Moquegua -0.29 0.46 (-1.12, 0.58)

Junin -0.17  0.29 (-0.69, 0.40)

Arequipa -0.11  0.31 (-0.71, 0.49)

Efeitos aleatérios (b) Piura -0.09 0.26 (-0.61, 0.43)

San 024 0.26 (-0.25, 0.80)

Cajamarca 0.3 0.24 (-0.15, 0.77)

Ayacucho 045 0.24 (0.00, 0.95)

Puno 045 0.23 (0.00, 0.92)

Cusco 0.57 0.24 (0.14, 1.06)

La 0.61 024 (0.16, 1.08)

Pasco 0.69 0.30 (0.14, 1.29)

Amazonas 070 0.25 (0.21, 1.19)

Huancavelica 0.77  0.24 (0.33,1.22)

Loreto 0.81 0.23 (0.38, 1.27)

Hudanuco 087 0.22 (0.44, 1.31)

Apurimac 1.28 023 (0.83, 1.76)

Gg 087 042 (0.31, 1.89)

em casos nos quais ha valores concentrados no extremo do intervalo unitdrio, sendo assim

distribui¢des com bom ajuste para varidveis de caudas pesadas.

A respeito dos modelos com valores negativos para o parametro a, principalmente no
caso quando ha muitos valores no limite do intervalo unitdrio, o fato de os dados serem esparsos

faz com que maiores valores amostrais sejam necessarios para a estimagdo dos parametros.

A inferéncia se baseia em uma abordagem Bayesiana com prioris préprias (e vagas).
Uma vez que as distribui¢des a posterior ndo permitem tratamento analitico, métodos de MCMC
sdo de suma importancia. O estudo de simulacdo mostra que o WAIC € um bom critério para
auxiliar na escolha entre diferentes modelos com distribui¢cdes distintas. Um conjunto de dados

sobre pobreza extrema € analisado considerando um dos modelos propostos.
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Para trabalhos futuros, hd a possibilidade de diferentes funcodes de ligacdo em (5.3) serem
exploradas, inclusive fun¢des assimétricas. Modelos com uma componente espacial também
podem ser extensoes interessantes, bem como para dados censurados. Como em Chakraborty

(2003) também ha o interesse no desenvolvimento de modelos multivariados.

Mais voltado ao cendrio de Modelos de Diagndstico Cognitivo, as distribui¢des aqui
propostas podem ser consideradas para trabalhos futuros de proposta de modelos B-DINA com

distribuicOes alternativas.
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CAPITULO

DISCUSSAO E CONCLUSAO

Nesse capitulo sao sumarizadas as contribui¢des do presente trabalho, produgdes resul-
tantes do mesmo e uma breve discussdo em relacao a perspectivas futuras, em linha com o que €
apresentado ao longo dos capitulos, porém ampliando a discussdo para as intersecgdes e relacoes

entre os capitulos € apresentada.

6.1 Contribuicoes no estado da arte

A literatura dos Modelos de Diagnéstico Cognitivo ainda possui espagos para ser enri-
quecida com novas pesquisas, bem como as propostas nessa tese de Doutorado. Em suma, as

maiores contribui¢des para essa area de pesquisa que foram realizadas nessa pesquisa foram:

* A colabora¢do em um trabalho que propds uma nova abordagem Bayesiana para o modelo
DINA tradicional (dicotémico), por meio de um algoritmo até entdo nao explorado, bem
como na exploracdo de uma aplica¢do em uma 4drea diferente da educacional, na qual mais
aparecem contribui¢des para MDCs, ressaltando a discussdo para demais pesquisadores
sobre a utilidade dessa técnica em diversas areas do conhecimento, como a de saude
mental, a qual foi essencial para o melhor entendimento dos MDCs e para as propostas

dos demais capitulos;

* A proposta de uma inédita versdo Bayesiana para o modelo DINA para distribui¢do

continua, o qual somente existia em sua versao frequentista;

* O entendimento e a explicacdo mais didética da 16gica por tras do modelo C-DINA, que
ainda era algo em falta na literatura dos diversos MDCs existentes, que pode ser estendida

para o modelo B-DINA e até mesmo para os demais modelos de diagndstico cognitivo;



118 Capitulo 6. Discussdo e conclusdo

* A proposta de um modelo DINA inédito para dados limitados (B-DINA), sob abordagem
Bayesiana, o qual ainda ndo era presente na literatura nem sob uma abordagem frequentista

nem Bayesiana;

* Ainda dentro do modelo para respostas limitadas, uma aplicagdo em uma édrea do co-
nhecimento diferente foi proposta, mostrando que, além de avaliagdo de questionarios
respondidos por pessoas, os modelos estudados também podem ser tteis para outras

aplicagdes, bem como a analise de indicadores sociais;

* Para ambos os modelos propostos, o0 C-DINA sob abordagem Bayesiana e o B-DINA, a
disponibilizacdao de c6digos que possibilitam a pesquisadores utilizarem as metodologias

para seus proprios estudos futuros

* Motivado pelo estudo de respostas limitadas, a proposta de uma nova distribuicao, bem
como sua versao quantilica e regressdo mista, que, além da importancia em si mesmo de
um novo modelo e da regressdo utilizando tal modelo, pode ser util para trabalhos futuros
relacionados a modelos de diagndstico cognitivo para dados limitados, bem como para

demais aplicagdes.

6.2 Producao

Trabalhos para eventos

» Apresentacdo de Poster e resumo publicado: V CONBRATRI - 5° Congresso Brasileiro de
Teoria da Resposta ao Item, 2016. Bayesian approach to the DINA model using No-U-Turn

Hamiltonian Monte Carlo.
e Mesa Redonda: Semana da Estatistica, UFSCar, 2016. Vida Académica. Vida Académica.

* Apresentacdo de Poster e resumo publicado: Sth Workshop on Probabilistic and Statistical
Methods, 2017. Bayesian estimation of DINA model using no-U-turn Hamiltonian Monte

Carlo.

* Palestra: Programa de Verdo em Estatistica, ICMC USP, 2017. Modelos de Diagndstico
cognitivo com énfase no modelo DINA. Palestra dada durante o minicurso T6picos em

Modelos de Resposta ao Item.

* Entrevista: Metodologia PBL € aprimorada nas aulas de Estatistica, 2017. Disponivel
em: http://www.cemeai.icmc.usp.br/projetos/item/597-metodologia-pbl-e-aprimorada-nas-
aulas-de-estatistica.

» Apresentacdo de Pdster e resumo publicado: 6th Workshop on Probabilistic and Statistical

Methods, 2018. New Gompertz based distributions to skewed bounded responses.
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* Apresentacdo de Poster e resumo publicado: NextGen: Data Science Day, Yale, 2018. An

Application of DINA model to Beck Depression Inventory data.

* Apresentacdo de Mini-Curso: 63* Reunido Anual da Regido Brasileira da Sociedade
Internacional de Biometria (RBras), 2018. Uma introducdo aos Modelos de Diagndstico

Cognitivo utilizando o software Stan.

* Resumo publicado: 3rd International Conference on Econometrics and Statistics, Taichung
City, Taiwan, 2019. Bayesian analysis of cognitive diagnostic models for continuous

response data

Artigos Publicados

da Silva MA, de Oliveira ESB, von Davier AA, Bazin JL. Estimating the DINA
model parameters using the No-U-Turn Sampler. Biometrical Journal. 2017;0:1-17. https//-
doi.org/10.1002/bimj.201600225

Artigos a serem submetidos

Artigo referente ao C-DINA, atualmente com o seguinte nome € composi¢ao: de Oliveira
E. S. B., Wang, X., Bazédn J. L. A classification model for continuous response: identifying risk

perception groups on health-related activities,

Também serd submetido um artigo, em fase de finaliza¢ao, do modelo B-DINA proposto,

dos mesmos autores do artigo do C-DINA.

Artigo referente a LG/CLG, atualmente com o seguinte nome e composi¢ao: de Oliveira
E. S. B., de Castro, M., Bayes, C. L., Bazdn J. L. Bayesian parametric quantile models for heavy

tailed bounded variables.

6.3 Possibilidades de trabalhos futuros

Ao longo dos capitulos foram escritas algumas consideracdes sobre possibilidades
de trabalhos futuros especificos a cada um dos mesmos, porém, vale ressaltar algumas das

possibilidades, bem como conexdes entre elas.

Tanto para o modelo C-DINA quanto para o B-DINA, podem ser exploradas diversas
abordagens para a estimagdo de pardmetros, similar ao que pode ser visto no trabalho do modelo
DINA dicotomico.

O modelo B-DINA tem amplo espago para ser explorado, uma vez que essa € uma
primeira abordagem na literatura. No futuro pode ser proposta uma versdo frequentista para
o modelo, com elaboracdo e explicacdo de seus detalhes. Também podem ser desenvolvidos

modelos considerando outras distribui¢des de probabilidade, o que pode ser feito, por exemplo,
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em conexdo com o Capitulo 5 da tese ou com distribui¢des correlatas a utilizada nesse trabalho,
como a Beta inflacionada (OSPINA; FERRARI, 2012).

Também ha a possibilidade de se explorar, principalmente para os modelos C-DINA e
B-DINA propostos no trabalho, o uso de covaridveis observadas, a fim de enriquecer a andlise,

como pode ser visto em Park, Xing e Lee (2018), bem como explorar novas formas de resposta.

Outra possibilidade € explorar diferentes formatos de respostas, como feito nesse trabalho
para o modelo DINA, considerando modelos mais generalistas, como o G-DINA (TORRE,
2011b), amplificando ainda mais a discuss@o sobre o uso de varidveis respostas ndo dicotdmicas
para MDCs.

Para as distribuicdes LG e CLG propostas, as regressdes quantilicas podem ser exploradas
também sob uma abordagem frequentista, bem como outros métodos MCMC para a estimagao

dos parametros podem ser estudados.
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APENDICE

METODOS DE ESTIMACAO DO MODELO
DINA

Nesse material suplementar sdo apresentados os quatro métodos de estimagdo do modelo
DINA (JUNKER; SIITSMA, 2001; TORRE; DOUGLAS, 2004) utilizados no Capitulo 2. Sao
apresentados os algoritmos de Expectation Maximization (EM) (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN,
1977), de Metropolis Hastings (MH) (METROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970), de Gibbs
Sampling (GS) (GEMAN; GEMAN, 1984; GELFAND; SMITH, 1990), bem como o No-U-Turn
sampler (NUTS) (HOFFMAN; GELMAN, 2014), com uma breve explicacdo do método de
Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) (DUANE et al., 1987; NEAL, 1994; NEAL, 2011), da qual

sentimos falta na literatura, sendo que esse método originou o NUTS.

Algoritmo EM

Quando ndo h4 a possibilidade de obter resultados analiticos para a estimagao de maxima

verossimilhanca, uma das possibilidades de métodos computacionais € o algoritmo EM.

O algoritmo EM pode ser utilizado com base na maxima verossimilhanga marginal,
como em George e Robitzsch (2015) e Torre (2009). Antes da primeira iteragdo do algoritmo, é
necessdrio esecolher pardmetros iniciais para a estimagdo de [g,s] e P(&,). Uma vez que esses
parametros sdo escolhidos, o algoritmo se alterna entre os passos E e M até convergir, utilizando

um critério de parada que avalia se a convergéncia foi alcancada.

No passo E, a posteriori € dada por

P(@efYi) = i Pl )
XS P(Yi|0tn)P(0| )

e tem dois tipos de valores esperados derivadas dela. O primeiro € o nimero esperado de

respondentes classificados nos perfis @, para o item j, ¢ = (1,2,...,C),j = (1,2,...,J). O
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outro € o nimero de respondentes classificados nos perfis @, porém com a restricdo de que

esses respondentes tiveram respostas positivas ao item j.

No passo M, tanto os parametros de item como o da distribui¢do dos perfis de atributos
sdo atualizados, consecutivamente. Inicialmente, a primeira derivada da log-verossimilhanca
€ definida como zero. A derivada pode ser escrita em termos dos dois valores obtidos no
primeiro passo, permitindo assim que os parametros de item sejam atualizados. Depois disso, o
nimero esperado de respondentes no perfil &, € determinado, sendo utilizado como base para a

atualizacdo da probabilidade de possuir cada atributo e da distribui¢do dos perfis de atributos.

Uma vez que a convergéncia € alcangada, € possivel derivar nesse segundo estagio o perfil
individual por meio do modelo estimado, utilizando a classificagdo de maxima verossimilhanca

(MLE), esperanca a posteriori (EAP) ou o estimador mdxima a posteriori (MAP).

O procedimento por meio do algoritmo EM esta disponivel no pacote “CDM” (GEORGE
etal.,2016) no R.

Metropolis Hastings

As distribui¢des condicionais completas dos parametros condicionados aos dados e

outros parametros sdo dadas por

p(ai|Y;, Q) < p(Yi|@;, Q) - 7, (A.1)
p(xlY;,ap,....0,,Q)«<p(d,....0,|%) p(x), (A.2)
i=1

A seguir € apresentado um esbog¢o do algoritmo de MH para estimar os parametros do

modelo DINA. Na iteracdo ¢ temos:

1. Para @, retire uma amostra para os valores candidatos de & de uma Bernoulli(0.5) e

aceite o* com probabilidade

Jar QD). pla*
p(a("”,a*) —min{ —7 (Y’t’a;)’g )P (alt) e (A.4)
p(Yila! "0ty p(al")

1

2. Para m, retire uma amostra para os valores candidatos de £* de uma Dirichlet(8y) e aceite

* com probabilidade

(t) (l) A *
p (a0 ) —min PO e ) p@®) (L
ploy’,.... 0 =1 . p(ml=1)
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3. Para Q;, j=1,2,...,J, retire uma amostra dos valores candidatos de Q}f = (sj, gj) por
meio da constru¢ao do produto de densidades Beta para sj e g}‘- com parametros dag, bs €

ag, b, respectivamente, e aceite Q} com probabilidade

T P, 9)| - p(@))
n 0 o1 (i—1)
[Hi:m(Yijla,- Q; )]‘p(ﬂj )

P (Qﬁf‘”,ny) — min a1y, (A.6)

Gibbs sampling

Para implementar o GS para o modelo DINA, consideramos a seguinte distribuicao
conjunta a posteriori
p(Q,®|Y) o= £(Y|Q, ) p(Q)p(),
onde /(Y |Q, ) é a fungdo da verossimilhanga, p() € a priori para os pardmetros de item e

p(x) é a distribuicdo a priori para os perfis de atributos.
As distribui¢des condicionais completas de @;, T e £ ; podem ser derivadas em formas
fechadas como

C
p(i]Y;, 7,Q) = p(e; = & |Y;, m,Q) = [ 4= (A7)

ic
c=1

onde 11(-) denota a funcéo indicadora,

C
p(m|ey,... 0) < [T al", (A.8)
c
n
onde N, = le(a,- =Q.),
do— h.—1 Go—1 h.—
P(QYi 0, a) o s (1—s)P gl (1= g 1((s).8)) € ), (A.9)

onde dy = a, + Z nl_]9b = by +Znu Z Nij> dg = ag+ Z —1ij);

l|ylj_0 i=1 ‘ylj_o b’zj—l
n

by = n+ by — anl Y 1-nij)e Z={(5,8) : 0<s5+g<1,0<s<1,0<g<1}.
|ylj_1
Lembre que 1);; depende de ;.
Assim, com valores iniciais @;, T e Q;, podemos simular (al@, n'(t),ﬂy)) por meio
do amostrador de Gibbs retirando, iterativamente, amostras de suas respectivas distribui¢cdes
condicionais completas especificadas em (A.7), (A.8) e (A.9). Parair de ( (l D 75(’ -1) , Qﬁ-t_l))

para (a([),n(’),ﬂg )>, ha trés passos de transicdo

1. Amostre af’) ~p (ai|Yi,7;(f*1),g(F1)>;

2. Amostre ) ~ p (M@”,...,a,@);
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3. Amostre Qy) ~p <Qj\Yi,a§l),...,a,(f)>.

Para amostrar Q; = (s}, ), temos a restricdo de Monotonicidade (0 < s;+g; < 1). Por isso, o
passo 3 deve ser performado por meio de dois passos
t t—1 ~ 7T t t—1

3a. Amostre gS)ISS. N Beta(d,,b,)11(0 < gS.) <1 —sS. ));
3b. Amostre s(t)| N Beta(dg, b, ) 11(0 < R (Z))
- Jj 18] 878 =9 §j )
Esse processo iterativo produz uma sequéncia de (al@,n(f )7Q§.t)> ,1=0,...,T.. Para
reduzir o efeito dos valores iniciais, as iteracdes iniciais sao descartadas. As amostras das

iteracOes seguintes sdo entdo utilizadas para sumarizar a densidade a posteriori dos parametros.

Breve explicacao do algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano

Antes de apresentar o Monte Carlos Hamiltoniano, € interessante falar um pouco sobre a
ideia por trds da dindmica Hamiltoniana. A dinamica Hamiltoniana pode ser usada para descrever
o movimento de um objeto por meio de sua localizacdo, dada por um vetor X € momento
(massa vezes velocidade), dada por um vetor p em um instante . As dimensdes desses vetores
correspondem as dimensdes do problema considerado. Associada a cada localizagdo do objeto,
hd uma energia potencial denotada por U (x), e associada com cada momento do objeto hd uma
energia cinética denotada por K (p). O Hamiltoniano é definido como H(x,p) = U (x) + K(p).
Podemos determinar a localizagdo e 0 momento de um objeto em qualquer tempo ¢ por meio das

derivadas parciais
Jdx; JH  JK(p)

E i T (410
dpi  JdH  JU(x)
W T 8x,~ T 8x,~ ’ (All)

parai=1,2,...,d. De (A.10) e (A.11) podemos determinar a localizacdo e o momento de um
objeto em qualquer intervalo de tempo com curagdo 7, come¢ando no tempo fy e indo até o

tempot =1ty+T.

A implementacdo computacional da dinamica Hamiltoniana pode ser feita por meio de
uma aproximacgao das equacdes através da discretizacdo do tempo, dividindo o intervalo de
tempo em pequenas fatias de tamanho §. Essa aproximag@o se torna cada vez mais acurada
quando o valor de 6 diminui. A abordagem utilizada no Monte Carlo Hamiltoniano para realizar
a discretizagdo do tempo € conhecida como o método de leap frog. De maneira resumida, esse

método consiste em trés passos descritos a seguir.

1. Comece atualizando as varidveis de momento em um pequeno intervalo de tempo 6 /2

p1+8/2) = p() - (8/2) oo (A12)
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2. Atualize as varidveis de posi¢do no intervalo de tempo & utilizando os novos valores das

variaveis de momento.

K
i 0) =x; o0— . A.13
xi(t+8) = xi(t) + Tt 8/2) (A.13)
3. Complete a atualizagdo das varidveis de momento no intervalo de tempo 0 /2
(148) = pilt+8/2) — (8/2)—2Y__ (A.14)

A ideia do Monte Carlo Hamiltoniano € usar a dindmica Hamiltoniana para amostrar
valores de uma distribui¢do p(x) por meio do conceito de distribui¢do candnica da mecénica
estatistica. Definimos a distribui¢do candnica para qualquer funcdo de energia E(6) sobre um

conjunto de varidveis O como
1
p(8)=_e F®, (A.15)

onde Z € uma constante de normalizacao. Como distribuicdes de probabilidade de qualquer escala
podem ser amostradas por métodos MCMC e a funcdo de energia na dindmica Hamiltoniana
¢ uma combinagdo de energias potenciais e cinéticas, i.e., E(0) = H(x,p) = U(x) + K(p),

podemos escrever as distribuicdes canodnicas da fun¢do de energia para a dinimica Hamiltoniana

como segue
p(x,p) < e 1xP)
— ¢ [UX)+K(p)]
A.16
— ¢ U . ,—K(p) ( )
o< p(x)- p(p)-
Note que x e p sdo independentes. A fun¢do da energia potencial é definida por
U(x) = —log[n(x) - £(x|D)], (A.17)

onde 7(x) é a densidade da priori e ¢(x|D) é a fungdo de verossimilhanga condicionada aos

dados D. A energia cinética é definida como

K(p) = - P
p)=) (A.18)
i=1

5

As varidveis de localizacao x sdo utilizadas para representar as varidveis de interesse e
as varidveis de momento p sdo utilizadas como varidveis auxiliares que permitem a dindmica
Hamiltoniana funcionar. Como x e p sdo independentes, podemos escolher qualquer distribuicio

para as varidveis auxiliares p. A op¢ao mais comum € utilizar a distribuicdo normal padrao.

O HMC se inicia a partir da simulacgdo de valores x(©) para a varidvel de interesse baseada
nas distribui¢des a priori. Entdo, com uma estrutura de repeti¢ao, os valores de pg sdo obtidos

por meio de varidveis auxiliares de uma distribui¢cdo normal padrdo. Para cada iteracao ¢ sdo
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consideradas como varidveis de interesse os valores de xo = x""1, onde x"~!) vem da iteracdo
t — 1. Para a iteragdo r = 1, o valor considerado € inicialmente o valor simulado X(O), isto €,
xo = x9). Entdo 0 método de leap frog é usado com os valores Xq € po para os passos L e tamanho
de passo 8, para obter os valores propostos x* e p*. Com esses valores propostos, a probabilidade

de aceitacao € calculada, sendo esse um processo andlogo ao que ocorre no MH, dado por
o = min(1,exp(—U(x*)+U(x9) — K(p*) + K(po)))- (A.19)

Um numero aleatério u € simuado de uma Uniforme(0,1) e se u < o, X* é aceito e define o
b
proximo estado da cadeia de Markov x() = x*. Caso contrario, x() = x(=1) Retorne ao inicio

da estrutura de repeticao 7 vezes.

O tamanho dos passos d e o nimero de passos L sdo pardmetros definidos pelo usudrio
do HMC. Essa tarefa € dificil uma vez que requere conhecimento especializado. A escolha errada

nos parametros pode causar problemas, como a Tabela 34 mostra.

Tabela 34 — Possiveis problemas causados pela escolha errada dos parametros do HMC

Parametros excessivamente pequeno excessivamente grande
o poder computacional desperdicado (passos pequenos)  simulacio ndo acurada e alta taxa de rejeicdo
L comportamento de passeio aleatdrio e mistura lenta trajetérias refazem seus passos
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APENDICE

B

CODIGO EM STAN PARA ESTIMACAO DO

MODELO DINA

O codigo em STAN para a estimacao do modelo DINA € apresentado a seguir

data {
int<lower=1> N;
int<lower=1> J;
int<lower=1> K;
C;

int<lower=1>

int<lower=0, upper=1> Y sim[N, J];

int<lower=0, upper=1> Q[J, KI;

int<lower=0, upper=1> As[C, K];

}

transformed dataf{

vector [C] delta;

delta = rep_vector (1, C);

}

parameters {
simplex[C] pi;
simplex[3] OmegalJ];

}

transformed parameters {
vector<lower=0, upper=1>[]]
vector<lower=0, upper=1>[J]
vector<lower=0, upper=1>[J]

vector<lower=0, upper=1>[]]

prob[C];
etalC];
g,

S;
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vector[C] 1p[N];
g = to_vector(Omegal, 1]);
s = to_vector(Omegal, 2]);
for (c in 1:C) {

for (j in 1:J) {
etalc, jl = 1;
for (k in 1:K)

etalc, j] = etalc, jl * Aslc, k] ~ Q[j, kJ;

problc, jl = (1-s[jl)"etalc, jI*(gljl)~(1-etalc, j1);

}
for (i in 1:N) {
for (¢ in 1:C) {
1pli, c] = log(pilcl);
for (j in 1:J)
1pli, c] = 1pl[i, c] + bernoulli log(Y_sim[i, jl, problc, jl);

}
model {
for (j in 1:J) {
Omegalj, 1] ~ beta(l, 1);
Omegalj, 2] ~ beta(l, 1);
}
pi ~ dirichlet(delta);
for (i in 1:N)
target+=(log_sum_exp(lp[i, 1:C]));
}
generated quantities {
int<lower=1, upper=C> alpha_star[N];
vector<lower=0, upper=1>[J] u;
for (i in 1:N)
alpha_star[i] = categorical_rng(softmax(1lp([i]));

u = 1-s;
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APENDICE

ESQUEMA MCMC PARA O MODELO
C-DINA

O esquema MCMC utilizado para retirar amostras da posteriori conjunta (3.15) € um
esquema de Gibbs sampling com slice sampling para os parametros A;s. Para o uso do Gibbs
sampling, derivamos as distribui¢cdes condicionais completas para o modelo C-DINA, que podem

ser vistas a seguir.

C.1 Parametros dos individuos

* Para cada parametro dos itens @;, a distribuicdo condicional completa dado £, & e os
dados y € uma distribui¢do categdrica com probabilidade de pertenga a cada categoria ¢

sendo T, i.e.,

C

ple; | Q,m,y,) = [ 70 *=*, (C.1)
c=1
ﬂcpo'i | o= aC,Q)

E:l ﬂcp()’i ’ a; = acag)7

with ﬁic =
onde p(y; | &; = €., Q) é definido na Equacao (3.4).

* Dado a, a distribui¢do condicional completa do pardmetro dos individuos & ¢ dada por
Dirichlet(N + &), isto é

C ~
p(m|@) o [ mheto (C2)
c=1

~ —_— —_—
comN = (Nl,...,Nc) = (va:l ll(ai = al),...,zﬁil ll(ai = ac)>.
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C.2 Parametros dos ltens

Para cada pardmetro dos itens Q; = (ijo, Aj, Tjo, Tj1)" e hiperpardmetro 7, também ¢é

possivel avaliar a distribuicdo condicional completa.

* Dadoy, @, 7y, Aj, Tjo, Tj1, a distribui¢do condicional completa para 1 o é uma distribuicdo
Gaussiana, i.e.,
[1jo | ¥, €, Ty, Aj, Tjo, Tj1] ~ Normal B 1 (C.3)
JO 1Y & g, 24js 1jos 4 24, A; .

onde Aj=(N—YXN | 10:;)Tjo/2+ XN MijTj1 /2+ Ty /2 e Bj= (N =X i) Tjo x log(yij) +
YV niti (log(vij — A))).

* Dado que 1o € conhecido, a distribui¢do condicional completa para 7, € uma distribui¢io

Gama, a qual é dada por

J
[T | jo] ~ Gama (J/2 + gy Y M30/2+ du0> (C4)
j=1

 Assumindo y, @, ljo e T;; conhecidos, a distribuicdo condicional completa de A; ndo

possui forma fechada, mas € proporcional a

a;— W, 2
p(Aj |y, @, 1jo,Tj1) o< A;* Yexp [—sz <M-ﬁ) ] (C.5)
j

N

onde T] = Zn,fc]l/Z and WJ = 2T] [10g<ylj) _IJ“]O] _bl
i=1

e Dadoy, @ e U, a distribui¢do condicional completa de 7jy € uma distribui¢do Gama, i.e.,

N YooY log(yi) — o)
[Tjo|y,a,ujo}NGam“‘(E_Z%JFCo,Z(I—mj)( g(y])z b) +d0) (C.6)

i=1 i=1

* A distribui¢do condicional completa de 7;; dado y, @&, A; e i ;o também é uma Gama, a

qual é

N N

i log(vii) — Wio— A; 2
[le |y,a,ujo,)Lj} ~ Gama (Z%-}-Cl,znlj( g(yj) 2“.10 j) +d1> (C.7)
i=1 i=1

Para implementar o Gibbs sampling, comeg¢amos em (C.1), com valores iniciais para T,
Kjos, Ajs, Tjos e Tj1s, percorrendo até (C.7) até que haja convergéncia. Note que no Passo (C.5)

serd utilizado o slice sampling para amostrar A; de sua distribuicdo condicional completa.
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APENDICE

CODIGO EM JAGS PARA ESTIMACAO DO
MODELO C-DINA

O cd6digo JAGS para o modelo C-DINA se encontra a seguir

model{

for (i in 1:N) A{

for (j in 1:J) {
for (k in 1:K) {w[i, j, k] <- pow(alphali, k], Q[j, k1)%}
etali, j] <- prod(w[i, j, 1:KI])
uli, jl <- ifelse(etali,jl==1, uO[jl+lambdalj]l, uO[jl)
sigma2[i, j] <- ifelse(etali,jl==1, sigma21[j], sigma20[j]l)
tauli, jl <- 1/sigma2[i, j]

#verossimilhanga
Y[i, jl] ~ dlnorm(uli,jl, tauli,jl)
}

#prioris para parémetros de individuo

for (k in 1:K) {alphali, k] <- all.patterns([c[i], k]}
c[i] ~ dcat(pail1:C])}

pail1:C] ~ ddirch(delta[1:C])

#prioris para parédmetros de item
taumu0 ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma2mu0 <- 1/taumu0
for (j in 1:J) {

u0[j] ~ dnorm(0, taumuO)
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tau0[j] ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma20[j] <- 1/tau0[j]
lambda[j] ~ dgamma(0.01, 0.01)
taul[j] ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma21[j] <- 1/taullj]

ull[j] <- uw0[j] + lambdal[jl

+}
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CODIGO EM JAGS PARA ESTIMACAO DO
MODELO B-DINA

O cbdigo em JAGS para a estimagdo do modelo B-DINA, seguindo as prioris estipuladas,

¢ apresentado a seguir

modelq{

for (i in 1:N) {

for (j in 1:3) {
for (k in 1:K) {wli, j, k] <- pow(alphali, k], Q[j, kI)}
etali, j] <- prod(wli, j, 1:KI)
uli, jl <- ifelse(etali,jl==1, ulljl, u0[j1)
phif[i, j] <- ifelse(etali,jl==1, phill[j], phiO[j])
pli,jl <= uli,jl*phif[i,j]
qli,jl <= (1-uli,jl)*phif[i,j]

#Likelihood
Y[i,jl ~ dbeta(pli, j1, qli, jI)
}

#Prioris para parémetros de individuo

for (k in 1:K) {alphali, k] <- all.patterns[c[i], kl}
cli] ~ dcat(pail1:C]1)}

pai[1:C] ~ ddirch(delta[1:C])

#Priors para paré@metros de item
for (i in 1:2){
for (j in 1:J) {
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muaux [i,j] ~ dbeta(l, 1)
}

for (j in 1:1){
mu[1:2,j] <- sort(muaux[1:2,j])
ul[j] <- mul2,j]
u0[j] <- mul1,j]
phiO[j] ~ dgamma(0.01,0.01)
phi1[j] ~ dgamma(0.01,0.01)
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CODIGO EM STAN PARA REGRESSAO
MISTA UTILIZANDO A DISTRIBUICAO LG

O cddigo para os modelos M4 sob distribuicdo LG sdo dados a seguir. Ao utilizar o

cddigo, os hiperparametros para as prioris precisam ser especificados, bem como o valor do

quantil g de interesse. Para a distribuicdo CLG, basta uma alteracido na Log-Verossimilhanca

data {
int<lower=0> n; // nimero de observagdes
int<lower=0> M; // nimero de grupos
real<lower=0,upper=1> y[nl; // variavel resposta
real x1[n]; // covariavel
real x2[n]; // covariavel
int<lower=0> id[n]; // id para o efeito aleatdrio
real<lower=0,upper=1> q; // quantil
+
parameters {
real deltaO;
real deltail;
real delta2;
real betal;
real betal;
real beta2;
real<lower=0> sigmaZ2b;
real<lower=0> sigma2d;
real bib[M];
real bid[M];
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}

transformed parameters {
real<lower=0> sigmab;
real<lower=0> sigmad;
sigmab = sqrt(sigma2b);
sigmad = sqrt(sigma2d);

}

model {
real kappaln];
real phi[n];
real al[n];
real b[n];
for(j in 1:M){
bib[j] ~ normal(0,sigmab);
bid[j] ~ normal(0,sigmad);

beta0 ~ normal(0, 100);
betal ~ normal(0, 100);
beta2 ~ normal(0, 100);
delta0 ~ normal(0, 100);
deltal ~ normal(0, 100);
delta2 ~ normal(0, 100);
sigma2b ~ inv_gamma(0.01, 0.01);
sigma2d ~ inv_gamma(0.01, 0.01);
for(i in 1:n){
ali] = -delta0 - deltal * x1[i] - delta2*x2[i] - bid[id[i]];
kappali]l = inv_logit(betalO + betal * x1[i] + beta2 * x2[i] + bib[id[i]]);
b[i] = (alil*log(q))/(1-pow(kappalil,-alil));
target+= (log(b[i]l)+(-al[il-1)*log(y[i]1)-(b[i]/al[i])*(pow(y[i],-alil)-1));
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