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Resumo

Neste trabalho, estudamos os resultados recentes sobre a existéncia global de solugao para
a equagao dispersiva integravel de Hunter—Saxton em dominio periédico, obtidos em [52]:
Primeiramente, a boa colocagao local do problema de Cauchy da equagao em H*(S), s > 2,
aplicando o método de Kato [31]. Entao, com base em uma propriedade de preservagao de
sinal, obtém-se um resultado de existéncia global para a equacao em H*(S), s > 3. Além
disso, o resultado obtido ¢ estendido a algumas equagoes diferenciais parciais nao lineares

periddicas de segunda ordem da forma geral.

Palavras-chave: A equagao dispersiva peridédica de Hunter-Saxton. Boa colocagao local.

O método de Kato. Existéncia global.



Abstract

In this master’s thesis, we study the recent results about global existence for the integrable
dispersive Hunter—Saxton equation in a periodic domain obtained in [52]: Firstly, the
local well-posedness of the Cauchy problem of the equation is established in H*(S), s > 2,
by applying the Kato method [31]. Then, based on a sign-preserve property, a global
existence result is obtained for the equation in H*(S), s > 3. Moreover, the obtained result
is extended to some periodic nonlinear partial differential equations of second order of the

general form.

Keywords: The periodic dispersive Hunter—Saxton equation, Local well-posedness, The

Kato method, Global existence.
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1 Introducao

Baseados em nossa experiéncia com equagoes diferenciais e pensando nos resultados

que vamos descrever neste trabalho, formulamos as questoes fundamentais que surgem no

estudo do problema de Cauchy

Owu(t) = F(t,u(t)) € X
u0)=¢ €Y,

(1.1)

em que X e Y sdo espacos de Banach, Ty € (0,00) e F': [0,Tp] x Y — X é uma

funcao continua.

Q-1

Existem 7" € (0, 75| e uma funcao u € C([0,7];Y) de tal maneira que u(0) = ¢ ¢ a

equacao diferencial é valida no sentido de que

lim u(t + h) —u(t)

h—0

— F(t,u(t))

=0, (1.2)

em que as derivadas em ¢t = 0 e t = T sao calculadas pela direita e pela esquerda,

respectivamente;
O problema (1.1) tem no maximo uma solu¢ao em C([0,77;Y), para algum T

A fungao ¢ — u é continua. Mais precisamente, se u € C([0;7%],Y) ¢é a solucdo
do problema com valor inicial ¢ € Y, seja ¢, € Y, n € N tal que ¢, X, o e
u, € C([0;T,],Y) s@o as solugdes correspondentes. Seja T € (0,7*), entdo as
solugoes podem ser estendidas ao intervalo [0, 7] para todo n suficientemente grande

e

lim sup ||u,(t) — u(t =0. 1.3
Jim s (1) = 0 (13)

O estudo das questoes anteriores serd chamado de problema bésico para (1.1). Caso

as respostas as questoes anteriores sejam afirmativas, serd denominado que o problema de

Cauchy (1.1) tem uma boa colocagao local. Se alguma dessas condigoes nao for atendida,

dizemos que o problema tem uma ma colocacao local.

Se F(t,-) estd definida em [0, +00) e (Q-1), (Q-2) e (Q-3) sdo validas em [0, T] para

todo T' > 0 diremos que (1.1) é globalmente bem colocado ou globalmente bem posto.
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Neste trabalho, consideramos o problema periédico de Cauchy da seguinte equacao

dispersiva integravel de Hunter — Saxton [27],

Ugt = U+ AUy + U2,
u(t, x)|i=o = uo(x), (1.4)
u(t,z + 1) = u(t, x).

Recentemente, Hone, Novikov e Wang em [27] apresentaram uma classificacao de

equagoes diferenciais parciais nao lineares de segunda ordem da forma geral

Uy = U+ Cou? + LUty + Cotlllye + et + dou® + dyuuy + dytug, + dsuu?, (1.5)

Sabe-se que a forma acima (1.5) contém muitas equagoes interessantes, especial-

mente algumas valiosas que sdo integraveis.

O primeiro membro integravel célebre da forma (1.5) é a conhecida equagao de
pulso curto (ver [47]), no caso em que ¢; = 0 para j =0,1,2,3 e dy = dy = 0,d3 = 2d5 ou

mais simplificado

Ugy = U+ (1) g (1.6)

A equagao de pulso curto é deduzida por Schéfer e Wayne em [47] como solugoes
aproximadas das equagoes de Maxwell que descrevem a propagacao de pulsos Opticos ultra

curtos em meios nao lineares.

A boa colocagao local de (1.6) em H?*(R) foi comprovada por Schifer e Wayne (ver
[47]). Mais tarde, usando algumas quantidades conservadas, Pelinovsky e Sakovich em [42]
estenderam a solugao local para uma solugao global. Os fendmenos de explosao tanto na
reta quanto em um dominio periddico foram investigados por Liu, Pelinovsky e Sakovich

em [39], pelo método de caracteristicas e quantidades conservadas.

O segundo membro integravel importante de (1.5) é a equagao de Ostrovsky Hunter
(ver [2]):

Uy = U+ (U)o (1.7)

Essa equacao é conhecida sob nomes diferentes, como a equagao de Vakhnenko (ver
[40]), equagao de ondas curtas (ver [28]), equagdes reduzidas de Ostrovsky (ver [43]), que
modela pequenas ondas de amplitude longa em fluidos rotativos de profundidade finita,

sob a hipodtese de nao-alta dispersao de frequéncia.
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A existéncia local de solugoes da equagao de Ostrovsky Hunter em H*(R), s > % foi
comprovada em [48]. Porém, para dados iniciais suficientemente ingremes ug € C*'(R), as
solugoes locais quebram (ver [3, 38]) em um tempo finito, no sentido padrao de quebra de
ondas em tempo finito que ocorre na equacao inviscida de Burgers u; + uu, = 0. Usando
uma nova transformacao da equacao reduzida de Ostrovsky na equacao integravel Tzitzéica,
Grimshaw e Pelinovsky em [26] provaram a existéncia global de solu¢oes de pequenas

normas em H?(R).

O terceiro membro integravel famoso para (1.5) é a seguinte equagao de Hunter —
Saxton (HS):

1
(U + uy)y = iui, (1.8)

que foi deduzida por Hunter e Saxton em [29] como um modelo assintético de cristais
liquidos. A equacao do HS é completamente integravel (ver [1, 30]) e possui uma estrutura
bi-hamiltoniana como se explica em [29, 41]. O fenémeno da explosdo e a existéncia global
da equagao de Hunter — Saxton foram estudados em [4, 51]. Solugoes dissipativas globais

foram investigadas em [37].

A equagao de Hunter-Saxton (1.8) também surge em um contexto fisico diferente,
como o limite de alta frequéncia (ver [21, 30]) da equagdo de Camassa-Holm (CH). A
equagao CH tem uma estrutura bi-hamiltoniana (ver [12, 24]) e é completamente integravel
(ver [8, 17]) e possui solucdes de pico da forma ce™*~| com ¢ > 0, que sdo orbitalmente
estaveis (ver [20]). Vale ressaltar que os picos sdo sugeridos pela forma de onda de Stokes
de maior altura (ver [10, 11, 15, 16, 49]). A boa colocacao local e a méa colocagao local,
a existéncia global e os fendmenos de explosdo da equacgao CH foram estudados em
9, 13, 14, 18, 22, 25, 36, 45]. Solugdes fracas globais, solugdes conservadoras e dissipativas
globais foram estudadas em [5, 6, 19, 50].

No entanto, até recentemente, o problema de Cauchy da equagao (1.4) nao havia
sido estudado. No trabalho, estudamos os resultados obtidos em [52], a saber, a boa
colocacao local de (1.4) em H*(S), s > 2, via método de Kato, e um critério preciso de
explosao. Obtém-se, também, uma propriedade de preservacao de sinal pela transformacao
reciproca e deduz-se um limite superior para |u,|. Finalmente, obtém-se a existéncia global
de solugao para a equagao original (1.4) e estende-se o resultado obtido a algumas equagoes

diferenciais parciais nao lineares periddicas de segunda ordem da forma geral.
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2 Preliminares matematicas

Neste capitulo vamos introduzir alguns termos e teoremas necessarios para poder
entrar no contexto que é de nosso interesse, e desenvolver algumas ferramentas tteis para
nosso objetivo. Faremos as provas apenas dos resultados que achamos necessarios e que nao

escapam dos objetivos deste trabalho, mas deixaremos referéncias para o leitor interessado.

2.1 Espacos de Banach

Vamos comecar dando uma pequena introducao aos conceitos béasicos de analise
funcional que vamos precisar. Particularmente seguiremos como referéncia [34] onde se

podem visualizar as demonstracoes dos teoremas nesta se¢ao.

Definigao 2.1. Um espago de Banach é um espago normado completo (completo com a

métrica definida pela norma).

Exemplo 2.2 (Espagos LP). Seja (2, M, ) um espago mensurdvel, isto é, ) é um conjunto

e

i). M é uma o-dlgebra em $Q, isto €, M € uma cole¢io de subconjuntos de ) tal que:

a) 0 e M,
b) Ac M= A°e M,
c) U, A, € M sempre que A, € M Vn,

ii). pu € mensurdvel, isto é, u: M — [0,00] satisfaz

a) u(@) =0,
b) p(Us, Ay) =500 1(Ay) sempre que (Ay) € uma familia enumerdvel disjunta

de elementos de M. Os elementos de M sao chamados conjuntos mensurdvess.

iit). Q2 € o-finito, isto é, existe uma familia enumerdvel (Q,) em M tal que Q = U2, 2,
e 1(€2,) < oo Vn.

Denote por L*() o espago das classes de fungoes integraveis de Q com valores em

R com a norma

| f1]ze Z/Qlf(x)|dx.

Como de costume, duas fungoes em L' se identificam se sdo idénticas q.t.p. (quase

em todo ponto x).
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Agora para p € R com 1 < p < 0o; se define o espago

LP(Q) ={f:Q =R, f é mensurdvel e |f|’ € L'(Q)}

Com a norma definida por

1l = ( [ r@paz)’

Por outro lado, definimos o espago

L>®(Q) ={f:Q—R; f é mensurdvel e AC constante tal que |f(z)| < C q.t.p. em Q}

Com a norma definida por

| fllLe = inf{C;|f(x)| < C gq.t.p. em Q}

Os espacos LP com 1 < p < oo sao espagos de Banach.

No caso de espagos vetoriais e, em particular, espacos normados, uma aplicacao é

chamada de operador.

Definicao 2.3. Um operador linear T' é um operador tal que

(i) O dominio D(T) de T é um espago vetorial e a imagem R(T) reside em um espago

vetorial sobre o mesmo campo.

(ii) Para todo x,y € D(T') e escalares c,

Tx+y) =Tz +Ty
T(azx) = aTx.

Observe a notagao; escrevemos Tx em vez de T'(x); esta simplificacdo é padrao na

andlise funcional.

Exemplo 2.4 (Diferenciagao). Seja X o espago vetorial de todos os polindmios em [a, b].

Podemos definir um operador linear T em X definindo por
Tx(t) = 2'(t)

para qualquer x € X, onde a prima denota diferenciagcdo em relacao a t. Este operador T

mapeia X sobre si mesmo.
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Exemplo 2.5 (Integragao). Um operador linear T' de Cla,b] em si mesmo pode ser definido

por

Tx(t) = /:l’(T)dT t € [a,bl.

Definigao 2.6. Seja X e Y espagos normados e T : D(T) — Y um operador linear, onde
D(T) C X. O operador T é dito ser limitado se existe um numero real ¢ tal que para todo
x e D(T),

ITe] < clle])

Na desigualdade acima a norma a esquerda é em Y, e a norma a direita é em X.
Para simplificar, denotamos ambas as normas pelo mesmo simbolo || - ||, sem perigo de

confusio.

Definicao 2.7. Seja T um operador linear limitado. A norma de o operador T € definida

por
T
I7) = sup V2L
zeD(T) HilfH
x#0

Sua formula alternativa é
IT|| = sup T
zeD(T)
llzl|=1

Teorema 2.8. Se um espaco normado X tiver dimensdo finita, todos os operadores lineares

em X serdo limitados.

Teorema 2.9. Seja T : D(T) — Y wum operador linear, onde D(T) C X e X, Y sdo

espagos normados. Entao:

(a) T é continuo se, somente se T ¢é limitado.

(b) Se T é continuo em um unico ponto, ele é continuo.

Demonstragio. (a) Para T = 0 a afirmagao é trivial. Seja T" # 0, entao ||T]| # 0.
Assumimos que 7' é limitado e consideramos qualquer zy € D(T'). Seja qualquer € > 0

dado. Entao como 7' é linear, para qualquer z € D(T) tal que
|z = ol <6,

onde
€

5=,
I

obtemos
[Tz — Txo|| = |T(z — zo)|| < [|T[/lz — 2ol < [|T]|0 =€
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Como xy € D(T) é arbitrario, T é continuo.

Por outro lado, suponha que T é continuo em um arbitrario o € D(T). Entao,

dado qualquer € > 0, existe um 0 > 0 tal que

Tz — Txo|| < e para todo z € D(T) satisfazendo ||z — xo|| < 9. (2.1)
Agora tomamos qualquer y # 0 em D(T) e definimos

Y
T =20+ Y-
Iyl

Assim, ||z — zo|| = J, para que possamos usar (2.1). Como 7" é linear, temos

) )
Tx —Txy|| = ||T(x —z0)|| = ||T y)”z Ty
! oll = IT(@ = 20)] H (Hyl! ol

e (2.1) implica que

)
Tl Tyl < e
[yl
Por tanto,
€
1Tyl < <llyll.

Isso pode ser escrito || Ty|| < c[|y||, onde ¢ = .

(b) A continuidade de 7' num ponto implica que T é limitado pela segunda parte

da prova de (a), que por sua vez implica continuidade de 7" por (a).

Corolario 2.10. Seja T um operador linear limitado. Entao:

(a) x, — x (onde x,,x € D(T)) implica que Tz, — Tx.

(b) O espago nulo de T é fechado.

A seguinte formula é muito usada ao longo de este trabalho:
N < Tl 17 < (17",

valido para operadores lineares limitados 75 : X — Y, T} :Y — ZeT : X — X, onde X,

Y e Z sao espagos normados.
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Teorema 2.11. Seja T : D(T) — Y um operador linear limitado, onde D(T) reside em

um espaco normado X eY € um espaco de Banach. Entdo T tem uma extensdo

onde T ¢é um operador linear limitado com a norma
1T} = {177

Definicao 2.12. Um funcional linear f é um operador linear com dominio em um espaco

vetorial X e a imagem em um campo escalar K de X;
f:D(T) =K,
onde K=R se X € real e K =C se X ¢ complexo.

Observagao 2.13. Se X ¢é um espaco normado, um funcional linear limitado f é um

operador linear limitado. entdo existe ¢ € R tal que

|f(2)] < ¢z
além disso, a norma de f €
flx
171 = sup TN o 5,
zen(s) Izl zen(p)

2£0 /=1
e cumpre que

@) < L]

Denotemos por L(X,Y') o espago vetorial de todos os operadores lineares continuos
ou limitados de um espac¢o normado X num espago normado Y, isto ¢, cada operador em
L(X,Y) é definido em todo X e sua imagem esta contida em Y. Denotemos também o
espago L(X, X) por L(X).

Teorema 2.14 (Espago L(X,Y)). O espago vetorial L(X,Y") de todos os operadores lineares
limitados de um espagco normado X para um espaco normado Y € um espaco normado

com norma definida por

Tx
|T']| = sup [T sup [Tzl
zeX ”33H zeX
o£0 lizfl=1

Teorema 2.15. Se'Y é um espaco de Banach, estio L(X,Y) é um espago de Banach.
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Definicao 2.16. Seja X um espaco normado. Entao, o conjunto de todos os funcionais

lineares limitados em X constitui um espaco normado com a norma definida por

|/ ()]

Il = sup === = sup |f(z)],
zeX H$H rzeX
270 liz[=1

que € chamado espaco dual de X e é denotado por X'.

Observacgao 2.17. Como um funcional linear em X mapeia X em R ou C (ou campo
escalar de X ), e como R ou C, tomando a métrica usual, é completo, vemos que X' é
L(X,Y) com o espago Y = R ou C. Portanto, pelo Teorema 2.15 X' é um espago de

Banach.

2.2 Teoremas de Hahn-Banach

Nesta secdo enunciaremos os teoremas de Hahn-Banach, tanto sua forma analitica
como as formas geométricas, e demonstraremos um corolario importante o qual nos

proporciona um critério de densidade.

As demonstragoes dos teoremas apresentados nesta secao podem ser encontradas

em [7].

Teorema 2.18 (Hahn-Banach, Forma analitica). Sejam E um espago vetorial real e

p: E — R uma aplicagcdo que verifica
1) p(Ax)=Ap(x) VYexeE e YA>0,
2) plx+y) <p(x)+ply) Vo,ye k.

Sejam também G C E um subespago vetorial e g : G — R uma aplicacao linear tal que
3) g(x) <plx) Vred.

Entao existe um funcional linear f definido sob E que estende a g, isto é

glx) = f(z) VeeG

e tal que

f(x) < p(z) Vee k.

Quando f € E' e z € E se denotara geralmente (f,z) em lugar de f(z); é dito que

(+,+) é o produto escalar na dualidade F’, E.
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Corolario 2.19. Seja E espaco vetorial normado real. Seja G um subespaco vetorial de

E, e seja g : G — R uma aplicacao linear e continua de norma

lgllcr = sup |g(=)].
G

xre
lzll=1

Entao existe f € E que estende a g e tal que

11l = llgller

Corolario 2.20. Seja E espago vetorial normado real. Para todo xg € E existe fo € E'

tal que

Lfoll = llzoll e (fo z0) = [lolf?
Corolario 2.21. Seja E espago vetorial normado real. Para todo x € E se tem que
2]l = sup [(f,z)| = max [(f, z)|.
/ feE

€E
||J}H:1 IflI=1

Definigao 2.22. Um hiperplano é um conjunto da forma
H = {z € E; f(z) = a},

onde f € um funcional linear sobre o espaco vetorial normado real E, ndo identicamente

nulo e a € R. Se diz que H é o hiperplano da equagaio [f = af.

Proposicao 2.23. O hiperplano da equacio [f = «] é fechado se e somente se [ é

continuo.

Definicdo 2.24. Sejam A C E ¢ B C E com E espaco vetorial normado real. E dito que

o hiperplano H da equagio [f = ] separa A e B no sentido amplo se

flz)<a VzeA e f(r)>a VreB.

E dito que H separa A e B no sentido estrito se existe € > 0 tal que

flz)<a—e YxeA e f(zx)>a+e VreB.

Teorema 2.25 (Hahn-Banach, primeira forma geométrica). Seja E espago vetorial nor-
mado real e sejam A C E e B C E conjuntos convexos, ndo vazios e disjuntos. Suponha

A aberto. Entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido amplo.
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Teorema 2.26 (Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Seja E espaco vetorial nor-
mado real e sejam A C E e B C E conjuntos convexos, ndo vazios e disjuntos. Suponha
que A € aberto e B é compacto. Entdo existe um hiperplano fechado que separa A e B no

sentido estrito.

Corolario 2.27. Sejam E um espaco vetorial normado real e F' C E um subespago vetorial
tal que F # E. Entdo existe f € E', f # 0 tal que

(f,z)=0 VzePF.

Demonstracio. Seja xo € E tal que zo ¢ F. Se aplica o Teorema 2.26 com A = F e
B = {z¢}. Entao existe f € E', f # 0 tal que o hiperplano da equagdo [f = «] separa em

sentido estrito F e {z}. Assim, temos que

(fiz) <a<(f,xg) VrelF.

Portanto, (f,z) =0 Vz € F, pois A\(f,x) < « para todo A € R.
|

Observacao 2.28. Frequentemente o Corolario 2.27 € aplicado para demonstrar que um
subespaco F' C E € denso. Se considera um funcional linear e continuo f sob E tal que

f=0sob I e se prova que f =0 sob E.

2.3 Teorema do grafico fechado

Devemos os resultados enunciados nesta secao a Banach, as demonstracoes podem

ser encontradas em [7].

Teorema 2.29 (Teorema da aplicagdo aberta). Sejam E e F dois espagos de Banach e
seja T um operador linear continuo e sobrejetor de E sobre F'. Entao existe uma constante
c >0 tal que

T (Bgr(0,1)) D Br(0,c).

Corolario 2.30. Sejam E e F dois espacos de Banach e seja T um operador linear

continuo e sobrejetor de E sobre F. Entdo T é continuo de F em E.

Lema 2.31. Seja E um espago vetorial dotado de duas normas || - |1 e || - ||2- Suponha
que E dotado de cada uma destas normas é um espaco de Banach. Suponha também que

existe uma constante C' > 0 tal que

[zl < Cllzlly Ve € E.
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Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

[zl < cllells Vo e E.
Isto ¢, as duas normas sao equivalentes.

Demonstragio. Basta aplicar o Corolario 2.30 com E = (E,||-|1), F' = (E,||-||2) e T = Id
(operador identidade).

Teorema 2.32 (Teorema do grafico fechado). Sejam E e F' dois espagos de Banach. Seja
T um operador linear de E em F. Suponha que o grifico de T, G(T), é fechado em E X F.

Entao T € continuo.

Demonstragcio. Vamos a aplicar o Lema 2.31. Considere em E as normas

[zl = llzlle +1Tzllr e [zl =z]e-

Como G(T') é fechado, £ dotado da norma || - [|; é um espaco de Banach. Por outro
lado, ||z||2 < ||z||1 para todo x € E. Pelo Lema 2.31 estas duas normas sao equivalentes,

assim existe uma constante ¢ > 0 tal que

[zlly < cl|z|2,
isto é,
|Tz[|F < cllz||p-

Portanto T" é continuo.

2.4 Reflexividade: O espaco bidual

Nesta secao vamos definir o que é um espaco reflexivo e apresentar alguns resultados

sobre eles. Particularmente seguiremos como referencia [7].

Seja E' um espaco vetorial normado, seja £’ seu dual dotado da norma dual

LfIl = sup |(f,2)]
el

flzf|=1
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e seja B seu bidual, isto é, o dual de £’ dotado da norma

1€l = sup [(&, f)I-
feE’
!

Temos uma inje¢ao candnica J : F — E’ definida da seguinte forma: seja z € F
fixo, a aplicagao f — (f,z) de E' em K é um funcional linear continuo sobre E’ isto é,

um elemento de E” e assim Jx é definido por

(J%,f)EQE ::(f,x)EQE Y E‘En Vf)E £

Claramente J é linear e J é uma isometria, isto é, ||Jz||g» = ||z|| g para todo x € FE;

de fato, pelo Coroléario 2.21 temos que

[Jz|| = sup |(Jz, f)| = sup |(f,z)| = =]
fEE’ feE’
[IflI=1 [IflI=1

Como consequéncia imediata temos que J ¢ injetor e portanto um isomorfismo

isométrico sobre sua imagem.

Definigao 2.33. Seja E um espago de Banach e J : E — E" a injecio canonica de E em
E". Diremos que E é reflezivo se J(E) = E".

Proposicao 2.34. Seja E um espago de Banach reflexivo e seja M C E um subespago

vetorial fechado. Entao M dotado da norma induzida por E € reflexivo.

Corolario 2.35. Seja E um espago de Banach. Entao E € reflexivo se, e somente se E' é

reflexivo.
Definicao 2.36. Um espaco vetorial normado E é dito uniformemente convexo se, para
todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
T+
ry€Elal S LIyl <1 e flo—yl>e= |[*TY) <1-8
Teorema 2.37. Todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.

Definigao 2.38. Seja 1 < p < 0o. O expoente conjugado de p que denotamos por p' € um

numero real que cumpre que
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Teorema 2.39 (Desigualdade de Hélder). Sejam f € LP e g € L com 1 < p < co. Entdo
f-gelle

[ 189l <11l o

Exemplo 2.40 (Espago LP). O espago LP, com 1 < p < oo € reflexivo. A demonstragio é

realizada em trés etapas.

Etapa 1 (Desigualdade de Clarkson) Seja 2 < p < oo, entao

p

Uflze + llglize)  Vfrg € L7,

f+ql’
2

‘ 1
Lr 2

’f—g

Demonstracao. E suficiente demonstrar que

a—bl?
2

a+blf

5 (la® + |b]P) Va,b e R.

1
2

Temos que

PP < (oﬂ+ﬁ2)g Yo, 3 > 0.

ya
2

(reduza ao caso 8 = 1 e observar que a fungao (x? + 1)? — 2P — 1 é crescente sobre

3 0 5= |2

P
p< 2+a—b22_ a2+62 <1 +1bp
- 2 2 2 25 2
(esta ultima desigualdade é resultado da convexidade da funcdo = — |z|% por ser
p>2).

e obtemos que

[0,00[ ). Tome o =

a—>b
2

a+ bl
2

a+b
2

|
Etapa 2 L? € reflexivo para 2 < p < o0.

Demonstracao. Seja 2 < p < oo e seja € > 0 fixo. Suponha

HfHLp S 17 HgHLP S 1 e Hf —gHLp > €.

Da desigualdade de Clarkson se deduz que

Hf+g g
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o que implica que

<1-9,

Hf+g
2 ||,

1
comd=1-— (1 — (%)p) P, LP é uniformemente convexo e pelo Teorema 2.37, LP é

reflexivo.

Etapa 3 L? ¢ reflexivo para 1 < p < 2.

Demonstragio. Seja 1 < p < 2. Considere o operador T : LP — (L*") definido da

seguinte forma:

Seja u € LP fixo; a aplicacdo f € L” +— [uf é um funcional linear e continuo sobre

L¥ . denotada por Tu, de forma que

(Tu,f):/uf VfelL”.

Se tem pela desigualdade de Holder

(T, )] < Nlull ol f1] o

e entao

||Tu||([,p’)/ < lul|z».

Por outro lado, vamos colocar

fol@) = [u(@)"*u(z)  (folz) =0 se u(x)=0).

Se tem fo € LY, || foll pw = lullfs" e (Tu, fo) = |[ullf,. E entdo
(Tu7f0)
[Tull oy = TRl [llze-
Assim, obtemos que || T'u[ = [[u|z». Como resultado temos que 7" ¢ uma isometria

de LP sobre um subespaco fechado (por ser LP completo) de (L?'). Mas L' é reflexivo
pela Etapa 2, e assim pelo Corolario 2.35 (L?')’ é reflexivo. segue-se da Proposicio

2.34 que T'(LP) é reflexivo, e portanto também LP.
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2.5 O operador adjunto

Um operador linear em um espago de Banach pode possuir um operador adjunto.
Essa relacao é a generalizagdo, para qualquer dimensao, do conceito da matriz transposta

conjugada. A referéncia usada serd [7].

Definicdo 2.41. Sejam E e F dois espacos de Banach. E chamado de operador linear
ilimitado de E em F a toda aplicagcao linear A : D(A) C E — F definida sobre um

subespago vetorial D(A) C E com valores em F.
Observagao 2.42. Pode acontecer que um operador ilimitado seja limitado.

Definicdo 2.43. Sejam E e F espacos de Banach. E dito que um operador A : D(A) C
E — F € fechado se G(A) (o grdfico de A) € fechado em E x F.

Observagao 2.44. Se A ¢ fechado, entio N(A) (o nicleo de A) é fechado.

Na prdtica, a maioria dos operadores ilimitados sao fechados e com dominio D(A)

denso em E.

Defini¢ao 2.45 (Adjunto). Sejam E e F espagos de Banach e seja A: D(A) C E — F
um operador ilimitado com dominio denso. Vamos definir um operador ilimitado A* :

D(A*) C F' — E' como seque. Colocamos

D(A*) ={v € F';3c¢ >0 tal que |(v, Au)| < ¢|lu|]| Yu € D(A)}.

Claramente D(A*) é um subespago vetorial de F'. Agora se define A*v para cada

v € D(A*). Dado v € D(A*) se considera a aplicagio g : D(A) — R definida por

g(u) = (v, Au), u € D(A).

Se tem que

lg(u)| < c|ul| Vu e A.

Pelo Teorema 2.18 g pode ser estendido a uma aplicagdo linear f : E — R tal que

|f(uw)] <cllul] Yue E.

Portanto f € E’. Observe que a extensao de g € unica pois f é continua sobre E e

D(A) é denso.
Se define
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A*v = f.

Claramente A* € linear. O operador A* : D(A*) C F' — E' € chamado adjunto de

A. Assim, obtemos a sequinte relacao entre A e A*:

(U,AU)F/7F = (A*U,U)E/7E Yu € D(A), NS D(A*)

Proposicao 2.46. Seja A: D(A) C E — F um operador ilimitado com dominio denso.
Entao A* € fechado.

Corolario 2.47. Seja A : D(A) C E — F um operador ilimitado, fechado e com

D(A) = E. Entdo as sequintes afirmagoes sao validas

1) N(A) = R(A*)*-
2) N(A*) = R(A)*
3) N(A)* > R(A)

4) N(A")* = R(A).

Onde X+ denota o conjunto ortogonal de X .

2.6 Espacos de Hilbert

Uma defini¢do essencial para este trabalho é a de espago de Hilbert. A referéncia a

seguir é [7].

Seja H um espago vetorial sobre K. Um produto interno (ou produto escalar) é
uma fungao (-,-) : H x H — K tal que
e (u,v) = (v,u) para todo u,v € H.
e (au+bu',v) = a(u,v) + b(v',v) para todo u,v',v € H, a,b € K.
e (u,u) >0e (u,u) =0 se e somente se u = 0.

Segue facilmente dessas propriedades que (u, av +bv') = @(u, v) + b(u,v') para todo
u,v,v € H, a,b € K. Vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz

N
[SIE

|(u, 0)] < (u, u)

(v,v)2.



2.7. Séries de Fourier, funcoes teste periodicas e distribuicées periodicas 29

A funcdo | - | : H — R definida por |u| = (u,u)? ¢ uma norma.

Se H é um espago vetorial com produto interno vale a identidade do paralelogramo:

a—2b
2

a+b
2

2 2 1
‘ = 5(\@2 +16]*) Va,b € H.

Definicao 2.48. Um espago de Hilbert é um espago vetorial H dotado de um produto

interno tal que é completo com a norma | - |.

No que segue, H sempre denotara um espaco de Hilbert.

Exemplo 2.49. L*(Q) dotado com o produto interno

(u,v) = / u(z)v(z)dx
Q
é um espaco de Hilbert. Em particular > é um espaco de Hilbert.

Proposicao 2.50. Todo espaco de Hilbert é uniformemente convexo e portanto reflexivo.

Demonstragdo. Sejae > 0ewu,v € H tal que |u] <1, [v] <1, e|u—v| > e Pela identidade

do paralelogramo temos que

2 2
<1-°

‘u—i—v

e entao

’u+v

2\ b
5 <1—(5com5:1—<1—> > 0.

2.7 Séries de Fourier, funcdes teste periddicas e distribuicoes pe-
riddicas

A série de Fourier surgiu pela primeira vez em conexao com problemas fisicos
considerados por D. Bernoulli (corda vibrando, 1753) e J. Fourier (conducao de calor,
1822). Essas séries ajudam a representar fenémenos periddicos complicados em termos de
fungoes periédicas simples (cosseno e seno). Eles tém vérias aplicagoes fisicas em conexao

com equagoes diferenciais (vibragdes, condugao de calor, problemas potenciais, etc.).

Referéncia para a secao [46].
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Uma série trigonométrica é uma série da forma

ag + Z(ak cos kt + by sen kt). (2.2)
k=1

Uma fungao de valor real z em R é considerada periddica se houver um ntimero

positivo p (chamado de perfodo de z) tal que z(t + p) = x(t) para todo t € R.

Seja x de periodo 27 e continua. Por definicao, a série de Fourier de = é a série

trigonométrica (2.2) com coeficientes ay, e by dados pelas féormulas de Euler:

1 2w
ao /0 x(t)dt

" or

1 2m
ay = —/ x(t)coskt dt k=1,3,---, (2.3)
7 Jo

1 2m
bk:—/ xz(t) sen kt dt k=1,3,---.
7 Jo

Esses coeficientes sao chamados de coeficientes de Fourier de z.

Se a série de Fourier de = converge para cada t e tem a soma z(t), entdo escrevemos

z(t) = ao + Y _(ay cos kt + by, sen kt). (2.4)
k=1

Como x ¢é periddica de periodo 27, em (2.3) podemos substituir o intervalo de

integragao [0, 27] por qualquer outro intervalo de comprimento 27, por exemplo [—m, 7].

Também, como e** = cos(kt) + isen(kt), podemos considerar alternativamente a

série

z(t) = i cre™ (2.5)

k=—00

em que

ou ainda,

wt) = > (k)X (2.6)

para fungoes 1-periddicas, com
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1 )
(k) = / x(t)e 2 Rt dt
0
O toro 1-dimensional ou circulo de comprimento unitario S é definido por
S=R/Z,

onde a relacdo de equivaléncia sobre R é definida por: dois nimeros reais x e y sao

equivalentes se eles diferem por um niimero inteiro, isto é

x ~ 1y se e somente se x —y € Z.

Um dominio fundamental para S = R/Z é o intervalo [0, 1].

Fungoes definidas no toro S sdo fungoes definidas em R e que satisfazem f(z+m) =

f(x) Vx € R e m € Z. Tais fungdes sao ditas periddicas de periodo 1.

A periodicidade das fungoes definidas em S implicam que para toda fun¢ao mensu-

réavel z definida em S tem-se:

[ty = /01 ()t

Definicao 2.51. Seja D o conjunto de todas as funcoes C*°, x : R — R, 1-periddicas. Um

elemento u € D é chamado uma fungdo teste periodica.

Definicao 2.52. Definimos o conjunto D’ de todos os funcionais lineares continuos em

D por
D'={T:D—R; T ¢ lincar e (T,z;) =0 sempre que z; —0 em D}.
Um elemento de D' é chamado uma distribuicao periédica.

Exemplo 2.53. Fungdo como distribuicio: Se u € L*(S), defina

T.:D—=R, T,(¢):= / up dr.
Q

Entao T, € uma distribuicao periodica.

E um fato notével que existe uma nocao natural de derivada em D’. Para u € D o

requisito usual de que 0“7, deve ser igual a Tha, leva a

(0°T)(¢) =Toeul) = [ (0"u)(@)p(w) d

~(—1)! [ u(@)0e(x) dz = (~1)"T,(5°).

onde integramos repetidamente por partes.
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Definicao 2.54. Para qualquer T € D' a distribuicio 0T ¢é definida por

(0°T)() = (=1)T(9%).

A distribuicao 0T é chamada de a-ésima derivada distribucional ou derivada fraca

de T.

Observe que 0*T é um funcional linear continuo em D visto que a diferenciacao
é continua em D. Segue-se que qualquer distribuicao tem derivadas bem definidas de

qualquer ordem.

Exemplo 2.55. Como um exemplo de derivadas fracas, considere a funcao

u(z) =lz|, —-mT<z<m,

estendida como uma funcao 2mw-periodica a R. Agora, u nao € diferencidvel no

sentido cldssico mas determina uma distribuicao T, (abaizo nos escrevemos u =T, ) por

wiD R, ulp) = [ |elp(e) de.

e a distribuicdo u tem uma derivada fraca dada por

W(e) = —ule) = = [ (~0)¢'(w) do— [ wp!(e) da
= —/Oﬂgo(x) d$+/07rg0(x) dx

onde usamos integracao por partes. Portanto, u' pode ser identificado com a fung¢do

, -1, se —m<x<O,
w(x) =
1, se O0<z<m,

estendido 2m-periodicamente.

2.8 Transformada de Fourier e Espacos de Sobolev

Os espacos de Sobolev fornecem um ambiente muito natural para problemas de
valor na fronteira. Em primeiro lugar, existe uma categoria de espacos de Sobolev que sao
espacos de Hilbert; em segundo lugar, é possivel obter resultados bastante gerais sobre

a existéncia e singularidade de solugoes, usando esses espacos. Finalmente, uma terceira



2.8. Transformada de Fourier e Espacos de Sobolev 33

vantagem € que, assim como os espagos C™(€2), os espagos Sobolev fornecem um meio de

caracterizar o grau de suavidade das fungoes.

Referéncia para a segao [46].

Definigao 2.56. Para u € LY(S), definimos a transformada de Fourier de u por

(k) = /Su(x)e_%ikwdx,
para cada k € 7.
Observacao 2.57.
D(S) c LY(S).
Denotamos por F a aplicagdo que leva a funcao teste u € D na sequéncia de seus

coeficientes de Fourier (4y)gez-

Teorema 2.58. Sejam u € D(S) e a um inteiro positivo. Entio 4 € D(S) e vale a formula

(—1)"(0"u)" (k) = k~a(k),
para cada k € 7.

Definigao 2.59. Para u € D(S), definimos a transformada inversa de Fourier de u por

u(k) = /u(:c)e%ikxd:c,
S
para cada k € Z.

Teorema 2.60. Sejam u,v € D(S). Entdo valem as formulas
a(k) = a(—k), kez,
(@) =u=(a)"

Defini¢ao 2.61. (Transformada de Fourier e transformada inversa de Fourier em D')

Para T € D', definimos a transformada de Fourier de T por

A

T(u) = T(4), ueD,

e a transformada inversa por

Denotamos por F a aplicacao que leva T' € D’ na sequéncia de seus coeficientes de

Fourier (Tk)keZ .
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Teorema 2.62. Seja T € D'. Entao T eT sio distribuicoes periodicas. Além disso,

(T =T = (T)" e a aplicagio T — T é continua com inversa continua.

Definigao 2.63. (Espago de Sobolev H*(S)) Para s € R, definimos o espago de Sobolev
H*(S) como o conjunto de todas as distribuicées u € D' para as quais ((1 4 k?)*/ %ty )rez €
1%(Z).

Lema 2.64. O espago de Sobolev H*(S), munido do produto interno

(u, U)Hs(g,) = Z(l + k’Q)S’Qk@k
keZ
¢ um espaco de Hilbert.

Definigdo 2.65. O espaco C(S) das fungoes u : S — R, l-vezes continuamente diferen-

ciaveis em S é um espago normado com a norma definida por

HUHCZ(S) = Z \’Dau\|0(8)>

a<k

onde, D*u € a derivada a-ésima de u e pela Definicao (2.16) temos que

ju()]

[ulles) = [lull = sup = = sup |u(z)].
z€ HQ3H reX
2 £0 l[z]]=1

Proposicao 2.66. (Imersio de Sobolev) Se s > 5 +1, com | € N, entdo

H5(S) C C(S). (2.7)

Além disso, existe uma constante K > 0 tal que

lullers) < K]lul

H5(S)s Yu € HS(S)

2.9 Algebra de Banach

A defini¢ao de algebra normada nos proporciona uma desigualdade muito importante
que usaremos com regularidade em nossas demonstragoes principais. Como referéncia para

a segdo usamos o livro [34].

Uma algebra A sobre um campo K é um espaco vetorial A sobre K tal que para
cada par ordenado de elementos z,y € A um tnico produto zy € A é definido com as

propriedades:

i) (zy)z = x(y2)
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i) z(y+2) =ay + a2

iii) (v +y)z =2z +yz

iv) a(zy) = (ax)y = z(ay)
para todo x,y, 2z € A e « escalar.

Se K =R ou C, entao A é dito ser real ou complexo respectivamente.

A é dito ser comutativo (ou abeliano) se a multiplicagdo é comutativa, isto é, se

para todo x,y € A,

Ty = yx.

A é chamado de algebra com identidade se A contém um elemento e tal que para
todo = € A,

er = re = .
O elemento e é chamado elemento identidade de A

Definicdo 2.67. Uma Algebra normada é um espaco normado que é um dlgebra tal que

para todo x,y € A,

eyl < {llllyll;

e se A tem um elemento identidade e,

lefl =1

Definicao 2.68 (Algebra de Banach). Uma dlgebra de Banach é uma dlgebra normada

que € um espaco completo, com respeito a sua norma.

Exemplo 2.69. O espaco H*(S) é uma dlgebra de Banach se s > %

2.10 Teoria de Kato

Nesta se¢ao, serao apresentados conceitos e resultados importantes da teoria de
semigrupos de operadores que precisaremos neste trabalho. As demonstracoes dos teoremas
sobre esta teoria podem ser encontrados na referéncia [43]. Também, vamos enunciar
os teoremas fundamentais para achar uma solucao para o nosso problema principal. As

demonstragoes destes teoremas podem se encontrar em [31].
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Definicao 2.70. Seja X um espaco de Banach. Um semigrupo de operadores lineares em
X é uma familia

(T(t): t >0} C L(X)

tal que

i) T(0) =1, (I é o operador identidade em X );

i) T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0.

Para simplificar, denotemos por T'(t) a familia {T'(t) : ¢ > 0}.

Definig¢ao 2.71. Um semigrupo de operadores lineares limitados T'(t) € dito uniformemente

continuo se

lim |T(t) — I|| = 0.

t—0t

Definigao 2.72. O operador A definido por

T(#)r — +
Az = lim Tz = d—T(t)x
t—0+ t dt

onde o dominio D(A) é

t=0

t—0t

T(t)xr —
D(A) = {x € X; lim ()fx existe},
é o gerador infinitesimal do semigrupo T(t).

Teorema 2.73. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um semigrupo

uniformemente continuo se, e somente se A € um operador linear limitado.

Teorema 2.74. Seja T(t) e S(t) semigrupos uniformemente continuos de operadores

lineares limitados. Se

LT T S -1
t—0+ t t—0+ t

entdo T(t) = S(t) para t > 0.

Corolario 2.75. Seja T(t) um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares

limitados. Entao

a) Eziste uma constante w > 0 tal que ||T(t)]] < e*’.

b) Existe um tinico operador linear limitado A tal que T(t) = e*4.
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c) O operador A em (b) € o gerador infinitesimal de T(t).

d) t — T(t) é diferencidvel em norma e

dr'(t) _
— = AT(t) = T(t)A.
Onde
oA _ io (tfl)n

Definigao 2.76. Um semigrupo T'(t), 0 <t < oo, de operadores lineares limitados num
espaco de Banach X € um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados

se

lim T(t)r =x Vzre X.

t—0t

Observacao 2.77. Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados

num espago de Banach X é chamado de um semigrupo de classe Cy ou um Cy-semigrupo.

Teorema 2.78. Seja T'(t) um Cy-semigrupo. Existem constantes w >0 e M > 1 tais que

IT@t)|| < Me**  para 0 <t < cc.

Observagao 2.79. No Teorema 2.78 se w = 0 entdao T'(t) é chamado de uniformemente

limitado, e se, além disso, M =1 ele é chamado de semigrupo de contragoes.

Corolario 2.80. Se T'(t) é um Cy-semigrupo entio para todo v € X, t — T (t)x € uma

fungdo continua de R em X.

Denote por G(X) o conjunto de todos os geradores negativos de um Cy-semigrupo
em X. Mais precisamente, denotamos por G(X, M, ) o conjunto de todos os operadores
lineares limitados A num espaco de Banach X tal que —A gera um Cp-semigrupo {e~*4}
com |[e | < MeP! 0 <t < oo. Em particular A é dito m-acretivo se A € G(X,1,0), neste

caso {e~*} é um semigrupo de contracio. A é dito quase-m-acretivo se A € G(X, 1, ).

Seja A(t),0 <t < T uma familia de operadores pertencentes a G(X). A(t) é dito

ser estavel se existem M, 3 de tal forma que

k

[ICA®) +3)™

=1

<MW\ =pB)F A>B, (2.8)

para cada familia finita 0 <t; < ... <t, <T,k=1,2.... O par M, 3 serd chamado de
indice de estabilidade para A(t). Em (2.8), o produto do operador a esquerda é ordenado
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pelo tempo: A(t;) estd a esquerda de A(t;) se t; > t;. Pode-se mostrar que (2.8) é equivalente

a

< MePlsrtse), (2.9)

k
H e_sjA(tj)
=1

para todos os t; do tipo descrito acima e para todos os s; > 0, com o produto a esquerda

novamente ordenado pelo tempo. Notamos que A(t) é trivialmente estavel (com indice de
estabilidade 1, ) se A(t) € G(X,1,5).

Agora procedemos a enunciar os teoremas principais a serem utilizados neste
trabalho, mas para isso precisamos estabelecer algumas condi¢oes. Por simplicidade vamos
denotar a norma em L(X,Y) por || - ||x,y € L(X) com a norma | - || x. Denote também a
norma | - [l,x = fy [/(8)]lx dt.

Considere o problema de Cauchy para a equacao quase-linear de evolucao:

‘5; + At = f(tu), 0<t<T, u(0)=¢, (2.10)

em um espaco de Banach X.

Grosso modo, queremos resolver (2.10) da seguinte maneira. Para certas fungoes

t — v(t) € X, consideramos a equagao linear

‘f;: + AL () = f(to(t)),  u(0) = ¢, (2.11)

Se (2.11) tem uma solu¢do u = u(t), definimos uma func¢do v — u = ®,. Entao
buscamos um ponto fixo de ®, que serd uma soluc¢ao de (2.10). Para mostrar que ® tem

um ponto fixo, usaremos o teorema de contragao.

Para este fim, apresentamos as seguintes suposigoes:

i) X é um espago de Banach reflexivo. Existe outro espago de Banach reflexivo Y C X,
continuamente imerso e denso em X. Exite um isomorfismo S de Y a X. A norma

em Y ¢é escolhida de tal forma que S torna se uma isometria.

ii) A é uma funcao de [0,7] x W a G(X, 1, ), onde W é uma bola aberta em Y e 3 é

um numero real. Em outras palavras,

e stV ||y < e, se[0,00), yecW.

iii) Para cada t,y € [0,T] x W, temos que

SA(t,y)S~! = A(t,y) + B(t,y),

onde
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iv)

vi)

com A; > 0 uma constante.

Para cada t,y € [0,7] x W, temos que A(t,y) € L(Y,X) (no sentido que Y C
D(A(t,y)) é arestrigdo de A(t,y) a Y é um elemento de L(Y, X)). Para cada y € W,
t — A(t,y) é continua com respeito a norma de L(Y,X). Para cada t € [0,T],
y — A(t,y) é Lipschitz-continua no sentido de que

[A®,y) — At 2)llvix < mlly — 2llx,
onde y; é constante.

Seja yo o centro de W. Entao A(t,y)yo € Y para todo t,y € [0,7] x W, com

A, Y)wlly < A2, t€[0,T], yeW.

f é uma funcao limitada de [0,7] x W a Y:

Ift, )y <As, tel0,T], yeW.

Para cada y € W, t — f(t,y) é continua de [0,7] a X.
Para cada t € [0,7T], y — f(t,y) é X-Lipschitz continua:

1t y) = F{t2)llx < pally = 2] x-

Observagao 2.81. A condigio (v) € trivialmente satisfeita se yo = 0.

Em muitos casos A(t,y) é definido para todo y € Y, de modo que W pode ser

escolhido como uma bola arbitrdria com centro 0, as constantes B, A1, ji1, - .. dependem do

raio da bola.

Uma condicao suficiente para que (iil) seja satisfeita é que

I(SA(t, y) — At,9)S)S ™ w]lx < Mllwllx

¢ verdadeiro para todo w no nicleo de A(t,y) (que pode depender de t,y).

Teorema 2.82. Assuma que as condigoes (i), (ii), (iii), (iv), (v) e (vi) sdo satisfeitas. Se

¢ € W, entao (2.10) tem uma unica solugio

uwe Clo, T WInCHo, T X],  u(0) = ¢,
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para algum T >0, T < T.

Para formular a dependéncia continua da solu¢ao v dos dados, consideramos, além

de (2.10), uma sequéncia de equagoes

duy,
§%+A4@me=jMaW% 0<t<T, u(0)=¢n, n=12... (212

Para fungoes A, e f,, assuma que as condigdes do Teorema 2.82 sao satisfeitas

com os mesmos X, Y, S e W, além disso vamos acrescentar a seguintes condigoes:

vii)
I1B(t,y) = B, 2)llx < pslly = 2llv,
viii)

1t y) = Ft2)lly < pally = z[ly

Teorema 2.83. Além das premissas do Teorema 2.82, assuma que as condigoes de (ii) até
(viil) sdo satisfeitas para (2.12) uniformemente em n (no sentido de que todas as constantes

By A1, ..., g sdo independentes de m). Além disso assuma que para cada t,y € [0,T] x W:

An(t,y) — A(t,y) fortemente em L(Y, X),
B,(t,y) — B(t,y) fortemente em L(X),
fult,y) — f(t,y) emY, quandon — oo.

Se ¢, ¢, € W e ¢, — ¢ na norma de Y quando n — oo, entdo existe Ty > 0,

Ty < T, de forma que haja solugoes unicas:

U, € Cl0, Tn; W] N CH0,Ty; X]  com u,(0) = b,
para (2.12), n=1,2,..., e uma unica solugio u para (2.10) na mesma classe.

Além disso, se tem que

un(t) = u(t) emY, uniformemente em t € [0, Ty].

Observagao 2.84. Em particular, o Teorema 2.83 mostra que u(t) depende continuamente
de ¢ = u(0) na norma Y.

Aqui listamos dois lemas simples que seguem imediatamente de (i).

Lema 2.85. Se um subconjunto de Y for convexo, fechado e limitado, ele também serd

fechado em X.



2.10. Teoria de Kato 41

Lema 2.86. Se uma func¢io g de [0,T] a Y € limitada na norma Y e continua na norma
X, entao g é fracamente continua (portanto, fortemente mensurdvel) como uma fun¢ao

com valor em Y .

Definigao 2.87. Seja (X, d) um espago métrico completo. Entao, uma fun¢io T : X — X

¢ uma contragio em X se existe q € [0,1) tal que
d(Tx, Ty) < qd(z,y),
para todos os x,y € X.

Teorema 2.88 (Teorema da contragao). Seja (X,d) um espago métrico completo nao
vazio com uma contragio T : X — X. Entao, T admite um unico ponto fizo x’' € X (Isto

¢, Tx' =2a').

Para demonstrar o Teorema 2.82, Precisamos dos teoremas seguintes

Teorema 2.89. Considere o problema de Cauchy para a equagdo linear

f;t‘ + A= f(t), 0<t<T, u(0)=d¢, (2.13)

em um espaco de Banach X.

Suponha que sao validas as sequintes condigcoes

i) A(t), 0 <t < T é uma familia estdvel de operadores em G(X), com indice de
estabilidade M, 3.

it) Existe um espago de Banach'Y, continuamente e densamente contido em X, e um

isomorfismo S de Y sobre X, tal que
SA()S™' = A(t)+ B(t), B(t)e L(X), 0<t<T,

onde t — B(t) é fortemente mensurdvel como uma fungao com valor de operador
(isto é, t — B(t)x é fortemente mensurdvel como uma fungao com valores em X

para cada v € X ) e onde t — ||B(t)||x € integrdvel superiormente em [0, T].

i) Y € D(A(t)), 0 <t <T, Asim A(t) € L(Y, X) (mais precisamente, a restrigio de
A(T) a 'Y pertente a L(Y,X)). t = A(t) € L(X,Y) € continuo em norma.

Entao, existe um unico operador de evolugao U (t, s) definido no triangulo A : 0 < s <t <T

com as sequintes propriedades

a) U € fortemente continua de 2 em L(X), com U(s,s) = 1.

b) U(t,s)U(s,r)=U(t,r).
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c) U(t,s)Y CY, eU € fortemente continuo de 2\ em L(Y).

d) dU(t,s)/dt = —A(t)U(t,s), dU(t,s)/ds = U(t, s)A(s), que existem no sentido forte
em L(Y,X) e sao fortemente continuos de 2 em L(Y, X).

Teorema 2.90. Seja u definido por
t
u(t) = U(t,s)é + /0 U(t, 5)f(s) ds. (2.14)

a) Sep€ X e f e L'([0,T); X), entiou € C([0,T); X).
b) SepeY e fe L'(0,T);Y), entiou € C([0,T);Y).

c) SepeY e feC(0,T);X)NLY[0,T);Y), entiou e C([0,T);Y)NCY[0,T); X)
e u satisfaz (2.13).

Resumo da demonstracio do Teorema 2.82. Como W é uma bola aberta em Y contendo
¢, podemos escolher R > 0 tal que ||[¢ — ylly < R e que ||y — yolly < R implique que
y € W. Seja E o conjunto de todas as funcoes v de [0,7"] a Y tal que

o [[o(t) = wolly < R (tal que v(t) € W),
« v ¢ continua de [0,7"] a X.

Aqui T é um numero positivo menor ou igual a 7.

Para v € E seja
AY(t) = A(t,v(t)), te[0,T].

De acordo com (ii), A”(t) pertence a G(X, 1, 3). Dai a familia A¥(t) é estavel, com
indice de estabilidade 1, .

Lema 2.91. t — A¥(t) € L(Y, X) € continuo em norma.
Pela condigao (iii) temos
o SAY(t)S! = A¥(t) + BY(t),
« BU() = B(t,v(t) € LX), [B*(1)]x <A
Lema 2.92. t — BY(t) € L(X) € fracamente continuo (portanto, fortemente mensurdvel).

Os Lemas 2.91 e 2.92 mostram que as condi¢oes do Teorema 2.89 sao satisfeitas pela
familia A(t). Asim existe um tnico operador UV = U"(t, s) definidoem A" : 0 < s <t < T’

com as propriedades descritas no Teorema 2.89.

Para v € E seja
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o)y = ftot) €Y, tel0,T7].

Lema 2.93. ||f*(t)|ly < A3, t = fU(t) é continuo na norma X e fracamente continuo

(portanto, fortemente mensurdvel) na norma 'Y .

Em vista do Lema 2.93, podemos aplicar o Teorema 2 a equacao linear da evolugao

d
dit‘+Av(t)u:fv<t), 0<t<t, ul)=pecW CY.

A solugio é dada por
u(t) = U"(1,0)0 + | U s) () ds. (2.15)

Como ¢ € Y e f7 € L=([0,T"):; Y) N C([0,); X), temos que
ue C(0,T);Y)NnCY[0,T"); X) (2.16)

pelo Teorema 2.90, (c).

Por outro lado, temos as estimativas
U x < e, Uy < e@FAT, (2.17)

como ||S|lyx = IS lxy = 1; note que ||B[j1x < MT" pois || BY(t)||x < A
Para estimar u, é conveniente definir v’ = u — yy e note que u’ satisfaz a equacao

O = 10— A O 0 = 0 o o1

A aplicacao de (2.15) a (2.18) d&
ult) = o = UY(0,0)(0 = o) + [ UP(0,5)(1"(s) = A°(s)aw) s,

Como ||AY(s)yolly < Ag por (v) e || f(s)]ly < A3 pelo Lema 2.93, obtemos de (2.18)
usando (2.17)
lu(t) = golly < eI ([l6 = yolly + (Ao + As)T). (2.19)

Queremos que u esteja em E. Este serd o caso se o membro direito de (2.19) nao
for maior que R. Temos ||¢ — yo|ly < R se T > 0 é escolhido suficientemente pequeno.

Com essa escolha de 7", a funcdo v — u = &, envia F para F.

Agora fazemos F um espaco métrico definindo a distancia

d(v,w) = sup o(t) —w(t)]|x.

0<t<T"
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Entdo E é um espago métrico completo, ja que uma bola fechada em Y é um

subconjunto fechado de X. Observe que nao exigimos que o v € E seja continuo na norma

Y.

Devemos agora mostrar que ® : £ — E é uma contragao se 17" é suficientemente

pequeno.

Fazendo alguns cédlculos obtemos que

d(q)wa ch) < TleﬁT/ (:LL? + ||y0|| + ﬂlR)d(wa U)v
que mostra que ¢ é uma contracao se 1" é suficientemente pequeno.

Segue-se do Teorema 2.88 que ¢ tem um ponto fixo em F, que é automaticamente

uma solucao tnica de (2.10) com as propriedades declaradas no Teorema 2.82.
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3 O problema de Cauchy periédico associado

a Equacao de Hunter-Saxton

3.1 Boa colocacao local

Nesta secao, estabeleceremos a boa colocagao local do problema de Cauchy de (1.4)

in H*(S), s > 2 com S denotando o circulo de comprimento unitario [52].

Primeiramente, consideramos o seguinte problema de Cauchy:

up — 4udyu = 97 (u — 3u2) — [ (6u3 + 0 (u — 3u?))(y)dy, t>0, z€R,
u(t, )| =0 = uo(x), z €R, (3.1)
u(t,z + 1) = u(t,x), t>0, zekR.

onde 9, f(z) = [ f(y)dy e o tltimo termo [y (6u? + ;' (v — 3u?))(y)dy, é uma funcio
de t independente de z.

Diferenciando (3.1), temos

(ug — dudpu), =u—3uZ, t>0, z€R,
u(t, x)|i=o = up(x), z € R, (3.2)
u(t,z +1) = u(t,x), t>0, zeR.

que é equivalente a (1.4).

Provaremos a boa colocagao local no sentido de Hadamard em espagos de Sobolev
H*(S), s > 2, ou seja, que dada uma condigao inicial uy € H*(S), s > 2, existe uma tnica
solucao u € C([0,7); H*(S)) de (1.4) e que a solugao depende continuamente dos dados

iniciais, isto é, a fungdo ug — (-, ug) é continua.

A usual norma de Sobolev de uma fungao f(x) em S é definido com base em sua

série de Fourier f(n), n € Z, mais precisamente, nés temos:

[e.9]

ey = 2 L+ 2Pl ().

n=—oo

O resultado da boa colocagao local para o problema de Cauchy (3.1) com dados

iniciais ug € H*(S), s > 2 pode ser apresentado da seguinte forma.
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Teorema 3.1. Dado ug € H*(S), s > 2, existe um T = T(ug) > 0 mdzimo e uma solugdo

unica w para (3.1), tal que

u = u(-,ug) € C([0,T); H(S)) N C'([0,T); H\(S)).

Além disso, a solucdo depende continuamente dos dados iniciais, ou seja, a fun¢ao

uo = u(-,u) : H¥(S) = C([0,T); H*(S)) N CH([0,T); H7X(S)),

¢ continua. Além disso, para t € (0,T), temos a sequinte quantidade conservada

/u —3uldr = /uo — 3ud dz.
S S ’

Para obter uma demonstracao para esse teorema, primeiro recordamos o método de
Kato para o problema de Cauchy para equagoes abstratas quase-lineares de evolucao. Por
simplicidade, declaramos o teorema relevante na forma adequada, suficiente para o presente

objetivo. Considere o problema de Cauchy para a equacao quase linear de evolucao

%Z)+_Aq(sv)v = f(t.v), t>0, (3.3)

Sejam X, Y dois espacos reflexivos de Banach tais que Y estd continuamente imerso
e denso em X. Seja () um isomorfismo de Y sobre X. Suponha que a fungao A, definida

em Y e f(t,-) satisfaca as seguintes condigoes:

(i) A(y) € L(Y,X) para y € X com

I(Ay) — AR)wlx < pally = zlxllwlly, vy, 2w e,

e A(y) € G(X,1,5) (isto é, A(y) é quase-m-acretiva), uniformemente em conjuntos

limitados em Y.

(i) QA(y)Q' = A(y) + B(y), onde B(y) € L(X) é limitado, uniformemente em

conjuntos limitados em Y. Além disso,

I(B(y) = B())wlx < pally = 2llyllwllx, 9,z €Y,we X,

iii) Para cada y € Y, t — ,y) € continua em [0,00) a X. Para cada t € |0,00),
iii) P d Y, t f(t : i 0 X. P da t 0
ft,y) : Y — Y e se estende também para uma fungao de X para X. Para todo

t € [0,00), f é uniformemente limitado em conjuntos limitados em Y, e cumpre que

1F(ty) = f 2y < pslly —zlly, t€[0,00), y,z€Y (3.4)
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||f(t,y)—f(t,2)||x §u4|ly—2||x, te [0700)) y’ZEX‘ (35>

Aqui pi1, p2, piz € p1s dependem apenas do maz{||ylly, ||z(/v }.

Teorema 3.2. Assuma que (i), (ii) e (iii) sdo satisfeitas. Dado ¢ € Y, existe um maximal

T > 0 dependendo apenas de ||¢||ly e uma tdnica solugio v de (3.3) tal que
v=uv(,9¢) € C((0,7);Y) N C'([0,T); X).
Alem disso, a fungdo ¢ — v(-,¢) € continua de Y para C([0,T);Y)NC[0,T); X).

Pode se encontrar uma prova do teorema acima em [31].

Seja A(u) = —4ud,, f(t,u) = 0, (u—3u2) — [} 6us +0, (u—u?)(y)dy, Y = H*(S),
X=H"YS),eQ=A=(1—-09%)2:HS)— H*(S) definido por

|

Qu=((1+#)xa)",
Qu € H*71(S) pois,
1+ k)T (1+ k)20 = (1+ k)50 € 2(2),
Q é um isomorfismo de H*(S) em H*7'(S) e de fato uma isometria, pois

[ulls = |Qul|s—1-

Para provar o Teorema 3.1, aplicando o teorema acima, precisamos apenas verificar que

A(u) e f(t,u) satisfazem as condigoes (i), (ii) e (iii).

Lema 3.3. Sejam s,t nimeros reais tais que —s <t < s, e f € H*(S), g € H'(S) entdo

1

17l < elfllllgll, s s> 3,

1

Fly < clfllllglh s s <3,

onde ¢ € uma constante positiva que depende de s,t.
A demonstragao do lema acima pode se encontrar em [31].
Lema 3.4. (Ver [32] ) Seja f € H*, s > 3. Entdo,
IATT AT MAA sy < ellflls, Il < s =1,

onde My € o operador de multiplicacao por f, c € uma constante que depende somente de

s,t, [-,-] € o comutador ([A,B] = AB— BA) e A = (1 —92).
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Lema 3.5. Sejam X eY dois espagos de Banach, de forma que Y estd continuamente
imerso e denso em X. Seja —A o gerador infinitesimal do Cy — semigrupo T(t) em X
e seja S um isomorfismo de Y em X. Entio Y é —A-admissivel (ou seja, T(t)Y C Y
para todo t > 0, e a restrigio de T'(t) para'Y é um Cy-semigrupo em Y ) se e somente
se —A; = —SAS™! € o gerador infinitesimal do C,-semigrupo Ty(t) = ST (t)S™! em X.
Além disso, se' Y é —A-admissivel, entdo —A em Y € o gerador infinitesimal da restricao
de T'(t) para Y.

A prova do Lema acima é apresentada na segao 4.5 (Teoremas 5.5 e 5.8) em [44].
Em seguida, provamos o seguinte lema.

Lema 3.6. Suponha v € H*(S), s > 3. Entio o operador A(u) = ud, € quase-m-acretivo
em L?, isto ¢,

A(u) € G(LA(S), 1, £1)

Demonstragio. Como L?(S) é um espaco de Hilbert, A(u) € G(L3(S), 1, 31) ( ver [33]) se
e somente se existe um nimero real 3; tal que

1) (A(u)y,y)o > —Billyll3,

2) A imagem de A + A é todo L?(S) para algum (ou todo) A > ;.
Primeiro, vamos provar (1). Como u € H*(S), s > %, segue-se que u e u, pertencem a
L>(S). Observe que ||tz zo@s) < cflul|s. Entao nés temos

1
(A()y:y)o = (udey, y)o = =5 (uay: y)o
1
< Slluall=@ llylls < ellull- Iyl

Definindo § = cfull, temos (A(u)y, y)o > —Bll

A seguir, provamos (2). Como A(u) é um operador fechado e satisfaz (1), segue-se
que a imagem de (Al + A) é fechado em L?(S) para todos os A > (. Assim, basta provar
que a imagem de (Al + A) é denso em L?(S) para todos os A > 3.

Dado u € H5(S), s > 2, y € L*(S). Entdo nés temos a férmula de Leibniz,
Op(uy) = upy +udyy em HL(S).
Como u, € L>(S), obtemos
D(A) = D(ud,) = {y € L*(S), udzy € L*(S)}
— {2 € 12(S), —0,(uz) € L3(S)} = D((ud.)") = D(A").

Suponha que a imagem de (A + \) ndo seja todo L*(S). Entao existe z € L%(S), z # 0,
de modo que (M + A)y, z)o = 0 para todo y € D(A). Como H*(S) C D(A), temos que
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D(A) é denso em L?(S). Portanto, segue que z € D(A*) e Az + A* = 0 em L*(S). Observe
que D(A) = D(A*). Multiplicando por z e depois integrando por partes, obtemos

0= ((A+ A")z,2)0 = (A2, 2) + (2, A2) > (A = B)||]z]lf VA > B.

Assim, obtemos z = 0. Isso contradiz a suposigao anterior z # 0 e completa a prova
do Lema 3.6.

Lema 3.7. Suponha u € H*(S), s > % Entao, o operador A(u) = ud, é quase-m-

acumulativo em H*™!, isto ¢,
Alu) € G (§), 1, B).

Demonstragio. Como H*1(S) é um espago de Hilbert, A(u) € G(H*"'(S),1,5;) ( ver

[33]) se e somente se existe um ntimero real By tal que

1) (Aw)y, y)s—1 = =Aillyll3_1,

2) —A(u) é o gerardor infinitesimal de um Cy-semigrupo em H* !(S) para algum (ou

todo) A > fi.

Primeiro, vamos provar (1). Como u € H*(S), s > 2

5, segue-se que u e u, pertencem a

L>(S). Observe que ||u;||r=(s) < c||ulls. Note que

AN (udpy) = [N u) 0y + ulN* () = [N )0y + ud Ay,

Entao temos que

(A(U)y, y)s—l - (As_l(uﬁry)J As—ly)o
1
= (A7, 4]y, A y)o — 5 (e y, AT Ty
< AT A oy A0 o e |11
2

< cllullsllylls-s,

onde aplicamos o Lema 3.4 com r = 0 e t = s — 2. Definindo 8 = c||ul|s, temos
(A(w)y: y)s—1 = =Bullyll2.

A seguir, provamos (2). Seja S = A*~1. Observe que S ¢ um isomorfismo de H*~1(S)

em L*(S) e que H*"!(S) é continua e densamente contido em L*(S), s > 3. Defina

Aj(u) == SA)S™ = A TA()AYS, Bi(u) = Ai(u) — Au).
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Seja y € L*(S) e u € H*(S), s > 3. Entdo temos que
1B1(w)yllo = [I[A", udz] A™yllo
< A WA zep 1A Daylo
< cflullsllyllo,

onde aplicamos o Lema 3.4 com 7 = 0 e t = s — 2. Alem disso, obtemos que Bi(u) €
L(LA(S)).

Observe que A;(u) = A(u) + Bi(u) e A(u) € G(L*(S),1,5;) no Lema 3.6. Por
um teorema de perturbagao para semigrupos (Se¢ao 5.2, Teorema 2.3 em [44]), obtemos
Ay (u) € G(LA(S), 1, B5). Aplicando o Lema 3.5 com Y = H*71(S), X = L*(S) e S = A*7!,
concluimos que H*7(S) ¢ A-admissivel. Portanto, —A(u) ¢ o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo em H* 1(S). Isso completa a prova do Lema 3.7.

Lema 3.8. Suponhau € H*(S), s > 3. Entdo, o operador A(u) = ud, € L(H*(S), H*"(S)).

Além disso,

[(A(w) = A)wllsr < pllu = vllsallwlls,  Vu, 0,0 € H(S).
Demonstragdo. Seja u,v,w € H5(S), s > 3. Note que H*"*(S) é um algebra de Banach.
entao temos que

1(A(w) = A))wlls—1 < cffu = vl[s-1[|0rw]ls

< pallu = vllsaffwlls.

Tomando v = 0 na desigualdade acima, obtemos A(u) € L(H*(S), H571(S)). Isso

completa a prova do Lema 3.8.

|
Lema 3.9. B(u) = [A,ud,JA~" € L(H*X(S)) para u € H*(S). Além disso,
1(B(u) = B())wlls—1 < paflu — vlls[Jw[ls-1,

para todo u,v € H*(S) e w € H*(S).

Demonstragdo. Sejam u,v € H*(S) e w € H*7X(S), s > 3. Entdo
1(B(u) = B(v))wls-1 = A", (u —v)d] A" wllo
< IATHA, (w = o)A L@y 1A 0swllo
< piaffu = wl|s[Jw]]s-1,

onde aplicamos o Lema 3.4 com r =1 — s, t = s — 1. Tomando v = 0 na desigualdade

acima, obtemos B(u) € L(H*(S)). Isso completa a prova do Lema 3.9. |
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Os Lemas 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9 podem se provar de maneira similar substituindo
A(u) = ud, por A(u) = —4ud,, assim provamos que A(u) = —4ud, satisfaz as hipoteses
do método de Kato. Por fim, temos a seguinte desigualdade para o termo do lado direito
f(t,u) de (3.1).

Para demonstrar o seguinte lema precisamos de o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Seja u € H*(S). Entdo

107 ulls < Jlufls-1.

Demonstragao. Seja u € H*(S), por definicdo temos que

10 ulls = > (1 +&*)°|(0, )" (K)I%,

keZ

Agora, usando a definicdo de transformada de Fourier, integracdo por partes e a 1-

periodicidade de u obtemos

(O ) (k) = /S O u(a)e 2y

= /S (/Om u(y)dy) e~ 2Ry
(o) ()

1 —2mikx
ik /Su(x)e dx
1
(k),

—2mikx

:_/gu(x) <_62m'k‘ ) e

= i
2mik
entao temos que

1 2

2mwik

.
= o AP
1

< m [a(k)]",

0w ) = |5

por tanto,

10, ulls = > (1 + E*)*1(9, ") ()

kEZ

<> (A+E) @k

kEZ

= [lull:-:.
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Lema 3.11. Seja s > 2, f(t,u) = 0; (v — 3u?) — [y 6u® + 07 (u — 3u2)(y)dy. Entdo
f(t,u) € uniformemente limitado em conjuntos limitados de H*(S) e satisfaz

(1) f ) = Fw)lls < psllo —wlls,  v,w e H(S),

(2) Fv) = ftw)llsmr < pallv = wllsmr, v,w € HTH(S).

Demonstracio. Seja v,w € H*(S), s > 2 e denote
)i= [0 0 —w))dy =3 [ 07102 —wd)(y)dy +6 [ (03— wd)(y)dy.
S

Como M (v, w) é uma fungio constante de z, pela imersao H*~! CC L*°, o Lema

3.3 e o Teorema 3.10 para qualquer p € R temos que
M (v, )|l = |M (v, w)]

<07 (v — W)l ooy + 31105 (v — wi)|[pees) + 6]l (v — W) || zs)

< |07 (v = w) -1 + €l 07 (v = wi) o1 + el (v — we) (v + W + vewy) [ls-1

< cllv — wl|s—g + cljv + w|s|lv — w]|s—1 + cl]v? + w? + vw||s||v — w||s_1

< c(L+ [lolls + vlE + llwlls + llwlD) v — wl]ls-1.

(3.6)

Note que H*7!(S) é um 4lgebra de Banach. Usando (3.6) e o Teorema 3.10 obtemos

1f (8 v) = f(t, w)ls

10; (v = w) = 30, (v; — wy) — M (v, w)s
cllv —wlls—1 + ellvy — wills-1 + 1M (v, w)]s

IA

IN

cllv = wlls + cllve — walls-1llve + walls—1 + [M (v, w)]

e(L+ [Jolls + [[olls + lwlls + wl v — wls

IN

= pisllv —wls.

Isso prova (1). Deixando w = 0 na desigualdade acima, obtemos que f é uniforme-

mente limitado em um conjunto limitado em H*(S). Para provar (2), temos

1f(t,0) = f(t,w)]|s1 = 107 (v = w) = 30, (v — w}) — M(v,w)]|s
< cfo —wlls—2 +cllv; —wills—2 + [ M(v,w)] s
<cllv = wlls—1 + |0z (v + w) s=1[|lve — w52 + |M (v, w)]
< c(1 A+ [lls + [[ollZ + llwlls + lwl)]v — wlls-
= pual[v — wlls-1,

onde aplicamos o Teorema 3.10, e o Lema 3.3 com s — 1, t = s — 2.
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Demonstracao do Teorema 3.1: Combinando o Teorema 3.2 e os Lemas 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, e
3.11, podemos obter o resultado de boa colocagao local do Teorema 3.1. Para a propriedade

conservada, temos

d 9 B
7 /S(u — 3uy)dx = /S(ut — 6Uy U )dx
= /88;1(u — 3u?)dx

- / (6ui + 0, (u — 3u?) + 24un Uy, + 6u§) dxr =0,
S

pois,

2
24/uuxumdx = 24/u (lbg”) dr = —12/uidx
S S 2 ). S

devido a 1-periodicidade.

Isso completa a prova do Teorema 3.1.

3.2 Existéncia global

Nesta se¢ao, estudamos a solugao global de (1.4). Acontece que existem alguns
dados iniciais suaves para os quais as solugoes correspondentes existirao globalmente no

tempo.

A fim de manter a boa colocagao local do problema de Cauchy (1.4), assumimos

que fsuo(t,y) — 3ug . (t,y)dy = 0 nesta se¢do.

3.2.1 Blow-up (Explosao)

Vamos apresentar um critério de ampliagao preciso para (1.4).

Teorema 3.12 (Desigualdade de Gronwall versao diferencial). Seja n uma fung¢io nao

negativa em [0, T, satisfazendo a desigualdade diferencial:

1'(t) < o(t)n(t) + ¥(t),

onde ¢ e 1 sao fungoes nao negativas e integraveis em [0,T]. Entao

n(t) < oot ds [77(0) + [ "(s) ds] , (3.7)

para todo 0 <t <T.
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Demonstracao. Temos que,

g (120 ) = 00 7(5) — o)
< e o0y s),

para 0 < s < T'. Consequentemente para cada 0 <t < T obtemos

n(t)e_ fot o(r) dr < 7,](0) + /Ot e~ fos #(r) drl/}(S) ds

O)—i—/ot;/)(s) ds

o que implica (3.7). |

Lema 3.13. Seja ug(z) € H® s > 2, e seja T o tempo mdzximo de existéncia da solug¢io
u(t,x) de (1.4) com o dado inicial ug(x), se a solugao correspondente explode em tempo

finito entao
lim sup sup ug(t, ) = +oc.
t—T— z€eS

Demonstragdo. Aplicando o Teorema 3.1 e um argumento simples de densidade, é suficiente
considerar o caso em que u € C§°. Em primeiro lugar, supomos que u, ¢é limitado
superiormente em [0,7") e T' < 0o, de modo que lim sup; ,p- supges uz(t,x) = M < +00

e

ulta) = [ utt,) = 3t )dy| = |utt.2) — [ut,p)dy =3 [t )d]
:/(tm) u(t,y)dy — 3/ tydy‘

://uxtzdzdy 3/ tydy’
// Uq (1, Z)dy‘+3/um(t7y)dy

< Ntz llzes) + 3l 3y < M+ 3M2.

IA

Como [gu(t,y) — 3u(t,y)dy = [suo(t,y) — 3ug . (t,y)dy = 0 pelo Teorema 3.1, nds
deduzimos que |u(t,z)| < M + 3M?* e

Jalt ey = [0+ ) < lullf + e < (M + 3032+ M2 (39)
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Em seguida, diferenciando ambos os lados de (1.4) em relagdo a x, tomando o

produto interno de L? a u,,, e integrando por partes, obtemos

ld 1 o
2dtJs **

/ Uz (Ug + OUL Uy + AUy )T

S

= / (Uplyy + GuggufmC + Uy U ) AT
S

= [ (6uy,u?, — 2u,ul,)d

Assim, temos

d/ufmd:c < 8M/ug2md:c.
dt Js S

Aplicando a desigualdade de Gronwall (3.7) obtemos

2 8Mt 2
/Sum(t,m)dm <e /S(amuo(x)) dx.

Por (3.8) e a desigualdade acima, obtemos

lu(t, Wiz < (M +3M*)? + M? + w3z, ¢ €10,T). (3.9)

Agora, colocando como valor inicial ¢ = T' temos que a desigualdade (3.9) é valida
para t € [T,T"), para algum 7" tal que T' < T", isso contradiz a suposigao de que T' < 0o é

o tempo maximo de existéncia.

3.2.2 Uma propriedade de preservacao de sinal e suas implicacoes

Em seguida, diferenciando (1.4) em relagao a = e tomando a transformagao reciproca,

obtemos as seguintes equacoes,

my = dumy + 6uzm, m =1+ 6uy,. (3.10)

Lema 3.14. Dado uo(z) € H3(S). Vendo ug(x) como uma fungio periédica sobre R.
Suponha que mo(x) = 1+ 60,,uo(z) nao muda de sinal para nenhum x € R, e seja T o
tempo de ezisténcia mdzimo da solu¢do u(t,x) de (1.4) com o dado inicial ug(x). Entdo

m(t,x) =1+ 6uy,(t,x) também nao muda o sinal para qualquer (t,z) € [0,T) x R.
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Demonstracao. A seguir, provamos o lema em coordenadas Lagrangianas. Considere o

seguinte problema de valor inicial:

%Q(tax) = —4U(t,q($,t)), le [OaT)v YIS R7
q(0,2) =z, r e R.

(3.11)

De acordo com a teoria EDO padrao, inferimos que (3.11) tem uma solugdo tnica

q € CY([0,T) x R;R). Além disso, a fungao ¢(¢,) é um difeomorfismo crescente de R com

¢ (t,z) = exp (—4 /Ot uz (s, q(x, 3))ds> > 0,Y(t,z) € [0,T) x R.

Por (3.11) e (3.10), deduzimos que para qualquer x € R fixo,

im(t q(t,x)) = mu(t, q(x,t)) + my(t, q(x,t))q(t, x)

dt
= 6u,(t, q(t,z))m(t,q(t, x)).

Isto implica que

m(t, q(t,x)) = mo(x)exp (/Ot 6u (T, q(T, x))d7’> :

Como mg nao muda de sinal e a fungao ¢(¢, -) é um difeomorfismo crescente, obtemos

que m(t, z) também nao muda de sinal para qualquer (¢,z) € [0,T) x R.

Lema 3.15. Se a suposicio do Lema 3.14 for verdadeira, entdo temos

1
[tz Loy < 3

Demonstragio. Como mo(x) = 1460,,up(z) ndo muda de sinal, sem perda de generalidade,
podemos assumir mg(x) > 0, o que significa m(t) > 0 pelo Lema 3.14. Aplicando o Teorema
3.1 e um argumento simples de densidade, ¢ suficiente considerar o caso em que u € C§°.

E facil deduzir que existe pelo menos um ponto o tal que uz(x9) = 0. Entao, temos

xo
| < / ]um|d:£

AN
| =

< — 1|dx
6

—_
ooM—u
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A ltima desigualdade vale pois

1 1 1
/ |m(t, z)|dx = / m(t, z)dx < / (14 6uy,)dr < 1.
0 0 0

Agora podemos enunciar nosso teorema principal, que mostra que existem alguns

dados iniciais de forma que a solugdo correspondente a (1.4) existird globalmente no tempo.

Teorema 3.16. Dado ug € H®, s > 3. Assumindo que

/uo — 3ud, dr =0, (3.12)
S

e mo = 1 4 6ugy, nao muda de sinal, entio a solugio correspondente u(t,x) de (1.4) existe

globalmente no tempo.

Demonstragio. Seja T > 0 o tempo méaximo de existéncia da solugao u(t,-) de (1.4) com

o dado inicial ug € H3. Pelos Lemas 3.13 e 3.15, temos

2 1 12\’ 1\? St 2
futt Wi < (5+3(5) ) +(5) +eHluolltee
5
9

tes HUOH?*{?(S)'

De acordo com o critério de explosao anterior no Lema 3.13, isso prova que a

solugao correspondente u(t, z) existe globalmente no tempo.

Observacao 3.17. Usando o método acima, podemos estender nosso resultado de exis-
téncia global obtido para algumas equagoes diferenciais parciais nao lineares periodicas de
sequnda ordem (veja [27]), que tém uma propriedade de preservac¢io de sinal por meio de

uma transformagao:

Uzt = U + CLUUy + CoUULy,
u(t, z)|e—o = uo(), (3.13)
u(t,z+ 1) = u(t,x),
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Ugt = U + CoUlgy + C3U2,
u(t, x)li=o = uo(z), (3.14)
u(t,z+ 1) = u(t, ),
Tomando m = ki, + ksu, + ke onde k3 = kocy, ki = koca, ks < ki para (3.13) e
m = kiUyy + ko onde k1 = k3(co+2¢3) para (3.14) respectivamente, podemos transformda-los

em duas novas equagoes com uma propriedade de preservagdo de sinal. Sequindo a mesma

prova do Teorema 3.16, podemos obter a existéncia global das equagoes acima.

Em particular, podemos aplicar esta observagao a equagao de [35]:

Upt = U + 2Ulyy + U2,
u(t, z)|i=o = uo(x), (3.15)
u(t,z+ 1) = u(t, x),

onde co =2, c3 =1 para (3.14). Assumindo que my = 1 + 4ug,, ndo muda de sinal, entdo

a solugio correspondente de (3.15) existe globalmente no tempo.
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