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Resumo

O numero de Nielsen-Borsuk-Ulam é um limitante inferior para o niimero de pares de
pontos de coincidéncias que satisfazem f(z) = f(7(z)) em uma dada classe de homotopia.
Neste texto é calculado o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam, NBU(f,7), para qualquer
funcao continua f : T" — T" onde T" é o toro de dimensao n com n < 3 e 7 ¢ uma
involucao livre em T" qualquer. Além disso, conclui-se que os toros T!, T? e T3 sdo
espacos de Wecken na teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam e que as triplas (T", 7; T") nao tém

a propriedade de Borsuk-Ulam para qualquer involucao livre 7.






Abstract

The Nielsen-Borsuk-Ulam number is a lower bound for the minimal number of pair
of coincidences points such that f(x) = f(7(z)) in a given homotopy class of maps.
In this text the Nielsen-Borsuk-Ulam number, NBU(f, 1), is calculated for any maps
f:T" — T™ where T" is the torus of dimension n with n < 3 and 7 is any free involution
in T". Furthermore, it is concluded that the tori T!, T? and T? are Wecken spaces in the
Nielsen-Borsuk-Ulam theory and that the triple (T", 7;T™) don’t have the Borsuk-Ulam

property for any free involution 7.
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Introducao

Na literatura pode-se encontrar diferentes generalizacoes do classico Teorema de
Borsuk-Ulam para aplicacoes da esfera S™ no espaco euclidiano R". Para uma boa revisao

historica e vérios outros aspectos, indica-se [Matousek].

Uma possivel generalizagao pode ser a seguinte: dados dois espagos topologicos X e Y
e uma involugdo livre 7 em X pode-se perguntar se a tripla (X, 7;Y") tem a propriedade
de Borsuk-Ulam, isto é, se para toda funcao continua f : X — Y existe um ponto x € X
tal que f(z) = f(7(z)).

Neste contexto o Teorema classico afirma que a tripla (S™, antipodal;R") tem a
propriedade de Borsuk-Ulam. Em [Gongalves| esta abordagem foi usada para estudar
a propriedade de Borsuk-Ulam para superficies com aplicacdo em R2, indicando que a
resposta pode depender da involucgao, isto é, a mesma superficie pode ter esta propriedade

em relagao a involugao 7, mas nao para outra involugao 7.

Em [Gongalves & Guaschi| os autores discutem as triplas (X, 7;.5) com a propriedade
de Borsuk-Ulam em que X é um C'W —complexo, 7 é uma involucao celular e S é uma

superficie conexa, compacta e sem bordo, usando grupo de trancas da superficie.

Mais recentemente, em [Gongalves, Guaschi & Laass|, foi demonstrado que a tripla
(X, 7;Y) nao tem a propriedade de Borsuk-Ulam, mas algumas classes de homotopia de

auto-aplicacao de superficies com caracteristica de Euler zero podem ter tal propriedade.

Desta perspectiva, ao investigar para quais classes de homotopia de aplicagoes
f X — Y é valido que para qualquer f’ em tal classe, existe um ponto z € X
tal que f'(z) = f'(7(x)), os estudos [Cotrim & Vendruascolo,1l, [Cotrim & Vendruscolo,2]
assumiram outra abordagem. Usando ideias da teoria de Nielsen de pontos fixos, foram
definidas classes de Nielsen-Borsuk-Ulam e o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam, NBU(f, 1),
para uma classe de homotopia de aplicacoes entre variedades compactas, sem bordo,
orientaveis e triangulaveis. Tal invariante é um limitante inferior na classe de homotopia

para o ntimero de pares de pontos satisfazendo f(x) = f(7(x)).

Neste trabalho é realizado o célculo do nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam para auto-
aplicacoes do toro (T") em dimensoes baixas, mais especificamente n = 1,2,3. Com
isso, pode-se estimar quais classes de homotopia [T", T"] (n < 3) tém a propriedade de
Borsuk-Ulam e qual é o niimero minimo de pares de coincidéncias. Além disso, mostra-se

que os toros T, T? e T? sdo espacos de Wecken para a teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam.
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Os principais resultados desta tese obtidos através do calculo do nimero de Nielsen-
Borsuk-Ulam em T, T? e T® sao respectivamente os teoremas e E interessante
notar que como consequéncia destes teoremas as triplas (T”, 7; T") nao tém a propriedade
de Borsuk-Ulam, para qualquer involucao livre 7 em T".

Nas demonstragoes dos teoremas e um mesmo raciocinio é adotado, dada
uma funcao continua f, que representa uma classe de homotopia, mostra-se que existe
uma, pequena perturbacdo de f nesta mesma classe, normalmente denotada por f/, tal
que f’ realiza o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam.

No capitulo[T]apresenta-se no¢oes preliminares para o desenvolvimento desta tese como
por exemplo: os conceitos da teoria de Nielsen, as propriedades do toro, a propriedade de
Borsuk-Ulam e sua relagdo com o estudo de coincidéncias e por fim os conceitos da teoria
de Nielsen-Borsuk-Ulam.

Nos capitulos [2, [ e [] encontram-se de modo detalhado os célculos do nimero de
Nielsen-Borsuk-Ulam para auto-aplicacoes dos toros T', T? e T3, respectivamente, e os
principais resultados deste trabalho.

Finalmente o capitulo 5[ traz um estudo de uma possivel generalizacao do nimero de
Nielsen-Borsuk-Ulam em T" para n > 3. O autor comenta algumas involucoes livres em
T™ e algumas classes de homotopia para as quais o NBU(f, 7) foi calculado, enunciando
uma conjectura sobre os possiveis niumeros de Nielsen-Borsuk-Ulam de auto-aplicacoes de
T".



Capitulo 1

Nocoes da Teoria de

Nielsen-Borsuk-Ulam

Neste capitulo apresenta-se nocgoes e resultados preliminares que serao uteis no
desenvolvimento desta tese de doutorado. O estudo de pontos fixos apareceu inicialmente
nos trabalhos de Poincaré na década de 1880, pouco depois em 1905 o Teorema do ponto
fixo de Brouwer ajudou no desenvolvimento da teoria de pontos fixos, com o objetivo
de garantir a existéncia de um ponto fixo. Na década de 1920 os trabalhos de Jacob
Nielsen discutiam questoes sobre o niimero minimo de pontos fixos para auto-aplicacoes
em superficies, em especial no toro. Nielsen criou um invariante que hoje é conhecido
como numero de Nielsen, o qual estima o nimero minino de pontos fixos. Em alguns
trabalhos publicados entre 1923 e 1927, Lefschetz generalizou o resultado de Brouwer para
coincidéncias sob a hipotese de que os espacos envolvidos fossem variedades compactas
orientaveis de mesma dimensao. Este ¢ talvez o comego da teoria da coincidéncia. Em
resumo, 0 objetivo desta teoria ¢ estimar o nimero minimo de pontos de coincidéncias
entre duas funcoes continuas em uma dada classe de homotopia, utilizando o ntimero de

Nielsen para coincidéncias.

Recentemente Cotrim e Vendriiscolo criaram o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam,
NBU(f,7), para estimar o nimero minimo de pares de coincidéncias satisfazendo
f(x) = f(r(x)), em que f: X — Y é uma func¢ao continua entre variedades compactas,
sem bordo, orientaveis, triangulaveis, de mesma dimensao e 7 ¢ uma involucao livre de
pontos fixos em X. Neste contexto o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam é um estimador,
para o nimero minimo de coincidéncias, melhor do que o tradicional nimero de Nielsen
de coincidéncias. Na secao [L.1] apresentam-se nogoes basicas do nimero de Nielsen, de
forma resumida. Na secao define-se o espaco topolégico conhecido como toro de
dimensao n, indicado por T", e algumas propriedades deste espaco. Na secao [1.3] a
propriedade de Borsuk-Ulam ¢é definida e comenta-se a relacao desta propriedade com a
teoria de coincidéncias. Finalmente, na secao [1.4] apresentam-se as defini¢cdes e principais

resultados sobre o ntumero de Nielsen-Borsuk-Ulam.
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1.1 Nuamero de Nielsen

Esta secao contém definicoes, observacoes e resultados bésicos para compreensao do
numero de Nielsen para coincidéncias. Os conceitos apresentados podem ser encontrados
em [Handbook|. O interesse do autor é trabalhar com o toro, com isso as defini¢oes e
resultados serao enunciados para variedades compactas, conexas, sem bordo e orientaveis.

Sejam X e Y variedades compactas, conexas, sem bordo e orientaveis. Considere duas
funcoes continuas f,g : X — Y quaisquer. Defina o conjunto de coincidéncias entre as
funcgoes f e g por:

Coin(f,g) ={z € X | f(z) = g(2)}.

Um elemento deste conjunto, x € Coin(f,g), ¢ chamado ponto de coincidéncia ou
simplesmente coincidéncia.

Note que escolhendo outros representantes para as classes de homotopia de f e g,
representadas por [f] e [g], respectivamente, o conjunto de coincidéncias geralmente
muda, isto é, se f' € [f] e ¢ € [g] entao, em geral, Coin(f, g) # Coin(f’,¢'). A teoria
de coincidéncias estuda propriedades relacionadas a esses conjuntos. Uma propriedade
interessante neste texto, diz respeito ao niimero minimo de coincidéncias desta familia de
conjuntos.

Defina o nimero minimo de coincidéncias do par de fungoes (f,g), denotado por
MC[f, g, por

MC[f,g] = min }#Coin(fﬂg’).

f'elfleg'elg
O leitor pode se perguntar a respeito da finitude de MC[f, g, a resposta desta questao
é a seguinte: adicionando a hipotese que os espacos possuem a mesma dimensao, dim X =
dim Y, tem-se que todo par de fun¢oes continuas f,g: X — Y pode ser deformado a um
par (f’,q’) tal que Coin(f’, ¢') é finito, [Schirmer|. Assim, MC[f, g] sera finito.
Continuando o estudo do conjunto de coincidéncias, pode-se definir uma relagao de

equivaléncia neste conjunto:

Definic¢ao 1.1. Dois pontos de coincidéncias xq, 21 € Coin(f, g) sdo Nielsen equivalentes
se existe um caminho A em X tal que A(0) =z, A(1) = x1 e f o A é homotopico a g o A,
relativo aos pontos extremos. Uma classe de equivaléncia é chamada de classe de Nielsen

(ou classe de coincidéncias).

Observagao 1.2. Cada classe de coincidéncias ¢ aberta e fechada em Coin(f, g).

A definicao divide o conjunto de coincidéncias em classes de coincidéncias de um
modo geométrico. No entanto, hd uma defini¢do equivalente para classes de coincidéncias
que utiliza a teoria de recobrimento.

Uma classe de coincidéncias C' é um subconjunto de Coin(f, g) da forma p(Coin(~y o

£,9)), em que py : X — X é um recobrimento universal de X, py : ¥ — Y é um
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recobrimento universal de Y, v € uma transformacao de recobrimentode X e f, g: X — Y
sao levantamentos das fungoes continuas f e g, respectivamente.

Deste modo, obtém-se as seguintes afirmagoes:
(i) Coin(f,g) = p(Coin(f,7));
(ii) p(Coin(f,§)) = p(Coin(f’, 7)) se [(f,§)] = [(F,3)];
(iii) p(Coin(f,§)) N p(Coin(f, 7)) = 0 se [(f,3)] # [(f, 7)),

onde [(f,§)] indica a classe de levantamento do par (f,g), isto &, [(f,3)] = {(f",§) | f =
VOf’ov_l e g=pog ou '} em que e u sao transformagoes de recobrimento. Portanto,
o conjunto de coincidéncias Coin(f, g) se divide em uma unido disjunta de classes de
coincidéncias.

Apos dividir o conjunto de coincidéncias em classes de equivaléncia, associa-se a cada
classe de coincidéncias um ntumero, denominado indice. O indice é uma ferramenta
algébrica que permite avaliar a estabilidade (ou essencialidade) dos pontos de coincidéncia
de cada uma das classes.

Durante os anos 1880’s Poincaré estudou distribuicao de vetores em superficies. Para
uma singularidade isolada de uma distribuicao ele atribuiu um ntamero inteiro (indice).
A criagao deste indice foi o primeiro passo algébrico para contar os pontos fixos de uma
aplicacao. Observe que a teoria de indice surgiu antes da teoria de Nielsen.

Na literatura ha diversas definicoes de indice, que variam de acordo com os
espacos envolvidos. Por exemplo, em [Vick| o autor define uma teoria de indice para
variedades compactas, conexas, sem bordo, orientaveis de mesma dimensao, ja no artigo
[Dobrenko & Jezierski| foi definido um indice para variedades ndo orientaveis, e em
[Jezierski & Marzantowicz]| definiram um indice de ponto fixo para fun¢oes suaves em
espacos euclidianos.

A nogao de indice de coincidéncia em [Vick, pagina 189| para variedades orientaveis,
estuda o indice em um subconjunto aberto da variedade, desde que o conjunto de
coincidéncias do par de aplicagoes, neste aberto, seja compacto. A definicao de indice
de [Vick| satisfaz algumas propriedades da teoria de indice, que sdo conhecidas como:
localizacao, unidade, aditividade, invariancia homotopica e outras.

Para efeito de calculo, o indice em [Vick| ndo é adequado, no entanto, existem versoes
mais computaveis quando o conjunto de coincidéncias ¢ um conjunto discreto. O indice
em [Vick] de uma coincidéncia isolada coincide com o grau local de uma aplicagao,
assim este indice é uma generalizacao do indice de ponto fixo isolado apresentado em
[Jezierski & Marzantowicz]. Como é possivel deformar o conjunto de coincidéncias tal
que ele seja finito, logo discreto, e o toro é localmente um espaco euclidiano, vamos
utilizar esta versao de indice neste trabalho.

A generalizagdo do indice de ponto fixo apresentado em [Jezierski & Marzantowicz,

Definigao 2.2.2| é a seguinte:
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Definig¢ao 1.3. Sejam f,g: U C R™ — R" fungdes suaves transversais tais que Coin(f, g)
¢ um conjunto discreto (logo compacto) e U é um subconjunto aberto de R" com U N

Coin(f, g) = {xo}. Definimos o indice de coincidéncia de xy como

ind(f, g;z0) = sgn(dGy,),

em que G : R" — R” é definida por G(z) = f(z) — g(x) e o sgn(dG,,) significa o sinal
do determinante da matriz do diferencial da funcao G em x, isto é, se o determinante de

dG,, é positivo entao sgn(dG,,) = 1, caso contrario, sgn(dG,) = —1.
Pode-se calcular o indice de coincidéncia de uma classe C, desde que C' seja finita, por
ind(f,9;C) = _ sen(dG.).
zeC
Agora é possivel classificar as classes de coincidéncias do seguinte modo:

Definicao 1.4. Uma classe de coincidéncias de Nielsen é chamada essencial se seu indice

é diferente de zero. Caso contrério, a classe é dita nao essencial.

Definicao 1.5 (Numero de Nielsen). O ntmero de Nielsen do par (f,g), denotado por

N(f,g), ¢ o nimero de classes essenciais, isto &,

N(f,g) = #{C | ind(f, g;C) # 0},

indica-se por C' as classes de coincidéncias.

Os teoremas e apresentados em [Handbookl, Teorema 5.8, Teorema 5.9] sdo dois

resultados classicos importantissimos para a teoria de coincidéncias.

Teorema 1.6. O numero de Nielsen é um invariante homotdpico, e

N(f,g9) < MC[f, g].

Em outras palavras, o teorema garante que N(f',¢') = N(f,g) para quaisquer
f€lfled €lg]. Alem disso, o niimero de Nielsen é um limitante inferior para o nimero
minimo de coincidéncias.

Um tradicional problema estudado na teoria de coincidéncias (e também na teoria de
pontos fixos) é o problema de realizagdo: dadas duas funcao continuas f e g, existem
f e lf]ledg € [g] tais que N(f,g) = MC|f,g] = # Coin(f’,¢')? Uma resposta deste

problema encontra-se no teorema [I.7}

Teorema 1.7. Sejam f,g : X — Y fungoes continuas entre variedades compactas,

conexas, sem bordo, orientdveis, de mesma dimensao = 3. Entao

N(f,g) = MC[f,g]
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O teorema é conhecido como Teorema de Wecken (ou Teorema tipo Wecken), pois
na década de 1940 Wecken provou esta questao para a teoria de pontos fixos. Porém foi
Schirmer, em 1955, que provou este resultado para coincidéncias em variedades orientéaveis.
Dobrenko e Jezierski em 1993 provaram que o teorema também ¢é valido para as
variedades nao orientaveis.

Quando N(f,g) = MC|[f, g] dizemos que o par de fungdes (f, g) tem a propriedade de
Wecken, ou que o numero de Nielsen ¢é realizavel. Dizemos que o par de espacos (X,Y)
¢ um espaco de Wecken, se para quaisquer funcoes f,g : X — Y o par (f,g) tem a
propriedade de Wecken.

1.2 Toro T"

O toro é um espaco topologico muito conhecido entre os topodlogos, apesar disso,
vamos destacar algumas propriedades deste espaco, que serao tuteis no desenvolvimento

desta tese.

Definicao 1.8. O toro de dimensao n é o espago quociente

_R

Y

Tn
com a seguinte relacdo de equivaléncia (x1,...,x,) ~ (x1 + ky1,..., 2, + k,) para todos

ki,...,k, € Z. A aplicacao quociente p : R — T™ é dada por
p(T1, ..y xn) = [(21,. .., 2n)] 0.

No decorrer do texto, o autor farda um abuso de notacao e indicard um elemento
de T™ simplesmente pela n—upla. Nos proximos paragrafos sao apresentadas algumas
propriedades a respeito do toro.

O toro, T™, é uma variedade de dimensao n, compacta, conexa, sem bordo e orientéavel.
Além disso, o toro de dimensao n possui grupo fundamental isomorfo ao grupo Z",
m(T") ~ Z", e 7, (T") = 0 para todo m > 1.

Como m,(T") = 0 para todo m > 1 (o toro ¢ um espaco K(m,1)) o conjunto das
classes de homotopia do toro, [T™ T"], é bijetor ao conjunto dos homomorfismos de Z"
a Z", hom(Z",7Z"). Portanto, pode-se associar a cada classe de homotopia no toro uma
matriz n X n com entradas inteiras. Em [Laass, Se¢ao 1.2], encontra-se mais detalhes
desta bijecao.

Uma informacao importante a respeito do ntimero de Nielsen no toro é a seguinte:
dadas uma funcao continua f : T" — T™ e uma involugao livre de pontos fixos 7 em T"

tem-se N(f, f o7) =0 como apresentado em |Jerzy Jezierskil.
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1.3 Propriedade de Borsuk-Ulam

O Teorema de Borsuk-Ulam cléssico afirma que para toda funcao continua f : 5™ — R"
existe um ponto xg € S™ tal que f(xg) = f(—zo). H4 muitas variacoes e generalizacoes
deste resultado para diversos espacos. Nesta secao, encontra-se a definicao da propriedade
de Borsuk-Ulam que surge no estudo destas generalizacoes.

Primeiramente, apresenta-se a definicdo de involucao livre de ponto fixo, que esta

diretamente ligada a propriedade de Borsuk-Ulam.

Definicao 1.9. Seja M um espaco topologico. A funcao 7 : M — M é uma involugao
livre de pontos fixos em M (ou apenas involugdo livre), se 7 o7 = Idy; e 7(x) # x para
todo x € M.

No conjunto de todas as involugoes livres em M, define-se a seguinte relacao de

equivaléncia:

Definicao 1.10. Duas involugoes livres 7,7 : M — M sao equivalentes, se existe um

homeomorfismo h : M — M tal que h o1, = 11 0 h, ou seja, o seguinte digrama comuta:

T

M—==M
h h

Apbs a nocao bésica de involugao livre, defini-se a propriedade de Borsuk-Ulam:

Definicao 1.11. Sejam M, N espacos topologicos e 7 : M — M uma involucao livre.
Dizemos que a tripla (M, 7; N) tem a propriedade de Borsuk-Ulam se para toda fungao
continua f: M — N, existe x € M tal que f(7(x)) = f(x).

Pode-se relacionar a propriedade de Borsuk-Ulam com a teoria de coincidéncias do
seguinte modo: a tripla (M, 7; N) possui a propriedade de Borsuk-Ulam se, e somente
se, Coin(f, f o7) # ) para toda fun¢iao continua f : M — M. Vale ressaltar a contra
positiva dessa afirmagao: a tripla (M, 7; N) nao possui a propriedade de Borsuk-Ulam se,
e somente se, existe uma funcdo continua f': M — N tal que f'(7(x)) # f'(z) para todo
xr € M, isto é, Coin(f’, f'o7) = ) para alguma f': M — N.

A definicao analisa a propriedade de Borsuk-Ulam em relagao a todas as funcoes
continuas entre os espacos, porém pode-se restringir esta definicdo para as classes de

homotopia.

Defini¢ao 1.12. Uma classe de homotopia [f] € [M, N| tem a propriedade de Borsuk-
Ulam se para toda fungio continua f’ € [f], existe z € M tal que f'(7(z)) = f'(x).

Involugbes livres equivalentes preservam a propriedade de Borsuk-Ulam, |[Gongalves,

pagina 119|, como enunciado abaixo:
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Teorema 1.13. Sejam 11,75 : M — M involugdes livres equivalentes. A tripla (M, 1; N)
tem a propriedade de Borsuk-Ulam se, e somente se, (M, ; N) tem a propriedade de
Borsuk-Ulam.

Uma consequéncia do Teorema [1.13| é que a quantidade de classes de homotopia que
tem a propriedade de Borsuk-Ulam permanece inalterada por involucoes equivalentes.
No capitulo [3] serao apresentados dois resultados a respeito da propriedade de Borsuk-

Ulam em classes de homotopias de auto-aplicacoes do toro de dimensao 2.

1.4 Numero de Nielsen-Borsuk-Ulam

A teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam foi criado recentemente por Fabiana Santos Cotrim e
Daniel Vendriscolo em [Cotrim & Vendruscolo,I] e [Cotrim & Vendrascolo,2]. O nimero
de Nielsen-Borsuk-Ulam, NBU(f,7), estuda um “tipo” especial de coincidéncias, as
coincidéncias Borsuk-Ulam.

Dada uma funcao continua f : X — Y em que X, Y sao variedades de dimensao
n, compactas, sem bordo, triangulaveis, orientaveis e X possui uma involucao livre 7,
chama-se um ponto x € X de coincidéncia Borsuk-Ulam se f(z) = (f o 7)(x).

A importancia do NBU para a teoria de coincidéncias é ilustrada no seguinte exemplo:
considere a func¢ao continua f : T? — T? dado por f(z,y) = (2x,0) e a involugao livre
T(z,y) = (—x,y + %) em T2. Sabe-se, da secao que o numero de Nielsen do par
(f,for) ézero, N(f, for)=0. Em [Laass, Teorema 2.3.10|, foi provado que para toda
I € [f], existe (zo,v0) € T? tal que f'(xo,y0) = (f" o 7)(z0, Yo)-

Assim, conclui-se que o nimero de Nielsen usual nao detectou a existéncia da
coincidéncia Borsuk-Ulam (x¢, yo). O nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam ¢é capaz de detectar
este tipo de coincidéncia, como serd feito nos capitulos eldl para os toros T, T? e T3,
respectivamente.

A definicao do nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam segue um roteiro similar ao do niimero
de Nielsen, em resumo, define-se um conjunto de coincidéncias nesta teoria, depois este
conjunto ¢ dividido em classes de equivaléncia e associa-se um ntumero a cada classe através
de um certo indice. Por fim, o ntimero de classes essenciais é o nimero de Nielsen-Borsuk-
Ulam (NBU).

Os resultados e definicoes apresentados nesta secao, foram retirados dos artigos
[Cotrim & Vendriuscolo,I] e [Cotrim & Vendriscolo,2]. Nestes artigos ha mais detalhes
sobre esta teoria.

A teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam utiliza o conjunto de coincidéncias da teoria
de Nielsen, Coin(f, f o 7), para definir o conjunto de coincidéncias Borsuk-Ulam,
BUCoin(f, 7), que é formado por pares de coincidéncias. Na definicao encontra-se

este conceito e a definicdo de uma relagao de equivaléncia neste conjunto.
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Definigao 1.14. Sejam (X, 7;Y) uma tripla em que X, Y sdo complexos simpliciais
finitos de dimensao n e 7 é uma involugao simplicial livre em X. Para qualquer funcao

continua f: X — Y com o conjunto de coincidéncias

Coin(f, for) = {x1, 7(x1),. .., 2k, 7(2k) },

definimos o conjunto de coincidéncias Borsuk-Ulam do par (f,7), como o conjunto de

pares:
BUCoin(f,7) = {(z1,7(x1)), ..., (g, T(zx)) }-

Dizemos que dois pares (z;,7(x;)), (z;,7(x;)) estdo na mesma classe de coincidéncias
Borsuk-Ulam se existe um caminho v de um ponto em {z;,7(x;)} a um ponto em

{xj,7(x;)} tal que fo~y ~ foT o~y com os pontos extremos fixados.

Cada classe de coincidéncias Borsuk-Ulam pode ser classificada entre simples ou dupla.
Tal classificagao esta diretamente ligada a quantidade de classes de coincidéncias que estao

contidas na classe de coincidéncias Borsuk-Ulam, como apresentada na defini¢ao [1.15] e
nas proposicoes [[.16] e [[.17]

Definicao 1.15. Uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C' é chamada simples se para
um (ou qualquer) par (z,7(z)) € C existe um caminho v de = em 7(z) tal que f o~y ~

f oTovycom os pontos finais fixados.

Proposicao 1.16. Se C' ¢ uma classe de coincidéncias usual para o par (f, f oT) entdo

existe uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C do par (f,T) tal que C" C C.

Proposicao 1.17. Uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C é simples se, e somente
se, € composta de apenas uma classe de coincidéncias usual do par (f, foT). Além disso,
se C' é uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam finita do par (f,T) que ndo é simples

(chamamos de dupla) entdao podemos rotular os elementos de C' tal que

o O ={(x1,7(x1)),..., (xg, 7(x))};

o C'=C1UCy, onde os C;’s sdo classes de coincidéncias do par (f, foT);

o Oy ={x,...,2} e Co ={7(x1),...,7(2x)}.

Antes de definir uma ferramenta algébrica, que fard a funcao do indice de coincidéncia
da teoria de Nielsen para a teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam, observe que ha uma relacao

importante do indice de coincidéncia usual entre os ponto x e 7(z):

(=1)™ind(f, foT;7(x)) se T preserva orientacao,

ind(f, for;x) = { (1.1)

(=) tind(f, foT;7(z)) se T reverte orientacao,

em que n indica a dimensao da variedade. Esta relacao ajudou, os autores desta teoria,

na criacao do pseudo-indice, que esta definido abaixo:
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Definicao 1.18. Sejam X, Y variedades de dimensao n, compactas, triangulaveis, sem
bordo, orientaveis, 7 uma involu¢ao livre em X e f : X — Y uma func¢ao continua tal que
BUCoin(f, 7) ¢ finito. Se C' = {(z1,7(x1)),..., (xg, 7(xx))} ¢ uma classe de coincidéncias

Borsuk-Ulam do par (f, 1), define-se o pseudo-indice de C' por:

( Z ind(f, fo7;2;) mod 2 (se C é simples) e
z,€C
(T reverte orientagdo e n é par;

ou

T preserva orientacao e n é impar.)

ind(f, for;C)
2

(se C' é simples) e

(T preserva orientagio e n é par;

ou

T reverte orientacao e n é impar.

ind |(f,7:C) = : bar)
|ind(f, foT;C})] (se C' é dupla, C =C1UCy) e

(7 reverte orientagdo e n é par;
ou

T preserva orientacao e n é impar.)

ind(f, foT;Ch) (se C ¢ dupla, C =C1UCy) e
(T preserva orientagio e n é par;

ou

T reverte orientacao e n é impar.)

onde C} e Cy sao classes de coincidéncias do par (f, f o).

O pseudo-indice satisfaz algumas das propriedades da teoria de indice semelhantes
as propriedades do indice de coincidéncia citadas na segao Vale destacar a seguinte
propriedade: se (z,7(z)) € BUCoin(f, 7) com x sendo uma coincidéncia isolada de indice
zero, ind(f, for;x) =0 (logo | ind |(f, 7; (z,7(z))) = 0), entdo por uma deformacao de f
na vizinhanca de x obtém-se f’ € [f], tal que BUCoin(f’,7) = BUCoin(f, )\ {(z,7(x))},
ou seja, pares de coincidéncias Borsuk-Ulam com pseudo-indice igual zero podem
desaparecer através de deformagoes. Para mais detalhes veja [Cotrim & Vendruscolo, 1,
Lema 3.1].

Apo6s a definicao do pseudo-indice pode-se definir o niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam

similarmente ao ntimero de Nielsen usual, do seguinte modo:

Definicao 1.19. Seja C' uma classe de coincidéncias Borsuk-Ulam. Dizemos que C' é uma

classe essencial se |ind |(f,7;C) # 0. Caso contrario, dizemos que C' é uma classe nao
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essencial.

Definicao 1.20. O ntmero de Nielsen Borsuk-Ulam do par (f,7), denotado por

NBU(f, 7), é¢ o numero de classes de coincidéncias Borsuk-Ulam essenciais, isto é,

NBU(f,7) = #{C | |ind [(f,; C) # 0},
indica-se por C' as classes de coincidéncias Borsuk-Ulam.

A teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam possui resultados similares aos teoremas [L.6] e [L.7],
que serao apresentados a seguir. O fato do pseudo-indice de uma classe de Nielsen ser um
invariante homotopico, provado em [Cotrim & Vendriscolo,2], implica que o nimero de

Nielsen-Borsuk-Ulam é um invariante homotopico.

Proposicao 1.21. Se f’ é homotdpica a f entao f' possui pelo menos NBU(f,T) de pares
de coincidéncias Borsuk-Ulam, isto €, o NBU é um limitante inferior para o nimero de

pares de coincidéncias Borsuk-Ulam.

Teorema 1.22 (Teorema tipo Wecken). Sejam X, Y wariedades de dimensio n,
compactas, trianguldveis, sem bordo, orientdveis, T uma nvolucao livre em X e
f X = Y wma funcao continua. Se n > 3 entdo existe uma fungao continua f'

homotdpica a f tal que f' tem exatamente NBU(f, T) pares de coincidéncias Borsuk-Ulam.

Se o NBU(f,7) é igual ao ntimero minimo de pares de coincidéncias Borsuk-Ulam,
dizemos que o par (f,7) tem a propriedade de Wecken com respeito a involu¢do 7, ou
que o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam é realizavel na teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam.
Dizemos que um espaco X é um espaco de Wecken com respeito a 7, se para qualquer
fungao f: X — X o par (f,7) tem a propriedade de Wecken. Por fim, se X é um espago
de Wecken com respeito a qualquer involucao livre, diz-se que X é um espaco de Wecken

segundo esta teoria.
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Capitulo 2
Ntmero de Nielsen-Borsuk-Ulam em T

Neste capitulo, e nos seguintes, o objetivo é usar a classificagao das involugoes livres do
espaco em questao e calcular, usando bons representantes, o ntimero de Nielsen-Borsuk-

Ulam para cada classe de homotopia de uma funcao continua qualquer.

O toro de dimensao 1, T', é homeomorfo a esfera unitaria, S, e a tnica involucao
livre em S' ¢ a antipodal. Utilizando a notacao aditiva em T! a antipodal é descrita por:
1

T(x) =z + 5 (2.1)

Seja f : S — S! uma funcdao continua qualquer, a menos de homotopia pode-se
considerar f(x) = ax com a € Z, uma vez que [T*, T!] esta em bije¢ao ao hom(Z,Z), veja

a secao [1.2l Entao,

f(z)=(for)(x) <:>ax:ax+g<:>0: %.

Se a & um ntmero impar temos que Coin(f, f o 7) = (), implicando que o namero
de Nielsen-Borsuk-Ulam ¢ zero, NBU(f,7) = 0. Agora, se a ¢ um nimero par entao
Coin(f, f o) = S'. Neste caso, considere f’': S' — S! definida por f/(z) = ax + €(z),
em que € : T — T' é dado por €(x) = 5 sen(27z). Observe que f’ ¢ continua e H ¢ uma
homotopia entre f e f’, para H : I x S' — S! definida por H(t,z) = az + te(x).

O conjunto de coincidéncias do par (f’, f'oT) é:

1 1 1
f'(z)=(f or)(z) = ax + ¢(x) :ax+g+e<x+§> = ¢(x) :e(x—i-E) :>a::0,§,
isto é, Coin(f’, f'oT) = {O,%}. Como o Coin(f,fo7) = S! temos que os pontos
de coincidéncias estdo em uma unica classe de coincidéncia. Assim, o conjunto de
coincidéncias Borsuk-Ulam do par (f/,7) ¢ BUCoin(f’,7) = {(0,3)} e a tnica classe

1

de coincidéncias Borsuk-Ulam é simples, formada pelo par C = {(O, %)} (pois 7(0) = 3).

Sabe-se que a antipodal, definida em ({2.1)), preserva orientagao uma vez que a dimensao
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de S' & impar. Com isso, o pseudo-indice da classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C' é
lind |(f', f' o7;C) =1ind(f’, f o 7;0) mod 2,

conforme a definigao [T.18]
Para calcular o indice de coincidéncia, seja G = f' — f' o7 : S* — S dada por

G(z) = 2sen(2mz). O diferencial de g em x é dG, = 4F cos(27z), logo para x = 0 tem-se

dGy = 4{. Deste modo, ind(f’, f' o 7;0) = 1 implica que
|ind |(f, f o7;C) = 1.

Portanto, a classe de coincidéncias Borsuk-Ulam C' é essencial.

Teorema 2.1. Seja f: S' — S uma fungao continua, com fu = (a) ea € 7. Entdo

1 sea € par

NBU(f, 1) :{

0 se a € impar,

em que fu € o homomorfismo induzido de f no grupo fundamental. Além disso, o

NBU(f,7) € realizdvel, isto é, S' ~ T é um espaco de Wecken.

Corolario 2.2. Seja 7 a antipodal definida em (2.1). Entdo a tripla (S*, 7;S1) ndo possui
a propriedade de Borsuk-Ulam.
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Capitulo 3
Ntamero de Nielsen-Borsuk-Ulam em T?

Neste capitulo o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam sera calculado de modo similar ao
do capitulo 2l Primeiro serd apresentado uma classificacio das involucoes livres em T2,
posteriormente para cada classe de homotopia [f] € [T?, T?| estuda-se o Coin(f, f o 7)
e consequentemente o BUCoin(f,7), neste estudo serdo utilizados alguns resultados
sobre a propriedade de Borsuk-Ulam que auxiliarao nos célculos. Por fim, usando bons
representantes de cada classe de homotopia obtém-se o desejado niimero de Nielsen-
Borsuk-Ulam. Apds obter este ntimero, a importancia da teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam
comentada na segao serd evidente.

O leitor tem a possibilidade de compreender todos os detalhes do célculo do ntimero
de Nielsen-Borsuk-Ulam em T?, uma vez que o processo estd bem detalhado. Além disso,
o fato do toro T? ser mergulhado em R? auxiliard na interpretacao geométrica e as figuras
facilitarao a compreensao das pertubacoes realizadas em f e das mudancas que ocorrem
no conjunto de coincidéncias.

No artigo |Gongalves & Guaschi, Proposition 30, Proposition 32|, encontra-se a
classificacdo das involucdes livres em T2, isto é, os autores provaram que existem duas

involucoes livres em T2, a menos de equivaléncia. Considere as involucoes livres:
7 T? — T2 Ty T2 — T2

(x,y)*—>(x+%7y>, ($7y)'—><—$7y+%),

. . ~ ~ ~ . . , . . ~ 2 . T2
tais involugoes nao sao equivalentes, pois o espago de orbitas da involugao 71, T, := prey o}
, L1 . . - 2 ,
¢ homeomorfo a T? e o espago de orbitas da involu¢ao 7, T2 := ——— é homeomorfo

2 z~To ()

a garrafa de Klein, K2. Com a informacao dos espacos de orbitas das involucoes 7, e 7o,
tem-se que a involucao 7; preserva orientacao e a involugao 7, reverte orientacao.

As involucées livres 71 e 7, mencionadas acima sao iguais as involucoes livres utilizadas
em [Laass, Se¢do 2.1]. Como isso, pode-se transcrever os teoremas de |[Laass, Teorema

2.2.3, Teorema 2.3.10] do seguinte modo:
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Teorema 3.1. Seja 71 a involucao livre acima. Entdao toda classe de homotopia [ €

[T2, T?] ndo tem a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a Ti.

Teorema 3.2. Sejam 7, a involugdo citada e 8 € [T?, T?| uma classe de homotopia. Entao
B tem a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a 1o se, e somente se, o homomorfismo

induzido no grupo fundamental por B, hg : Z ® Z — Z ® Z € dado por

hgz mp M2
nq N9

onde (my,nq) # (0,0), my e ny sao pares.

Seja f : T? — T? uma funcao continua qualquer. O Teorema garante que a classe
de homotopia de f nao tem a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a 7y, isto é, existe
uma fungdo continua [’ : T? — T? homotopica a f tal que f'(ri(x,y)) # f'(z,y) para
todo (z,y) € T?. Em outras palavras, Coin(f’, f' o 71) = 0 e dai BUCoin(f’, ;) = 0.
Portanto,

NBU(f,7)=0.

O paragrafo acima garante que uma classe de homotopia [f] € [T? T? que nao tem
a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a uma involucdo livre 7 em T?, possui
namero de Nielsen-Borsuk-Ulam igual a zero, NBU(f,7) = 0. Com isso, se a matriz
do homomorfismo fy nao possui a forma de hg entao, pelo Teorema f nao tem a

propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a 75. Portanto,
NBU(f, ) = 0.

Agora, resta calcular o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam para as classes de homotopia
no qual a matriz do homomorfismo induzido de f no grupo fundamental, fx, possui a
forma hg do Teorema De fato, seja f : T? — T? uma funcao continua tal que

_[(p 2k
f#—(q 2[)’

onde p, q, k, l € Z e (p,q) # (0,0). Assim podemos tomar um representante da classe de
homotopia de f dado por:

f(z,y) = (px + 2ky, qx + 2ly).

(1°) Suponha que p =0 ou ¢ = 0. Sem perda de generalidade, seja ¢ = 0. Entao,
[z, y) = (px + 2ky, 2ly),

com p,k,l € Z e p# 0. O conjunto de coincidéncias das fun¢oes f e f o é formado
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pelos pontos (z,y) € T? tais que

flz,y) = (fom)(x,y) < (pr+ 2ky, 2ly) = (—px + 2ky + k, 2ly + 1)

pr + 2ky = —px + 2ky + k
2y = 2ly +1

2 =
N pxr = 0
0=0.

7
Note que as solucoes da equacao 2px = 0, em T?, sdo x = % parat=0,1,...,2p— 1.
4

Com efeito, Qpﬁ =1 ~ 0 uma vez que i € Z. Assim,

Coin(f, fom) = {(az,y) cT? |z = QL comz’zO,l,...,Qp—l}.
p
Em todas as figuras deste capitulo o toro T? sera representado pelo quadrado [0,1] x
[0, 1] com os lados devidamente identificados. Na figura ilustra-se de azul o conjunto
de coincidéncias do par (f, f o 73) em T?, Coin(f, f o 72), para p = 4.

Figura 3.1: Coin(f, f o 73) em T? para p = 4.

Cada uma das linhas verticais C; = (2i'p, y) é uma classe de coincidéncias da teoria de
Nielsen. De fato, note que quaisquer dois pontos pertencentes a linha vertical C; estao
na mesma classe de coincidéncias, basta considerar o caminho em C; ligando-os. Para
concluir que verticais diferentes sao classes de coincidéncias distintas, utiliza-se a teoria
de recobrimento. Considere o recobrimento universal de T2, isto ¢, p : R? — T? dada por

p(z,y) = [(z,y)]r2. Sejam fop : R* = R? e §.q : R? — R? definidas por
fap(@,y) = (pr +2ky +a,2ly +b) e Gea(w,y) = (—pr + 2ky + ¢, 2ly + d),

com a, b, c,d € Z. Observe que fmb e Jcq sao levantamentos de f e f o7, respectivamente.

O conjunto de coincidéncias do par (fa,b, Ged) €

se b # d;

R 0
Coin(fop, Gea) = { {(%,y) e Rz} se b=d,
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pois

far(2,9) = Gea(r,y) < (pr + 2ky + a,2ly +b) = (—px + 2ky + ¢, 2ly + d)
o { pr+a=—pr—+c

b=d
W = ¢ —
N DT =cC—a
b=d
cC—a
xr =
=4 2p
b=d

Para b = d tem-se
p (Coin (fa,bygc,d>) =P (Cg_pa’y) - KCQ_pa’y)Lﬁ

Tomando a = 0 e ¢ = ¢ tem-se que cada linha vertical C; = (ﬁ,y) ¢ uma classe de

coincidéncias distinta, pois sao projecoes de classes de recobrimentos distintos.

Depois de identificar as classes de coincidéncias do Coin(f, f o 73), vamos realizar
uma pequena pertubacao na funcao f para que o conjunto de coincidéncias seja finito,
isto é, escolher outro representante da classe de homotopia de f que possui conjunto de
coincidéncias finito.

Defina f': T? — T? por f'(z,y) = (px + 2ky,2ly + ¢(y)), em que € : T* — T! ¢ dado
por €(y) = nio sen(2my), com ny € N escolhido de modo conveniente. A fun¢ao continua
f' € homotopica a f e para ng > 3 tem-se

2pr =0
e(y) = ely +3)

2px = 0
pr =0
y=0,3

f,y) = (fom)(z,y) {

Logo,

1 1
Coin(f’', f'om) = {(x,y) cT? | y:O,§ er =~ comizo,l,...,2p—1}
4
é finito. Deste modo, C; = {(ﬁ,O) , (2%, %)} com¢=0,1,...,2p — 1, sao as classes de
coincidéncias na teoria de Nielsen.
Os pontos vermelhos na ﬁguraindicam os pontos de coincidéncias do par (f’, f ory)
em T?, para p = 4.
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Figura 3.2: Coin(f’, f' o 75) em T? para p = 4.

O conjunto de coincidéncias Borsuk-Ulam do par (f/, 1) é

. -
BUCoin(f, ) = {((21]30) , (—21295)) €T2|i:0,1,...,2p—1}.

Para identificar as classe de coincidéncias Borsuk-Ulam e classifica-las em simples ou
duplas, é necessario estudar o comportamento da involucao livre 75 sobre as classes de
coincidéncias da teoria de Nielsen.

Observe que 75(C;) = Cyp_; para i =0,1,...,2p — 1, onde C; = {( d 0) , < L 1)} é

2p 2p) 2
uma classe de coincidéncias. Pela observacao anterior, as classes de coincidéncias Cyp e C,

sao invariantes em relacao a 7. Com isso,

Do — {<<O,O>, (0%))} ¢ D= {((%0) ’ (%%»}

sao classes de coincidéncias Borsuk-Ulam simples. As classes de coincidéncias Borsuk-

Ulam duplas sao D; = C; U Cy,—; com i =1,...,p — 1, ou seja,

P () (5 ) (50 ()

Deste modo, tem-se p + 1 classes de coincidéncias Borsuk-Ulam do par (f’, 72), sendo
duas simples e o restante duplas. Na figura o conjunto BUCoin(f’, 75) esta dividido

em classes de coincidéncias Borsuk-Ulam, para p = 4, Dgy estd representado em preto,

Dy em azul, Dy, em vermelho, D3 em verde, Ds em cinza e cada par de coincidéncias

(x;, T2(x;)) esta representado pelo tamanho dos pontos.

Figura 3.3: Divisao das classes de coincidéncias Borsuk-Ulam do BUCoin(f’, 72), p = 4.
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Agora o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam ja pode ser calculado, basta calcular o
pseudo-indice das classes de coincidéncias Borsuk-Ulam e descobrir quantas classes sao
essenciais. Porém o autor optou em realizar o NBU, uma vez que as tnicas classes
essenciais sdo as classes simples (invariantes por 75). Com isso, o objetivo é encontrar
um representante da classe de homotopia da fungao f de tal modo que o conjunto de
coincidéncias Borsuk-Ulam seja formado apenas pelas classes simples Dy e D,,.

Considere a funcao continua f” : T? — T? definida por

f'(x,y) = (pr + 2ky + €(y), 2y + e(x)), (3.1)

em que € : T' — T' & dada por ¢(2) = ;-sen(27z), com ng € N e ng > 3. A fungdo
f" é homotopica a f, basta considerar H : T? x [0,1] — T? definida por Hy(z,y) =
(pr + 2ky + te(y), 2ly + te(x)).

O conjunto de coincidéncias do par (f”, f” o 75) ¢ formado pelos pontos (z,y) € T?

tais que

px + 2ky + e(y) = —px + 2ky + €(y + 3)
20y + €(x) = 2ly + e(—x)

- { 2pr +e(y) = e(y + 3)
e(r) = e(—x)

- { 2pr +e(y) = e(y + 3)
T = 0,%

(:,{ c(y) = ely+3)
T = 0,%

& { y=03 ,
T = 0,%

isto é,
cusr o= oo 03).(43) ()

e consequentemente,

w00 () (5) (:2)}

Observe que as classes de coincidéncias Borsuk-Ulam do par (f”, 5) sao

n-f(on )} ¢ ne{(G0)- GO}

ambas simples. Na figura as classes de coincidéncias Borsuk-Ulam Dy e D, estao

representadas pelas cores preto e cinza, respectivamente.
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e}
NI— o
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Figura 3.4: As classes de coincidéncias Borsuk-Ulam do BUCoin(f”, 7).

O proximo passo em busca do ntumero de Nielsen-Borsuk-Ulam é calcular o pseudo-
indice das classes Dy e D,. Da Definicao [1.18, o pseudo-indice é calculado através da

seguinte formula:

lind | (f",m9; D;) = Z ind(f”, f" o 79, ;) mod 2,

a:iGDj

pois D; é uma classe simples, 7 reverte a orienta¢io e a dimensdo da variedade T? é
par, com j = 0,p. Com isso, resta calcular o indice de coincidéncia dos pontos (0,0) e
(1,0) € T?, utilizando a Defini¢ao

Seja G = f" — f" o1y : T? — T? dada por

G(x,y) = (2pr +€e(y) —e(y +1/2),¢(x) — €(—x)).

Note que a funcdo G é suave e o toro T? é uma variedade de dimensao dois, assim pode-se
analisar a funcao G localmente em R?. Sejam Uy, Uy C R? vizinhangas disjuntas de (0, 0)
e (%, 0), respectivamente. Entao, G|U¢ : U; — R? ¢ suave e o diferencial de G em (x,y) é
g 2p €(y) =€ (y+3)
(xvy) - / / :
€(z) + €(—x) 0

O indice de coincidéncia é definido por:

ind(f", f" o 75 (x0,y0)) = sgn(det(dG (z4,40)))

em que (zg,y0) € Coin(f”, f” o 13) e sgn(det M) significa o sinal do determinante da
matriz M, ou seja, sgn(det M) = 1 se o determinante é positivo e sgn(det M) = —1, caso

contrario.

(i) Para a coincidéncia (0,0) temos

2p  €(0)—¢€ (%))

G o) =
00 (26’(0) 0

4
(%P ).
i
ng
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Logo, (0,0) é ponto regular e ind(f”, f” o 15;(0,0)) = —1.

(ii) Para a coincidéncia (3,0) temos

B 2p 6’(0)—6/(%) [ 2p i—z
“ ’0>‘(e'<%>+e'<—%> 0 >_(—i—:§ o)‘

Logo, (%,O) é ponto regular e ind (f”, f"omy; (%,0)) =1

N

Utilizando a relagéo e o calculo do indice de coincidéncia dos pontos (0,0) e (%, O),

: "oen 1 . P 11
ind (f , f o my; <O,§>> =1 e ind <f " o (§,§>) = 1.

Observe também que o célculo do indice de coincidéncia garante que as classes de

tem-se

coincidéncias Cy e (), sao nao essencial na teoria de Nielsen. Implicando que o nimero de

Nielsen do par (f”, f” o 13) é zero.

Na figura representamos o toro T? e os pontos de coincidéncias do par (f”, f” o 7y)

com seus indices de coincidéncias.

le o—1]
—1 L
0 1 1
2

Figura 3.5: Os indices de coincidéncias dos pontos de Coin(f”, f” o ).

Por fim, o pseudo-indice da classe Dy é
[ ind [(f”, 72; Do) = ind(f", f" 0 7;(0,0)) mod 2 =1
e o pseudo-indice da classe D, é
|ind |(f", 72; D,) = ind (f”, 1" o1y (%,O)) mod 2 = 1.
Logo, as classes de coincidéncias Borsuk-Ulam D, e D, sao essenciais. Portanto,
NBU(f,m) = 2.

(2°) Suponha que p # 0 e ¢ # 0. Entédo, f(z,y) = (pr + 2ky, gz + 2ly) e
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f(z,y) = (fom)(r,y) & (pxr + 2ky, gz + 2ly) = (—pr + 2ky + k, —qz + 2y + 1)

t=4 com i=0,1,...,2p—1
& p
:U:g—q com j=0,1,...,2¢g—1,

isto ¢, o conjunto de coincidéncias do par (f, foTy) é formado pelos pontos (x,y) € T? tais

1

que r = £+ = %}. Veja, por exemplo, que (0,y) e (5,

2p

logo Coin(f, f o) # 0.

Se a = mdc{p, ¢} entdo p = aa e ¢ = af para alguns «, § € Z. Afirmagao:
. 9 k

Coin(f, fom) =< (z,y) €T |x:2— com k=0,1,...,2a—1;.
a

De fato, dado (%, y) tem-se

k kB kB k ka ko

k. ka kp
e = e — —_ _
2a 2aP  2q 2a 2ac 2p

= —_— = — = —
20  2p 2q’

isso significa que (%,y) € Coin(f, f o7y). Assim,
2 k .
(x,y) € T |z = 5, com k=0,1,...,2a— 1 C Coin(f, f o 13),
a

uma vez que k < 2a — 1= ka<2aa—a<2p—1ekp <2¢—1.

Agora, se (z,y) € Coin(f, f o 73) entdo

x:L:i<:>2qi:2pj<:>2a6i:2aozj<:>ﬁi:ozj.
2p  2q

y) estdo contidos no Coin(f, f o 1),

Serao analisados, os valores de i e j que satisfazem a igualdade acima. Para i = 0

considere j = 0, para ¢ = « escolha j = (§ e assim por diante para ¢ = ka tome j = k[,

com k=0,1,...,2a — 1. Com isso,

Coin(f, fom) C {(as,y) cT? |z = %

com k:O,l,...,Qa—l},

provando a afirmacao.
Seja (x,y) € Coin(f, f o 13). Entéo

k
2a

y=Y

fz,y) = (fom)(z,y) & {

Defina f’ : T? — T? por f'(z,y) = (px + 2ky + €(y),2ly + €(x)). Com isso, f" é
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homotopica a f e

Fla) = (F o m)la.y) & { PN 32
{ :c—l_—e(yf-%%—e(y—l—%) (3.3)

Substituindo = = 0 na primeira equagio do sistema (3.3) tem-se €(y) = % +€ (y + %)
Se k = 0 as solugoes desta equacao sao y = 0 e y = % Caso contrario, para ng
suficientemente grande na defini¢do da funcao e, e(y) # % + € (y + %)7 pois existe uma
quantia finita de valores para k. Substituindo x = % na primeira equacao do sistema
tem-se %4— e(y) = % +e€ (y + %) Se k =aseguequey=0ey = % sao as unicas solugoes

desta equagao. Caso contrario, % +e(y) # % +€ (y + %) para ng suficientemente grande.

can e - {100).(0.2). (o) (1)}
e (00, (03)- () ()}

Calculando o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam como no caso anterior, conclui-se

Assim,

NBU(f, o) = 2.
Levando-se em consideracao o estudo do ntimero de Nielsen-Borsuk-Ulam em T2,
realizado neste capitulo, o autor compilou todos os casos no seguinte teorema:

Teorema 3.3. Seja f: T? — T? uma funcao continua. Entdo,

NBU(f, ) =0

_ (P 2k,
NBU(f,7) =4 Sef#_<q 21)’

0 caso contrdrio,

com p,q,k,l € Z e (p,q) # (0,0). Além disso, para cada funcio continua f : T? — T?

existe f] homotdpica a f que realiza o NBU(f,7;), isto é, o T? é um espaco de Wecken.

Os casos em que o numero de Nielsen-Borsuk-Ulam ¢ zero, sao consequéncias dos
teoremas[3.1]e assim a demonstragao construtiva da realiza¢ao do niimero de Nielsen-

Borsuk-Ulam nestes casos encontra-se no apéndice [A]

Corolario 3.4. Seja T uma involugdo livre em T?. Entdo, a tripla (T?,7;T?) nao possui

a propriedade de Borsuk-Ulam.
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Capitulo 4
Ntmero de Nielsen-Borsuk-Ulam em T°

Com a realizacao dos calculos do ntimero de Nielsen-Borsuk-Ulam nos toros T' e T2,
o anseio de uma possivel generalizacao dos nimeros de Nielsen-Borsuk-Ulam no toro
de dimensao n é grande. Para alcancar tal progresso, precisa-se ter conhecimento da
classificacao das involucoes livres de T™. Na busca desta classificacao na literatura, foi
encontrado o artigo [Hempel| do autor J. Hempel de 1975, nesse artigo ha uma classificagao
das involugoes livres do toro de dimensao 3, possibilitando a realizagao dos célculos dos

niameros de Nielsen-Borsuk-Ulam em T? que serao apresentados neste capitulo.

A classificagdo de [Hempel], fornece quatro involugdes livres em T3, a menos de

equivaléncia:

2= (-
e = (oo )
(e 1)

1
h4(x,y, Z) = <Jf+y, _y72+ 5) .

3(2,y, 2

Observe que as involugoes hi, hy e hy podem ser tratadas de modo unificado, basta

considerar

g i 1
h2i+ij+1(x7y>z) = (:E + 7Y, (_1) Y,z + 5) s

em que 7,7 € {0,1}. Deste modo, é possivel realizar uma apresenta¢do mais compacta
dos calculos apresentados nas trés primeiras secoes abaixo. No entanto, o nimero de
Nielsen-Borsuk-Ulam sera calculado de modo individual para cada uma das involugoes

livres, facilitando assim a compreensao do leitor.

Dada uma funcdao continua f : T® — T3 qualquer, a funciao induzida no grupo

fundamental fy : m(T?) — m1(T%) pode ser representada pela matriz com entradas
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inteiras
a b c
Ja=1|r s t|]. (4.1)
U v ow

Nas proximas se¢oes serao calculados os NBU(f, h;), para i = 1,2,3,4. A secao tratando
da involucao hsy serd deixada por tdltimo, pois nela encontram-se os casos em que o

NBU(f, ho) é diferente de zero.

4.1 NBU para a involugao hi(z,y,z) = (:U,y, z + %)

Para calcular o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam, primeiro é preciso analisar o conjunto
de coincidéncias entre as funcgoes f e f o hy, isto é, a equacao f = f o h;. Note que a
equacao f(x,y,z) = (fohy)(z,y,z) corresponde ao seguinte sistema no grupo topolégico
T3:

ar +by +cz=ax +by+cz+3 0=3
re+sy+tz=re+sy+tz+L S 0=14%. (4.2)
ur + vy +wz = ur + vy +wz + 5 0=75
Com isso, um ponto (z,y,z) € Coin(f, f o hy) se & solugao do sistema ([4.2) em T3.
Considere as funcoes continuas €, : T' — T' dadas por
1 1
€(z) = —sen(27z) e d(z) = —sen(mz), (4.3)
Nno No

com ng € N escolhido de modo conveniente. Defina f': T2 — T? por
f(z,y,2) = (ax + by + cz,rx + sy + tz + €(2), ux + vy + wz + 6(2)) .

Note que a funcao continua f’ é homotdpica a f e o conjunto de coincidéncias

Coin(f’, f' o hy) é formado pelos pontos (x,y, z) € T? tais que

0:

e(z)=L+ez+3) - (4.4)
0(2) =2 +6(z+1)

|| IO

f’(CC,y,Z) = (f/ © hl)(xvyv Z) g

Se o nimero inteiro ¢ for impar entdo o sistema (4.4) nao possui solugdo. Logo,
Coin(f’, f" o hy) = (). Para c par, resolveremos o sistema ([4.4) em dois casos:

(1) t dmpar ou w impar: Suponha sem perda de generalidade que ¢ é um numero {mpar.
Entao a segunda equacao do sistema (4.4)) é

1 1 2 1
e(z) = 3 +e <z + 5) & - sen(2mz) = 5
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Escolhendo ng suficientemente grande, por exemplo ng > 5, tem-se n% sen(27z) < %
Deste modo, €(z) # 3 + ¢ (z + %) para todo z, concluindo que o sistema (4.4) ndo
possui solugéo. Portanto, Coin(f’, f' o hy) = ().

(2) t par e w par: Assim,

0=0 0=0
fly,2) = (ffom)(z,y,2) & { e(z) =€(z+3) &4 2=0,% .
6(z) =6(z+3) z=1,3

concluindo que Coin(f’, f' o hy) = 0.

Para todos os casos possiveis, Coin(f’, f’ o hy) = (). Portanto,

NBU(f, hy) = 0.

4.2 NBU para a involugao hs(z,y,z) = (x, —y,Z + %)

Para calcular o ntumero de Nielsen-Borsuk-Ulam do par de fungdes (f, f o hg), é

necessario primeiro estudar o conjunto de coincidéncias entre estas fun¢oes, Coin( f, fohg):

DO

(=
<

I

ar +by +cz = ar — by +cz + 5
f=fohse § ra+sy+tz=rz—sy+tz+1 & Q0 28y =
uzr + vy +wz = ur — vy +wz + 3 2uy =

(4.5)

g Nl NIo

(1) Se b =s = v =0 entao o sistema (4.5)) é igual ao sistema (4.2)). Aplicando a mesma
técnica utilizada para a involugao hy, conclui-se que Coin(f’, f' o h3) = () para alguma

fungao continua f’ homotopica a f.

(2) Suponha que dois dos inteiros b, s e v sdo nulos, sem perda de generalidade, considere
b=0,s=0ewv#0. Assim,

o o
I

|| ST T

|8

f(l‘,y,Z) = (f © h3)(may7 Z) <~ (46)

[\
<
<

Para ¢ impar ou ¢ impar, conclui-se de modo imediato que o sistema (4.6) ndo possui
solugao. Logo, Coin(f, fohs) = (). Se ambos os valores sdo pares, considere f': T3 —
T? definida por f'(z,y,2) = (ax + by + cz + €(2),rx + sy + tz + §(2), ux + vy + wz),

em que €(z) = n—losen(27rz) e 0(z) = n—losen(wz). Note que a fun¢do continua f’ é
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homotopica a f e Coin(f’, f' o h3) = ), pois

e(z) =e(z + 3) 2=0,3
f(@y,2) = (fohs)(z,y,2) & ¢ 6(2) =0(z+3) &4 z=1,2 . (4.7)
0y =35 vy =7

(3) Se um dos inteiros b, s e v é nulo, suponha sem perda de generalidade que b = 0,
s#0ewv#0 entao

o
I

[| oo

f(xayvz):(foh3)(xay,2><:> 2s

[\

<
NS

I
TN

Obviamente, se ¢ é impar tem-se Coin(f, f o h3) = (). Para c par, seja f': T? — T3
definida por f'(z,y,2) = (ax + by + cz + 0(2),rx + sy + tz + €(2), uxr + vy + wz).
Entao,

z
f(@,y,2) = (fohs)(,y,2) & 25y +€(2) =

Seja (x,y,z) € T? tal que y ¢ solugiao da equagao 2vy = %. Como v # 0 existe uma
quantia finita de y satisfazendo esta equagao. Se existe y tal que 2vy = 5 e 2sy = %,
entao o sistema coincide com o sistema (4.7])). Por conseguinte, tais valores de y
nao sao solugoes do sistema (4.8). Para os valores de y tais que 2vy = ¥ e 2sy # %,
tem-se 2sy +€(z) # L +e(z+3) para ng suficientemente grande. Mostrando que todos

os valores de y que satisfazem a equagao 2vy = ¥ nao sao solugoes do sistema (|4.8]).
Logo, Coin(f’, f o hs) = 0.

(4) Por fim, considere b, s e v todos nao nulos. Escolhendo f' : T® — T?® dada por
f'(z,y,2) = (ax + by + cz,rx + sy + tz + €(2),ur + vy + wz + 6(z)), obtém-se o

seguinte sistema em T2

20y = 5
f@y,z)=(flohs)(z,y,2) & 2sy+e(z)=L+e(z+3) . (4.9)
20y +0(2) =% +0(z+3)

Suponha que 2by = §, caso contrario Coin(f’, f’ o hs) = 0. A resolucao do sistema

(4.9) é divida em dois casos:

(i) 2sy = & e 2vy = %: Neste caso o sistema (4.9) sera similar ao sistema ([£.7),

concluindo que o sistema (4.9) ndo possui solugao, isto é, Coin(f’, f' o hs) = 0.
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(i) 2sy # % ou 2vy # %: Sem perda de generalidade, suponha 2sy # £. Como
b#0es#0 existe uma quantia finita de y satisfazendo 2by = £ e 2sy # £
Escolhendo ny suficiente grande segue que 2sy + €(z) # £ + €(z + 3) para todo
y citado anteriormente. Portanto o sistema (4.9) nao tem solucdo, implicando

que Coin(f’, f" o h3) = 0.

Nesta secao, foi realizado o estudo do conjunto de coincidéncias do par de funcoes
continuas (f, f o hs). A andlise realizada, em todos os casos, permite que o leitor conclua
Coin(f, f o hg) = 0 ou Coin(f’, f’ o h3) = () para alguma fungao continua [’ : T3 — T3
homotodpica a f.

Portanto, o conjunto de coincidéncias Borsuk-Ulam do par (f, hs) (ou (f’, h3)) é vazio,

concluindo que o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam do par (f, hs) é zero, isto &,

NBU(f, hs) = 0.

4.3 NBU para a involugao hy(z,y,z) = (:U +vy, -y, 2+ %)

Analogamente as secOes anteriores, o primeiro passo para o calculo do nimero de
Nielsen-Borsuk-Ulam é o estudo do conjunto de coincidéncias entre as fungoes f e f o hy.
Assim,

( ar +by +cz=ax+ay—by+cz+3
f(x,y,2) = (fohy)(z,y,2) & rx+sy+tz:rx+ry—sy+tz+§
[ uz +vy +wz =ur +uy —vy +wz+ 35
([ (20— a)y =
S 2s—r)y=
{ Qv—u)y=9%

N+ NI

Para facilitar a notacao, os niimeros inteiros 2b — a, 2s —r e 2v — u serao chamados de A,

B e C respectivamente. Dai,

f(x,y,2) = (fohs)(z,y,2) & { By= (4.10)

w|8 Nl NI

Observe que o sistema (4.10)) é similar ao sistema (4.5]), com isso o estudo do conjunto
de coincidéncias das funcoes continuas f e f o hy podem ser feito de modo analogo ao
da secao anterior. No entanto, optamos em detalhar a resolu¢ao do sistema (4.10) nos

seguinte casos:

(1) A= B = C = 0: Neste caso, o sistema (4.10] é igual ao sistema (4.2)) entao realizando

a mesma técnica utilizada na secao conclui-se Coin(f’, f’ o hy) = () para alguma
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funcao continua f’ homotopica a f.

Dois dos inteiros A, B e C sao nulos. Sem perda de generalidade, considere A = 0,
B =0eC #0 entao

o o
I

f(JZ,y,Z) = (f © h4)<ZL’,y,Z) g (411)

|| N+ N[O

SIS

Q
<

Para ¢ impar ou t impar, conclui-se de modo imediato que o sistema nao possui
solugao. Logo, Coin(f, fohy) = (). Se ambos os valores sdo pares, considere f': T3 —
T3 definida por f'(z,y,2) = (ax + by + cz + €(2), rx + sy + tz + 6(2), uxr + vy + wz),
em que €(z) = niosen(sz) e d(z) = niosen(wz). Note que a func¢ao continua f’ é

homotopica a f e Coin(f’, f' o hy) = 0, pois

e(z) = e(z +3) 2=0,3
[y, z)=(floh)(z,y,2) & 4 3(2)=6(z+1) &4 =13 (4.12)
Cy=7% Cy=7%

Apenas um dos inteiros A, B e C' é nulo. Suponha sem perda de generalidade que
A=0,B+#0eC #0 entao

f(x,y,z):(f0h4)(:c7y,z)<:> By =

Q

<

Il
g ol

Obviamente, se ¢ ¢ impar tem-se Coin(f, f o hy) = 0. Para c par, seja f': T3> — T3
definida por f'(z,y,2) = (ax + by + cz + 0(2),rz + sy + tz + €(z),uxr + vy + wz).
Entao,

f@y,z)=(fohs)(z,y,2) & By+e(z)=1L+e(z+1) (4.13)

Seja (z,y,2) € T3 tal que y ¢ solugao da equagao Cy = 5. Como C # 0 existe uma
t

29
entao o sistema (4.13)) coincide com o sistema (4.12f). Por conseguinte, tais valores de
y nao sao solugoes do sistema, (4.13). Para os valores de y tais que Cy = § e By # %,

tem-se By +€(z) # L +e€(z+ 1) para ng suficientemente grande. Mostrando que todos

quantia finita de y satisfazendo esta equagdo. Se existe y tal que C'y = 5 e By =

os valores de y que satisfazem a equagao C'y = § nao sao solugoes do sistema (4.13).
Logo, Coin(f’, f' o hy) = 0.
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(4) Todos os inteiros A, B e C nio nulos. Escolhendo f’: T? — T? dada por f'(z,y, z) =

(ax + by + cz,rx + sy + tz + €(2), ur + vy + wz + 6(2)), obtém-se o seguinte sistema
em T3:

Ay =735
f@,y,2) = ([ ohy)(x,y,2) & § By+e(z)=4+e

—~
N
+

|

~—

(4.14)

Suponha que Ay = £, caso contrario Coin(f’, f' o hy) = (). A resolugao do sistema
(4.14) é divida em dois casos:

t

(i) By = 5 e Cy = 3: Neste caso o sistema serd similar ao sistema ,
concluindo que o sistema nao possui solu¢ao, isto &, Coin(f’, f' o hy) = 0.
(i) By # £ ou Cy # %: Sem perda de generalidade, suponha By # £. Como
A #0e B # 0 existe uma quantia finita de y satisfazendo Ay = £ e By # £
Escolhendo ng suficiente grande segue que By + €(z) # £ + e(z + ) para todo
y citado anteriormente. Portanto o sistema nao tem solucao, implicando

que Coin(f’, f" o hy) = 0.

Veja que em todos os casos analisados, existe uma funcao continua f’ : T3 — T®
homotopica a f (em alguns casos pode-se considerar ' = f) tal que Coin(f’, f’ o hy) = 0.

Portanto, para a involucdo livre hy(z,y, 2) = (:U +vy,—y,z + %) no toro T3, o nimero
de Nielsen-Borsuk-Ulam de f é zero, isto é,

NBU(f, hy) = 0.

4.4 NBU para a involugdo hy(z,y,2) = (—z,—y, z + %)

O estudo do nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam para a involucao hs foi deixado
por dltimo, pois no desenvolvimento desta secao utiliza-se técnicas apresentadas
anteriormente. Além disso, esta involucao possui os casos mais interessantes, onde o
numero de Nielsen-Borsuk-Ulam ¢é diferente de zero.

Para calcular o Coin(f, f o hy) (ou Coin(f’, f’ o he) para alguma f’ homotopica a f) e
posteriormente o NBU( f, hy) sera preciso dividir a fungao f citada em em Casos.

Primeiro caso, se (a,r,u) = (0,0,0) entao

by + cz = —by + cz + £
flx,y,2) = (foh)(m,y,2) & § sy+tz= —Sy—l—tz+% & 25y =
vy +wz=—vytwz+ 3 2uy =

DO
S+

<
I

(4.15)

pojg DI Nlo

Aplicando ao sistema (4.15) a mesma técnica utilizada na secao conclui-se que
NBU(f, ha) = 0.
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Observe que se (b, s,v) = (0,0,0) entao

aa:—i—cz:—a:c—i—cz—i—g Zang
f(CL’,’y,Z):(th2>(ZE,y,Z)<:> T.T—FtZ:—T'Z'—FtZ—F% = 2T.T:%
ux—i—wz:—ux—i—wz—k% 2ux:%

Utilizando novamente a técnica da secao obtém-se que NBU(f, hy) = 0.
Segundo caso, quando (a,r,u) # (0,0,0) e (b,s,v) # (0,0,0). Suponha, sem perda de

generalidade, que a # 0 e considere os seguintes valores inteiros:

b
pzdet(r 8>:rv—su, q:det<a ):av—bu
u v u v
b
e 0:det<& )zas—br.
ros

Condicoes sobre os niimeros inteiros ¢, t, w, p e q serao feitas para possibilitar o calculo

do niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam. A nao utilizagao do inteiro o = as — br durante esta

secao, poderé deixar o leitor incomodado, porém este inteiro é extremamente 1til quando
a=0.

(1) Sejam ¢, t e w todos pares. Entdo

ar +by+cz=—ax —by+cz+ 3
fx,y,2) = (foh)(z,y,2) &< ro+sy+tz=—rr—sy+tz+ % (4.16)
L ux—l—vy—i—wz:—ux—vy—l—wz—l—%
[ 2ax 4 2by = ky
S 2re+2sy=ks , (4.17)
[ 2ux + 2vy = k3

com ki, kg, k3 € Z. Note que (0,0, z), (O, %,z), (%,O, z) e (%,%,z) € T3 sao solucoes

do sistema (4.17). Com isso, Coin(f, f o hy) # 0.

Para resolver o sistema em T3, isto é, encontrar os pontos de coincidéncias
entre as fungoes f e f o ho, sera utilizado uma técnica diferente das anteriores. Esta
técnica consiste em encontrar possiveis solucoes do sistema em R? e projetar
tais solugoes em T2, através da projecao natural 7 : R?* — T2 dada por w(z,y,2) =
[(z,y, 2)]1s, obtendo os pontos do conjunto Coin(f, f o hy). Em outras palavras, o
objetivo é encontrar pontos de coincidéncias entre pares de recobrimentos (]?, f/o\h/g)
e projeté-los via m em T2, para descobrir quais sdo as solugoes do sistema (4.17) em
T3. Observe que variando a classe de recobrimento do par (f, f/o\g), os valores ki,

ko e k3 podem variar, e assim, podemos utilizar todos nao nulos.
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Estudando o sistema ({1.17) em R3, obtém-se da primeira e terceira equagoes que as
triplas (z,y,2) € R3 com

le — abkg + bUkl akg — Ukl

2qa

sdo possiveis solugoes, para ¢ # 0. Projetando estas possiveis solucoes em T2, como
(gky — abks + buky) € Z e (aks — uky) € Z segue que

Coin(f, fohy) €S ={(z,y,2) €T* | 2qaxr =0 e 2qy =0},

uma vez que toda coincidéncia entre as funcoes f e f o hy em T3 é imagem de um

P g

ponto de coincidéncia de algum par de recobrimentos (f, f ohs).

Considere as triplas (z,y, z) € SN Coin(f, f o hy), entao

T %a
[y, 2)=(foh)(zy,2) & ¢ y=4 |
0=0

em que i € {0,1,2,...,2ga— 1} e j €{0,1,...,2¢ — 1}.

Seja f’: T? — T? definida por
f(z,y,2) = (ax + by + cz + €(y), rz + sy + tz + €(2), ur + vy + wz + €(x)),

em que € esta definida em (4.3). Entao, f’ é homotopica a f e

z+e(y) = 5 +e(—y)
fl(z,y,2) = (f ohs)(z,y,2) &< y+e(z) = ;—q +e(z+3) (4.18)

[ €(z) = e(=2)

r+e(y) = 50 +e(—y)
& yte(z) =4 +elz+ 1) (4.19)
L =0, %
Para x = 0, as tnicas solugoes da equagio x + €(y) = 22—; +e(—y)saoy=0ecy=3,
0 mesmo vale para r = % De fato, se x = 0 entao a primeira equagao do sistema

(4.19) & e(y) = QqLa + €(—y). Para ﬁ # 0 segue que €(y) # 5. + €(—y) escolhendo

no suficientemente grande. Se QqLa = 0 entdo €(y) = e(—y), isto &, y = 0 ey = 3.

Agora, se . = 1 e 2% # 1 entdo 1 + €(y) # 50 T €(=y) para ng suficientemente
grande. Assim, se e = % segue que €(y) = e(—y), isto ¢,y =0ey = % Com isso,

os lnicos valores de z = ﬁ que aparecem nas coordenadas dos pontos pertencentes

ao Coin(f’, f'ohy) sio z =0e x = 3.
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Aplicando este mesmo raciocinio a equagao y + €(z) = 2J—;I +e(z + %) segue que suas

solucoes sao z =0¢e z = % Deste modo,

Il
=
N =

f,<-T7y,Z) = (f/ © hQ)(%yv Z) A

8 w
_l_
[
—
N
~—
I

¥l
+
M
—~
N
+
N | #—=
~—

ISIINSS

|
(@] JO VO (@]
NI~ NI- NI= -

8
I

,

ou seja,

Coin(f', f' o hy) = { (0’%’%

BUCoin(f’, hs) :{ ((0, (())70),(0,0,%)) ((0,1,0), (0,1,

As classes de Nielsen do par (f’,f o hy) sdo C} = {(0,0,0),(0,0
11
272

1

2
{(075,0) (0,§,%)}7 Cs = {(%,0,0) , (5,0,%)} e C) = {(%,%,0) ,( , ,%)} Logo,
as classe de coincidéncias Borsuk-Ulam sao

D1={((000( 3} Dy = {((0,
Dy = {((5,0.0),(5:0.5))} e Da={((5

Sejam 71,72,73,74 : [0,1] — T? definidos por v (t) = (0,0,%), 7(t) = (0,1,%),
Y3(t) = (3,0,4) e w(t) = (3,3,%). Utilizando estes caminhos conclui-se que as
classes de coincidéncias Borsuk-Ulam Dy, Dy, D3 e D4 sao todas simples.

O proximo passo, para descobrir o niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam, é calcular o indice
de coincidéncia de todos os pontos do Coin(f’, f' o hy), e posteriormente, calcular o
pseudo-indice das classes Dj, com j = 1,2,3,4. Com efeito, seja G = f' — f' o hy :
T3 — T3, isto é,

G(z,y, 2) = (2ax+2by+e(y)—e(—y), 2ra+2sy+e(z)—e(2+3), 2uz+2vy+e(x)—e(—x)).
Como o célculo do indice de coincidéncia é local e T? é uma variedade de dimensao
3, o estudo deste indice sera realizado em R3. Sejam U; C R3 com i = 1,...,8,

vizinhangas de cada ponto de coincidéncia entre f" e f’o hy, tais que U;NU; = () para
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todo i # j com i,j € {i = 1,...,8}. Entao G|, : U; — R® & suave e

2a 2b + 6/(y) + e’(—y) 0
Clen = 2 2s ¢(x) — (= +3)
2u+ € (x) + €(—x) 2 0

O indice de coincidéncia definido em [L.3] é:

ind(flu f, © h27 (J:Ou y07 ZO)) = Sgn(det<dG($0,yO7ZO)))7

com (g, Yo, 20) € Coin(f', f' o hy) e sgn(det(dG(zg,40,2))) significando o sinal do

determinante da matriz do diferencial de G' em (zg, Yo, 20)-

Para os pontos (0,0,0) e (O, 0, %) pertencentes a classe de coincidéncias Borsuk-Ulam

D+, tem-se
20 26+% 0
dG(07070) = 2r 2s 4%
2u + 47“ 2v 0
e
2 26+ 0
dG(O,O,%) = 2r 2s —4%
2u + 47” 2v 0
Assim,

4 4 47
det <dG(0707%)> = —? |:(2b + 7) <2U + 7) - 2&2U:| = — det(dG(o,()’())), (420)
isto é, os pontos de coincidéncias (0,0,0) e (0, 0, %) possuem indices de coincidéncia
com sinais opostos. Observe que o indice de coincidéncia depende da funcao f, uma
vez que o sinal do determinante depende dos inteiros a, b, r, s, u e v. Com isso, nao
¢ possivel determinar exatamente quais sdo os indices dos pontos (0,0,0) e (O, 0, %),

porém a informacao obtida em (4.20]) ja é suficiente para calcular o pseudo-indice.
Sabe-se que a classe de coincidéncias Borsuk-Ulam D; é simples e a involucao livre

ho preserva a orientac¢ao, logo o pseudo-indice do par (f’, he) em D; é

|ind |(f’, ho; D1) = ind(f’, f" © hy; (0,0,0)) mod 2 = 1.

Portanto, D, ¢ uma classe essencial na teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam.

Repetindo o processo realizado na classe D, para as demais classes de coincidéncias

Borsuk-Ulam, obtém-se que todas as quatro classes sao essenciais. Portanto o nimero
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de Nielsen-Borsuk-Ulam do par (f, he) é quatro,

NBU(f, hs) = 4.

Agora se ¢ = 0, assuma primeiramente que p = 0. Com isso, su = rv e bu = av.

Para u # 0 segue que s = =2 e b = 2. Entao,

( 2ax+2(%)y=0
f@,y,2) = (foh)(w,y,2) & ¢ 2ra+2(2)y=0
20y = —2ux

2ax + 22vy =0
=9 2re+ 220y =0
20y = —2uzx

2ax — 22ur =0

& 2re — L2ux =0

u

[ 2vy = —2ux
(0=0

<1 0=0
[ 2vy = —2ux

Defina f': T? — T? por f'(z,y, z) = (ax+by+cz+8(2), re+sy+tz+e(z), ur+vy+wz).
Veja que f’ é homotopica a f e

5 =0+h) 2=
[y, z)=(foh)(z,y,2) &S ez)=ez+1) =< z=01 (4.21)
20y = —2ux 20y = —2ux

Logo o sistema (4.21]) nao possui solugao em T2, isto é, Coin(f’, f'ohy) = (. Portanto,

NBU(, hs) = 0.

Para u = 0 temos rv = 0 e av = 0. Como a # 0 segue que v = 0. Assim,

2ax + 2by =0
fx,y,2) = (foho)(z,y,2) & 2re +2sy =0 .
0=0

Seja f’ : T® — T3 definida por f'(x,y,2) = (ax + by + cz,7x + sy + tz,wz + €(x)).
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Entao f’ é homotopica a f e

2ax + 2by =0 2by =0
f(x,y,2) = (f ohy)(m,y,2) & ¢ 2ra+2sy=0.< 1 2sy=0 . (4.22)
€(r) = e(—x) r=03

O caso (b,s,v) = (0,0,0) ja foi analisado no inicio desta se¢do. Logo (b, s) # (0,0),

uma vez que v = (. Suponha sem perda de generalidade que b # 0.

Considere as triplas (z,y,2) € T? tais que Yy = ﬁ sejam solugoes das duas primeiras
equagoes do sistema (4.22)) com i € {0, 1 ,2b—1}. Observe que y =0 ey = 3
sao exemplos de y = ﬁ satisfazendo as equacoes desejadas (para i = 0 e ¢ = b,

respectivamente). Assim,

V=1
f@,y,2) = (fohy)(x,y,2) & 0=0
x:(),%

Seja " : T® — T? dada por f(z,y,2) = (ax+by+cz+e€(2), re+sy+tz+e(y), wz+
€(z)). Entao, f” é¢ homotopica a f e

y+e(z)=o2+e(z+3) 2=0,3
f//(ﬂf,y,Z) = (f”th)(a:,y,z)@ y:07% Ang y:07%
Q?ZO,% x:(),%

Logo,
1 1 11
UG — { 0,0.0),(0.0.9)],[0.4,0).(0.3.1)] } |
[(3:0.0),(3.0.3)] . [(3:3.0). (3:3:3)]
Repetindo os calculos dos pseudos-indices, realizados no caso ¢ # 0, conclui-se que as

quatro classes de coincidéncias Borsuk-Ulam sao essenciais. Portanto,

NBU(f, hs) = 4.

Por fim, se ¢ = 0 e p # 0 entao bu = av e su # rv. Observe que u # 0, caso contrario

u = v = ( implicaria que p = 0, absurdo. Assim b= % e

2ax +2 (%) y =0 0=0
flz,y,2) = (foho)(z,y,2) & 2ro+2sy=0 S 2re+2sy=0.
20y = —2ux 20y = —2ux

Defina f': T® — T3 por f'(z,y,2) = (ax + by + cz + (), rz + sy + tz, uxr + vy +wz).
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Note que f’ é homotoépica a f e

€(x) = e(—x) r=0,3
[(@y,z) =(fohy)(z,y,2) &< 2rz+2sy=0 < ¢ 25y =0 . (4.23)
20y = —2ux 20y =0

Como p # 0 segue que (s,v) # (0,0). Além disso y = 0 e y = £ satisfazem o sistema
(4.23), isto é, Coin(f’, f' o hy) # (). Utilizando a mesma técnica aplicada ao sistema
[4.22), para f”: T3 — T definida por

["(z,y,2) = (ax + by + cz + (), rx + sy + tz + €(2), ux + vy + wz + €(y)),

conclui-se que

NBU(f, hy) = 4.

Apenas um dos inteiros ¢, t e w é impar. Suponha, sem perda de generalidade, que ¢

¢ impar. Entao,

2a$+26y:k‘1+%
[y, z) = (foh)(w,y,2) & 2ro+2sy=Fky (4.24)
2uxr + 20y = k3

com ]{71, kg, kg € 7.

Repetindo o processo de encontrar possiveis solugoes do sistema (4.24) em R3 e
projeta-las em T3, Obtém-se, estudando o sistema, (4.24) em R?, da primeira e terceira

equagoes, que as triplas (z,v,2) € R? tais que

2qky + q — 2abks + 2buk, + bu
Tr =
4qa

_ 2ak3 —2uky —u
— P

€ Y
sao possiveis solugdes, para g # 0. Projetando estas possiveis solugoes em T3, tem-se
Coin(f, fohy) €S ={(z,y,2) € T* | 4gax =0 e 4qy = 0},

uma vez que (2¢k; + ¢ — 2abks + 2buk, + bu) € Z e (2ak; — 2uk; — u) € Z.

Considere as triplas (z,y, z) € SN Coin(f, f o hy), entao

4qa
fley,2)=(fol)(zy.2) = y=14 .
0=0

em que i € {0,1,2,...,4ga— 1} e j € {0,1,...,4q — 1}.
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Defina f': T® — T3 por f'(z,y,2) = (ax+by+cz+, ra+ sy +tz, uz +vy+wz+€(x)).
Entao f’ é homotopica a f e

|

e
=}
S]

f’(x,y,z) = (f,OhQ)(CL’,y,Z) And (425)

8 < 5
|-
\.O glm
DN |

Se as triplas (0,y,2) e (3,9, 2) ndo pertencem ao Coin(f, f o hs), para todos y e z,
entdo o sistema (4.25) nao possui solugao. Logo, Coin(f’, f' o hy) = ). Portanto,

NBU(f, hy) = 0.
Agora, se as triplas (0,y,2) e (3,9, z) pertencem ao Coin(f, f o hs), para algum par

(v, z), entao defina f” : T — T3 por f"(z,y,2) = (ax + by + cz + €(y), 7T + sy +
tz,uxr + vy + wz + €(x)). Assim, f” é homotopica a f e

e(y) = e(—y) y=0,3
i@y, z) = (f"oho)(z,y,2) & § y=14 e y=41 (4.26)
T = 0,% T = 0,%

No entanto as triplas (0,0, 2), (%,O,z), (O, %,z), (%, %,z) € T® nao pertencem ao
Coin(f, fohs), uma vez que elas nao satisfazem a primeira equagio sistema (4.24)) em
T3. Com isso, 4% #0e 4%1 #+ % implicando que o sistema (4.26]) ndo possui solucao.

Logo, Coin(f”, f” o hy) = (). Portanto,

NBU(f, hs) = 0.

Para ¢ =0 e p = 0 segue que su=rv e bu=av. Se u # 0entao s =", b= " e

( 2a:n—|—2(‘;—”)y:%
fl@y,z) =(foh)(z,y,2) & { 2re+2(2)y=0
| 2vy = —2ux
( 2ax—%2ux:%
=8 2rex—2ux =0
| 2vy = —2ux
( O:%
<< 0=0
20y = —2ux
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Logo, Coin(f, f o hy) = (). Portanto,
NBU(f, hs) = 0.

Se u = 0 entdo v = 0, uma vez que a # 0. Assim,

2a1:—|—2by:%
flz,y,2) = (foho)(x,y,2) & { 2rz+2sy=0 .
0=0

Seja f’ : T* — T3 definida por f'(x,y,2) = (ax + by + cz,7x + sy + tz,wz + €(x)).
Entao f’ é homotopica a f e

2ax + 2by = 3 2by = 5
f(xy,2)=(f oh)(z,y,2) & 2re+2sy=0 << 2sy=0 . (4.27)
€(x) = e(—x) r=03

Se b = 0 segue que NBU(f, hy) = 0. Para b # 0, considere os y = 4%; que satisfazem

as duas primeiras equagoes do sistema (4.27), com ¢ € {1,3,5,...,4b — 1}, observe
quey=0ey= % nao satisfazem tal condi¢ao. Assim,

&

b

I
N

o O

Y
f/(l‘,y,Z):(f/Ohg)($,y,Z)<=> 0
i

1
2

Defina f” : T* — T? por f"(z,y,2) = (ax + by + cz,rx + sy + tz + €(y), wz + €(x)).
Entao, f” é homotopica a f e

Y=+ Y=+
i@y, 2) = (Mo h)(x,y,2) & ¢ e(y) =e(-y) < y=0,3
xz =0, % xz =0, %
Logo, Coin(f”, f” o hy) = (). Portanto,
NBU(f, hy) = 0.

Seq =0ep # 0 entao bu = av e su # rv. Observe que u # 0, caso contrario

u = v = 0 implicaria que p = 0, absurdo. Deste modo b = % e

2ax+2(%)y:% O:%
flz,y,2) = (foho)(x,y,2) & < 2rz+2sy =0 & Q 2rr+2sy=0.
20y = —2ux 2vy = —2ux
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Logo, Coin(f, f o hy) = (). Portanto,

NBU(f, hs) = 0.

(3) Dois dos inteiros ¢, t e w sdo impares. Neste caso o nimero de Nielsen Borsuk-Ulam

também é zero, basta aplicar técnicas similares as utilizadas no caso anterior.

(4) Sejam ¢, t e w todos impares. De modo analogo aos casos anteriores, conclui-se
NBU(f, he) =0

para q # 0.
Agora, se ¢ =0, p=0e u # 0 entao

( 2ax—|—2(%)y:%
f(x,y,2) = (fohy)(x,y,2) & 27’x+2(%)y:%
L 2vy:%—2ux
( 2am+%—%2um=%
& 27“1:—}—%—%21&:%

20y = % — 2ux

(o _ 1
2u 2
ro_ 1
= 2u 2

1
[ 2vy =35 —2ux

Se - # % ou 5- # % segue que NBU(f, hy) = 0, pois Coin(f, f o hy) = 0. Caso
contrario, se &£ = 1 e = = L entdo NBU(f, hy) = 0, basta considerar f’': T® — T?

definida por f'(z,y, 2) = (ax + by + cz + 6(2),rx + sy + tz + €(2), ux + vy + wz).

Para g =0,p=0e u =0 tem-se v = 0. Logo,

2ax + 2by :%
fl@,y,2) = (fohy)(x,y,2) & 2ra+2sy=1.
0=0

Definindo f': T — T por f/(x,y,2) = (ax + by + cz,rx + sy + tz,wz + €(x)) segue

que f’ é homotopica a f e

2a:c—|—2by:% Qby:%
oy, z) = (floha)(z,y,2) & § 2re+2sy =45 < 25y =75 .
xzo,% sz,%

Sabe-se que (b, s) # (0,0), pois (b, s,v) # (0,0,0). Claramente o NBU(f, hy) = 0 se

b=0ous=0. Parab # 0 e s # 0, utilize a mesma técnica aplicada ao sistema
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(4.27), e conclua que
NBU(f, hy) = 0.

Por fim, se ¢ =0 e p # 0 segue que u # 0 e b = %=, Assim,

a 1

2u " 2
f@y,z) = (foh)(x,y,2) & § 2ro+2sy=1 .
2y = % — 2ux

Se oo # % segue que NBU(f, hy) = 0. Caso contrério, seja f’ : T> — T3 dada por

f(x,y,2) = (ax + by + cz + €(x),rx + sy + tz, ux + vy + wz). Entao,

S
Il
o

[\]
%2
N—= N[ N~

NS

f@y,2) = (f o ho)(x,y,2) & (4.28)

\)
<

Observe que (s,v) # (0,0) (pois p # 0) e as triplas (z,y,2) € T comy =0ouy =1
nio sao solugdes do sistema (4.28). Se s = 0 ou v = 0 entdo NBU(f, hy) = 0. Se
s # 0 e v # 0 considere as triplas (z,y,2) € T? tais que y = 418 satisfazem as duas
tltimas equagdes do sistema ([£.28)), onde i € {1,3,...,4s — 1}. Dai,

I
=

1
’ 2

f’(x,y,z) = (f, © hQ)(l’,y,Z) <

o 8
I

Ou>|@
w

Defina f” : T3 — T3 por f"(x,y,2) = (ax + by + cz + €(x),rx + sy + tz,ux + vy +
wz + €(y)). Entao f” é homotopica a f e

=0, %
f(wy,2) = (f"ohy)(w,y,2) & y=+ (4.29)
y=0,3
Comoy =0ey = % nao satisfazem a segunda equacdo do sistema ({4.29)), como

observado anteriormente, segue que Coin(f”, f” o hy) = (). Portanto,

NBU(, hs) = 0.

4.5 Teorema do NBU em T3

Nas sec¢oes anteriores foi calculado o niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam do par (f, h;)
para toda classe de homotopia de f : T3 — T3 com i = 1,2,3,4, mais do que isso

em todos os casos construiu-se representantes das classes de homotopia que realizam os
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numeros obtidos. Compilando os resultados obtidos tem-se o seguinte teorema sobre o

nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam em T3:

Teorema 4.1. Seja f : T> — T® uma fungdo continua tal que fyu : m (T3) — 7 (T3) €

a b c
representada matricialmente por fuo = | r s t | . Entao,
u vow

NBU(f,hi) =0,  NBU(f,hs) =0, NBU(f,hs)=0 e

(4 se ¢, t,w sao pares, (a,r,u) # (0,0,0),
(b,s,v) # (0,0,0) e (p,q) # (0,0)

NBU(/, hs) = ou
A se ¢, t,w sao pares, (a,r,u) # (0,0,0),
(b, s,v) #(0,0,0), (p,q) =(0,0) euw =10

\ 0 caso contrdrio,

r s a b
com p = det e q = det < ) Além disso, o toro T3 é um espaco tipo Wecken
u v u v

na teoria de Nielsen-Borsuk-Ulam.

Coroléario 4.2. Seja h uma involugio livre em T3. Entao a tripla (T3, h; T3) nao possui

a propriedade de Borsuk-Ulam.
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Capitulo 5

Numero de Nielsen-Borsuk-Ulam em
T" n >3

No caso do toro de dimensao n, com n > 3, nao encontramos na literatura a
classificacao das involucoes livres. Com isso, o estudo do niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam
nao podera ser realizado de modo geral neste espaco. O que pode ser feito em T" é,
escolher uma involucao livre 7 : T" — T" e calcular o nimero NBU(f, 7) para qualquer

func¢ao continua f:T" — T".
Considere as seguintes involucoes livres em T™:

1
T (21, Ty oo T, T) = ($1>$27 ey T, Ty + =

2
1
T3(x1, Tay . oo Tpo1, ) = | X1, T2, .., Ty—g, —Tp_1, Ty + 5
(21, To,y .o T, Ty) = (901 + X2, —X2, X3, ..., Tp—1, Ty + 5) .

Estas involugoes sao uma generalizacao das involugoes hq, hg e hy do toro de dimensao 3,
para o toro de dimensao n. Utilizando o mesmo método aplicado nas contas do NBU em
T3, conclui-se que o niimero de Nielsen-Borsuk-Ulam ¢ zero para estas involucoes, isto ¢,

para qualquer funcao continua f : T" — T" tem-se

NBU(f,7)=0, NBU(f,7)=0 e NBU(f,7)=0.

Escolhendo a involugao livre mo(x1, 9, ..., Tp_1,2,) = (—xl, —To, ..., —Tp_1,Tp + %)

em T", pode-se concluir que NBU(f, 72) # 0 para alguma fungdo continua f : T — T".
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De fato, seja g : T" — T™ uma func¢ao continua tal que

00 2b,
10 2by
01 2b3
94 = .
1 2b,_1
0 2b,

onde b; € Z, isto é, g(x1,...,Tn_1,2,) = (21,...,Tp_1,2b121 + 2boxs + ... + 2b,2,,).
Considere a funcao continua ¢’ : T" — T" dada por

g (1, X1, Tn) = (21, o, 1, 20101 + 209 + ... + 20,7, + €(xy,))

em que € : T! — T! ¢ definida por €(z) = niosen(%rx), com ng € N escolhido de modo

conveniente. Note que ¢’ é homotopica a g e

T = 07%

To = 0 1
g,(xla 7xn) - (g/ OTQ)(J;17 71771) = 2 .

Tn = 07%

Com isso, a cardinalidade do conjunto de coincidéncias do par de fungoes (¢, ¢’ o 1o) & 2",
# Coin(¢’, g’ o 75) = 2", e a cardinalidade do conjunto de coincidéncias Borsuk-Ulam do
par (¢, 1) ¢ 21, #BUCoin(¢’, 72) = 2" !. Neste caso, todas as classes de coincidéncias
Borsuk-Ulam sao simples e essenciais, concluindo que NBU(g, 7o) = 2" L.

Os resultados obtidos sobre o ntimero de Nielsen-Borsuk-Ulam nos toros de dimensao

baixa (n = 1,2, 3) e o exemplo da fungao g em T" (n > 3) sugerem a seguinte conjectura:

Conjectura 5.1. Sejam f : T" — T™ uma funcao continua e T uma involucao livre em
T". Entao,
2"l ou

NBU(f, 1) = { 0
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Apéndice A

Realizacdo do NBU em T?

O teorema afirma que o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam é realizavel em T?. No
entanto, os casos em que o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam ¢ zero, sao consequéncias
dos teoremas e sendo a realizacao do nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam nestes
casos garantida de forma indireta, para obtermos uma demonstracdo mais construtiva
do teorema explicitaremos a realizacao do ntimero de Nielsen-Borsuk-Ulam em T2,
quando for igual a zero.

Lembrando, hé dois casos em que o niumero de Nielsen-Borsuk-Ulam é zero. Primeiro

caso, NBU(f, ;) = 0 para toda fungao continua f : T? — T?. Segundo caso,

NBU(f,m) =0 se f#%<p %),
qg 21

com p,q,k,l € Z e (p,q) # (0,0). Lembrando que as involugdes 7, e 7 sdo dadas por
Tl<$7y) = (fE + %7y) € TQ(xay) = (—%y + %)

(1°) Seja f: T? — T? uma fun¢ao continua com a matriz da induzida em 7, representada
a b
por fyu = L Entao, f(z,y) = (azx + by, cx + dy).
c
No teorema a involu¢ao 7 é dada por 7(z,y) = (37 + %,y) Porém neste

apéndice utiliza-se 7i(x,y) = (a:,y—l—%) que é obviamente equivalente a 7 do

teorema, basta considerar o homeomorfismo em T? dado por h(z,y) = (y, z).

Veja que,

f($,y)=(f071)(x,y)<:>{ ax—l—by:ax—l—by—f—g @{ 0=

cx+dy = cr+dy+ 4 0=

N NS

Se b ou d é impar entdo Coin(f, f o71) = (). Agora, se b e d sao pares considere
' T? — T? definida por f'(z,y) = (ax + by + €(y),cx + dy + 6(y)), em que
€,0: T' — T' sdo definidas por ¢(y) = ;- sen(2my) e §(y) = ;- sen(my), com ng € N
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escolhido de modo conveniente. Note que f’ é homotopica a f e

Fl@y) = (fom)(z,y) & { ly) =

T
—
<
1
== O
A:Iw l\\J'h—t

Logo, Coin(f', f' o) = 0.

Portanto, o namero de Nielsen-Borsuk-Ulam do par (f, 1) é zero em ambos os casos,
NBU(f,71) = 0 (conforme o teorema[3.3)). Além disso, exibimos as fun¢des continuas
que realizam tal nimero. Em especifico, no caso b ou d impar a funcao f realiza o
niamero de Nielsen-Borsuk-Ulam e, para b e d pares a funcao f’ realiza o nimero de

Nielsen-Borsuk-Ulam.

(2°) A realizagdo deste casos sera dividida em dois sub-casos:

(i) Seja f : T> — T? uma funcao continua com a matriz da induzida em m;

2k +1
representada por fy = (p Qj ) com (p,q) # (0,0). Entdo, f(z,y) =
q

(px + 2ky + y, gx + 2ly). Note que fx nao possui o formato da matriz em que

NBU(f, ) = 2, pois possui uma entrada impar na segunda coluna. Assim,

pr+2ky+y=—-pr+2ky+y+k+1
qr +2ly = —qr + 2ly + 1

e
2qx =0
Se p = 0 obviamente Coin(f, f o 75) = 0. Para p # 0 considere f’: T? — T?

definida por f'(z,y) = (pxr + 2ky + y, gz + 2ly + €(x)). Logo, f' é homotopica
afe

f(l‘7y) = (f OTQ)(I7y) Ang {

2p$:%

2qz + e(z) = e(—z) (A1)

f/(‘rvy) = (f/ OTQ)(xay) g {

Seja (z,y) € T? tal que 2px = % Note que existem finitos valores de z com tal

propriedade, pois as solucoes da equacao 2pr = % sao xr = 4%,,7 4%, cee 41:—;1.
(a) Se 2gx # 0 entdo, escolhendo ng suficientemente grande, 2qx + €(x) #
€(—x). Assim, o sistema (|A.1]) ndo possui solucdo.
(b) Se 2gz = 0 entdo 2qz + €(z) = e(—z) = €(z) = e(—x) = = =0, 3. Porém,
1

r=0ex = % nao sao solugoes da equagao 2pr = 5. Concluindo, que

sistema (A.1)) ndo possui solucéo.
Logo, Coin(f’, f' o mp) = 0.
Se a outra entrada da segunda coluna é impar ou se todos os elementos desta

coluna sao impares, a prova de que NBU( f, 72) = 0 pode ser realizada de modo

analogo ao item (7).
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(ii) Seja f : T? — T? uma fungdo continua com a matriz da induzida em m;

0 2k
representada por = . Entao, f(x,y) = (2ky,2ly). Note que
7o #

nao possui o formato da matriz em que NBU(f, 75) = 2, pois possui a primeira

coluna nula. Assim,

f(%y)Z(fOﬁ)(fc,y)@{ 2hy = 2ky + k @{ 0=0

2y = 2y + 1 0=0

e Coin(f, fory) = T2 Defina f': T? — T? por f'(z,y) = (2ky+e(y), 2ly+3(y))-
Entao, f’ é homotopica a f e

f/(xvy) = (f, © Tg)(l‘,y) g {

o™
—~
<
I
—~
D=
SN—"
—N—
Ny
I

<
I
N
Sl NI

Concluindo que o conjunto de coincidéncias do par (f',f' o 7o) é vazio,

Coin(f', f' o) = 0.

Neste segundo caso, mostramos que o nimero de Nielsen-Borsuk-Ulam do par (f, 72)

2k
é zero se [y # b o | Além disso, provamos também que f ou f' (f' € [f])
q

realizam o NBU(f, 73), dependendo dos casos.

Agora, temos uma prova construtiva de que T? é um espaco de Wecken para a teoria
de Nielsen-Borsuk-Ulam.

Observe que o contetido apresentado neste apéndice demonstra os teoremas e
nos casos em que as classes de homotopia de T? no tem a propriedade de Borsuk-Ulam,
ou seja, que todas as classes de homotopia 3 € [T?, T?] nao tem a propriedade de Borsuk-

Ulam com respeito a 7y e que [ nao tem a propriedade de Borsuk-Ulam com respeito a

2k
Ty se, e somente se, By # <p 2l> com (p,q) # (0,0).
q
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