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Resumo

Ondaletas sao bases de funcoes que podem ser utilizadas para descrever ou apro-
ximar sinais continuos (fungoes) ou sinais discretos (sequéncias); o estudo de ondaletas
ganhou destaque considerdvel apds o desenvolvimento das ondaletas de Daubechies (DAU-
BECHIES, 1988). Também na segunda metade do século XX, o avango na tecnologia e
capacidade de processamento possibilitou a introducao do bootstrap (EFRON, 1979), uma
técnica computacionalmente intensiva baseada em reamostragem.

Uma das principais suposicoes para a aplicagao do bootstrap é que os elementos sejam
nao correlacionados, o que em geral nao ocorre na andlise de séries temporais. Este estudo
apresenta o wavestrap, técnica de aplicacao do bootstrap aos coeficientes de uma Trans-
formada Ondaleta Discreta (DWT). Essa técnica é comparada com outras adaptagoes de
bootstrap para séries temporais. Sao analisados métodos de desenvolvimento de intervalos
de confian¢a nao paramétricos para a primeira autocorrelacao de processos autorregressi-
vos de primeira ordem.

Palavras-chave: Bootstrap, Séries Temporais, Wavelets, Wavestrap.






Abstract

Wavelets are basis of function spaces that can be used to represent both continuous
(functions) and discrete (sequences) signals; wavelets study gained great notoriety after
the work of Daubechies, who developed a wavelet family with compact support (DAU-
BECHIES, 1988). Also in the second half of twentiest century the great advances in
computer processing allowed the emergence of various computation intensive methods,
such as bootstrap (EFRON, 1979).

One of the key assumptions to use bootstrap is that the sample elements are not cor-
related, generally that is not a characteristic found in time series analysis. This study
presents a review on wavestrap: a technique that joins both wavelet analysis and bo-
otstrap resampling. By applying bootstrap to the wavelet transform coefficients we can
generate samples that retain roughly the same characteristics of the original signal. We
also analyze other nonparametric confidence intervals based on bootstrap for estimating
the first autocorrelation of first order autorregressive processes.

Keywords: Bootstrap, Timeseries, Wavelets, Wavestrap.
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Convencoes e notacoes

e FT: Transformada de Fourier (Fourier transform);
e WT: Transformada Ondaleta ( Wavelet transform);

e DFT, DWT: Transformada Discreta de Fourier e Transformada Ondaleta Discreta

(respectivamente);

e CFT, CWT: Transformada Continua de Fourier e Transformada Ondaleta Continua

(respectivamente);
e [,: Espaco das funcoes quadrado-integraveis;
e 7. Conjunto totalmente ordenado que indexa um processo estocastico;
e t: Subconjunto dos instantes de 1" que foram observados;
e {: Instante no tempo (¢ € t);
e Z(t), Z;: Variavel aleatdria no instante ¢ € t;
e 2;: Observagao de Z(t);
e 7(t1,t3): Funcao de autocovariancia de um processo estocastico;
e v(h): Funcao de autocovariancia de um processo estacionario;
e p(ty,ts): Fungao de autocorrelagdo de um processo estocastico;
e p(h): Fungao de autocorrelagdo de um processo estaciondrio;
e (a,b): Produto interno entre a e b (quando definido);
e o(z): Fungao ondaleta pai;

e ¢(z): Funcao ondaleta mae;



vi

wor(7), Vjn(x): p(z —k) e 21/2)(272 — k) respectivamente;

api, Bjk: Coeficientes associados a W'T;

a: Quando « for algum parametro de interesse, é a estimativa do parametro;
f : Quando f for uma funcao, é a Transformada Continua de Fourier de f;
f®): p-ésima derivada de f;

W: Vetor de coeficientes DWT de um uma série temporal;

W ,: Subvetor dos coeficientes DW'T de uma série temporal associados ao nivel de

frequéncia 7;

E;: Energia associada ao nivel de frequéncia j;



Capitulo 1

Introducao

O estudo de séries temporais é um campo da estatistica que tem avancado constan-
temente ao longo das tultimas décadas. A popularizacao dos microcomputadores e da
internet impulsionou o desenvolvimento de novas técnicas nessa drea (assim como em
muitas outras) ao longo da segunda metade do século XX; como exemplos, podemos citar
a modelagem ARIMA (BOX e JENKINS, 1970) ou os métodos de alisamento exponencial
(GARDNER JR, 1985).

Em geral, as séries temporais sdo observadas no dominio do tempo (isto é, sdo coletadas
observagoes adjacentes no tempo). Através da Transformada de Fourier (que abreviaremos
como FT) é possivel visualizar uma série temporal no dominio da frequéncia. As ondaletas
sao interessantes pois nos permitem visualizar a informacao presente na série temporal
tanto no dominio da frequéncia como no dominio do tempo, ou seja, enquanto a FT
apresenta uma série temporal como uma soma de frequéncias, a Transformada Wavelet
(WT) apresenta essa mesma série como varias somas de frequéncias adjacentes no tempo.

Outra técnica que ganhou destaque durante a segunda metade do século XX é o boots-
trap; o bootstrap é uma técnica baseada em reamostragem computacionalmente intensiva,
sendo utilizada tanto para estimacao quanto para calculo de previsoes. A aplicacao do
bootstrap em séries temporais exige uma série de adaptagoes.

Uma das (poucas) suposigoes do bootstrap é que os elementos da populagao (que serao
reamostrados) sejam nao correlacionados. Isto nao ocorre naturalmente na andlise de
séries temporais e diversas adaptacgoes foram desenvolvidas para contornar este problema.
Uma das possiveis formas de se aplicar o bootstrap a séries temporais é através do waves-
trap, técnica na qual se reamostram os coeficientes de ondaleta de uma série temporal.

Este estudo consiste em uma revisao desta técnica.



O proximo capitulo deste trabalho sera dedicado ao estudo das ondaletas, contendo
também uma revisao de toda a teoria necessaria para o entendimento dessas técnicas e
um exemplo de aplicacao das mesmas. Apds o estudo das ondaletas, o capitulo 3 descreve
brevemente o bootstrap e algumas das adaptacoes do método para séries temporais. O
capitulo 4 apresenta o wavestrap, uniao das duas técnicas citadas anteriormente.

O capitulo 5 apresenta comparacoes entre trés adaptacoes de bootstrap para séries
temporais: o bootstrap em blocos, o bootstrap em janelas e o wavestrap. As comparacoes
se dao por meio do calculo de intervalos de confianca para a primeira autocorrelacao de

processos autorregressivos de ordem um.



Capitulo 2

Ondaletas

A palavra “Ondaleta” possui sua origem no termo francés ondelette, uma forma dimi-
nutiva de onda, diferente das “grandes ondas” (como o seno ou o cosseno), as ondaletas
oscilam apenas em um pequeno intervalo ao redor do 0. A figura abaixo 2.1 apresenta

dois exemplos de ondaletas:

Gaus Haar

0.4+

f(u)

~0.4

50 25 00 25 50 -50 25 00 25 50
u

Figura 2.1: Exemplos de ondaletas: a esquerda a ondaleta de Gauss, a direita a ondaleta
de Haar

Essas funcoes sao utilizadas para gerar bases ortonormais em Lo, com propriedades

interessantes. Lo € 0 espaco de todas as fungoes quadrado-integraveis, ou seja:

ng{f:R%R:/oof(x)de<—l—oo}.

Neste trabalho serao consideradas apenas funcoes reais, no entanto, os resultados
desenvolvidos podem ser estendidos para funcoes complexas.
Antes de entrar em detalhes na construcao das ondaletas, é conveniente que o leitor

esteja familiarizado com os principais conceitos de analise de séries temporais.
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2.1 Séries temporais

Série temporal é uma realizacdo de um processo estocastico. Existem varias séries
temporais utilizadas no cotidiano, como a temperatura medida em uma cidade diaria-
mente, ou o preco de uma determinada agao na bolsa de valores. MORETTIN e TOLOI

(2018) define processo estocdstico:

Definicao 2.1 (Processo estocastico) Seja T um conjunto arbitrdrio e totalmente or-
denado e seja S um conjunto de estados possiveis. Um processo estocdstico € uma familia

de varidveis aleatorias Z = {Z(t) :t € T}.

Um exemplo de processo estocastico é o passeio aleatorio simples:

Exemplo 2.2 (Passeio Aleatério Simples) Seja um objeto em repouso no ponto zero.
Suponha que a cada minuto esse objeto pode tomar duas acoes: ele pode mover-se uma
unidade para direita ou uma unidade para a esquerda. Considere a varidvel aleatdria Z(t):

o ponto em que o objeto se encontra no instante t, neste caso:
e S ¢é o conjunto dos inteiros.

e T ¢ o conjunto dos nimeros naturais (medimos a posi¢io do objeto a partir do

minuto zero);

E Z(t) é um processo estocdstico.

Comumente, a andlise de séries temporais consiste na modelagem do processo es-
tocastico Z(t) gerador da série (lembre que a série consiste apenas na observagao de Z(t)
para algum conjunto t C 7).

A principal peculiaridade na andlise dos processos estocasticos (e das séries tempo-
rais) é que as variaveis aleatérias Z(t) em geral sdo correlacionadas, muitas das técnicas
utilizadas para analisar este tipo de fenomeno consistem na filtragem dessa correlacgao.

Para quantificar as correlagoes entre as variaveis aleatorias, sao utilizadas a autoco-

variancia e a autocorrelagao:

Defini¢ao 2.3 (Autocovariancia) Seja Z(t) um processo estocdstico e sejamty, to € T

A fungao de autocovariancia y(tq,ts) de Z € dada por:

V(t1,t2) = E[Z(t1)Z(t2)] — E[Z(t1)|E[Z(t2)].



Defini¢ao 2.4 (Autocorrelagao) Seja Z(t) um processo estocdstico e sejam tq, to € T

A func¢ao de autocorrelagao p(ty,te) de Z é dada por:

7(t17 t2)

\/7@17 t1)y(t, tz).

p(tb t2) =

Para uma série temporal qualquer, as fungoes de autocorrelacao e autocovariancia po-
dem se tornar muito complexas, por isso, em geral restringimos nossos estudos a processos

estaciondrios:

Defini¢ao 2.5 (Processo estaciondrio) Um processo Z(t) é dito estaciondrio se suas

caracteristicas sao invariantes no tempo, ou seja:
Fy(t) = Fz(t + h),

em que Fz(T) € a funcao de distribuicao acumulada do processo Z(t).

Assumir que um processo estocastico é estaciondrio ¢ uma suposicao forte que em
geral nao ¢ atendida, para relaxar um pouco essa suposi¢ao, introduzimos a nocao de

estacionariedade fraca:

Defini¢ao 2.6 (Processo fracamente estacionario) Um processo Z(t) é dito fraca-

mente estaciondrio se:
e E[Z(t)]=pn ¥V teTe
o VarlZ(t)]=0*> V teT.

E interessante notar que no caso de séries fracamente estacionarias, y(t1,t2) e p(t1,ts)
dependem de t; e t, apenas pela sua diferenca h = t5 — t;. Quando for este o caso,
escreveremos apenas y(h) e p(h). Além disso, as autocovariancias e autocorrelagoes de

processos estacionarios possuem as seguintes propriedades:

e y(h) > 0, além disso p(0) = 1;



2.1.1 Transformacoes de séries temporais

Os processos estocdsticos (e as séries observadas) estaciondrios possuem vérias pro-
priedades interessantes que facilitam seu estudo, no entanto, nao ¢ incomum encontrar
processos nao estaciondarios, para contornar estes problemas, existem algumas técnicas
capazes de transformar as séries temporais em séries (fracamente) estaciondrias.

A primeira técnica é conhecida como diferenciacao, quando E[Z(t)] é da forma E[Z(t)] =
o+ pt, entdo o processo Z*(t) = Z(t) — Z(t—1) possui esperanga p que nao depende de ¢.
A figura 2.2 abaixo apresenta o efeito da diferenciacao em uma série temporal simulada:

Transformagéo da série temporal

Original Diferenciada

50

40

30

204 0.0

Valor observado

10+

-2.5+

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tempo

Figura 2.2: Exemplo de série temporal estabilizada pela diferenciacao: a esquerda a série
original e a direita a série diferenciada

Note como no primeiro grafico a série temporal apresenta uma tendéncia crescente,
enquanto no segundo a série oscila em torno de um valor constante.

Também ¢é comum encontrar séries em que a variancia muda ao longo do tempo,
nesses casos, utilizar Z*(t) = log(Z(t)) pode estabilizar a variancia, a figura 2.3 abaixo
apresenta a transformacao logaritmica aplicada na série temporal “AirPassengers”, esta
série mede a quantidade de passageiros internacionais de aviao por mes entre 1949 e 1960

(WOODWARD et al., 2017).

Transformag&o da série temporal - logaritmo

Original Logaritmo

600

6.0

400
5.5

Valor observado

200 5.0

0 50 100 150 0 50 100 150
Tempo

Figura 2.3: Exemplo de série temporal estabilizada pelo logaritmo

Uma vez que o logaritmo é uma funcgao estritamente crescente, tomar o logaritmo da



série nao faz com que a variancia seja exatamente igual ao longo do tempo, no entanto,
faz com que as diferengas nas variancias sejam mais sutis, nos permitindo supor que a
série é estacionaria.

Existem muitas outras técnicas que podem ser utilizadas para obter os mesmos resul-

tados (ex: transformagao de Box-Cox). O leitor pode conferir algumas dessas técnicas no

terceiro capitulo de HYNDMAN e ATHANASOPOULOS (2018)

2.2 Ondaletas

As ondaletas sao uma ferramenta matematica com aplicacoes em varias areas, como
a fisica e computacgao, por exemplo. Uma possivel aplicacao para ondaletas é a anélise de
séries temporais.

Essas técnicas foram introduzidas no inicio do século XX. A primeira ondaleta foi
proposta por Haar, por volta de 1910. Apesar disso, esse campo s6 viu sua popularidade
crescer na década de 80, com o desenvolvimento das ondaletas de suporte compacto em
DAUBECHIES (1988).

Em suma, as ondaletas sdo caracterizadas por duas fungoes (¢(-) e ¥(+)) que quanto
transladadas e dilatadas formam uma base ortonormal para L,. Utilizando essa base,

qualquer funcao f € L, pode ser escrita como:

FO) =D ampor(-) + D> Birtin()-

j=0 k

Na pratica, nosso interesse na analise de uma fungao estd em calcular os coeficientes
apr € [, e interpretar seus significados. A seguir introduziremos mais formalmente o

conceito de ondaletas utilizando a ondaleta de Haar.

2.2.1 Ondaleta de Haar

Esta subsecao foi desenvolvida com base em HARDLE et al. (2012). Antes de introdu-
zir a ondaleta de Haar, é necessério definir alguns conceitos que serao utilizados ao longo

deste estudo:

Defini¢ao 2.7 (Produto interno) Sejam f e g duas fungoes quaisquer, o produto in-



terno (f,g) € definido por:
+oo

(f,9) = Fla)g(z)dz.

Se (f,g) = 0, dizemos que f e g s@o ortogonais.

Definigao 2.8 (Sistema ortonormal) Seja um sistema de funcoes {f : R — R}, este

sistema € dito ortornomal se, e somente se:

1, sek=F,
(fes for) =

0, cec

Definigao 2.9 (Base) Seja V' um subespago de Lo e seja {fr} um sistema de fungoes,

Se!

1. Para todo g € V, existe um conjunto {c : cx € R} tal que:

o0

9() = eful().

k=—00
2. {fx} € linearmente independente, ou seja: (fi, fr) =0 se k £k

Entao {fx} € base de V. Dizemos também que V ¢é gerado por { fi.}.

Considere agora a funcao:

1, sexe(0,1],

p(r) =
0, c.c.

Considere ainda o sistema de funcoes {@or : vor(z) = ¢(x — k)}, k € Z. Note que este
¢ um sistema ortonormal de fungdes ([ or(z)por ()dz = 1 somente se k = k'). O
espago:

Vo={f € Ly : f é constante em (k,k + 1],k € Z}.

¢é gerado por este sistema. Considere agora o espago:

k k+1
WZ{fELQ:féconstanteem (5,%],kez}'



Outra maneira de se escrever esse conjunto seria:
Vi={f€Ly: f(x)=h(2z),heV}.

Uma base para V; é dada por: {¢1x : p1i(x) = 21/2p(2'z — k) }. Também é fécil notar
que Vp C Vi (toda fungao que for constante em (k, k + 1] é constante em: (2k, 2k + 1/2]).

Seguindo a mesma ldgica, é possivel construir espagos
Vi={f€Ly: f(z) =h2z),heVy}

com bases {pj;} indefinidamente. Além disso, os espacos sao encaixados (isto é: V; C
Vit1).
Continuando indefinidamente a geracao de espagos V; nos aproximamos de Lo, pois

. : - . k k+1
qualquer funcao pode ser aproximada por somas de indicadoras nos intervalos (5, 5 }

(conforme j cresce, os intervalos apresentam amplitude cada vez menor).
Sendo assim, o sistema {¢;, : i(x) = 2/%p(27z — k)}, j,j € Z gera Lo, no entanto,
este sistema nao é ortogonal (note que (g, Y10) = 1/2);

Denote agora por Wy o complemento ortogonal de 1V em Vi, ou seja:
Wy =VieW.

Se encontrarmos uma base para Wy, entao poderemos escrever qualquer elemento em

V1 como uma soma de elementos em V; e elementos em Wj. Considere a funcao:

(

-1, z¢€(0,1/2]

P(r) =41, ze€(1/2,1]

0, c.c.
\

Proposicao 2.10 O sistema {Yor} € uma base de Wj.

Prova.

1. O sistema € ortogonal: os suportes de g, nao se sobrepoem;

2. O sistema € ortogonal a {por}: quando os elementos de ¢ e 1) possuem o mesmo

suporte, o produto interno é nulo (ex: fol wo1(2)o1(x)dz = 0);
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3. Toda f € Vi possui uma representacao unica no sistema {@ok, Yok }-

Se f = ZZO:—OO crd1k, entao basta provar que ¢ € uma combinacao linear de poy
e Yor. De fato:
23/2

Pk = T (SODk - ¢0k) .

Com os sistemas {por} e {¥or} temos uma base para V. O sistema {11} & uma base

para Wy, sendo assim, podemos escrever V5 como:
Va=VieW,=V,e W,o Wi

Seguindo este processo indefinidamente, podemos ir encaixando os espacos até termos

uma base para Ls:
L, =Vo P W;
j=0

Ou seja, cada f € Ly pode ser escrita como:

flx) = Z%k%k@) + Z Zﬁjk¢($)-

j=0 k

A funcao ¢ é chamada de ondaleta pai, ja a funcao i é chamada de ondaleta mae.
Esse é apenas um exemplo de base para L, com base na ondaleta de Haar. A seguir

veremos como se da a construcao de uma ondaleta.

2.2.2 Construcao de uma ondaleta

A ondaleta de Haar apresentat forma analitica relativamente simples (tanto quanto
fungoes descontinuas podem ser) e interpretabilidade fisica intuitiva (podemos enxergar
as integrais de ¢ e 1 como médias e diferencas de médias que se deslocam e dilatam no
tempo). Ao longo do século XX, intimeras ondaletas foram desenvolvidas para atender a
diferentes requisitos.

Como visto na secao anterior, o processo de construcao de ondaletas envolve encontrar
os espagos V; gerados pelos sistemas {pji, k € Z}. Além disso, é necessdrio encontrar a
ondaleta mae ¢ cujos sistemas {1, k € Z} gerem os espacos W;. Para essas duas fungoes

caracterizarem uma base de Ly e poderem ser chamadas de ondaletas existem as seguintes
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condicoes:

V; C Vjq1, ou seja, os espagos sao encaixados

U2, Vi = Lo, isto ¢, a unido dos espagos V; é densa em Ls.

W; = V41 ©V}, ou seja, W é o complemento ortogonal de V; em Vj;.

Os sistemas {@;i, k € Z} e {¢;i, k € Z} sao ortonormais.

Ainda utilizando como base HARDLE et al. (2012), introduziremos agora resultados
que facilitam a verificagdo das propriedades descritas acima. A seguir, a Coiflet sera
introduzida para exemplificar a aplicacao dos teoremas.

Os lemas a seguir utilizam resultados da teoria de Fourier, portanto, é conveniente

definir a CF'T de uma funcao:

Defini¢ao 2.11 (Transformada continua de Fourier (CFT)) Seja f uma fun¢ao qual-
quer, a func¢dao f(ﬁ)

f@%=/we”“f@ML

oo
¢ chamada de Transformada continua de Fourier (CFT) de f. A transformac¢ao inversa

¢ dada por:

ﬂm:/wW¥@@.

—00

A Transformada continua de Fourier possui as seguintes propriedades:

IFI3 = o5 [0 [ F(€)[Pdg;

°
—,
—~

8

|

w
et
—~
I
N~—

|

Cb‘

=
axy
~
—~
I
N~—

Seja h = f * g a convolugao de f e g (ou seja, h(z) = [ f(z — t)g(t)dt), entdo:

~

h=fg;

A primeira condicao para que uma funcao ¢ seja uma ondaleta pai é que o sistema

{jk, k € Z} seja ortornomal:
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Resultado 2.12 Seja ¢ € Ly uma fungao real. O sistema {@or, k € Z} € ortonormal se,

€ apenas se:

> o6 +2mk)? = 1.
k

nao provaremos este resultado (assim como outros). A segunda condigdo para a

existéncia das ondaletas é que os espagos V; sejam encaixados:

Resultado 2.13 Os espagos V; sao encaizados (V; C Vji1) se, e somente se, existe uma

se=m(5)e(5):

Satisfeitos os resultados 2.12 e 2.13, entdo |J;°,V; = L. A prova deste resultado

fungdo periddica mo(§) tal que:

se encontra no capitulo 8 de HARDLE et al. (2012). Encontrando uma func¢ao ¢ que
atenda a todos estes requisitos, a ondaleta mae pode ser encontrada utilizando o seguinte

resultado:

Resultado 2.14 Seja ¢ uma ondaleta pai (isto €, uma fungao que satisfaca 2.12 e 2.13)

e seja my uma solucao de 2.13. Seja ainda:

s-m(§2(0)

em que my = mo(€ + m)e . Entdo a fungdo v dada pela transformacdo inversa de 1& é

uma ondaleta mae.

Com os resultados 2.12 e 2.13 é possivel verificar se uma determinada funcao ¢ é
uma ondaleta pai, caso a funcao o seja, o resultado 2.14 nos diz como podemos encontrar
ondaletas mae (no plural, pois pode existir mais de uma funcao mg que satisfaga 2.13).

Apesar de apresentadas as condigOes necesséarias para a criacao de ondaletas, ainda
nao esta claro qual procedimento pode ser utilizado para essa construcao. O algoritmo a

seguir apresenta um passo a passo que pode ser seguido para a criacao de uma ondaleta:

1. Escolha uma funcao myq tal que:

o [mo(§)I* + [mo(§ + ) =1

® my possui periodo 27;
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e my € Ly(0,27);
e my(0) = 1;

2. Conclua através de 2.13 que:
. T §
Y= Hmo (2—] .
j=1

Na pratica as escolhas de mg envolvem o polinémio trigonométrico (HARDLE et al.,

2012), ou seja: mo(&) = \/— S

é finito e o suporte da ondaleta é compacto. Além disso, a condi¢ao |mg(€)|* + |mo(€ +

~ N, ke ~ik¢_ Nessas condicoes o produtério definido acima

7)|? = 1 garante que ¢ é a transformada de Fourier de uma fungao ¢ € L.
Sendo assim, é possivel criar uma (ou mais) ondaletas especificando apenas os coefici-

entes hy. Em geral, esses coeficientes sao escolhidos tal que:

e A ondaleta pai (e/ou a mae) possui N de momentos nulos'.

e A ondaleta pai (e/ou a mae) possui N derivadas continuas.

Sendo assim, na pratica o que faremos é escolher os coeficientes h, de modo que as
ondaletas possuam propriedades desejaveis. Nota-se que existem outras maneiras de se

construir bases ondaleta, como descrito em MALLAT (1999).

2.2.3 Coiflet

A seguir aplicaremos os resultados da segao anterior para o desenvolvimento das Coi-
flets. As Coiflets foram desenvolvidas por Daubechies a pedido de Ronald Coifman. Assim
como a ondaleta de Haar, as Coiflets também possuem suporte compacto. Outra carac-
teristica interessante da Coiflet é que tanto a ondaleta pai quanto a ondaleta mae possuem
N momentos nulos.

A construcao dessa familia de bases pode ser feita utilizando o procedimento descrito

anteriormente. Seja N € N. Considere a fungao:

mo(€) = (H‘f%) the

IDizer que uma funcdo f possui N momentos nulos equivale a dizer que as N — 1 primeiras derivadas
de sua CFT sao iguais a 0 no ponto 0 (f®)(0) =0, para p € {1,..., N —1}).
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Como descrito anteriormente, as seguintes condicoes devem ser satisfeitas:

° ffooo o(z)dr =1 para que o sistema seja ortonormal;
. ffooo o(z)rt = 0,1 <1 < N para que o momento [ seja nulo;

° ffooo YP(x)axl = 0,1 <1 < N para que o momento [ da mae seja nulo.

Essas condicoes sao equivalentes a (HARDLE et al., 2012):

e 0(0) =1;
e p1(0) = 0;
o $0(0) =0;

Escolha agora um inteiro K > 1 tal que N = 2K . Asrestri¢oes descritas anteriormente

impoe que mg seja da forma:

2K K—-1

—i€ k K
mo(§) = (1+T€) kz:; O 11k (sin2 g) + (sin2 g) F(§),

em que F'(§) é um polinémio trigonométrico.
Encontrar as funcgoes ¢ e 1) com base nessa fungao mg nao é um processo simples e mui-
tas vezes nao possui solucao analitica. Por conta disso, ¢ comum que as implementacoes

do método utilizem aproximacoes numéricas para o calculo dos coeficientes de ondaleta.

2.3 Exemplo de analise com ondaletas

Até agora descrevemos o que sao ondaletas, qual é a sua origem e como sao construidas.
Nesta secao realizaremos a andlise de uma série temporal utilizando as duas ondaletas
apresentadas anteriormente (ondaleta de Haar e Coiflet). Utilizaremos esse exemplo para
introduzir o conceito de energia na andlise de ondaletas.

Até o momento a teoria desenvolvida considerou os sinais como fungoes pertencentes
a Ls. A partir de agora consideraremos sequéncias de observagoes de alguma Variavel
Aleatéria (ou seja, séries temporais), a teoria e as interpretagdes para o célculo de trans-
formadas de ondaletas no mundo discreto sao analogas ao que foi visto para o mundo

continuo.
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Implementacao

Todas as transformadas de ondaleta utilizadas neste trabalho foram calculadas através

da biblioteca PyWavelets disponivel para python (LEE et al., 2019). Este pacote utiliza o

algoritmo piramidal introduzido por MALLAT (2009), permitindo que as transformagoes

sejam calculadas rapidamente.

No que diz respeito a DWT (Discrete Wavelet Transform), o pacote possui as seguintes

funcionalidades:

1. Quando o ntimero de observacdes da série temporal for diferente de 27 (J € N), ela

sera estendido para ter o comprimento necessario.

2. A extensao da série temporal pode se dar das seguintes maneiras:

(a)

(b)

Circular: Os ultimos elementos da série sdo inseridos antes do inicio e os ele-

mentos iniciais sao inseridos apés o final.

Zero: As observagoes da série fora de t (conjunto dos instantes observados) sao

iguais a 0.

Constante: Os valores anteriores ao inicio sao iguais ao primeiro valor obser-

vado, os valores apds o final sao iguais ao ultimo.

Simétrico: Os valores iniciais sao inseridos antes do comego da série (em ordem
inversa) e os valores finais sao inseridos apds o término (também em ordem

inversa).

Espelhado: Semelhante ao simétrico, mas o primeiro e o ultimo elementos nao

sao utilizados na extensao da série.

Anti-simétrico: Semelhante ao simétrico, mas os valores sao multiplicados por

—1 na extensao.

Tendéncia: uma reta é calculada com base nos primeiros (e nos iltimos) valores

da série.

3. Para as ondaletas sem forma analitica fechada, aproximacoes sao armazenadas nas

bases de dados do pacote (como é o caso da Coiflet).
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2.3.2 Identificagcao de trapaca em jogos de corrida

Trackmania™ é uma franquia de jogos competitivos de corrida distribuida por um
estudio francés. No modo de jogo mais comum, o objetivo dos jogadores é chegar a linha
de chegada no menor tempo possivel, ou seja, trata-se de um jogo de competicao contra
o tempo (time attack).

Cada edicao do jogo conta com algumas pistas oficiais (criada pelo estidio) e mais
inimeras pistas criadas pela comunidade de jogadores. A competicao pelos melhores
tempos nessas pistas é bastante acirrada, e manter o recorde mundial em uma das pistas
oficiais garante ao jogador bastante prestigio na comunidade.

O ranqueamento dos tempos ¢ mediado através do site Trackmania Exchange®. Apds
dirigir em uma pista, o jogador tem a possibilidade de salvar o replay (automaticamente
dentro do jogo) e submeter o arquivo ao site, apés aprovacao da equipe do site o tempo
é contabilizado para o ranking e o arquivo é disponibilizado.

Recentemente descobriu-se que alguns jogadores utilizavam de técnicas ilegais para
gravar seus replays. Por conta de uma falha de seguranca, é possivel dirigir com o jogo
em camera lenta. Quando a velocidade do jogo é reduzida, a contagem do tempo também
o é. Os jogadores em questao estavam se aproveitando dessa brecha para dirigir mais
precisamente.

No arquivo de replay sao armazenadas as entradas dos jogadores, uma vez que a fisica
dentro do jogo é completamente deterministica, isso permite a reproducgao perfeita da
corrida com base apenas nas entradas gravadas.

Essas entradas sao constituidas de trés sinais:

1. Aceleragao: Valor em {0, 1} que indica se o carro esta acelerando em um determi-

nado instante.

2. Frenagem: Valor em {0, 1} que indica se o carro esta freando em um determinado

instante.

3. Esterco: Valor continuo em [—1, 1] que indica se o carro estd virando; —1 representa
o maximo possivel de esterco para a esquerda, enquanto 1 representa o maximo
possivel de estergo para direita (o valor 0 indica que o carro estd andando para

frente).

’https://www.tm-exchange.com/
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Na nossa analise, consideraremos apenas o esterco. Os sinais sao captados pelo jogo
a cada 10ms (milissegundos) desde o momento inicial da corrida até o momento em que
o carro cruza a linha de chegada. Ao invés de considerar a série original, aplicaremos a
diferenciacao, ou seja, X; ¢ igual a diferenca entre o esterco no instante ¢ e no instante
t—0,01s.

Quando um jogador dirige com o jogo em camera lenta, ele possui mais tempo de reacao
e consegue dirigir com mais precisao, isso pode ser analisado através de suas entradas,
conforme mostrado na figura 2.4 abaixo. Nessa figura, temos as entradas de um replay
suspeito e outro dirigido de maneira legitima. O recorde mundial (obtido pelo jogador

suspeito) é 10ms mais réapido que o segundo lugar:

Steering movements

Suspect

0.4

0z

0.0 4

Normal

0.4

0.2

0.0 4

0 2 1 6 B 10 2 1 16
Time (secs)

Figura 2.4: Comparacao entre as entradas de dois jogadores para uma determinada pista

Analisando-se a figura, podemos notar que: (1) os sinais nao sdo estacionarios (uma
vez que a variancia do esterco é maior nas curvas do que nas retas); (2) o jogador suspeito
de trapaca possui maior variagao no esterco ao longo da corrida.

Para comparar os dois sinais, utilizaremos as duas ondaletas introduzidas anterior-
mente: a ondaleta de Haar e a Coiflet com quatro momentos nulos (abreviada como
“Coifd”). A figura 2.5 abaixo contém os coeficientes DWT da ondaleta de Haar para os

dois sinais, enquanto a figura 2.6 contém os coeficientes DW'T para a Coif4:
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Figura 2.5: Coeficientes da DWT de Haar dos dois jogadores
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Figura 2.6: Coeficientes da DWT de Coiflet(4) dos dois jogadores
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De fato, analisando as figuras 2.5 e 2.6 é possivel identificar que os coeficientes asso-
ciados a altas frequéncias (os dois niveis mais altos para cada ondaleta) sdo maiores (em
modulo) para o jogador suspeito. Os coeficientes de baixa frequéncia assumem valores
parecidos, isso pode ser um indicador de que os carros adotam tragados parecidos na pista.

Comparando as duas ondaletas, é possivel notar que a Coiflet possui uma representagao
mais esparsa dos sinais (os coeficientes se distribuem em menos niveis). Isso ocorre por
conta do modo de extensao utilizado (os valores da série antes e depois da corrida foram
considerados como sendo iguais a zero) e por conta do niimero momentos nulos escolhido
(quatro). Além da esparsidade, a Coif4 parece representar melhor as diferengas entre os
sinais nas frequéncias mais altas.

Uma possivel maneira de quantificar a variacao dos sinais em cada nivel de frequéncia

é através da decomposigao de energia da ondaleta (PERCIVAL, 2000):

Definicao 2.15 (Decomposicao de energia de uma DWT) Sejam (j; os coeficien-
tes de ondaleta associados a uma transformada de ondaleta discreta (DWT) de uma

sequéncia. Entao a quantidade:
2
E; = Z Bjk
k
¢ chamada de energia da DW'T associada ao nivel j.

Notamos novamente que a distribuicao dos niveis se da de maneira diferente para as
duas ondaletas (por isso observamos menos niveis na “Coif4”). A figura 2.7 apresenta a

decomposicao de energia dos dois sinais:

Energy decomposition - Coif4
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04

02 I
00 : : |

Figura 2.7: Decomposicao de energia dos dois sinais utilizando a Coif4
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Analisando a figura 2.7 fica ainda mais evidente a diferenca entre os dois jogadores.
Apesar de ambos os sinais apresentarem energias semelhantes para niveis mais baixos, a
medida que aumentamos a frequéncia, as entradas do jogador suspeito apresentam muito
malis energia.

Apesar de nao ser possivel analisar cada um dos milhares de replays submetidos, com
base na andlise de ondaletas é possivel definir um critério de filtragem de replays suspeitos.
Como vimos anteriormente, jogadores que utilizam técnicas ilegais para diminuir a veloci-
dade do jogo apresentarao energias consideravelmente mais altas do que os competidores

legitimos.



Capitulo 3

Bootstrap

E de consenso geral entre os estatisticos que estimativas pontuais sao pouco informati-
vas e, quando possivel, utilizam-se estimativas intervalares. No entanto, as técnicas para
calcular intervalos, seja para a estimacao de um parametro ou para a previsao de uma
observagao, costumam ser complexas ou depender de suposigoes fortes (como a normali-
dade).

E nesse contexto que surgem, na segunda metade do século XX, técnicas de reamostra-
gem. Uma das primeiras ideias nessa area é atribuida o jackknife (QUENOUILLE, 1956).
Essa técnica consiste em recalcular estimativas para o parametro de interesse retirando-se
um item da amostra por vez.

Com a expansao das capacidades computacionais, métodos mais intensos (computa-
cionalmente) puderam ser desenvolvidos. Uma das técnicas mais populares é o bootstrap.
Trata-se de uma técnica de reamostragem que pode ser utilizada tanto para realizar esti-
mativas intervalares de parametros quanto para calcular previsoes.

O bootstrap foi introduzido por EFRON (1979) e é um método computacional para
estimar o erro padrao de um estimador de forma automatica e livre de cdlculos tedricos.
Por conta dessa tultima caracteristica, o bootstrap se faz disponivel em cenarios onde o
estimador é muito complexo, ou ainda quando temos conjuntos de dados de tamanho
reduzido.

Para introduzir o procedimento, é conveniente que definamos amostra bootstrap:

Defini¢ao 3.1 (Amostra bootstrap simples) Sejax = {x1,...,x,} uma amostra aleatdria
independente e identicamente distribuida de tamanho n de uma varidvel aleatéria X (que

pode ou nao pertencer a um processo estocdstico). Uma amostra bootstrap é uma amostra
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aleatoria simples com reposicao de x:

r={z],...,x},

em que o asterisco indica que essa nao € a amostra original. Neste procedimento, cada
z;i € {1,...,n} tem probabilidade igual de ser escolhido como elemento x} da amostra

bootstrap.

Esta é uma das formas mais simples e intuitivas de se reamostrar de um conjunto
x de observacoes. No entanto, nao é a tunica possibilidade, existem inimeras maneiras
diferentes (adaptadas para casos especificos) de retirar as amostras.

Ap6s definir um plano de reamostragem, o procedimento bootstrap consiste em retirar-
se um numero arbitrario B de amostras do conjunto de dados original e refazer os célculos
de interesse nessas novas amostras, analisando os resultados em cada caso.

No caso de estimacao de um parametro, por exemplo, podemos estimar esse parametro
B vezes e calcular o desvio padrao dessas B estimativas, com isso podemos ter uma ideia
de como o estimador se comporta nessa populagao. Na secao seguinte abordaremos alguns

procedimentos diferentes de reamostragem possiveis.

3.1 Procedimentos para reamostragem bootstrap

Muitas vezes, a amostra bootstrap simples nao atende aos objetivos propostos. Em
séries temporais, por exemplo, nao podemos realizar este procedimento, uma vez que os
elementos da amostra observada z = {z;,t € t} em geral nao sao independentes.

Para contornar este problema podemos utilizar diferentes métodos de reamostragem,

que serao enumerados nessa secao:

1. Amostra bootstrap simples: J& definido anteriormente.

2. Amostra bootstrap paramétrica: Ao invés de retirarmos uma amostra de x, re-
tiramos amostras seguindo uma fungao de distribuicao acumulada F' especificada

previamente.

3. Amostra em blocos (k): Dividimos a amostra temporal em blocos de tamanho k

(245 2641, - - -+ 2e4%), ¢ € t_(p—1)') € compomos uma nova amostra com base nesses

Lt_; é o conjunto t sem as tltimas k observacoes.
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blocos. Para séries temporais, a amostra simples é igual a amostra em blocos com

k=1.

4. Amostra em janelas: semelhante a amostra em blocos, mas os blocos nao se so-

brepoem.

5. Amostra sobre residuos: Primeiro realizamos algum procedimento de modelagem

sobre os dados, depois retiramos amostras sobre os residuos calculados.

Considerando essas (e outras) possibilidades, é importante especificar corretamente
qual é o procedimento que esta sendo utilizado. Além disso, é importante também identi-
ficar qual é o objetivo da reamostragem, pois adaptagoes no procedimento podem se fazer
necessarias.

Por conta dessa necessidade, definiremos no préximo capitulo o wavestrap.
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Capitulo 4

Wavestrap

Vimos até agora como se da a construcao das ondaletas. Vimos também como podemos
conduzir alguns procedimentos bootstrap para gerar estimativas (ou previsoes) intervala-
res. Uma suposicao para realizar o bootstrap é que a amostra seja nao correlacionada, o
que em geral nao acontece quando trabalhamos com séries temporais.

As séries temporais podem apresentar dois tipos de correlacao (FENG et al., 2005):

1. Dependéncia Curta: A autocorrelagao da série decai rapidamente para zero (a uma

taxa exponencial).

2. Dependéncia Longa: A autocorrelagao da série diminui devagar para zero (a uma

taxa hiperbdlica).

No primeiro caso, observacoes distantes no tempo! sao nao correlacionadas, quando
isso ocorrer, diremos que a série possui memoria curta. Ja no segundo caso, o decresci-
mento devagar das autocorrelacoes faz com que haja uma relacao de dependéncia entre
observagoes distantes no tempo, neste caso, diremos que a série possui memoéria longa.

Quando montamos um esquema de reamostragem, queremos que os elementos da
amostra sejam nao correlacionados. Por isso foram desenvolvidos os métodos bootstrap
adaptados para séries temporais. No entanto, para aplicar um bootstrap em janelas de
tamanho k& devemos assumir que todas correlacoes de ordem maior que k sao nulas, o que
nao ocorre quando a(s) série(s) apresentam memdria longa.

Uma possivel alternativa para contornar este problema é o wavestrap, este procedi-

mento pode ser considerado uma espécie de bootstrap sobre residuos, uma vez que apli-

'Em geral, consideraremos um par de observacdes como distantes se a diferenca de seus indices na
amostra seja maior ou igual a 10, mas isso depende da aplicacao.
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caremos um procedimento anterior a reamostragem. A diferenca é que aplicaremos a
reamostragem nos coeficientes de ondaleta calculados separadamente em cada nivel.

Esse procedimento pode ser realizado pois sob algumas condigoes os coeficientes de
ondaleta sd@o nao correlacionados (EVARISTO, 2010). As condigoes necessarias e sufici-
entes para que os coeficientes sejam nao correlacionados ainda sao estudadas atualmente
e mudam dependendo da base escolhida.

Isso implica que o praticante deve verificar se a suposicao de autocorrelagao nula dos
coeficientes de ondaleta é valida manualmente. Isso comumente pode ser feito através da
fungao de autocorrelagao (apresentada no Capitulo 2).

Mesmo quando os coeficientes sao de fato nao correlacionados, a técnica nao é livre
de imperfei¢oes; TANG et al. (2008) mostra que intervalos de confianga os coeficientes de
uma regressao linear (temporal) possuem tamanho reduzido. Uma das possiveis causas
é que nos niveis menores (para os quais temos poucos coeficientes DWT) nao é possivel

gerar amostras representativas (mesmo utilizando o bootstrap paramétrico).



Capitulo 5
Simulacoes

Para ilustrar uma possivel aplicagao das técnicas de bootstrap para séries temporais,
utilizaremos simulagoes tedricas de processos autorregressivos de ordem um. Trata-se de

um caso particular dos modelos ARIMA (BOX e JENKINS, 1970).

Defini¢ao 5.1 (Processo autorregressivo de ordem um) Um processo autorregres-

siwo de ordem um (AR ou AR(1)) € descrito pela sequinte equagdo:
Z(t)=oZ(t — 1)+,

em que g; sao varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.

Neste trabalho, consideraremos que ¢, ~ N(0, 1), apesar de ser comum assumir que &;
tenha distribuicao normal, outras distribuicoes podem ser utilizadas.

Para os processos desse tipo, a funcao de autocorrelacao ¢é igual a:
p(h) = ¢".

(Fato que deixaremos sem prova), por conta de seu decaimento exponencial essa fungao

de autocorrelacao caracteriza um processo de memoria curta.

5.1 Procedimentos de simulacao

Nosso interesse sera em estimar a primeira autocorrelagao de processos autorregressivos
(p(1)). Mesmo para modelos relativamente simples (como é o caso do AR(1)), determinar

a distribuigao tedrica de estimadores é um trabalho drduo (e algumas vezes impossivel).
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Por conta disso, nao consideraremos métodos tedricos de se calcular intervalos de con-
fianca para a primeira autocorrelacao. Em geral, utiliza-se uma aproximagao assintotica
desenvolvida por BARTLETT (1946). Seja p(1) = 0 entdo p(1) ~ N (0,1) a medida que
o numero de observagoes da série temporal cresce.

Além disso, para os casos em que existe essa correlagao (p(1) # 0) nao hé resulta-
dos disponiveis, uma vez que a distribuicao do estimador depende também do modelo
gerador do processo. Essa dificuldade em se calcular a distribuigao de p(1) nos motiva a
desenvolver intervalos de confianca nao paramétricos.

Com o intuito de estudar diferentes maneiras de se aplicar o bootstrap em séries tem-
porais, compararemos trés técnicas distintas. Em cada caso, considere uma série temporal

Zt),teT={1,...,n}k
1. Bootstrap em blocos (k):

e Escolha um valor de ¢t entre 1 e n — k;
e Adicione a série z, ..., 2z x_1 & amostra;

e Repita os processos anteriores até que sua amostra tenha tamanho igual (ou

maior) que n;

e Considere os n primeiros valores da sua amostra;
2. Bootstrap em janelas (k):

e Escolha um valor de ¢ tal que t = hk + 1, h € {0,..., [n/k]};
e Adicione a série z, ...,z x_1 & amostra;

e Repita os processos anteriores até que sua amostra tenha tamanho igual (ou

maior) que n;

e Considere os n primeiros valores da sua amostra;
3. Wavestrap:

e Calcule os coeficientes DWT da série;

e Para cada nivel, realize uma amostra aleatoria com reposicao dos coeficientes
DWT (cada amostra deve ter o mesmo tamanho que o nimero de coeficientes

de seu nivel)!;

'E recomendado que se confira as correlacdes dos coeficientes DWT antes de realizar a reamostragem,
mas neste caso suporemos que estas correlagoes sao nulas
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e Considere a transformada inversa das séries amostradas (em cada nivel);
Para comparar os trés esquemas amostrais, realizaremos o seguinte procedimento:

1. Defina um valor de ¢ e n;

2. Gere uma série temporal do modelo AR(1) com os parametros definidos anterior-

mente;

3. Gere amostras bootstrap da série simulada (para cada um dos esquemas de reamos-

tragem);
4. Em cada uma das amostras bootstrap, calcule a primeira autocorrelagao;

5. Utilize a amostra de autocorrelacoes calculadas para gerar intervalos de confianca

bootstrap;

Compararemos também dois possiveis métodos para gerar intervalos de confianca (com
nivel de confianga «): O método plug-in consiste em pegar os quantis 1_70‘ e 3_70‘ da amostra

de estimadores. Enquanto o método normal é baseado na distribui¢ao gaussiana:

—_ —

1C(p(1), ) = (p(1) — vies) & z1_a desv,

em que vies = = S pr(1) — p(1) é uma estimativa bootstrap para o viés do estimador;
desv = eI S°F (pr — p(1))? é uma estimativa para o desvio padrao do estimador e Zie
é o quantil 1_70‘ da distribui¢ao normal padrao.

Para os testes, utilizaremos ¢ € {0.3,0.5,0.7} e n € {64,128,512,1024}. Para cada
combinagao de parametros geraremos mil séries temporais. Sera utilizado k& = 4 para os

bootstraps em blocos e em janelas. Para o wavestrap, consideraremos a ondaleta “Coif4”.

5.2 Resultados

5.2.1 Simulacao tnica

Para ilustrar o comportamento dos estimadores bootstrap considerados, faremos uma
breve analise dos resultados de uma simulacao. A figura 5.1 contém a fungao de autocor-

relacao observada:
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Figura 5.1: Autocorrelagoes observadas em uma série simulada (n = 64, ¢ = 0.5)

Neste caso p(1) = 0.48, a distancia entre as correlagoes tedricas e observadas diminui
a medida que a correlagdo se aproxima de 0 (o que pode ser observado para os maiores
valores de h). A figura 5.2 apresenta as distribuigoes calculadas pelas diferentes técnicas

de bootstrap:

Bootstrap metheds comparison (n = 64)

Block bootstrap Window {non-overlapping block) bootstrap

40 T
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Figura 5.2: Nos trés primeiros painéis: Distribuicoes dos estimadores bootstrap para a
série simulada. No painel inferior direito: Distribuicao das simulagoes de Monte Carlo
(n =64, ¢ =0.5).

Na figura 5.2 o painel inferior direito apresenta a distribuicao de p(1) para mil si-
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mulagoes diferentes do processo (diferente dos outros trés painéis que utilizam apenas
uma amostra para as técnicas bootstrap). No que diz respeito a distancia entre os quan-
tis 2.5% e 97.5% todos os painéis apresentam resultados parecidos. As técnicas também
parecem capturar (até um certo ponto) a assimetria observada na distribui¢ao simulada.

No entanto, é possivel notar que os viéses estimados de todas as trés técnicas de
bootstrap consideradas é muito superior ao que se encontra nas simulagoes (ao invés de
um viés de —0.02 unidades, as técnicas estimam viéses de até —0.2 unidades). A figura

5.3 apresenta as mesmas simulagoes mas com n = 1024:

Bootstrap methods comparison {n = 1024)

Block bootstrap Window (non-overlapping block) bootstrap

T T

—=- Ohbserved value: 0.48 : H H ==~ Observed value- 0.48
== Mean value: 0.36 i H R Mean value: 0.34

""" Q25%:031 s 0 2.5%:0.28

""" Q97.5%: 0.42 s 097.5%: 0.4

14

Freguency
@
Freguency

First ACF walue

First ACF value '

Wavestrap - Coif4 simulated distribution

16 { === Observed value: 0.5

14 { === Observed value: 0.48
----- Mean value: 0.43 H
2] 02.5% 037

""" 0 97.5%: 0.49

=+ Mean value: 0.5
ERIES Q25% 045
""" Q97.5%: 0.55

Frequency
@

Frequency
L L e

025 030 035 0.40 045 025 030 035 0.40 045
First ACF value First ACF walue

Figura 5.3: Distribui¢oes dos estimadores bootstrap para a série simulada (n = 1024,

¢ = 0.5)

Novamente, as distancias entre os quantis é comparavel nos quatro painéis. No entanto,
observa-se que os viéses estimados pelas técnicas bootstrap continuam grandes quando
comparados ao viés da distribuicao simulada. A distribuicao simulada indica que o esti-
mador p(1) é consistente (o viés e a variancia diminuem a medida que o tamanho da série

aumenta).

5.2.2 Simulagoes gerais

Analisando os resultados de uma série simulada, observamos o seguinte:

e A variancia do estimador p(1) diminui conforme aumentamos o tamanho amostral;
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e Para processos do tipo AR(1), a variancia do estimador p(1) é semelhante quando
utilizamos as diferentes técnicas de bootstrap. Essa variancia é também semelhante

ao que se encontrou na distribuicao simulada.

e Todas as técnicas parecem captar o viés negativo encontrado na distribuicao simu-

lada.
e as trés formas de bootstrap consideradas tendem a superestimar o viés do estimador.

e Essa superestimativa tende a ser mais severa conforme o tamanho amostral aumenta

(e o viés real diminui).

No entanto, tomar conclusoes apds apenas uma rodada de simulacoes em geral nao
é uma boa pratica. Por conta disso, repetiremos as simulagoes 1000 vezes, considerando
tamanhos amostrais intermedidrios e outros valores para ¢ (como descrito anteriormente).
A figura 5.4 abaixo apresenta a proporcao de vezes que os intervalos de confianca
baseados na distribuicao normal calculados com cada técnica de bootstrap continham o

real valor do parametro:

Coverage percentage (normal distribution interval)
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Figura 5.4: Porcentagem de cobertura do real parametro conforme aumentamos o tama-
nho da série.

Todas as técnicas de bootstrap apresentam piora conforme o tamanho amostral au-
menta. Quando consideramos tamanhos amostrais grandes (maiores que 128), o wavestrap
apresentou resultados superiores s duas outras técnicas, que se comportam de maneira
semelhante. A figura 5.5 apresenta a proporcao de vezes que os intervalos baseados no
método plug-in continham o real valor do parametro:

O intervalo que nao utiliza a correcao do estimador apresenta cobertura pior do que

o baseado na distribuicao normal. Novamente o wavestrap se destaca dos outros dois
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Coverage percentage (plug-in interval)
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Figura 5.5: Porcentagem de cobertura do real parametro conforme aumentamos o tama-
nho da série.

métodos: apesar de ser pior para tamanhos amostrais pequenos, seu desempenho me-
lhora conforme observamos sequéncias maiores. Esse comportamento pode ser entendido

através da figura 5.6:

Mean estimated values
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Figura 5.6: Valores médios de p(1).

Apesar do viés de p(1) convergir para 0 conforme aumentamos o tamanho da amostra,
essa relacao nao parece ser captada por nenhuma das técnicas de bootstrap consideradas.
O desempenho dos métodos possui relacao direta com a sua capacidade de estimar cor-
retamente o viés. A figura 5.7 contém os intervalos de confianga médios para as 1000
simulagoes:

Notamos que os intervalos de confianga calculados pelo bootstrap em blocos e em
janelas sdo muito préximos (indistinguiveis na figura). Observa-se também que a técnica
baseada em ondaletas apresenta intervalos de amplitude semelhantes, mas com centro

deslocado (por conta de diferengas na estimativa do viés).
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Mean confidence intervals (based on normal distribution)
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Figura 5.7: Intervalo de confian¢a médio (baseado no estimador corrigido e na distribuigao
normal).



Capitulo 6

Consideracoes finais

As ondaletas constituem uma técnica interessante para a analise de séries tempo-
rais, permitindo seu estudo simultaneamente no campo da frequéncia e do tempo. Nesse
sentido, as ondaletas sao mais facilmente aplicaveis a séries nao estaciondrias do que as
técnicas mais comuns. Essa caracteristica confere aos métodos baseados na DW'T bastante
versatilidade.

Outra caracteristica boa das ondaletas é que trata-se de uma técnica nao-paramétrica,
aumentando sua aplicabilidade, pois muitas vezes as distribuicoes tedricas associadas aos
estimadores ou as previsoes sao dificeis de se encontrar.

Além das técnicas contidas neste trabalho, as ondaletas possuem outras aplicacoes,

CO1mo:

e Suavizagao de sinais para previsiao (KRIECHBAUMER et al., 2014);

e Andlise de relagoes causais entre duas (ou mais) séries temporais (GRINSTED et al.,

2004);

e Estimacao de densidade (DONOHO et al., 1996);

Isso sem contar aplicagbes em outras areas (como compressao de imagens ou analise
de sistemas elétricos).

Quando utilizada conjuntamente com o bootstrap, as ondaletas novamente se mostram
uma técnica versatil e poderosa. No entanto, alguns cuidados sao necessarios, como a
checagem da funcao de autocorrelacao dos coeficientes DWT nos diferentes niveis.

Um aspecto das ondaletas (e do wavestrap) que nao foi abordado neste estudo é a
diversidade de filtros disponiveis, cada um com alguma propriedade desejavel e otimizado

para aplicacoes especificas. Essa diversidade pode ser assustadora para iniciantes na area.

35
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O estudo no campo avanga a cada dia, ja existem (no momento da escrita deste texto)
adaptagoes do wavestrap para diversos cendrios: como ¢ o caso da técnica wavestrapping
(EVARISTO, 2010). Baseados na DWPT, estes métodos sao anédlogos as ondaletas, mas
com algumas adaptacoes.

Certamente as técnicas apresentadas neste estudo sao 1teis para estatisticos e entu-
siastas em andlise de séries temporais. Acredita-se que as andlises apresentadas neste

trabalho ilustrem algumas das aplicagoes mais simples desses métodos.
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