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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo sobre a teoria da geometria diferencial de su-
perficies com a linguagem dos referenciais moveis. Em um primeiro momento, introdu-
ziremos alguns grupos de matrizes e agoes dos mesmos no espaco euclidiano. Feito isto,
falaremos sobre os referenciais méveis euclidianos e mostraremos o procedimento para
obter 7o melhor referencial possivel”. Utilizaremos isso para demonstrar os teoremas de
existéncia e congruéncia de Bonnet, e para encontrar curvaturas de algumas familias de
superficies. Por fim, introduziremos a nogao geral de grupos de Lie, dlgebras de Lie e
acoes de grupos de Lie em variedades diferenciaveis, concluindo que, através de uma ge-
neralizacao do referencial movel, a teoria euclidiana se estende para qualquer variedade

diferenciavel, em particular, para os espacos esférico e hiperbdlico.
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Prefacio

A teoria da geometria diferencial veio das relagoes entre o célculo diferencial e a geometria.
Iniciou-se como uma ciéncia aplicada a questoes de cartografia, passando posteriormente
a ser de grande utilidade na engenharia e na astronomia. Os precursores no estudo dessa
teoria foram Fermat, e Newton, no século XVII. Fermat descobriu um método para en-
contrar tangentes de curvas algébricas e Newton foi o primeiro a estudar as curvaturas
usando o célculo infinitesimal. Apods dois séculos, o matematico Carl Friedrich Gauss
provou o famoso Teorema Egregium, mostrando que a curvatura Gaussiana é intrinseca
a superficie.

Gauss e Bernhard Riemann foram os principais responsaveis pela descolagem da geome-
tria diferencial como uma disciplina distinta. Riemann generalizou a teoria com a ideia
de variedades diferenciaveis. Ele fez isso por um processo intuitivo de associar, local-
mente, certos espacgos topologicos ao espaco euclidiano, onde ja se tinha toda a geometria
diferencial. Ou seja, concluiu que alguns espacgos podem ser estudados localmente como
o proprio R, obtendo assim toda teoria de geometria diferencial englobada em alguma
vizinhanca de um dado ponto desse espaco.

Os trabalhos dos matematicos Tullio Levi-Civita, Gregorio Ricci-Curbastro e de fisicos
como James Clerk Maxwell possibilitaram o desenvolimento da andlise tensorial e da ideia
de covariancia, que aponta uma propriedade geométrica intrinseca como aquela que nao
muda apds a aplicacao de transformagoes coordenadas. Essas nogoes encontram uma
aplicagao central na relatividade geral de Albert Einstein. Em seu livro de 1913 sobre
superficies de Riemann, Hermann Weyl deu uma definicao mais modernizada de varie-
dade diferenciavel bidimensional. Nos dias atuais, a definicao mais aceita de variedade,
via atlas, foi feita por Hassler Whitney.

Uma classe particular de variedade diferenciavel é formada pelos grupos de Lie, que ad-
mitem ums estrutura de grupo onde as operacoes de inversao e de multiplicacao sao
diferenciaveis. Este conceito foi apresentado em 1870 pelo matematico Sophus Lie ao
estudar algumas propriedades de equagoes diferenciais. Nesse conjunto de propriedades,
figuram diversas fungoes de grau maior que 1, como as senoides, as hiperbdlicas e outras
funcoes diferenciaveis em diversos graus. Inclusive com a teoria das funcoes com grau
inferior a unidade, que foram desenvolvidas nos seus trabalhos, chamado na época de
”Principios e Processos para as Diferenciagoes”.

O objetivo deste texto é apresentar um novo método para a obtencao das curvaturas de
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uma variedade diferenciavel via agoes de grupos de Lie: O método dos referenciais méveis.
Para tal, descreveremos este método com maiores detalhes no espaco euclidiano e genera-
lizaremos esta nogao para variedades quaisquer, mostrando novos resultados e conclusoes
que estavam, a principio, obscuros na teoria euclidiana.

No primeiro capitulo, introduziremos a nocao de grupos de Lie de matrizes e suas algebras
de Lie associadas, exemplificando com maiores detalhes dos grupos O(n), SO(n), SL(n),
GL(n) e o grupo das isometrias euclidianas E(n).. Além disso, falaremos a respeito da
forma de Maurer-Cartan e as equagoes que suas componentes verificam: As chamadas
equacoes estruturais. Em seguida, apresentaremos um breve resumo da teoria convencio-
nal da geometria diferencial euclidiana, mostrando a obtencao das curvaturas via primeira
e segunda formas fundamentais. Apds isso, definiremos o conceito de referencial movel e o
utilizaremos para encontrar as curvaturas de uma dada superficie. Mostraremos também
um procedimento que nos garante um referencial movel com pripriedades que facilitam e
muito a obtencao de conclusoes a respeito da superficie associada. E com isso, demons-
traremos alguns resultados importantes, como os teoremas e existéncia e congruéncia de
Bonnet.

No terceiro e no quarto capitulo, mostraremos com maiores detalhes alguns exemplos
classicos de superficies euclidianas, entre elas as isoparamétricas, as dupins e as canais.
Finalizaremos introduzindo a conjectura de Willmore que questionava se o nimero 22 é
o minimo absoluto da ”energia de Willmore”sobre todas as imersoes de um toro. Conjec-
tura essa, que foi provada em 2012 pelo matemaético brasileiro Fernando Coda.Marques.

O quinto e o sexto capitulo abordaram a generalizacao de toda a teoria construida para
acoes de Grupos de Lie em Variedades diferenciaveis. Definiremos o conceito de fatia de
uma acao e mostraremos a sua relacao com a obtencao de um referencial movel ideal.
Além disso, generalizaremos a nocao de algebra de Lie e sua relagdo com o conjunto dos
campos invariantes a esquerda. Por fim, introduziremos uma classe especial de variedades
que sofrem agao de grupos de Lie: As variedades homogeéneas. Utilizando a teoria de
distribuicoes e o teorema de Frobenius, obteremos algumas conclusoes sobre esta classe.

Finalizaremos com um apanhado de resultados obtidos nas geometrias hiperbdlica e
esférica. Faremos as definicbes dos espacos, seus respectivos grupos de isometrias e suas
formas de Maurer Cartan associadas. Mostraremos enfim, alguns resultados obtidos apds

o procedimento de reducao de referencial mével e alguns teoremas de caracterizacao.



Capitulo 1

Grupos de Lie e Geometria

Euclidiana

Neste capitulo, introduziremos a teoria de geometria diferencial sob duas abordagens
distintas, mostrando que ha mais de uma forma de se obter as curvaturas que caracterizam
uma superficie. Em seguida mostraremos alguns teoremas de existéncia e caracterizagao
de certas classes de superficies. Em seguida, faremos alguns exemplos para uma melhor
compreensao dos conceitos abordados. Finalizaremos com as conjecturas de Willmore, que
sao conjecturas (ja demonstradas) que questionam as imersoes que respeitam determinada

propriedade sobre sua curvatura média.

1.1 O Grupo Euclidiano

Durante todo esse trabalho suporemos R™ munido de suas operacoes, produto interno e

norma canonicos. Lembramos que a métrica ou distancia Euclidiana canonica é dada por

d:(p,q) eER"XR" = |lp—qll ={p—q¢p—q) €R
e é um fato conhecido que
d(p,q) =inf{C (v) ; v € C*([a,b],R") verificando v (a) =p e v(b) = ¢} (1.1)

para quaisquer p,q € R™, onde C () denota o comprimento da curva =, isto é,
b
¢ )= [ 1 @i

O conjunto das matrizes com m linhas e n colunas e coeficientes reais serd denotado
por M,,x, (R) ,ou simplesmente por M,,x,. O subconjunto das matrizes invertiveis de

M, «n serd denotado por GL (n,R), ou simplesmente por GL (n). Lembramos que GL (n)
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munido da operacao usual de multiplicagao de matrizes ¢ um grupo e que
GL(n) ={A € My, ; det A #£0}.

O conjunto das matrizes cujo determinante é estritamente positivo é um subgrupo de
GL (n) e sera denotado por SL (n). A transposta de uma matriz A € M,, ., serd denotada
por A" € My (R).

Dada uma matriz A € M,,«,, definimos a norma de A por
| All = sup {[|Av]| ; v € R" e |lv|| = 1}.

Sabemos do curso de Anadlise Funcional que a norma acima é de fato uma norma de

espacos vetoriais. Como a dim M,, ., = mn < oo, a identificagao natural
mn
(OJZ'J) & Man <> (am, vy Alpy ooy A1y oey am,n) cR s

nos diz que norma do operador de M,,y, é equivalente a norma induzida pela norma

canonica de R™". Utilizando essa ultima norma, nao é dificil demonstrar que as aplicacoes

(A, B) € Mysn X Mysn —> AB € My,
Ae My, — AV e My
A€ Myyn— det (A) € R

sao de classe C*°. Em particular, por exemplo, a continuidade da aplicacao det nos diz

que GL (n) é um aberto (na verdade um aberto denso) de M, «p,.

Lembramos que, para toda matriz A € M,,,, a aplicagao
+oo 4k
exp:AGMan'ﬁZﬁ € Myxn

k=0

é denominada aplicagao exponencial. Além disso, as seguintes propriedades sao verdadei-

ras:
1. ¥ = Id;

9. aAehA — plath)A.

4. Se AB = BA , entao elef = 415,
5. Se AB = BA , entao e*B = Be®. Em particular Ae? = e4A;

, . . , ~ -1 —
6. Se B é uma matriz inversivel, entdo ef48" = BeAB™!;
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7. det (eA) = T4,

8. o) = ()7

9. & d fexp (tB)} = Bexp(tB). Em particular, para toda matriz Ay € M,y,, a
aplicagao
A:teRv+——exp(tB) Ay € Mpxn

verifica

AN(t) = — {exp (tB) Ao} = — {exp (tB)} Ay = Bexp (tB) Ay = BA(t)
portanto A ¢ a tnica solugao do PVI

(1.2)

A'(t) = B.A(#)
A(0) = A,

Definicao 1. Uma isometria de R™ ¢ um difeomorfismo T : R* — R™ que preserva

produto interno, isto €,
(v,wy = (dT,v,dT,.w) ,
para todo p,v,w € R™. O conjunto das isometrias de R" serd denominado por grupo

Euclidiano n-dimensional e serd denotado por E(n).

Notemos que a identidade Id : R®” — R™ é claramente uma isometria. Além disso, a
inversa de uma isometria 7' : R™ — R" é também uma isometria. De fato, usando que T’

¢ bijecao e que d7), é um isomorfismo, para todo p € R", temos
<dTTTé). (dT,.v) 7dTT_é)). (dTp.w)> = <d (T7'o T)p w,d (T "o T)p .w> = (v,w) = (dT,.v,dT,.w) .

Como a operagao de composigao de fungoes é associativa, concluimos que (E(n), o) é um
grupo (o que justifica a nomenclatura adotada acima). Segue da caracterizacao (1.1) que

toda isometria preserva distancia. Mais precisamente

d(T(p),T(q) =d(p,q) (1.3)

para quaisquer p,q € R".

Denotaremos por £ (X, Y') o conjuntos das transformacoes lineares entre espagos veto-
rias X e Y. Quando X =Y, escreveremos simplesmente £ (X ). Usaremos nesse trabalho,

sem maiores comentérios, a identificacao natural existente entre £ (R",R™) e M, 5.

Uma transformacao afim entre espacos vetorias X e Y é uma aplicacao da forma

ThwveX s>Av+weY
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onde A € L(X,Y)ew €Y. O conjunto das aplicagdes afins de X em Y serd denotado
por A(X,Y), ou simplesmente por A (X) quando X =Y.

Definimos o conjunto das transformagoes ortogonais de R" por O(n) = M,x, N E (n).
Sdo fatos conhecidos da Algebra Linear que O(n) é subgrupo de GL (n), que O(n) é
o subconjunto das matrizes cuja inversa e a transposta coincidem e que det A = =41,
para toda A € O(n). Outro fato importante proveniente da Algebra Linear é que os
vetores linha (ou coluna) de uma matriz em O(n) formam uma base ortonormal de R”. O

subgrupo de O(n) composto pelas matrizes com determinante 1 serd denotado por SO(n).
Dito de outra forma, SO(n) = O(n) N SL(n).

Os subgrupos relatados acima motivam a seguinte definigao:

Definicao 2. Um grupo de Lie cldassico ou grupo de Lie de matrizes é um
subgrupo fechado de GL (n).

Obviamente GL (n) é um grupo de Lie de matrizes. Como as colunas (ou linhas) de
uma matriz em O (n) formam uma base ortonormal é uma propriedades fechada, segue
que O (n) é um grupo de Lie de matrizes. A continuidade do det garante que SO(3) e
SL(3) sdo também grupos de Lie de matrizes (pois det A # 1 e det A < 0 sdo propriedades

abertas).

Como o objetivo deste trabalho é o estudo de superficies no espago Euclidiano tri-
dimensional, vamos particularizar nossa discussao para o caso n = 3. Ressaltamos, no
entanto, que boa parte dos resultados aqui apresentados se generalizam naturalmente

qualquer dimensao.

Com as definicoes e notacoes acima, estamos aptos a caracterizar o grupo Euclidiano:

Proposicao 3. O grupo das isometrias de R® € dado pelo conjunto
E3)={Tuwe A(R?) ; AcO@3) },

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que T4 ,, é um difeomorfismo, para todo w € R3

e todo A € O(3). De fato, notemos que:

. Taw@+h) —Tawlp)—Ah . Ap+Ah+w—Ap—w—Ah 0
lim — : = lim = lim — =0,
0 Al 0 ] 0 TTA]

(1.4)

para todo p € R3. Logo T, é diferencidvel e d(Taw), = A, para todo p € R3. Seja a

seguinte aplicac¢ao:
TIZ’}U v ER? = ATy — ATw € R,
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segue disto que

Tt (Taw(v)) = TZ’}U (Av+w) = AT ((Av +w) —w) = ATAv = v,

)

Taw(Tyl (v) = Taw(AT (v —w)) = A (AT (v — w)) +w=@w-—w)+w=wov,

)

Ou seja, vemos que TA’iU = (TA,w)_l, e portanto, T4 ,, é uma bije¢ao, para todo w € R3.

De modo anélogo ao feito em (1.4), concluimos que ngﬂ é diferenciavel, para todo
w e RS ed (Tfﬁu)p = AT, para todo p € R3. Isso demonstra que T4, ¢ de fato um

difeomorfismo, para todo w € R3.

Notemos que T4, preserva produto interno, para todo w € R3. De fato, dados

p,v,u € R3, segue que
<d(TA7w)p 0,d(Taw), u> — (Av, Au) = (AT Av,u) = (v,u)

Por fim, se T' é uma isometria de R3, j& vimos em (1.3) que T preserva distancia. Note
que a funcao

S:veR = T(v)—T(0) € R?

também é uma isometria, ja que
S, w = dT,.w,

para todo p,w € R3, além disso, a bijecao de S sai do fato de T ser inversivel (7' é uma
isometria) e S ser a composi¢ao de T' com uma translacao (que também é inversivel).
Vamos provar que S preserva produto interno: De fato, como S é uma isometria, segue

que

d(S(p),S(q)) = d(p,q),

para todo p,q € R3. Em termos da norma temos que:

1S(p) = Sl = llp—al-

Tomando g = 0, segue que:
1Sl = Izl

Portanto, concluimos o seguinte:

(S(p), S(q)) = —% {IIS(p) = S@IP” = ISP = I1S(@)*} = —% {Ilp = all> = llpl> = llal*} = (p, ),

para todo p,q € R3. Por fim, vamos provar a linearidade de S: Dados u,v,w € R? e
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A € R, segue que

(S (W0) = AS (0), S(u) = (S (W), S(w)) = A(S (v), S(u)) = (v, w)) — (Av,u) =0,

(S (v+w) =5 () =5(w),S(u) = (5 (v+w),5w) + (=5 (v) = 5w),S(u))

Como S é bijetora, S(u) pode ser qualquer vetor de R3, isso nos dd que

0=25(\v)—AS(v),
0=5@w+w)—S(v)—S(w).

Logo S é uma transformacao linear que preserva produto interno, ou seja, S é ortogonal.
Portanto, temos que

T(v) = S(v) + T(0),

para todo v € R3, onde S é uma transformacao ortogonal. m
O grupo euclidiano é naturalmente isomorfo ao produto semi-direto O(3) x R? dado pela

operacao
(A,w),(B,v)) € (O(3) x R?)? — (A,w). (B,v) = (AB, Av + w) € O(3) x R>.
Mais precisamente, a aplicacao
©:Taw € E(3) — (A,w) € O(3) x R?,

¢ um isomorfismo de grupos. Com isso, podemos tratar os elementos de F (3) como

transformacoes afins ou como pares ordenados, dependendo do contexto envolvido.

Definicao 4. O conjunto
E.(3)={TaweA(R?) ; A€ SO3) } C E(3)

¢ denominado de grupo euclidiano dos movimentos rigidos.

Proposicao 5. O grupo euclidiano dos movimentos rigidos E(3) € um subgrupo de E (3)

conexo por caminhos.

Demonstragao. O fato de que E,(3)é um subgrupo de E (3) decorre imediatamente das

propriedades do det.
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Denotemos por {ej, €, €3} a base canonica do R3. Dada uma matriz A € SO(3),
segue da Algerba Linear que {Ae;, Aey, Aes} é uma base ortonormal de R3. Considere
uma familia continua & um parametro de rotagoes 7 : R* — R3 ¢ € [0,1], de mesmo
eixo tal que rj = Id e r{ (Ae;) = €;. Como rotagoes levam bases ortonormais em bases

ortonormais e €; estd no eixo X, segue que 11 (Aes), i (Aez) € Y Z.

Considere outra familia continua & um parametro de rotagoes r7 : R* — R3 ¢ € [0, 1],
de rotagoes em torno do eixo X tal que 72 = Id e r? (Aez) = € (e consequentemente
r? (Ae)) = € e r? (Aez) = +e3). Note que 1}, 72 € SO(3) por serem rotagoes. Com isso,

definimos as seguintes curvas:

a:[0,1] — O(3), a(t)=rlA,
B:10,1] —0@3),  B(t) =rirA,

e observemos que «(1) = f(0). Portanto podemos realizar a colagem dessas curvas, que

¢ dada por:

a (2t) setE[O,? € S0(3),

a*ﬂ:te[o,l]—>{ B2t —1) sete [%7 }

Como r} = r2 = Id, segue que:

(5 0)(0)=a(0) = rd = A
i (Bxa)(1)e =p(1)e =rirfde, =rie =€,
iii (B*a)(1)ey=F(1)ex = r?r Aey = €9,

iv (Bxa)(1)es = B(1)ez = riri Aez = +es,

Note que (8 * «) (1) e3 = —e3 implicaria que deta % 5 (1) = —1. Isso ndo ¢é possivel
pois a curva a x 3 (que é composta de rotagoes) comega com determinante positivo e,
sendo uma curva em GL (3), o determinante das matrizes « * 5 (¢) jamais se anula. Logo
toda matriz de SO(3) pode ser ligada por uma caminho em SO (3) até Id e, portanto,
SO (3) é conexo por caminhos. Uma vez que R? é conexo por caminhos, concluimos que
E.(3) também o é. m
Outra identifica¢do natural é a inclusdo de E(3) em GL (4,R) (munido da multiplicagao

de matrizes) dada pelo homomorfismo injetor

(A,w) € B(3) — (30 Z) € GL(4).
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Com essa associagdo, podemos ver E(3) como um subgrupo de GL (4). Notemos que se

H:(i Z) € GL(4) — E(3),

entdo x # 1 ou y # 0 ou as colunas (ou linhas) de A ndo formam uma base ortonormal.
Essas trés propriedades sao propriedades abertas, logo F(3) é um subconjunto fechado de

GL (4) e assim, um grupo de Lie de matrizes.

Uma acao de um grupo de Lie de matrizes G em um subconjunto N C R"™ é uma

aplicacao suave p : G x N — N verificando as seguintes propriedades:

i u(ld,z) = x, para todo x € N;

ii p(AB,x) =p(A,u(B,x)), paratodo A,B € Gex € N.

Por simplicidade, adotaremos a notagao u (A, x) = Ax e faremos uso das bijegdes
pa:x €N — u(Az)eN

Neste caso, os itens (i) e (ii) acima se reescrevem como:

U prg = Idy;
ii’ puap = pa o up, para todo A, B € G.
Dizemos que uma acao u de G sobre N é uma acao transitiva se, dados =,y € N

existe A € G tal que Az = y. Dizemos que i é uma agao isométrica se py é uma

isometria de N, para todo A € G. Para todo z € N, definimos os conjuntos
G, ={AeG; Ar ==z}

Gr={Az e N; Ae G}
denominados subgrupo de isotropia e 6rbita de x (com relacao a p).

E f4cil ver que, para todo grupo de Lie de matrizes G contido em GL (n), a aplicacdo
p:(A,z) € GXR"— Az € R" (1.5)

¢ uma agao. Visto como subgrupo do GL (4), temos que F (3) age naturalmente sobre

R*. A proposicao abaixo mostra que F (3) age também sobre R? de maneira natural:
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Proposicao 6. A aplicacao
p:((Av),w) € E(3) xR — Aw+v € R3,

¢ uma agdo transitiva e isométrica de E (3) sobre R3. Além disso, o subgrupo de isotropia
de E(3) em 0= (0,0,0) € R® € isomorfo a O(3).

Demonstra¢ao. Dado (Id,0) € E (3) o elemento identidade de E (3), segue que
(1,0, w) = Id (w) + 0 = w,
para todo w € R®. Além disso, temos que

w((A0), 1n(Byu)w)) =p((A,v), Bw+u) =A(Bw+u)+v=ABw+ (Au + v)
:M((AB7AU’+U)7U)):M((A’U) (B’u)aw)7

para todo (A,v),(B,u) € E(3) e todo w € R3. Identificando F (3) x R® como um
subconjunto de R?, segue que p é justamente um produto de funcdes polinomiais, o que
nos da a diferenciabilidade dela. Vamos checar a expressao dos elementos de E (3) que

fixam 0 € R3 pela acdo p :
0=p((Av),0)=A0+v =,
segue que (A,v) € E (3), se e somente se v = 0, ou seja,
EB3),={(4,00: Ac03)} =0 (3).

Dado w € R3, segue que
(A, w),0) = A0 +w = w,

ou seja, a E(3)-6rbita de 0 € R3 é o préprio R3. Isso nos da a transitividade de p. Por

fim, segue diretamente da Proposicao (3) que a aplicacdo fi(a,) ¢ uma isometria em R3.
[ ]

Observagao 7. Como O(3) =~ O(3) x {0}, note que a restri¢cio a O (3) da acao p apre-

sentada na proposicao acima nos dd a a¢do canonica de O(3) sobre R3definida em (1.5).

O espago tangente de um grupo de Lie de matrizes G em uma matriz A € G é o

conjunto
TaG ={7'(0) € Mysn; v € C7 ((—¢,¢),G) e v(0) = A}.

Proposicao 8. Os espagos tangentes de um grupo de Lie de matrizes G < GL (n) sdo

subespacos vetoriais de M,y .
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Demonstragao. Ver prop 3.16 Baker pg 71. =

Isso motiva a seguinte definicao, que sera de grande importancia em nosso estudo:
Defini¢ao 9. A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G < GL (n) € o conjunto
g:=T11.G ={7(0) € Myspn ; v € C*((—¢,8),G) e (0)=1Id}
Definimos a dimensao de G por dim G = dim g.
Observacao 10. Na verdade, a definicao de dlgebra de Lie € mais geral: Uma dlgebra

de Lie (real) é uma quadra (E,+,-,[.,.]), onde (E,+,-) € um espaco vetorial sobre R e

[.,.]: ExX E — E € uma operagdo que respeita as sequintes propriedades:

1. [,,.] é bilinear;
2. [.,.] é anticomutativa;
3. [.,.] respeita a identidade de Jacobi, isto é,

X, [V, Z)] + [Z, [ X, Y]]+ [Y,[Z,X]] = 0
para quaisquer X, Y, Z € E. Pode-se verificar que g munido do colchete
[A,B] .= AB— BA A Beg

é uma algebra de Lie e isso justifica a sua definicao. Nao convém usar essa de-
finicao geral em nosso contexto, portanto admitiremos que uma algebra de Lie é um

conjunto que se enquadra na (9).

Agora vamos enunciar um resultado que é de importancia fundamental para a conti-
nuidade da teoria. Como sua demonstragao é muito técnica, extensa e nao acrescenta aos

nossos objetivos, vamos omiti-la:

Teorema 11. Todo grupo de Lie de matrizes G < GL(n) é uma subvariedade dife-

renciavel de M, xy,.

Notemos que é facil verificar que o teorema acima é vélido para os grupos de Lie de
matrizes que sao abertos em M, ,, ou que sao imagem inversa de um valor regular para

alguma funcao suave. Em geral, o resultado acima nao ¢é ébvio.

Lembramos que um campo de vetores em um grupo de Lie de matrizes G é uma
aplicagao suave X : G — M,,y, tal que X(A) € T4G, para todo A € G. O conjunto dos
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campos vetoriais em G serd denotado pelo simbolo X (G). Dizemos que um campo de

vetores X € X (G) é invariante a esquerda (resp. a direita), se
X(AB) = AX(B) (resp. X(AB) = X(A)B)

para quaisquer A, B € G. Denotaremos os conjuntos dos campos invariantes a esquerda
e a direita por X1, (G) e Xg (G), respectivamente.
A proposicao abaixo relaciona a dlgebra de Lie de um grupo de Lie G com o conjunto
dos seus campos invariantes a esquerda:
Proposicao 12. A aplicagio V : g — X, (G) definida por
U (A)(B) = BA ,AecgeBeG

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais. Xy (G) e g sao isomorfos.

Demonstra¢ao. Dado A € g, defina V = U (A) € X, (G). Primeiramente, vamos mostrar
que V esta bem definida, isto é, mostrar que BA € TG, para todo B € G. Com efeito,
seja a1 (—e,6) — G uma curva suave tal que a(0) = Id e o/ (0) = A. A partir de a,
defina a curva f: (—¢,e) — G, onde [ (t) = Ba (t). Note que

B(0)=Ba(0)=B(Id) =B e [ (0)=Bd(0)=BA,

portanto BA € Tg(G. Temos que o campo V é diferenciavel, pois cada coordenada é uma
funcao polinomial (j& que V' se resume a multiplicar duas matrizes).

Agora vamos verificar que V' é um campo invariante a esquerda. De fato:
V(CB) = (CB)A=C(BA) =CV(B),

para quaisquer B, C' € (. Nos resta verificar a linearidade, injetividade e sobrejetividade
de ¥. Com relagao a linearidade, dados o, 8 € R ; J, K € ge B € (G, segue que

U (o] + BK) (B) = (o] + BK) B = aJ B+ KB = ¥ (J) (B) + ¥ (K) (B).
Vamos provar a injetividade. Dados J, K € g tais que ¥ (J) = ¥ (K, segue que
J=J(Id) =" (J)(Id) = ¥ (K)(Id) = K (Id) = K,

portanto ¥ é injetora. Por fim, dado V' € X[ (G), vamos provar que V = U (V (Id)). De

fato, dado que V' é invariante a esquerda, segue que

U (V (Id)) (B) = BV(Id) =V(B),
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para todo B € (G isso prova a sobrejetividade de ¥ e conclui a demonstragao. =

Nosso préoximo objetivo é obter uma caracterizagao da algebra de Lie de um Grupo
de Lie que facilite seu entendimento e os caminhos para encontra-la. Comecemos com o

seguinte lema:

Lema 13. Considere um grupo de Lie de matrizes G. Se X € X[ (G) é um campo

mvariante a esquerda, entao seu fluro maximal é
Ox :(t,A) e Rx G — Aexp (tXy) € G

onde Xo = X (Id) € g.

Demonstragao. Considere um campo de vetores X € X, (G) e observe que
X (A) = X (Ald) = AX (Id) = AX,

para toda matriz A € G. Podemos entdo considerar a extensdo natural X € X, (GL (n))
de X definida por
X (4) = AX,

para toda A € GL (n). Em particular, X (Id) = X,.

Decorre da igualdade acima e das propriedades (9), (5) e (7) que, para toda matriz
Ag € G, a aplicacao
A:teRr+—— Agexp (tXy) € GL (n)

verifica
A/ (t) = AOXO exXp (th) = AO exXp (th) XO =A (t) XO =X (A (t)) .
Portanto A (¢) é a unica solu¢ao do PVI

A'(t) =X (A1),
A(0) = A,.

Com isso, temos o fluxo global

Ox : (t,Ap) € R x GL (n) — Apexp (tXo) € GL (n).

do campo X em GL (n).

Como G é uma subvariedade fechada de GL (n) concluimos que o fluxo maximal 0y

de X sobre GG estd definido em R x G e vale que 0x = é;mx - Mais precisamente,

Ox :(t,A) e Rx G — QA);(t,AO) = Apexp (tXy) € G.



1.1. O Grupo Euclidiano 13

Com esse resultado em maos, estamos aptos a demonstrar o seguinte resultado que

caracteriza a algebra de Lie:

Teorema 14. Dado um grupo de Lie de matrizes G < GL (n) com dlgebra de Lie g, seque

que

g={A€ Myx,; exp(tA) € G}

Demonstra¢ao. Dado A € g, segue da Proposicao (12) que existe um tnico campo inva-
riante a esquerda X4 € g tal que
Xa(Id) = A.

Além disso, segue do lema anterior que exp (tA) € G para todo t. Por fim, dado B €
M, tal que exp (tB) € G, temos que

exp (0.B) = exp (0) = Id,
e além disso,

4 (exp (tB)) = Bexp (1B),

- B — B.Id = B.
s exp (0)

t=0

Portanto B € Tj4G e isso conclui a demonstracao.

Exemplo 15. Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
GL(n) ={A € My, ; det A #0}.

Segue de (7) que
detexp(tA) = exp (Tr (A)) # 0,

para todo A € M,,«,,. Portanto a dlgebra de Lie de GL(n) € dada por gl(n) = M, x,.

Exemplo 16. Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
SO(n):{AGMnxn; det A=1 e AAt:Id}
Seque da proposicao anterior que

50 (n) = {A € M« ; exp (tA) € SO (n)}
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Tome A € so(n). Como exp (tA) € SO (n), pela propriedade (7) obtemos que
eI = det [exp (tA)] = 1 = tr (A) = 0.

Além disso, pelas propriedades (8) e (3) e pelo fato de que exp (tA) € SO (n) concluimos

0 sequinte:
exp (—tA") = exp ((—tA)") = exp ((—tA))" = exp ((—tA))™" = exp (tA)
Derivando ambos os extremos, seque que
—A'exp (—tA") = Aexp (tA)

Fazendo t =0, concluimos que
A= A"

Logo A € antisimetrica.

Tome B antisimétrica. Vamos provar que exp (tB) € SO (n). De fato, como B é
antissimétrica, seque que os elementos da diagonal de B tem que ser todos nulos, assim

Tr(B) = 0. Usando esse fato e a propriedade (7), obtemos que

det (exp (tB)) = exp (Tr (tB)) = exp (0) = 1.
Além disso, seque da propriedades (8),(3) e da defini¢ao de B que

exp (tB) ™" = exp (—tB) = exp (tB") = exp ((tB)") = exp (tB)".
Portanto concluimos que
so(n)~ {A€ My, ; A=—-A"}
Exemplo 17. Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
O(n)={A; AA' = Id}
Seque da proposi¢ao anterior que
o(n)~{A€ M,x,; exp(tA) € O(n)}

Tome A € o(n). Como exp (tA) € O (n) e pelas propriedades (8) e (3), concluimos o

sequinte:

exp (—tA") = exp ((—tA)t) = exp ((—tA))" = exp ((—tA)) ™" = exp (tA)
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Deriwando ambos os extremos, seque que
—Alexp (—tA") = Aexp (tA)

Fazendo t = 0, concluimos que
A= A"

Logo A € antisimetrica.

Tome B antisimétrica. Vamos provar que exp (tB) € O (n). De fato, seque da propri-
edades (8),(3) e da defini¢ao de B que

exp (tB) ™' = exp (—tB) = exp (tB") = exp ((tB)") = exp (tB)".
Portanto concluimos que
o(n)~{A€ My, ; A=—-A"}.
Exemplo 18. Vamos encontrar a dlgebra de Lie do grupo de Lie
SL(n)={A; det A=1}
Seque da proposicao anterior que
SL(n)~{A € M,x, ; exp(tA) € SL(n)}.
Tome A € SL(n). Como exp (tA) € SL(n), seque que :
eI = det [exp (tA)] = 1 = tr (A) = 0
Tome A € M, tal que tr (A) = 0. Entao obtemos que
det [exp (tA)] = T =0 = 1.
Logo exp (tA) € SL (n) para todo t. Concluimos disso que

sl(n)~{A € My, ; Tr(A) =0}.

1.2 Forma de Maurer-Cartan Euclidiana

Como E(3) ~ O (3) x R3, segue que as respectivas algebras de Lie sao identificadas da

seguinte maneira:

E(3)~0(3) PR,
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onde o (3) é a élgebra de Lie de O (3). Também podemos olhar £ (3) dentro de gl(4) =

My através da aplicacao injetora

0 0
(X,z)co0(3) o R® & ( ) cgl(4) . (1.6)
r X
Defini¢ao 19. A forma de Maurer-Cartan de FE(3) é dada pela sequinte aplica¢ao
w:(Av) € E(3)— w(A,v) € L(TanE3);E(3)),

onde w (A,v) B = (A,v)"' B, para todo B € Tia)E(3).
Vamos mostrar que essa aplicagao estd bem definida, ou seja, (A, v)fl B € £(3), para
todo P = (A,v) € E(3) e B € T(a,)E(3). Com efeito, comecemos caracterizando o espaco

tangente T{a,)F(3) da seguinte maneira: Tomemos uma curva « : (—¢,e) — £ (3) tal

a(0)2<(1)]0d) e a'(0)2<§g)eg(3).

A partir de o, podemos definir a seguinte curva: g : (—¢,e) — E (3), onde 8 (t) = Pa ().

que:

Segue disso que:

3(0) = Pa(0) = P(Id) = P,

wenco- () (22)-(5 )

onde v € R3% A € O(3). Portanto, podemos definir o espago tangente de F(3) em

e portanto:

P = (A,v) como segue:

TpE(?))Z{(;) AO_D ) EM4x4(R):xER3;D€0(3)}.

Segue disso que existe x € R® e D € 0 (3) tal que
0 0
B =
( x AD )

L, (10 A
w(A,v) B =(A,v) BN(U A) (a: AD)

B 0 0 B 0 0 c £3)
“\ Az AAD )] \ A2 D '

Portanto
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Como £ (3) ~ 0 (3) ® R3, podemos separar w da seguinte maneira:
w(A,v) =w, (A, v) + wps (4,v),

para todo (A,v) € E(3).

Vamos checar como é a expressao da forma de Maurer-Cartan:

s (0 g ) (0 ) srteat (00
N 1 0 00\ ([ 0 0
“\-aw o4 )z B) \ At A7B )’

para todo (A,v) € E(3), * € R® e B € M3,3(R). Segue da expressdo acima que as

componentes da forma de Maurer-Cartan tém as seguintes expressoes:

W, (A, ) ( 0 g) =A'B

X

0 0
wrs (A, v) ( . B ) =A'2

Podemos escrever essas componentes em termos de outras formas diferenciais da seguinte
maneira: Sejam as formas diferenciais que projetam um vetor em uma determinada co-

ordenada:

((dz: P € E(3)— de(P) € L (TianE(3);R?)

alav(P)(Sj ;):x

((dA: P e E(3)— du(P) € L(TianE(3); Msxs (R))
CCASH AR

Com isso, temos as seguintes igualdades:

\

wrs = A e = (wz)
W, =AT1dA = (wf)

Derivando essas formas obteremos as chamadas equacgoes estruturais de Maurer-
Cartan em F (3) :

dwps = d (A’l) dr = —A" (dA) AP Ndr = —A" VAN AN = —w, A wps
dw, = d (A dA = —A™" (dA) A" A dA = —A™" (dA) A A™NdA = —w, A w,
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Em termos matriciais, temos que:

dw! 0 w? w} w? wi A w? 4+ wd AW
dw? | =dwps = —weAwps = — | wy 0 wi [A] w? | == wiAw!'+wsAw?
dw? wy wi 0 w? w3 Awh + wi A w?

Além disso,

dwi dw? dw? 0 w? w? 0 w} w?
dwl dw? dwd | =dw,=-weAwe=—] wi 0 wd |A] W} 0 3
dwi dw? dw3 wy w0 wy wi 0
wi Awy +wi Aw; wi A w? w2 A w3
= — wi A ws wy A wi + ws A w3 wi AWl
wg/\w% w%/\w% w%/\wi’—kw%/\w%

Ou seja, em cada coordenada vale o seguinte:

3 3
dwlz—g wl A w’ e dwf:—g Wl A wl.
j=1 k=1

1.3 Representacao Adjunta Euclidiana

Considere a acao isométrica de E (3) em R?
p:((Av),w) € EB) x R* — pay (w) = Aw +v € R

definida na Proposigao (6) e denote por {€i, €2, €3} a base canonica de R3.

Segue da Proposicao (6) que, para todo elemento (A,v) € E (3),

{Ai=d (aw), €; i=1,23}

é uma base ortonormal de R3.

Para expressar melhor os elementos A; acima, considere as curvas suaves

o t€(—ge) >t €RP i=1,2,3.

e observe que

(a0 © a5) (t) = pa (te) = p((A, ) te;) = tAe; + v,
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para todo t € (—¢,¢) e i = 1,2, 3. Portanto

d

A =d (aw), -6 = dt}es

(a0 © ;) (t) = Ae;,

para todo i = 1,2, 3. Ou seja, A; é a i-ésima coluna da matriz A.

Note que toda base ortonormal de R3 pode ser obtida dessa maneira pois as base
ortonormais de R? estdo em correspondéncia biunivoca com O(3). Isto é, variando a

matriz A obteremos todas as bases ortogonais de R3.

Lembramos que E (3),, o subgrupo de isotropia de E (3) com relacdo & origem 0 =
(0,0,0) de R?, é isomorfo & O (3). Consequentemente, sua dlgebra de Lie & (3), ¢ isomorfa
A0(3)~o0(3)®{0}.

Defina mg = € (3) /€ (3),- Como & (3) ~ 0 (3) & R?, concluimos que
mo ~ (0(3) ®R?) /o (3) ~ R®.
Mais precisamente, considere a aplicacao
mo: (A,v) € E(3) — v eR? (1.7)
cuja diferencial é a aplicacao linear
d (m0) a0y : (B;w) €E(3) 2w € R®.
Note que Kerd (m) rq0) = € (3), € consequentemente a aplicagao quociente
d(70) (14,0 : 0 = € (3) /€ (3)g — R’
¢ um isomorfismo. Observe ainda que § = {EZ = m}il,Q,S ¢ uma base de mg pois
d(ﬂo)(mo) (0,€) = €, i=1,2,3.
Definimos a agao adjunta de O (3) sobre R? por
Ad: (A,w) € O(3) x R* = Aw € R,

Pela expressao da aplicacao e pela Observacao (7), segue que a aplicacao adjunta é de

fato uma agao de O (3) em R?.

Para toda matriz A € O (3), podemos utilizar o isomorfismo existente entre mg e R?
para pensar na aplicagdo Ad4 como um operador linear de my. Com isso, podemos definir
a aplicacio Ad : O(3) — Ms,3, denominada representacao adjunta de O(3) relativa

a base [, que associa, a cada elemento A € O (3), a matriz de Ad4 na base f.
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Notemos que se A = (4;;) € O(3), entao:

AdAEZ =~ AdA (0, Ei) = AEZ' ~ (0, AEZ) = Alz‘El + AQiEQ + AgiEg,

para ¢ = 1,2,3. Logo A_d(A, 0) = A e, portanto, o conjunto de todas as representagoes

adjuntas de O(3) relativas a 3 estd em bijecao com O(3).
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Capitulo 2

Geometria Diferencial Euclidiana

Neste capitulo, vamos realizar o procedimento de reducao de um referencial movel para
uma imersao no espaco euclidiano, e com isso, estaremos aptos a calcular as curvaturas
das mesmas. Além disso, utilizaremos os referenciais moveis para demonstrar teoremas

de caracterizagao, de existéncia e congruéncia.

2.1 Resumo do curso classico de Geometria Diferen-

cial

Seja M? uma superficie de dimensao 2 e x : M — R3 uma imersdo. Em coordenadas

locais, isto significativa que

sao L.I’s, para todo (u,v) € M. O campo vetorial normal unitério local ao longo de x é

definido por
Ty (u,v) X x, (u,v)

2w (, ) X @y (u, 0)||

ez (u,v) ===+

Gauss baseou sua teoria de superficies na 1* e 2% formas fundamentais:

I = {dz,dz) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,
Il = — {dz,de3) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?,

onde, para todo p € x (M)

duy, : axy, + fr, € T,M = o € R,
dv, : ax, + px, € T,M — 3 € R,
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ou seja, usando a compatibilidade da conexao Riemanniana com a métrica e a ortogona-

lidade da base coordenada com o campo normal, temos que:

I(v) = (v(p), v(p)) = (zu(p), zu(p)) & + 2 (xu(p), 2o (p)) B + (4(p), x,(p)) 5

11,(0) = = (v () d(e5),- () ) = = (awa + Bao,d (es), - (0 + B.))
= — (a@y (p) + Bz, (p) , adues (p) + BOves (p))
= —a’ (24 (), Bues (p)) — B (2w (p) , Dues (p)) — B (2 (p) , Ques (p)) — B2 (x. (p) , Dues (p))
= (24u (p) s €3 (D)) + B (2w (9) s 3 (9)) + B (T (D) s €3 (D)) + B (w0 (D) €3 (D))
=0 (24 (p) , €3 (p)) + 208 (2w (p) , €3 (p)) + B° (200 (p) . €5 ()

Note que I,(v) > 0, para todo v # 0. Logo estd bem definida a seguinte aplicacao:

Definigao 20. Dada uma imersao = : (u,v) € M — x (u,v) € R* e um ponto p € x (M),
definimos a sequinte aplicacao:
11, (v) _ (@ (p), €5 (p) + 208 (zuy (p) , €3 (p)) + 52 (2w (P) , €3 (D))

(kN) ( ) Ip(v) a <$u(p),$u(p)> C¥2 + 2 <xu(p)7$v(p)> O‘ﬂ + <xv(p), x“(p» 62 ’

v # 0.

e a chamamos de curvatura normal de p em v.

Geometricamente, a curvatura normal de x em v é justamente a curvatura da curva
x N Span {e3,v}. Note que ao multiplicar v por um escalar ¢ ndo nulo, o subespago
Span{es,tv} é o mesmo que Span {es, v}, logo a curva x N Span {es,tv} é a mesma, ou
seja:
o) (1) — Hot0) _ 0% (2 (0) 3 (9) + 205 (3 (0) .0 () + B (30 9) 4 ()
Y Ip(tv) (u(p), Tu(p)) 0?1 + 2 (2u(p), 70 (p)) 2B + (24(p), 20(p)) 1252
_ 1 (0? (zuu (p) , €3 (P)) + 208 (T (p) , €3 (P)) + B2 (200 (p) , €3 ()
2 ((@up) 2u(p) @2 + 2 (zu(p), 70(p) @B + (20(p), 7.(p)) )
_ 0w (p) €3 () + 206 (un (0) €3 () + B (o ) s (D) _
(zu(p), zu(p)) &2 + 2 (zu(p), 2o (p)) f + (z0(p), Tu(p)) 5 P

Note que, para todo p € 2, a aplicagao (kN)p : Thx — R é continua. Pela observacao
acima, podemos restringir a aplicacao na bola unitaria. Logo (kN)p admite pontos de

maximo e minimo.

Definigao 21. Dada uma imersdo x : @ C R? — R® e um ponto p € x (M), definimos
as curvaturas principais de x em p como os valores de minimo e de mdzrimo da

aplicagao (kN)p. Denotamos essas curvaturas por ki e ko. Definimos também as curva-
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turas média e Gaussiana de x em p, respectivamente por

kit ks
2

H(p) e K(p) = kiks.

Defini¢ao 22. Uma imersio = : 0 C R? — R? ¢ dita superficie de Weingarten se

existe uma funcdao f : R? — R tal que
f (a7 C) - O?
onde a e ¢ sao as curvaturas principais de x em p € x(M).

Temos alguns exemplos importantes de superficies de Weingarten:

1. No caso em que
ky + ko

2 Y

as superficies sao chamadas de superficies minimas.

O:H:

2. No caso em que
H=ceR"

as superficies sao chamadas de superficies de curvatura média constante.

3. No caso em que
K=ceR,

as superficies sao chamadas de superficies de curvatura constante.
Dado um aberto U C R? uma funcao suave ¢ : U — R, a imersao
z: (u,v) €U — (u,v,9(u,v)) € R?,

tem curvaturas média e gaussiana dadas, respectivamente, por:

1 2 uu_2uvuv 1 2 VU uudJvv 2
i~ (1190) guu = 29u9ugur + (1 + 94) 9 o K= Juudow = Gu

2(1+ g2+ g2)*” (1+g2+ g2

2.2 Teoria das Superficies de Darboux, Cartan e
Chern

Definicao 23. Um referencial mdvel Euclidiano em um aberto U C R3 é uma
aplicagao
(e,x)ip €U — (e(p),x(p) €0 (3) xR = £(3).
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Escreva z = (z!, 22, 2%) e e = (€1, e, €3), onde e; sdo os vetores coluna da matriz e.
Note que {e; (p), ez (p),e3(p)} é uma base ortonormal de R?, para todo p € U. Segue

disso que

3
drpv = Z W;i; (v) e basort w; (v) = (dzpv, €;)
i=1

3

d (ei)p 0= Z (wj-)p (v) e, basgort (w;')p (v) = <d(ei)p b, 67>

Ou seja, temos que
3
dx,.v = Z (dxp.v,e;) e e d(e),v= Z <d(€i)p U, €j> €

i=1 j=1
Como {ey, e, e3} é base ortonormal, segue que
(€, €5) = 0y
Derivando ambos os lados obtemos que:
0=d((es,e5)), v = ({es e5) 0 ) (0) = ((e; 0 v, ¢ 0 )" (0) (2.1)

— <(ei oa) (0), e; o a> + <€i oa,(e;o ) (0)>
— <d(€¢)p v, 6j> + <€i,d(ej)p .v> = (w}) (v) + (wg)p (v),

p

para todo 7,5 = 1,2,3, p € U e v € T,U. Como a diferencial de uma forma exata é nula,

segue que:
3 3 3
0=dr=d (Zw’ A ei> = Zd (wi A e},wie?,wieg’) = Z (d (wi A e}) ,d (wi A ef) ,d (wi A e?))
i=1 i=1 i=1
3
— Z (do' Aej + (—1)' W' Ade}, dw’ Ae? + (—1) w' Ade?, dw' A e} + (—1)' ' Aded,)
i=1
3 3
= Z (dwi Ay, dw' A el dw' A e?) — Z (wi Adej,w' AdeZ,w' A de?)
i=1 =1

3
dw' A e; —Zwi/\dei

1 =1

I
[M]

-
Il
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Usando que de; = 233:1 w;- A ej, segue que

3 3 3 3 3 3
O:Zdwi/\ei—Zwi/\ (Zw;/\e]) :ZdwiAei—ZZwiA(wé/\ej)

i=1 j=1
3 3
—Zdw Ne; — ZZw/\w Nej= Zdw Ne; — ZZw/\w A €
11]1 7j=1 =1
—Zdw Ae; — ZZ wj/\w /\ez
i=1 j=1
—Z (dw Z cuj/\wf)> A e,
J=1

Ou seja, concluimos o seguinte:

3 3
0:dwi—2(wj/\wf) jdwi:Z(ijw{) = dw' = —
=1

j=1

M-
>
EQ

Além disso, d?e; = 0, para i = 1,2, 3, logo concluimos que:

3 3 3 3
0=d?%;=d (Zw;-/\ej) = Z(dw;/\ej—w;/\dej) :Z (dw§Aej —w;./\ (Zwi/\ek>>
— k=1

j=1 j=1

3 3 3 3
Z(dw Nej— Zw /\wk/\ek):Zdw;/\ej—ZZw;/\wi/\ek
? "~ 3 "~ k:31 3
=Y dw ,i/\ek—z <Zw§l/\wi) New=Y dwp Nep— Y (ijAwi) A ex
k=1 k=1 \j=1 k=1 k=1 \j=1

3 3 3 3
= (dwi/\ek—<2a};/\wi>/\ek) :Z<dwi—<2w§/\wi)>/\ek,
k=1 j=1 k=1 j=1

ou seja, temos que:

3 3
0= dw}, — <Zw;/\wi) = dw) = Zw; /\wi.
j=1

Jj=1

E isso nos da as equacgoes estruturais:

3 3
—wa/\wk e dw' = Zw,iAwf. (2.2)
k=1 k=1

As ultimas equacoes mostram que as formas de curvatura do espaco euclidiano sao
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zero, ou seja:
3
Q= dw] + g wy, /\w;»C =0, para todo 7,7 =1, ..., 3.
k=1
Sejam M uma superficie, isto é, uma variedade diferenciavel de dimensao 2, U C M um
subconjunto aberto e z = (z',22,2%) : U C M — R® uma imersao suave. Lembramos
que a condicao de x ser uma imersao significa que a dimensao da imagem de dz, ¢ igual

a dimensao de M, que é 2, para todo p € M.

Dado um ponto p € U, segue que a diferencial da imersao x no ponto p é dada pela
seguinte aplicacao:
dz, = (d;vllj, d.rf,, da:f;) : T,M — R?,

onde as diferenciais coordenadas sao da forma
dz,, : T,M — R, 1=1,2,3.

Definicao 24. Dada uma imersdo x : U C M — R3, um z—referencial mdvel Eucli-

diano ¢ uma aplicacdo da forma
(e.2):peU = (ep),z(p) €0(3) xR =E(3),

Escreva z = (z!, 22, 2%) e e = (e, e, €3), onde e; sdo os vetores coluna da matriz e.

Note que {e1 (p), ez (p),e3 (p)} é uma base ortonormal de R?, para todo p € U. Segue que

3
dz,.v = Z w;) (v)e; (p),
i=1

para todo p € U e todo v € T,M, onde w; : T,M — R, ¢+ = 1,2,3. Usando que
{e1(p), ea(p), es(p)} é base ortonormal de R3, obtemos que

wy, (v) = (dxpv,e; (p)), i =1,2,3.

Ou seja, temos que
3

dz,.v = Z (dxpv,e; (p)) e (p).

i=1
Suponha que possamos escolher um campo normal unitario ez para a superficie. Tal campo
existirda em M desde que M seja orientavel. Nesse caso, o campo eg ¢ completamente
determinado & menos de sinal (assumindo que M é conexo). Com a escolha de e3 segue que
o plano tangente, que é a imagem de dx,, para todo p € M, ¢é justamente Span {e;, ez} .

Ou seja, escolhendo e; como um campo normal a superficie, obtemos que

wﬁ (v) = (dzp.v,e3(p)) =0, (2.3)
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para todo p € U e todo v € T,M, ou seja, w;’ = 0. Segue da condi¢ao de imersao que
{w},w?} ¢ um conjunto L.I, para todo p € U, e nesse caso, dizemos que {w', w?} é um co-
referencial mével em U. Os x—referenciais- méveis (e, ) que satisfazem essas condigoes
sdo chamados z—referenciais méveis de 1* ordem. Segue das equagoes (2.2) e (2.3)

que

0=dw®=—w'Awj —w? Awi — W AWl

= —wl/\wé —w2/\w§ :wé/\w1+w§/\w2
Ou seja, temos a seguinte relagao:
wy Aw' +wi Aw? =0 (2.4)

Lema 25 (Lema de Cartan). Seja {a',...,aP} um conjunto L.I em um espaco vetorial

V' de dimensao n. Se p elementos ¢1, ..., 0, € V satisfazem a sequinte equagdo :

p .
ZOH X ¢; =0,
j=1

entao p; = Z§=1 hi;o?, onde hi; € R e hij = hj;, para todo i,5 = 1,...,p.

Demonstragdo. Completando a base temos {a!,...,a?, a?™! ... a"} base de V. Portanto

temos que
Vi = Z hijaj-
j=1

Além disso, por hipétese

P n

Oziaix%:iaix (ihijoﬂ):Z h,;jozixozj
i=1 i=1 j=1 ;

i=1 j=1
p n
= E (hw — hﬂ) a' x ol + E E ]’LikOZZ X (Ik,
i<i<j<p i=1 k=p+1
; Vi i=1n . : -
Como {a* x oﬂ};j " ¢ um conjunto L.I de Ay (V), segue que os escalares acima sao
todos nulos, ou seja
hij = hji e hy =0,

paratodoi,j=1,...,pek=p+1, .., n

Com uma demonstragao totalmente andloga, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 26. Seja {w!,...,w"} um conjunto de L.I de 1-formas suaves em uma vari-
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0,, 1-formas suaves em N tais que

edade N. Seja 04, .
Z wi AN 62 = O,
n onde h;; € Ay (N, R)

hijw?, para todo i =1

i Z?:l

para todo ponto de N. Entdo 0
sao tais que hij = hj;, para todo i, =1,...,n.
(2.5)

Segue da equacao (24) e da Proposicao aclma que
(,U?l) = hnwl + hlgw e Wy = hglwl + h22w

sendo que his = hoy
2

Comparando com o formalismo de Gauss, vemos que, em termos de um x—referencial
wiw! + wlw

movel de 1¢ ordem

] referencial orton
w" ez, w =

I = (dzx,dx)
— (dz, deg) = <Zw €, Zw ej> = —wlw? — Wil G wi + wlws
= wl (hllw + hlzw ) (hglw + hzgw ) = hllwlwl + <h12 + th) w w4+ hzgw w
= hnwlwl + 2h12w1w2 + hoow
Segue de (2.1), de, (2.2) e de (2.3) que:
3
dw' = —Zwk/\w’f = —w'Awl =W AWl — W AW = —W? AW,
k=1
= —w! /\w% —wg/\w% —wg/\wg’ = —w! /\w%,

3
dw? = — E Wk A wh
k=1

dw® = 0.
Tomando a derivada exterior de wy, e usando as equagoes estruturais (2.2) nds chegamos
2

(hglwl + h22w2) (hllhgg - h%2) wl Nw
(2.6)

no seguinte:
(hnw + hlgw )

dwl = Wi Awi = w3 Awj =

= (det S) (w' Aw?)
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onde S € Msys (R) é a matriz simétrica dada por

hi1 h
g )
hor  hao

A matriz S definida acima é de suma importancia na teoria de superficies euclidianas. A
partir dela, é possivel encontrar as curvaturas principais, média e Gaussiana. Curvaturas

essas que caracterizam por completo as superficies.

Proposicao 27. A matriz S é a matriz do operador —des : T,M — T,M relativa a base

€1, €.

Demonstra¢do. Note que —d (e3), .v € T, M, para todo x € X e v € T, M. De fato, como

(e3,e3) = 1, derivando ambos os lados obtemos que
2(d (e3), v, es(x)) =0,
para todo z € X e v € T, M. Logo temos que

—d(e3), .1 = —w? (e1)er (x) — w

—d(es), €2 =~ (e2) er (2) — <e2> s ().

Usando que a base {e; (z);e2(x)} e a expressao da 2% forma fundamental, obtemos que:

(—d (e3), .€1,e1) = —wi (e1) = wy (€1) = hpyw' + hjaw? = hyy,
(—d(e3), -€1,e2) = —wj (€1) = wj (€1) = hgyw' + hagw® = hay,
(—d(e3), -e2,€1) = —w} (€2) = wy (€2) = hyyw' + h1aw® = hig,
(—d(e3), .e2,€2) = —ws (e9) = w§ (€2) = hoiw™ + hoow” = hoy

Isso conclui a demonstragao. m

Chamamos a aplicacao —des : T, M — T,,M de operador de forma, ou aplicagao de
Weingarten. Fazendo a identificacdo d(e3),, (T1nM) = Tiym)S?, vemos que o operador
de forma é justamente a diferencial da aplicacao de Gauss —es : M — T,S?. Gauss
definiu sua curvatura (curvatura Gaussiana) como o determinante da matriz jacobiana
(S) da aplicagdo de Gauss. A curvatura média é a metade do trago dessa matriz, ou
seja,

1 1
H = §TT (S) = 5 (hll + h22) .

Além disso, segue de (2.6) que

dw? = w3 Aws = Kw' Aw?, (2.7)
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As curvaturas principais sao os autovalores de S, ou seja, sao as raizes do seguinte po-
linémio:

p(t) = det (S — tid).

Definicao 28. O Hopf-invariante h relativo a um x-referencial movel de 1* ordem

(e,x) em U C M ¢é a aplicagdo

(U (0) =2 0) _ 3y o e

h:
pelU— 5

Segue das expressoes de h e H e da expressao (2.5) que:

h11 + hgg) (wl - iwg)
2

(h11 — hoy)
2

h (wl + z'wQ) + H (wl — iwz) = ( — ihlg) (wl + iwz) + (
= wlhn — iwlhlg + h12w2 — ’ihgng

= (hna)l + h12w2) —1 (hlgwl + h22w2)

_ 1 -2

Proposicao 29. Seja F' o R-espaco vetorial de todas as matrizes simétricas 2 X 2 e seja

L a sequinte transformacao linear:

(Sll - 822)

L: F
SeFw— 5

—’iSlg e C

O Hopf-invariante € entao h = L(S), onde S € dado por (2.2). Seque que

1. O Kernel de L € o conjunto de todas as matrizes escalares, ou seja, matrizes

maultiplas da identidade;
2. L(S) € real se e somente se S é uma matriz simétrica;

3. Se

entio L (ATSA) = 'L (S);

4. Se

A
~_—
I

cost sint
sint —cost |’
entdo L (BTSB) — e 21 (S)

Demonstragao. (1) Seja uma matriz da forma
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logo temos que
—d
0+0i = L(C) = @ 5 ) 4i(—b)

Segue da igualdade de niimeros complexos que b =0 e a = d, ou seja, C' é da forma

Czao:alo, a € R.
0 a 01

(2) Suponha que L(S) é um numero real, logo

(Sll - 822) i 2.512 _ (Sll - 822)

L) =" 2

+ 40,
Ou seja, S12 = S1 = 0, isso demonstra que a matriz é diagonal. (3) Temos que
cost sint Sy S cost —sint
ATsA=| R N = (az)
—sint cost Si1a So9 sint cost
onde os coeficientes sao dados por

ap; = Siq cos®t + Seosin®t + 2515 costsint,
a1 = Sipcos’t — Siosin®t — Sy costsint + Sos cost sin t,
a9 = Sy cos’t — Siasin®t — Sy costsint + Say costsint,

A9 = Sog cos?t + Spqsin®t — 255 costsint.

Segue disso que

L (ATSA) = M —iag = ; sint — 7 cos t) (2iS19 — S11 + Sa22)
(522 — S — 2512) —2icostsint + sin®t — cos? t)
— (522 —Su 2512) — cos 2t — i sin 2t)
= L(S)e™".

(4) Temos que

t int S S t int
BTSH — Cf)S sin 11 Si2 c?s sin (),
sint —cost S1a S sint —cost
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onde os coeficientes sao dados por

b1y = Sh1 cos®t + Sagsin®t + 25, costsint;
big = —Si5cos?t + Siosin®t + Sy costsint — Sog costsint;
by; = —Si5cos?t + Siosin®t + Spq costsint — Soo costsint;

by = Sogcos> t 4+ Sy sin®t — 2575 costsint.

Segue disso que

by — b 1
L (BTSB) = % - iblg = —5 (SH + 2’i512 - 522) (Z cost + sin t)2

= —L(S) (—cos®t + 2icostsint + sin®t) = —L(S) (— cos 2t + i sin 2t)
= L(S) (cos2t —isin2t) = L(S) (cos (—2t) + isin (—2t))

(S)e 2,

h

Isso conclui a demonstracao. m

Como a matriz S de (2.2) é simétrica, seus autovalores sao reais. Elas sao as chamadas
curvaturas principais da imersao x. Os autovetores sao chamados diregoes principais
de x. Eles sao ortogonais sempre que os autovalores sao distintos. Um ponto de M ¢ dito
ser ponto umbilico de x se as curvaturas principais sao iguais nesse ponto. Num ponto

umbilico toda direcao é principal.

Definicao 30. Uma curvay : J — M, onde J C R, € dita ser uma linha de curvatura

da imersdo x : M — R3, se 7/(t) é uma dire¢do principal, para todo t € J.

Lema 31 (Linhas de Curvatura). Se (e,x) é um x—referencial mdvel de 1* ordem em
um aberto U C M, entao uma curva suave v : J — M é uma linha de curvatura de x se

e somente se, para todo ponto de J valer a sequinte igualdade:
7 (w'wi — wwi) = 0.

Demonstracao. Para um x—referencial mével de 1* ordem em U, segue das expressoes em
(2.5) que

2
o Y
Wy = E hijw
=1
Além disso, como {eq, ey} é base de R?, segue que:
) b )

V(1) = wyp (7 (1) er + wig) (Y (1) e
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Acrescentando, temos ainda que
2
SGZ = Z hjiej
j=1
O vetor ~/(t)é uma diregao principal se e somente se
S (t) = M (1)
para algum A\ € R, isto é:
2 4 2
5 () g (1) = 03 kg (706 = Y sy ()
j=1 j=1 i=1 ij=1
= Zw ) Se; =8 (Zw @ (v ) Sy (t) = MY (1)

= Z ()‘wi(t) (7%@)) €j

Por igualdade de coordenadas obtemos que

ou seja, em termos de vetores:

<(W§)'y(t) ('7,(t)> ) (wg)y(t) (7/(t))> = A (W;(t) (Vl(t)) ’wi(t) (’7,(25))) )
Mas isso ocorre se e somente se

det( why (/1) Wiy (V(2) >:O.
@3y (V) @), ()

Usando a expressao do determinante, segue que

0 =wy (V1) (w5),) (V' (1) — iy (7'(1)) (w3) ) (V' (1))

=" (w'wi — wwy) (¢).

Isso conclui a demonstracao. m

Temos das equagoes estruturais que:

1_ 1 1 1 2 1 3 _ 1 2,
dw; = wi A wz + wy Awg + wz Aws = wy A ws;

2 _ 2 1 2 2 2 3 _ 2 1
dws = wi ANwz +wy Aws +wi Aws = wi A ws.
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Se aplicarmos a derivada exterior na equagao

2
wg = Z hijwj,
j=1
e usar o lema de Cartan (25), segue que

w% VAN w§ = dw% = dhn VAN wl + hndwl + dh12 AN CL)2 + hlgdw2
= dhll A wl — hnwf VAN (A)Q + dhlg VAN w2 - hlgw% A wl
= (dhll - hlgw%) A wl + (dhlg - hnw%) A w2.

Ou seja, temos que

0

(dhll — hlgw%) A wl + (dhlg — hnw%) A w2 — w% A wg
(dhll - hlgw%) Awh + (dh12 - hllw%) Aw? — w% A (hglwl + h22w2>
(dhn — 2h12w§) VAN wl + (dhlg + (hgg — hll) wf) A (JJ2.

Pelo lema de Cartan, concluimos que
2
dhll — 2h12w% = Z hlljwj,
j=1
2
(dh12 + (haz — h11) wf) = Z hyigjw’,
j=1

onde hiyj, hi2; : U — R sao fungoes suaves, para j = 1,2. Analogamente, temos que

wf VAN w% = dW§ = dhgl VAN wl + hgldwl + dhgg VAN CL)2 + h22dw2
= dh21 N wl — hglw% VAN w2 + dhgg VAN w2 - hggw% A wl
= (dh21 - hggw%) A wl + (dhgg - hglw%) VAN w2.

Segue disso que

0= (dh21 - hggw%) A wl + (dhgg - hglw%) A w2 - w% VAN wé
= (dhgl — hggw;) AN wl + (dh22 — hglw%) AN w2 — w% VAN (hllwl + h12w2>
(dhgl —+ (hll — hgg) w%) A wl + (dhgg — 2h21wf) A (JJ2.
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Pelo lema de Cartan, obtemos as equacoes
2
dhay + (h11 — ha2) w% = Z ho1jw?
j=1
2
dhgg — 2h21wf = Z hQijj,
j=1

onde hagj, hoij : U — R sao funcoes suaves, para j = 1, 2.

Essas equacoes em quem chegamos sao casos particulares das chamadas equagoes de

2 2 2

E J E i E : k

dhij — hikwk — hjkwk = hijkw s
k=1 k=1 k=1

onde h;j;, : U — R sao fungoes suaves, para todo 7, j, k = 1,2, sendo que h;;;, ¢ totalmente

Codazzi:

simétrica nos trés indices.

Estamos interessados em saber a relacao entre dois x—referenciais moveis de 1* ordem
distintos: Dado um x—referencial mével de 1¢ ordem (e, z) em um aberto conexo U C M,
qualquer outro z—referencial mével de 1% ordem é dado pela inversdao (ou nao) de e3 e

por uma rotacao de eq, e5. Ou seja, dada uma matriz

AipeUwm ( Au(p) Az (p) ) € 0(2).
Az (p) As2(p)

Segue que

e; = Aey = Ajrer + Ajse, (2.8)
€y = Aey = Agreq + Agses,

53 = €€g,

onde € = +1, é um possivel z—referencial mével de 1* ordem distinto do primeiro. Em

(2)-+(2)

Nesse novo xz—referencial mével de 1¢ ordem, temos que

notacao de matriz segue que

dr = 6] + %6y = wheg + wes.
Decorre disso a seguinte igualdade:

wley + wey = @'ey + w6y = &' (Ajreq + Aggen) + w* (Agreq + Agses)

= (All(;l + AQ@Q) e+ ((:311412 + (:521422) €9,
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Portanto temos as seguintes expressoes:

1 ~1 ~2
w = Anw +w Agl,

CUQ = &1/112 + azAgg.
Em notacao matricial, segue que

(2)-e(2)-()(2)

Com essa mudanca de referencial, temos a seguinte conclusao com relacao a forma de

area:
wl/\a}Q = (Anwl + A12w2)/\(A21w1 -+ A22w2) = (A11A22 — A12A21> wl/\wQ = (det A) wl/\w2

Como A € O(2), segue que det A = £1, a orientagao de M é preservada pela mudanca
de referencial se e somente se det A =1 > 0, ou seja, se e somente se A € SO(2).

Nesse novo referencial, temos que:
2 —~—
D= hyd, (2.9)
j=1
para ¢ = 1,2. Onde @} é definido de modo andlogo & wj:
&ng = <dévla éé> == <é;7 déé,) - - <Ai1€1 + Ai2627 d(6€3)>

2 2 2
=€ <Z Aijej, d€3> =€ Z Aij <€j, d63> = € Z Aing.
j=1 j=1 j=1

Usando as expressoes em (2.5) obtemos que:

2 2 2 2
cT)i = EZAing = EZ ZAijhjkwk =€ Z (Az]hjk> wk (210)
j=1 j=1 k=1 3 k=1
2 2 2 2
=e (Z Aijhjk) ZAuchl = EZ ( Aijhjk) Ay
J,k=1 =1 =1 \j,k=1

2
= € Z AijhjkAlk(Dl

jkd=1
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Segue das expressoes (2.9) e (2.10) que:

f; =€ (Ailhu + Aith,Q + A1 A1 2R 2 + A1,1A1,2h2,1) )
fl\l; =€ (A1 Ao 1hi1 + A1 Aok o + A1 pAs1ho 1 + A1 2As ko),
H;l =€ (A1 1As1hi 1+ A11Asoho + A1 2As 1hy o+ ArpAs ok o),
fl\z/z € (A%Jhl,l + A§,2h2,2 + As 1Az ohy o + A2,1A2,2h2,1) )

ou seja, em linguagem matricial, temos que:

(@\1/1 @)ZE(AH A21><h11 h12><A11 A12>:€ATSA (2.11)
hor  haoo Ay Ag har  hao Agr Ag

Sabemos de &dlgebra linear que em um ponto de U, podemos encontrar uma matriz A
de modo que S seja uma matriz diagonal. As entradas da matriz S serdo justamente
as curvaturas principais da imersao x no ponto em questao. Se as curvaturas principais
forem iguais entao S e S serdo matrizes escalares e o ponto em questao ¢ umbilico. Os
autovalores de S sdo € vezes os autovalores de S. Portanto, invertendo o sinal da normal eg
reajustamos os sinais das curvaturas principais e, consequentemente da curvatura média.

Como a curvatura gaussiana ¢ a multiplicagao das duas curvaturas principais, se ambas

forem invertidas o seu valor ndo se alterara.

Segue diretamente do item (3) da Proposigao (29) que se héo Hopf-invariante relativo

cost —sint
A= | :
sint cost

entao vale a seguinte igualdade:

é {gla ’527 ’53}7 €

h = ee?h,.

E segue diretamente do item (4) que se

cost sint
A=1{ ,
sint —cost
entao também vale a seguinte igualdade:

h = ee R

Defini¢ao 32. Dada uma imersdo x : M — R3, um x— referencial mével de 2* ordem
em um ponto p € U é um x— referencial movel de 1* ordem (e, x) em p tal que e1(p), e2(p)
sao direcoes principais. Um x— referencial movel de 2* ordem é um x— referencial movel

de 2* ordem em p € U, onde p € qualquer.

Como as diregoes principais sao justamente os autovetores da matriz S, temos que se
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(x,e) é de 2 ordem em p € U, entdao S é uma matriz diagonal em p, ou seja:

S:<a 0>’
0 c

onde a,c € R sao os autovalores associados & e1(p) e es(p), ou seja, sdo as curvaturas

principais de x em p.
Pela definicao de S em (2.2) e pela definicao dos hj;s em (2.5) chegamos as seguintes

conclusoes com relacgao a um z—referencial mével de 2% ordem:

w? =0 ; wy = aw' , wi = cw?.

Sei (p) = aei (p),
Sey (p) = aey (p) .

Logo, dado v = aey (p) + Bes (p) € Ty M, segue que

Sv = S (aes (p) + Bea (p)) = aSey (p) + BS (e (p)
— aaey (p) + Baea(p) = a(ae; (p) + Bea(p)) = av,

ou seja, v € também direcao principal em p. Logo em um ponto umbilico todo z—referencial

movel de 1% ordem é de 2% ordem também.

Dado um z—referencial mével de 2% ordem (e, x) representada pela base ortonormal

e = (e1, e, e3), seja a mudanga de referencial que preserva a propriedade de 1% ordem:

51 = A€1 = A1161 + A21€2, (212)
€9 1= Aey = Ajgeq + Agseo,

53 = €e€3.

onde e = 1 e A € O(2). Segue por definigdo que a mudanga de referencial respeita a
propriedade de 2% ordem (ou seja € = (€1, €3, €3) é de 2” ordem) se e somente se a matriz

S de € é diagonal.

Em um ponto nao-umbilico, ha apenas um nimero finito de z—referenciais méveis de
2% ordem. De fato, suponha que em determinado ponto as curvaturas principais sao dadas

por a # ¢, segue disso que se
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é tal que
S =eATSA,

entao em coordenadas temos que:
a 0 @11 Q21 a 0 a1 Q12
| =eATSA=¢
0 c a12 Q929 0 c 21 A929
2 2
— ( aay + cay aaiyaiz + Cazias )
- )

2 2
aai1a12 + Cao1G22 aaie + Casy
o que implica nas seguintes equacoes:
a = e (aaj; + ca3)),

~_ 2 2
c=c¢€ (aa12 + ca22) ,

0 = aajia12 + caziags.

Como A € O(2), segue que suas linhas e suas colunas formam uma base ortonormal para

R2. Somando a 1% e a 2 equacao e usando esse fato, obtemos que:

a+c=e(aai, + ca3y) + € (aaly + ca3y) = e(a + ¢),

0= aa11a19 + CQ921A92 — (CL — C) a11a19.

Vamos usar, portanto apenas a 2% equagao. Como a # ¢, segue que a;; = 0 ou aj;p = 0.

Usando novamente que A € O(2), obtém-se as seguintes matrizes:

01 0 -1 0 1 0 -1

) ’ ) 9 S€ a1 :07
10 1 0 -1 0 -1 0
10 1 0 1 0 -1 0

) 9 ) 9 S€ 12 :0
01 0 -1 0 —1 0 -1

Segue de (2.8) que o novo referencial mével se enquadra em uma destas quatro possibili-
dades:

€1 = e, €, = dey, €, = deg, €1 = dey,

g? = 6627 ,52 = _5627 52 = 5617 g? = _6617

53 = €e3. 53 = €e3. 53 = €e3. 53 = €e3.
(2.13)

onde § = € = £1.

Lema 33 (Existéncia do referencial mével de 2% ordem). Para uma imersio x : M — R3
suponha que o ponto p € M € nao-umbilico. Entao existe uma vizinhanca U C M de p

para o qual extd definido um x—referencial movel de 2* ordem.
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Demonstragao. Seja (e,x) um x—referencial mével de 1% ordem definido em uma vizi-
nhanca V' C M de p e seja S a matriz da aplicacao de Gauss com respeito a esse referen-
cial movel. J& sabemos que entradas de S = (h;;) sao funcoes suaves em V', portanto as

curvaturas média e gaussiana dadas, respectivamente, por
1 2
H = 5 (h11 + haa) e K = hy1hos — (h12)”,

sao também funcoes suaves em V. As curvaturas principais sao, por defini¢ao de autovalor,

solucoes da seguinte equagao:

hin—t  hig

det (S - t]) = det ( > = —thll — thgg - h%Q + h11h22 + t2

12 hog — 1
=t* —t (hi1 + ha2) + (ha1hos — hiy) =t* —2Ht + K

Aplicando a férmula de Bhaskara, obtemos que as curvaturas principais sao dadas por:

2H 4H? — 4K
_ 2ty — g4V K

a
2
— JAH? —
c:2H 42H 4K:H— TR

Note que

logo as curvaturas principais estao bem definidas, e sua suavidade segue da suavidade de

H e K. Notemos também que

a=ceH+VH2—-K=H—-VH?—-—K
SVH2-K =0

Ou seja, o conjunto dos pontos umbilicos é justamente f~! ({0}), onde f: V — R é dada

por

fla)= (VE*=K) ().

Isso nos diz que o conjunto dos pontos umbilicos é fechado. Logo, o conjunto dos pontos
nao-umbilicos é aberto. Temos entao que as fungoes a e ¢ sao continuas em V e sao
suaves no conjunto aberto dos pontos nao-umbilicos. Seja U C V' o conjunto dos pontos

nao-umbilicos. Segue que U é aberto e p € U por hipotese.
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Com os autovalores em maos, estamos aptos a encontrar as direcoes principais. Temos

(i) () -t (7).

¢ equivalente ao seguinte sistema:

que

h11U+h12U: (H+ \/HZ—K)U
h12u+h221): (H—'— \/H2—K>’U

Cuja solucao é dada por

<u>:<%(%(hgg—hu)—\/iHQ—K))

1
Lh12

onde L é dada pela seguinte expressao:

2\ 2
L= <h§2+<@+\/ﬂ2—f<)> .

Analogamente, para o outro autovalor devemos resolver o seguinte:
hir o w w
— (H-VIP=K) ,
hia  hao < Z
que ¢é equivalente ao seguinte sistema:

h11w+h12z:<H— H2—K>w

h12w—|—h22,z:<H— H2—K>Z

Cuja solucao é dada por

w o —%hlg
) %(%(hn—hzz)—l— H2—K) ’

Ou seja, as diregoes principais sao dadas por:

~ 1 /1 1
€1 = Z (5 (hzz - hll) - VH? - K) €1 — Zhlzem

~ 1 1 /1
€y = —Zhlgel + Z (5 (hH — hgg) + v H2 — K) €9.
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Ou seja, em termos matriciais temos o seguinte:

(2)-(2)

onde A : U — SO (2) (de fato, com um célculo simples vemos que det A = 1) é dada por:

A= ( %(% (hoa = ha1) — VH2_K) —%hm )
= . ,

Ou seja, € = (€7, €3, €3), onde (€1,63) = A(eq,e2) e €3 = ez define um outro z—referencial

movel de 1* ordem em U que, por construcao, é de 2% ordem também.

2.3 Procedimento de Reducao de referencial

Nessa secao vamos aplicar o procedimento de reducao de referencial. Acreditamos que isso
seja instrutivo para ver como este método chega nos mesmos resultados obtidos na secao

anterior. Comecamos com o seguinte exemplo que nos ajudara na redugao de referencial:

Exemplo 34 (Grassmannians). Para m,n € N tal que m < n, seja R"™™* o conjunto
das matrizes n X m com exatamente m linhas nao nulas. Considere a sequinte rela¢ao:
Dados X, Y € R™™* dizemos que X ~Y se e somente se Y = XA, para alguma matriz
A € GL(m,R), se e somente se o subespago gerado pelos vetores coluna de'Y € o mesmo
subespaco gerado pelos vetores coluna de X. Notemos que essa relagao € de equivaléncia,

pois dados X,Y, Z € R™™  seque que
X=X(d,) =X~X.

Se X ~Y, entao existe A € GL(m,R) tal que Y = X A, como det A # 0, seque que existe

a inversa A~' € GL(m,R), portanto temos que
Y=XA=YA ' '=XAA"'=X =Y ~ X.

Por fim, se X ~Y eY ~ Z, entdo existem A, B € GL(m,R) tais que:

Seque disso que
Z=YB=XAB.
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Note que AB € GL(m,R), pois
det (AB) = det Adet B # 0.

Portanto concluimos que X ~ Z, ou seja, ~ € uma relagao de equivaléncia. Seja [X]
a notacdo para a classe de equivaléncia da matriz X € R™™ sequndo a relacdao ~ .
Definimos a Grassmannian de um m-subespago de R™ como G(m,n) := R/ ~ .
Temos que a agao de multiplicacio a esquerda de GL(n,R) em R™™* preserva a relagao
~. De fato, dados X,Y € R™™* tal que X ~Y (ou seja, existe A € GL(m,R) tal que
Y =XA)eBeGL(n,R), seque que

BY = B(XA) = (BX)A.
Ou seja, concluimos que BX ~ BY . Portanto nao hd ambiguidade na sequinte a¢ao:

(B, [X]) € GL(n,R)xG(m,n) — [BX] € G(m,n).

(I?)m )] € Gimyn) e A =

Temos que a agdo € transitiva, pois se [Py =

a1 Q1np

€ GL(n,R), seque que

a1 e Qm

Ap1 - Apm

Ou seja, basta tomar todos conjuntos de m wvetores LI’s (que serdo as m pri-
meiras colunas de A) possiveis e realizar uma extensio para ser base de R"
(determinando totalmente uma matriz A € GL(n,R)) que a agdo em Py serd sobrejetiva
G(m,n). Isso demonstra a transitividade da ag¢ao. Vamos encontrar o subgrupo de iso-
tropia de G(m,n) em Py ((G(m,n)),) Como o subspaco gerado pelas colunas de Py € o
R™ seque que as matrizes que se relacionam com Py sdo as matrizes com as colunas for-
mandas por m vetores LI’s tal que cada um deles tem apenas as m primeiras coordenadas
nao nulas (para gerar o R™ também). Portanto teremos que tomar matrizes de GL(n,R)
tais que, quando multiplicarmos por Py a matriz resultado preencha todos os pré-requisitos
bir ... b

que acabamos de especificar. Seja B = ool € GL(n,R), gostariamos que
bpi oo bpp
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acontecesse o sequinte:

bin o bim bii ... bim

bin . b1 Id ST S

BPy=| + . < 0”"‘>= bt o b | = by . by
bpi oo by o :
b1 . bum

Ou seja, temos que b;; = 0 para todoi =m+1,...,nej=1,...,m. Além disso os vetores
coluna sao LI’s (representamos a parte ndo nula pela matriz a € GL(m,R). Por fim,

notemos que o determinante de uma matriz pode ser olhado nos blocos, ou seja, temos

=(5l)

Ou seja, temos que ¢ € GL (n —m,R). Concluimos que:

que

(G(m,n)), = { ( ;‘ b ) € GL(n,R) : a € GL(m,R); c € GL(n — m,R)}

c
Seguimos enunciando um lema que sera essencial para o procedimento de reducao do

referencial movel. Ele sera demonstrado a posteriori:

Lema 35 (Propriedade do Levantamento). Considere M e N duas variedades dife-
rencidveis, uma aplicagao suave f : M — N, G um grupo de Lie agindo sobre N e
fize 0 € N. Para quaisquer xo € M e g € (m,) " (f (x0)), existe uma vizinhanca aberta

U C M de xy e uma aplicagao suave F : U — G tal que F (xg) =g e

f\U:ﬂ-ooF

Seja  : M — R?® uma imersao de uma superficie M. Temos que um z—referencial

movel em um aberto U C M é uma aplicagao

¢:pelU—(elp),v(p)) € E(3),

tal que my o ¢ = z, onde 7y : E (3) — R3 é a aplicagao definida em (1.7), logo:

z(p) = (mo 0 ¢) (p) = mo (e(p),v(p)) = v(p),

para todo p € U. Segue que os x—referenciais méveis tém a seguinte expressao:
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para todo p € U, onde e : U — O(3) é uma fungao suave.
Dado um ponto m € M, e um ponto (A,v) na fibra 7, ' (x(m)) a propriedade do levanta-
mento (35) nos garante a existéncia de uma vizinhanga U C M de m, e um x—referencial

movel definido em U que passa por (4,v). Seja
¢»=(e,x):UCM— E3)

um z—referencial mével. O pull back da forma de Maurer-Cartan por essa funcao é dado
por:

((e;2)" W), v = Weayp)-d (e, T), v = Wea)p): (depv, dryv).

Tomando a equivaléncia com as matrizes 4 x 4 segue que

1 0
—(e7'z) (p) e ' (p)

((e,x) (p)) " = (¢!, —e'2) (p) = ( ) € Myu(R).

Além disso, se as curvas 3 : (—¢,e) = R3 e B: (—4,0) — O(3) sdo tais que
£ (0) = z(p) ., B(0)=dxyv ., B(0)=-¢ep) ,  B'(0) =dey.v.
Entao a curva (B, ) : (—k, k) — E(3) é tal que

(B, 5)(0) = (z,¢)(p),
(B, 8) (0) = (dzp.v,de,.v) .

Portanto, como essa curva cai em F(3) podemos tomar a sua curva correspondente em

M4><4(]R) .

derivando-a e aplicando no zero, segue que

(dey v,y 0) = (B, B) (0) ~ oo ( ﬁtw B?t) )

(0o 0o Y [ 0o o
a p'(0) B'(0) B dr,v dey,v )

Ao passar o problema para as matrizes é bem mais simples aplicar a forma de Maurer-
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Cartan. Temos que

((e;2)" W), v = Wea)p)- (depv, day.v) (2.14)
1

N ( 0 ) ( 0 0 >
- —(e'z)(p) e (p dzp,v dey.v

)
_ < 0 0 )
et (p)dzy,v et (p)de,v

~ (7' (p)depv, e (p) dayv)

ou seja, concluimos que a expressao do pull-back da forma de Maurer-Cartan pelo

r—referencial mével (x,e) é dada por:
(e,2)" w= (e 'de,e dx).

De agora em diante, vamos nos referir a forma de Maurer-Cartan e seu pull back por um
. , ’ . oy * .
z—referencial mével pelo mesmo simbolo (ou seja, vamos omitir (e,x)”), o contexto vai

indicar a interpretacao correta.

Vamos iniciar agora o procedimento de reducao de referenciais. Como foi visto no inicio
do capitulo, temos que g = £ (3), go = 0 (3) sendo que o subespago vetorial complementar

a go em g foi escolhido como mgy = R?, ou seja, temos que
EB)~grgo®my~o(3)®R3

Portanto temos a decomposicao natural da forma de Maurer-Cartan em ¢ + 6 onde

3

6,.v = Z (w)v) € € R? e Vp.v = ((wf)p ."U) €o0(3), (2.15)

=1

para todo p € E(3) e v € T,F (3), onde {€1, 62,63} é a base candnica do R?. Foi visto
também que hé uma bijecao entre O(3) e o conjunto de todas as representagdes adjuntas

de (E(3)), = O(3) em my = R? relativa a base {E; := (0,¢;)}>_, de my.

Além disso, pelas expressoes (2.14) temos que

3

et (p)dryv = 0,0 = Z (w)v) €.

i=1
Multiplicando ambos os extremos por e(p), obtemos que:

3 3

(wpv) ei> = Z (wiv) e(p)e; = Z (whv) e(p). (2.16)

3
= =1 =1

(2

dzy.v = e(p) (
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onde e1(p), e2(p), e3(p) sdo as colunas da matriz e € O(3). Agora vamos demonstrar por
meio do procedimento de reducao de referencial, que o referencial pode ser escolhido de
modo que ({e1(p), e2(p)}) = dx, (T, M), para todo p € U.

Dado um co-referencial mével {p!, ¢?} (base do espago dual ao espago tangente) em U,

segue que

=3 ((x2), ) v (o).

a=1

para todo i = 1,2,3. Onde a matriz X = (X!) € R3*?* pois a aplicacio linear
5 3 2 |
(Wmo)p =0, = Z (wl)p € = Z (Z @y (Xé)p> &
=1 i=1 a=1
3
Z Z 0o (X1) e T,M — myg

i=1 a=1

tem como dominio um espago de dimensao 2, usando a expressao do pull-back por (zx,e)
e que z é uma imersao, ou seja, dz, ¢ injetora, para todo p € M, segue a injetividade
de 0, e portanto dim /mf, = 2 também. Portanto temos que Imf, é um subespaco de

dimensdo 2 em my ~ R3, mas temos que

3
b = D_ e
i=1
segue disso que X = (X?) € R¥*?*. Temos que Im#, é a imagem da aplicagao
[(X]:U — G(2,3). (2.17)
Qualquer outro z—referencial mével é dado por
(€,2) = (z,e) (A,0) = (eA,e0 + z) = (eA, z),

onde A : U — O(3) é uma aplicagao suave qualquer. O pull-back da forma de Maurer-

Cartan por esse novo z—referencial mével é dado pelo seguinte:

((€2)" w), v =wewmd(E x) V= WeEa)p)- (dey.v, dxy.v)
= (,U(g@)(p). (d v d:Up (%

= WEz)(p)- ((dep.v) A(p) e(p)dAy.v, dx,.v)
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Vamos encontrar as matrizes correspondentes. Temos que:
(€x) () = (@~ (@ "2) (p) = (eA) ", —(eA) " 2) (p)
= (A" —Ae ) (p) & ( - ! - 0 ) :

— (A7) (p) (A7'e™) (p)

Além disso, segue dos raciocinios realizados para encontrar a expressao (2.14), que:

(deyv) Ap) + e(p)dAy, di,v) ~ ( s (de .v>A<p>O+ e(p)dA, v ) |

Portanto, conluimos que:

Gz w), v~ ! 0 ) ( 0 0 )
P — (A7 te™z) (p) (A7 te ) (p) dzy,.v (dey.v) A(p) + e(p)dA,.v
0 0 )
(A~ e™) (p) dapv (A7'e™) (p) ((depv) A(p) + e(p)dAp.v)
0 0
(A~ e™) (p) dapv ((A7'e™) (p) (depv) A(p) + A7 (p) dAyv) )
(A7) (p) (depv) A(p) + A7 (p) dA,w) , (A7 e™) (p) dayp) .

Q

Portanto, ao fazer uma mudanca de referencial, o novo pull-back da forma de Maurer-

Cartan é dado pela seguinte expressao:
(6,0) w = (A7 (e 1de) A A71dA, AN e ) = (AT'9A+ A71dA, A7) = (9.6).

Ou seja, se a aplicacao 0 6 dada por

= E 6]’

Jj=1

segue da igualdade anterior que

2

3
=1

(Z @5 (v Z) (v)) € = 0,.v = A(p),.v = A(p) Z (&g.v) €j

3> @033 (3 (1), ) s0)
- ZZZA (%), +) s
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ou seja, temos a seguinte igualdade

i@;(v) (Xé)p (v) = iiz‘l; (()?g)pv) o5 (v), i=1,2,3.

a=1 j=1

Em notagao matricial, a igualdade acima se resume ao seguinte:
AX = X. (2.18)
Temos que a acgao
(A [Y]) € O(3) x G(2,3) — [AY] € G(2,3)

de O(3) sobre a Grassmannian G (2, 3) é transitiva. De fato, dados dois planos passando

pela origem, sempre conseguimos uma rotagao que leva um plano no outro. Escolha
1d
[P] = 02 como a origem de G (2,3). O subgrupo de isotropia de O(3) em [Fp] é
dado pelas matrizes A € O(3) tais que A [Ry] = [APy] = [Ry], ou seja, o subespago gerado
pelos vetores coluna de AP, é o mesmo de Py (que é o plano XY), ou seja, devemos exigir
que a ultima linha de AP, seja nula (para que os vetores coluna gerem o plano XY). Ou
seja, se
air aiz a3
A= Q21 Q22 Q23 )

a31 32 Q33

gostariamos que

a2 a3 10 a2 ay g
AP, 0— Q21 Q22 A23 01 = a21 A22 = Q21 QA22
a31 azz2 as3 0 0 a31 a3z 0 0

Ou seja, ja concluimos que a matriz A é dada por

ai; Qa2 Qi3
A= A1 Q22 (23
0 0 ass

Ainda temos que A € O(3), logo

az _ a2 12023—013022 a a 0
a11a22—a12a21 a11a22—a12a21 asz3(a11a22—a12a21) 11 21

. a1 ail ____G11a23—a21013 — A‘l = AT = a a 0
a11a22—0a12a21 a11a22—0a12021 a3z(ai1a22—a12a21) 12 ©22

1
— a a a
0 0 as3 13 23 33
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Retiramos dessa igualdade que a13 = as3 =0 e é = ag3 (= asz = £1), logo

ann a2 0O
A= ay axp 0 )
0 0 =1

Como A € O(3) ainda temos que det A = +1. Calculando o determinante da matriz

acima, obtemos que

a; a0
+1l=detA=det| ay; ase 0 = £ (11022 — a12021) .
0 0 4#1

Ou seja, concluimos que o primeiro bloco 2 x 2 é uma matriz de O(2). Com isso, conse-
guimos caracterizar completamente o subgrupo de isotropia de O(3) em [Fy], que é dado

pelo conjunto

€

0
G1:—0(2)XO(1)—{A—(3 >,0ndea€0(2)ee—:|:1}.
Agora vamos caracterizar a algebra de Lie de G;. Dada a curva

&11(t> &12(t> 0
A(t) = 921 (t) &Qg(t) 0 S G17
0 0 1

a1 (t) a19 (t)
21 (t) a929 (t)

a11(0) a12(0) (10
agl(O) CLQQ(O) B 01 .

Como a derivada da curva A (t) em t = 0 é dada por

tal que A(0) = Id3, segue que t — ( ) é uma curva suave em O(2) tal

que

ay,(0) a/12(0 0
A(0) = | au(0) ag(0) 0 |
0 0 0

segue que a algebra de Lie de G esta totalmente caracterizada. E é dada pelo seguinte

gl::0(2):{<§ 8>:Z60(2)}.

conjunto:
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Entao O(3) é um G;-fibrado principal sobre G(2,3) com a projegao
T AeO(3) = [AP)] € G(2,3),

na qual admite secoes locais.

Definicao 36. Dada uma imersio x : M — R3 definimos um x— referencial mével
de 1* ordem como um referencial (x,e) : U — E(3) em um aberto U C M tal que para
o qual a aplicagao definida em (2.17) é tal que [X] = [(X!)] = [R]. O que equivale ao
sequinte:

w>=0 e wAW£0.

Note que a equivaléncia acima de fato acontece, pois [(X!)] = [Py] se e somente se
X3 = X3 =0eo conjunto {(X}, X2,0); (X2 X2,0)}, segue disso que

W =) X3t =) 09" =
Além disso, temos que
(W' Aw?), . (u,v) = det ( 5;’((7;)) :)5((1;)) > = w (W)w? (v) — W (u) wy(v)
= (o (XD () 9 (w) (o X2 (0) % (v) — (Xasy (X2) (p) 5 (w) (Zoey X4 (p) &4
=3 n0m1 (X3) (0) ¢ (w) X2 (p) b (0) = 2 ey (X2) () 0 () X () 5 (v)
=370 0o (XD (0) X2 (0) 95 (w) b (v) = 322 01 (X2) () X5 (p) 5 () i (v)

A ) — S de DO X0\ s
(W' Aw?) - (u,0) a%::ldt( 5 (0 Xl?(p)sop()sop()
(X;)(p) Xl}(p) 1 2 2 1
= de U V) — U v
t((Xg)(p) X2(p) (2 () 0% (v) — @2 (u) @, (v))
_ det((x;)@) X&(p)) det(so;w) ¢;<v>> 40
(X2) (p) Xi(p) @2 (u) @2 (v

Proposicao 37 (Existéncia do referencial mével de 1* ordem). Dado m € M, existe uma

vizinhang¢a V- C M de m tal que V' é dominio de um x—referencial movel de 1* ordem.

Demonstracao. Ja sabemos da existéncia de um x—referencial mével em uma vizinhanga
U C M de m. Aplicando a propriedade do levantamento (35) para a aplicagdo suave
[(X] =[(X})]: U — G(2,3) em (2.17), segue que existe uma vizinhanca V. .C U C M de
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m e uma aplicagao suave A : V — O(3) tal que

AlR) =[AR) =m0 A=[X]
= [R] = A7"[X] = [A7'X]

em V. Se (€,x) = (eA,x), entdo segue de (2.18) que [)N(] = [A7'X] = [R). Ou seja, o

zr—referencial mével (€,z) = (eA,z) : V — E(3) é, portanto, de 1 ordem. =

Um z—referencial mével de 1% ordem (e,z) : U — E(3) tem w® = 0 e {w!,w?} um
co-referencial mdvel em U. Segue da expressao (2.16) e de que as colunas de uma matriz
de O(3) sdo vetores ortonormais, que o co-referencial mével {w',w?} é ortonormal na

métrica [ = (dz,dx) em M induzida por z.

Agora vamos encontrar um subespago vetorial complemetar a g; em go. Segue de (17)

O 1
7 — 2 gleRr
—xy 0

Z 0
Precisamos encontrar matrizes tais que ao somar com < 00 resulte em uma matriz

que se Z € 0(2), entao

antissimétrica (que pertenga a go = 0(3)), ou seja, queremos matrizes da forma

0 0 zi
Y = 0 0 22 |, air3eR

—x3 —a3 0
De fato, temos que

0 Ty a3
Z 0
( ) +Y = -z} 0 22 | €0(3).
—xy —22 0

Segue da propria expressao de Y que Y € 0(3), ou seja, conseguimos caracterizar total-

mente um complementar a g; em gg, que ¢ dado pelo seguinte conjunto:

0 0 zi
my = 0 0 22 | €0(3)

1 2
—x3 —x3 O

Por construcao, temos que go = g1 @ m;. Para uma base de m; escolhamos as seguintes

matrizes:
00 -1 00 O
B, = 00 O e Es = -1
1 0 O 01 0
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A soma direta de espacos vetoriais
E3)=g=moD go=moDm D g1,
decompoe a forma de Maurer-Cartan de E(3) em 6 + w,,,, + wy,, onde
_ 1 2
Wiy, = Wy By + w3 Bs.

Relativo & um z—referencial mével de 1* ordem (e, z) : U — E(3), o pull-back da forma

de Maurer-Cartan satisfaz w? = 0, {w',w?} é um co-referencial mével em U e portanto:
2
(JJ% = E hijwj, 1= 1,2
Jj=1
Agora vamos considerar a dimensao da imagem da seguinte aplicacao:

2 2 2 2
0 + Wmy = Zwiei + w?l’E4 + W§E5 = Zwiei + Z hfljij4 + Z hgjijg, (219)
i=1 i=1 j=1 j=1
= (e1 + hi1 By + ho1 E5) w' + (ea + hia By + hao Es) w®

2 2
= <61 + Z hi1E3+z‘> wl + (EQ + Z higEg_H‘) w2 : TpM — My, D Mmy.

i=1 i=1
Novamente, como z : M — R? é uma imersao, segue que dim I'm (0 + wy,, ) = dim T, M =
2. Logo Im (6 + w,,,) é um subespago de bi-dimensional de my & m; ~ R3¢ R? ~ R®.

Segue da expressao acima, que a I'm (6 + wy,, ) é representada pela classe

1 0 \]
0 1
0 0 € G(2,5).
hll h12
L ha1  haa

Usando que w?® = 0, aplicando a derivada exterior e usando as equacoes estruturais em

(2.2), segue que

3 2
O:dw3:—§ wé/\wjz—g wi A w
= j=1

= w3 Aw' + w3 Aw? =0.
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Vimos que, pelo lema de Cartan (25):

2
wé = Z hl-jwj,
j=1
onde h;; : U — R sao fungoes suaves tais que h;; = hj;. Seja a aplicacao suave
S:(hz])U%f,

onde £ é o conjunto das matrizes simétricas 2 x 2. Segue que a aplicacao definida em

(2.19) tem seus valores apenas no subespago

Idy
0 C G(2,5).
3

Qualquer outro x—referencial mével em U é dado por (¢, z) = (e,x) (A,0) = (eA, z), onde

A : U — (G7 é uma aplicagao suave da forma

B
A - ( O > ’
0 €

onde B = (b;;) : U — O(2) é uma aplicagao suave e € = =1 é localmente constante. Com
as mesmas contas ja realizadas, concluimos que o pull-back da forma de Maurer-Cartan
por (¢, z) é dado por <c~u, 5) = (A71WA + A71dA, A710), ou seja:

B 0 1 Wt B0 w! 1 w! w!
0= w? | = wr | = w? = @&
0 0 € 0

0 0
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Além disso, w é dado por:

Comparando coordenada por coordenada, concluimos que:

T
w! Wt - ws ~
(2)-o(%) - @an-c(s()) a-@unaend
3

Além disso, se
0 _ 1
BB = =)
5 0

onde 75 é uma 1-forma suave e fechada em U, segue que

9 —wlb11b1a+w?ba1baa —wybfy +wibs, 1
B! 0 wy B+ B YdB = b1ib%2—b]22b221 b11b22—b1221)21 + 0 T2
1 = wlb b wib11b1a—wib21boo 1 )

11— %W19 T.
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21 2

Portanto obtemos outro resultado:

17,2 272 2 2

~1 wyby; — wibyy 1 1011 + 03y 1 1 1 1
== - = = W, ——— = — . 2.22
2 b11b22 — b12b21 T2 w2 det B T2 det Bw2 + T2 ( )

Agora vamos encontrar a matriz da representacao adjunta de G; em £(3)/g; relativa a

base {F1, ..., F5} . Se a matriz
b1 b
B_ b o 0(2),
ba1 b2
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entao segue que:

Ad (A) By

1 0
0 bn
0 by
0 O

=

iy

-
o O O O

o O O O

0
b12

b22

o O O O

bl?

b22

o O O O

o O o O

o O o O

o O O

(@)

o O O

M

o O = O

o O o O

o O O O

o O O O

o O o =

~ b1 By + ba B

S = O O

o O o O

o O O O

o O O O

o O o =

~ b12E1 + b22E2

_ o O O

o O o O

o O O O

o O O O

o O O =

0 0
b22 _ b12
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21
_ b21 bll
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21
0 0
0 0
bgz _ b12
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21
_ ba1 b11
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21
0 0
0 0
b22 _ b12
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21
- ba1 b11
b11b22—b12b21 b11b22—b12b21
0 0

o O O

[

o O O

[

o O O

[
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1 0 0 O 000 O 1 0 0 0
0 by by O 000 —1 0 b2z — b 0
Ad (A) E4 ~ 1 12 b11b22—bslub21 b11b?7211—b12b21

0 b21 b22 0 000 0 0 " br1bao—bi2bar b11b22—b12b21 0
0O 0 0 e 010 O 0 0 0 €
0 0 0 0

o 0 0 0 —6b11
0 0 0 —€b21

b b

0 b11b2232b12b21 _€b11b22i2b12b21 0
0 O 0 0
0 0 0 —Ebll

— ~ eby By + €ba B
0 0 0 by 11484 21145
0 €b11 6b21 0
1 0 0 O 000 O 1 0 0 0

b b
Ad(A) E5% 0 bll bl? 0 0000 0 b11b223b2b12b21 _bllb%212b12b21 0

0 b21 b22 0 000 -1 0 _b11b2231512b21 b11b22i1b121721 0
0O 0 0 e 001 O 0 0 0 €
0 0 0 0

. 0 0 0 —€b12
0 0 0 —EbQQ
O —€ ba1 € b11 0

b11b22—b12b21 b11b22—b12b21

0 0 0 0
0 0 0 —€b12

= ~ ebo By + €bos Es.
00 0 b 1244 22105
0 €b12 61)22 0

Segue dessas informacgoes que a matriz Ad (A) na base {Ey, ..., E5} é dada por:

bll b12

b21 b22
Ad(A) =] o o
0 0
0 0

0 0 0

0 0 0 B 0 0
e 0 0 = 0 € O
0 ebyy ebio 0 0 eB
0 €byy €boo
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Segue da matriz ((,Tﬂ

/) na expressao (2.21) e da expressao de f em (2.20) que:

&1 WSbQQ + wgbIQ . —b2 —I— b12 2
3 bnb22 — byoboy ‘At BY? T “qet BY

b1o
d tB (hnw + hlgw ) d B (hglw + hggw )

522 b1o 1 —byo b12 9
h h ——h
(d 5" T det B QI)W +€(detB 2T qer B 22)w

b L b b
<d BT de’iQma) (b’ + broi) + ¢ (detzéhn gy

= hnw + h12w ;

h22) (bn@" + boo®)

onde os coeficientes sao dados pelas seguintes expressoes:

};\, . <_b22b11h11 —+ b12611h21 — b22b21h12 + bl2b21h22>
11 —

det B
- —baobiahi1 + biabiohar — bagbashia + biabashoo
2= ¢ det B
1 2
o wzby —wibyy by —bny o2
W T ebnbgg — b12b21 EdetB 3 + d t B w3
b
d 21 (hnw + hlgw ) d B (hglw + hggw )
—by; 1 bay —b11 2
<d c5m T detBth) wore (detBh12 T et B ) “
bor p by, (bn@" + b12&?) + € ba by, (boa@" + b2o?)
do tB detB 21 11 12 Wt T e g™ 21 22
= hzlw + hggw s

onde os coeficientes sao dados pelas seguintes expressoes:

Hv — . ba1b11hi1 — bi1biihor 4 b21baihia — bi1baihog
21 det B
}’Lv - ba1biahi1 — bi1biahor + ba1bashia — bi1baghas
2 = €
det B

Sendo S = (ﬁ;), colocando as duas expressoes acima em termos de matrizes, obtemos
que
S=¢eB'SB=eB"SB.

Em seguida, vamos enunciar uma definicao e dois resultados que serao utilizados para
obter conclusoes a respeito de pontos nao umbilicos. Os resultados a seguir serao de-

monstrados a posteriori:
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Definicao 38. Uma fatia de uma agao suave de um grupo de Lie G em uma variedade
N € um par (Y, H) onde Y € uma subvariedade reqular de N com dimensdo estritamente

menor, e H é um subgrupo fechado de G tal que:
1. HY = Y;
2. GY € uma subvariedade de N
3. Y € fechado em GY,

4. F:l(g,y)] € [GxY]/H—gy € GY € um difeomorfismo.

Teorema 39 (Propriedade da Fatia). Se valerem os itens (1), (2) e (3) da Defini¢ao
(38) e além disso,

1. ge G egYNY # @ implica que g € H,;
2. A dlgebra de Lie de G é b, para todo y € Y;
3. TyN =T,(Gy) ®T,Y, para todo y € Y,

entao (Y, H) € uma fatia da ag¢io de G em N.

Teorema 40 (Propriedade do Fator). Seja G um grupo de Lie agindo suavemente sobre
uma variedade N. Suponha que (¥, H) seja uma fatia dessa a¢do. Dado um ponto mg
em uma variedade suave M, se f: M — N é uma funcao suave tal que f(mgy) € GY,
entdo para todo g9 € G e yy € Y tal que f(mg) = goyo existe uma vizinhanca U de my
em M e uma funcgao suave

(9,9): U —=Gx,

tal que
f(m)=g(m)y(m),

para todo m € U e g (mg) = go,y (mo) = Yo-

Exemplo 41. Seja G = O(2) x O(1) e considere a sequinte a¢do:
(Aye),X) € G x Er— eAXAT €€,

onde € = +1. Primeiramente, vamos provar que essa aplicacdo € de fato uma acao.

@11 A2 T11 T2

€0(2) e X = € ¢, entao
a921 A929 T12 T22

a a T T a a
cAX AT — 11 Q12 11 12 11 G21 _. Y11 P12 3
21 Q22 T12 To2 Q12 Q22 Y12 P22

Notemos que se A = (
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onde os coeficientes sao dados pelas sequintes expressoes:

9 2
Y11 =€ (auxn + ajoxa + 2a11012$12) )
P12 = €(a11a21211 + A11A22%12 + Q12021 T12 + A12022T22)

2 2
P22 = € (a21x11 + a30%22 + 2a21a22$12) )

logo a aplicacdo estd bem definida. Além disso, temos que

Idy X (Idg)T _ 10 T11 Ti12 o0 _ T11 T12 '
0 1 T12 T22 01 T12 T22
Seja B = (bi;) € O(2). Segue disso que:

[(B,e1) (A, 6)] X = [(BA, e162)] X = €162 (BA) X (BA)"
= e16BAXA"B" = ;B (e, AXA") BT
=6 B(A,e) XBT = (B, e)) (A, 60) X).

Por fim, a suavidade da fun¢ao decorre da suavidade em cada coordenada da matriz
resultante que €, a final de contas, uma funcdao polinomial. Portanto a aplicacdo acima
define uma agdo de O(2) x O(1) sobre €. Usando que A € O(2), vamos calcular o traco
de (A,e) X :

Tr ((A, 6) X) =Tr (EAXAT) = € (a%lxll + &%23322 + 2&11(1121’12 + aglxll + G%QZBQQ + 2&21&222312)
€ (a§2x11 + a§1x22 — 2a92a91 %12 + a%gxll + a%1I22 — 2a12a11%12)
(det A)?
€ ((a§2 + &%g) T+ (a%l + Cﬁl) Tog — 2 (ageasr + G12G11) T12)
(det A)?
e ((a2y, + a2y) 1y + (a3, +a?) x
_ (( 22 12) 11 (221 11) 22) — ¢ ((a%Q + a%Q) T11 + (agl + a%1> ng)
(det A)
=€ ((:l: det A) T11 + (:l: det A) x22) =€ (E’EH + E%’QQ)

= 6€<l’11 + IQQ) =¢€l'r (X) .

Se S € &, seque da dlgebra linear que existe A € O(2) tal que S = eASAT ¢ uma matriz
diagonal. Ou seja, na linguagem de a¢ao de grupos, a drbita de todo elemento A € O(2)
contém um ponto do hiperplano D C & das matrizes diagonais, no qual € o hiperplano

z =0 se fizermos a sequinte identificacao:

(=R (m Z)%(:v,y,Z)-

Y

Considere o conjunto das matrizes escalares I'y := {t (Ids) : t € R} e considere a subva-
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riedade
z 0
y::D\F2:{< ):x,yERew;«éy}.
0y
Por fim, seja
1 1 1
P 0 - 0 4 0 - 0 1 |
01 0 —1 10 -1 0
um subgrupo finito de O(2). Logo
Go=Kx0(1)CcO2)x0O(1) =G (2.23)

¢ um subgrupo de G. Vamos provar que Gy estabiliza Y. De fato, dado (

SeEque que:

z 0
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Yo
curvas suaves tais que z(0) = 0, x(0) = zo e y(0) = yo, seque que a curva

t}_)(x(t) z(t))eg ) (xm) 2(0)>:<x0 0 )ZP’
2(t) y(t) 2(0) y(0) 0 wo

0
Dado p = < foo ) € Y, vamos provar que T,§ = £. De fato, sejam x,y,z : R — R

'(0) 2/(0
além disso, temos que x/( ) Z,( ) € &, portanto T,6 C & Além disso, dado
Z(0) y'(0)
a b _
(b )Gf, sejam x,y, z : R — R onde
c
x(t) = xo + at
y(t) =yo +ct
z(t) = bt

x(t) =z(t)
2(t) ()

(az(O) 2(0)>:<a}0 0 ):p ) <x/(0) z’(O)):<a b)
2(0) y(0) 0 % 2'(0) /(0) b ¢ )’

b
ou seja, ( Z ) € T,¢ e portanto temos que T, = &.
c

seque que a curva t —> ( ) esta contida em &, além disso,

Agora vamos caracterizar o espago tangente T, (Gp). Sabemos que os elementos de

Gp sao da forma eApAT, onde (A,e) € G. Pela caracterizacio de o(2), seque que seus
0 —=z

elementos sao da forma X = .k ou seja, a curva t — (etX, e) estd contida em
z

G. Portanto, as curvas de Gp sao da forma

F (etX7 e) p= EetXp (etX)T efXEIO(Z) eetXp (etX)_l
_ €etXpe—tX

Derivando e aplicando em t = 0, obtemos a expressao para os vetores de T, (Gp) :

d

%‘ (eetXpe’tX) = (eXetXpeftX +eeXp (—Xe’tx)) = (eXp — epX)
t=0

[t=0

MR IERRERIER)

_ ( 0 €z (zo — Yo) )
€z (2o — Yo) 0 7
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onde z € R € um numero qualquer. Portanto temos que

Tp(Gp):{<2 Z):ZER}.

Por fim, vamos caracterizar o espaco tangente 1,Y. Segue da definicio de Y que se
z,y : R — R sdo duas curvas tais que x (0) = o e y(0) = yo e x (t) # y (t), para todo
z(t) 0

0 y(®)
contidas em Y tal que no ponto t = 0 wvale p. Como 2'(0) e y'(0) sao niumeros reais

pr:{<“ 0):u,v€]R}.
0 v

Seque do Teorema (39) que Y € uma fatia de (Y, G3) € uma fatia da a¢io de G em €.

t € R, entao as curvas da forma t — formam todas as curvas possiveis

quaisquer, seque que

Definicao 42 (Referencial Mével de 2* Ordem). Um x—referencial movel de 2°
ordem ¢é um x—referencial movel de 1 ordem (e,x) : U — E(3) tal que a aplicagao
S U — & tem todos os seus valores em Y. Os invariantes de 2* ordem de v em U,

sao as entradas nao nulas dessa aplicacao.

Em termos mais simples, um x—referencial mével de 2% ordem (e,z) : U — E(3) é

caracterizado pelas seguintes equagoes:

w? =0 , wh Aw? #0 (1* ordem)

1 _ 1 2 1 a
Wy = aw , wi = cw (2% ordem)

para funcoes suaves a,c : U — R tal que a # ¢ para todo ponto de U. Estas funcoes
sao os invariantes de 2% ordem e sao chamados de curvaturas principais de z em cada
ponto de U. E tradicional chamarmos o z—referencial mével de 2 ordem mesmo quando
a = ¢ em alguns pontos de U. Esses pontos sao chamados de pontos umbilicos de x
em U. Se todos os pontos sao umbilicos, entao x é de um tipo diferente. Esse caso é

discutido abaixo.

Lema 43. Seja mg um ponto de M. Se mqy € nao umbilico, ou se existe um aberto de
pontos umbilicos que contém my, entao existe um x—referencial movel de 2* ordem em

alguma vizinhanga de my.

Demonstra¢ao. Sabemos que existe um z—referencial mével de 1* ordem (e,z) : U —
E(3) em alguma vizinhanga U de my. Se existir uma vizinhanca V' de mg contendo apenas
pontos umbilicos, segue que (e, z) é um z—referencial mével de 2 ordem. A aplicagao

suave H?> — K : M — R se anula precisamente no conjunto dos pontos umbilicos de .
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Segue disso que o conjunto dos pontos umbilicos é fechado em M. Se mg é nao umbilico,
podemos diminuir suficientemente U de modo que ele s6 contenha pontos nao umbilicos.
De fato, o conjunto dos pontos nao umbilicos é aberto ji que é o complementar dos
umbilicos. Condidere a aplicacao S = (hy;) : U — & associada a (e, ). Seja ag # ¢y as
curvaturas principais em mg. Usando a notacao do exemplo anterior para a fatia ) da
acao de G; em &, sabemos que S(U) C G1Y. Aplicando o teorema (40) obtemos uma

vizinhanca V' de my em U e aplicagoes suaves

a 0

A= (B,ye):V = Gy , D:(
0 ¢

>:V—>y

com a (mg) = ag e ¢(mg) = ¢y tal que
S = (B,e)D = eBDB"
em V. Se (e,z) = (eA,x) : V — E(3), entao
S=eB"SB =eB"eBDB"B = B"BDB"B = D

em V, com S(mg) = D(my). Assim, (€,z) é, por construcio, um z—referencial mével de

2% ordem.

Observagao 44. Se (e,z) : U — E(3) € um x—referencial movel de 2* ordem em um
dominio que contém apenas pontos umbilicos, entao qualquer outro x—referencial movel de
2* ordem deve ser dado por (eA,x) : U — E(3), onde A : U — Gy € uma aplicagcdo suave
qualquer, onde Gy € um subgrupo finito de G definido em (2.23). Como a aplicagio t —
exp(tP) tem infinitos elementos, ndo é possivel existir P € Msys3 (R) tal que exp(tP) € G
para todo t, ou seja go = {0}, seque disso que os r—referenciais mdoveis de Frenet
sao os de 2* ordem. A forma de Maurer Cartan que resta em um referencial movel de
Frenet é

w% = pwl + qw27

onde p,q: U — R sao os tnvariantes de 3* ordem.

2.3.1 Resumo da Reducgao de referencial e Equagoes Estruturais

Seja x : M — R3 uma imersao. Em um ponto nao umbilico existe um z—referencial mével

de 2% ordem (e, z) : U — E(3) em uma vizinhanga desse ponto. O pull back da forma de
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Maurer-Cartan de E(3) por (e, z) satisfaz:

w =0 . wlAW?r#0
(1* ordem)
dw! = pw! A w? , dw? = qu! N w?
{wi = aw' : Wi = cw? (2% ordem)
{w; = pw' + qw® (3% ordem)

As equagoes de estrutura da imersao as equagoes de Codazzi e as equagoes de Gauss,

nas quais, como w' A w? # 0 podem ser escritas da seguinte maneira:

as = (a—c)p , aq=(a—c0)q (equagoes de Codazzi), (2.24)
ac=K =py,—q — (p2 + q2) (equagoes de Gauss).

onde ) , ) )
da = Z a;w dc = Z ciw' dp = Zpiwi dqg = Z g’
i=1 i=1 i=1 i=1

e K é a curvatura gaussiana. As fungoes a e ¢ sao as curvaturas principais de z. Elas sao

funcoes continuas em M e suaves no aberto dos pontos nao umbilicos de M.

Se x é totalmente nao umbilico em U, entao qualquer x—referencial mével de 1¢
ordem é automaticamente de 2¢ ordem e fazendo a = ¢ nas equagoes estruturais obtemos

o seguinte resultado em pontos umbilicos:

as =0 : =0 (equagodes de Codazzi)
p—a— P +¢)=K=ad (equagoes de Gauss)
da = ayw" , de = cow?

Proposicao 45. Dado um z—referencial movel de 1* ordem (e, x) : U — M, as equagdes

de estrutura de E(3) implicam que
dw' = pw! A w? e dw? = qu' A W?, (2.25)
onde p,q : U — R sao funcgoes suaves que satisfazem:

w% = pw' + quw’.

Demonstragao. Sabemos que dr = w'e; +w?ey. Aplicando a derivacao exterior em ambos
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os lados, obtemos o seguinte:

0=d’x=d (wlel + w262) = (dwl) e —wl Adey + (de) ey — w? A dey
= eraw’ Aw? — W' A (wier + wyes) + eafw Aw? — w? A (wier + wies)
= ejaw' Aw? — esw! A wy + egBw' Aw? — e1w? A w%

= eraw' Aw? — exw! Aw; + eaBwt Aw? 4 eqw? A ws,
usando a igualdade wi = pw! + qw?, segue que

0=eraw' Aw? — eaw' A (pw' + qw?) + eafw' Aw® + ew’ A (pw' + qw?)
= eraw! A w? — eqw! A qu? + exfw! A w? + eqw? A pw!
= (e — e3q + €33 — e1p) wh A w?
= ((a=—ples+ (B —q)ex)w' Nw?,

ou seja, temos que (« —p)e; + (f—¢q)ea =0,logoa=pef=q. =

2.4 A Forma de Critério

Definigao 46. O operador Hodge star x : A'(M) — AY(M) é uma transformagao
linear sobre o espaco das 1-formas suaves com dominio em M definida da sequinte maneira

num co-referencial mdovel positivamente orientado:
* (wl) = w? e * (wQ) = —w!

Note que o operador Hodge star nao depende da escolha do co-referencial mével or-
tonormal e positivamente orientado. Com efeito, se {w!,w?} e {@', &%} sao dois co-

referenciais méveis ortonormais tais que

@1 — A w1 . AH A12 wl
(:)2 B CL)Q B A21 AQQ w2 ’

entao temos o seguinte:

* ((,Nul) = X (Anwl + A12w2) = All * (wl) + Alg * (CUQ) = A11w2 — Auwl = A22w2 -+ A21w1 = &2,
* (&2) = X (A21w1 + Agng) = A21 * (wl) + AQQ X* (CUQ) = A21w2 — A22w1 = —A12w2 - Allwl = —L~01
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ou seja, * = *.

Definicao 47. A forma de critério de um x—referencial mével de 1 ordem (e, x) :
U — E(3) € a I-forma suave

_ 1
a=—x(wh),
onde U € orientado por um co-referencial mdvel ortonormal {w', w?} .

Segue da definicao que

a=—x(wy) =—x (pw' +qw®) = —p* (W) — ¢ (v*) = qw' — pw*.

Segue de (2.25) e das equagoes de estrutura que um x—referencial mével de 1* ordem é
caracterizado pelas seguintes equacgoes
dw' = a A w! e dw?® = a AW

De fato, temos que

aAwh = (qwl—pw2) /\wl:qwl/\wl—pw2/\w1:pwl/\w2:dw1,

aAw? = (qu' — pw?’) Aw? = ' Aw® — pw? Aw® = qw' Aw® = dw’.

Além disso, dados os x—referenciais méveis de 1% ordem (e, ), (€,z) : U — E(3) tais
~ B 0
que (€,z) = (eA,z), onde A = ( 0

€

),B:U%O(Z)ee:il,sea:—*(wé)e

a = —% (J%), segue de (2.22) que

~ ~ (7 ~ 1 ~ 1 1 - ~
a= () = (gt ) - (g + ) =~ ) -F D

2.5 Teoremas de Existéncia e Congruéncia de Bonnet

Comecemos com um resultado que relaciona duas fungoes suaves de acordo com o pull

back da forma de Maurer Cartan por ambas:

Teorema 48 (Congruéncia de Cartan-Darboux). Seja M uma variedade diferencidvel
conexa, G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e forma de Maurer-Cartan w. Se
fih: M — G sao fungoes suaves tais que f*w = h*w, entao existe um elemento a € G
tal que h = af.

Demonstracao. Seja g : M — G uma aplicacao suave definida por
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para todo p € M. Temos que

e além disso

(f*w) (p) = (f (p) " df;,

para todo p € M. Portanto segue que

dgy = dhy (f (0))™" +h P d ((f (0))7) = dhy (F ()™ = 1 (p) (f ()" dfys (
= dhy (f (p)"" = h(p) (f'w) (p )( f@) =dhy, (f () = (p) (h*w) (p
= dh, (f ()" = 1 (p) (h(9) " dhy, (f (0))™" = (dhy — dhy) (f (0))

\—/kh
<
=

L

para todo p € M. Assim g é constante, digamos g = a. Dado p € M, segue da definicao
de g que

e portanto

Isso conclui a demonstragao. m

Temos a seguinte aplicacao do teorema acima:

Teorema 49 (Existéncia de Cartan-Darboux). Seja G um grupo de Lie conexo com
dlgebra de Lie g e 1-forma de Maurer-Cartan w com valores em g. Se X é uma variedade

diferencidvel munido de uma 1-forma o com valores em g satisfazendo
doa=—a A a,

entdo para todo py € X e todo gy € G existe uma vizinhanca aberta e conexa U de py e

uma unica aplicacao A - U — G tal que
A'w=a e A(po) = go-

Além disso, se X for simplemente conexo, entao para todo po € X e todo g9 € G existe

uma unica aplicacio A : X — G tal que

A'w=a e A (po) = go-

Devido ao fato de sua demonstragao ser muito extensa e nao acrescentar muito a

compreensao do tema, vamos omiti-la.
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Proposicao 50 (Congruéncia). Se (e,z),(e,z) : M — FE(3) sdo dois referenciais
méveis de 2* ordem ao longo das imersoes x, T : M — R3, respectivamente, em um

conexo M, tal que em todo ponto de M wvalem as sequintes igualdades:

ol = w! a pP=0p
{ QQ _ wQ ) { c ) { 9 (2‘26)

7=q
entao existe uma isometria (A,v) € E(3) tal que (€,7) = (A,v) (e,x) = (Ae, Az +v), ou

Q) )
I

seja:
T=Ar+v=(A4,v)ou.

Demonstracao. Basta aplicar diretamente o Teorema da Congruéncia de Cartan Darboux
para o caso em que G = FE(3), f = (e,z) , h = (€,) e usar as equagoes em (2.26) que

nos d4 a igualdade (e,z)*w = (€,7) " w. =

Também temos o seguinte teorema:

Proposigao 51 (Existéncia). Considere um aberto contrdtil U de R?, um co-referencial
movel {w', w?} e funcoes suaves a,c : U — R. Defina fungdes suaves p,q, a;, Ci, Pi, Gi, :
U — R por

dw! = pw! A w? € dw? = qu' A W?

2

da = ayw* + asw e de = crwt + cow?

dp =pw' +po® e dg=qw' + g
Se as funcoes definidas acima verificam
az = (a—c), = (a—c)q e pr—q =ac+p’+¢

em U, entdo existe uma imersao x : U — R3 com curvaturas principais a e ¢ e métrica

induzida I = w'w!' + w?wW?.

Demonstracao. Vamos definir as seguintes formas diferenciais:

1._ 1 2 _ 2
Wy = pw + qw —Wwy
1. 1 _ 3
w3 = aw —wy
2 2 3
W3 (= W™ = —Wy

com elas podemos definir a seguinte 1—forma diferencial que cai em £(3) :

U 0 W W 0 0 0 0
17 1 2 .3
. 2 1 3 ~ | Y 0 wi w
n = w sl o wy 0 ws ~ s 1 3
. o w® wy 0wy
0 wz wi 0

0 Lowi 0

Wz W3
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Vamos demonstrar que dn = —n A n. De fato, temos que
0 0 0 0 0 0 0 0
g dw' 0 —dwy —dwy | | pw' AW? 0 —d (pw' + qw?) —d(
7 dw? dw) 0 —dw? qw' Aw?  d(pw! + qu?) 0 —d(
0 dwl dw? 0 0 d (aw!) d (cw?) 0
0 0 0 0 0 0 0 0
pwt A w? 0 acw' Aw?  —cpw! A w? p 0 ac —cp 1
= = wAw
qul Aw?  —acw! A w? 0 —aqw! A w? g —ac 0 —aq
0 cpwt ANw?  aqu! A w? 0 0 ¢ aqg O
Por outro lado, temos que:
0 0 0 0 0 0 0 0
A w0 w? oWl A w! w? Wl
e 2wl 0 Wl w2 w0 W
0 wi w? 0 0 wi w? 0
0 0 0 0
B w? A w? Wi Awg + wi A w; w} A w3 wiAwd
wy Aw! w%/\w% w%/\w%qug/\wg wy A w}
w3 A w' + wi A w? w2 A ws w3 A wi+ w3 A wi + w3 A wj
0 0 0 O
0 ac —pc
—| 7 P wh AW
q —ac 0 —aq
0 ¢ ag O

Isso demonstra a igualdade. Segue do Teorema de Existéncia de Cartan-Darboux (49)
que existe uma aplicagao suave (e,x) : U — E(3) tal que (e,z)"w =nem U (onde w é a
formma de Maurer-Cartan de F(3)) e z : U — R3 é a imersao que procurdvamos, por

construcao. ®

Teorema 52 (Teorema da Congruéncia de Bonnet). Sejam z,7 : M — R? duas imersées
suaves de uma superficie conexa M. Sejam I,1 as primeiras formas fundamentais de
x e I, respectivamente. Sejam ez e e3 campos normais unitdrios ao longo de x e x,

respectivamente. E sejam
IT = —(des,dz) , Il =—{(dés,d7)

as sequndas formas fundamentais de x e x relativas a ez e e3, respectivamente. Se eziste
um elemento (A,v) € E(3) tal que T = (A,v) ox em M, entdo e3 = eAes, onde € = %1,
I=1ell=cell em M. Por outro lado, se I = Tell =¢ll em M, onde e = %1, entao
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existe um elemento (A,v) € E(3) tal que T = Ax + v e e3 = eAes.

Demonstracao. Se existe um (A,v) € E(3) tal que T = (A,v) oz = Az + v, aplicando a

derivada exterior em ambos os lados, obtemos que dz = Adx e isso implica que

A€O(3

T = (d#,d7) = (Adw, Adz) = (A" Adz, dz) 2% (A Adw, ) = (da,dz) =

em M. Além de e3, o campo Aez é normal unitario ao longo de x. De fato,
(Aes, dT) = (Aes, Adx) = (A" Aes, dx) = (e3,dz) =0

em M, além disso, como A € O(2), segue que Aes é unitario. Como M é conexo, segue

que e3 = €Aes, onde € = £1 em M. E portanto:
11 = — (dé3, dT) = — (d (eAes) , Adx) = — (¢Ades, Adz) = —e (AT Ades, da) = —¢ (deg, dx) = el ]

em M.

Por outro lado, suponha que I = Tell=cll em M, onde e = £1. Se e = —1, troque
€3 por —es para que o sinal de 11 se inverta, assim podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que I = Tell=1IIem M. Seja p € M e seja U C M uma vizinhanca conexa de
p tal que existe um z—referencial mével de 1* ordem (e, z) : U — E,(3), tal que a 3°
coluna de e seja ez. De fato, temos que o e3 pode estar (ou nao) invertido, dai aplicando
(ou ndo ) uma inversao, consertamos o es. Para o referencial mével pertencer a E, (3),
basta invertermos um dos dois vetores da base do espago tangente (e; ou ey) podemos
fazer isso pois as inversoes sao matrizes ortogonais e além disso, se os vetores estiverem
invertidos, por continuidade eles sempre estarao invertidos, por exemplo (es, e3) = =+1,
logo é sempre 1 ou sempre —1 .Entao segue que dr = w'e; + w?ey, onde {w!, w?} é um
co-referencial mével ortonormal para I em U, pois I = w'w! 4+ w2w?. Como I = I, segue
que {w!,w?} também ¢é um co-referencial mével ortonormal para I em M. Também temos
que existe um r—referencial mével de 1* ordem (€,7) : U — FE(3), chamemos o 3° vetor
coluna da matriz € por €3, logo d7 = w'é; +w?éy, ou seja, w' = w! e w? = w? em U. Segue

diretamente de (45) que w} = w? em U. Além disso, temos que

:ugwl + c;ng = —wiw' — wiw? = — (dé3, 1) w' — (deés, &) W

=— <dé§,, ew! + €2w2> = — (des, dT) = I1=1II= wiw!' + wiw?,
segue da unicidade das coordenadas na base {w', w?} que :ug =wle ;g = w? em U. Segue

dessas igualdades que
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em U. Pelo teorema de congruéncia de Cartan-Darboux (48) existe um elemento (A,v) €
E(3) tal que (e,x) = (A,v) o (€,7) em U. Em particular, xt = AT + v e e3 = Aez em U.
Nao ha perda de generalidade em supor que * = Ax + v, nesse caso ainda as hipoteses
serao satisfeitas, mas além disso teremos (e,7) = (e,z). Até agora demonstramos a
volta localmente. Dado ¢ € M um ponto qualquer, vamos provar que (e(q),z(q)) =
(e(q),z(q)). Seja v : [0,1] — M uma curva suave tal que v (0) = p e v(1) = ¢q. Para
cada t € [0,1] apliquemos o mesmo argumento da demonstragdo do resultado local no
ponto (t) € M para concluir que existemm vizinhangas U, C M de ~(t) e referenciais
moéveis de 1% ordem (e, ), (€, 7) : Uy —> E(3) com terceiros vetores coluna dados por

es e €3, respectivamente e elementos (A, v;) € E(3) tais que
(6ta x) = (At7vt) o (é\;fa %/)

em U;. Por um argumento padrao de numero de Lebesgue da cobertura aberta
{7_1Ut}t€[071] de [0, 1], existe uma partigdo 0 < t; < ... < fx41 = 1 e subconjuntos
conexos Uy = U, Uy, ..., U de M tais que

V[t tiya] C U i1=0,...,k
Existe um elemento (v;, 4;) € E(3) tal que
Izﬂz—f—Azf e 63:141'%

em U;, i =0, ..., k. Por hipdtese, em Uy = U temos que vy = 0 e Ay = Ids. Seja p; = v (t;),
i =0,...,k4+1,logo po = p e prr1 = q. Em Uy nés temos que x = T e e3 = €3, em U

temos que x = A1 + vy e e3 = Ajez. Logo, em Uy N U; devemos ter o seguinte:

{ r=A1x+v=2=Ax+v

e3 = Ajez = e3 = Ajes
portanto temos que:

(Idg—Al)l’:’Ul — (Idg—Al)dl’ZO
(]dg —Al) €3 =0

em todo ponto de U, logo A; = Id3, e por consequéncia:
r=Ax+v=x4+v, —=v,=2x—2=0.

Segue disso que x = T e e3 = e3 em Uy U U;. Repetindo exatamente o mesmo argumento
em Uy, ...,U, vamos concluir que x = = e e3 = e3 em Uy, logo, como g € Uy, segue que

(e(q),7(q)) = (e(q),z(q)) e portanto a volta do teorema se estende globalmente em M. m
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Teorema 53 (Teorema de Existéncia de Bonnet). Seja (M, I) uma superficie Rieman-
niana simplesmente conexa com curvatura gaussiana K. Seja II uma forma bilinear
simétrica definida em M. Suponha que II satisfaz as equacoes de Gauss e Codazzi no
sentido de que para qualquer co-referencial mével ortonormal {0*,0%*} em U C M, com a
forma da Conexdo Levi-Civita wg = —w}, as fungdes-coeficientes suaves h;; = hj;, 1 = 1,2
de I definidas por

IT = h110'0" + 2h120" 0% + hy26%62,

satisfazem a equagao de Gauss

K = hllhgg — h%Q
e as equagoes de Codazzi
2 2 ‘
> (d (hi) = Y (hiwh + hjkw;)) AGE =0,
k=1 Jj=1

para i = 1,2. Entdo existe uma imersao suave x : M — R® com campo vetorial unitdrio
es tal que I = (dx,dz) e 1] = (—d(e3),dx) .

Demonstracao. E sabido que uma superficie simplesmente conexa M é homeomorfa ao
plano R? ou & esfera unitdria S?. Se M ¢é homeomorfa ao R? entao M possui um co-
referencial mével ortonormal {0, §?} globalmente definido para I, com a correspondente
forma da Conexao Levi-Civita wy = —w?. Sejam h;; = hj; os coeficientes suaves de IT

relativo ao co-referencial mével {0', 6%} em U e defina as seguintes 1—formas em U :

2
T .__ h,,@j _._, 3
W3 - Z] . w,L,
Jj=1

para ¢ = 1,2. Considere também as seguintes 1—formas em M:

0! 0 w? W}
0=1 62 , v=1 wi 0 w
0 wi wi 0

segue da definigao de £(3) que (0,9) é uma 1—forma em M cujos valores caem em &£(3).

As equagoes de Gauss e Codazzi implicam que

(d9,dO) = (—9 A9, —9 A ).
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De fato, temos que

O 0 0 O 0O 0 0 O 0O 0 0 O 0 0 O
A= 0 0 w! w} N 0 0 w? wi _ oo w? Wl 0 0 w?
0 wy 0 ws 0 wy 0 ws 0 wy 0 ws 0 wy O
0 wh wi 0 0 wi w? 0 0 wi w? 0 0 wi w?
0 0 0 0
_|o Wi A wd+wd Awl Wi A w? w2 A w3
0 w3 A wh wy Aw? + w3 A w? wa A w?
0 w3 A ws wi A w? wi Aw? + w2 Aw
0 0 0 0
3 5 o 5 0 w3 A w§ w2 A w3
B 0 0 Wy ANwz  wi A w; N 5 1 1 3
0 wy Aws 0 wy A\ wy ) L1 )
0 wAwl wiAw? 0 Wi Ny g A 0
3 \Wy w3 AWy
Além disso,
0 0 0 O 0 0 00 0O 0 0 O 0 0 0O
A 0 0 w? o} N ' 000 | 0 0 w? w? 6t 0 0 0
0 wy 0 ws 2 0 0 0 0 wy 0 wi 2 0 0 0
0 w§ w§ 0 0 0 00 0 w% w% 0 0 0 0O
0 000 0 000 .
2 2 2 2 wi A 0
WD 00 0 WIAGE 0 0 0 L
- 1A pl - 1A pl | wp A
W NG 000 WIAGT 0 00 ;
(ho1 — hi) A G2 0 0 0 0 00 0
— (pf* + ¢6*) N\ 0* —pht A 62 pot A 62
= — (pf* + q0*) A 61 =—| —q0' NG | =| ¢ NO?
0 0 0
Segue de (45) que —w A 0 = df, pois:
dg* pot A 62
o= do> | =| ¢0' A#2
0 0
Além disso, temos que
0 dw? dw? ) 0 Wi Aw? wiAws
dy=| dwy 0 dwd | = —| winwl 0 wiAw? | =90
dwj dwi 0 wiAwy wi Awi 0
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Segue do teorema de Existéncia de Cartan-Darboux (49) que existe uma aplicagao
continua

(e,) : M — E,(3) = R* % SO(3)

tal que se w é a forma de Maurer-Cartan de E(3), entao (e, z)*w = (0,9). Em particular,
usando que (e,7)"w = w(de,dz) e que dr cai em R? (se associard a ) e de cai em o(3)

(se associard a 9), segue que
dr = 0'e; + 0%ey e d(e3) = wie; + wies.

E isso mostra que z : M — R? é uma imersao com campo vetorial unitério e; tal que,
em M :

(dz, dz) ZW =1,
e além disso:

— (des, dx) = — (wiey + wies, 0'er + 62es)
2 2 2
==Y Wi =D wif' =) h6°0" =11
i=1 i=1 ij=1

No caso em que M é homeomorfa & S?, sabemos que para todo m € M, o complementar
U = M\{m} é homeomorfo & R?, portanto a parte anterior da demonstragao nos garante
a existéncia de uma aplicagdo suave (e,z) : U — E(3) satisfazendo as condigoes do
teorema. Seja U = M\{m}, onde m € M é tal que m # m, para esse conjunto também

obtemos uma aplicagao suave (€,7) : U— E, (3) satisfazendo
(dz,dz)y =1 e — (des, dx) = I1.

Aplicando o teorema de congruéncia de Bonnet (52) para (e, z) e (€, %) restritos & UNU,
obtemos um elemento (A, v) € E(3) tal que em U N U

T=Ax+v e e3 = Aes.

Se trocarmos (e, z) por (A,v) o (e,x) a tese do teorema continuard valendo em U. De
fato,

(dz,dT) = (Adz, Adz) = (AT Adz,dz) = (dv,dz) = I
— (dé3, dT) = — (Ades, Adz) = — (AT Adey, dx) = — (des, dx) = IT

Em UNU temos que T = x e €3 = e3, logo = e e3 se estendem suavemente a todo

UuU=M e cumpre a tese do teorema em todo M por construcao. m
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2.6 Esfera Tangente e Esfera de Curvatura

Exemplo 54 (Esferas). Uma esfera orientada com centro p € R® e raio (com sinal)
r#0€R € o conjunto
Se(p) ={z €R?: |z —p|* =1}

com campo normal unitdrio n := P==. Assim, o campo normal aponta para dentro da

esfera se v > 0 e aponta para fora, se r < 0. A esfera unitdria ¢ o conjunto S1(0), em
que denotamos por S*. Sua orientagdo padrao é o campo normal que aponta para dentro
da esfera: n(x) = —x. As esferas S,(p) sao superficies imersas. Em uma vizinhanga de

qualquer ponto de S,(p) existe um referencial movel de 1* ordem (x,e), onde e3 = n =

P2, seque disso que des = dn = —%dx, olhando nas coordenadas, concluimos disso que

wi=—-1tw
s

t=—wi, i=1,2, portanto a matriz S = (h;;) € dada por

)

Concluimos disso que as curvaturas principais sao dadas por a = ¢ = - a curvatura

3 =

= =

gaussiana € dada por K = ac = 7%2, além disso a curvatura média € dada por H =

% (% + %) = % Por fim, a seqgunda forma fundamental é dada por

1
11 2 2y _ 1+
(ww -I—ww)—rl.

1
Il = hnwlwl + 2h12w1w2 + h22w2w2 = —
,

Exemplo 55 (Planos). Fize n € S* ¢ h € R. O plano orientado em R® com vetor

normal unitdario n e altura (com sinal) h é o conjunto
I, (n) == {z € R*: (x,n) = h}.

Os planos orientados sao superficies imersas. Fxiste um referencial movel de 1% ordem

(e,x) em todo IIj, (n) com e3 =n, no qual € constante, logo temos que

0 = dez = w’e; + wiey,

e portanto concluimos que w? = wi = 0, ou seja, a matriz S = (hij) € a mattriz nula. Ou

seja, as curvaturas principais e (consequentemente) as curvaturas média e gaussiana $ao

nulas. Além disso, a sequnda forma fundamental também ¢é nula.

Teorema 56 (Caso totalmente umbilico). Suponha que todo ponto de uma superficie
conezxa imersa x : M — R3 é umbilico. Entdo x(M) é um aberto de uma esfera ou um

aberto de um plano.

Demonstracao. Vamos assumir que x possui um campo suave normal unitario n : M —

S?, se isso nao ocorrer, existird uma cobertura dupla ¢ : M — M para a qual zop : M —
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R3 possui um campo suave normal unitario, e as imagens z(M) = z o ¢ (M > . Vamos
considerar agora apenas x—referenciais méveis de 1* ordem (e, z) : U C M — E(3) tais
que e3 = n em U. Se z é totalmente umbilica, entao wi = aw' e w2 = aw? onde a: U — R

é a curvatura principal. Tomando a derivada exterior dessas equagoes, segue que:

apw' A w? = (jnw1 + qw2) A aw? = wy A w32, = dwé =d (awl) =a (dwl) — da A w?

= apw! A w? — (alwl + a2w2) Awh = (ap + az) w' A W?,
ou seja, as = 0. Além disso:

aqu' Nw? = — (pwl + qw2) Aaw' = wi A wé = dw§ =d (aw2) =a (dwz) — da N w?

= aqw! A w? — (alwl + a2w2) Aw? = (ag — ay) w' A W?,

ou seja, a; = 0. Portanto da = 0 e a é constante em M. Se a # 0 entao:

wiey + wiey —aw'e; — aw’e,y

=wle; + w262 +

d
d(x—I—E) :da:+—n:wlel~l—w262—|—
a a a a

= wle; + w?es —wle; —w?ey = 0,

logo x + % ¢ constante em U, ou seja, (M) ¢ um subconjunto de uma esfera orientada
de raio % e centro x + .

Se a = 0, temos as seguintes equagoes:
w® =0 , wy =0 , ws = 0.

Elas definem uma 3-distribui¢do em F,(3), tal que o seu dual é descrito por:

00 0 O
0 —r 0 s 0 0
h = r 0 0 |,]| ¢ st €R 3 & ° OT 0 st €Rp CE(3),
T
0 0 O 0
00 0 O

ue é uma subélgebra de Lie, ja que w' e w’ sdo 1-formas invariantes & esquerda para
) J

todo 7,7 = 1,2, 3. Aplicando a exponencial nos elementos desse conjunto, encontraremos
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o subgrupo de Lie H de E(3) relativo a b:

00 0 O 1 0 0 0
exp s 0 —r 0 _ %—2t+ise:l;—is::+%e*_";+t.e“;r % (efz:r + ezr) % (_Z'ef‘ir + Zjeir) 0
r 0 _% —2s+se +ser —ite” ""+ite % (Z'e—zr _ Z'ezr) % (e—zr + ezr) 0
0 0 0 0 0 0 1
e~ iT { gir (—ie*”-i-ie") 0 1 2t tise— T —iseiT +te—iT fteiT
(» 47«2 i ir) ( 71'7"2_;'_ ir) 21 254 7ir+7‘ir ite 1T fitel”
~ ie” " —ie e e _ 1 —2s+se se'" —ite ite
~ 2 2 0 f 2 r ’
0 0 1 0
onde r, s,t € R e i = —1. Portanto, segue que:
A0 °
H = |t :s,teR, A e SO(2)
0 1
O conjunto de todos os xz—referenciais méveis de 1% ordem é, portanto um
7coset” (e(m), z(m)) H, cujos elementos sao da forma
611(77’1) 621(771) €31 (m) a1 Q12 O 611<m> €21 (m) €31 (TTL) S ml(m)
612(m) 622(m) 632(m) 21 Q929 0 + 612<m) 622<m) egg(m) t + l’g(m)
er3(m) egz(m) ezz(m) 0 0 1 ez(m) exz(m) ess(m) 0 x3(m)

onde © = (z1,22,23), e = (e;5), A = (a;;) € SO(2) e s,t € R. Aplicando a projegao
nesses elementos, encontraremos a imagem de z (pela defini¢ao de x—referencial mével),

que é dada por:

(M) = {z(m) + se;(m) + tea(m) : s,t € R, m € M}.

Definigao 57. Uma esfera tangente orientada para uma imersio x : M — R® em
um ponto m € M, com vetor normal unitdrio n em m, € uma esfera orientada ou um
plano que passa por x (m) cujo vetor normal em x(m) € o vetor n. O conjunto de todas

as esferas tangentes orientadas para x em m com vetor normal n € dado por

{S, (x(m) +rn) : 0 #r € R} U {Ilj amy(n)} -

Cada uma das esferas orientadas tem o seu centro na reta que passa por z(m) e é
normal a superficie, {x (m) + rn : r € R} . E conveniente pensar no plano tangente como

uma esfera tangente de raio infinito.
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Definicao 58. Uma esfera de curvatura orientada em m € M para uma imersao
x: M — R® com relacio ao vetor normal unitdrio n em m € uma esfera tangente
orientada em m cuja curvatura principal (ambas sao iguais, por isso nos referimos como

uma s0) € igual 4 curvatura principal de x em m para o normal n.

Se m € M é um ponto nao umbilico para x, entao ha exatamente duas esferas de
curvatura orientada em m para um dado vetor normal unitario n (em m). Se m é umbilico,
entao ha apenas uma, e dizemos que m tem multiplicidade dois. Como as curvaturas
de uma esfera de raio r sao dadas por %, segue que se a # 0 é uma curvatura principal de

x em m, entao uma esfera de curvatura orientada em m para z relativo a n é dada por

5 <x(m) + én) |

Se 0 é uma das curvaturas principais de x em m entao o plano orientado

Lz (my my (1)

¢ uma esfera de curvatura orientada em m para x com relacao a n. Se trocarmos n por
—n, as esferas tangentes orientadas permanecerao da mesma forma, mas sua orientacao
se inverterda. Para r # 0 e para um x—referencial mével de 1* ordem definido em um

aberto U C M, a aplicagao suave
S=x+re;: U —R? (2.27)

determina a familia S, (z + re3) das esferas tangentes orientadas nos pontos de U. A
aplicacao
S=e3:U—R? (2.28)

determina os planos tangentes orientados Il ., (e3) com estes vetores normais.

Proposicao 59. Se uma familia de esferas tangentes orientadas é determinada pela
aplicagao suave (2.27) ou (2.28), entao uma esfera é de curvatura orientada em um ponto

m € M se e somente se a imagem de dS tem dimensao menor que 2.

Demonstragao. Se S é dada por (2.27), entao segue que

2 2
dS =d(x+res) = dv + rdes = Zwiei—i—rzwfei

i=1 i=1

2
— Z (W' + rw?) e,

=1

cuja imagem tem dimensao menor que 2 se e somente se w! + rw? = 0 ou wW? + rws, isso

acontece se e somente se —ws = w? = —1w! ou —w? = w? = —1w? ou seja, em qualquer
3 1 r 3 2 r ;
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das duas hipoteses teremos % como curvatura principal de x em m. Além disso, se S é

dada por (2.28), entao segue que

cuja imagem tem dimensdao menor que 2 se e somente se w? = 0 ou ws = 0, logo uma
pelo menos uma das colunas da matriz S é nula, portanto pelo menos uma das curvatura
principais é nula, ou seja isso ocorre se e somente se H<$(m)7e3>(63) ¢é esfera tangente de

curvatura orientada em m. m

Exemplo 60 (Curvas em S?). Considere a agdo transitiva de SO(3) sobre a esfera
unitdria S* C R3 obtida da simples multiplicagcdo a esquerda de SO(3) sobre R3. Seja
€1 = (1,0,0) a origem fizada de S* e seja o : SO(3) — S? definida pela proje¢ao
7o (A) = Aey. Seja o : J — S* uma cura parametrizada pelo comprimento de arco, onde
J C R € um intervalo. Logo seu campo tangente unitario é dado por T := o'. O campo
normal unitdrio é dado por N = o x T.. De fato, como o € S?, seque que o € unitdrio e

o LT, logo temos que
(N,T) =(o xT,T) =0
[N = llo xT| = |lof| |T] = 1

Seja a matriz e = (0,T,N), se 0 = (z,y, z), seque que

T=(2y,~)
N = (y2' — 2y, za’ — x2', xy/ — ya')

Portanto, temos que

z 2wy —yd

x x oy —zy
det (o, T,N)=det | v o za' —xd
T

=2 (()? + (2)°) + o () + (2')?) + 22 (') + (v)?) — 2aya’y’ — 2xza’2" — 2yzy/ 2
=2*(1—(2")*) +y* (1- y')2) (1 — (2')?) = 2zya'y — 2xza’Y — 2yzy'Z
=1— (z2)? = (yy)? — (22')? = 2aya’y — 2wza'2 — zy/2 =1 — (xa’ + yy' + 22)°

Portanto e € SO(3), além disso, temos que
mo(e) = (0, T,N) e, =

Portanto e = (0,T,N) : J — SO(3) € um o—referencial movel. Além disso, seque de
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(2.14) que
x Y z o 2" (y2 -2y
e*w, = w(de) = e 'de = x' Yy’ 2’ vy (22— xz’)/
yz' —zy zx' —xZ xy —ya 2 2 (xy — oy )/
<07 T> <J> T/> <U’ Nl) 0 ((Ua T>)/ - <T’ T> (<U7 N>)/ - <T7 N>
= | (T, (T,7") (IN') | =11 0 —(T",N)
(N, T) (N, Ty (N,N’) 0 (N, T") 0
0 -1 0
=11 0 -k
0 ~ O
Para alguma funcdo suave Kk = (N,T') : J — R, chamada curvatura de o em S?.

(0,T,N) € o o—referencial movel de Frenet. As equacoes de Serret-Frenet sio dadas

por:
o =T , T'=—0+ kN , N' = —kT. (2.29)

Como k = (N, T'), seque que revertendo a orientagdo da curva, invertemos o sinal de Kk

também.

Exemplo 61 (Cones). Em geral, um cone em R3 € definido da sequinte maneira. Podemos
assumir que o vértice do cone estd localizado na origem (0,0,0) € R®. Dada uma curva
suave o : JJ — S? parametrizada pelo comprimento de arco, se M = J x R, definimos o

cone pela sequinte imersao:
x: M —R? , x(z,y) =e Yo (x),

a curva o € chamada curva de perfil do cone x. Aplicando a diferencial exterior, seque

que

dx = e Yo' (z)dx — e Yo (z) dy = (e Vdx) o’ (z) — (e dy) o ().

Ja podemos calcular a 1* forma fundamenteal, que é dada por:

= (dx,dx) = <(e Ydz) o' (z) — (e ¥dy) o (2), (e 7Ydz) o' (z) — (e ¥dy) o (2))
= (e~ ydx) (z) 0’ (x)) — 2 (e Ydz) (e dy) (o' () ,0 (z)) + (e_ydy)2 (o (x),0(x))
() + (o)’

=e 2y(dat +dy).

Segue da expressao de dx que um x—referencial movel de 1% ordem é dado por (e,x), onde

a matriz e = (eq, e, e3) € dada por:

ep =o' , €y = —0 , es =0 X 0.
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Novamente, pela expressao de dx, temos que

w! = e Vdx e w? = e Ydy
Além disso, seque de (2.29) que
0" = —0+ kN = ey + Kes.

Seque disso que a 2* forma fundamental é dada por:

I = — (dx,de3) = — (dx,d (0 x 0')) = — (dx,0' x ¢’ + 0 x ¢") = — (dx,0 X ¢") = (dx,e5 X (€5 + Ke3))
=K <(e_ydx) o (z) — (e_ydy) o (z) ey X 63> =K <(€_yd.CE) e; + (e_ydy) 9,69 X €3>
=k (e7Vdx) (e1,e2 X e3) = K(x)e Ydudr = r(x)e? (e Vdx) (e Vdx)

= r(z)edw'w'.

Portanto, concluimos que as curvaturas principais sao dadas por:

I
e

a = k(x)eY e c

Temos que o Hopf invariante h relativo a (e,x) € igual a curvatura média, sendo dadas

por:

— Y
(hll hgg) _ ih12 _ I{(l’)€
2 2

As esferas de curvatura orientada em (x,y) € M relativo a es sao dadas por:

1
SEer (x " K(x)ey 63) ¢ e (es).

Note que o plano orientado passa pela origem, uma vez que (x,e3) = 0.

2.7 A Aplicacao de Gauss

Seja n um campo normal unitdrio suave ao longo da superficie imersa x : M — R3. A
aplicacao suave
n:M—S*CcR?

¢ chamada aplicagao de Gauss para x. Ela estd completamente definida a menos de
sinal em uma superficie conexa orientada. Para uma superficie nao orientada, a aplicacao
de Gauss esta bem definida apenas localmente ou deve ser vista como uma aplicacao que

cai no plano projetivo real RP?. Se (x, ey, ez, e3) é um z—referencial mével de 1 ordem
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em um aberto U C M com e3 = n, como w® = 0, segue que:
3 3 3 3 3
des = wiey + wyes + wies = wie; + whes,

pois wi = 0. Isso nos diz que (n, ey, e, e3) é um n—referencial mével de 1% ordem . A
aplicacao de Gauss nao precisa ser uma imersao. De fato, dn tem dimensao 2 se e somente
se

0# wd Aws = Kw' Aw?,

ou seja, se e somente se K # 0. A 1* forma fundamental de n (nos pontos onde K nao se
anula) é dada por
III = <d63, d€3> .

Chamamos essa aplicagao de 3* forma fundamental de z.

Teorema 62. Seja x : M — R3 uma imersio de uma superficie conexa M e suponha
que x possua um campo normal suave unitdrio globalmente definido n : M — S%. Sua
aplicagao de Gauss é conforme se e somente se a curvatura média de x € identicamente

nula em todo M ou x € totalmente umbilica.

Demonstracao. A aplicacao de Gauss ser conforme significa que o pull-back da métrica
na esfera pela aplicacdo n é um multiplo de I em M, ou seja, I1] é multiplo de I. Em
geral, temos que:

KI-2HII+ 11 =0.

De fato, abrindo a expressao acima, obtemos que:

KI—-2HII +11I = ac{dx,dz) — (a + c) (— (dx,des)) + (des, des)
=—(a+c) (w%wl + w§w2) + ac (wlwl + w2w2) + w§w§ + w§w§
= —(a+¢) (aw'w" + w’w?) + ac (w'w' + Ww?) + dPw'w + Fwiw?

=0.

Segue disso que [11 é miltiplo de I se e somente se 2H 1 é multiplo de I. Porém temos

que isso ocorre se e somente se 2H11 =0 < H = 0 ou, observando as expressoes,

I = w'w! + w?w?

2HII = (h11 + has) (hnw'w' + 2hipw'w?® + hgsw?w?)
segue que outra possibilidade é que o seguinte sistema seja satisfeito:

2h12 =0 ) (h11 + hog) h1p = A ) (h11 + hog) hog = A.
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Ou seja, temos que
0 = (h11 + hag) hiy — (hy1 + hag) haog = b3, — h3,,

supondo agora que a curvatura média é nao nula, a igualdade acima implica que o ponto
¢ umbilico. Portanto [11 é multiplo de I em M se e somente se em cada ponto de M
H = 0 ou x é umbilica. Em particular, se H = 0 em M ou se x é totalmente umbilca,
entao 11 é multiplo de I. Por outro lado, se a aplicacao de Gauss é conforme, suponha

que H nao é identicamente nula em M. Segue que o conjunto
W:={meM:H(m)#0}

é um subconjunto nao vazio de M. Segue da equivaléncia que mostramos pontualmente
que em qualquer componente conexa Wy C W de W a imersao x é totalmente umbilica.
Segue de (56) que a imersao é um subconjunto de uma esfera ou um subconjunto de
um plano. De qualquer forma suas curvaturas principais sao constantes em W,. Mas a
constante H nao pode ser nula e deve ser o mesmo valor para pontos em no fecho de
Wy em M (pois a funcdo H é continua), portanto Wy C W. Note que Wy = W,. De
fato, dado p € Wy, C W, como W é aberto em M, uma variedade diferencidvel, segue
que existe uma vizinhanca conexa U C W de p. Como U é conexo, segue da definicao de
componente conexa que U estd contido em apenas uma componente conexa de W e nao
toca em nenhuma das outras componentes. Como p € Wg, segue que existe g € Wy N U,
ou seja, U C Wy, logo p € Wy e assim Wy = Wy. Além disso, temos que W, é aberto. De
fato, dadop € Wy C W C M, como W é aberto e M é uma variedade, segue que existe
vizinhanca conexa U C W de p. Logo, por definicao de conexo, obtemos que U C Wy, e
assim W, é um aberto de M. Como W, é aberto, fechado e conexo, segue que Wy = M e

portanto z ¢é totalmente umbilica.

Vamos comparar a 3* com a 1* forma fundamental. Temos que

3 3 3 3 33, ,3 3
(des, des) = <w161 + wyes, wie; + w262> = wWiw] + whws,

ou seja, {w}, wi} é um co-referencial mével ortonormal para ITI. Além disso, pelas

equacoes estruturais:

3 _ 2 3

3 _ 1 3

Portanto, por defini¢do, concluimos que w} ¢ a forma de conexao Levi-Civita de I1] com

respeito a esse referencial mével ao longo de n = e3. Podemos alterar um pouco o ponto
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de vista da equagao de Gauss (2.7) e concluir que
dwi = w3 A w3 :I?u%/\wg

significa que a curvatura Gaussiana K de IIT é 1. Olhando novamente a equagao de
Gauss, obtemos que:
ws Awi = Kw' A w?. (2.30)

O que nos mostra que K ¢ a distorcao de area de II1I para I. Essa é uma definicao

moderna de K.

Definicao 63. A curvatura total de uma imersio x : M — R?® de uma superficie

conexa, compacta e orientada M, € definida por:

/KdA:/le/\a)Q,
M M

onde dA = w' A w? é a forma de drea induzida pela métrica em M.

Sen: M — S? é a aplicacao de Gauss para z, entdo um z—referencial mével de 1¢
ordem ((eq, ez, €3),x) em um aberto U C M é dito positivamente orientado se e3 =n
e dA =w'Aw? em U. A equacao (2.30) implica que a curvatura total de o pode ser vista
como a area da imagem da aplicacao de Gauss. De fato, lembremos de uma caracteristica
basica da integracao em variedades: Se g : M — N é um difeomorfismo entre duas

variedades conexas orientadas e se v é uma 2—forma suave em /N com suporte compacto,

/g*vzi/v,
M N

onde o sinal é positivo, se g preserva orientacao, e negativo, se g inverte orientacao.

entao:

Para usar esse resultado na aplicagao de Gauss que, geralmente, nao é um difeomorfismo,

precisamos do conceito de grau de uma aplicagao entre superficies:

Sejam M? e N? superficies conexas, compactas e orientadas e seja g : M — N
uma aplicagao suave. Um ponto y € N é um valor regular de g se g~! ({y}) ndo
contém pontos criticos, onde x € M é um ponto critico de g se a imagem de dg, tem
dimensao menor que 2. Note que se y € N nao estd na imagem de g, entao y é um valor
regular, pois ) = g~! ({y}) ndo contém pontos criticos de g. A existéncia de valor regular
segue do Teorema de Sard. Pelo teorema da funcao inversa, se y € N for um valor
regular de g, entao para z € g~ ! ({y}), existe uma vizinhanga x € U C M de x tal que
gy : U — N é um difeomorfismo sobre sua imagem. Em particular, g é injetora em U,
logo UNg™' ({y}) = {x}. Assim, g~! ({y}) é um conjunto de pontos isolados em M, que
é compacto, logo g~! ({y}) é finito. De fato, seja 6, € R tal que B (z,d,) N B (z,4,) = 0,
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r,z € g ({y}), além disso fixe € > 0 e seja

V= [xegfl({y})B (:E, 59@)} U [gceM_(gfl({y}))B (:E, 5)] .

Note que V' é aberto, pois é uma uniao de conjuntos abertos. Além disso, M C V. Como
M é compacto podemos extrair de V' uma subcobertura finita de M. Mas a subcobertura
nunca sera finita se houverem infinitos pontos isolados em M. Para um valor regular

y € N, suponha que ¢g~! ({y}) = {z1, ..., 21}, k € N*. Seja

+1 , se dg,; preserva orientagao,
€ = . . ~
-1 , se dg,. inverte orientacao,
z G

para j =1,..., k.

s

Defini¢ao 64 (Grau Local). O grau local de g em um valor reqular y € N é

deg, (9) =) ¢,
j=1
se g ({y}) # 0. Caso contrdrio, definimos deg, (g) := 0.

Vamos assumir o seguinte resultado: Para toda superficie conexa, compacta e orien-

tada M, o funcional linear definido na cohomologia de De Rham, H? (M) :

| imemran— [ = [ per

é um isomorfismo de H? (M) em R. Aqui p é uma 2—forma em M representando a classe

de cohomologia [u] . Uma consequéncia desse resultado é que se p e v sdo 2—formas suaves

[ [

entao 4 e v estdao na mesma classe de equivaléncia, ou seja, existe uma 1—forma suave «

em M tais que

em M tal que p — v = da.

Proposicao 65. Sejam M e N superficies conexas, compactas e orientadas, e seja g :

M — N uma aplicagao suave. Se v € uma 2—forma suave em N, e se y € N € um

/Mg*vzdegy (g)/NU-

Demonstra¢ao. Considere um valor regular y € N de g . Vamos fazer a demonstragao

valor reqular de g, entao:

apenas do caso em que y € Img. Supondo isso, escreva ¢! ({y}) = {z1,...,zx}, onde

k € N*. Pelos raciocinios ja discutidos acima, existe uma vizinhanca aberta e conexa
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V C N de y tal que
gt (V)=U,U...UU,

uma uniao disjunta de abertos tais que x; € U; e a restricao g; = 9o, leva U; difeomorfi-
camente em V', j = 1, ..., k. Considere uma forma volume v sobre N (existe porque N é

orientavel) e uma fungao "bump”¢ : N — R com suporte em V. Defina constantes

01:/§I/>O e CQZ/U
N N

e considere a 2—forma suave v = z—fﬁy cujo suporte estd ainda contido em V' e observe

fir=fize-3a=

Assim, v — v = da, para alguma 1—forma suave o em N. Agora, temos que

k
o Z
g v = Wj7
=1

que

onde o suporte da 2—forma suave w; em M é um subconjunto de Uj, e w; = g;v,

j=1,..,k. Como d(gj)%_ = dg.,, segue que

p— *N_ N_ N_
/Wj—/ng—Ej/’U—Ej/U—Ej/’U
U; U; \4 N N

j=1,...,k. Usando o teorema de Stokes, concluimos que:

/MQ*’U:/]wg*(77+d04):/Mg*ﬁJr/Mg*doz:/Milwﬂr/Md(g*a):il/ijJr/Md(g*a)

k

:Z/(].wj+/ d(g*a)IiIEj/NUJr/Md(g*a) e <i16j>/NU+/8Mg*a

J

= deg, (g /U+/ga
= deg, (g )/N

Como ambas as integrais da proposi¢ao acima independem do valor regular y € N de
g que foi escolhido na demonstracao, concluimos que deg, (g) independe de y, ou seja,

podemos escrever deg (g) = deg, (g), para todo valor regular de g.

Corolario 66. Sen : M — S? € a aplicacdo de Gauss de uma imersao x : M — R3

de uma superficie conexa, compacta e orientada, entao a curvatura total de x € o grau da
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aplicacao n multiplicado pela drea de S?, isto é,
/ KdA = 4mdeg (n).
M
Demonstracao. De fato, temos que:

/KdA:/ n*dA:deg(n)/dA:47rdeg(n).
M M

SQ
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Capitulo 3

Familias de superficies regulares em
RS

Neste capitulo, vamos introduzir alguns exemplos de imersoes com caracteristicas proprias,
procurando verificar os subconjuntos delas que verificam certas propriedades. Além disso,

em alguns casos, calcularemos suas curvaturas principais, média e Gaussiana.

3.1 Superficies Isoparamétricas, de Dupin e Canal

Definicao 67. Uma imersao é dita isoparamétrica se suas curvaturas principais sao
constantes. Uma curvatura satisfaz a condicao de Dupin se é constante ao longo
das linhas de curvatura. Uma imersao é canal se uma de suas curvaturas principais
satisfaz a condicao de Dupin. Uma imersao € de Dupin se ambas as curvaturas principais
satisfazem a condi¢ao de Dupin. Uma ciclida de Dupin é a imagem de uma imersao

de Dupin.

Uma pequena variacao da Proposigao (59) nos da a seguinte caracterizagao da condigao

de Dupin em termos das esferas de curvatura orientada.

Proposicao 68. Seja x : M — R® uma imersao livre de pontos umbilicos com campo
suave normal unitdrio es. Uma curvatura principal, a digamos, satisfaz a condi¢do de
Dupin se e somente se a esfera de curvatura orientada S = x + %63 tem dimensao 1 em
todo ponto de M.

Demonstragdo. Seja (e,z) : U C M — R? um z-referencial mével de 2% ordem em U
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cujo campo suave normal unitario é es. Entao

1 d 1
dS = dx +d (—63) = (w'er + wes) — —363 + —des
a a a

| 2
= (w'er + wer) — Meg + é (wier + wies)

a
1 2
= (wlel + w262) — %63 + é ((—hnwl — h12w2) e; + (—hglwl — h22w2) 62)

1 2
umbilica W™ + asw 1

= (wlel + wQeg) - €3 — — (awlel + cheg)
a? a

aq 1 a9 C 2
= 61——263—61 W+ 62——263——62 w
a a a
ay 1 a—cC a9 2
= — <—2€3> W — € + —263 w-,
a a a

2 ; . : , :
onde da = >"7 | a;w" e {w',w?} é o co-referencial mével dual de (x, e). Segue disso que a

imagem de dS tem dimensao 1 se e somente se a; é nulo em U. Note que:

égwov%me@Y@)Zaﬂvwﬁwlhﬂﬁ)+aﬂ7@DwQWT$)ZGMWQD,

para uma linha de curvatura qualquer ~, logo a; = 0 em U se e somente se a satisfaz
a condicao de Dupin em U. Logo, como em todo ponto de M existe tal vizinhanca U, a

demonstracao esta completa. m

Agora vamos introduzir alguns conceitos e resultados que nos ajudarao a obter Grupos
de Lie a partir de subdlgebras de Lie de gl(n). Comecemos com algumas definigoes

preliminares:

Definicao 69. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Seja k um natural em
{1,...,n}. Uma distribuicao D de dimensio k em M € uma func¢do que associa a cada
ponto p € M um subespago de dimensao k em T,M. A distribuicao € dita suave se cada
ponto de M possui uma vizinhanca U na qual existem campos vetoriais suaves Xy, ..., X}
que geram D (p), para todo p € U. O conjunto desses campos é chamado de referencial
local suave de D. Um campo suave definido em um aberto de M pertence a

D se X (p) € D(p), para todo ponto no dominio de X.

Definicao 70. Dizemos que uma distribuicao D satisfaz a condi¢cao de Frobenius se
[X,Y] € D para todo X,Y € D.

Definicao 71. Uma variedade integral de uma distribuicao D de dimensao k é uma

imersao injetiva f : N* — M tal que

df,T,N =D (f (p)),
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para todo p € N. Uma variedade integral é dita maximal se for conexa e nao for um

subconjunto proprio de nenhuma outra variedade integral conexa.

Observacao 72. Eriste uma maneira dual de definir distribuicoes em termos de equagoes.
Se D € uma distribuicao de dimensao k em M", entao o subespago D(p) C T,M possui
um aniquilador D*(p) C TyM, o qual € um subespago de dimensao n — k do espago
cotangente de M em p, formado pelos funcionais que se anulam em D(p). Dizemos que
uma 1—forma suave 0 definida em um aberto U de M pertence a D+ se 0 (p) € D*(p)
para todo p € U.

Definicao 73. Um co-referencial mdvel local suave para D+ € o conjunto
{(9’““,...,0”} de 1—formas suaves em um aberto U C M que geram D*(p), para todo
pel.

Podemos relacionar D e D+ da seguinte maneira;

Proposicao 74. Uma distribuicio D possui um referencial local se e somente se D+

possui um co-referencial movel local.

Demonstragao. (=) Se D possui um referencial local { X7, ..., X} em um aberto U, seja
o conjunto dos campos A := { Xy 1, ..., X,,} tal que {Xp11(p), ..., Xpn(p)} é 0 complemento
ortogonal de {X;(p), ..., Xx(p)} para todo p € U. Logo podemos construir a base dual de
(A), A* := {frs1,--., fn} onde

fz(p) (X](p>>:51,j7 Za]:k+177n

que ¢ justamente o co-referencial mével local de D+ por construcao.

(<) Para todo p € M, T,M é um espaco vetorial sobre R, que tem dimensdo 1.
Logo todo subespago A de T,M ¢ isomorfo ao seu dual A*. Portanto se D+ possui um
co-referencial mével local. segue que ha um conjunto {9’““, - 9"} de 1—formas suaves
em um aberto U C M que geram D+ (p), para todo p € U, e estdo associadas & essas
1—formas, portanto, campos suaves {Xy.1,..., X,,} em U. Basta tomar o complemento
ortogonal de {Xj41(p), ..., Xy(p)} em T,M para todo p € U que obteremos um conjunto

de campos suaves { X7, ..., X} em U sendo ele o referencial local de D por construgao.

]
Além disso, o seguinte resultado nos da as condi¢oes necessarias e suficientes para uma

imersao f: N¥ — M ser uma variedade integral:

Proposicao 75. Uma imersio injetora f : N¥ — M ¢é uma variedade integral se e

somente se f*0 = 0 para toda 1—forma suave 6 € D+.
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Demonstracao. (=) Por hipétese df,17,N =D (f (p)) para todo p € N. Segue disso que

[0 :veT,Nw—0(f(p)(dfv)€R,

para todo p € N. Porém 6 € D+, logo 6 (f (p)) s6 é diferente de zero para vetores em
Dt (p), mas df,.v € D(f (p)), logo O (f (p)) (df,-v) = 0, como p e v sdo quaisquer, segue
que f*6 = 0.

(<) Suponha que exista p € N e v € T,N tal que df,.v ¢ D(f (p)). Logo df,.v €
DL (f (p) = (Xis1(p), ..., Xu(p)), segue disso que

dfpv = a1 Xkr1(p) + ... + an X0 (p)

com a; € R,j =k +1,...,n nao todos nulos. Logo existe um g¢; na base dual canonica de
D+ (f (p)) tal que g;(f(p))(dfp-v) # 0 o que é um absurdo por hipétese. m

Podemos caracterizar, também, as condigoes necessarias e suficientes para que uma
k—distribuicao D satisfaca a condicao de Frobenius baseado em certas propriedades que

todo co-referencial mével local de D+ deve satisfazer:

Lema 76. Uma k—distribuicio suave D em M™ satisfaz a condi¢ao de Frobenius se, e
somente se, para todo co-referencial movel local {9k+1, e 9”} de D+ em U C M existem

1—formas suaves wg em U tais que

do* = > 0% Awf,
B=k+1

para todo o =k +1,...,m.

Vide pg. 74 - Frank Warner. . m

Por fim, vamos enunciar o Teorema de Frobenius: Um teorema de existéncia e uni-
cidade de subvariedades integrais maximais sob certas condi¢oes na variedade de dimensao

maior:

Teorema 77 (Teorema de Frobenius). Seja M™ uma variedade diferencidvel munida de
uma k— distribuicao suave D que satisfaz a condi¢ao de Frobenius. Entao, para cada ponto

p € M existe uma unica subvariedade integral mazimal Y C M tal que p € Y.

Vide pg. 94,95 - Frank Warner. . m

Corolario 78. Hd uma bijecao entre o conjunto dos grupos de Lie de matrizes e as

subalgebras de Lie de gl(n), para todo n € N.

O corolario acima vale, pois se GL(n) é o grupo das matrizes n X n invertiveis cuja

algebra de Lie é gl(n), segue da proposi¢ao (12) que uma subélgebra de Lie b de gl(n)
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define uma k—distribuigao suave D em GL(n). Além disso, segue diretamente da definigao
e do fato de que b é uma subdlgebra de Lie de gl(n) que b satisfaz a condi¢ao de Frobenius.
Pelo Teorema de Frobenius existe uma tnica unica subvariedade integral maximal H C
GL(n) tal que Id € H. Pode-se provar que H é um subgrupo de Lie de GL(n), e como
consequencia sua algebra de Lie é dada por h. Além disso, a subvariedade integral maximal
através de g € G é o deslocamento de H por g, que é dado pelo conjunto gH = {gh ;
he H}.

Com os resultados acima, podemos demonstrar o seguinte:

Proposigao 79 (Superficies isoparamétricas, nao umbilicas). Se x : M — R3 ¢ uma
superficie isoparamétrica conexa com campo normal unitdrio n : M — S?, cujas curva-
turas principais a e ¢ sao distintas, com |a| > |c| digamos. Entio ¢ = 0 e x(M) € um

subconjunto aberto de um cilindro circular de raio ﬁ

Demonstracao. Fazendo a mudanca n = —n, se necessario, podemos assumir que a >
0. Nao havendo pontos umbilicos, z possui um referencial mével de 2¢ ordem em uma
vizinhanca de qualquer ponto de M. Seja (e,z) : U — E4 (3) um x— referencial mével

de 2% ordem cujo e3 =n e
wy = aw' e wi = cw?.
Segue das equagoes estruturais em (2.24) que

0 = da = ayw' + asw?,

0 =dc = cw' + cw?,

pois a e ¢ sao constantes. Logo a; = ay = ¢; = ¢3 = 0. Usando novamente (2.24) obtemos:

como a # ¢, concluimos que p = ¢ = 0 e assim:

0=dp=pw' + pw?,
0=dg=qu'+gu’,

ou seja, py = ps = q1 = g2 = 0. Por fim, usando novamente (2.24), concluimos que
0=ps—q —p*—¢° =ac

Como a # 0, concluimos que ¢ = 0. Segue que os componentes do pull-back da forma de
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Maurer Cartan de E(3) sao caracterizados pelas seguintes equagoes:
p=q=0
w? =0 , wi"="0 , wy = aw' , wi =0,

onde a é uma constante positiva e {w!', w?} é um co-referencial mével ortonormal em U.
As equagoes acima definem uma distribuigao h de dimensao 2 em FE, (3), pois as tnicas

1—formas que nao sao nulas, sao

As equacoes estruturais implicam que b satisfaz a condicao de Frobenius. De fato, por

(45) segue que:

dw! = pw* Aw? =0,

dw? = qu' ANw? =0,

e pelo lema (76) vemos que a condigao de Frobenius é satisfeita. J& que as equagoes
que definem b sao dadas em termos de 1—formas invariantes a esquerda com coeficientes

constantes, segue que h é uma subélgebra de Lie de & (3),

0 0 0
0 0 —as S 0
h= o0 o |.]¢ steRS~{| 7 ) “Wl.steRr
as 0 O 0
0 as 0 O

Se H ¢é a superficie integral maximal relativa a b, através do elemento identidade de
E, (3), entdo H é um subgrupo de Lie de E (3) dado pela exponenciagao de h:

(

0 0 O
S 0 —as
H =< exp :s,teR
t 0 0 O
\ 0 as 0 O
p
1 0 0 0
_ %z’e—msafiems % (e—ias 4 eias> 0 % (_Z'e—ias + l'eias) steR
t 0 1 0 ’
\ _%e’“”—‘;e“”—? % (Z‘efias _ Z'eias) 0 % (efias + eias)
( %ief“lsafiems % (e—ias T eias) 0 % (_Z'e—ias 4 ieias)
2 t , 0 1 0 :s,teR
\ _%e‘ws—Zems—2 % (Z'e—ias _ Z'eias) 0 % (e—ias + 6ia5)
( % sin as cosas 0 —sinas
= t , 0 1 0 :s,teR
\ 1 (1 — cosas) sinas 0 cosas
a
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As outras superficies integrais de h sdo da forma gH tal que g € F(3). H4 um x—referencial
movel de 2% ordem (e,z) : M — E, (3) para o qual e; é a diregao principal relativa a
uma curvatura principal positiva e e3 = n, pois a 3% coluna da matriz de O(3) em H nos
dé a unicidade de e3 em todo M. Como M é conexa, segue que (e, z) (M) esta contido
em um dos conjuntos da forma gH, no qual é da forma (e (mg),x (my)) H, para algum
mgo € M. Assim:

2(M) = mo ((e (mo) , & (mo)) H) = (e (mo) , # (mo)) HO

cosas 0 —sinas % sin as
= (e (mg),z (my)) 0 1 0 , t 0
sinas 0 cosas (1 —cosas)
cosas 0 —sinas % sin as
= | e(my) 0 1 0 ,e(mp) t + 2 (mp) | 0
sinas 0 cosas % (1 —cosas)
L sinas
~ e (my) t + 2 (mg) = e (mp) C (a) + = (mg)

(1 — cosas)

~ (e (mo),z (mo)) C (a),

2 .
l) = a—12C R3, ja que

onde C(a) é o cilindro circular % + (z — 2

C(a) = {(1 sinas, t, E (1— Cosas)) is,t e ]R} .
a

a

3.2 Superficies de Revolucao

Exemplo 80 (Superficies de Revolucao). No semi-plano z'z® de R?® tal que x' > 0
orientado por dax' A da® > 0, considere uma curva de perfil reqular e suave, dada por
v (u) = (f(u),0,9(u)), para w em um intervalo aberto e conexo J C R, onde f >0 em
3

J. A superficie de revolugao obtida pela rotacao da curva vy em torno do eixo x> € a

sequinte 1mersao:
z: (u,cosv,sinv) € J x S' — (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)) € R®.
Seque que

dr = zydu + x,dv = (f'(u) cosv, f'(u)sinv, ¢'(u)) du + (— f(u) sinv, f(u) cosv,0) dv
= ((f"(u) cosv) du — (f(u) sinv) dv, (f'(u) sinv) du + (f(u) cosv) dv, ¢’ (u)du),
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Um x—referencial movel de 1* ordem € dado por:

{ el(”?”) = % = i (f/(u) cosv,f’(u) Sin’u,g’(u)),

= (—sinwv,cosv,0),
onde w = ¢/ (f")* + (¢)*. E o vetor normal unitdrio é dado por:

(—¢'(u) cosv, —g'(u) sinv, f'(u)).

1
63(“’7 'U) = 61(u>v) X 62(“’7 'U) -
w

Ou seja, w! € dada pela sequinte expressdo:

1
wh = (dz,e,) = <xudu + xydv, — (f' cosw, f’sin U,g’)>
w

= <l (f)? cos® v) du + (l (f')? sin? v) du + 1 (¢)? du

w w w

= Mdu = wdu.
w

Além disso, w? € dada pela sequinte expressao:

w? = (dz, e5) = (v du + z,dv, (— sinv, cos v, 0))
= — (f'sinvcosv) du+ (fsin®v) dv + (f' cosvsinv) du + (f cos®v) dv
= fdv.

Além disso, temos que
! £ ! 1 1

de, = <M (f'cosv, f'sinv, g") + — (f" cosv, f"sin U,g”)) du + — (—f'sinv, f cosv,0) dv,
w w w

des = — (cos v, sinw, 0) dv,

e portanto:

I A1 "/ I 1 /BN
W§:<d€1,€3>:A1+A2+A3:fg 2fgdu:f9 3fg
w

w

wdu = kw',

onde 0s coeficientes sao dados pelas sequintes expressoes:

A (((f/f” +4'g") f cosv+ f"cosv)du— (f sinv) dv) <—g’ cosv)
L=

w w
A, — <((f/f"+g'g”) f'sinv + f"sinv) du + (f' cosv) dv) (—g’sinv)
g =
w w
A B (((f/f// +g/g//) g/ +g//) du) (L{)
g =
w w
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Além disso, temos que

/ /

dv = g—dv = g—fdv = g—wz,
w

fw fw

g cos?v + ¢'sin®v

2
w; = (degy, e3) =

3 < ) w

onde k(u) € a curvatura da curva de perfil y. Concluimos que esse x—referencial maovel é

de 2* ordem e as curvaturas principais sao dadas por:

/

-9
=

a =K € C

A métrica induzida e a 2* forma fundamental em J x S' sao dadas por:

I = Wl + wi? = w? (du)® + 2 (dv)?,
/

g
IT = wiv' + wi? = kwlw! + —ww?

fw '
As curvas de nivel de u sao chamadas de circulos de latitude ou paralelos de lati-
tude. As curvas de nivel de v sao chamadas de meridianos (todas congruentes a curva
de perfil). Tangentes a essas curvas de nivel estao as dire¢oes principais. Essas curvas
de nivel sao, portanto, linhas de curvatura de x. As curvaturas Gaussiana e média sao

dadas, respectivamente, por:

_ng g2ty

K_fw ‘ - 2fw

Como os campos {ey, ea, e3} estio globalmente definidos nesse caso, seque que essa imersao

possut um x—referencial movel de 2* ordem globalmente definido.

Exemplo 81 (Curvas de umbilicos). Fize L > 0 e rotacione a curva z' = 5 €m

_ L _
1+(x3)
torno do eizo x3. Essa superficie é um caso particular de superficie de revolucdo, e é

parametrizada da sequinte maneira:

. L
x: (u,cosv,sinv) € R x St — ( cosv,—281nv,u) € R3,

1+ u? 1+

_L_
1+u?>

exemplo anterior, concluimos que as curvaturas principais sao dadas por:

onde a curva de perfil € dada por v (u) = ( O,u), u € R. Usando as formulas do

2L ((1 +u?) 7 —4u (1 + u2>—3) 142

(</(2UL (1+ uz)—2)2 N 1)3 € Li/(ZuL 1+ u2)72)2 N 1.

Na curva de nivel uw =0, concluimos que
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Se L = \/L? entao o circulo de latitude u = 0 € consistido inteiramente de pontos umbilicos.

De fato, nessa curva temos a = \% = /2= -L =¢. Pelo exemplo anterior, essa superficie

V2
possui um xr—referencial movel de 2% ordem suave globalmente definido.

Notemos que se a curva de perfil da superficie de revolucao estiver no comprimento

de arco, entao w = 1 e portanto:
dw' = d (wdu) = d*u = 0,
dw® = d (fdv) = f'du A dv,
ou seja, concluimos que:
wy = 0w + flw? = fluw?

Além disso, a curvatura Gaussiana tem a seguinte expressao:

I 9
_ kg B fgwgf 2 g _ f/g//g/_f//(g/)

fuw f f

Como a curva estd parametrizada pelo comprimento de arco, existe uma funcao suave
0 :J — R tal que:

f =cosf(u) = "= —sinb (u),

g =sinf (u) = ¢" = cosf (u),

e usando isso na expressao da curvatura gaussiana, concluimos que:

- (cos0) (cosB) (sinf) — (—sin @) ((sinh))” _ sinf _f_”'

7 ;T (3.1

Exemplo 82 (Pseudoesfera). Pela equagio (3.1), a superficie de revolugao, com curva
de perfil parametrizada pelo comprimento de arco, possui curvatura Gaussiana constante

igual a —1 se e somente se f (u) satisfaz a sequinte equacao diferencial:
f"=f=0
cuja solucdao geral € dada por:
f(u) = Acoshu + Bsinhu,

onde A, B € R sao constantes arbitrdrias sujeitas apenas aos requerimentos de que f > 0

e (f')> <1 em J. Sem perda de generalidade, vamos assumir que 0 € J, logo:

f(0) = Acosh0+ Bsinh 0 = A,
f'(0) = Asinh 0+ Bcosh(0 = B,
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sao as condicoes iniciais de f. A pseudoesfera ¢ a solu¢ao obtida no caso em que

A= B =1, e nesse caso, temos que:

f(u):coshu—i-sinhu:e —'—26 TR =e",

com isso, concluimos também que:
(@) =1-(f)=1-¢"

e isso nos diz que J = (—00,0], assim 0 < f < 1. Ndao hd perda de generalidade ao
assumir que g (0) = 0. Por conveniéncia, vamos assumir que g > 0 em J. Portanto,

podemos passar a raiz na equacao acima, mas tomar o sinal de menos

g =—\1- () = —VT=em,

pois a funcao g estard decrescendo em J = (—00,0] até que g (0) = 0, logo g > 0 em J.

FEssa curva de perfil € chamada de tractrixz. Notemos que

df = f'du = fdu,
dg = g'du = —\/1 = (f")’du = —\/1 = (f)*du,

logo a tractix satisfaz a sequinte equacdo diferencial:

/1 - 2
dg = —\/1— (f)’du = —#df. (3.2)

Agora vamos verificar que o segmento que liga v (u) ao ponto de encontro da reta tangente
a curva de perfil e passando por v (u), com o eiro x®,;tem comprimento igual a 1, para

todo uw € J. De fato, a reta tangente a tractiz passando por vy (u) é dada por:

ru(t) =7 () + 1 (w) = (f(u), 0, g(u)) + ¢ (f'(u), 0, ¢'(u))
(e“ +te",0,g(u) —tv1 — 62“> :

3 se e somente se

Essa reta interceptard o eixo x
e+t =0t=—1.

Logo, temos que calcular o sequinte comprimento:

17 () = ru(=D)l = Iy (u) = (v (w) =" W)l = Iy (w)|| = 1.
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Para resolver a equagao (3.2) vamos fazer a sequinte mudan¢a de varidvel:
f =sint = df = (cost) dt,

logo, seque disso que:

oo J e R

g = cost)dt
sint
t
= —/C?S dt = —cost + In |esct + cot t| + C.
sint
Como ||y (u) —r.(=1)|| = 1, concluimos que g = 0, se e somente se f = 1. Tomando

t =m/2, seque que f =sinw/2 =1, logo:

0=g(m/2) = —cos(m/2) + In |esc(n/2) + cot(n/2)| + C
=Inl14+C=C,

ou seja, temos a expressao para a funcao g, que ¢ dada por:
g (u) = —cosu+ In|cscu + cot ul .
Ou seja, a pseudoesfera € parametrizada pela aplicacio x : (—00,0] x St — R3, onde
x (u,v) = (e“cosv,e*sinv, — cosu + In [cscu + cot ul) .

Uma imersao = : M? — R3 que, na métrica induzida, possui curvatura Gaussiana

constante igual a —1 é chamada de imersao pseudoesférica.

Pode-se demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 83 (Delaunay). As superficies de revolu¢io completas imersas em R3 com
curvatura média constante sao todas obtidas pela rotacao da "roleta”de uma conica, que
¢ o traco de um foco de uma se¢ao conica enquanto ela rola sem deslizar ao longo de uma

de suas linhas tangentes.

3.3 Novas Imersoes

Dada uma imersao x : M? — R? cuja imagem estd contida em um aberto V' C R3, e dado
um difeomorfismo F : V' — F(V) C R?, obtemos uma nova imersdao 7 = Fox : M? — R3.
De fato,

di, = d(Fox),=dFyg) o dzy,
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que é uma composigao de aplicagoes injetivas. Portanto d¥, é injetiva, para todo p € M?.

Com algumas excecoes, a geometria de T nao sera bem relacionada com a de z. Uma

excecao é quando F é uma isometria de R3, nesse caso a geometria de T é a mesma de

x a menos de orientacao, pois F' pode ser uma isometria que inverte orientacao. Outra

excecao importante é quando F' é a inversao em uma esfera:

Exemplo 84 (Inversdo). A inversdo na esfera unitiria S* é a sequinte aplicagdo:

Primeiramente observemos que:

(fof)(x):f(

T

fﬁl‘eR:s\{O}—)WeRs.
xr
v\ _ mE oz e
2) | P (e a)?

|z

=z = Id(x).

Ou seja, F = F~ L. Jd que F € suave, concluimos que F é um difeomorfismo. Sua
diferencial em um ponto x € R*\{0} € dada por:
dx x,dx
dF, = — 2< ’ >x
Bk |=[*
Em termos matriciais, se p = (x,y, z), entdo:
224y 422222 —2xzy —2x2 —a24y2 422 —2zy —2x2
(224y2+22)° (z2+y2+22)° (z24y2+22)* (z2492+22)°  (22+y2+22)°  (a2+y2+22)°
dJ,—_- o —2xy 24y 422 —2y> —2yz o —2xy a2 —y2 422 —2yz
P @+y2+22)"  (@PyP+22)? (@Py?4a?) T @) @) (@2 24e?)?
—2x2 —2yz 2 +y?+22-222 —2zz —2yz z24y%—2?
(@+y2+22)°  (@24y2422)° (a2 4yP4e?)’ (@2+y?+22)7  (a24y2+22)7 (a2 +y2+22)
Entao
dx (dr,,x)y dx (dz,, x)
dF,, dF,) = PPy B _ oA BTy
(WP = (o~ 2 e 1 =2
2
(dzyp, dzp) _ 4 (dwy, ) (z, dzp) +4<dxp7£€> |22
|z[* | z[° | z[®
2 2
_ <dxp>dmp> B 4<d$p7m> +4<dxp,x>
|=[* |z]° | z[®
1
= W (dxy, dxy)

logo F é um difeomorfismo conforme.

1

comprimentos por FER

Assim, F preserva angulos e multiplica os

Exemplo 85 (Inversao de uma superficie). Suponha que uma imersao x : M? — R3 nao
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toque a origem em nenhum ponto. Portanto temos a nova imersao

Se ((e1,e2,e3),x) € um x—referencial movel em um aberto U C M, defina

7x2+y2+z2 —2xy —2xz )
22 +y2+22 24y%+22 221y’ +22 €1
o 2 — —2zy 2 —y2 422 —2yz
€; ‘= |x(p)| dfx(p)ez - 22 1y2+22 221y2 22 224y’+z? €i,2
—2xz —2yz 22 4y2—22 e
22 +y2 22 224y2+22  p24y2tz2 4,3
$2€¢,1*y2€i 1—22e;, 1+2xye; o+2x2e; 3
x2+y2+22
— CC261 2 y €4, 2+z2€z 2 2Iye7, 1— 29261 3
$2+y2+22
z? €, 3+y> €j,3— 2261 3—2xze;1—2yze; 2
2 4y? 422
€i1 xr
_ 9 <($7 Y, Z) ) (€i,1, €2, 6i,3)>
92T 22 + y? + 22
€i,3 z
(z(p), e:)
=e; — 2-———=1(p),
|z(p)]

para i =1,2,3 ep € M. Entio (Z, (e, ez, €3)) € um T—referencial movel de 1* ordem em

U. De fato, temos que:

s dr e YR wet (S wenr) 1 3 e _22 i{ein 7)

2t T 2P [t =P & |ftf|2

P
1
]
2

=: foé?,
=1

dondo vemos que @3 =0 e @' = 2z, i=1,2. Portanto

w! w?

1 1 2
A A = A 0.
S P e

Além disso, temos que:

des =d (63 — 2<e|i;|2x) x> = des — 2d <<€3’x>m)
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Usando que :

J <<63,[E>> _ (deg,x)  2{(dz,x) <63,Z)3>.

]2 N ]t

E portanto, concluimos que:

2
5 = — (e, &) = <Zw§ei 24 (<€|fc’|§>

<= (St 2 (a($2 ) o) - (25 S ) - (-t
_‘<‘2d(<ii’\§>)x"2<T§|f>‘”>‘<‘ Tt L2l >

, €3, T
i < 35 > i
+2
T
para i = 1,2. Se as fungdes a e ¢ sao as curvaturas principais de x e se (x,e) € um

x—referencial mével de 2* ordem com wi = aw' e w3 = cw?, entdo seque que:

w% - (,d3 + 2<T3i2>w - <CL + 2<T3|’2> wl = ((lll’|2 + 2 <€37l’>)&1,
w0 =wi+ 2<T3|’2>w = < + 2<T3|’2> w? = (c|z]® + 2 (e3, x)) &%

Portanto (e,T) € um T—referencial movel de 2% ordem e as curvaturas principais da

imersao T sao dadas por:
a = (alz’ + 2 {e;, x)) e = (clz]*+2es,2)).

E T possui as mesmas linhas de curvatura de x. De fato, se v : (—e,e) — M (tal que
x o7y esteja parametrizada pelo comprimento de arco) € uma linha de curvatura de x (de

a, digamos), entdo seque que:
er(v) =dvy' =w' (Y)er (v) +w’ () e2 (1),
ou seja, temos que w' (v') =1 e w? (7/) =0, logo
- - e3,T 0
@ () = (ale 0P + 2ea w0 1) 3 (1) = (a+ 25222 )t () =,

& (1) = (el orf* +2{es,x07)) T2 (7) = (c+ 2Q) W () =0,

e portanto &' (v') = 1 e &* (') = 0. Logo dz.7' = &' (v') €1 (7) +@* (¥) €2 (7) = €1 (7).
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De forma andloga demonstramos o caso em que v € linha de curvatura de ¢ e também os
casos que o conjunto das linhas de curvatura de x estdo contidas no conjunto das linhas
de curvatura de x. Também seque dessas formulas que m € M é ponto umbilico de x se e
somente se € ponto umbilico de T, desde que m esteja no fecho do conjunto dos pontos nao
umbilicos de x. Todo ponto do complementar desse fecho estd contido em um aberto de
pontos umbilicos de x, no qual existe um x—referencial movel de 2* ordem e a afirmagao

permanece verdadeira para este caso.

Se x ¢ uma tmersao canal com a constante ao longo das linhas de curvatura da

forma w? = 0. Seque que 0 = da = ayw! + ayw? = a1w', ou seja, a; = 0 no dominio de

um x—referencial movel de 2* ordem (z,e), e assim:

da = d (a|z|*) + 2d (e3, z) = |z|*da + 2a (dz, ) + 2 (des, x) + 2 (e3, dz)
= ay|7|*w? + 2a (dv, x) + 2 (des, ) + 2 (e3, dx) = ag|z|*w?® + 2a {dz, z) + 2 (des, z)
= ap|z|*w® + 2a (dz, z) + 2 (—wse; — wies, 1) = az|z|*w” + 2a (dz, z) + 2 (—aw'e; — cw’es, x)
= ap|z|*w® + 2a (w'e; + wes, 1) — 2aw’ (e1, ) — 2¢ (ea, 1) W

= (az]z]* + 2 (a — ¢) (e, 7)) w*,

ou seja, concluimos que a; = 0. Logo T € também uma imersao canal. Pela mesma

razdao, se x € de Dupin entdo T também €. Além disso, temos que inversoes de superficies
1soparamétricas nao umbilicas podem nao ser isoparamétricas: Se a # ¢ sao constantes
entdo @ e ¢ sao constantes apenas se |x|* for constante, o que ndo € possivel se x é nao

umbilica.

Exemplo 86. O cilindro circular de raio R > 0
z: (coss,sins, t) € S' x R — (Rcoss, Rsins, t) R?,

€ 1soparamétrico e suas curvaturas principais relativas ao campo normal unitdrio xs X

sao dadas por a = 1/R e ¢ = 0. O eixo do cilindro passa pela origem. Sua inversao €

T (5.1) Rcoss Rsins t
— | S =
|z|2 R+ t2" R2 4+t R2+12)’

que € uma superficie de revolugao, cuja curva de perfil € dada por

R t
) = (R2 e +t2) ’

que € justamente uma circunferéncia de raio 1/R cujo centro é o ponto (1,0,0).

dada por:
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3.4 Transformacoes paralelas

Seja x : M — R? uma imersao com um campo suave normal unitdrio n. Para toda
constante r € R, a transformacgao paralela por r dessa imersao orientada, é dada pela
seguinte aplicagao:

T=x+4+rn: M — R
Em geral, transformacoes paralelas nao provém de composicoes de difeomorfismos de R?
com .
Vamos comegar verificando as condi¢oes para que T seja uma imersao. Se (e,z) é um

x—referencial mével de 1¢ ordem em U C M, com e3 = n em U, entao:
2 2
dz = d(z + rez) = dz + rdes = E w'e; +r E wie;
i1 =1
1 3 2 3 ~1 ~9
= (w +rw1) e + (w +Tw2) €y =W €] +w’es,
ou seja, W' = w! +rw? e ©? = w? + rwi.. Além disso, Z é uma imersao se e somente se

0#£ 0" AD* = (W +71w)) A (W +7w)) =w' Aw? + rw' Aw) + 1w Aw® + 1r7w] A w)

:wl/\w2—r(w1/\w§+w§/\w2)+7’2w§/\w§

2 2 2 2
=w AW =7 <w1 A (Z hgiwi) + <Z huwi> A w2> + 72 (Z hliwi> A (Z hgiwi>
i=1 i=1 i=1 i=1

= CL)I VAN w2 - T (hggwl VAN w2 + huwl A w2) + 7“2 (hnhgg - h12h21> wl N w2
= (1 — T (hll + hgg) —|— 7‘2 (hlthQ — h12h21)) wl A\ w2
= (1 — 2H7"+r2K) wh A W?

Logo r nao pode ser raiz da equacao 72K — 2Hr +1 = 0. As raizes sao dadas por:

para + ou —, respectivamente. Esses sdo os raios de curvatura de z. Assuma que r
nao é um raio de curvatura de z, logo a transformacao paralela = é de fato uma imersao.

Entao (e, ) é um r—referencial mével com co-referencial mével ortonormal dado por:

1 3

ot = w' + ru? : 0 =W+ rws. (3.3)
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Sua métrica induzida

[ = (dF,d7) = 5'@" + 0°0° = (w' 4+ rw}) (W' +rwf) + (0 + 1w (W + rw))
= w'w! + 2rwiw' + rfwie? + w’w? + 2rwiw?® + rlwiws
= (w'w' + w'w?) — 2r (wiw' + wiw?) 4+ r? (Wiw] + wiw})

=T —2rII + 72111,

onde 1] = (des,de3) = wiw} + wiwi é a 3" forma fundamental de z. Como dez =

wiey + wiey é 0 mesmo para ambos os referenciais, entao concluimos que

~1_ 1 ~1_ 1
Wz = Wy ) W3 = Wy

Segue de (3.3) que:

ou seja, temos que

Em termos matriciais, se S = (h;;) e S = <hij) entao a seguinte equacgao é satisfeita:
S=S(-rS).

Portanto, podemos encontrar a expressao da matriz S desde que det (I —rS) # 0, o que

1

: 1~ o S -1
equivale & 7~! nao ser uma curvatura principal de z. Nesse caso, S = S (I —rS)™ ", logo

as curvaturas principais de T, a e ¢, sao solucoes da seguinte equacao:
0 = det <§ . tl) = det (S(I—rS) " —tI) = det (S —t (I —rS)) (I — rS)™")

= det ((S+rtS —tI) (I —rS)™") = det ((S B I) (L) (T - TS)_1>

= det ((1 —78) " (1 4 rt) (S -3 Jf Tt[)) .

Se a e ¢ sao as curvaturas principais de x, fazendo t; =

t
(1+7t)

a
1—ra

ety = <. o termo do lado
1—rc?

direito se anula, ou seja, concluimos que as curvaturas principais de x sao dadas por:

- a - c
a= e c= .
1—ra 1—rc

(3.4)
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Em particular, um ponto m € M é umbilico para a superficie paralela * = = + res se e

somente se é umbilico para . Um x—referencial mével (e, z) é de 2* ordem se e somente

se (e,T) é um T—referencial mével de 2% ordem. De fato, suponha que wj = aw®, logo:

o' =w' —raw' = (1 —ra)wt,

ou seja,
a
@t

Wy = wy = aw' =
1—ra

1 1 1

Além disso, suponha que @3 = aw' = a (W' — rwi), logo:

ou seja,
1 a 1

(1"‘7"5)@% :awl :>CU3 = mw

De forma andloga, provamos a equivaléncia w? = cw? < ©F = cw?. As curvaturas média

e Gaussiana de z e T sao relacionadas da seguinte maneira:

~ 1 _ 1 a c 1 fa(l—=rc)+c(l—ra)
H:— — — —_— —
2(@-1—5) 2(1—ra+1—rc> 2( (1 —ra)(l—rc)
_1 a-+c—2rca B H—-rK
S 2acr?—cr—ar+1  Kr2—2Hr+1’
~ ac K
K =ac=

(1—ra)(1—rc) Kr?—2Hr+1

As expressoes em (3.4) nos mostram que as imersoes paralelas de imersoes isoparamétricas
(respectivamente, Dupin ou canal) ainda sao imersoes isoparamétricas (respectivamente,

Dupin ou canal).

Definigao 87 (Ponto focal). Um ponto y € R® é um ponto focal de x se y = T(m) =
x(m) + rez (m), para algum m € M e algum r € R para o qual dz,, € singular. A
multiplicidade do ponto focal é a dimensdo do kernel de dz,,. O conjunto de todos o0s

pontos focais de x é chamado de locus focal de x.

Teorema 88 (Bonnet). Seja  : M — R? uma imersio com curvatura média constante
H = %€ 2 0 relativa ao campo normal unitdrio eg. Considere a superficie paralela T =

T+ res:

1. Ser = ﬁ, entao T tem curvatura Gaussiana constante K = 4H?;

2. Ser= entdo T tem curvatura média constante H = —H;

1
R
3. Se x € uma superficie paralela de x, entdo x € uma superficie paralela de x. Con-

sequentemente, podemos reformular os resultados acima da sequinte maneira: Se
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x posswi curvatura Gaussiana constante positiva K, entdo ¥ = x + \/—%63 POSSUL

curvatura média constante H = — (:t“—f) .
Demonstracao. Se r = ﬁ, segue que:
~ K K K 9
K= 1™ 12 1 - e A
r rl K (3p) —2Hsp +1 0 K (35)
Ser = %, segue que:
' H-rK H— (&) K _H2I;K_H21;K_ i
KT2—2HT—|—1 K(%)2—2H%+1 K;Ig-IZ K;Ig[2 .

Além disso, se x possui curvatura Gaussiana constante positiva K e se r = \/L?, segue

que:
1
G H-rK _ H—<¢—E>K VK
C Kr2—2Hr+1 1) ] (L)
K(\/—E) —(\/—E>2H+1 —2 () H+2
_H-VK _ VK
2(VE-H) 2
T VK
Por fim, se r = —\/—%, entao concluimos que:
1
g H-rK H_(_\/_F>K _H+\/_
 Kr2—2Hr+1 )2 ] B +2
K(—\/—F> —(—ﬁ 2H+1 Vi
_H+VE _VE
©2(HHVE) 2
T VK
[ ]

No caso em que x possui uma curvatura média constante, a curvatura média H sera
uma curvatura principal de x se e somente se o ponto em questao for umbilico, enquanto
que 2H serd uma curvatura principal se e somente se o ponto é parabdlico, ou seja,
0 = a < ¢. No caso em que z possui curvatura Gaussiana constante positiva K, segue que
VK é uma curvatura principal em algum ponto se e somente se esse ponto for umbilico,

enquanto que —v K nunca é uma curvatura principal.

3.5 Tubos

Seja f : J — R3 uma curva suave parametrizada pelo comprimento de arco imersa

em R? onde J C R é um intervalo conexo. Seja {T = f', N, B} seu referencial mével
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de Frenet. Vamos assumir que a curvatura (s) é positiva em todo J, logo o referencial
movel de Frenet esta bem definido e é suave em todo J. As equagoes de Ferret-Frenet
sao dadas por:

{f'=T : T' = kN , N =—-kT+71B : B' = —7N,

onde a fungao suave 7 : J — R é a torgao da curva. Seja r uma constante positiva e

defina o tubo sobre f pela seguinte parametrizagao:
x:(s,t) € J xR —f(s) 4+ 7 (N(s)cost + B(s)sint) € R,
Segue disso que:

xs=f" 4+ N'rcost + rB'sint = (1 —rrcost) T + r7 ((—sint) N + (cost) B),
xy =r(—Nsint + Bcost).

Logo, concluimos que:

Ty X 1y = — (1 = rrcost) (rsint) B — (1 — recost) (rcost) N — (r’rsintcost) T + (r*r costsint) T

= —r (1l —rkcost) ((sint) B + (cost) N).

Vamos assumir que r < %, logo 1 — rkcost > 0 e z serd, de fato uma imersao. Um

r—referencial mével de 1* ordem (x, e) é definido como

es = —(sint) B — (cost) N,

61::T: Ts — TIy ’
1 —rkcost
1
ey:=e3 X e =—(sint) BxT — (cost) N x T = —(sint) N + (cost) B = —ux;.

r

Entao, temos a seguinte igualdade:

Tsg — T

s = (1 —rrcost) ( ) + 72, = (1 — recost) ey + rres,

1 —rkcost

Ty = res.
Logo as curvas coordenadas sao ortogonais se e somente se
0 = (x5, ) =77
se e somente se 7 = 0, se e somente se a curva é plana. Notemos que:

dx = xsds + x.dt,



110 3. Familias de superficies regulares em R?

logo o co-referencial mével ortonormal associado a essa imersao é dado por:

wh = (dr,e)) = (xyds + zydt, e1) = (((1 — recost) ey + r7ey) ds + reqdt, eq)

(1 — rkcost)ds,
w? = (dx, e5) = (v4ds + xydt, e3) = (((1 — TR cost) ey + r7ey) ds + reydt, es)
= r7ds + rdt,

portanto, a forma de area é dada por:
w' Aw? = (1 —rkcost)ds A (rrds + rdt) = r (1 — rkcost) ds A dt,

e a orientacao induzida em M = J X R é a mesma de ds A dt. Se f possui comprimento

finito igual & L, entao a drea de x(M) é dada por:

/ whAW? = / r(1—rrcost)ds Adt ="
z(M) Jx[0,27]

2m L
/ / r (1 —rkcost)ds Ndt =2nrL,
o Jo

uma versao do teorema de Pappus. Mais ainda, usando que e;(s,t) = T'(s), para todo

(s,t) € J x R, segue que:

wy = (dey, e3) = (T'ds, — (sint) B — (cost) N)

— t

= — (kNds, (sint) B + (cost) N) = —k (cost)ds = % !

w3 = (dey, e3) = ((—N'sint + B’ cost)ds + (—N(s) cost — B(s)sint)dt, — (sint) B — (cost) N)
= ((dsksint) T + (—dt cost — dsT cost) N + (—dtsint — dstsint) B, — (sint) B — (cost) N)
= — (sint) (— (dt)sint — (ds) Tsint) — (cost) (— (dt) cost — (ds) T cost)

1
= dt + 7ds = —w>.
r

Ou seja, concluimos que as curvaturas principais da imersao sao dadas por:

—k (cost) 1
a=-—" e c=—. (3.5)

(1 —rrcost) r
Vemos que essa imersao nao possui pontos umbilicos. A curvatura principal ¢ é constante
ao longo de M, portanto x é uma imersao canal. Se f é uma curva simples, fechada e
analitica, entao o tubo é uma imersao compacta, analitica e canal. Segue diretamente das

expressoes de w! e w? que as linhas de curvatura de ¢ sao as curvas coordenadas s = s,

onde sy € J é uma constante. Além disso, pelas expressoes de w3 e de w3, as linhas de
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curvatura de a sao as curvas integrais de
0=w?=r(rds+dt) = 7ds + dt.

Em geral, o locus focal associado a curvatura principal ¢ do tubo sobre a curva f é

justamente x + %63, que ¢é justamente a curva f.

3.6 Esferas de Curvatura ao longo de Imersoes Canal

Seja x : M — R? uma imersao canal para a qual a curvatura principal a é constante ao
longo de suas linhas de curvatura conexas. Nesta secao queremos provar que as esferas de
curvatura relativas a a sao constantes ao longo das linhas de curvatura de a, e essas linhas
de curvatura sao justamente a intersegao da esfera de curvatura com z (M) . Mais ainda,
x aplicado a essas linhas de curvatura sao segmentos de reta ou arcos de circunferéncia.
Em particular, elas sao curvas planas. Esses casos sao facilmente percebidos no caso do

toro circular de revolugao, do cilindro circular e do cone circular.

Lema 89. Se uma aplicacio suave f : M?* —s N™ € tal que a dimensdo da imagem de df,,
é 1, para todo p € M, entao todo conjunto de nivel conexo de f é uma curva mergulhada
v:J CR—M para a qual existe um vetor nao nulo v € T,N, onde ¢ = f(v(s)), para
todo s € J, tal que

df(s) TysyM = {(v) C TyN.

Demonstracao. Segue diretamente do teorema do "rank”que existem cartas (¢, U) em

uma vizinhanca de p e (¢, V) em uma vizinhanca de f(p) tais que:
d=1ofopt:UcCR*—VCR", O(x,y) = (,0,...,0).

Segue disso que se (4,0, ...,0) = ¥(f(p)), entao @~ ({(4,0,...,0)}) = {(j, k), onde k ¢ tal
que (j, k) € V'}, ou seja, esse conjunto é um segmento de reta (vertical, digamos), como ¢
é difeomorfismo, entdao ¢! leva curva suave em curva suave, logo 1o ®~! ({(4,0,...,0)})

é uma curva suave em M. m

Proposicao 90. Seja v : M — R3 uma imersio com campo normal unitdrio suave
n: M — S* C R?® e com curvaturas principais distintas em cada ponto de M. Seja
v :J — M uma linha de curvatura conexa para a curvatura principal a, onde J C R
é conexo e contém o 0. Entao a é constante ao longo de J se e somente se sua esfera
de curvatura é constante ao longo de x o~y (J). Se a curvatura principal a for constante
ao longo de cada uma de suas linhas de curvatura conexas, entao x leva essas linhas de

curvatura em circunferéncias ou retas em R3.
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Demonstragao. Seja (e,x) : U — E(3) um z—referencial mével de 2% ordem em uma

vizinhanga U contendo v (J), tal que

e1(v(s)) = (zo7) (s),

para todo s € J e e3 =n em U. Temos que:

e1(7(s)) = (o) (s) =dz. (7' (s)) =w' (v (5)) ex (7 (5)) + w? (7' (5)) e2 (7 (5))  (3.6)
=w (Y (s) =1ew? (¥ (s) =0.

e portanto:

(z07)" (s) =dery (s) = wy (7 (5)) €2 (7 (s)) + w3 (7 () €3 (7 ()
= (pw' (7 (5)) + aw® (7' (5))) €2 (7 (5)) + aw' (7' () €3 (7 (s))
= pea (7(s)) +aes (v (s)) .

Suponhamos que a nunca se anula em U e consideremos o mapa focal
3 1 1
f:U—R", f=x+-n=1x+ —es,
a a

cuja derivada é, pelas equagoes estruturais, dada por:

da 1 awt + asw? 1
df = do — —es+ —des = w'ey + weg — —————e3 + — (wieg + wiey (3.7)
2 2 1 2
a a a a
1 2 o, 2
1 9 a1 W + aow aw e} — cwey
=we +we — es
a? a

aq CEo a9
= ——2€3w1 — <— — €9 + —263 w2,
a a a

onde da = aw' + asw? em U. Entao f (v (s)) =z (v (s)) + 2e3 (v (s)) ¢ o centro da esfera

de curvatura de x (v (s)) . Pela expressiao anterior e pelo fato de que w? (7' (s)) = 0, segue

que

o) = df () = )y 1o (el az (7) 2 (o

(Fo1) =dr () = =D ea (it () = (L2205 + B0y ) ) 2 )
__611(7)6 _ 1 ,e o
-t = (7)o

pois, em todo J temos que:

(o) =da(y)=ar(y)w' (V) +az(v)w? () =a1 (7).

Assim, os centros f (7 (s)), das esferas de curvatura ao longo de v sdo constantes se e

somente se seus raios m sdo constantes (se e somente se a é constante ao longo de )
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. Mas as esferas de curvatura ao longo de 7 sao constantes se e somente se os centros e

oS raios sao constantes.

Em um ponto m € M onde a(m) = 0, a esfera de curvatura em z (m) é o plano

tangente
{y €R: (y,n(m)) = (x(m),n(m))} .

Se a (7 (s)) =0, para todo s € J, entao

(e307)"(s) = des (7' (s)) = wi (7' (s)

para todo s € J, entao e3 oy é constante em J, logo os planos tangentes ao longo de z o~y
sdo todos paralelos. Como v é conexa, segue que os planos devem ser os mesmos (aqui

estamos usando a continuidade da aplicagao p € M — Tx(p)]R?’ C TR3).

Agora provemos que se v : J — M é uma linha de curvatura conexa de a e se ao~y é
constante em J, entao x oy (J) = 2 (M) NS, onde S ¢é necessariamente esfera (ou plano)
de curvatura constante ao longo de x o . Se a oy é uma constante nao nula, entao a
curva x o v mora dentro de uma esfera. De fato, vamos descrever a fungao que descreve
a o centro da esfera osculadora de z o y(s) com relagao a curvatura principal a (y(s)) e

vamos provar que essa funcao é constante. Seja:

1
P(s) =z o~(s)+ e e3 0 y(s).
Segue que:
P(s) = o/ (s) 4 e (5) = 107(8) + s (Y(5)) 1 09(5) 5 (3/(5)) e2 01(3)
= e109(8) + 5 (~h ((s)) €1 07(9) = 3 (7 (9) 2 03()
= c107(s) + — 17(8) (—aoy(s)! (Y(s)) e1 07(s) — coy(s)w? (7/(s)) €2 0 7(s))
= 6109(9) + = (=ao(s)er 05()

=0.

Uma curva esférica é uma circunferéncia se e somente se é uma curva planar. Segue de
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onde usamos que 0 = (a o) = a; oy em J e, pelas equacdes estruturais, a; = (a — c) p.

Temos que (z 07)" e (x07)" sdo ambos ortogonais & (aey — pes) (7). De fato,

((z07), (aey — pes) (7)) = (e1 07, (aea — pes) (7)) =0,
<(:c o), (aey — pes) (v > ((pes + ae3) (), (aes — pes) (7)) = pa — ap = 0.

Logo x o~y é uma curva planar se e somente se os vetores (aes — pes) (v (s)) forem todos
paralelos, para todo s € J. Sem outras suposi¢oes sobre a curvatura principal a, esses
vetores nao sao paralelos, em geral. Assuma agora que a nunca se anula e que é constante

ao longo de suas linhas de curvatura conexas. Entao

0=d(aoy)=da(y) = (a107)w' (v)+ (az0y)w?(7) = a1 07,

como podemos preencher todo U com as linhas de curvaturas, segue que a; = 0 em U,

segue disso que:

= () ) o0) = (1) 520 )

é tal que a dimensao de sua imagem é 1 em M. Usando a notacao acima para uma linha
de curvatura conexa v : J — M, para a curvatura principal a e para um z—referencial
movel de 2% ordem (e, x) : U — E(3), onde v (J) C U. Entéo segue de (3.6) que

atromy =aroy == (((E-1) e+ “2a) )0 -0

ou seja, f(v(J)) = yo € R® é um tnico ponto. E, pelo lema anterior, existe um vetor
unitdrio v € R3 tal que:
dfy(s) (TysyM) = R,

para todo s € J. Entdo os vetores (aey — pes) (7 (s)) ndo todos multiplos nao nulos de
v, e portanto a curva x o y(J) estd em um plano ortogonal & v. Sendo também uma

curva na esfera de curvatura ao longo de 7 (J), essa curva é, obrigatoriamente, um arco
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de circunferéncia.

Temos ainda que considerar o caso em que a é constante em suas linhas de curvatura
conexas e se anula em alguns pontos de M. Esse caso requer uma demonstragao diferente.
Vamos completar a demonstracao sob uma suposicao adicionada que a nao se anula em um
aberto M’ denso em M. Toda linha de curvatura conexa de a em M’ é, obrigatoriamente,
levada por x em um arco de circunferéncia pelo argumento anterior. Note que z oy é

parametrizada pelo comprimento de arco. De fato,

l@o )| =llex ol = 1.
Portanto, £ = H<x °© ’Y)lIH e a seguinte relacao é satisfeita:

2 2
k2= [[(zon)'||" = Ip(e207) +ales o) = p* +a,
ou seja, p®+a? é constante em J, como a j4 era constante, concluimos que po~y é constante

ao longo de J. Ou seja,

0=d(poy)=dp(¥)=pi (Nw" () +p2(7)w* (V)
=p1 (7).

Como v é uma linha de curvatura arbitraria em M’, segue que p; = 0 em M’, como M’ é
denso em M e p; é continua, segue que p; = 0 em todo M. Logo d(po ) =0 em todo M
e isso implica que p o 7y é constante, para toda linha de curvatura conexa de a em M. Se
a =0 em todo v (J), entdo x oy estd em um plano ortogonal ao campo constante ez o 7y

e sua curvatura ¢ dada por:

(o) | =lp(Mea(v) +a()es(NI =lp)ea (] = ().

que é constante. Logo a curva é um arco de circunferéncia, se p # 0, ou um segmento de

reta, se p=0. m

Como consequencia disso, se a é uma curvatura principal constante ao longo de suas

2 = p>’+a® # 0, ou seja,

linhas de curvatura conexas e se p*>+a? # 0, entao concluimos que x

as linhas de curvatura conexas v : J — M sao tais que x oy sao arcos de circunferéncia
~ . ’ . . !, e, s .

que estao justamente na esfera de curvatura. Além disso, vimos que (z o+) ¢é unitdrio,

logo (zo07)" L (zov)". Assim, o centro do arco (z o+) (s) é dado por:
1 (z07)"(s) 1 pez + aes
C(s)=(rovy)(s)+— = (zo7)(s s
<><vm+mew}<ww%W”WWMJm»

— o o)+ (225 (09

p2+a2
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onde o raio da esfera de curvatura (e portanto o raio do arco x o) é
1

RV R

3.7 Elastica

s

Definigao 91. Uma curva eldstica ivre em uma superficie Riemanniana (M? 1) ¢é

uma imersao suave que minimiza o sequinte funcional:

sobre todas as imersoes v : St — M em uma classe de homotopia livre. Aqui, k € a

curvatura de v e s € o parametro de comprimento de arco de .
Notemos que, no espago euclidiano, uma circunferéncia o de raio R > 0 tem curvatura
k = +1/R, e sua parametrizacao é dada por:

t =5 (Rcost, Rsint),

logo:

27 1 27 1 1 2T
. 2 _ / _ _
F (o) ._/Umzs_/o ﬁna(t)ndt_/o ﬁRdt_}—%/o dt

27
7
Vemos que nao ha uma circunferéncia ¢ que minimize F. Surpreendentemente, essa con-

clusao nao se repete no plano hiperbélico:

Exemplo 92 (Circunferéncias no disco de Poincaré). O disco unitdrio D* := {(x,y) €

R?: 22 +y? < 1} com a métrica Riemanniana

4 (dz?* + dy?)
(1—a2—y2)*

¢ o disco de Poincaré, um modelo do plano hiperbolico. Orientado por dx A dy > 0.

Para todo /ingulo 0 € R, a curva radial
7 R — D?, 7% (s) = (tanh %) (cos@,sinb),

é a geodésica que parte do ponto ~? (0) = 0 com vetor velocidade dado por

S

, Leosh? s — Lginh? s
(”y‘g) (0) = (2 il B i 2) (cosf,sinf) = % (L) (cosf,sinf) = %(cos 6,sin0) .
[s=0 |s=0

cosh? % cosh? %
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De fato, temos que:

1)

) (69
) (+8)

2
()" + T8 (()') + 2012 () (48) + T,
2
) () + 132 ((:9)")

2
(1) 413, ((3)') + 232 (+f

1. loginh L
tanhzs cosh2$smhzs

1 9 cosh? §
2 (COS ) (cosh4 %s) (tanh %s—l) gtanh %s—l—l) 0
- 1/ tanh%s—cosh %s sinh 55(2081% - 0 ’
—5 (sin6) 2

(cosh4 %s) (tanh %s—l) (tanh %s—i—l)

Se firarmos r > 0, entdo a circunferéncia hiperbolica de raio hiperbolico r e centro 0 €
dada por:

C=1{(r):0cR}cCD?

que € a circunferéncia euclidiana centrada em 0 e com raio tanh 3. A circunferéncia C' ¢é

parametrizada pelo mergulho

o:S'=R/2r — D? o(t) = ((tanh g) cost, <tanh g) sint) ,

cujo comprimento de arco é dado por:

)= /ot H<U)/ (T)H dr = /Ot H <tanh g) (—sinT, COST)H dr
— /t 2\/(tanh %)2 (—sinT)® + (tanh 5)2 (cos 7)2

1— (tanh %)2 cos? T — (tanh 5)2 sin® 7

dr

* 2tanhj 2tanh % )
= s—dT = =—1 = (sinhr)t,
0 1—tanh§ l—tanhi
e cuja curvatura geodésica é dada por
h
k=1(N,Vyo')= CBIT _ cothr.
sinh r
A integral
2 2 2 2 2 12
coshr ) cosh” r cosh” r 1+ sinh”r
/HQCZS = / - sinh rdt = / - dt = 27— =2r—,
- 0 sinh r o sinhr sinh r sinh r

que € minimizada quando r satisfaz sinhr = 1.
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Capitulo 4

Conjectura de Willmore

Em 1965, T.Willmore intriduziu o funcional nao-negativo W no conjunto de todas as

imersoes = : M — R3, de uma dada superficie compacta orientada M,
W (z) = / HdA,
M

onde H é a curvatura média e dA é o elemento de area da imersao x. Este funcional é
chamado de energia de Willmore. Ele questionou qual seria o infimo desse funcional

para uma dada superficie M. Se a e ¢ sao as curvaturas principais de x, entao

1
K—i——(a—c)zzac—kz(a—c)zz

2
_ (a—l—c) _ 2
2

Como M nao tem bordo, segue do teorema de Gauss-Bonnet que

dac+a® —2ac+ ¢ a® +2ac+
4 N 4

VNV(x):/MHQdA:/MKdA+/Mi(a—c)2dA:27rX(M)+i/M(a—c)2dA, (4.1)

onde X (M) é a caracteristica de Euler de M. Uma superficie compacta orientada M
é determinada a menos de homeomorfismo por um inteiro nao negativo g, chamado de

género, que é relacionado com a caracteristica de Euler por
X (M) =2-2g.

Pela expressao acima, a caracteristica de Euler é nao-negativa se e somente se g = 0,

quando M é homeomorfo & esfera, ou g = 1, quando M é homeomorfo ao toro T? = S' xS*.

Se g =0, entao X (M) = 2, logo

W (z) = 4dr + i /M (a —¢)*dA > 4r, (4.2)
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onde a igualdade ocorre se e somente se x ¢ totalmente umbilica. Nesse caso, segue do
teorema (56) que z (M) é um aberto contido em uma esfera. A independéncia do raio
da esfera sugere que o funcional de Willmore é invariante por homotetia, isto é, por
transformacoes de R® dadas pela multiplicacdo de uma constante positiva.

No caso em que g = 1, Willmore calculou seu funcional em um toro circular de

revolugao e chegou no seguinte resultado:

Exemplo 93. Para constantes R > r > 0, considere o toro circular de revolugao x :
S'xS' — R3,

x(u,v) = <<R + 1 cos (%)) Cos v, (R + 1 cos <%>> sinv, r sin (%)) ;

obtido pela rotacio da curva de perfil u —— (R + 7 cos (;—‘) ,0,7sin (’;L)) em torno do eixo
z. Pelos cdlculos realizados no exemplo (80), seque que as curvaturas principais de x sao

dadas por:
_ e — ey psin® (§) 4 g eos? (3)
'] in2 (v 2 (u ’
(in? (2) + cos* (2))
)

(r sin (%))/ B coS (';—L

C:R—H”cos(%) R—i—rcos(%)'

E seu elemento de drea € dado por

dA = w'Aw? = \/<sin2 (%) + cos? (%))du/\ (R + rcos (%)) dv = <R + 7 cos (%)) duNdv,
W (z) = i/o 7T7“/0 T ((%) B (%)) (R—l—rcos (%)) du A dv

1R2 2rr 21 1
=-— ——duNd
4r2/0 /0 R+ rcostu waa
E)2

% (
.

(1) -1

T

cujo minimo 2w ocorre se e somente se i—% = /2. Willmore entdo se perguntou se 2m® ¢é

o minimo absoluto de seu funcional sobre todas as imersoes de um toro.

Essa questao ¢ conhecida como a 1 Conjectura de Willmore: Se 72 é uma su-

perficie compacta de género 1, entao para toda imersao z : 7% — R3,

W () > 2r.
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cuja igualdade ocorre se e somente se z : T? — R3 é um toro circular de revolucao com

R _ /3

-
E claro, Willmore questionou também sobre qual seria o minimo de YV em uma su-
perficie de género g > 2, porém ele nao conjecturou nenhum valor para esse minimo. Em

virtude de (4.1) é natural trocar W com o funcional

W—/M(HQ—K)dA_;l/M(a—c)QdA,

o qual é positivo para toda imersao x, exceto para imersoes totalmente umbilicas da esfera.

J.White provou que o integrando (H? — K) dA é invariante pela transformagao

T

f::cERS\{O}—>| PERS,
x

que é a inversao na esfera unitaria com centro na origem.

Vamos fazer uma pequena observacao: Se x : M — R3 é uma imersao e se 7 = rx é

uma homotetia de z, onde » > 0 é uma constante real, segue que:
wle; + w?es + wies = dT = rdr = rwle; + rw’es,

logo, concluimos que

wl = (dey, e3) = w3 = aw' = —w!,
;; = (dey, e3) = w3 = caw® = Cor
r
Portanto, segue que:
~ . a K
K = ac = ﬁ = ﬁ,
~ H
b— a—+c _ a—+c _ 4
2 2r r
Portanto, concluimos que:
~ -\ ~ H’-K~ ~ H?’-K
(H2 — K) dA = ——wlA\w? = —zrwl/\rw2 = (H2 — K) wAw? = (H2 — K) dA,
r r

em particular W (Z) = W (x).

Pelo teorema de Liouville e pela observagiao anterior, segue que (H? — K)dA é

invariante por qualquer difeomorfismo localmente conforme de R3. O estudo do funcional
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W (z) pertence, naturalmente a geometria de Mébius. Em sua revisao de matematica,
Willmore relatou que, em 1923, G. Thomsen provou que o integrando de W é invariante por
transformacoes conformes. Na verdade, o conceito de energia de Willmore ja aparece
nos trabalhos de S. Germain, em 1821. Thomsen provou resultados muito importantes
desse funcional, o qual o chamada de area conforme. Ele trabalhou no contexto da

geometria de Mobius.

No célculo das variagoes, o primeiro passo para encontrar o minimo de W (x), onde
z : M — R? de uma superficie compacta orientada M, é calcular os seus pontos criticos.
Uma imersao z : M — R?® é um ponto critico de W se para qualquer familia & 1

parametro x; : M — R3, para [t| < ¢, para algum ¢ > 0,

d

— W (xy)) = 0.

= OV (@)

Como W(I) — W (z) é uma constante que depende apenas de M, segue que os pontos
criticos de W sdo os mesmos de V. Thomsen afirma que z : M — R3 é um ponto critico
de W se e somente se a curvatura média H, a curvatura Gaussiana K e o operador de

Laplace-Beltrami A de z satisfazem o seguinte:
AH +2H (H? - K) =0, (4.3)
em M. Esta é a chamada equacao de Euler-Lagrange do funcional de Wilmore W.

Definigao 94. Uma imersao de Willmore v : M — R? de uma superficie compacta

ortentada M € uwm ponto critico de WW.

Pelo resultado de Schadow, uma imersao x : M — R? de uma superficie compacta
orientada M é Willmore se e somente se valer (4.3) para . A condi¢ao (4.3) nao requer
que M seja compacta e orientada. A seguir, estd a terminologia de Thompsen para esse

caso mais geral:

Definicao 95. Uma imersao conformalmente minima x : M — R® de uma su-
perficie M (ndo necessariamente compacta ou orientada) € uma imersao que satisfaz (4.3)
em M.

Seguindo o uso atual, usaremos o termo ”imersao de Willmore”’em vez de ”imersao

conformemente minimal”.

Uma imersao = : M — R3 tal que H = 0 em todo M ¢é chamada de imersao

minima. Pode-se mostrar que H = 0 em M se e somente se x é um ponto critico do

A(z) = /M dA.

funcional de area
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Note que uma imersao minima claramente satisfaz (4.3), logo ela é uma imersao de Will-
more. Partes dos resultados de Thomsen caracterizam quando uma imersao de Willmore

¢ apenas a composicao de uma imersao minima com uma aplicagao conforme.

O problema de Willmore evoluiu para dois problemas separados:
1. Provar a conjectura de Willmore;

2. Encontrar todas as imersoes de Willmore.

F. Marques e A. Neves confirmaram recentemente a conjectura usando métodos que
moram fora do escopo dessa monografia. Hertrich-Jeromin e Pinkall provaram a conjec-
tura para toda imersao canal do toro. Sua demonstracao usa a classificacao até trans-
formagoes conformes de imersoes canal isotérmicas. Estes sao cilindros, cones, e imersoes
de revolucao para as quais a curva de perfil é fechada. A chave para entender o funcional
de Willmore em imersoes de revolugao ¢ ver a curva de perfil como uma curva no modelo

do semiplano superior da geometria hiperbdlica.
Seja H? = {(x,y) € R? : y > 0} com a métrica

B dz? + dy?

I P

o modelo do semiplano superior da geometria hiperbdlica. Usemos a orientacao dx A
dy > 0. Seja v : J — H? v(s) = (x(s),y(s)) uma curva regular parametrizada pelo

comprimento de arco hiperbdlico, ou seja:

o @)+ ()
L=[["= o

Notemos que N (s) = (=¥/(s),2'(s)) é um campo normal a . De fato,

—:c’y’ + y’x’

(v,N) = =0,
Y2
em todo ponto de J. Além disso, usando a expressao da conexao hiperbdlica, que é dada

por:
+ -
VxY = (_—%92 y ekl + X(y1)) € + (—xlyl ” T2 + X(y2)> €2,

2 2 ~ ,
onde X =57 xie; e Y =) 7 | y;€;, segue que a aceleracao de v é dada por

!,

2y + 2y ' —
V' = (—% + 7’(%’)) € + (Tyy + 7’(?%)) €

1.0 100 Y N2
:(x,,_a:y+xy)q+<y,,+<x> <y>>62,
y y
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e sua curvatura geodésica ¢ dada por:

Ty 4!y’ :C'Q—'Q
—y'(x”—“’; y)—i—x'(y”—i—( )y(y))

k=1(N,V,)= y?
_ (x/)?) + x/(yl)Z + yx/y// _ yx,//y/ _ :L,/ ((l,/)Q + (y/)2) + y (:E/y// _ $//y/)
y3 vy 3
x/ II 1 _ I// /
:_+_L7_£
Yy Y

Exemplo 96 (Toro de revolugao). Lembremos das superficies de revolugao discutidas no

exemplo (80). Agora, em vez de pensar na curva de perfil como uma curva no plano

1

euclidiano x'xz3, podemos pensar nela morando no semiplano superior x' > 0 com a

métrica hiperbolica
B dx?dx® + dvtda?

zlzl

I

e com orientag¢io dz® N dx' > 0. Portanto curva de perfil v (s) = (f (s),0,g(s)) mora em

H2. Ela é parametrizada pelo comprimento de arco se a sequinte iqualdade € satisfeita:

2 2
1_‘ /|2_(f’) +(g/)
= |y = —f2 .
Em H? o campo tangente a v € dado por T = f'e; + ¢'es, o normal principal é dado por
N = —g'e1 + f'es e a curvatura geodésica hiperbdlica é dada por:
/ rpen el
H:g+gf2gf.
f f

Assuma agora que essa curva € periodica de periodo L > 0, logo a imersao de revolucao

¢ dada por:
r:R/LxR/2r — R?, x(s,t) = (f(s)cost, f(s)sint, g(s)) .

Os campos tangentes unitdrios em R3 sao dados por:

xs / / ) /
e = — = (L cost,Lsmt,g—> ;

f f f f
ey 1= ? = (—sint,cost,0).
De fato,
N2 N2
feulip = T

|lea][& = sin®t + cos®t = 1.
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E o campo normal unitdrio euclidiano é dado por:

g/ g/ . f/
e3:=e€1 X ey = (——cost,——smt, -,
f f f

logo temos um x—referencial movel de 1* ordem tal que

wh = {dz, 61) = (wsds + zdt,e1) = ((f cost, f'sint,g')ds + (—fsint, f cost,0)dt, e;)

! / /
= <(f’ costds — fsintdt, f'sintds + f costdt, g'ds) , (f? cost, J%sint, g7> >
f/ /

= (f' costds — fsintdt) <7 cos t) + (f'sintds + f costdt) (f7 sint) + (g'ds)

J
!
= fds;
w? = (dz,ey) = ((f' cost, f'sint, ¢') ds + (—f sint, f cost,0) dt, es)
= ((f' costds — fsintdt, f'sintds + f costdt, g'ds), (—sint,cost,0))

= fdt.

Além disso, temos que

g/lf _ f/g/ g//f _ f/g/ ] f/lf _ f/f/) (g/ ) g/ )
des = | —=————cost, —————sint, —————— | ds + | = sint, —= cost,0 | dt.
’ ( Iz f? f? f f

Logo, seque que

— Kk — <

"o el "ot et 1d " — " re 1 /
W= (deg, ) = L9 =9 g S 9T o 1S =g 4 gfwl_?( g>w1;

f? f? f f? f
Wi = (des, e3) = —%dt = —%fdt = —%wQ.

Vemos que esse x—referencial movel é de 2* ordem com curvaturas principais iguais a:

a:l(ﬁ—g—/) e c:—g—/
f f f?

L T
W(x)z;l/M(a—cfdA:;l/M(a—c)zwl/\uﬂ:i/o /02 (a—c)? fds A fdt

I
=] =
O\b‘
o\

o
3

s

I\
N
|
N

=N

|
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|

|
\|Q
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N
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Pela defini¢cao (91), uma curva eldstica livre no plano hiperbdlico é uma curva fechada

que minimiza fo k2ds, onde K € a sua curvatura hiperbolica. Langer e Singer provaram
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que, para imersoes periodicas, essa integral é > 4w, com a igualdade precisamente para

circunferéncias hiperbolicas de raio hiperbolico igual a

so=sinh™'1=1In <1—|—\/§> .

Exemplo 97 (Tubos). Relembremos a discussio realizada na se¢io (3.5). Usando as
mesmas notacoes daquela secao, suponhamos que a curva [ seja fechada e parametrizada
pelo comprimento de arco. Logo f € periodica de periodo L, onde L € seu comprimento.
Entao a superficie M = R/L x R/2w é difeomorfa a um toro. As curvaturas principais

de x sao dadas em (3.5) por

—k (cost) 1
_ e —.
(1 —rrcost) r

Portanto, seque que:

W(x):l/ (a—c)? dA—Lll/M(a—c)le/\uP:%L/OL/OZW(a—c)Qr(l—'mcost)ds/\dt

2m ¢ 1 2 1 L por 1
// _—rleost) 1 r(l—rﬁcost)ds/\dt:—// ——ds Ndt
1—rncost) r r Jy Jo 1—rkcost
27“/0 /91— ( r/<;

Em 1970, Shiohama e Takagi provaram que para um dado r > 0, essa integral € mini-
mizada sobre todas as curvas periodicas f de comprimento L pela circunferéncia de raio

R =%, para o qual W (z) se torna

2R
-

T o / 2
y/1 }Lz 1-— % 27“7r\ /1 — % %
Willmore mostrou que o melhor valor que essa funcdo pode atingir € 2w e isso ocorre

quando IT—% = /2.

A procura de imersoes de Willmore é um campo de pesquisa muito ativo atualmente.
O objetivo é encontrar imersoes de Willmore = : M — R? de superficies compactas
M. Como uma transformacao conforme composta com uma imersao de Willmore ainda
é de Willmore, gostariamos de saber se duas imersoes de Willmore sao conformemente

distintas.
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