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Voltard ao seu tamanho original.”
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RESUMO

O ensino da Matematica nos dias atuais vém enfrentando grandes dificuldades com o
desinteresse dos alunos em aprender o contetdo, considerado por muitos como um trabalho
arduo e sem retorno para a vida futura, tanto profissionalmente quanto pessoalmente, pois na
maioria das vezes sdo ensinadas férmulas e regras sem nenhuma explicacao da utilidade das
mesmas. Sendo as fun¢des um dos contetdos ignorados pelos alunos, o objetivo deste trabalho
é verificar o desenvolvimento dos alunos atraves de uma aplicagdo pratica envolvendo
Criptografia e funges, trazendo assuntos do cotidiano como a Criptografia, encontrada em
diversos meios, principalmente eletrénicos, para as aulas e a utilizacdo de praticas diferenciadas
como jogos, exercicios e ferramentas computacionais, culmina numa aprendizagem mais
significativa, com melhores desempenhos e uma maior disposi¢édo por parte dos alunos durante

as aulas desta disciplina.

Palavras chaves: Fungdes. Criptografia. Ensino



ABSTRACT

The teaching of Mathematics nowadays is facing great difficulties with disinterest of the
students in learning the contents, considered for some as a hard job and no return for a future
life, as professional though in person, on majority of times they are taught formulas and rules
with no explanation of utility of the same subject. Being the functions one of the contents
ignored by the students, the objective of this job is to check the student development through a
practical application involving Cryptography and functions, bringing subjects of daily, as well
as cryptography found in diverse as quite, principally electronics, the classes and the practical
utilization differentiated such as game, exercises and computation tools, which culminate a
learning of more significant with better performance and a bigger disposition of the students

during the classes of this subject.

Keywords: Functions. Cryptography. Teaching.
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1. INTRODUCAO

Com o crescimento acelerado do numero de aplicativos e softwares desenvolvidos
atualmente, esta cada vez mais dificil chamar a atengdo dos alunos para aulas convencionais,
principalmente na disciplina de Matematica, onde muitos possuem aversao e montam barreiras
em relacédo ao aprendizado da mesma.

Professores devem buscar atualizagdo constantemente, para que possam inovar em suas
aulas, tornando-as mais atrativas para os alunos e para si préprios. Uma maneira simples de
inovacao € a introducéo da tecnologia em sala de aula.

A tecnologia estd presente em todos 0s contextos do nosso cotidiano, onde a
comunicacgéo e a interagdo por meio de aplicativos de bate-papo, as transacbes comerciais e
bancérias online estdo cada vez mais em alta, principalmente no periodo pandémico em que
estamos vivendo.

Os ensinos remoto e hibrido tomaram conta das escolas e casas em todo o mundo. Com
isso, alunos e professores estdo se familiarizando com o uso de ferramentas como
computadores, cameras digitais e celulares durante as aulas.

Essa insercdo, principalmente dos professores, no mundo tecnolégico possibilita trazer
os alunos para a disciplina oferecida, de tal maneira que os mesmos tenham novos olhares em
relacdo a determinados conteudos e aprendam de uma forma mais leve.

A Criptografia estd presente nessa tecnologia. Encontrada em aplicativos como o
WhatsApp, sites bancarios, compras online, chaves de automoveis e etc., pode ser utilizada em
sala de aula, com a finalidade de auxiliar no processo de ensino-aprendizagem, a partir da
contextualizacdo da mesma com conteudos que requerem uma certa atencdo pela dificuldade
de compreensdo por parte dos alunos, principalmente a nogdo de funcéo que seré tratada nessa
dissertacdo. Além do conceito de fungdes, a Criptografia pode ser trabalhada em outros
contelldos matematicos, como numeros primos, divisibilidade, matrizes, entre outros.

A partir de exercicios diferenciados envolvendo a Criptografia para o ensino de fungdes,
na 32 série do Ensino Médio, tem-se o intuito de verificar a validade dessa interacdo dos alunos
com novas praticas e analisar se 0 aprendizado é mais eficaz com o uso da tecnologia e assuntos
do cotidiano.

O capitulo 2 apresenta um breve historico da Aritmetica e sua importancia para os dias

de hoje. O capitulo 3 traz as nogles basicas da Aritmética e suas propriedades, que serdo
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utilizadas no decorrer do trabalho. O capitulo 4 trata da divisibilidade, assunto muito importante
para as operacdes envolvendo a Criptografia no ensino, além de aprofundar em algumas
propriedades do capitulo anterior, a partir de alguns exemplos. O capitulo 5 mostra o contexto
histérico dos numeros primos, voltando-se para as principais propriedades, teoremas e
operacdes. No capitulo 6, serd tratada a congruéncia modular, um dos ramos mais importantes
da Aritmética, encontrada em varios contextos do nosso cotidiano, até mesmo na Criptografia,
tema central deste trabalho, assunto que necessita das ideias da divisibilidade e nUmeros primos,
ja vistos anteriormente. O capitulo 7 traz um breve resumo da histéria da Criptografia, desde as
primeiras apari¢des no Egito até a Criptografia RSA, uma das variagdes utilizadas atualmente.
No capitulo 8, serdo enunciados os conceitos de funcdo, utilizada na aplicagdo proposta, além
de trazer informacdes da utilizacdo da Criptografia em sala de aula. No capitulo 9, temos a
aplicacdo desenvolvida em sala de aula, que envolve a introdugdo do tema para os alunos e

atividades praticas. Por fim, no capitulo 10, encontra-se a concluséo do trabalho desenvolvido.
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2. BREVE HISTORICO

O inicio da Aritmética esta estritamente ligado a ideia de contagem, a partir do momento
em que se tornou necessario calcular, quantificar elementos e comparar grandezas. Nesse
sentido, Ifrah (1985, p. 09) afirma que o surgimento da Aritmética se deu “provavelmente
resultante da necessidade de recenseamento de bens, no registro de tempo ou de inventarios de
terras. Supde-se que a funcdo primeira dos nimeros tenha sido a de quantificar, ou seja, de
atribuir uma determinada quantidade a conjuntos especificos, respondendo a uma necessidade
pratica”.

As ferramentas utilizadas para essa contagem eram 0ssos, pedras, paus e até mesmo 0s
dedos. Nos ossos eram feitos risquinhos, as pedras colocadas em sacos ou até mesmo separadas
em grupos para ser comparadas com alguma grandeza, assim como 0s paus, onde cada unidade
correspondia @ um pedaco. Ja os dedos, eram utilizados para indicar conjuntos. Assim, uma
mao podia representar conjuntos de dois até quatorze elementos.

Segundo Dantzig (1970, p.03) o senso numérico ndo deve ser confundido com
contagem, que provavelmente é muito posterior. Assim, nota-se que 0s sinais para a
representacdo dos numeros, surgiram antes da escrita do numero em palavras, afinal a facilidade
em fazer incisbes em 0ssos era mais conveniente do que elaborar frases bem feitas para a

identificacdo de um ndmero.

A necessidade de realizar calculos mais complexos e o comércio, fez com que surgisse
0 numero em forma de palavras, o nascimento de uma linguagem de numerag&o universal e de
uma ciéncia chamada Aritmética. Onde, derivada do grego arithmos, a palavra aritmética

significa nimero. Com isso, para Trajano:

Arithmetica € a scciencia dos nimeros e a arte de calcular por meio de algarismos.
[...] Algarismos arabicos sdo os dez signaes seguintes, chamados: 1 (um), 2 (dois), 3
(trés), 4 (quatro), 5 (cinco), 6 (seis), 7 (sete), 8 (oito), 9 (nove) e 0 (zero). (TRAJANO,
s/d, p. 05).

Nesse contexto, surge a escola pitagorica, cujo lema era “tudo é nimero”.
Assim, podemos tratar a Aritmética como 0 mais antigo ramo da Matematica, que estuda

as operacdes numeéricas, muito utilizado até os dias de hoje.

A Aritmética, como usualmente € chamada a parte elementar da Teoria dos
Numeros, teve como principal marco inicial a obra Os Elementos, de Euclides (aprox.
300 a.C), encontrando seu auge nos trabalhos de Pierre de Fermat (1601 — 1665) e
Leonhard Euler (1707 — 1783), o que a levou a tornar-se um dos principais pilares da
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Matematica. A partir do inicio do século XIX, gracas & obra de Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855), a Aritmética transformou-se em Teoria dos NUmeros e comeca a ter
um desenvolvimento extraordinario. (HEFEZ, 2016, p.VII)

A obra Os elementos, de Euclides, foi considerado um texto introdutdrio que cobre toda
a matematica elementar. Composto de treze livros, onde trés deles estdo dedicados a Aritmética,
no sentido de “teoria dos numeros”.

Podemos dizer que a humanidade atravessou um imenso caminho para chegar a teoria
citada, que segundo Dantzig (1970, p. 59), teria evoluido como uma “espécie de numerologia”
e, entdo, passado por um “periodo erratico de solu¢do de charadas antes de adquirir o status de
ciéncia”. No final do periodo renascentista, por volta do século XVII, foram estabelecidas as
técnicas de contagem e as regras de calculos. Muitas lutas aconteceram nesse intervalo de
tempo, como disputas por territorio e religido. Além disso, as inimeras préaticas de contar,
quantificar e medir foram se modificando no decorrer dos anos. A nomenclatura também passou
por mudancas. Para Dantzig (1970, p. 45), Arithmética era a Teoria do NUumero até o século
XVII. O que atualmente denomina-se Aritmética era, para 0s gregos, Logistica, e, na ldade
Média, Algarismo.

Para Cambi (1999), o estudo da aritmética sempre esteve presente nas civilizagGes,
desde os fildsofos da antiguidade. Podemos dizer que Pitagoras (570- 497 a.C.) foi quem deu
inicio a escrita sobre numeros; seguido por Nicébmaco (60-120 d.C.) que deu continuidade a
esse trabalho.

Em relacdo a cultura classica, a maior parte do que é conhecido foi difundido para a
Idade Média pelo Santo Isidoro(560-636) em sua obra Etimologias, composta por vinte livros,
sendo o livro 111, Quadrivium: las matematicas: arithmética, geometria, musica, y astronomia.
Com isso, nota-se que a aritmética foi de grande importancia também para a religido.

Inseridos nessa chamada “teoria dos nuameros”, encontram-se dois conceitos
matematicos considerados muito relevantes: Divisibilidade e Congruéncia.

Através da utilizacdo de bases decimais, os critérios de divisibilidade nos permite
verificar divisores de um determinado nimero e, até mesmo, resolver todo tipo de divisao. Esses
critérios, apareceram no VII livro de Euclides, onde inicialmente foi tratada a ideia de maximo
divisor comum.

Outros matematicos muito importantes para a Teoria dos Numeros foram Gauss e Pierre
de Fermat. Ambos tiveram varias contribuicdes, sendo que uma delas é o Pequeno Teorema de
Fermat: Se p é primo e a é um nimero nao divisivel por p, o nimero a P - 1 é divisivel por p.

A demonstracdo desse teorema foi publicada um século mais tarde por Leonard Euller.
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Para Gauss esse teorema é considerado uma congruéncia do tipo: a? =a mod p.
A chamada Aritmética modular surge a partir dos conceitos de Divisibilidade e
Congruéncia, e Gauss é conhecido como o pai dessa Aritmética pelas suas contribuicbes a

Teoria dos NUmeros.

2.1.Carl Friedrich Gauss

Carl Friedrich Gauss(1777-1855) nascido de uma simples familia na Alemanha, em
Brunswick, foi considerado um dos maiores matematicos.

Desde pequeno sua genialidade ja era percebida, pois 0 mesmo aprendera a ler sozinho
e demonstrara uma grande habilidade em realizar calculos complexos mentalmente, divertindo-
Sse com isso.

Uma anedota referente aos seus comegos na escola é caracteristica. Um dia, para ocupar
a classe, o professor mandou que os alunos somassem todos os nimeros de 1 a 100, com
instrucOes para que cada um colocasse sua lousa sobre a mesa logo que completasse a tarefa.
Quase imediatamente, Gauss colocou sua lousa sobre a mesa dizendo: “Ai esta!”. Quando o
instrutor finalmente olhou os resultados, a lousa de Gauss era a Unica com a resposta correta,
5050, sem nenhum outro calculo. (BOYER e MERZBACH, 2012, p.343, 344).

Além desse episddio, ainda bem jovem, Gauss resolveu o Paradoxo do Bindmio, onde
completou o desenvolvimento do chamado Bindmio de Newton, introduzindo a nogdo de
convergéncia para séries infinitas, algo revolucionario para a época.

Gauss iniciou seus estudos em Aritmética com 17 anos, com o intuito de esclarecer e
completar o que ja havia sido feito. Aos 21 anos produz uma das maiores obras da Matematica
de todos os tempos, o livro Disquisitiones Arithmeticae(1801), que consiste em sete seccdes,
onde as quatro primeiras eram sobre teoria dos numeros, a quinta dedicada a teoria das formas
quadréticas, a sexta consiste em aplicacdes e por fim, a sétima sec¢do trata da resolucdo da
equacdo ciclotémica geral de grau primo.

Em sua obra, Gauss nos faz perceber relagdes na diviséo de dois ou mais numeros, por
um outro qualquer, que independente do quociente, deixam 0 mesmo resto. “Nele, [Gauss]
compilou o trabalho de seus predecessores e deu a area uma vida nova, desenvolvendo as

teorias de congruéncias quadraticas, formas e residuos”. (MOL, 2013, p. 125).
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Em 1799, quando cursava doutorado na Universidade de Helmstedt, Gauss tinha entre
seus professores Johann Friedrich Pfaff(1765-1825), que foi considerado o maior matematico
alem&o ap6s Gauss. Nessa época, Gauss consegue provar o Teorema Fundamental da Algebra
e, iniciar a partir do plano cartesiano, 0os numeros complexos na Matematica.

Em 1812, aos 35 anos, estuda a convergéncia da serie hipergeométrica, que abrangia as
fungdes matematicas como logaritmica e trigonomeétrica, além de outras da Fisica e Astronomia,
0 que Ihe rendeu a inclusdo na area da Analise Matematica.

Em relacdo a geometria, pode-se dizer que Gauss ndo tinha tanto apreco. Porém, em
1824, chegou a uma importante conclusdo sobre as retas paralelas, ndo publicada. Em 1827,
publicou um tratado classico, considerado um percursor para um novo ramo da Geometria,
chamado Geometria Diferencial.

Por todas as suas contribuigdes a matematica, Gauss é conhecido como o principe das
rainhas das ciéncias.

Mesmo com esse “titulo”, ndo tinha muitos alunos por ser rispido em seus tratamentos
e comentarios, porém, ndo podemos subestimar a influéncia tida por ele nas geracdes futuras.

Nesse sentido, Boyer afirma que:

Aqueles que estudaram suas publica¢des, os poucos que vinham se encontrar com ele,
0S que seguiram as novas avenidas de pesquisa que ele abriu incluem alguns dos mais
bem conhecidos matematicos do século dezenove. Quando se tratava de sua opinido
expressa sobre o trabalho dos outros, no entanto, seu impacto ndo era sempre salutar.
Perto do fim de sua vida, Gauss pode ter se tornado, de modo ndo caracteristico,
generoso em seus comentarios; observamos a bem merecida apreciacédo da habilidade

de Riemann e o entusiasmo questionavel em relagio a Eisenstein. (BOYER, 2012,

p.350).

Gauss faleceu em 1855, em uma década conhecida como o fim de uma era, pelo fato da
morte de outros importantes matematicos, mas trouxe um direcionamento para os legados de
Gauss, comecando com a obra de Bernhard Riemann (1826-1866).

Com isso, afirmamos que Gauss mudou os rumos da matematica com os seus trabalhos

revolucionarios, mostrando os com perfeicao, exatiddo e fineza.

2.2.Pierre de Fermat

Pierre de Fermat nasceu em 1601 na Franca, na cidade de Beaumont-dLomagne, em
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uma familia de posses, 0 que possibilitou a Fermat uma educacéo favorecida.

Estudou no Monastério Franciscano de Grandselve e mais tarde cursou Direito em
Toulouse, participando do parlamento como advogado e como conselheiro.

Mesmo tendo um trabalho em outra &rea do conhecimento, podemos dizer que Fermat
dedicava um tempo a literatura, ciéncia e também matematica, onde em 1629 iniciou
importantes descobertas. Por isso, ¢ conhecido como o “principe dos amadores” em
matematica.

Comecou reconstruindo obras antigas, com base nos classicos preservados.
Primeiramente, dedicou-se aos Lugares geométricos planos de Apol6nio, apoiado na Cole¢do
matematica de Papus, onde aproximadamente em 1636 descobriu o principio fundamental da
geometria analitica. Ap6s um ano dessa descoberta houve o aparecimento da Geometria de
Descartes e, comparando os trabalhos, podemos dizer que houve uma contrariedade dos

pensamentos em relacdo ao tema tratado. Baseado nisso, Boyer afirma que:

Enguanto Descartes construira sua Geometria em torno do dificil problema de Papus,
Fermat limitou sua exposi¢do, no curto tratado intitulado Ad locus planos et solidos
isagoge (Introducdo ao lugares geométricos planos e so6lidos), apenas aos lugares
geométricos mais simples. (BOYER, 2012, p.245).

Continuando com seu trabalho sobre lugares geométricos, fez outras duas descobertas
significativas. A primeira era como achar maximos e minimos, processo que hoje é chamado
de derivagdo. E a segunda, como calcular tangentes e areas de curvas.

Com isso, podemos dizer que Fermat dedicara seu tempo a varios aspectos da andlise
infinitesimal (tangentes, quadraturas, volumes, comprimentos de curvas, centros de gravidade),
da geometria analitica e também da aritmética.

No ramo da Aritmética, Fermat se tornou o fundador da moderna teoria dos nimeros,
baseando-se nos numeros perfeitos, nimeros figurados, quadrados magicos, divisibilidade,
ternas pitagdricas e nimeros primos.

Na demonstracao de seus teoremas utilizou um método conhecido como “descida
infinita”, processo pelo qual Fermat foi o primeiro a usar, era como uma indugdo matematica
ao contrario. A partir desse processo, conseguiu demonstrar a afirmacéo feita por Girard, de
que todo numero primo escrito da forma 4n+1 pode ser escrito de um Gnico modo como a soma
de quadrados.

Além disso, Fermat demonstrou dois grandes teoremas, o Pequeno Teorema de Fermat,

descrito anteriormente, teve um destino melhor que suas conjecturas sobre nimeros primos,
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intitulado como o Ultimo Teorema de Fermat:

Teorema 2.1. Para todo n € Z, tal que n maior que 2, ndo existe valores inteiros

positivos X, y,z, onde x"+y"=z",

Fermat ndo deixou a demonstracédo desse teorema descoberto em 1637, deixou somente
uma frase na margem de uma folha que dizia: “Eu tenho uma demonstracdo realmente
maravilhosa para esta proposi¢cdo mas esta margem € muito estreita para conté-la”. Com isso, o

mesmo permaneceu sem solugéo até aproximadamente 1993. Sobre isso, Singh afirma:

Este era Fermat no seu modo mais frustrante. Suas proprias palavras sugerem que ele
estava particularmente satisfeito com sua demonstragao “realmente maravilhosa” mas
ndo se daria o incdmodo de escrevé-la em detalhe, quanto mais publica-la. (SINGH,
2008, p.80)

Fermat ficou seriamente doente em 1665 e faleceu em 12 de janeiro deste mesmo ano.
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3. NOCOES DE ARITMETICA

Considerada a ciéncia dos nimeros, a Aritmética € o ramo da Matematica que estuda 0s

nameros e suas operagdes. A partir disso, Dantzig afirma que:

A Aritmética é a base de toda a Matematica, pura ou aplicada. E a mais (til das
ciéncias e provavelmente ndo existe nenhum outro ramo do conhecimento humano
tdo espalhado entre as massas. (Dantzig, T., 1970, p. 44.)
Podemos dizer que o conhecimento da Aritmética € indispensavel para todos, afinal é a
partir dele que nasce a ideia de contagem tdo importante no nosso dia a dia.
A Aritmética, conhecida mais tarde como Teoria dos NUmeros, passa por muitas
transformacbes ao longo dos anos, baseando-se sempre no conceito de nimeros e suas
operacOes, a partir da ideia dos nimeros naturais como uma sequéncia de numeros até a

introducéo dos nimeros inteiros.

3.1.NUmeros Inteiros

A ideia de nimero inteiro surgiu a partir dos nimeros naturais, que tinha como um de
seus objetivos, resolver problemas de contagem.

Com o advento do mercantilismo na Europa, no final da ldade Média, houve a
necessidade de trabalhar com nimeros inteiros relativos.

Somente no final do século XIX, a no¢do de nimero passou a ser baseada na teoria dos
conjuntos, quando foram questionados os fundamentos da Matematica.

Giuseppe Peano (1858-1932) demonstrou toda teoria dos numeros naturais(N) em

quatro axiomas, chamados de Axiomas de Peano.

Definicédo 3.1. Axiomas de Peano

1. Existe uma funcdo s: N —» N, que associa cada elemento ne N um elemento
s(n)e N, chamado o sucessor de n .

2. A funcdo s:N - N € injetiva.
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3. Existe um tunico elemento, denotado por “1”, no conjunto N, tal que 1 #
s(n),vn € N.
4, Seumsubconjunto X c N étalquel e Xes(x) eX =X =N.

Além dos citados nimeros naturais, as relagdes de comércio motivaram a criacdo de um
simbolo que representasse o “nada”, surgindo assim o nimero 0.

Podemos inserir nesse contexto a ideia de inverso aditivo de um nimero x € N como
—X, onde x € (—N), ou seja, aos inversos dos numeros naturais, tal que x+(— x): 0.

A partir dessa teoria dos conjuntos, dizemos que o0 conjunto dos nimeros inteiros (Z) é
composto por trés subconjuntos:

Z=NuU{0}uU{-N},ondeN ={1,23,4,..} e =N = {—1,-2,—3,—4, ... }, assim:
Z=1{.,-3,-2,-10123,..}

3.1.1. Adicao e multiplicacdo em Z

No conjunto dos numeros inteiros (Z) sao admitidas as seguintes propriedades:

e Adicdo:
i. Sejaa,a’,b,b'€Z,sea=a'eb=>b",entdioa+b=a’ +b'.
ii. Comutativa: Sejaa,b €Z, a+b=b+a.
iii.  Associativa: Sejaa,b,c €Z, (a+b)+c=a+ (b+ ).
iv.  Elemento neutro: Sejaa € Z,a + 0 = a.

v.  Elementos simétricos: Existe um b € Z,onde b = —a, talquea + b = 0.

e Multiplicacéo:
i. Sejaa,a’,b,b'€Z,sea=aeb=0>b"entdoa.b=a’.b'.
ii. Comutativa: Sejaa,b € Z,a.b = b.a.
iii.  Associativa: Seja a,b,c € Z, (a.b).c = a.(b.c).

iv.  Elemento neutro: Sejaa € Z,a. 1 = a.

Além destas, existe uma propriedade que engloba tanto a adi¢do quanto a multiplicacéo:

i.  Propriedade distributiva: Seja a,b,c € Z,a.(b + ¢) = a.b + a.c.
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3.1.2. OQutras Propriedades dos nimeros inteiros

Além das propriedades citadas, existem outras duas muito importantes, principalmente
para a demonstragéo de teoremas. Sao elas:
o Fechamento em N: Para todos a,b € N, tem-se que, o conjunto N € fechado,

tanto para a adi¢cdo quanto para a multiplicacdo, ouseja,a+b € Nea.b € N.

o Tricotomia: Seja a, b € Z, onde somente uma das propriedades é verificada:
i. a=b;

ii. a<b,seb—a€N;

iii. b<a,se—(b—a)=a—-b €.

A propriedade de fechamento afirma que tanto a adi¢do quanto a multiplicacdo de dois
nimeros naturais resulta sempre em um namero natural. Ja a tricotomia, baseia-se em trés

proposic¢Bes, onde a demonstracdo somente serd possivel se, apenas uma delas for valida.

3.1.3. Relacdo “menor do que”

A relagdo “menor do que” € compativel com as seguintes propriedades:

o Transitiva: Sejaa,b,c €Z sea<beb <c,entdoa < c.

DEMONSTRACAO:

Supondoa <b eb<c,temosqueb—a €eNec—b €N,
Pelo processo aditivo, temos:

c—a=((b-a)+ (c—b)EN,

Logo,a < c.

o Aditiva: Sejaa,b,c €Z sea<b eb <c,seesomentese,a+c <b +c.

DEMONSTRACAO:

(=)Supondoa < b ,entdo b —a € N.

Sejab—a=(b+c)—(a+c)eEN, temosquea+c<b+c.
(<)Supondoa+c <b+c,temosqueb—a=(b+c)—(a+c) EN.
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Somando (—c) em ambos os lados da desigualdade temos a < b.

o Multiplicativa: Seja a, b € Z, para todo c € N, temos que, a < b se, e somente

se,a.c < b.c.

DEMONSTRACAO:

(=)Supondo a < b,entdo b —a € N.
Multiplicando por (c) temos, (b — a).c.

Aplicando a propriedade distributiva, bc — ac € N.

Logo, a.c < b.c.

(<)Supondo a.c < b.c,onde a,b € Ze c € N. Pela tricotomia:
I a = b, entdo ac = bc. (falso)
ii. b < a, entdo bc < ac. (falso)

iii. a < b,entdo ac < bc. (verdadeiro)

3.1.4. Relacédo de ordem

A nocao de relacdo de ordem é bastante ampla. No nosso dia a dia nos deparamos com
essa relacdo em filas, em listas de tarefas, nas listas de chamadas escolares, no sistema de
numeracdo, em senhas, entre outros. Quando trabalhamos com essa relagdo de ordem na
Aritmética, isso muda um pouco, afinal nada mais é que uma propagacao dos conceitos de

maior ou igual e menor ou igual e estd baseada em trés importantes propriedades. Séo elas:

. Reflexiva: Va € Z,a < a.
. Antissimétrica: Va,b € Z,a<b,b<a =>a=0>b.
° Transitiva: Va,b,c €Z, a<b, b<c=>a<c.

Exemplo 3.1.4.1. Mostre que a relacdo < é uma relagdo de ordem em Z

Solucao:

Reflexividade: E 6bvio que a < a,V a € Z.

Antissimetria: Sea<beb <aentio (a<boua=b)e(b<aoub=a),0quee

equivalentea (a < b e b < a) ou a = b. Portanto, pela tricotomia, temos que a = b.
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Transitividade: Suponhamos que a < b, b<c, entdlo b—a eNU{0} e c—b €
Nu{0},logoc—a=b—-—a+c—b € NU{0} .Portanto, a < c.

Com isso, a relagdo < é uma relagéo de ordem em Z

3.2.Principio da Boa Ordem

Definicdo 3.2. Se S é um subconjunto ndo vazio de Z e limitado inferiormente, entdo S

possui menor elemento.

Dizemos que um subconjunto S de Z é limitado inferiormente, se existir ¢ € Z tal que
¢ < x,paratodo x € S e também, a € S é 0 menor elemento de Sse a < x, paratodox € S .

Em relacdo a N , temos que como qualquer subconjunto de N é limitado inferiormente
pelo nimero 1, todo subconjunto ndo vazio de N possui em menor elemento.

Se T é um subconjunto de Z né&o vazio e limitado superiormente, entdo T possui um

maior elemento.

DEMONSTRACAO:

Supondo ¢ uma cota superior de T. Logo, x < c¢,Vx € T.

Considerando o conjunto S = {y € Z;y = c— x,x € T}.

Dizemos que S é ndo vazioe comoy = ¢ —x = 0,Vx € T, é limitado inferiormente.

Assim, pelo Principio da Boa ordenacéo, S possui um menor elemento ¢ — b, com b €

Sex € T,temosque c —x € S,logoc —x = ¢ — b. Comisso, x < b, 0 que implica que

b = maxT.

3.3. Principio da Indugdo Matematica

No dicionario, a palavra indugdo estd definida como: “1. Ato ou efeito de induzir. 2.
Operacao de estabelecer uma proposicdo geral com base no conhecimento de certo nimero de
dados singulares”. (FERREIRA, 2001, p. 385)
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Quando falamos de indugdo matematica, podemos dizer que nada mais é que uma
importante ferramenta de verificacdo de conjecturas sobre padrdes e sequéncias numéricas.

A partir dessa ideia de sequéncias, um matematico que teve muitas contribuicdes foi
Giuseppe Peano(1858-1932).

Peano nasceu em Spinetta e foi considerado o maior matematico italiano de sua época.
Foi muito importante na axiomatizacéo, onde desenvolveu os Axiomas de Peano, citados
anteriormente, considerados como sua maior contribuicdo para a teoria dos conjuntos, pois foi
a partir dai que nasce a ideia do conjunto dos nimeros naturais e inteiros. Para Boyer: “Os
axiomas de Peano representaram a tentativa mais singular, realizada no século XIX, de reduzir
a aritmética comum e, consequentemente, a maior parte d matematica, a pura esséncia do
simbolismo formal”. Além disso, Giuseppe Peano foi o percursor na ampliag¢do da logica.

Com essas contribuicdes de Peano, deu-se inicio a um método chamado de Principio da

Indugdo Matematica:

Definicéo 3.3. Sejam S um subconjunto de Z e a € Z, tais que:
I. a€s
ii. S ¢é fechado com respeito a operagdo de “somar 1”7 a seus elementos, ou seja,

VvnneS =>n+1 €S.

Entdo, {x € Z; x = a} c S.

Uma variante do Principio da Indugéo é chamada de Principio da Inducdo Completa ou
da Inducéo Forte, onde consideramos a validade da propriedade para todos 0os nimeros naturais

menores ou iguaisaoutron € N.

Definic¢do 3.4. Seja P(n) uma propriedade relativa ao namero natural n. Suponhamos
que:
. P(1) ¢ valida.
ii. Para todo n € N, a validez deP(k), para todo k < n, implica a validez de
P(n+1)

Entdo P(n) € valida paratodon € N.

A partir do Principio de Inducdo Matematica, segue-se 0 importante mecanismo

para provar teoremas:
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Teorema 3.3.1. Prova por indugdo matematica
Seja a € Z e P(n) uma sentenca aberta em n. Suponha que
i P(a)é verdadeiro, e que

ii. vn>a,P(n) > P(n+1)Vnza, P(n):> P(n +1) é verdadeiro.

Entdo, P(n) € verdadeiro paratodon > a .

DEMONSTRACAO:

SejaU = {n € Z; P(n)}, ouseja, U é um subconjunto dos elementos de Z para 0s quais
P(n) é verdadeiro.

Por (i) a € U, entdo, por (ii) temos que:

vn,nel =>n+1 e,

Logo, pelo Principio de Inducdo Matematica {x € Z; x > a} c U.

Exemplo 3.3.1. : Mostrar que 12 + 22 + -+ n? = w
Seja P(n) = 12 + 22 + - 4+ n? = D@t
6
. P(1) é verdadeiro, ja que XG4 — 42

6

i. Suponhamos que P(n) seja verdadeira, para algum n e N.

iii. Verificando para P(n + 1) temos:

nn+1)2n+1)

6
_nn+1)C2n+1)+6(n+DH(n+1)
B 6

124224+ +n*+(n+ 1% =

+ (n+1)?

Colocando (n + 1) em evidéncia temos:

(n+D)[n2n+1)+6(n+1)] _ (n+1)(2n%+7n+6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6 6 '

Portanto,

(n+1)(n+2)(2n+3)

124224+ +n+(n+1)?*= p

, 0 que mostra que P(n+1) &
verdadeira.

Logo, provamos pelo Principio da Inducédo Finita que P(n) é verdadeira, Vn € N.
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DIVISIBILIDADE

Seja dois numeros inteiros a e b. Dizemos que a divide b quando existir um ¢ € Z, onde

b = c.a. Sendo assim, b é um mdltiplo de a, ou entdo, a € um divisor de b.

Para a divisibilidade utilizamos | (divide) . O simbolo ndo representa uma operagdo em

Z, nem mesmo uma fragdo. Assim, temos:

alb,entdoIc € Z,onde b = c.a.

Propriedades:
Sejam a, b, c € Z, tem-se que:

a) 1la,ala e al0,coma # 0.
DEMONSTRACAO:

E valida a partir das igualdadesa = a.1,a = 1.ae 0 = 0.a

b) Olae®a=0
DEMONSTRACAO:

(=)Suponhamos que 0|a, logo existe ¢ € Z tal que a = c. 0. Com isso, conclui-se que

(<)Se a = 0, conclui-se que 0|0, o que foi provado no item anterior.

c) alb © |a| divide |b|
DEMONSTRACAO:

alb=>3ceZtalqueb =c.a.
Utilizando seus modulos temos:

|b] = c.lal
|b| = —c.|al

Em |b| = c.|al|, temos que |a| divide |b|.

bl = lellal = {

Em |b| = —c.|al, sejad = —c,d € Z. Com isso, tem-se que|b| = d. |al.

Logo, |a| divide |b].



d) Se alb e b|c, entdo alc.
DEMONSTRACAO:

alb=>3d €Z,talqueb =d.a (i)
blc=>3Je€Z talquec=e.b (ii)
Substituindo (i) em (ii) temos:

c=e.b

c=d.a.e

Como d, e € Z, pelo fechamento dos inteiros, d.e € Z.
Sendo k = d.e:
c=k.akeZ

Logo, a|c.

e) Se alb e c|d, entdo ac|bd.
DEMONSTRACAO:
alb>meZtalqueb=m.a (i)
cld=>neZtalque d =n.c (ii)
Multiplicando membro a membro (i) e (ii):
b.d=m.a.n.c

b.d = a.c.(m.n)

Sejam.n =t, t € Z, temos:
b.d=a.c.t
Logo, ac|bd.

f) Se alb e alc, entdo a|(b £ ¢)
DEMONSTRACAO:

alb=3f €eZ,talqueb=f.a (i)
alc=>3g €Z talquec =g.a (i)
Somando membro a membro (i) e (ii):
b+c=fa+g.a

Colocando em evidéncia temos:

b+c=a.(f+9)
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Sejaf +g=k,k €Z,entdo:
b+c=ak
Logo,alb + c.

De forma analoga, prova-se que ,a|b — c.

9) Se alb e alc, entdo a|xb + yc para quaisquer x,y € Z.

DEMONSTRACAO:

alb=>3ImeZtalqueb =m.a (i)
alc>3Ine€Ztalquec =n.a (i)

alxb + yc = 3k € Z,tal que xb + yc = k.a (iii)

Substituindo (i) e (ii) em (iii) temos:

xma+yna=k.a
a(xm+yn) =k.a
k = (xm+yn)

Pelo Fechamento dos inteiros a|xb + yc.

h) Sealbeb # 0, entdo |a| < |b|
DEMONSTRACAO:

alb > 3Ic e Z,talqueb =c.a

Utilizando seus modulos temos:

bl = |cl.|al

Como b # 0, temos que ¢ # 0, logo 1 < |c|.
Com isso,|a| < |al.|c| = |b|

Logo, |a| < |b|.

i) Sejama,b € Zen € N. Temos que a — b|a™ — b™.
DEMONSTRACAO:
Vamos provar pelo Principio da Indugdo Finita em N

Verificando para n=1

30
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a—bla' — b?

a—bla—b=>3c€Z-a—blc(a—Db)

Logo, a proposicéo é valida para n=1.
Il. Supondo que a — b|a™ — b™ seja valida Vn € N.
[1. Provar para n+1

an+1 _ bn+1 =a%.a—b"b

a"tl —p™tl =g a—b.a® +b.a™ —b™. b

an+1 _ bn+1 — an(a _ b) + b(an _ bn)

Por hipétese, a — bla™ — b™ € a —bla—b, com isso a — b|x(a —b) + y(a™ —
b™),Vx,y € Z,Vx,y € Z.
Comoa — b|a™(a — b) + b(a™ — b™), temos que a — b|a™*t! — p"+1,

Logo, pelo Principio da Inducédo Finita, a proposi¢ao é valida vn € N.

4.1. Divisao Euclidiana

Em um dos livros de sua extensa obra Os Elementos, Euclides enunciou a diviséo
euclidiana de uma forma implicita.
Inserido no conjunto dos nimeros naturais, quando um numero b#0 ndo divide a,

Euclides enfatiza que sempre é possivel essa divisao de a por b, com resto.

Teorema 4.1.1. Sejam a e b dois numeros inteiros com b # 0. Existem dois Unicos

nameros inteiros g e r tais que

a=bg+rcom0 <r <|b|

No teorema, a é o dividendo, b o divisor, g o quociente e r o resto. Logo, na diviséo
euclidiana, temos que o resto da divisao a por b € zero quando bja.

DEMONSTRACAO:

Seja o conjunto S = {x = a — by; y € ZJU(N U {0}) ye Z}n (N L{0)).

Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a, logo a — nb > 0,
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que mostra que S ndo é vazio. Como o conjunto S ¢ limitado inferiormente por 0, dizemos pelo
Principio da Boa Ordenacéo, que S possui um menor elemento r.

Suponhamos que r = a — bg. Como r >0, vamos mostrar que r < |b|.

Supondo por absurdo que r = |b|. Com isso, existe s € N U {0}, tal quer = |b| + s,
logo 0 < s < r. Porém, isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S.

Agora mostraremos a unicidade desse teorema:

Suponhaquea =bq+r=>bq+7r" ondeq,q',r,r"€Z,0<r<|ble0<r <|b|.

Assim temos que —|b| < —r < r' —r < r' < |b|. Logo,|r — 7’| < |b]. Por outro lado,
b(q—q') =r'—r, o que implica que |b|lg —q'| = |r' —r| < |b|, 0 que s6 é possivel se

0 =0q’e consequentemente, r = 1.

4.2 Paridade dos inteiros

Chamamos de paridade de um namero inteiro, a condi¢do desse nimero ser par ou
impar.

A classificacdo de numeros pares e impares, no conjunto dos nimeros naturais, acontece
desde Pitagoras, aproximadamente 500 a.C.
Considerando n, g € Z, temos as seguintes possibilidades:
i Numeros pares: O resto da divisao de n por 2 € zero. Com isso, n = 2q.

i. NUmeros impares: O resto da divisdo de n por 2 é um. Com isso, n = 2q + 1.

Algumas propriedades sdo formadas a partir da paridade dos inteiros:

o A soma e a diferenca de dois nUmeros é par se, e somente se, 0s dois nUmeros
possuem a mesma paridade.

Exemplo 4.2.1. 4 e 8 sdo pares , pois 4=2.2+0 e 8=4.2+0, logo 4+8+12 é par, onde
12=2.6+0.

o O produto de dois numeros € par se, e somente se, pelo menos um deles € par.

Exemplo 4.2.2. 6 é par, pois 6=3.2+0. 5 é impar, pois 5=2.2+1. Logo 6.5=30 é par, onde
30=2.15+0.

o A poténcia de um nimero é par se, € somente se, esse nUmMero é par.

Exemplo 4.2.3. 2 é par, pois 2=2.1+0. Logo, 2°=8 é par, onde 8=2.4+0.

o A soma de n nUmeros impares é par se, e somente se, n é par.
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Exemplo 4.2.4. 3 é impar, pois 3=2.1+1. Seja n=4, temos que, 3+3+3+3=12 é par, onde
12=2.6+0.

4.3.Maior inteiro

Definicdo 3.3.1. Chamamos a parte inteira de um namero real X, 0 maior inteiro |x],
onde | x| < x. Além disso, seja {x} a parte fracionaria de x, tal que {x} = x — [x].

Exemplo 4.3.1. :

Sex=5=1|5=5e{5}=0;

Sex=24=124 =2¢{2,4} =04;

Sex=-68=1-68=-7e{-6,8} =0,2.

Propriedades:

Sejax,y € Rem € Z, entdo:

[x] <x<|x|]+1e0<x<1;
lx + m] = |x] + m;
lx] + Iyl < lx+yl < Ix]+ Iyl +1;

-l e

A b

DEMONSTRACAO (Definicao 4.3.1. ):

Sejax, |x|,{x} € R, tal que |x] < x e {x} = x — |x].
A partir da propriedade 3 temos:

lx]+1 I<lxl+1 1+ 1{x}+{3

el +1 I =]lxl+1 1+ 03+ )]

lx]+1 |=lx+ |

Sabendoque {x} +{ } < 2el{x}+{ }] <1, entdo:
lx+ I =lx]+1 [+{x}+{3l

x+ [ <Ix]+] |+1

Seja |x] =gm+r,com0 < r <m+ 1, pela propriedade 4 temos:

- 22 o+ 2]
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A partir da propriedade 1,0 < x < 1:
o= 07 = ] <

Assim, sejam a, 2a, ... ja todos os inteiros positivos < n, divisiveis por a, entdo:

jasn<(+1a

. . 1
Multiplicando ambos os termos por —, temos:

jSt<j+l=j==

a

4.4.Equacdes Diofantinas Lineares

Em homenagem a Diofanto de Alexandria (aprox..300d.C.), tem-se um modelo de
equacdo ,chamada de Equacdo Diofantina, onde para a resolucdo de muitos problemas de
aritmética é necessario, ao trabalharmos com nimeros inteiros.

Definem-se como Equaces Diofantinas Lineares, equac@es da seguinte forma:

aX +bY =c

Onde, a,b,c € R, com a e b ndo sendo simultaneamente nulos.
Vale lembrar que esse tipo de equagdo nem sempre possui solugdo, com isso temos a

seguinte proposicao que determina a condicao de existéncia de Equag6es Diofantinas Lineares.

Proposicdo 4.4.1. Sejam a, b,c € Z. A equacdo aX + bY = ¢, admite solugéo se, e

somente se, mdc(a, b)|c.

DEMONSTRACAO:

(=) Seja (xg, ¥o) solucdo da equacdo diofantina aX + bY = c, temos ax, + by, = ¢

)

Ainda, seja d = mdc(a,b) entdo d|a e d|b. Com isso, a partir de uma combinacao
linear entre a e b, tem-se que d|(ax, + byy). 1))

De () e (1), d]c.

(<) Sejad = mdc(a, b), entdo d|a e d|b.

Por hipotese, d|c,entdoc =t.d,t € Z. (I)

Como d = mdc(a, b), temos que d = ma + nb,mn € Z. (ll)
Substituindo (1) em (I):
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c=t.d

¢ = t.(ma + nb)

¢ = a(mt) + b(nt)

Seja x, = mt e y, = nt, onde (xo, yo) € Z, entdo ax, + by, = ¢

Logo, (xg, y,) é solucdo da Equacdo Diofantina Linear.

Existem equagdes diofantinas que possuem infinitas soluges . Para essas equacdes

temos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.4.2. Seja (x,, y,), solucdo da equacdo aX + bY = ¢, onde mdc(a,b) =

Entdo, as solugbes x,y € Z daequagdo séo x = xo +they =y, —ta, t € Z.

Exemplo 4.4.1. Determine as solugfes da equacgdo 5X+3Y= 100.
Sendo mdc(5,3) = 1 e como 1|100, a equacgao possui solugcdo. Assim:
1=3-1.2 (1)

2=5-1.3 (1)

Substituindo (1) em (1) temos:

1=3-1.(5-1.3)

1=3-1.5+1.3

1=(-1).5+2.3

Multiplicando ambos os lados por 100, temos:
100=(-100).5+200.3

Com isso, x, = —100 e y, = 200. Assim:

x = —100 + 3y,y = 200 — 5¢t,t € Z.

Com isso, podemos concluir que a divisibilidade € um assunto de muita importancia em
Aritmética, pois a partir dela podemos analisar qualquer nimero inteiro, independentemente de
seu tamanho, reduzindo-os em fatores primos, a partir dos critérios de divisibilidade e
congruéncia, assunto que trataremos mais adiante. As propriedades de divisibilidade citadas

anteriormente serdo utilizadas frequentemente daqui para frente.
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Alem disso, essa funcdo da divisibilidade em reduzir um nimero em fatores primos € a
base da criptografia e algoritmos de seguranca, muito utilizados no nosso dia a dia, em coisas

simples, como por exemplo, transacdes online.
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5. NUMEROS PRIMOS

Como jé foi dito anteriormente, 0s homens aprenderam a lidar com os nimeros ao longo
do tempo e com isso deu-se o surgimento dos nameros primos. Um tipo de numeros muito
importantes em varias areas da Matematica e em outros ramos do conhecimento.

Séo chamados de nimeros primos todo ndmero natural, maior ou igual a 2, que podem

ser divididos apenas por um ou por ele préprio.

“Esses numeros sdo os proprios atomos da aritmética. Sdo os nimeros indivisiveis
que ndo podem ser representados pela multiplicagdo de dois menores...Todo nimero
ndo primo pode ser formado pela multiplicacdo desses blocos de construgdo Primos.
Cada uma das moléculas do mundo fisico é composta por atomos da tabela periédica

de elementos quimicos. Uma lista de primos ¢ a tabela periddica do Matematico.”
(SAUTOY, 2007, p.13)

Os primeiros indicios e resultados da ideia de primalidade deram-se através dos gregos
antigos, pela Escola Pitagorica (530 a.C), mas foi Euclides de Alexandria quem tornou estes
resultados como conhecemos no dia de hoje.

Em sua obra “Os Elementos”, Euclides desenvolveu importantes teoremas envolvendo
0s numeros primos, dentre eles a demonstragdo de que existem infinitos nmeros primos e que
todos 0s nimeros podem ser escritos na forma de decomposi¢do de nimeros primos. Esse
altimo chamado de Teorema Fundamental da Aritmética que sera demonstrado adiante.

Eratdstenes de Cirene (aproximadamente 200 a.C) também contribuiu grandemente com
0s nameros primos, desenvolvendo um dispositivo para encontra-los. Nesse sentido, Boyer
(2012, p. 122) afirma que “Eratostenes ¢ bem conhecido dos matematicos pelo “crivo de
Eratostenes”, um método sistematico para isolar nimeros primos.” Porém, esse método nao ¢
muito eficiente para numeros muito elevados.

Além destes, outros matematicos fizeram suas contribui¢fes para 0s nimeros primos,

como Fermat, Mersenne, Euler e Gauss.
Com isso, sejam p e g numeros primos e a um ndmero inteiro, seguem-se as definicdes:
l. Se plq, entdop = q.

DEMONSTRACAO:
Por hipétese p|q . Como g é primo, p=1 ou p=q.
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Porém, p é primo e com isso, p > 2.

Logo,p =gq .

. Se p/q, entdo mdc(a,p) =1
DEMONSTRACAO:
Supondo d = mdc(a,p), entdo d|a e d|p.
Por hipétese, p é primo entdo, d=1 ou d=p.
Considerando d=p, como d|a entdo p|a.
Absurdo.
Logo, d=1

Proposi¢do 5.1. (Lema de Euclides): Sejam a, b, p € Z, com p primo. Se p|ab, entdo
pla ou p|b.

DEMONSTRACAO:

Supondo que p/a.

Seja d = mdc(a, p), entdo d=1. Com isso, existe X,, Y, € Z tal que ax, + py, =1.

Multiplicando ambos os lados por b temos:

ab(x,) + p(by,) =b

Dai, plab e p|p, entdo, p|b.

De forma analoga, se p/b entdo p|a.

Teorema 5.1. (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo numero natural maior

do que 1 ou é primo ou pode ser escrito de maneira Unica como um produto de nimeros primos.

DEMONSTRACAO:
Considerando n € N. Onde n é maior que 1.

Se n=2, verifica-se a validade do teorema, pois 2 é primo.
Se n é composto, existem ny,n, € N, onde n=n, -n, com 1<ni<n e 1<nz<n.
Por hipotese, existem numeros primos p,, P,, Pz, P,e 0;,d,,0s,....4;, onde

N = Py, Pos P3seees P € Ny =Gy, 0y, 0g,ee1 G oy COMISSO N= Py, Py Pgievs Py Gy Az Ggseees s -

Para provar a unicidade da fatoragéo temos:
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Seja n=p,, p,, P,.--,» P, , COM pi primo e n=q,,d,,d,,...,q, , COM gj também primo.

Como n=n temos que p,|q,,d,,d;.....d, ,COM isso, podemos afirmar que p1=g;, onde
seguindo a sequencia temos que j=1, logo p1=0Qx.

Ainda, podemos afirmar que p,,ps,..., P, =0,0s,...0s ASSIM p,|a,.q;,....q, , 10go

P2=0q2.
Sem perda de generalidades, temos que r=s e pi=q;.

Tratando-se da quantidade de nimeros primos existentes, Euclides provou em sem livro
IX, utilizando uma demonstracdo por absurdo, demonstracdo esta nunca vista anteriormente,

que existem infinitos nimeros primos.

Teorema 5.2. Existem infinitos nimeros primos

DEMONSTRACAO:

Supondo que exista apenas um numero finito de nimeros primos p,, P, Ps,---s P, -
Considerando n €N, onde n=p,p,..p, +1, pelo Teorema Fundamental da
Aritmética, n possui um fator primo p, onde p|p, p,...p, € consequentemente p divide 1, o que

€ um absurdo.

Logo, existem infinitos nimeros primos.

A demonstragdo citada acima, conceituada como uma das pérolas da Matematica, foi a

mesma utilizada por Euclides.

5.1. Nimeros primos especiais

Dentre 0s nimeros primos existem os chamados primos especiais, que sdo numeros

naturais que possuem algumas caracteristicas e propriedade diferentes de outros.
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5.1.1. Primos de Fermat

Foram conjecturados por Pierre de Fermat em 1640, em uma carta enviada para outro

importante matematico da época, Marin Mersenne. Nessa carta Fermat afirmava que todos 0s

, . 2" ~ .
nimeros que tinham a forma F, =2° +1, onde n € N, so primos.

Porém, sua prova somente havia sido feita com n até quatro. Sendo assim, considerando

0<n<4,temos:

Fy=2" +1=2'+1=3
F=2" +1=22+1=5
F,=2% +1=2%+1=17
F,=2% +1=2°+1=257

F, =22 +1=2"° +1= 65537

Sua afirmacdo foi desmentida em 1732, por Leonhard Euler, que mostrou que se n =5

0 nimero ndo é primo. Para Euler:

Fs =27 +1=2% +1= 4294967297

Onde, 4294967297 = 641x6700417 . Com isso, F; € composto.

Até hoje ndo foram descobertos mais nenhum além dos 5 primeiros, mas acredita-se que

sejam infinitos.

5.1.2. Primos de Mersenne

Os primos de Mersenne séo nimeros da forma Mp =2° -1, onde p=>2.
Marin Mersenne publicou sua relacdo de nimeros primos, baseada nos valores de p, em
meados do seculo XVII. Para Mersenne para 0 numero ser primo p deve ser:
2,3,5,7,13,19,31,61,89,107,127,521,607,1279,2203, 2281, 3217, 4253 e 4423
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L : . 82.589.933 : I
O maior numero primo conhecido atualmente, 2 —1, possui quase 25 milhdes de

digitos e € 0 512 primo de Mersenne ja descoberto.

5.1.3. NUmeros Perfeitos

Definicédo 5.1.3.1. Denota-se como um nimero perfeito a € Z*, aquele que a soma de

todos os seus divisores, exceto ele mesmo, resulta no préprio a.

Exemplo 5.1.3.1. Seja D(6) = {1,2,3,6} os divisores de 6. Temos que 6 ¢ perfeito, pois
6=1+2+3

Exemplo 5.1.3.2. Seja D(28) = {1,2,4,7,14,28} os divisores de 28. Temos que 28 é
perfeito, pois 28= 1+2+4+7+14

Os nameros citados nos exemplos acima sao considerados os numeros perfeitos mais
“famosos”. Muitos dizem que isso ¢ resultado de que Deus criou 0 universo em 6 dias e no
sétimo descansou e que o 28 ¢ a quantidade de dias que a Lua demora para completar uma volta

na Terra.

Definicdo5.1.3.2. Sejan € Z*, e S(n) a soma dos divisores de n, tem-se que S(n)=n+1,
se e somente s, n é primo.

Nota-se que sendo n primo, 0s Unicos divisores de n sdo 1 e o préprio n. Logo, S(n)=n+1.

Definicdo 5.1.3.3. Sejam,n € Z* e S(m) a soma dos divisores de m e S(n) a soma dos

divisores de n, tem-se que se mdc (m,n) = 1, entdo S(n.m)=S(n).S(m).

Exemplo 5.1.3.3. Considerando n=2 e m =3, temos que mdc(2,3)=1. Além disso, S(2)=3
e S(3)=4.

Seja S(2.3)=S(6)=12, entdo:

S(6)=S(2).S(3)

12=3.4

12=12



Definicdo 5.1.3.4. Se n € perfeito, S(n)=2n

De fato, pois se n é perfeito a soma de seus divisores menos ele é igual a n.

Exemplo 5.1.3.4. Seja n=6, entdo:
S(6)= {L,2,3,6}
1+2+3+6=12=2.6

42
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6. CONGRUENCIAS

A nocdo de congruéncia pode ser encontrada em Vvérias situagdes do nosso cotidiano
como, nas horas, no calendario, nos angulos, em criptografia, além de ser encontrada nos
critérios de divisibilidade nas aulas de exatas.

Os termos que veremos em abundancia nesse capitulo, congruente e médulo, sdo
derivados do latim, onde congruente significa “o que corresponde” e modulo, “modelo”.

O conceito de congruéncia modular como uma aritmética com os restos da divisdo
euclidiana por um ndmero ja fixado foi introduzida por Gauss em seu livro Disquisitiones
Arithmeticae (1801). Segundo Ore (1988), a teoria das congruéncias desenvolvida por Gauss
fez com que seu nome fosse introduzido na chamada Teoria dos NUmeros.

Em situagdes envolvendo célculos de nimeros excessivamente grandes, onde a
utilizacdo das operacdes basicas (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) € muito
complicada, como por exemplo, dividir 2*8por 9, é possivel recorrer ao conceito de congruéncia
que sera proposto adiante.

Podemos dizer que dois ou mais nimeros sdo congruentes quando, ao serem divididos
por um mesmo numero, deixam um mesmo resto.

Sejam € N o divisor, r o resto, A e B niUmeros quaisquer, temos:
A=m-q,+r

B=m-q,+r

Dizemos que A é congruente (ou congruo) a B, médulo d.
Em escrita Matematica, a congruéncia ¢ representada pelo simbolo “=”.
Assim, 0 exemplo dado pode ser representado por:

A = Bmodm

Para tal defini¢cdo consideraremos sempre m > 1, pois 0 resto da divisdo de um ndmero
n qualquer, n € Z, por 1 é sempre 0. Ou seja, para quaisquer a,b € Z, podemos escrever

a=bmodl.

Exemplo 6.1. :
5=2mod 1 (resto 0)
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7 =9 mod 2 (resto 1)

Sejam a, b, c,d € Z, valem as seguintes propriedades:

a)a=amodm (Reflexiva)

b)a =bmodm = b =amodm (Antissimétrica)

C) Se a=bmodm € b=cmodm, entdo a=cmodm (Transitiva)
d) Se a=bmodm = mpb-a

e) Se a=bmodm € c=d modm, entdo a+c=b+d modm

f) Se a=bmodm e c=dmodm, entdo a-c=b-d modm

g) Se a=bmodm=a" =b" modm

DEMONSTRACOES:

a) Sendo a=a, temos que o resto da divisdo de a por m sera a mesma em ambos 0S

b) Por hipétese, a=bmodm, ou seja, a=m-q, +, e b=m-q, +r,,com r, =,

. Com isso, como r, =T, conclui-se que b =amodm.

c=m

C) Por hipétese, a=bmodm € b=cmodm, entdo a=m-q, +r, , b=m-q, +1, e

-Q, +1,. Logo como em ambos 0s casos temos 0 mesmo resto ri, afirmamos que

a=cmodm.

().

d) Por hipétese a=bmodm, logo por definicdo a=m-qg, +r,(I)e b=m-q, +1,

Subtraindo (1) de (I1) temos:
b-a= m(Qz _ql)+(r2 _rl);

Como r,=1,, b—a=m(q, —q,) .



Seja k=0,—0,,entdio b—a=m-k, ke z.

Logo, mb-a.

o a=bmodm = mb-a;(l)
e) Por hipétese
c=dmodm=m[d —c;(Il)
Por (I) e (I1) temos:
m/(b—a) +(d —c)
m(b+d)-(a+c)

Logo, a+c=b+dmodm

o a=bmodm = mb-a;(l)

f) Por hipdtese
c=dmodm=m[d —c;(Il)

Por (1) e (1):
m|(b—a)+(d —c)
Multiplicando (1) por c e (Il) por b, temos:
mlbc —ac +bd —bc
mlbd —ac

Logo, ac =bd modm

9) Vamos provar por indugdo em N:
M Para n=1:

a' =b'modm
Por hipétese a afirmacéo é verdadeira.

(1) Supondo vélida vn € N a proposicdo a=bmodm=a" =b"modm
(11 Verificando para n+1:

De (1): a' =b'modm

Por hipétese, 8" =b" modm

A partir da propriedade f) temos:

a"-a'=b"-b*modm
a.n+1 Ebm—l mOdm

45



46

Logo, a proposicao é valida vn € N.

A propriedade g) nos auxilia a resolver problemas que envolvem ndmeros grandes.

Exemplo 6.2. : Determine o resto da divisio de 2372 por 13

Como 237 =3mod13, elevando ambos os lados a 4 temos:

237* = 3* mod13 = 237* =3mod13 (1)

Em (1), elevando ambos os lados a 7 temos:
(237*)" =3’ mod13 = 237* =3mod13

Logo, o resto da divisdo de 2372 por 13 é 3.

6.1. Critérios de Divisibilidade

Falaremos sobre os critérios de divisibilidade por alguns ndmeros primos, pois a
congruéncia trata da divisdo de nameros distintos e seus restos.

Em todos os critérios de divisibilidade utilizaremos os nimeros na base decimal e a
congruéncia de acordo com cada divisor.

6.1.1. Divisibilidade por 2

Considerando o nlimero:

(a,a,,..2,8,a,),, =4, -10" +a, ,-10"" +...+a, -10* +a, -10" +a, -10°

Entdo:

10° =1mod 2
10' =0mod 2
10% = 0mod 2
10° =0mod 2

Com isso,
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a,10° =1-a, mod 2
a,10' =0-a, mod2
a,10° =0-a, mod 2
a,10° =0-a, mod 2

Assim por diante, até a,10" =0-a, mod 2.

Portanto, temos que o numero (a,a, ,..-a,83a,),, € divisivel por 2 quando o algarismo

das unidades for divisivel por 2.

6.1.2. Divisibilidade por 3

Considerando o nimero:
(a,a,,..2,8,3,),, =a,-10" +a, , -10"* +...+a, -10* +a, -10* +a, -10°
Entdo:

10° =1mod3
10" =1mod3
10° =1mod3
10% =1mod3

Com isso,

a,10° =1.a, mod 3

a,10' =1-a, mod3

a,10° =1-a, mod3

a,10° =1-a, mod3

Assim por diante, até a,10" =1-a, mod3.

Portanto, temos que o numero (a,a, ,...8,&3,),, € divisivel por 3 quando a soma de seus

algarismo for divisivel por 3.
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6.1.3. Divisibilidade por 5

Considerando o nlimero:

(a,a,,..2,8,a,), =4, -10" +a, ,-10"" +...+a, -10* +a, -10* + a, -10°

Entdo:

10° =1mod5
10" =0mod5
10 =0mod5
10° =0mod5
Com isso,

a,10° =1-a, mod5

a,10' =0-a, mod5

a,10> =0-a, mod5

a,10° =0-a, mod5

Assim por diante, até a, 10" =0-a, mod5.

Portanto, temos que o nimero (a,a, ,...8,&a,),, € divisivel por 5 quando os algarismos

das unidades for 0 ou 5.

6.1.4. Divisibilidade por 7

Considerando o nlimero:
(a,a,,..2,8,a,),, =a, 10" +a, , -10"* +...+a, -10* +a, -10" +a, -10°

Entao:
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10° =1mod7

10' =3mod7

102 =2mod 7
10 =6mod7

10* =4mod 7
10° =5mod7

10° =1mod7

10" =3mod7

10% =2mod7

10° =6mod7

10" = 4mod7
10" =5mod7
Com isso,

a,10° =1-a, mod7
a,10' =3-a, mod7
a,10° =2-a, mod7
a,10° =6-a, mod7
a,10* =4.a, mod7
a,10° =5-a, mod7
a,10° =1-a, mod7
a,10" =3-a, mod7
a,10° =2-a, mod7
a,10° =6-a, mod7
a,,10" =4-a, mod7
a,, 10" =5-a,, mod 7

Portanto, temos que o numero (a,a,,...8,&3,),, € divisivel por 7 quando
(a, +3a, +2a,)—(a, +3a, +2a;) + (a, +3a, +2a,) — (ay +3a,, + 2a,,) +... for divisivel por

7.
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6.1.5. Divisibilidade por 11

Considerando o nlimero:

(a,a,,..2,8,a,), =4, -10" +a, ,-10""* +...+a, -10* +a, -10* + a, -10°

Entdo:

10° =1mod11
10" =10mod11
10°> =1mod11

10° =10mod11

Com isso,

a,10° =1-a, mod11

a,10' =10-a, mod11
a,10° =1-a, mod11

a,10° =10-a, mod11

Portanto, temos que o nimero (a,a, ;...a,a3a,),, € divisivel por 11 quando os algarismos

das unidades somados ao décimo dos algarismos de ordem par e impar for divisivel por 11.

6.2.Teoremas de Fermat, Wilson e Euler

Alguns teoremas sdo de extrema importancia para a congruéncia, dentre eles estédo o
Pequeno teorema de Fermat, o Teorema de Euler e o Teorema de Wilson.

Os teoremas citados baseiam- se em uma classe de nimeros inteiros chamada de
numeros primos. Classe essa muito importante na Teoria dos nimeros, pois a partir dela
podemos escrever numeros grandes de uma forma mais simples, como um produto de nimeros
primos. Ou seja, podemos escrever qualquer numero diferente de 0 e +1 em nimeros primos.

Para entender do que se trata essa classe de numeros, temos:

Definicdo 6.2.1. Um numero p € Z — {0,%+1} diz-se primo quando seus Unicos

divisores sdo 1 e |p|. Caso contrério, p é dito composto.
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Com o exemplo temos os numeros 3 e 15, onde 3 é primo pois seus divisores sdo

D(3) = {— 3,L3}, enquanto 15 é composto pois D(15) = {— 15,—5,—3,L3,5,15}.

6.2.1. Pequeno Teorema de Fermat

O Pequeno Teorema de Fermat é amplamente utilizado em Teoria dos numeros. Embora
receba o nome de Fermat, foi Euler quem publicou sua demonstracao.
Fermat tentou criar uma relacdo que gere todos 0s nimeros primos, mas até hoje sua

prova nao teve éxito.

Teorema 6.2.1.1. (Pequeno Teorema de Fermat): Se p € um namero primo € a é um

ndmero inteiro tal que p/a, entdo a?~! = 1modp.

DEMONSTRACAO: Considerando o conjunto de niimeros inteiros:
A={a,2a3a,..,(p-1a}

Os elementos do conjunto A séo incongruentes quando tomados dois a dois modulo p.

Seja O,y € A, temos que 6 = a;.a ey = a,.a,onde a,, a, € {1,2,3,...(p — 1)}, tem-
se que 6 = ymodp = p|(a; — ay)a. Como p é primo e p ndo divide a, temos que
pla, — a,, 0 que é impossivel, pois |a; — a,| < p. Com isso, temos que 6 e y sdo
incongruentes médulo p, além de que nenhum elemento é congruente a 0 modulo p.
Logo, notamos que cada elemento de A é congruente a apenas um elemento do conjunto
Bonde B ={1,23,..(p — 1}.

Contudo, podemos supor que:
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a=1modp

2a=2mod p
3a=3mod p
4a=4mod p

(p-Da=(p-1)modp

Multiplicando membro a membro, temos:
a-2a-3a---(p-Da=1-2-3---(p—-1)mod p
a’™(@1-2-3---(p-1))=1-2-3---(p-1)mod p
a’(p-1!=(p-1)'modp

Como mdc((p-1)!,p)=1:

a’* =1mod p

Exemplo 6.2.1.1. : Determinar o resto da divisdo de 147 por 17

Como 17414, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que a=14 e p=17. Assim:
aP* =1mod p

14" =1mod17

14" =1mod17

Logo, o reto da divisdo de 141" por 17 ¢ 1.

6.2.2. Teorema de Euler

Leonhard Euler nasceu na Suica em 1707, mesma regido onde nasceram importantes
matematicos do século XVIII.

Filho de um ministro religioso tinha por parte do pai certa expectativa para que 0 mesmo
seguisse seus passos, porem Euler estudou com Jean Bernoulli, matematico respeitavel de sua
época, onde incorporou ao estudo da matematica temas como teologia, astronomia, medicina,
fisica e linguas orientais.

Em sua vida profissional, ingressou em 1727 como professor na Academia de S.
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Petersburgo, na area de medicina e fisiologia e em 1733, tornou-se o principal matematico da
Academia, onde contribui com varios artigos. Diziam que Euler compunha esses artigos
enguanto brincava com seus filhos.

Dois anos mais tarde, Euler perdeu a visdo de um olho e em 1766, enfrentou uma total
cegueira, 0 que ndo o impediu de continuar com suas pesquisas. Faleceu em 1783,
repentinamente ao tomar cha com um de seus netos.

Ao longo de sua vida, Euler publicou mais de 500 livros e artigos. E posteriormente a
sua morte apareceram listas contendo aproximadamente 886 itens.

Dentre os assuntos matematicos escolhidos por Euler, encontra-se a Teoria dos

Numeros. Sobre isso, Boyer afirma que:

A teoria dos nliimeros tem atraido fortemente muitos dos maiores matematicos, tais
como Fermat e Euler, mas ndo interessou a outros, inclusive Newton e d’Alembert.
Euler ndo publicou um tratado sobre o assunto, mas escreveu cartas e artigos sobre

varios aspectos da teoria dos nimeros. (BOYER, 2012, p.310).

Em 1732, Euler derrubou a afirmacéo feita por Fermat, que dizia que todo numero na
forma 2° +1sfo sempre primos onde a partir de sua imensa habilidade computacional, provou

que 2% +1 é fatoravel, ou seja, ndo é primo.

Euler publicou em 1736 na Academia de S. Petersburgo a primeira demonstracdo do
Pequeno Teorema de Fermat, citado anteriormente, embora Leinbniz também tenha feito essa
demonstracédo antes dele de forma manuscrita.

Ainda em relag&o a Teoria dos Numeros, Euler contribui com um teorema importante,
que recebeu seu nome. Este teorema também envolve os nimeros primos.

Antes de enunciarmos o teorema, trataremos de alguns assuntos necessarios para a

demonstracéo.

Definicdo 6.2.2.1. Sistema reduzido de residuos médulo m
Chamamos de sistema reduzido de residuos modulo m, o conjunto de ndmeros
T, 1, ., Ts € Z, tais que:
i mdc(ri,m):l,Vizl,...,s;
ii. r; € incongruente a rymodm, se i # j,

iii. Para cada n € Z, tal que mdc(n.m) = 1, existe i tal que n = r;modm..
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Definicdo 6.2.2.2. (Funcdo de Euler): Seja a funcdo ¢:N — N, onde ¢(m) ¢é a
quantidade de nimeros naturais compreendidos entre 0 e m-1, que sdo coprimos com m, tal que
p(m) <m —1, paratodom > 2.

Exemplo 6.2.2.1. ¢(8) = 4, pois 0s numeros 1,3,5 e 7, s&o menores que 8 e primos
entre si com ele.

Teorema 6.2.2.1. Sejam m, a € Z, com m>1 e mdc(a,m)=1. Entdo a®?™ = 1modn.

DEMONSTRACAO: Seja T4, Tp@my UM sistema reduzido de residuos mddulo m,
temos que ary, ..., arymy também formam um sistema reduzido de residuos modulo m. Assim:

ar, -ar, ---ar, ., =r r,---r, modm

Com isso,

a’™r -r,---r

p(my = ar -ar, ---ar,

my =Tl

»m Modm

Como mdc(ry. 7y ... gy, m) = 1, temos que:

a”™ =1modm

Logo, podemos perceber que o Teorema de Euler nada mais € que uma propagacao do

Pequeno Teorema de Fermat, tendo em vista que se m=p for um ndmero primos, entdo

p(p)=p-1

6.2.3. Teorema de Wilson

John Wilson(1741-1793) conjecturou um teorema sobre numeros primos, que foi
provado por Lagrange(1736-1813).

Teorema 6.2.3.1. Se p é um ndmero primo, entdo (p — 1)! = —1modp.
DEMONSTRACAO:

Para p=2 e p=3, o teorema é facilmente verificado:

(2-1)!=-1mod?2

(3-1D!'=-1mod3
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Agora, supondo p = 5 primo, temos que Vi € {1, ...,p — 1} e aindaa congruénciaiX =
1modp, possui apenas uma solucdo X. Ou seja, existe um Unico j € {1,...,p — 1}, onde ij =
1modp.

Além disso, temos que i* = 1modp. Com isso, p|i? — 1, entdo pli + 1 ou pli— 1, 0
gue ocorre somente se i=1 ou i=p-1.

Portanto,
2---(p-2)=1lmodp=1-2---(p-2)(p-1) =-1mod p

Exemplo 6.2.3.1. Ache o resto da divisdo de 6.7.8.9mod5
Sabemos que:

6 =1mod5
7 =2mod5
8=3mod5
9=4mod5

Multiplicando membro a membro, temos:
6-7-8-9=1-2-3-4mod5
6-7-8-9=4'mod5

Pelo Teorema de Wilson 4! = —1mod5, entdo:
6-7-8-9=-1mod5
6-7-8-9=4mod5

Logo, o resto da divisdo é 4.

6.3.Congruéncias Lineares

E um caso de equacio envolvendo a ideia de congruéncia médulo m, ou seja, 0 intuito
de resolvermos uma congruéncia linear é encontrar, se existirem, nimeros inteiros x que
satisfazem a congruéncia dada.

Definicédo 6.3.1. Dados a, b, m € Z, com m > 1, a congruéncia aX = bmodm, possui

solucdo se, e somente se, mdc(a, m)|b.
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DEMONSTRACAO:

(=) Supondo que a congruéncia aX = bmodm possua uma solucdo x, ou seja,
ml|ax — b, 0 que faz com que exista um y, onde ax — b = my. Com isso, a equagdo aX —
mY = b tém solucéo.

Logo, mdc(a, m)|b.

(<) Supondo que mdc(a,m)|b, temos que aX —mY = b possui uma solucdo X,y

qualquer. Com isso, tem-se que ax = b + my, onde x é solugdo da congruéncia c.

Exemplo 6.3.1. A congruéncia 3X = 5mod7 admite solugdo?

Sabemos que para que haja solucdo o mdc(3,7) precisa dividir o 5.

Assim, temos que mdc(3,7) =1 e, como 1|5, podemos afirmar que 3X = 5mod7

admite solucéo.

Proposi¢cdo 6.3.1. Sejam a, b,m € Z,comm > 1 e mdc(a,m)|b. Se x, € uma solucao
da congruéncia a,b,m €, entdo xy, X, + %,xo + 2%, v Xo +(d—1) %, onde d=

mdc(a,m), formam um sistema completo de solugcdes da congruéncia, duas a duas
incongruentes modulo m.

Exemplo 6.3.2. Resolva se possivel, a congruéncia linear8X = 4mod12.
Sejad = mdc(8,12) = 4.

Como 4|4, admite solucdo. Assim, seja x, = 2, uma solucdo, pois 16=1.12+4.
Com isso, temos que:

xl=2+E:>x1:5;
4
X, :2+2-%:>x2 =8§;

Xq :2+3-E:>x3 =11.
4

6.4.Teorema Chinés dos Restos

Utilizamos o Teorema Chinés dos Restos para resolver sistemas de congruéncias
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modulo m. Tal teorema esté definido da seguinte maneira:

Definicéo 6.4.1. Se mdc(m;,m;) = 1, para todo m;,m,, com i # j, entdo o sistema

possui uma Unica solugdo modulo m, tal que M = mym,..m,. As solucdes sdo x =

Myy;icqi .. +Myyrc, + yM, Onde t € Z, M; = M|m; e y; é a solucdo de M;Y = 1modm,
i=1,..r.

DEMONSTRACAO:

Como ml-|M]-, sei #je M,y, =1lmodm,, vamos provar que x é solugdo simultéanea do

sistema. Assim, temos que:
X=M,y,c, +..+ M.y, c, =M,y,c, =c, modm,
Analogamente se x’ é outra solucdo temos que:

X=Xx'modm,Vi=1..,r.

Como mdc(my,m;) = 1, para i # |, entdo mme(m,,...,m,) =m,..m, =M . Com isso,
X = X'mod M.

Exemplo 6.4.1. Resolva o problema proposto pelo matematico Sun-Tsu: Qual o
numero que deixa restos 2,3 e 2 quando dividido, respectivamente, por 3,5e 7?

Para resolver o problema devemos montar o seguinte sistema de congruéncias:

X =2mod3

X =3mod5

X =2mod7

Onde:

M =3-5.7=105

M, =5-7=35

M, =3-7=21

M, =3-5=15.

E ainda,

Il
N W N

C,
C,
Cs

Assim,



58

M.y, =1mod3=y, =2
M,y, =1lmod5=1y, =1
M,y, =1mod7 =y, =1

Pelo Teorema Chinés dos Restos temos:
x = (Myyic; + Myy,cy + M3ysc3)modM
x = (35.2.2 + 21.1.3 + 15.1.2)mod 105

x = (140 + 63 + 30)mod105
x = 233mod105

Como o resto da divisdo de 233 por 105 é 23, temos que:
x = 23 = 233mod105

Logo, x = 23 + 105¢,t € Z.

O problema proposto o exemplo 6.4.1 é uma charada, muito importante para o

desenvolvimento do raciocinio l6gico do aluno.
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7. CRIPTOGRAFIA

Derivada do grego kriptos, cujo significado é oculto, a palavra criptografia significa
“escrita oculta”.

A criptografia, muito utilizada atualmente no nosso cotidiano, em transi¢des bancarias,
celulares, computadores, compras on-line, alarmes e até mesmo em chaves de veiculos, ndo é
uma novidade. Sua utilizacdo possui um longo historico e diferentes métodos, que serdo
tratados mais a frente, todos com o intuito de ocultar mensagens e dificultar sua decodificagéo.

As primeiras evidéncias da criptografia surgiram no Egito antigo, aproximadamente
1900 a.C, quando as palavras e alguns trechos de documentos valiosos sobre localiza¢Ges de
tesouros, foram substituidas por simbolos, para que os mesmos ndo fossem encontrados. Ao
longo dos anos, a criptografia foi empregada pelos militares na transmissao de segredo de
Estado e da diplomacia além de questBes politicas e pessoais. Além disso, em pelo menos dois
milénios, a humanidade melhorou os sistemas utilizados, desenvolvendo assim a chamada
criptografia moderna, baseada em sistemas computacionais cada vez mais avangados. Sobre

isso, Singh afirma que:

A natureza humana tem uma necessidade a privacidade, mesmo que seja para guardar
simples segredos. E possivel observar na historia que a linguagem de codigos sempre
foi muito usada como recurso militar, politico, em questdes comerciais, em guerras e
até mesmo motivos sentimentais. (SINGH, 2008)
O desenvolvimento e o aperfeicoamento da criptografia passaram por trés fases, sendo
elas:

I Artesanal: Durante as idades antigas e médias, com 0 surgimento da escrita,
técnicas que manuseavam papeis e lapis eram faceis de serem descobertas. Como exemplo, a
utilizada por Julio Cesar, citada mais adiante.

ii. Mecanica: No comeco da idade Moderna, com a Revolucdo industrial e a
Segunda Guerra Mundial, deu-se inicio a utilizacdo das méaquinas na criptografia. Como
exemplo, a Maquina Enigma.

iii. Digital: A partir do desenvolvimento dos computadores, onde calculos de
nimeros muito grandes eram feitos rapidamente, os metodos de Criptografia foram
aperfeicoados. Um exemplo é o mais utilizado atualmente chamado de RSA.

Além das fases, a criptografia é dividida em:
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I Simétrica: Chamada também de convencional, é onde a chave que criptografa
uma mensagem é a mesma para descriptografar.
ii. Assimétrica: Uma chave, chamada de chave publica, criptografa a mensagem e

outra, chamada de chave privada, descriptografa.

Alguns métodos utilizados em cada fase da Criptografia serdo mostrados a seguir.

7.1.Histdrico criptografico

Como citado anteriormente, a criptografia nasceu ha muito tempo e métodos foram
desenvolvidos para o aperfeicoamento dessa técnica. Com isso, descreveremos alguns dos

principais métodos e seus respectivos autores.

7.1.1. Cifra de César

Utilizado na Roma antiga, o0 método de Julio César é considerado um dos mais famosos
e baseava-se na substituicdo de uma letra do alfabeto por outra correspondente a ela. Por isso,
este método era chamado de cifra por substituicao simples.

Seguindo um padrdo predeterminado, César correspondia a letra do alfabeto com uma

cifra, como na tabela abaixo:

Tabela 1- Cifra de César

Letra|a|bjc|dje|f|g|h|i|j kil |mnjolp|q|r|{s|tjujv|w|X|y|z

Cifra | DIEF|G|H|I|J|K|ILIM|N[O|P QRIS TIUVWX|Y Z A B|C

Fonte: Proprio Autor

Exemplo 7.1. Uma frase muito conhecida de Julio César seria escrita da seguinte forma,
usando-se as cifras correspondentes.
Vini, Vidi, Vici = YLQL, YLGL, YLFL
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A cifra por substituicdo simples era falha pelo fato da mesma letra aparecer
frequentemente numa mesma frase, o que facilitava a descoberta da mensagem.

Abaixo, temos a frequéncia das letras na lingua portuguesa:

Tabela 2- Frequéncia das letras

A 14,63% N 5,5%
B 1,4% @) 10,73%
C 3,88% P 2,52%
D 4,99% Q 1,20%
E 12,57% R 6,53%
F 1,02% S 7,81%
G 1,30% T 4,34%
H 1,28% U 4,63%
I 6,18% \Y 1,67%
J 0,40% w 0,01%
K 0,02% X 0,21%
L 2,78% Y 0,01%
M 4,74% 4 0,47%

Fonte: HEFEZ, 2016, p.267

Analisando a tabela, percebemos que algumas letras aparecem mais vezes que outra e
isso faz com que realmente esse método seja falho. Um exemplo dessa fragilidade é a
decapitacdo da rainha da Escdcia Maria Stuart, no século XVI, a partir de uma mensagem

decifrada que tinha o intuito do assassinato da rainha Elizabeth 1.

7.1.2. Formac&o de anagramas

Diferente do método utilizado por Julio César, onde a quebra de um codigo tornava-se
facil pela frequéncia de determinadas letras, o0 chamado método da transposi¢do ou formacao
de anagramas, consiste em embaralhar as letras de uma palavra ou até mesmo frases com o
intuito de dificultar essa quebra. Por exemplo, uma mensagem com 100 letras formam 100!

permutagdes possiveis, 0 que resulta em aproximadamente 9.10%°’, nimero este, que torna
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ilusorio a decifracdo de um cédigo.
Devido a dificuldade com as trocas das chaves entre os usuarios, pode-se dizer que este

método € inviavel numa populacdo muito grande.

7.1.3. Disco de Alberti

Em meados do século XV, durante o renascimento, Leone Battista Alberti, arquiteto
italiano que era considerado um destaque em relacdo ao seu modo de pensar e também o pai da
criptografia ocidental, sugeriu um método com um modelo diferente, chamado de disco de
Alberti que consistia numa melhoria da cifra de César utilizando substituicdo polialfabética.

O modelo era formado por dois discos com diferentes diametros, fixados por um pino
em centro comum, onde 0 menor era posto sobre 0 maior, para que 0 mesmo pudesse girar.

Ambos os circulos (discos) eram divididos em vinte e quatro setores de mesma medida
com suas bordas preenchidas da seguinte maneira:

i Disco maior: Seguindo o sentido horéario, foram inscritas letras maiusculas e
numerais.

A BCDEFGILLMNOPQRST VX Z123,4

ii. Disco menor: Em ordem aleatoria, foram inscritos letras minisculas e uma
palavra em latim.

a,b,c,defghiklmnonpaqrstvXy,zet

Para ocorrer uma comunicacdo utilizando esse método, ambos 0s correspondentes
possuiam cdpias idénticas do disco com uma combinagéo feita anteriormente, onde se girava o

disco menor para encontrar a letra ou 0 nimero correspondente no disco maior.

7.1.4. Blaise de Vigenére

Em 1553, Giovanni Battista Bellaso criou um novo método para cifrar e decifrar uma
mensagem e 0 mesmo foi publicado em um curto livro, chamado La cifra del Sig Giovan Batista
Belaso.

O método consistia na utilizacdo de uma tabela intitulada tabula recta, apresentada a
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seguir, e na distribuicdo de uma chave.

Tabela 3- Tabula Recta

~nIi<K mfloldjlwle oz == aElzloa ool [D> 2 [x > N
SIN|/l<lmlolajwlw oz |-~ |al=Zzoa lox|n[- D> [X >
<[> N[<lmloowlw oz = =[x [a=Elzlola o |ln |- D> [ [
s x>INl[<mloawjujlolz|ol-IxaEz0oaloxloalP[>]=2
s Six>IN[<lmloolwplolz|l=|=-|xaZz0la o |ln[- D>
s> xXb>INl<ploowlelolz|l=|-|x¥x g [z]0o]a ol |ln [~ D
>R xXx>IN<blohlwlelolz|=m|-|¥x[a=Z|z|l0a O |n |-
ol-FPD >R IX>IN<mlolodlwlw 0T |- =[x a2z 0 |a |O|x |n
clolFPD>REIXx>INl<nloouwle oz = |- [a=Z ]z o |a [O]|x
clclo/F D> [x>INIl<lmlola|ww oz |[=[-I |0|= ]z |0 |a |O
clolxloFP>REIX>INl<njoawle oz =]~ |02z o |a
claloljloFD[>Ex>IN|l<mjoowlufolz|=|-I|x [0 [z |0
clola ol P[> X>INl<mjolowlw oz |=|-|x|[a]=]z
ElzloalollnF > IxXx>IN<omlolowluw oz |=|-|x [
—SlzlolaloljnojrD[>ExXx>IN|[<mjo0wuwu|o|x|=|- | |a
x a2 lzlola oo D> ExX>IN<oo0wlw|olx|=|-|x
| a2 lzolalolzlwl- P[> X>IN< oo wluw|o|xT |-~
— s alZlzloalollnw- D> X > IN|<|m|ooww oz |-
cl=lmIXx|alZElz0alol/nF P> X >IN[<|m]o|ow|e o]z
ol |l=-|mx g[S zloalollor D> x> IN|<|m|o 0w [uw o
w 0T lsx[aSlzlolaloxlvoF P[> X >IN|<[o]o o w o
sl Oz = s [agSzlolalo|jvor[D[>[2 x> IN|<m o |0 |w
sjlwjp oz |= s [gEzlolalolxlolr D> [2|x > [|N|<|mn o |a
cldjwln oz ==l a2 lzlola ool D> X > IN[<[n o
clopuwnfolz o alZEzlolaloxx|n[r D> x> [N |<|m
< mlo ooz o~ a2 zlola oo D> x> [N |<

Fonte: HEFEZ, 2016, p.276

Como a cifragem de uma palavra ou de uma mensagem acontece a partir de uma

correspondéncia com letras da palavra chave com a do texto, analisando linha e coluna da
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tabela, esse método é considerado muito dificil de ser quebrado, conhecido como cifra
indecifravel, pois uma letra qualquer pode ser representada de varias maneiras, ocorrendo-se
assim um grande numero de possibilidades de chaves.

Blaise de Vigenére, nome o qual foi atribuido erroneamente & descoberta de Bellaso, foi
um diplomata francés que em 1586 publicou um livro intitulado Traicté des Chiffres, onde
seguindo o método apresentado anteriormente acrescentou um novo conceito, chamado de

autochave, onde se utilizava o texto original como chave.

7.1.5. Eradigital

A Teoria da Informacdo teve um avango consideravel com a vinda dos telégrafos
seguida dos computadores, que utilizavam cddigos binarios para transmissao de dados. Com
iss0, com o intuito de converter todas as informacgdes de maneira igualitaria, em 1960 surge o
ASCIl (American Standard Code for Information Interchange), um método de traducdo a
linguagem binaria, atribuindo significados aos 2’=128 niimeros binarios com sete digitos.

Em 1973, a Nation Bureal of Standards, buscando a uniformizacdo dos padrdes
utilizados referente aos sistemas criptogéficos escolheu como oficial americano um sistema
desenvolvido pela IBM, chamado de DES (Data Encryption Standard). Utilizado até 1999, o
sistema consistia na distribuicdo de chaves simétricas, ou seja, uma chave é definida entre os
correspondentes com os padrdes a serem seguidos para a cifragem e decifragem.

Mesmo com o uso da informatica, para ocorrer a troca de senhas era necessario o
intermédio de um portador e para por fim a isso, trés americanos Whitfield Driffie, Martin
Hellman e Ralph Merkle, introduziram a Teoria dos NUmeros no ramo da criptografia, através
da ideia de congruéncia, em um sistema denominado DHM. Porém, a troca de chaves s6 podia
ser feita apenas entre dois individuos. E mesmo Driffie tentando tornar a troca de chaves

assimétrica, esse método foi considerado ndo viavel e insatisfatorio.

7.1.6. Sistema RSA

Utilizado atualmente, o sistema RSA é o0 mais seguro e conhecido método criptogréfico.

Foi desenvolvido em 1978, por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman, cujas inicias
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formam o nome dado ao sistema.

A ideia proposta por Driffie em relacdo a chaves assimétricas foi utilizada e implantada
no sistema, ou seja, cada individuo possui duas chaves, sendo uma publica e uma privada, para
cifragem e decigrafem, respectivamente.

Tendo como base os conceitos da Teoria do NUmero, o sistema RSA é utilizado em
VArios setores que usam a comunicagao e a assinatura eletronica, como por exemplo, compras

online e 0 uso de cartdo de crédito.

Esse codigo foi inventado por R.L. Rivest, A Shamir e L. Adleman, que na época
trabalhavam no Massachussets Institute of Technology (M.I.T.). As letras RSA
correspondem as iniciais dos inventores do codigo. H& vérios outros cddigos de chave
publica, mas o RSA é, atualmente, 0 mais usado em aplicaces comerciais. Este é o
método utilizado, por exemplo, no Netscape, 0 mais popular dos softwares de
navegacao da internet (COUTINHO, 2011, p.3)

Para utilizarmos o sistema RSA, devemos seguir as seguintes instrucoes:

I Escolher dois nimeros p e ¢, primos.
ii. Conhecer o nimeron=p.qe ¢(N)=(p-1)(q-1).
iii. Manter p e g em sigilo, pois séo as chaves de decodificacao.
Iv. Escolher um nimero a qualquer que faz parte da chave publica, de modo que o
mdc(a, p(n)) =1.

2 Resolver a congruénciaab =1mode(n), para encontrar um nimero b da chave
privada.
Vi. Utilizar uma tabela pré formulada com o intuito de transformar os caracteres da

mensagem em numeros e dividi-los em x blocos, de modo que 1 < x < n, garantindo uma unica
resposta na decodificacéo.

vii. Criptografa uma mensagem C(X), de acordo com a congruéncia
x® =C(x)modn.
viii. Descriptografa-se  uma mensagem D(C(X)), utilizando a congruéncia
C(x)* = D(C(x))modn, com D(C(x))<n.
iX. Colocar em sequéncia cada bloco D(C(X)) e converter em caracteres de acordo

com a tabela pré formulada.

Consideremos a seguinte tabela de conversao:
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Tabela 4- Conversdo RSA

A |10 N |23
B |11 | O | 24
C |12 P |25
D 13| Q | 26
E | 14 | R | 27
F |15| S | 28
G |16 | T | 29
H |17 | U | 30
| | 18| V | 31
I 19w 32
K |20 X |33
L 21| Y |34
M |22z |35

Fonte: Proprio Autor

Exemplo 7.1. Utilizando o sistema RSA e considerando p=11 e q=13, vamos codificar

a palavra BELA.

Sendo p=11 e q=13, entdo n=11.13=143 e ¢(n) = (11-1)(13-1) =120.
Considerando a=7, onde mdc(a, ¢(n)) =1, temos ab =1mod¢(n) . Com isso:

7b =1mod120

Assim, 7bh=120q+1<1=7b-120q. (1)

Pelo algoritmo de Euclides:

120=7.17+1<=1=120-7.17 (1)

Comparando (1) e (1) e sabendo que b ndo pode ser negativo, temos que:
b=-17+120te q=-1-7t
Seja t=1, entdo b=103 (menor valor possivel)

Seguindo a tabela 7.4., vamos transformar as letras em numeros.
B=11, E=14, L=21, A=10



Ou seja, 11-14-21-10.

Devemos agora separar em blocos X, onde x < 143.
11142110=11-142-110

Utilizando x* =C(x)modn, temos:

11"=132mod143 < C(x,) =132
142" =142mod143 < C(x,) =142
110" = 33mod143 < C(x,) =33

Com isso, a mensagem codificada é 132-142-33.

Exemplo 7.2. Decodificar a mensagem do Exemplo 7.1.

Utilizando C(x)° = D(C(x))modn, temos

132103 = 108 9108 33103 11154143
132" =63.63.110mod143
132'% =11mod143 < D(C(x,)) =11

142" = 21% 71'% mod143
142'® = 63.59mod143

142'% =142mod143 < D(C(x,)) =142

33'® =110mod143 < D(C(x,)) =110

67

Com isso, a mensagem decodificada é 11142110 e comparando com a Tabela 7.4.,

temos a mensagem original BELA.
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8. APLICACOES DE CRIPTOGRAFIA NO ENSINO

A criptografia esta presente em varios contextos do nosso cotidiano e proporciona o
desenvolvimento de inimeras aplicacdes em contelidos matematicos que podem ser tratados na
Educacao Basica, levando em consideracdo a popularizacdo da criptografia no mundo e o
desconhecimento do significado da palavra por parte da maioria dos alunos. No entanto, como
varios afirmam conhecer livros ou filmes que tem enfoque nesse assunto, fazer a utilizagao
desse conteudo em sala de aula facilita além do trabalho docente, a ampliacdo cultural e a
vontade do aluno em aprender Matematica. A partir disso, os Pardmetros Curriculares

Nacionais, nos mostram que:

No ensino da Matematica, destacam-se dois aspectos basicos: um consiste em
relacionar observagdes do mundo real com representacGes (esquemas, tabelas,
figuras); outro consiste em relacionar essas representacdes com principios e conceitos
matematicos. Nesse processo, a comunicacdo tem grande importancia e deve ser
estimulada, levando-se o aluno a falar e a escrever sobre Matemadtica, a trabalhar com
representagdes graficas, desenhos, construcdes, a aprender como organizar e tratar
dados. [...] (PCN-MATEMATICA, 1997, p.19)

O ensino da criptografia na Educacdo Basica permite que os alunos desenvolvam
habilidades e competéncias utilizadas no mercado de trabalho e na sociedade, por ser um tema
atual e com grandes aplicagdes. Com isso, a insercao da criptografia nos anos finais do Ensino
Fundamental ou Ensino Médio, possibilita a investigacdo de novos significados e o aprendizado
de conceitos e contetdos, que ndo estdo no curriculo proposto, como por exemplo, a aritmética
modular, citada anteriormente, que contribui para o ensino de divisibilidade, nimeros primos e
até mesmo na resolucdo de equacgdes. Além disso, as aulas contextualizadas promovem ao aluno

uma nova experiéncia de aprendizagem.

Percebe-se, entdo, a necessidade de tornar a Matematica mais interessante para o
aluno, de modo que ele tenha prazer em estuda-la. Um dos caminhos possiveis para
se alcancar esse objetivo é apresentar a Matema@tica presente no dia a dia do aluno,
fazendo-o perceber que seu estudo é til e pertinente. Ou seja, é importante
contextualizar o ensino (SIQUEIRA, 2016, p. 46).

Busca-se com a contextualizacdo no Ensino Médio, preparar o aluno para a sociedade,
de modo que 0 mesmo saiba se comunicar claramente, trabalhar e agir com eficiéncia e tomar
decisdes de maneira assertiva. Em relacdo a contextualizacdo da Matematica, o intuito é de que

0 aluno seja capaz de resolver problemas do cotidiano, desenvolvendo assim seu raciocinio
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I6gico, além de entender a relevancia da matematica para o desenvolvimento cientifico e
tecnologico.
Dessa forma, as finalidades para o Ensino Médio, de acordo com a Lei de Diretrizes e

Bases da Educacdo Nacional (LDBEN) sdo:

e a consolidagdo e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

e a preparagdo basica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar
aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas condicfes
de ocupagdo ou aperfeicoamento posteriores;

¢ 0 aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacéo ética e
o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico;

e a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos,
relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

(BRASIL,1996, Lei 9394)

Escolher temas buscando a contextualizacdo da Matematica com o cotidiano permite
que os alunos compreendam realmente conteidos vistos em anos anteriores, aprofundem seus
conhecimentos e busquem novas estratégias para resolver problemas propostos, relacionando a
teoria com a pratica.

A criptografia, além de ser um tema da atualidade, esta presente em varios assuntos que
os alunos conhecem, como senhas de banco, compras on-line, computadores e até mesmo nos
celulares, muito utilizados no dia a dia. Porém, como muito deles ndo sabem da existéncia da
criptografia e da sua relacdo com esses assuntos, a escolha desse tema é muito relevante, pois
0 intuito é despertar o entusiasmo e o interesse dos alunos para aprender assuntos novos e
mostrar a gama de possibilidades futuras.

Um dos conteldos matematicos que podem ser tratados aplicando a Criptografia no

ensino sao as fungdes, que sera enunciado na Secdo 8.1.

8.1.Funcdes

Funcdes podem ser entendidas como um conceito que trata de problemas de variagéo e
quantificacdo de fendmenos, em outras palavras, o estudo das funcdes pode ser entendido como

0 estudo de relagOes entre grandezas que variam.

Definigdo 8.1.1. Dados dois conjuntos A e B, onde 4, B € R, ndo vazios, uma relagéo f
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de A em B recebe o nome de aplicacdo de A em B ou fungéo definida em A com imagem em
B se, e somente se, para todo x € A existe somente um y € B tal que, (x, y)e f , ou seja:

f éaplicaciode AemB & {vx € 4,3y € B/(x,y) € f}

As fungdes sdo representacdes de relagdes de dependéncias entre dois conjuntos,
geralmente apresentados por meio de tabelas, gréficos e equacdes, muito presentes no nosso
cotidiano.

Os conjuntos A e B, recebem o nome de dominio e contradominio, respectivamente.
Além desses, tem-se a imagem £ (x) que nada mais é que valores presentes no conjunto B que
correspondem a elementos de A(X), ap6s passar por uma relacdo de dependéncia (f),
denominada lei de formacé&o. Por isso, chama-se 0s elementos de A de variaveis independentes

e 0s elementos da imagem de varidveis dependentes, pois eles dependem do A para acontecer.

Exemplo 8.1.1. Considerando que o valor gasto em uma loja depende da quantidade de
produtos comprados e que o custo de cada produto é R$3,00, qual o valor da conta se

comprarmos 5 unidades? E 12 unidades?

Dominio x: Quantidade de produtos
Imagem f(x): Valor gasto
Lei de formagdo: f(x) = 3x

Com isso, tem-se que:

Se x = 5, entdo f(5) = 3.5 = 15. Logo, o valor da conta serd R$15,00.
Sex = 12, entdo f(12) = 3.12 = 36. Logo, o valor da conta sera R$36,00.

Nota-se que a relacdo de dependéncia acontece, ou seja, quantidade de produtos é a
variavel independente e o valor gasto a dependente. Além disso, dizemos que essa relagao €

diretamente proporcional, pois quando x aumenta, f(x) aumenta na mesma proporcao.

Na Criptografia pode ser utilizado o conceito de funcdo. Com isso, surgiu a
possibilidade de ensinar e revisar determinados conceitos de funcdo, muito importantes para o
prosseguimento da vida escolar, a partir da introducéo da Criptografia no ensino.

Para que a Criptografia seja realizada a funcdo deve ser bijetora, ou seja injetora e
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sobrejetora, assim conseguimos garantir que a mensagem possa ser criptografada e

descriptografada sem alteracdo na mesma.

Definicdo 8.1.2. Denomina-se funcdo injetora, toda funcdo f:A — B, onde cada

elemento do dominio corresponde a um Unico elemento do contradominio.

Definicédo 8.1.3. Denomina-se funcao sobrejetora, toda funcéo f: A — B, que possui

em sua imagem todos os elementos do contradominio.

Definicdo 8.1.4. Denomina-se funcdo bijetora, toda fungéo f:A — B, injetora e
sobrejetora, simultaneamente.

Motivar o entendimento do aluno e fazer com que os mesmos se dediquem ao
aprendizado € o intuito dessa contextualizacdo, ndo s6 em Matematica, como em todas as areas
do conhecimento.

De modo analogo ao Exemplo 8.1.1. o exemplo abaixo, mostra uma das maneiras de

relacionar o conceito de funcédo a Criptografia:

Exemplo 8.1.2. Sabendo que a partir de uma mensagem original, conseguimos enviar

uma mensagem criptografada, temos que:

Dominio x: Letras da mensagem original (relacionadas a numeros quaisquer)
Imagem f(x): Mensagem criptografada
Lei de formacgdo: Depende de cada mensagem enviada

A ideia de enviar e receber mensagens criptografadas, utilizando o conceito de funcéo,
é uma maneira de apresentar a Criptografia aos alunos, além de auxilia-los no aprendizado do
contetdo.

Porém, deve-se lembrar que ndo s6 a funcdo, mas outros contetdo matematicos, como

matrizes e nimeros primos, podem ensinados contextualizando com a Criptografia.
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9. APLICACAO EM SALA DE AULA

O presente trabalho foi realizado com 14 alunos da 32 série do Ensino Médio, do
Colégio Anglo Cabretva, onde a autora leciona nos ensinos Fundamental e Médio, as
disciplinas de Matematica e Oficina de Matematica, ha 8 anos.

Foi aplicado no més de maio de 2021, durante 4 aulas, de forma totalmente remota,
utilizando aplicativos e sites na internet.

O intuito era verificar se 0s alunos conheciam a Criptografia e se as inser¢des de novos
conceitos chamariam a atencdo dos alunos para a disciplina de Matematica, onde varios alunos

apresentam dificuldade.

9.1.Descricéo do local da aplicagdo

O Colégio Anglo Cabrelva, localizado na cidade de Cabretva-SP, é de facil acesso,
pois se encontra na avenida principal do bairro e estd proxima a grandes centros, como Jundiai.
Além disso, o bairro, é considerado um local de crescimento, atraindo indUstrias, comércios e
mudando a perspectiva da comunidade em relacéo a educagédo principalmente.

Possui mais de 30 anos de funcionamento, onde atua em todos os niveis da educacao
basica: Educacdo Infantil, Ensino Fundamental I e I, e Ensino Médio.

As condicGes fisicas do colégio sdo excelentes, atendendo assim as condicdes
necessarias ao desenvolvimento do projeto pedagdgico. Conta com 10 salas de aulas amplas,
uma sala de coordenacdo e uma de direcao, secretaria, laboratorios de informatica e de ciéncias,
cantina, parque, quadra esportiva, além de um patio coberto para os alunos.

Possui 201 alunos desde a Educacéo Infantil até o Ensino Médio, sendo no Ensino
Fundamental, onde encontramos a maior parte deles.

O colégio faz parte da rede particular de ensino, e recebe alunos com perfis

socioecondmico na sua maioria de classe média, média alta e alta.
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9.2.Desenvolvimento do trabalho

O trabalho foi desenvolvido de forma remota, devido a pandemia da COVID-19, as
aulas estdo sendo ministradas através de aplicativos como ZOOM e GOOGLE MEET.

A sequéncia da aplicacdo se deu da seguinte forma:

a)
b)
c)
d)
e)

Questionario inicial,

Explicacdo do conceito de Criptografia;
Revisdo de conceitos matematicos;

Exercicios para o desenvolvimento da atividade;

Questionario final.

9.2.1. Questionario Inicial

Antes de comecar a atividade, foi proposto aos alunos um questionario inicial com o

intuito de levantar informacoes, utilizando o Google Forms, que foi disponibilizado por meio

do WhatsApp e pela plataforma digital do colégio, chamada Ultramax.

O questionario contou com perguntas simples e de facil entendimento e resolucéo.

A intencdo da aplicacdo desse questionario, era verificar se os alunos gostariam de

aprender algo novo como a Criptografia que ndo se encontra no Curriculo, mas é muito utilizada

no dia a dia do estudante e também perceber qual o interesse por aulas préaticas.

A seguir, encontra-se o questionario inicial proposto aos alunos:

1.

2
3
4.
5

Acha importante aprender assuntos novos?

Uma aula pratica seria interessante? Justifique.

Vocé ja ouviu falar em criptografia? Se sim, onde?

Em qual conteido matemaético, vocé acha que a criptografia se enquadra?

Vocé sabia que existem funcBes que admitem inversas?

Analisando as respostas dos alunos, temos que:

Na questdo 1, 100% deles acham importante aprender novos assuntos e consideram

muito bom.
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“Sim, aprender assuntos novos é muito bom, conhecimento nunca é demais.”

Figura 1- Questdo 1: Questionario Inicial

QUESTAO 1

1202
100%e
B0%:
60%
A40%6

20%¢

Fonte: Proprio Autor.

Na questdo 2, percebe-se que os alunos gostam muito de aulas préaticas. Consideram
importantes para a fixacdo do conteldo e para sanar as davidas existentes, aprendendo de uma
maneira ludica e facil, além de chamar a atencdo dos alunos para o assunto em questao e fazer

com que se interessem pela disciplina.

Figura 2- Questdo 2: Questionario Inicial

2. Uma aula pratica seria interessante? Justifigue.

14 respostas

Sim, pois aulas praticas marcam os alunos e ajudam na fixagdo do conteldo
Sim, porque ajuda mais os alunos a sanarem suas duvidas

Sim, pois deixa a aula mais dindmica.

Muito

Sim, pois da pra ter mais concentragdo

Sim, pois sempre h4 momentos para aprimorar

Sim, aulas praticas sdo mais intuitivas.

Sim pois pode incentivar ainda mais os alunos a se interessarem pela matéria

Fonte: Google Forms

Na questao 3, foi perguntado ao aluno se ele conhecia a palavra criptografia, e para a
surpresa da autora, todos ja tinham ao menos ouvido falar sobre o assunto. A maioria deles
disseram ter conhecido através da internet e de filmes, porém alguns citaram a escola e a aula
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de histéria ao relembrar da Maquina Enigma da 22 Guerra Mundial.

Figura 3- Questdo 3: Questionario Inicial

3. Vocé ja ouviu falar em criptografia? Se sim, onde?

14 respostas

Sim, segunda guerra mundial(Enigma) e em criptomoedas.

Sim, em cédigos criptografados na internet

Sim

Sim, em filmes e séries.

Sim, no whatsapp, em filmes, em coisas relacionadas a seguranca de arquivos digitais.

Sim, quase todos os sites de estrema importancia usam criptografia, como o préprio WhatsApp, para
tornar cédigos ilegiveis, para manter uma boa seguranca do cliente ou usuario.

Sim, quando eu descobri que as mensagens do Whatsapp eram criptografadas e fiquei curiosa para saber
o que é.

Fonte: Google Forms.

Na questdo 4, os alunos foram questionados sobre qual conteddo matemaético eles
achavam que a Criptografia se encaixava, pois 0s mesmos ndo aprendem esse assunto nos niveis
basicos. Muitos deles responderam Matematica Computacional, correspondendo com a questéo
3, onde varios sabiam que a criptografia era encontrada na internet. A segunda resposta que
mais apareceu foi Funcdo, assunto que foi desenvolvida a atividade. Alem desses, os alunos
também responderam NUmeros Naturais, NUmeros Primos, Numeros Binarios, Logaritmo e

Matrizes.
Figura 4- Questdo 4: Questionario Inicial

4. Em qual conteudo matematico, vocé acha que a criptografia se enquadra?

14 respostas

Matematica computacional
Matemdtica Computacional
Talvez associar os nimeros Naturais a criptografia

Em gualquer contelddo pois a criptografia € utilizada para tornar as codificagdes mais dificeis e
complexas.

Na fungao aritmética
Em vérios conteudos, como a fungéo aritmética

Formagdo de informacgdes por meio de cédigos com a fungdo de dificultar ou impossibilitar o acesso a
essa informacgéo.

Numeros primos

Fonte: Google Forms.
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J& a questdo 5, foi pensada no fato que os alunos conhecem as fungdes, mas nédo
aprenderam em anos anteriores o conceito de funcdo inversa, pois nao fazia parte do material
utilizado no colégio e foi incluido a partir desse ano no material da 12 série do Ensino Médio,
seguindo a BNCC (BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR). Como ja era esperado,
apenas 3 alunos responderam que sabiam que algumas fun¢des admitiam a inversa, o que
facilitou o planejamento da aula sobre os conceitos matematicos utilizados na aplicacdo da
criptografia em funcéo.

Figura 5- Questdo 5: Questionario Inicial

QUESTAO 5

90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%

20%
0%

SIM

Fonte: Proprio Autor.

9.2.2. Explicacdo do significado de Criptografia

Apols a aplicacdo do questionario inicial e o levantamento dos dados para dar
prosseguimento no trabalho, foi utilizada uma aula expositiva com a explicacdo do conceito de
criptografia e discussdo da utilizagdo da mesma no nosso dia a dia.

A aula foi através do aplicativo Zoom, onde primeiramente a professora compartilhou
um video de uma propaganda feita pelo Banco Itad (Disponivel em:

https://youtu.be/BjeR1wZml-g), onde pessoas sabiam de todas as informagdes pessoais

importantes de uma outra, para dar inicio a discussao sobre o assunto de preservacgédo dos dados.


https://youtu.be/BjeR1wZmI-g
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Figura 6- Comercial Banco Itad: Privacidade - Camiseta

#Privacidade #DescricaoDoConteudo

Privacidade - Camiseta

Fonte: Site Youtube.

Apos a discussdo com os alunos, foi compartilhado um slide feito no Microsoft,
contendo defini¢Bes da criptografia e fases histdricas, além de imagens de sites de banco, de
compras e aplicativos de conversas como WhatsApp que sdo protegidos por sistemas de
criptografia.

Durante a apresentacdo do slide, enquanto era apresentado a historia da criptografia, o
mesmo aluno que respondeu sobre a Maquina Enigma no questionario inicial, levantou esse
assunto. Sabendo dessa possibilidade a professora ja havia deixado preparado um video
explicativo sobre como era o funcionamento dessa maquina e como foi utilizada na 22 Guerra

Mundial (Disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=5w3zDa7bgLU&t=25s), 0 que

gerou muito entusiasmo aos alunos.


https://www.youtube.com/watch?v=5w3zDa7bgLU&t=25s

Figura 7- Video: Como Funcionou a Maquina Enigma

Como Funcionou a Maquina Enigma

Fonte: Site Youtube.

A seguir, temos imagens da aula citada acima:

Figura 8- Aula expositiva sobre Criptografia

suscar Q ABRA SUA CONTA| ACESSE SUA CONTA

Chegou o Blog BB.

A gente se interessa
no que é interessante
pra voceé.

Vem conhecer

Fonte: Proprio autor.
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Figura 9- Aula expositiva sobre Criptografia

Criptografia - PowerPoint
TRANSIGOES ~ ANIMAGOES ~ APRESENTAGAO DESUDES ~ REVISAO  EXIBICAO

NI S SaiN-am- A M A 2N { } - | Organizar

Parsgrafo Desenho Edicy

Sites e aplicativos criptografados

WhatsApp

@ Protegida com a criptografia de ponta a ponta

Fonte: Proprio autor.

Figura 10- Aula expositiva sobre Criptografia
Criptografia - PowerPoint W 3 ““
TRANSICOES ~ ANIMACOES ~ APRESENTAGAO DESUDES ~ REVISAO  EXIBICAO g v “‘
; 5 |

{ V7 |- Organizar

Desenho

Fonte: Proprio autor.
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Figura 11- Aula expositiva sobre Criptografia

Lniptograna - Fowerroint

TRANSIGOES ~ ANIMAGOES ~ APRESENTAGAO DE SUDES ~ REVISAO  EXIBICAO

7

Chave Privada

Cifragem Decifragem
Mensagem Mensagem Mensagem
Original Cifrada Traduzida

Fonte: Proprio autor.

A Ultima imagem é referente a explicacdo sobre a Criptografia RSA. Durante a conversa
alunos que gostam e sabem utilizar a tecnologia demonstraram muito interesse no assunto.

No decorrer da aula, os alunos expuseram as suas duvidas e opinides.

Em uma das discussdes, alunos apontaram sobre vazamentos de informagdes em
aplicativos de mensagens como o WhatsApp e debateram sobre a seguranca de aplicativos
como esse. Foi muito interessante a visdo de cada um sobre o assunto, onde chegou-se a
conclusdo que a protecdo dos dados € muito maior que a exposi¢do e com isso, a seguranca €

valida.

9.2.3. Revisdo dos conceitos

Antes de iniciar a atividade pratica, foi feito a revisdo dos conceitos necessarios,
principalmente os de funcéo e logaritmo, que era imprescindivel para a realizacdo da atividade
e tinha sido visto pelos alunos somente na 12 série do Ensino Médio.

Além da revisao foi necessaria a explicacdo do conceito de Funcéo Inversa, conteldo
novo para os alunos, que na sua maioria, achou interessante e de facil compreenséo.

Foram propostos alguns exemplos e exercicios para que os alunos praticassem um pouco
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0 novo conceito antes de passarmos para a proxima etapa da atividade, que era os exercicios

envolvendo a ideia de criptografia com funcéo.

9.2.4. Atividade pratica

Para a realizacdo da atividade préatica foram propostos dois exercicios, com niveis de
dificuldade diferentes.

Um fato curioso, é que durante a explicagdo de como seria desenvolvida a atividade uma
aluna ficou muito animada, chegando a dizer que se soubesse que isso era possivel quando era
mais nova, iria mudar toda a visao dela, pois a mesma adorava cddigos e brincadeiras de
adivinhacdo, além de mensagens secretas.

Os exercicios propostos foram:

o Exercicio 1. Funcao Afim.

o Exercicio 2: Funcdo exponencial

Ambos seguindo a mesma sequéncia de atividades:

- Criar tabela pré-codificada, com nimeros a partir de dois algarismos para evitar erros
de interpretagao.
- Escolher em conjunto a frase a ser codificada e a funcéo codificadora.

- Codificar e decodificar a frase.

A seguir, sera mostrado o desenvolvimento do trabalho com os alunos.

Exercicio 1

Para o primeiro exercicio, a professora escolheu a Funcao Afim, pelo fato de ser um dos
tipos mais faceis de funcdo para se trabalhar, para que os alunos consigam compreender a ideia

mais rapidamente.

Comecamos o exercicio montando em conjunto a tabela pré-codificada.
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Tabela 5- Tabela pré-codificada: Exercicio 1

A B C D E F G H | J
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
K L M N 0 P Q R S T
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
U \Y W X Y z A E -
30 31 32 33 34 35 77 97 88

Fonte: Proprio autor.

Logo apds, os alunos escolheram a mensagem a ser cifrada e uma funcédo afim, para ser
a funcdo codificadora.
o Mensagem: A Matematica é legal

o Funcdo: f(x) = x + 2

A funcgdo escolhida pode ser vista como uma utilizacdo da Cifra de César, com a
translacéo de duas letras no alfabeto.

A imagem abaixo, mostra 0 momento da aula, citado acima:

Figura 12- Criag8o da tabela, fungdo e mensagem

Fonte: Proprio Autor

Para dar continuidade, os alunos primeiramente fizeram a correspondéncia de cada letra
da mensagem com a tabela 22102914227729181210 88 97 88 2114161021 e fizeram a
codificagdo da mesma, utilizando a funcéo criada por eles.

f(22) =22+2=24
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£(10) =10 + 2 = 12
£(29) =29 +2 =31
f(14) =14+2 =16
f(22) =22+2 =24
FOI7) =77+2=79
£(29) =29 +2 =31
£(18) = 18 + 2 = 20
f(12) =12 +2 = 14
£(10) =10 4+ 2 = 12
£(88) =88 +2 =90
£(97) =97 +2 =99
£(88) =88 +2 =90
f(21) =21+ 2 = 23
f(14) =14+2 =16
F(16) =16 +2 = 18
£(10) =10 4+ 2 = 12
f(21) =21+ 2 = 23

Logo, a mensagem codificada foi: 24123116247931201412 90 99 90 2316181223.
Para fazer a decodificacéo, os alunos aplicaram o conceito de funcéo inversa na fungéo
codificadora, f(x) = x + 2

Seja f(x) = y, entdo:

x=y+2
y=x-—2
Com isso,
fre)=x-2
A partir da fungéo inversa, eles iniciaram o processo de decodificagéo.
f71(24) =24 -2 =22
f7l(12)=12-2=10
f71(31)=31-2=29
frl(16) =16 -2=14
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F1(24) =24 —2 =22
FU79)=79-2=77
F1(31) =31—2 =29
F1(200=20-2=18
F1(14) = 14— 2 = 12
F1(12) =12 -2 = 10
£71(90) = 90 — 2 = 88
£71(99) =99 —2 =97
£71(90) =90 — 2 = 88
f1(23)=23-2=21
F1(16) =16 — 2 = 14
F1(18)=18-2=16
F1(12) =12 -2 = 10
F1(23)=23-2=21

Assim retornaram a mensagem inicial 22102914227729181210 88 97 88 2114161021,
que significa Matematica é legal.

Abaixo temos algumas imagens dos exercicios realizados pelos alunos:

Figura 13- Exercicio feito por aluno

Fonte: Proprio autor.
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Figura 14- Exercicio feito por aluno

Fonte: Proprio autor.

Exercicio 2

Para a realizacdo do exercicio 2, a professora escolheu a Funcdo Exponencial, cuja
inversa € a Fungdo Logaritmica, com o intuito de mostrar para os alunos que esses conceitos
também podiam ser inseridos na Criptografia.

A atividade deu-se da mesma maneira da anterior. Primeiramente os alunos criaram uma
tabela pré-codificada. Eles quiseram manter a mesma tabela fazendo pequenas alterages. Em

seguida, criaram a mensagem e a funcéo codificadora.

Tabela 6- Tabela pré-codificadora: Exercicio 2

A B C D E F G H [ J
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
K L M N 0 P Q R S T
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
U \Y W X Y z U -

30 31 32 33 34 35 38 40

Fonte: Proprio autor.
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o Mensagem: Anglo Cabretva

o Funcdo: f(x) = 2%

Como fazia pouco tempo que os alunos tinham visto Equacéo exponencial, eles sabiam
que quanto maior o numero da base da poténcia, maior seria 0 resultado. Por isso, eles
escolheram a poténcia de base 2.

Fizeram a correspondéncia da mensagem com a tabela: 1023162124 40
1210112714383110, codificando a frase logo em seguida.

£(10) = 21° = 1.024
f(23) = 223 =8.388.608
f(16) = 2'° = 65.656
f(21) = 22! =2.097.152
f(24) = 2%* =16.777.216

Como os resultados foram grandes, os alunos estabeleceram que cada letra seria

representada separadamente por meio de uma barra.
Assim a funcdo codificada foi: 1024/ 8388608/ 65656/ 2097152/ 16777216/
1099511627776/ 4096/ 1024/ 2048/ 134217728/ 16384/ 274877906944/ 2147483648/ 1024.

Aplicando a funcdo inversa, na fungédo f (x) = 2%, temos:

x =2Y

y =log, x

Com isso,
f71(x) = logy x

Assim, foi feita a decodificacdo da mensagem:

£71(1024) = log, 1024 = 10
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£~1(8388608) = log, 8388608 = 23
£~1(65656) = log, 65656 = 16
£~1(2097152) = log, 2097152 = 21
F1(16777216) = log, 16777216 = 24

Chegando na mensagem original 1023162124 40 1210112714383110 que correspondia
a Anglo Cabreuva.

Os alunos acharam o exercicio 2 muito trabalhoso, porém gostaram muito e disseram
que foi bom para desenvolver habilidades com o célculo de logaritmos. Como os valores eram

altos, para a realizacdo da atividade, foi utilizada a calculadora cientifica e o celular.

9.2.5. Questionario final

Assim como no inicial, para o questionario final também foi utilizado o Google Forms
e aplicativos de comunicacdo, como o WhatsApp.

O que diferencia os questionarios, é que o final, além de questdes simples, conta com
uma questao pratica.

O intuito desse questionério, foi a verificacdo do entendimento dos alunos em relacéo

ao conceito de criptografia e a utilizacdo da funcdo nesse assunto.

A seguir, encontra-se 0 questionario proposto para os alunos:

1. A atividade mudou sua visdo em relagdo as aulas tradicionais (giz e lousa)?

2 Vocé conseguiu compreender o conceito de Criptografia?

3. A Atividade despertou o seu interesse em buscar mais informacdes sobre o tema?
4 Atividade avaliativa:

Em uma festa junina, Ana enviou um correio elegante para Eduardo com a seguinte

mensagem:

“Sei que vocé gosta de gosta de Matematica, entdo estou mandando uma mensagem
codificada 76922880 62 241264821280 42.
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Siga a tabela e a funcéo codificadora f(x)=2x-8

Tabela 7- Tabela pré-codificadora :Atividade avaliativa

A B C D E F G H I J

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

K L M N @) P Q R S T

30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

U \ W X Y z ! ? - C

50 52 54 56 58 60 15 25 35 45

Fonte: Proprio autor.

Nao esquega de me enviar a sua resposta!”

As respostas para o questionario foram bem satisfatorias, algumas até surpreenderam a
professora.

Na questdo 1, a maioria dos alunos disseram que a atividade mudou a sua visdo em
relacdo ao modelo de aula tradicional, facilitando entendimento pelo fato da pratica. Porém,
dois dos alunos disseram preferir as aulas ditas “normais”, pois consideram a aula expositiva
mais proveitosa e conseguem aprender mais facilmente.

Na questdo 2, 100% dos alunos disseram ter compreendido o conceito de criptografia e
que abriu a visdo deles em relagéo ao tema.

Na questdo 3, todos responderam que além dessa abertura da visdo em relacao ao tema,
despertou o interesse dos mesmos em buscar novas informacdes e se aprofundarem mais no
assunto.

A questdo 4, era uma questdo pratica, onde foi proposta uma mensagem a ser
decodificada. Os alunos adoraram e a aluna que disse que amaria mensagens criptografada na
infancia, voltou a comentar sobre o assunto, afirmando que essa ideia de mandar mensagens
dessa maneira poderia ser recorrente e pediu para que a professora fizesse isso sempre para que

pudessem pensar mais, desenvolvendo assim, cada vez mais seu raciocinio légico.
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Abaixo, estdo algumas imagens da questéo 4, realizadas pelos alunos:

Figura 15- Exercicio feito por aluno

Fonte: Préprio autor.

Figura 16- Exercicio feito por aluno

Fonte: Proprio autor.
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CONCLUSAO

O trabalho teve como propdsito analisar se a insercdo de assuntos presentes no
cotidiano, como a Criptografia durante as aulas, despertariam um interesse maior por parte dos
alunos no contetdo de fungdes, acarretando assim uma aprendizagem mais significativa. Para
isso, foi proposta uma atividade préatica envolvendo o tema citado, contendo questionarios,
exposicdes de contetdos e exercicios diferenciados. Foi desenvolvido totalmente de forma
remota, utilizando aplicativos e ferramentas como 0 Zoom e 0 Google Forms, o que dificultou
um pouco o andamento das atividades, contudo os resultados foram satisfatorios.

O questionario inicial nos traz que os alunos tém muito interesse em aprender coisas
novas, principalmente com aulas praticas, que para eles ajudam no aprendizado e na fixagao do
contedo proposto. Serviu como um norte para a sequéncia da atividade, pois foi possivel
perceber que todos os alunos ja conheciam a palavra Criptografia, onde alguns citaram fatos
importantes relacionados com a mesma, como a sua presenca na 22 Guerra Mundial. Porém,
muitos ndo sabiam onde era utilizada na Matematica.

A explicacdo do significado da Criptografia e do seu contexto histérico, levantou muitas
duvidas, gerando debates durante a aula. O que nos faz perceber que trazer assuntos que nédo
estdo presentes no Curriculo, mas sim no dia a dia, para a sala de aula, estimula a autonomia do
estudante, tornando-os mais ativos e criticos.

A aula préatica para a 32 série do Ensino Médio, consistiu na contextualizacdo da
Criptografia para o ensino de Funcdes, a partir de dois exercicios diferenciados com o intuito
de criptografar e descriptografar uma mensagem qualquer, escolhida pelos alunos. No
desenvolvimento da atividade, muitos alunos demonstraram um maior impeto em relembrar 0s
conceitos de funcédo, vistos em anos anteriores, para que pudessem aplicar nos exercicios
propostos, além da vontade de aprender conceitos novos, como a fungdo inversa, para dar
continuidade na atividade. Isso nos mostra que, quando os alunos sdo colocados diante de
situagdes incomuns, buscam alternativas e se esforcam para realiza-las.

O questionario final, nos faz perceber que os alunos gostam de aulas diferenciadas e que
deixar de lado, por um instante, a forma comum de ensino (giz e lousa), aumenta a motivagéo
dos mesmos para aprender novos conceitos. Por isso, professores devem buscar cada vez mais
formas atrativas de ensino, como jogos, utilizacéo de softwares, exercicios distintos dos usuais,

entre outros.
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A busca por novas praticas traz dificuldades para alguns professores. Atualmente, a
tecnologia é o principal canal de interacdo entre a escola e 0s alunos e com isso, além de um
tempo maior gasto na preparacdo de novas aulas, o professor deve se dedicar constantemente a
aprender a manusear as novas ferramentas digitais, para complementar sua aula.

A aplicacdo deste trabalho, nos mostra que todo o esfor¢o é valido quando se trata da
educacéo, pois mesmo encontrando as dificuldades causadas pelo ensino remoto, o objetivo foi
atingido e os alunos relembraram e aprenderam novos conceitos de uma maneira ludica. E que
preparar uma aula mais atrativa, com o auxilio ou ndo da tecnologia, abrem novos horizontes,
tanto para o professor quanto para o aluno.

A satisfagdo em ouvir de uma aluna durante um dos debates da aula pratica: “Amei
aprender enviar mensagens criptografadas! Adoraria ter conhecido isso quando crianga!”, fez

todo o esforgo valer a pena.
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