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RESUMO

As disciplinas de Céalculo Diferencial e Integral para alunos de Ciéncias Exatas no
Ensino Superior requerem um entendimento preciso dos temas para evitar que seja
um caminho arduo de aprendizagem e construir uma base sélida e é de
responsabilidade dos professores no seu processo de ensino buscar opcodes
eficazes. O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma abordagem do
Teorema Fundamental do Calculo, mais especificamente, sobre aplicacbes de
integrais a partir dos pressupostos da modelagem matematica, usando recursos
tecnoldgicos. Para tanto, inicialmente foi realizado um estudo de cunho histérico-
epistemologico na tentativa de compreender como esse conceito foi se
desenvolvendo ao longo da histéria, desde a Idade Antiga até Newton e Leibniz que
chegaram ao Teorema Fundamental do Calculo o qual relaciona a integracéo e a
derivacdo como operacdes inversas. Na sequéncia, foi realizado um estudo sobre a
utilizacdo da modelagem matematica como metodologia de ensino seguindo 0s
pressupostos Biembengut e Hein (2019), Bassanezi (2015) e Bassanezi (2018). E
por fim, foram elaboradas duas sequéncias de atividades pautadas nos pressupostos
da modelagem matematica. A sequéncia 1, versa sobre o célculo de area a partir
de uma imagem de um lago e a sequéncia 2, trata do volume a partir de uma imagem
de um copo. Em ambas, o desenvolvimento da solugéo foi realizado conforme as
etapas do processo de modelagem mateméatica e modelacéo e teve como ferramenta
auxiliar o software GeoGebra.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Célculo. Modelagem Matematica.

Modelacdo Matematica. Ensino Superior. Aplicacdo. GeoGebra.



ABSTRACT

The disciplines Differential and Integral Calculus for STEM students require a
precise understanding of the themes to avoid it being an arduous path of learning
and building a solid foundation, and it is the teacher's responsibility in their
teaching process for the best options. This paper aims to present an approach to
the Fundamental Theorem of Calculus, but specifically, applications of integrals
and assumptions of mathematical modeling, using technological resources. For
this purpose, a study of a historical-epistemological nature was carried out in an
attempt to understand how this concept has developed throughout history, from
the Ancient Age to Newton and Leibniz, who arrived at the Fundamental Theorem
or derivation as inverse operations. Next, carried out a study on the use of
mathematical modeling as a teaching methodology following the assumptions of
Biembengut and Hein (2019), Bassanezi (2015), and Bassanezi (2018). And
finally, two sequences of activities based on assumptions of mathematical
modeling were elaborated. Sequence 1 was developed to achieve the calculation
of the area of an image of a lake and sequence 2 was elaborated to provide a
road map for the calculation of the volume of an image of glass. In both, the
development of the solution was carried out according to the steps of the
mathematical shaping and modeling process and had the GeoGebra software as
a calculation tool.

Keywords: Fundamental Theorem of Calculus. Mathematical Modeling.

Mathematical Shaping. University Education. Application. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

A Matematica € uma ciéncia cujas ferramentas e objetos de estudos
apresentam aplicagdes em diversas outras areas do conhecimento, como na Biologia,
nas Engenharias, na Fisica entre outras. Apesar de tantas aplicagcfes, no processo de
ensino aprendizagem ainda existe dificuldade em se mostrar tais aplicacdes das
ferramentas matematicas em problemas envolvendo diferentes contextos, e muitas
vezes essa falta de vinculagdo com o cotidiano e o excesso de abstracdo podem levar
0 estudante ao desinteresse ao longo de seu processo de escolaridade, podendo isso
refletir também no Ensino Superior, especialmente nas disciplinas de Céalculo
Diferencial e Integral na area das Ciéncias Exatas como Matematica, Fisica, Quimica,
Engenharias, Tecnologia e outras graduacbes. Sobre esse fato, em sua tese de
doutorado, Grande (2013, p.23) afirma que:

Muitas pesquisas endossam e relatam as dificuldades, a incompreenséo e os
obstaculos apresentados pelos alunos ao entrarem em contato com alguns
conceitos abordados em um curso de Célculo. Alguns estudantes, em muitas
situacdes, podem se sentir como se estivessem entrando em um novo mundo
gue fora até entdo totalmente inexplorado, mesmo pressupondo-se conhecer
alguns assuntos abordados no ensino fundamental e médio, como fungbes e
ndmeros reais dentre outros.

Igualmente dificil € o processo de ensino pois os professores buscam sempre
meios de tornar o processo de ensino aprendizagem mais eficaz através de recursos
complementares ao tradicional, uma vez que aprender € relacionar experiéncias para
criar os conceitos e, assim, levar ao entendimento.

E nessa linha de pensamento que apresento algumas sugestdes de aplicacbes
do tema especifico dentro da disciplina de Calculo Diferencial e Integral como o
Teorema Fundamental do Célculo, para professores do Ensino Superior, como uma
forma de contribuir com o entendimento e consequente desempenho dos académicos
na disciplina de Célculo dos periodos iniciais nos cursos de graduacao de Ciéncias
Exatas. Fazer uso de algumas aplicacdes, € ir além das definicbes, apresentacao de
teoremas e demonstragfes desses e de listas de exercicios, ndo que isso ndo seja
importante e ndo possa fazer parte do processo, mas € interessante que as aplicacoes
facam parte do jogo, podendo disparar o processo de constru¢édo do conhecimento.

Desta forma, o presente trabalho tem por objetivo apresentar uma abordagem
para o Teorema Fundamental do Calculo, especialmente para o estudo das integrais
seguindo os pressupostos da modelagem matematica com o auxilio do software

Geogebra. A inspiracéo veio do trabalho de Nascimento e Pires (2019) apresentado
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na XV CIAEM ( Conferéncia Interamericana de Educacdo Matematica) em Medellin,
Coléombia em 5-10 maio de 20109.

Um entendimento preciso de temas das disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral € o que leva a uma base soélida e se transforma no alicerce do aprendizado
futuro. Uma maneira de adquirir esse entendimento é entrar em contato com a Histéria
do Calculo que nos auxilia a melhorar as aulas, pois é possivel aprender com o0s
antigos para transformar o futuro. Os primérdios da epistemologia do Calculo nos
ensinam modos diferentes de apresentar complexos contetdos de Calculo de véarias
areas para os alunos.

Assim, no capitulo 2 intitulado Calculo Diferencial e Integral: um estudo de sua
histéria e epistemologia, € apresentada a trajetéria do Calculo na Histéria da
Matematica fundamentada em Howard Eves, Ubiratan D’Ambrésio, Carlos Valente e
Wanderley Moura Rezende, desde a Idade Antiga até Newton e Leibniz que chegaram
ao Teorema Fundamental do Célculo, o qual relaciona como processos inversos entre
si, a derivacdo e a integracdo, que sdo os dois conceitos basicos do Calculo
Diferencial e Integral.

No capitulo 3 intitulado Modelagem Matematica: metodologia de pesquisa de
ensino, traz além as definicbes de modelo e modelagem matematica, toda sua
relevancia no processo de ensino aprendizagem como sendo um método de ensino
da Matematica, baseado em Biembengut e Hein (2019), Bassanezi (2015) e
Bassanezi (2018). Aqui sédo exploradas as principais etapas no processo da
Modelagem: Interacdo com o problema, Matematizacdo e o Modelo Matematico.

Na sequéncia, no capitulo 4 designado Aplicacbes, sdo apresentadas as
sugestbes de passos para auxiliar os professores de Calculo do Ensino Superior de
Ciéncias Exatas dentro das etapas do processo de modelagem proposto por
Bassanezi (2018) e Biembengut e Hein (2019). As aplicagbes do Teorema
Fundamental do Célculo apresentadas séo o célculo da area e volume com o auxilio
do software Geogebra como recurso tecnologico.

Finalizando o trabalho, no capitulo 5 denominado Consideracdes Finais que
constitui um breve resumo desse trabalho como um todo, ressaltamos a importancia
do entendimento da Historia da Matematica sob o olhar de todo desenvolvimento,
evolucéo e superacao das dificuldades que os grandes matematicos passaram para
concluirem seus teoremas, ideias e conceitos do Calculo Diferencial e Integral, em

particular. Aqui, também, é destacado como a Modelagem e Modelos Matematicos
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se desenvolveram em conjunto com a propria Matematica. E finalizando como as
sugestbes apresentadas podem acrescentar e contribuir com o professor do Ensino
Superior sobretudo nos cursos de Ciéncias Exatas como Engenharias, Arquitetura,
para construcdo de uma sequéncia de ensino para aplicagbes do Teorema

Fundamental do Calculo com o auxilio de recursos tecnoldgicos hoje disponiveis.
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2 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL: UM ESTUDO DE SUA HISTORIA E
EPISTEMOLOGIA

Neste capitulo, apresentamos reflexdes sobre a histéria do célculo sob o viés
da epistemologia fundamentando-se em Howard Eves, Ubiratan D’Ambrésio, Carlos
Valente e Wanderley Moura Rezende, com o propoésito de destacar a dificuldade dos
matematicos e a importancia dos trabalhos de Isaac Newton, John Wallis, Isaac
Barrow e Gottfried Wilhelm Leibniz, e também a descoberta da diferenciacdo e
integracdo como operacdes inversas uma da outra, que é conhecida como Teorema
Fundamental do Calculo. Este feito foi realizado através de seus predecessores com
toda complexidade e dificuldade de cada época. O calculo do limite da soma de
quantidades infinitamente pequenas € o fundamento do Calculo Integral, como as
taxas de variacdo para valores também infinitamente pequenos é a base do Célculo
Diferencial que surgiu depois do Célculo Integral. Stewart (2016) destaca através de
uma sintese a importancia do Teorema Fundamental do Calculo na Histéria do

Célculo:

O Teorema Fundamental do Calculo é inquestionavelmente o mais
importante do Célculo e realmente um dos grandes feitos da mente humana.
Antes da sua descoberta, desde os tempos de Eudédxio e Arquimedes até os
de Galileu e Fermat, os problemas de encontrar areas e volumes e
comprimentos de curvas eram tao dificeis que somente um génio poderia
fazer frente ao desafio. Agora, porém, armado com o método sistematico que
Leibniz e Newton configuraram para o Teorema Fundamental, veremos nos
capitulos a seguir que esses problemas desafiantes sdo acessiveis a todos
nés.(STEWART, 2016,p.353).

Foi no século XVII que, os entdo considerados os inventores do Calculo
Diferencial e Integral, Newton e Leibniz, relacionaram a integracdo e a derivacdo como

operacodes inversas, e tal relacdo € dada pelo Teorema Fundamental do Célculo.

2.1 O CALCULO E OS REGISTROS MATEMATICOS DA IDADE ANTIGA

Em relacdo a Matematica, segundo D’Ambrésio e Valente (2016), na regido da
Bacia do Mediterraneo que incluia a Mesopotamia e as civilizagdes do Antigo Iraque
(vale do Nilo), particularmente a civilizagcéo Egipcia e as civilizacdes Grega e Romana,
0 cenério dessa regido era o desenvolvimento da medi¢do geogréfica de terras devido
ao habito egipcio historico da mensuracdo dos campos depois das cheias do rio Nilo
para o calculo de impostos e controle das propriedades. Tal habito propiciou a
necessidade do calculo preciso das areas planas que gerou o termo grego geometria:

geo(terra) + metria(medicao).
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E possivel perceber que as ideias iniciais do Céalculo, apesar de ainda néo fazer
uso dessa denominacao, eram fundamentadas em questfes praticas envolvendo
geometria para atender os interesses administrativos e econémicos sobre o territorio
no que se refere respectivamente a delimitacéo das areas e cobranga das taxas.

Ainda no Egito, D’Ambrésio e Valente (2016) afirmam que uma das linhas de
desenvolvimento dessas ideias matematicas foi a de solucdes de problemas do
cotidiano que foi bem delineada com a construgao das piramides e refinamento da
sociedade egipcia, onde houve a inevitabilidade de sair do plano e introduzir-se na
matematica dos objetos tridimensionais. O Papiro de Moscou e o Papiro de Rhind,
ambos com data do segundo milénio antes de Cristo, sustentam este conteudo
matematico.

2.1.1 Antiga Mesopotamia

Hoje a area equivalente ao Iraque, Siria, Turquia e Irda, foi a Mesopotamia, o
berco da civilizacdo ocidental que era composta pelos povos que habitavam a regiao
delimitada pelos rios Tigre e Eufrates, integrava a Suméria e os Impérios Acadiano,
Assirio e Babilénico teve sua evolucao no século VI a.C.

Para D’Ambroésio e Valente (2016), a principio registrado pelos gregos, o
raciocinio légico-matematico babilénico ficou grafado em mais de 400 pequenas
tabuas de argila de 1700 a.C. em escrita cuneiforme, ou seja, simbolos em forma de
cunha. Esse sistema de escrita cuja criacao foi atribuida aos sumerianos, o qual a
inspiracdo divina € manifestada claramente por meio das marcas cuneiformes,
objetivava principalmente as praticas de escrituracdo contabeis ou mercantis e a
solucdo de problemas. A matematica na Mesopotamia abordava as técnicas
elaboradas por sacerdotes eruditos que incluiam praticas educacionais com foco em
resolucéo de problemas de aritmética e em escrituragdes contabeis ou mercantis. No
fim do século V e inicio do século IV a.C., existiu uma classe sacerdotal cuja
responsabilidade era referente a assuntos pertinentes a burocracia, 0s quais
realizavam registros e administravam quantitativamente dados relativos a terras, a
criagdo de animais e outros, e além do armazenamento de dados, realizavam
previsdes de safras e producgéo.

Ainda com base nos mesmos autores, foi no século V a.C. que as culturas
gregas e persas se manifestaram como os grandes poderes na regido e a matematica
da Mesopotamia se encontrou com essas culturas, ndo apresentando nenhuma

relacdo com a matematica grega que se fundamentava sobre teoremas e provas. O
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pensar matematico dos babilénicos deu origem ao atual sistema sexagesimal para
contabilizar horas, minutos e segundos, e a partir da quantidade aproximada de dias
gue a terra circula ao redor do sol teve-se a divisdo da circunferéncia em 360 partes,
pois a base 60 possui 12 divisores inteiros que facilitariam os diversos calculos. Os
babilénicos se transformaram em notaveis calculistas com destaque no calculo de
juros compostos, raizes quadradas e cubos.

Todo o conhecimento matematico da Mesopotamia ficou centralizado na classe
sacerdotal, que além de criar técnicas de aritmética, era responsavel pela parte
burocratica quanto aos registros econémicos de maneira quantitativa. Era uma

matematica com foco administrativo.

2.1.2 A Antiga Grécia

Na Historia da Matematica, D’Ambrdsio e Valente (2016) enfatizam que o tema
mais popular € o desenvolvimento da matematica na Grécia, considerada a base da
civilizacdo ocidental. O que se reconhece como a Matematica académica ocidental,
tem sua origem atribuida aos gregos. Os destaques na Matematica grega sédo Tales
de Mileto (625 a.C.- 547 a.C.) e Pitdgoras de Samos (570 a.C.-500 a.C.). Tales foi
capaz de prever um eclipse pois aprendeu astronomia quanto visitou a Babilonia e
apos visitar o Egito, trouxe a Geometria para a Grécia. Pitagoras estudou com 0s
magos Zoroastristas e com os Indds quando viajou ao Oriente. Apesar do
guestionamento pelos eruditos modernos sobre a real contribuicdo dos gregos para a
Matematica, Tales e Pitagoras foram indispensaveis na repulsa dos cristdos a
Matemética, no momento que o Cristianismo se instala como a religido oficial no
mundo romano. E atribuida aos matematicos e filosofos gregos a partir das discussdes
originadas na geometria e algebra, importante contribuicdo nas bases iniciais da
matematica da variagdo, que € o Calculo Diferencial e Integral.

Contudo, de acordo com Eves (2011), ha indicios que na Grécia antiga foram
criadas escolas de raciocinio matematico para defender os principios de que uma
grandeza era gerada a partir de uma quantidade muito grande de partes atbmicas
impartiveis ou podia ser dividida indefinitivamente. O fildsofo grego Zendo de Eleia
(450 a.C.) dedicou-se de forma ignescente as dificuldades logicas escondidas em
cada uma dessas hipOteses a ponto de inventar paradoxos. Tais paradoxos
influenciaram de modo muito significativo a matematica a ponto de desafiar crencas
da intuicdo comum como: o resultado da soma de um numero finito ou infinito de

elementos de dimensao zero é zero,ouseja: n*0=0e « *0 =0; e o resultado da
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soma de uma quantidade infinita de elementos positivos, mesmo que cada um seja
infinitamente pequeno, é infinitamente grande (};2,& = «). Apesar de toda
argumentacdo dos paradoxos, os infinitesimais foram descartados da geometria
demonstrativa grega.

Também conforme D’Ambrésio e Valente (2016), apesar das dificuldades dos
matematicos gregos em entender as grandezas incomensuraveis, a origem do Calculo
Diferencial e Integral teve suas raizes na Grécia antiga com 0s instigantes quatro
paradoxos de Zendo de Eleia, designados por Aristételes como Aquiles, Seta,
Dicotomia e Estadio e os infinitesimais de Demdcrito. A complexidade desses
paradoxos levou os gregos ao temor do infinito diante das indagacdes sobre a
divisibilidade do tempo e do espaco. A Dicotomia e o Aquiles relacionam o espaco ao
considerarem os infinitos pontos de uma distancia; a Seta relaciona o tempo ao
considerar que em um instante ela est4 parada e o Estadio faz relacdo do espaco e
tempo.

O postulado de Arquimedes, enfatizado pelos mesmos autores, anteriormente
intitulado como método da exaustdo de Eudoxo, tinha como grande diferenca em
relagdo ao conceito atual do Calculo Diferencial e Integral, o denominado “horror do
infinito”. Os gregos foram levados a temer o infinito diante da discussdo da
complexidade desses paradoxos em relacdo as questdes que surgiram sobre a
divisibilidade do tempo e espaco. Eles ficaram apavorados com 0s incomensuraveis
pois estavam cada vez mais limitados as grandezas mensuraveis ou a dimensdes
geométricas supostamente continuas, devido ao fato de n&o terem explorado
adequadamente o continuum aritmético, mas destacaram-se enormemente na
algebra geométrica. A teoria das propor¢des de Eudoxo, a teoria dos irracionais de
Teeteto e a teoria dos cinco solidos regulares que ocupava um lugar de destaque na
cosmologia de Platédo, sdo apresentadas de forma notavel nos Elementos de Euclides
por meio de seus 13 livros.

O calculo de éareas, volumes e comprimentos de arcos sao considerados as
questdes iniciais da historia do calculo, conforme Eves (2011). Antifon, o Sofista (c.
430 a.C.) realizou uma importante contribuicdo que foi considerada o embrido do
método de exaustao grego: a diferenca entre um circulo e um poligono regular inscrito
ao fim exaurir-se-ia com as duplicagfes continuas do numero de lados do poligono. E
seria possivel montar um quadrado cuja area fosse igual a area do circulo, pois é

possivel montar um quadrado de area igual a area de qualquer poligono. Esta
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argumentacdo considerava que uma grandeza poderia sofrer subdivisbes
indefinidamente, mas foi desaprovada pois tal procedimento nunca esgotaria a area
do circulo. Eudoxo também fez a demonstracéo utilizando o método de exaustéo para
o fato de que duas piramides de mesma altura e bases equivalentes possuem o
mesmo volume. Assim o método de exaustdo de Eudoxo (c. 370 a.C.) que seguia a

escola de Platéo, foi avaliado como resposta aos paradoxos de Zenao e destaca:

O método todo admite que uma grandeza pode ser subdividida
indefinidamente e sua base é a proposi¢cédo: Se de uma grandeza qualquer se
subtrai uma parte ndo menor que sua metade, do restante subtrai-se também
uma parte ndo menor que sua metade, e assim por adiante, se chegara por
fim a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma
espécie.(EVES,2011,p. 419).

Os autores D’Ambrosio e Valente (2016) afirmam que Arquimedes (272 a.C.-
212 a.C.) que se destacou entre os fildsofos mais importantes do apogeu grego, por
apresentar os principios basicos do Calculo no século Il a.C., foi considerado o maior
matematico e mais importante cientista da antiguidade pois foi um marco na transicao
de uma matematica pura, matematica no estilo euclidiano abstrato sem preocupacao
com aplicacdes, e uma mateméatica aplicada, ou seja, embora ainda no estilo
euclidiano mas voltada para problemas ligados a questdes praticas do mundo real.
Arguimedes demonstrou que entendia o conceito de limites ao estudar a soma de uma
série geométrica. Também calculou o valor de M com uma precisdo muito grande
utilizando-se de aproximacfes graduais de poliedros a circunferéncia; e utilizou a
soma de retangulos para encontrar a area sob uma curva e a area de superficie e
volume de uma esfera.

Assim, tanto Arquimedes como Eudoxo demonstraram que compreenderam o
conceito de limites que é a base dos conceitos de derivada e integral.

Conforme Eves (2011) comenta em seu livio, 0 método de exaustdo e o
Principio de Inducdo Matematica, , sGo semelhantes, pois a partir de uma férmula
conhecida pode ser um meio de prova-la, mas néo resulta na descoberta inicial do
resultado. A questdo de como Arquimedes descobria as formulas que ele
perfeitamente demonstrava pelo método de exaustédo, foi esclarecida por meio da
descoberta de uma coépia de O método, um tratado de Arquimedes em formato de
carta enviado para Eratostenes. A esséncia do método de Arquimedes considera que
para definir um volume ou éarea, a regido correspondente deve ser cortada num

namero imenso de fatias planas ou paralelas finas e (mentalmente) coloca-las sobre
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uma alavanca dada, de modo a determinar o equilibrio com a area de uma figura ou
volume e centroide conhecidos.

Ainda de acordo com o0 mesmo autor, no método de equilibrio de Arquimedes
€ nitido o germe da ideia de supor que toda grandeza é composta de um namero
grande de partes atdbmicas, apesar dessa linha de pensamento ndo ter uma
comprovacao precisa. Com os atuais métodos de limites, pode-se atingir um rigor com
o método de Arquimedes a ponto de se confundir com a moderna integracao.

Os autores D’Ambrésio e Valente (2016) partem da perspectiva que a
matematica grega se mantinha longe de aplicaces praticas e cotidianas, tipicas de
uma sociedade em desenvolvimento e era discutida nas academias que se
caracterizavam por ambientes que reuniam poucos das elites intelectuais no estilo
euclidiano. Nas academias, fora da visibilidade publica, o foco eram as questdes
abstratas, sem preocupacédo pratica com base em teoremas e provas, cujo objetivo
era o desenvolvimento intelectual; nitidamente presente nas argumentacdes de Platdo
sobre a educacao.

Os mesmos autores enfatizam que a matematica grega executada pelo povo,
foi responsavel por importantes e notaveis realizagcdes materiais da civilizacao grega
gue estédo identificadas na arte, na arquitetura, no comeércio e em estratégias militares.
A importancia de Arquimedes é reconhecida nas suas maquinas de guerra e
coordenacao de resisténcia grega as tentativas romanas de dominar Siracusa.

A Grécia Antiga trouxe contribuicdbes de extrema importdncia para o
desenvolvimento da Matematica Aplicada e Pura, que foi todo o fundamento para a
definicdo do conceito de limite, para atingir o conceito de derivada e de integral, por

meio dos filosofos e matematicos Tales, Pitagoras, Arquimedes, Antifon e Eudoxo.

2.1.3 Império Romano

Os gregos foram derrotados pelos romanos em uma grande batalha em
Siracusa em 212 a.C., fato este que marcou a ascensao do Império Romano e o
declinio do Império Grego. Mesmo sob o dominio romano, foi possivel as academias
se manterem ativas, com destaque para a de Alexandria, pois a intelectualidade e a
cultura grega eram respeitadas e admiradas. Diofante (250 a.C. — 330 a.C.) era da
academia de Alexandria e sua obra contém as primeiras ideias da resolucédo de
equacdes com numeros inteiros.

Cientificamente, D’Ambrésio e Valente (2016) reiteram que com o Império

Romano aderindo a matemética grega aplicada, houve um retrocesso na aproximagao
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das duas linhas, a matematica pura e a matematica aplicada. A matematica aplicada
prevalecia em detrimento da matematica tedrica no Império Romano. A matematica
tedrica ressurgiu restrita a elite intelectual do clero ap6s as Cruzadas e no
Renascimento que se aproximou da matematica pratica.

E claro como a Idade Antiga traz a influéncia e dominio dos gregos com a
matematica pratica, que mesmo com a derrota frente aos romanos, se mantiveram
com énfase a sua aplicabilidade. Ja a matematica pura se restringiu a elite do clero

devido a pouca aceitagao.

2.2 O CALCULO E OS REGISTROS MATEMATICOS DA IDADE MEDIA

Sob a perspectiva de Rezende (2016a), pouco se evoluiu no periodo da época
da queda do Império Romano até o surgimento do primeiro dos renascimentos
intelectuais durante o século 1 d.C. O longo periodo de subordina¢édo do conhecimento
cientifico a fé crista, ocorreu devido ao fato do Cristianismo se tornar a religido oficial
de Roma e os sacerdotes e bispos passarem a ter muito poder e autoridade devido a
conversao de Constantino, o Grande em 321 d.C.

Durante geracfes, segundo o mesmo autor, Santo Agostinho controlou o
pensamento ocidental com a teoria da natureza divina do conhecimento, até que nos
séculos XlI e XllI iniciaram-se as tradu¢des das teorias gregas para o latim. Parte dos
fildsofos escolasticos se interessaram pelos argumentos do fildsofo Aristételes no que
se referia ao infinito, o infinitesimal, a continuidade, dentre outros itens referentes a
analise matematica, mas varios desses estavam em conflito com as Escrituras Cristas,
gerando assim reacdes quanto a influéncia paga da filosofia grega nos dominios da
ciéncia. Santo Tomas de Aquino (1225-1274) teve importante influéncia na construcéo
da convivéncia harmoniosa da ciéncia grega e doutrina cristd. Houve importantes
mudancas na produgdo do conhecimento matematico diante da descoberta e a
ressignificacdo da fisica de Aristoteles, que diante de novos modelos e interpretacdes
dos fendbmenos fisicos, a matematica abandona as caracteristicas herdadas dos
antigos: estatica, finita e rigorosa. Nesta €poca, 0s processos infinitos passam a ser
uma ferramenta normal da matemética.

Ainda de acordo com o mesmo autor, o desenvolvimento do Calculo teve uma
contribuicdo dos escolasticos medievais de suma importancia no cruzamento do
infinito e do continuo no pensamento matematico. O arcebispo de Canterbury,

Thomas Bradwardine (1290 — 1349), tratou as grandezas infinitas como sendo
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formadas a partir de um numero infinito de indivisiveis, ou seja, considerou o
infinitesimal como existéncia potencial do mesmo modo que defendia Aristételes. O
Papa Jodo XXI, Petrus Hispanus (1215 — 1277), priorizou seus estudos a respeito do
continuo e infinito quanto a divisibilidade infinita e agregados infinitos.

Segundo Rezende (2016a), € neste periodo da histéria da matematica que o
conceito de variacdo € reconhecido de forma explicita pela primeira vez, em
decorréncia de uma analise mais quantitativa dos fendémenos fisicos com énfase nos
fenbmenos cineméticos. Jean Buridan (1300 — 1358) com seus trabalhos no século
XIV, traz a nocdo de mecanica de impulsao, doutrina esta que influenciou o trabalho
em dinamica de Galileu Galilei (1564 — 1642). A nocao de velocidade instantanea,
mas ndo com uma defini¢cdo precisa, tem inicio também com os escolasticos.

Neste sentido para o mesmo autor, os filésofos Willian de Occam (1285 — 1347),
Alberto de Saxdnia (1320 — 1390) e Richard Suiseth (1340 — 1350) também seguiram
essa linha de pensamento. Suiseth teve influéncia nos trabalhos de Nicolau de
Oresme (1323 — 1382) cuja intuicdo geométrica e uso fundamentado de diagramas e
sua representacao por sistemas de coordenadas € considerada um marco no estudo
da variacdo e por Isaac Newton (1643 — 1727) em seu célculo fluxional.

Ainda Rezende (2016a) afirma que o antecedente do Calculo atual foi gerado
do pensamento de Oresme por meio de uma demonstracdo particularmente
geomeétrica, quando ele definiu relacdes instintivas no sistema de coordenadas entre
0 movimento, a ordenada, a abscissa, a reta (gradiente da curva) e o0 espago que 0s
contém. Assim ficou estabelecida uma nova relacéo entre a Matematica e a Fisica,
guando a area sob a curva é descrita como uma grandeza fisica. A construcédo do
conhecimento cientifico e o papel da matematica nele, se deve a uma respeitavel
doutrina que os escolasticos viabilizaram de uma s6 vez da mescla do continuo da
matematica, do movendo da fisica e do sendo da filosofia.

Nessa direcao, a quantidade infinitamente pequena e a infinitamente grande foi
introduzida nos céalculos matematicos do Cardeal Nicolau de Cusa (1401 — 1464), que
representou o circulo como um poligono de infinitos lados para demonstrar a
quadratura do circulo de Arquimedes. Nessa demonstracdo, também foi utilizado o
método da exaustdo para complementar.

Com base em Rezende (2016a), a filosofia escolastica transformou a ciéncia e
a matematica, e despertou o interesse de Galileu pelo movimento que causou um

aperfeicoamento intensificado das propriedades das curvas geradas pelo movimento.
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Com isso outras questbes aparecem, a saber. soma de séries, problemas de
otimizacao, dentre outros que contribuiram para o desenvolvimento dos conceitos de
limite, que até o momento estava sendo representado pelo método de exaustéo.

Ainda conforme o mesmo autor, com a traducdo dos Elementos de Euclides e
das Conicas de Apolbnio, foi possivel um estudo mais detalhado das obras de
Arquimedes, os matematicos da Idade Média voltaram a ter interesse e respeito pelos
trabalhos de Arquimedes no desenvolvimento da ciéncia com o declinio da influéncia
da filosofia escolastica e do aristotelismo.

Assim, a ldade Média teve como destaque o dominio e a centralizacdo do
conhecimento cientifico pelo alto clero cristdo e da teoria da natureza divina do
conhecimento, mas se rendeu aos argumentos do filésofo Aristételes sobre o infinito,
cujos processos se tornaram uma ferramenta normal da Mateméatica. Santo Tomas de
Aquino (1225-1274) teve uma importante acdo na harmonizacéo da doutrina crista e
a ciéncia grega, cujo cruzamento do infinito e do continuo no pensamento matematico

foi uma relevante contribuicdo para o desenvolvimento do Célculo.

2.3 O CALCULO E OS REGISTROS MATEMATICOS DA IDADE MODERNA

De acordo com Rezende (2016b), o século XVII foi considerado a referéncia
para o surgimento do Calculo, pois até entdo o Calculo foi geometria, aritmética e
filosofia natural e depois no século XVIII houve uma atencdo menos focada nos
métodos analiticos e nos problemas, o foco estava com a fundamentacdo dos
conceitos basicos e com as questdes de variabilidade de grandezas e da
multiplicidade. Esses conceitos basicos tiveram significativas contribuicbes dos
fildsofos escolasticos e foi atribuida a eles a apresentacdo do conceito de infinito, que
foi considerado o principio elementar do Célculo Infinitesimal, e a procura do elemento
unificador das consecutivas e multiplas aproximacgfes que séo os cernes da ideia de
integracdo. Também é nesse periodo que os fendmenos fisicos, sobretudo os
cinematicos, puderam ter uma analise mais quantitativa através do desenvolvimento
de ferramentas que permitiram o conceito de variagdo de forma precisa.

Rezende (2016a) reitera que o conhecido Calculo grego passou a ter
contribuicdes inéditas para seu desenvolvimento a partir das leituras e estudos da
matematica grega e da juncédo do pensamento algébrico. O simbolismo algébrico foi
introduzido por Luca Paccioli (1445 — 1509), Nicolo Tartaglia (1499 — 1557) entre
outros, mas foram os matematicos Simon Stevin (1548 — 1620) e Luca Valério (1552
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— 1618) os principiais implementadores do método das descobertas que foi uma
adaptacdo do antigo método de exaustao. Stevin foi o responsavel pela substituicéo
para a prova direta, baseada na passagem direta do limite da prova de redugao ao
absurdo do método de Arquimedes.

Destaque para o ministro luterano, Johannes Kepler (1571 — 1630), conforme
enfatiza o mesmo autor, que realizou importantes alteracdes no método de
Arquimedes introduzindo os procedimentos infinitesimais, sendo a principal aplicagéo
de seu método infinitesimal o célculo de areas de superficies e volumes de sélidos
gque nunca foram realizados pelos matematicos gregos. O que atualmente
consideramos como célculo integral teve como prenuncio as somas infinitas de Kepler.

No inicio do século XVII, o que ocupava o centro das discussdes eram as
questdes relativas aos conceitos de continuidade e de infinito, 0 que instigou as
mentes mais ecléticas da época. Para Galileu, as grandezas continuas eram
compostas por elementos indivisiveis. Bonaventura Cavalieri (1578 — 1647), estudou
os indivisiveis num contexto essencialmente geométrico: um namero infinito de retas
paralelas e equidistantes compde um plano e um numero infinito de planos paralelos
compde um solido. Ja o jesuita Paul Guldin (1577 — 1642) foi um dos principais a
criticar a teoria de Cavalieri, afirmando que sendo o nimero de indivisiveis infinito ndo
teriam como ser comparados entre si. Foi Evangelista Torricelli (1608 — 1647) que
utilizou representacdes cinematicas na matematica e fez uso dos métodos dos
indivisiveis de Cavalieri para novas descobertas; o seu calculo era fundamentalmente
geomeétrico.

Ainda no século XVII com Grégoire de Saint Vicent (1584 — 1667), na atual
Holanda, foi feita de modo pioneiro e claro a afirmacao de que uma série define em si
uma grandeza que pode ser chamada de “o limite da série”. Apesar dos importantes
subsidios de Stevin e Valério, foi Grégoire que estabeleceu um eixo independente e
de suma importancia quanto ao desenvolvimento dos indivisiveis, quando atribuiu um
novo significado ao “método de exaustdo”, como processo de subdivisédo continua e
infinita e ndo mais como a complexa logica dos gregos consagrados Euclides e
Arguimedes. Assim, com esta nova significacdo do método de exaustdo, o conceito
de infinito foi inserido como reagente basico a noc¢ao de limite.

Ainda Rezende(2016a) enfatiza que André Tacquet (1612 — 1660) foi
influenciado por Grégoire e desenvolveu seus calculos infinitesimais com base na

consideracdo de que uma grandeza geométrica era composta somente de partes
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homogéneas, ou seja, 0 todo envolvido e os elementos infinitesimais eram de
naturezas iguais. Para Tacquet, pequenos soélidos compdem um sdlido, pequenas
areas compdem uma area e pequenas linhas compéem uma linha; aqui a ideia de
limite e 0 método de exaustdo foram utilizadas conforme a sugestéo de Grégoire para
se chegar a grandeza procurada.

Para o mesmo autor, o matematico francés, Gilles Personne de Roberval (1602
— 1675) desenvolveu seu método infinitesimal numericamente e sua teoria de
indivisiveis. Apesar de sua inspiracdo arquimediana, ele aplicou a variante gregoriana
do método de exaustdo, mas ndo formalizou a operacéo de limite.

Neste sentido € atribuido ao matematico também francés Blaise Pascal (1623
— 1662), o ponto mais alto da construgdo dos métodos infinitesimais executado com
base nas praticas da geometria classica. Em seu trabalho Potestatum numericarum
summa de 1654, Pascal utilizou premissas da geometria classica e verificou os
nameros do triangulo aritmético, para realizar a demonstracdo do teorema sobre a
integral de x™. Pascal comparou os indivisiveis da geometria com o zero da aritmética.
Um principio basico do Calculo Diferencial tem sua origem nos trabalhos de Pascal,
guando as quantidades infinitesimais sdo desprezadas.

Toda a obra de Pascal exerceu influéncia muito significativa no calculo de
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716), que aplicou que as diferencas de ordem
superiores podem ser desconsideradas, conforme o mesmo autor enfatiza. Tal
principio também foi utilizado para a elaboragéo do calculo fluxional de Isaac Newton
(1643 — 1727). O fato de Pascal nao valorizar o peso das representacdes algébricas
e analiticas, o impediu de atingir resultados mais genéricos, como a relacdo inversa
entre as questbes de tangente e quadraturas; mas adiantou outros resultados do
Calculo: a utilizacdo do triangulo diferencial no célculo de tangentes e as técnicas de
integracdo por partes. Pascal também admitiu que as quantidades infinitamente
pequenas eram elementos inversos das quantidades infinitamente grandes e
defendeu a teoria homogénea dos indivisiveis, ou seja, o todo € composto por
indivisiveis da mesma natureza dele, como fez Tacquet.

O motivado empenho dos matematicos do inicio do século XVII no
desenvolvimento de métodos genéricos para a resolucdo de problemas do Célculo,
segundo Rezende (21016a), estava construindo as premissas necessarias para o
éxito de uma das mais significativas inven¢cdes da matematica: o Calculo Infinitesimal,

hoje o Calculo Diferencial e Integral. Toda esta realizacdo teve como componentes
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importantes: muita intuicdo e liberdade para pensar, onde as quantidades
infinitesimais se destacaram, pois o0 desejo de desenvolver novos algoritmos
predominava sobre o rigor da matemética, principalmente na segunda metade do
século XVIL.

2.3.1 Métodos Infinitesimais

Para Rezende (2016b), o Calculo Diferencial teve sua origem no século XIV na
Europa Medieval, através de numerosos trabalhos que tratavam de definicdes
intuitivas de conceitos de cinematica, nos quais iniciaram a apresentacdo em termos
de “latitude das formas” onde latitude se referia a taxa de variagdo:
intensdo(crescimento) ou remissao(decrescimento); e forma se referia a qualidade
como sendo adquirida ou perdida.

Ainda de acordo o mesmo autor, foram destaques dessa época Nicolau de
Oresme (1323 -1382) cujos trabalhos exerceram forte influéncia nos trabalhos do
italiano Galileu Galilei (1564-1642), o francés René Descartes (1596-1650) quanto a
Geometria e ainda o inglés Richard Suiseth (1340 — 1350). Os escolasticos fizeram
uso dos indivisiveis, ferramenta grega, para demonstrar seus resultados. Bonaventura
Cavalieri (1578 — 1647) fez uso desse instrumento no contexto fundamentalmente
geométrico, Blaise Pascal (1623 — 1662) utilizou na distribuicdo uniforme dos
indivisiveis e outros mateméaticos também como John Wallis (1616 — 1703) e Gilles
Personne de Roberval (1602 — 1675).

Diante da vulnerabilidade dos indivisiveis para solucdo dos problemas do
Célculo, Pierre Fermat (1601 — 1665) desenvolveu seus métodos de tangentes e
quadraturas e René Descartes (1596 — 1650) elaborou seu método algébrico. Com o0s
estudos de infinitesimais das obras de Arquimedes, Kepler e Cavalieri, Fermat ampliou
sua geometria analitica com as equacdes e definicdes analiticas das curvas, e
desenvolveu uma ferramenta infinitesimal analitica geral e importante para a solucao
de problemas de Calculo. Fermat também utilizou em problemas e em métodos de
quadratura as quantidades infinitesimais, mas néo tratou as operacdes de integracao
e diferenciagcdo como inversas.

Descartes com a publicacdo de Géometrie em 1637, conforme destaca ainda
Rezende(2016b), justificou que “somente através da algebra € que podemos alcangar
a precisao” o que colocou a geometria analitica como uma poderosa ferramenta da
matematica. Sua fidelidade ao seu método algébrico levou-o a diminuir a relevancia

dos métodos infinitesimais, apesar de toda sua proximidade com as consideragdes
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dos infinitesimais dos antigos, dos escolasticos e dos outros matematicos de sua
época. Essa dedicacao a precisdo algébrica teve como consequéncia a restricao de
solugcdo com base nos métodos cartesianos para os problemas mais complexos do

Célculo, como os das tangentes.

2.3.2 Os Principios do Calculo na Europa

Conforme Eves (2011), a teoria da integracdo s6 foi ativada no inicio do século
XVII quando as notaveis realizagbes de Arquimedes chegaram a Europa Ocidental,
por meio de traducbes de seus manuscritos encontrados em Constantinopla. O
engenheiro flamengo Simon Stevin (1548 — 1620) e o italiano Luca Valério (1552 —
1618) foram os matematicos pioneiros a utilizarem os métodos comparaveis aos de
Arquimedes, fazendo uma passagem direta ao limite de modo a evitar a reducéao ao
absurdo do método da exaustédo. Stevin fez uso desse método em seu trabalho na
area da hidrostatica.

Johannes Kepler para determinar o valor das &reas relacionadas a sua segunda
lei do movimento planetario e volumes envolvidos no seu tratado sobre a capacidade
dos barris de vinho, teve que aplicar os procedimentos de integracdo. Como seus
contemporaneos, Kepler utilizou os métodos que Arguimedes julgaria tdo somente
heuristicos, uma vez que era impulsionado a ganhar tempo pois ndo tinha paciéncia
com a rigidez do método de exaustéo.

Historicamente, a teoria da integracdo estd baseada nos métodos de
Arquimedes e teve como aplicacdes o calculo de areas e volume com foco em
aplicacfes e de modo intencionado sem refinamento e rigor matematico.

Contudo, para Rezende (20216b), os conceitos de derivada e integral e o fato
de se constituir essas opera¢des como inversas, a partir da formalizacdo inicial de
procedimentos algoritmicos, fez Isaac Newton (1642 — 1727) e G. W. Leibniz (1646 —
1716) serem considerados os maiores contribuidores da construgdo do Célculo
Diferencial e Integral, pois Newton ampliou e agrupou 0s muitos processos de calculo
e Leibniz relacionou-os por meio de notacdo eficiente e de um novo célculo

operacional.

2.3.3 O Inicio da Diferenciagao
De acordo com Eves (2011), os problemas que tinham como objetivo a

definicdo dos maximos e minimos de uma funcdo e as questdes relacionadas a
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definicdo de tangentes a curvas, foi onde a diferenciacéo teve seu inicio. E atribuido
as ideias de Fermat em 1629, a primeira apresentacdo de modo muito claro do método
diferencial, apesar dessas considera¢des remeterem aos gregos antigos.

Kepler ja tinha considerado que os incrementos de uma funcdo nas
proximidades de um ponto de maximo ou de minimo comum passam a ser
infinitesimais, mas foi Fermat quem converteu essa consideracao em processo para
definir esses pontos de maximo ou de minimo.

O mesmo autor destaca que Fermat também desenvolveu um processo para
definir a tangente por um ponto de uma curva, a partir de uma equacao cartesiana
conhecida. O conceito de tangente utilizado nesse procedimento € a de posicao limite
de uma secante, quando os dois pontos de interseccao da curva tendem a ser 0s

mesmos.

2.3.4 Cavalieri

O italiano Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647) foi considerado um matematico
muito influente e com grande contribuicdo a matematica pelo seu método dos
indivisiveis, cujos cernes remetem a Demdcrito (460 a.C.- 370 a.C.) e Arquimedes
(287 a.C. — 212 a.C.) no tratado Geometria indivisibilibus. Nesse trabalho Cavalieri
considerou como indivisivel uma corda de uma porcao plana, e uma se¢do de um
solido é o indivisivel desse solido.

Eves afirma que:

As importantes técnicas para resolucéo de problemas que envolvem o calculo
de areas e volumes sado os principios de Cavalieri;

1.Se duas por¢des planas séo tais que toda reta secante a elas e paralela a
uma reta dada determina nas por¢cbes segmentos de reta cuja razdo é
constante, entdo a razdo entre as &reas dessas porcdes € a mesma
constante.

2.Se dois sélidos séo tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano
dado determina nos sélidos secc¢des cuja razao é constante, entdo a razéao
entre os volumes desses sélidos é a mesma constante (2011, p. 426).

O conceito de indivisivel de Cavalieri como parte atdbmica de uma figura, seu
método dos indivisiveis, foi utilizado de modo efetivo por Torricelli, Fermat, Saint-
Vicent, Barrow entre outros.

O método dos indivisiveis de Cavalieri associado as figuras e sélidos
geomeétricos foi a inspiracdo para as geracdes seguintes, que buscaram a solucdo das
questdes de retificacdo de arcos e a relacao da quadratura com a tangente, obtendo

como resultado o Teorema Fundamental do Calculo.
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2.3.5 Walllis e Barrow

Eves (2011) afirma que John Wallis (1616 — 1703) foi um dos antecessores de
Isaac Newton na Inglaterra, pois o favoreceu muito com seu uso rigoroso das series
em analise e foi um dos primeiros a formular um método de ensino para portadores
de perda profunda de audicdo. Wallis foi um dos pioneiros a argumentar as conicas
ndo como secgbes de um cone, mas como curvas de segundo grau. Em seus
trabalhos, os métodos de Descartes e Cavalieri foram organizados e expandidos.
Além de inserir o simbolo de infinito («), Wallis foi o primeiro a esclarecer de modo
aceitavel o conceito dos expoentes zero, negativos e fracionarios e elaborar uma
interpretacdo grafica as raizes complexas de uma equacéo quadratica real, além de
editar partes dos trabalhos de muitos matematicos gregos importantes.

O mesmo autor enfatiza que Isaac Barrow (1630 — 1677) foi outro antecessor
de Isaac Newton e cuja principal contribuicéo foi relacionada a teoria da diferenciacao.
Em Cambridge, Barrow se destacou em Matematica, Fisica, Astronomia e Teologia.
Lectiones opticas et geometricae foi seu mais importante trabalho de Matematica e
através da utilizacdo do chamado triangulo diferencial, existiu um enfoque aproximado
do processo moderno de diferenciacdo. Ele foi o primeiro a compreender como
operacdes inversas a diferenciacédo e a integracao e tal conquista esta enunciada e
provada na Lectiones de Barrow e denominada como o Teorema Fundamental do
Célculo.

O teorema fundamental aceito, o conceito de limite elaborado, varias
integracdes realizadas: cubaturas, quadraturas e correcdes efetuadas; e o surgimento
de um processo de diferenciacéo, varias tangentes a curvas definidas, ainda faltava a
elaboracdo de um simbolismo genérico com uma formalizacdo de regras analiticas de
um conjunto sistematico para o prosseguimento dos fundamentos do Calculo com
rigor e consisténcia. Newton e Leibniz, mesmo néo trabalhando juntos, contribuiram
muito com a elaboracdo de um célculo manipulavel e produtivo de forma que esta
criacdo do calculo geral € concedida a eles. Ja o analista francés Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) foi responsavel pelo avanco dos conceitos fundamentais do
Célculo em termos aceitaveis, apos um periodo de aplicagéo rigorosa.

2.3.6 Newton

Segundo Eves (2011), Newton foi um estudioso das obras: Elementos de
Euclides, La géometrie de Descartes, a Clavis de Oughtred, dos trabalhos de Kepler
e Viéte e da Arithmetica infinitorum de Wallis. Ele desenvolveu sua propria
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matematica, comecando com a descoberta do teorema do bindmio de forma geral e
depois a criagdo do método dos fluxos, hoje o atual Calculo Diferencial; além de se
interessar por questdes da fisica: Optica e sua teoria da gravitagdo. Newton possuia
um entendimento dos problemas da fisica e uma capacidade de analisa-los
matematicamente que foram insuperaveis, além de sua notavel capacidade de
concentracao.

Neste sentido, 0 mesmo autor destaca, que no seu trabalho Method of Fluxions,
Newton escreve que o movimento continuo de um ponto gera uma curva, onde a
abscissa e a ordenada desse ponto gerador, sdo quantidades variaveis. Fluente, uma
guantidade que flui, foi 0 nome dado por ele a uma quantidade variavel e fluxo do
fluente era a denominacdo da sua taxa de variagdo. A ordenada do ponto gerador
indicada por y é considerada um fluente, logo o fluxo desse fluente era indicado por
y. Esse fluxo seria a inscricdo moderna da expressao dy/dt, com t indicando tempo.
Desprezando a grandeza tempo, a abscissa desse ponto mével quanto a quantidade,
tem um incremento constante. O fluxo principal é a taxa de crescimento constante de
algum fluente e o esse fluxo principal é passivel de comparacdo com o fluxo de
qualquer outro fluente. Outra importante definicAo adotada por Newton foi o
denominado momento de um fluente, que seria 0 aumento infinitamente pequeno
recebido por um fluente como x, por exemplo, num intervalo de tempo também
infinitamente pequeno. Newton reforcou que € possivel em qualquer problema,
desconsiderar os termos que estdo multiplicados por poténcias de 0 (zero), iguais a
ou maiores que 2 e resultar numa equacao contendo as coordenadas x e y do ponto
gerador da curva e seus x e y. Esta ideia foi explicada por meio das no¢des primitivas
sobre limites.

Newton conceituou dois tipos de problemas: a diferenciagéo, a partir de uma
relacdo entre fluentes, com o objetivo de criar a relacdo envolvendo esses fluentes e
seus fluxos, ou seja, diferenciacdo; e o problema inverso, que seria a solucéo de uma
equacao diferencial partindo de uma relagdo entre varios fluentes e seus fluxos,
determinando uma relacdo considerando somente os fluentes. A partir de seu método
dos fluxos, Newton realizou varias e notaveis aplicacdes: determinacdo de maximos
e minimos, pontos de inflexdo e concavidade de curvas, tangentes a curvas,
curvaturas de curvas; além das aplicagbes a diversas quadraturas e correcdes de

curvas.
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Na obra Arithmetica universalis, Eves (2011) destaca que existem resultados
de suma importancia quanto a teoria das equacfes, destacando-se dentre outras:
pares conjugados de raizes complexas de uma equacdo real, especificacbes para
definicdo dos limites superiores das raizes de uma equacao real. A obra-prima de
Newton € indiscutivelmente os Principia, na qual consta a sistematizacédo da dinamica
e todas as formulas dos mais importantes fenbmenos de movimento, terrestres e
celestes. Apesar dos teoremas terem sido definidos pelo seu método dos fluxos, séo
provados a partir de métodos da geometria grega classica, com principios simples de
limites.

Para Rezende (2016b), com Newton terminou a linha de desenvolvimento do
Célculo, considerado pelos historiadores como percurso cinematico que se iniciou
com Platdo e Arquimedes, passando por Galileu, Cavalieri e Barrow. Também foram
base para as pesquisas iniciais do seu Calculo Fluxional os trabalhos e métodos
analiticos de Fermat, Descartes e John Wallis.

A decepcédo pessoal de Newton com as bases logicas de suas descobertas,
nos seus trabalhos sobre o célculo fluxional que foram documentados entre 1665 e
1676, foi a causa de nédo se fazer publico. O seu Methodus fluxionum et serierum
infinitorum é considerado o ponto inicial da nova etapa de seu trabalho sobre o
Célculo, pois foi onde houve a considerada mudanca fundamental de seu conceito de
infinitesimal. E neste momento que houve a transicdo da compreens&o da forma
estatica de Cavalieri para a forma dindmica de Galileu e Hobbes, e Newton considerou
essa transicdo em seu procedimento infinitesimal como uma forma de superar a
rigidez da doutrina dos indivisiveis. No seu segundo trabalho sobre Célculo Fluxional
com forte presenca dos trabalhos dos escolasticos, Galileu e Hobbes, Newton
considerou a ideia de velocidade como elemento base: o movimento continuo de
pontos, linhas e planos formam uma quantidade varidvel e ndo mais um conjunto de
elementos infinitesimais. Para Newton, “fluxdo” foi considerada como a taxa de
geracao e “fluente” foi a quantidade gerada. Nas anotacdes de Newton neste trabalho,
foram elaborados seus conceitos de diferenciacao e integracao, e ultima razédo que
realmente esté relacionada ao conceito de limite como um movimento continuo.

Nesta dire¢do, Rezende (2016) salienta que no método infinitesimal de Newton
existem duas caracteristicas que garantem a sua engenhosidade em relacdo aos
métodos de Fermat e Gregory: a utilizacdo de modo excessivo do Teorema

Fundamental do Célculo como ferramenta no processo de integracdo (calculo de
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quadraturas) e a utilizacao das séries infinitas como uma operacao universal para ser
ampliada ao grupo de funcbes que se aplicassem ao seu método. Para Newton,
integrar uma expresséo dada é equivalente a obter a sua antiderivada.

Newton fez uso em seus estudos de uma das mais importantes obras de
geometria desde a Antiga Grécia, os Elementos de Euclides, que somados aos
trabalhos de Descartes, Kepler e Wallis e sua analise matematica das questdes de
fisica pela sua facilidade de entendimento, permitiram o desenvolvimento de sua
prépria matematica, que teve como resultado o método dos fluxos que hoje é o Célculo

Diferencial.

2.3.7 Leibniz

Segundo Eves (2011), na invencao do Calculo Diferencial e Integral, o aleméao
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) foi rival de Newton e foi considerado o grande
génio universal do século XVII. Foi autodidata para aprender latim e grego e com 12
anos, para sua época, seus conhecimentos eram plenos em filosofia, teologia e
matematica quando iniciou a criacdo das primeiras ideias da sua characteristica
generalis, conceito que compreendia uma teoria da l6gica matematica, sistematizada
em regras formais que evidenciaria as necessidades do raciocinio. Ele foi capaz de
formular as principais propriedades da adi¢do, multiplicacdo e negacéo légicas e essa
matematica mais tarde iria influenciar na l6gica simbdlica de George Boole (1815 —
1864). Na maior parte de sua vida esteve envolvido com o servi¢co diplomatico. Em
Londres durante uma missdo politica, teve oportunidade de apresentar na Royal
Society sua invencdo de uma maquina de calcular em 1673.

Ainda de acordo com Eves (2011), foi entre 1673 e 1676, que Leibniz inventou
seu Calculo independentemente da invencdo do Calculo de Newton: descobriu o
Teorema Fundamental do Célculo, e desenvolveu vérias das formulas elementares da
diferenciacdo. Em 29 de outubro de 1675, por recomendacdo dos irmaos Bernoulli,
Leibniz fez uso de modo pioneiro do simbolo de integral: um S alongado, da primeira
letra da palavra soma do latim summa, pois a ideia era representar uma soma de
indivisiveis e logo depois, ele ja utilizava a escrita para indicar diferenciais e derivadas,
como se faz atualmente: | x dy e [ y dx para integrais. Em 1684 foi publicado o primeiro
artigo de Leibniz com o tema de Calculo Diferencial. As regras de diferenciacdo que
sdo apresentadas na fase inicial de um curso de calculo, foram deduzidas na maior
parte delas por Leibniz. Apesar de Newton ter feito sua descoberta do Calculo
Diferencial antes, foi Leibniz quem publicou primeiro seus resultados. Para Eves
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(2011), Leibniz era mais eclético e possuia uma imaginacdo mais agucada, além de
possuir uma habilidade superior quanto a formalizagdo matematica. Toda esta
rivalidade levou os britanicos a se desinteressarem pelos avangos da matematica no
Continente Europeu, o que prejudicou muito a matematica britanica.

Neste sentido, Rezende(2016b) enfatiza que com Leibniz houve o auge da
outra linha de desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral, considerado pelos
historiadores como percurso atomistico que teve seu inicio com Demacrito, passando
por Kepler, Fermat, Pascal e Huygens. Foi Huygens que teve forte influéncia para
dedicacdo de Leibniz ao estudo mais intenso da matematica, apesar de ter o direito
como formacdo original, e foi por meio de Collins que conheceu De Anaysi de Newton
sobre séries infinitas. As leituras iniciais de Leibniz sobre geometria foram por meio
dos estudos de Cavalieri, Torricelli, Gregoire de Saint-Vicent (1584-1667), Roberval,
Pascal, Descartes, Wren (1632-1723), James Gregory (1638-1703), Sluze (1622-
1685) e Hudde (1628-1704). Mas a marca registrada de Leibniz, foi sua grande
habilidade para a aritmética tanto que seu trabalho pioneiro publicado foi sobre anélise
combinatéria.

Leibniz deduziu que a questdo da quadratura do circulo é igual a soma de
retangulos infinitamente estreitos, para intervalos infinitesimais nas abscissas e a
inclinacao da tangente segue a razao das “diferengas consecutivas” das ordenadas e
abscissas, quando estas se tornam infinitamente pequenas. Assim com outras
variantes, ele declara na sua definicdo de “diferencial” as “quantidades infinitamente
pequenas”. Com a definicdo de diferencial como sendo a razéo entre quantidades
infinitamente pequenas e essa razao € finita, e para determina-la deve-se diferenciar
a equacdo da curva e aplicar as regras do calculo, Leibniz elabora seu Calculo
Diferencial e Integral. A descoberta que o célculo das areas e das tangentes séo
operacgoes inversas, foi realizada por Leibniz.

Eves (2011) destaca que os primeiros pesquisadores depois de Newton e
Leibniz, foram mais motivados pela grande quantidade de aplicacbes do Calculo,
ficando assim seus fundamentos obscuros e negligenciados.

Leibniz assim como Newton, de forma paralela e independente, por
entenderem que a integracao e diferenciacdo tém uma relacdo inversa dada pelo
Teorema Fundamental do Calculo, sdo apontados como os inventores do Calculo

Diferencial e Integral.
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Newton se destacou na Historia do Calculo Diferencial e Integral pela aplicacao
de processos infinitos, inventou o método dos fluxos, que € o Caélculo Diferencial,
enquanto Leibniz desenvolveu suas ideias com base em somas e diferengas de
sequéncias finitas de retangulos infinitamente pequenos.

2.3.8 O Teorema Fundamental do Calculo

Conforme Stewart (2016), ao relacionar o Calculo Diferencial, que surgiu a

partir do problema da tangente, e o Calculo Integral, que surgiu a partir do problema

da area, o nome Teorema Fundamental do Calculo é conveniente. Assim:

O Teorema Fundamental do Célculo d4 a relacdo inversa precisa entre a
derivada e a integral. Foram Newton e Leibniz que exploraram essa relacdo
e usaram-na para desenvolver o calculo como um método matematico
sistematico. Em particular, eles viram que o Teorema Fundamental os
capacitava a calcular areas e integrais muito mais facilmente, sem que fosse
necessario calcula-las como limites de somas (STEWART, 2016, p.347).

Entdo, seja o Teorema Fundamental do Célculo: Se f for continua em [a,b]:
1. Afuncao g definida por
g() = [ f()dtcomas<x<b

€ continua em [a,b] e derivavel em (a,b) e g’(x) = f(x).

Demonstracéao:

Se x € (a,b) e x+h € (a,b), entéo:

gix+h) —g(9) = [ f(0)dt - [ f ()t
= (I f@dt + [ f(©dr) - [ F (Ot
= [ f(©at

Para h =0, temos:

gx+h)—g(x) _ 1 rx+h
TR = [T f (Dt (1)
Assumindo que h >0 e sendo que f € continua em [x, x+h].
Seja o0 Teorema dos Valores Extremos que afirma que ha nimeros u e v em
[X, x+h] tais que f(u) = m e f(v) = M, m e M sdo valores minimos e maximos absolutos

de f em [x, x+h], de acordo com a Figura 1; e a propriedade Comparativa da Integral

onde se m<f(x) <Mparaa<x<b, entdom(a-b)< f:f(x)dx <M(b-a), temos:
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x+h

mh< [~77 f(t)dt <Mh

x+h

flu)h < fx f)dt <f(v)h (2)
Figura 1-Teorema dos Valores Extremos
A y ~
y = f(x)
B M
0 % u v=x+h o

Fonte: elaborado pela autora

Sendo h # 0, podemos dividir a desigualdade (2) por h, logo:
flu) <= [ f(t)dt < f(v) (3)

Assim substituindo (1) em (3), temos:

flu) s LD < ) (4)

Fazendo h— 0, entdo u—x e v—X , uma vez que u e v estao entre x e x+h.

Portanto, por f ser continua em x, temos:
lim f(u) = lim f(u) =f(x) e limf(v) =lim f(v) = f(x)
h-0 u-x h-0 voX

Seja o0 Teorema do Confronto:

Se f(x) < g(x) < h(x) quando x esta préximo a a (exceto possivelmente em a) e
lim f(x) = lim h(x) =L entdo lim g(x) = L (5)
xX—a xX—a x—a

Assim de (4) e (5), concluimos que:



37

1) — T 9EFR)—g(x) _
g'(x) = lim SEH=ID - gy (6)

Se x =aou b, entdo a Equacéo 6 pode ser interpretada como um limite lateral. Entdo
o Teorema: “Se f for diferenciavel em a, entdo f & continua em a” (modificado para

limites laterais) mostra que g é continua em [a,b].

Utilizando a notacao de Leibniz para as derivadas, pode-se escrever o Teorema

Fundamental do Célculo parte 1 como:

L[ F0)dt =1(x) (7)

qguando f for continua. Logo a equacéo (7) diz que se integramos f e entdo derivamos

o resultado, retornamos a fungéo original de f.

2. f;f(x)dx = F(b) — F(a), onde F € qualquer primitiva de f, isto €, uma funcao
tal que F' =f.
Demonstragao:
Seja g(x) = 7 f(t)dt .
Seja o Corolario : Se f(x) = g’(x) para todo x em um intervalo (a,b), entdo f — g
€ constante em (a, b): isto é: f(x) = g (x) + ¢, onde ¢ € uma constante.
Temos do Teorema Fundamental do Calculo Parte 1 que g’(x) = f(x): g € auma
primitiva de f. Se F for qualquer outra primitiva de f em [a,b], entdo sabemos do

Corolario anterior, que F e g diferem por uma constante:

F(x)=g(x) +C (8)
para a < x < b. No entanto, tanto F quanto g sado continuas em [a, b] e, portanto,
tomando limites em ambos os lados em (8) (quando x— a*e x— b~), vemos que isso
também é valido quando x = a e x = b. Assim, F(x) = g(x) + C para todo x em [a, b].

Se fizermos x = a na férmula de g(x), obteremos:

g@) =[] f(H)dt =0

Portanto, com x =b e x = a em (8), temos:

F(b) - F(a) = [g(b) +C] - [9(a) +C] = g(b) - g(a) = [}, f(t)dt
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O Teorema Fundamental do Calculo Parte 2 afirma que se conhecermos uma
primitiva de F de f, entdo poderemos calcular f;f(x)dx simplesmente subtraindo os

valores de F nas extremidades do intervalo [a, b]. E notavel que f: f(x)dx, definida

por um procedimento complexo envolvendo todos os valores de f(x) para a < x < b,

possa ser encontrada sabendo-se os valores de F(x) em somente dois pontos, a e b.

O capitulo seguinte traz os conceitos de modelo e modelagem matemética e

sua importancia dentro do processo de aprendizagem e ensino.
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3 MODELAGEM MATEMATICA: METODOLOGIA DE PESQUISA E ENSINO

Neste capitulo é apresentada a fundamentacdo teorica, a evolucdo da
modelagem e modelos matematicos, suas caracteristicas e técnicas especificas
aplicaveis para uma disciplina. Este capitulo ter& como principais referéncias
Bassanezi (2015), Bassanezi (2018), e Biembengut e Hein (2019). Pois conforme
Fiorentini e Lorenzato ( 2012, p. 34) de “como ensinar?” passamos para “por que, para
que e para quem?”.

Segundo Biembengut e Hein (2019,p.12), “ Modelagem matematica € o
processo que envolve a obtencdo de um modelo”. E ainda os mesmos autores
destacam que um meio de fazer a interacdo entre a Matematica e a realidade, é

através da modelagem:

A Matematica, alicerce de quase todas as areas de conhecimento e dotada
de uma arquitetura que permite desenvolver os niveis cognitivo e criativo, tem
sua utilizacdo defendida, nos mais diversos graus de escolaridade, como
meio para fazer emergir essa habilidade em criar, resolver problemas,
modelar. Devemos encontrar meios para desenvolver, nos alunos, a
capacidade de ler e interpretar o dominio da Matematica (BIEMBENGUT e
HEIN,2019,p.9).

Com a ferramenta de Modelagem Matematica é possivel levar aos educandos
a compreensdo da Matematica no seu cotidiano, de modo a potencializar essa ciéncia

tdo importante.

3.1 O QUE E MODELAGEM

Fazendo uma retrospectiva historica, € possivel constatar que, Bassanezi
(2018) destaca que a Matematica e a atividade de aplica-la em situacdes extremas a
prépria Matematica sdo muito antigas e que muitas ideias em matematica apareceram

devido a problemas praticos. Ainda uma definicdo clara de modelagem para :

A habilidade de empregar mateméatica em situacdes concretas e em outras
areas do conhecimento humano consiste em tomar um problema prético
relativamente complexo, transforma-lo em um modelo matematico, ou seja,
traduzir a questdo na linguagem de nimeros, gréaficos, tabelas, equacgfes
etc., e procurar uma solucdo que possa ser reinterpretada em termos da
situacdo concreta original (BASSANEZI, 2015, p. 10).

A matematica aplicada € um modo de estimular o interesse e a utilidade dos
conceitos matematicos, através de situacbes do cotidiano de forma a valorizar o
conhecimento matematico. Para Bassanezi: “A modelagem matematica consiste na
arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los

interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”, (2018, p. 16).
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Ainda de acordo com o autor, a modelagem como um método cientifico de
pesquisa, implica multidisciplinaridade de ciéncias que sdo ao mesmo tempo tedricas
e empiricas como a Fisica, a Quimica, a Biologia, a Astrofisica e muitas outras. No
processo de ensino e aprendizagem de Matemética, a modelagem € um artificio de
entendimento e aplicacdo que relne a teoria e a pratica com o objetivo de relacionar
a realidade propria com o0s conceitos.

Para o mesmo autor, o resultado do aperfeicoamento mental-emocional-social
da humanidade é a ciéncia e € um feito acumulativo natural, pois, ela é uma pratica
principalmente elaborada pelo ser humano com o objetivo de compreender a natureza
através de teorias apropriadas. As ciéncias fisicas foram reconhecidas e
desenvolvidas baseadas em teorias formuladas com os recursos da Matematica, que
racionaliza e facilita o pensamento ao extrair a parte fundamental da situacdo-
problema e sintetiza ideias geradas de situacbes empiricas de forma que o
pensamento seja compreendido com uma perfeita economia de linguagem. Assim, na
busca da teorizacdo das pesquisas nas ciéncias nao fisicas, surgiu no inicio do século
XX como procedimento construtivo a Matematica Aplicada, devido ao seu poder de
sintese e de generalizacéo.

Dessa forma, devido ao fato de o reconhecimento de uma teoria cientifica ter
como condicdo necessaria o0 poder de ser apresentada em uma linguagem
matematica, ocorreu uma significativa evolugdo dela por novas teorias matematicas
para atender as diversas areas de pesquisas. O desenvolvimento e a aplicacédo
matematica foram favorecidos pela implantacdo de aplicativos computacionais em
diversos campos de conhecimento como na Arte, Musica, Linguistica além da
Economia, das Ciéncias Bioldgicas e das Ciéncias Naturais como Fisica, Astrofisica
e Quimica.

3.1.1 Modelagem e Modelos Matematicos

Para Biembengut e Hein (2019), a modelagem matematica € muito antiga,
porém nova na educagdo matematica. Praticamente todas as areas de conhecimento
tém como base a Matematica. Entende-se por modelo como sendo um padréo a ser
seguido, que no processo de ensino da Matematica tem um foco pedagdgico na
construcdo do conhecimento.

De acordo com os autores, o conhecimento matematico e a capacidade de

compreender e traduzir a situagdo do mundo real, sdo os principais requisitos no
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processo de modelagem matematica para se definir um modelo. O processo de
modelagem matematica € composto por 3 estagios, a saber:

) Interag&o: conhecimento claro e interpretacao da situagao-problema, de modo a se
ter o referencial tedrico através da escolha do tema, estudo e pesquisa das
guestdes;

II) Matematizacéo: identificacdo de simbolos para as variaveis envolvidas e definicao
das expressoes algébricas da relacdo dessas em termos matematicos, de modo que
seja possivel a resolucéo e obtencéo dos resultados.

[l) Modelo Matematico: validacdo através da verificacdo se 0 modelo criado esta
adequado a situacdo-problema proposta e se a solucdo corresponde ao resultado
esperado.

A modelagem mateméatica fez parte da elaboracédo das teorias cientificas e
particularmente das teorias matematicas. Um exemplo disso € a obra relacionada a
musica de Pitdgoras (570 a.C. — 496 a.C.), quando através de uma corda esticada por
meio de vibragdo, produzia um som e verificou-se que as fragbes dessas cordas
correspondiam a sons que deram origem a escala musical. Outro exemplo € o cientista
Willian Harvey (1578 — 1657) que para demonstrar a circulagéo sanguinea, fez uso da
Matematica.

Considerando que alguns problemas do mundo real envolvem fatos

matematicos, assim Biembengut e Hein (2019, p. 12) consideram:

Seja qual for o caso, a resolugdo de um problema, em geral quando
guantificado, requer uma formulacdo matemética detalhada. Nessa
perspectiva, um conjunto de simbolos e relagbes mateméticas que procura
traduzir, de alguma forma, um fendmeno em questdo ou problema de
situacao real, denomina-se “modelo matematico”.

Na ciéncia, a no¢do de modelo é fundamental. Em especial a Matematica,
com sua arquitetura, permite a elaboracdo de modelos matematicos,
possibilitando uma melhor compreenséo, simulagéo e previsédo do fendmeno
estudado.

Também para Bassanezi (2018), um conjunto de simbolos e relacdes
matematicas que caracterizam de alguma forma o objeto estudado é chamado de
Modelo Matematico. E importante que o Modelo Matematico tenha uma linguagem
precisa que traduz de maneira clara e sem davidas o objeto de estudo, de modo que
permita transformar o problema de uma realidade especifica para a Matematica onde
sera tratado por meio de teorias e técnicas da ciéncia em questdo. Assim, O
procedimento dinamico de transformar o problema de uma realidade especifica em

questdes da Matematica, de modo que as solu¢des sejam interpretadas na linguagem
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usual e que permita a validacdo dos modelos matematicos € Modelagem Matematica.
A eficiéncia da modelagem resulta do entendimento que estdo sendo elaboradas
representagdes de aproximagoes da realidade do objeto de estudo.

Esse processo € ilustrado na Figura 2, a qual apresenta a estruturacdo de um
modelo dentro da teoria matematica corrente e extensamente estudada, para o
referido problema, de modo a se obter uma resolucdo do mesmo sem complica-lo, ou
seja, uma resolugcdo simples. No diagrama da figura em referéncia, as setas da
interpretacdo fazem a interface entre a teoria matematica e o ramo do problema
original, indicando que os métodos e as técnicas matematicas possam ser
constantemente entendidos no vocabulario do problema original. A validacdo do
modelo ocorre quando o argumento matematico € adequado para o desenvolvimento
da questao.

Figura 2 - Processo de Modelagem
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L
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\
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Resultados

Fonte: elaborada pela autora inspirada em Bassanezi (2018,p.25)

Uma sucessao de etapas de uma Modelagem Matematica de um ramo de um
problema original mostrada na Figura 3, para 0 mesmo autor, tem como elementos
intelectuais:

I. Experimentacdo: é um elemento laboratorial com o objetivo de captacdo dos dados

referente ao ramo do problema original, de forma a selecionar e identificar as variaveis
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fundamentais do fendmeno que irdo compor os parametros no célculo dos modelos
matematicos.

Il. Abstracdo: é o mecanismo que resultara na formulagdo dos Modelos Mateméticos
e gque estabelece:

a. Selecao das Variaveis: definicdo de modo claro e distinto de variaveis que atuam
no sistema, ou seja, variaveis de estado e as variaveis de controle.

b. Formulacdo dos problemas tedricos: definir no vocabulario do problema original
de maneira a sinalizar claramente o que se propde a solucionar.

c. Formulacdo de hipoteses: as hipoteses devem englobar a parte da teoria e
conduzem as formulacdes gerais que proporcionam concluir manifestacées empiricas
especificas. A quantidade das variaveis interrelacionadas e o grau de complexidade
das hipéteses definem a constru¢do do modelo matematico que ocorre nesta fase.

d. Simplificacdo: quando ocorre a possibilidade do modelo definido ser complexo de
tal forma que impossibilite o estudo, deve-se retornar ao problema original de maneira
a retrabalhar e limitar as informacg@es incluidas no modelo, para que resulte em um

problema matemético tratavel sem perder a esséncia do problema original.

Figura 3 - Sequéncia de uma Modelagem
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: 5.Modificagdo ‘
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11, Dados Experimentais 4.Validagdo IV-Solugéao

y

6.Aplicagdo

Fonte: elaborada pela autora inspirada em Bassanezi (2018,p.27)

lll. Resolugdo: o modelo matemético € uma linguagem matematica congruente
resultante da substituicdo da linguagem natural da hipétese, cuja resolucdo esta

relacionada com o grau de complexidade utilizado e que pode as vezes resultar em
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uma solucdo numérica aproximada, somente com a utilizacdo de métodos
computacionais. As soluces analiticas podem ser posteriores e utilizarem as
sugestdes oferecidas pelos recursos dos métodos computacionais.

IV. Validacdo: é o confronto dos dados empiricos com as solu¢des obtidas, a partir
dos modelos matematicos atribuidos ao problema original, que podem ser positivos
ou negativos. Esta etapa esta diretamente relacionada com o modelador, integrando
seus objetivos e recursos disponiveis e pode contribuir para o aperfeicoamento dos
modelos.

V. Modificacdo: a aceitacdo ou ndo dos modelos esta relacionada com o problema
original, de forma a acarretar um aprofundamento da teoria e consequente
reformulagédo dos modelos. Considera-se que nenhum modelo deve ser definitivo e é
passivel de melhoras. Dentro do processo de modelagem, a reformulacdo dos
modelos é essencial e indispensavel, principalmente devido ao aperfeicoamento da
Matematica que leva ao desenvolvimento de ferramentas novas como recursos para
explicar a realidade.

Assim, a Figura 4 mostra como o intercambio de ideias entre os pesquisadores
matematicos contribui para o conseguimento de modelos coerentes e Uteis através
das atividades do modelo.

Figura 4 - Interrelacdes entre pesquisadores matematicos
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Fonte: elaborada pela autora inspirada Bassanezi (2018,p.32)
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Diante de um problema/situacédo de interesse, a formulacéo de hipoteses por
meio de questbes relevantes leva a identificacdo e definicdo das variaveis e
parametros que definirdo a estruturacdo matematica, para realizar a modelagem e
assim obter a solugéo. E importante a interpretacéo da solugéo passar por uma ou
varias validacoes, para a partir dos dados iniciais obter a homologacao dela, que apoés
realizadas comparacdes com previsées de outros dados, a solucdo apresente a
mesma eficiéncia.
3.1.2 Usos da Modelagem Matematica

Sobre o termo de aplicacdo da matematica que expressa a relacao entre 0s

conceitos mateméaticos e os fendbmenos da realidade, Bassanezi (2018, p.32) destaca:

A Matematica Aplicada moderna pode ser considerada como a arte de aplicar
matematica a situacdes probleméticas, usando como processo comum a
modelagem matematica. E esse elo com as ciéncias que distingue o
matematico aplicado do matematico puro. A diferenga consiste,
essencialmente, na atitude de se pensar e fazer matematica.

A importancia da modelagem matemaética é evidenciada quando aplicada nos
métodos cientificos, e sendo uma ferramenta para busca de respostas tanto das
guestdes industriais e engenharia, quanto nos sistemas de automacao e controle,
além de aplicacbes na:

a) Fisica Tedrica: em decorréncia de muitas e novas descobertas de teorias com alto
grau de sofisticacao e exigéncia da matematica aplicada, os modelos tradicionais nao
atendem mais aos conceitos desenvolvidos com a Teoria da Relatividade e Teoria
Quantica;

b) Quimica Tedrica: na busca do entendimento das particularidades das moléculas
guando se refere a elétrons e outras particulas. Aqui os modelos matematicos podem
ser utilizados de maneira analoga aos fenémenos fisicos.

c) Biomatemética: o alto grau de complexidade dos fenébmenos bioldgicos tem
estimulado o aperfeicoamento da Matematica;

d) Ciéncias Sociais: a utilizacdo e 0 avan¢o da matematica ainda s&o morosos e pouco
relevantes nas aplicacOes de Andlise Estatistica de Dados, Teoria dos Grafos, Teoria
da Informacao nas pesquisas de Geografia, Historia, Sociologia, Politica, Psicologia,
Antropologia. Na estruturacao e sistematizacdo de dados da Economia, a busca de
otimizagOes tem utilizado a teoria de controle como ferramenta. Essa teoria é utilizada

na analise da dinamica de sistemas e faz uso de sistemas de equacdes diferenciais e
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de diferencas nos modelos de divida externa, renda familiar, mercado, ciclos de
maturacao e outros,
e) Industria e Engenharia: a utilizagdo da algebra fuzzy, teoria de controle, técnicas
novas para solucionar equacdes diferenciais nos desenvolvimentos da automacao de
maquinas de alta tecnologia;
f) Ciéncia da Computacdo: os processos computacionais e a matematica apresentam
uma influéncia reciproca nos seus desenvolvimentos em diversas aplicagdes da teoria
das maquinas de Turing (I6gica matematica), lbgica fuzzy e fungbes recursivas.
Assim, fica claro que a modelagem matematica € uma ferramenta que traz
respostas para questdes em diversos segmentos de Fisica, Biologia, Quimica e
Engenharia, tanto em pesquisas como em aplica¢gdes industriais que indiretamente

sdo modelagem matematica na matematica pura e na matematica aplicada.

3.2 MODELAGEM NO ENSINO

Uma opcéao defendida por Biembengut e Hein (2019) para estimular no aluno
a relevancia de conteidos mateméticos ainda n&o conhecidos por ele, € a modelagem
matematica, que pode proporcionar o desenvolvimento da capacidade de modelar
matematicamente. Nesse processo ocorre um desenvolvimento do conhecimento
matematico e da capacidade de utiliza-lo, pois a solucdo das questdes matematicas
com significado conduz a um melhor entendimento, tanto da natureza quanto da teoria
matematica da questao a ser modelada.

Os mesmos autores consideram como Modelacdo Matematica, 0 método que
faz uso da estrutura basica da modelagem nos cursos regulares, que tem como
objetivos: na formacao do aluno evidenciar o valor da Matematica, sua proximidade
com outras areas de conhecimento, sua aplicabilidade visando um melhor
entendimento dos conceitos matematicos e expansdo da competéncia de resolver
problemas e agucar a criatividade. Na implementacdo do método é importante a
realizacdo de um diagnostico para desenvolver o planejamento e a forma de avaliar o
processo.

No diagndstico € importante ter o conhecimento do universo dos alunos que
compreenda a situagéo socioecondmica, seus interesses e seu grau de conhecimento
matematico. Diante de tal diagndstico, a escolha do tema a ser convertido em modelo
matematico, deve promover a motivacao e interesse no conteudo programatico, de

forma a favorecer a execugdo do processo de modelagem com a realizagdo das
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etapas de Interacdo, Matematizacdo e Modelo Matematico. Ao final da aplicacdo do
processo de modelagem, almeja-se dos alunos: motivagcdo para a pesquisa,
desenvolvimento da aptiddo de formular e solucionar problemas, despertar interesse
por temas especificos, praticar o conteddo matematico e potencializar a criatividade.
Esta estratégia promove ao aluno aquisicdo do conhecimento matematico e sua
consequente aplicacéo.

No desenvolvimento do processo, Biembengut e Hein (2019) orientam as
etapas da modelagem matemaética:

Escolha do tema: o assunto deve ser amplo, animador e tal que a coleta de dados e
informacdes sejam simples;

Interacdo com o tema: pesquisa e producdo de um resumo com base em algumas
guestdes pertinentes, diretamente relacionadas com o tema,;

Planejamento: identificar os principios envolvidos, levantar as hipéteses, relacionar
as possiveis solucdes e elencar a mais adequada;

Conteudo Matemaético: identificacdo da relacdo tema e conteldo programatico, ou
seja, a partir do tema realizar a constru¢cdo do modelo mateméatico que viabiliza a
solucéo;

Validacdo e extensdo dos trabalhos desenvolvidos: verificacdo da solucdo e
adaptacao do modelo, se necessario, aperfeicoar os modelos. Aqui € possivel analisar
o grau de aprendizagem.

Os mesmos autores enfatizam que a avaliagdo desse processo tem como
principal objetivo, quanto ao propésito do conhecimento, a analise e a capacidade de
identificar os conceitos matematicos teoéricos aplicados nos modelos desenvolvidos e
sua relacdo com os temas da realidade do aluno.

Tanto a modelagem como a modelagdo matematica, de acordo com
Biembengut e Hein (2019), sdo objetos importantes de pesquisa em varios paises.
Como método de ensino-aprendizagem, a modelagem matematica tem como
sequéncia de acdes: escolha de tema, criacao das questdes pertinentes que buscarao
respostas por meio de ferramentas e pesquisas matematicas que levardo a definicao
de modelos. A modelacdo matematica € uma adaptacdo da modelagem matematica
quanto a se limitar a utilizagdo de ferramentas matematicas compativeis com o
curriculo incialmente proposto.

Para Bassanezi (2018), a Educacdo Matematica dentro de seu processo de

aperfeicoamento, com a aplicacdo dos conhecimentos mateméticos em outras areas,
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através da inclusdo da resolucdo de problemas e modelagem, significa que a
Matematica deve ser ensinada levando em conta as préprias realidades do sistema
educacional. Essa ideia tem sido defendida por varias pessoas comprometidas com o
ensino de Matematica. Dessa forma, o ensino da Matematica nas escolas estaria
vinculado a realidade e o bindbmio ensino-aprendizagem estaria exatamente associado
por meio do processo da modelagem.

Sabendo-se da importancia de considerar sempre a realidade do aluno, nota-
se que a Modelagem Matematica é uma metodologia que permite desenvolver todas
as etapas com uma interacdo do aluno a partir de contetudo escolhido, de maneira
gue ele possa observar as possiveis aplicacdes no seu cotidiano: € levar a Matematica
para vida e universo dos alunos e assim construir o conhecimento.

Assim no préximo capitulo traz orientacbes para professores de Ensino
Superior de aplicacdes do Teorema Fundamental do Calculo para o calculo de area e

volume a partir se situacdes reais.
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4 APLICACOES

Neste capitulo sdo apresentadas aplicacbes do Teorema Fundamental do
Célculo para determinar a &rea de um lago e o volume de um copo que sao situacdes
acessiveis e compreensiveis do cotidiano dos alunos, conforme os elementos que
compdem as etapas do processo de modelagem proposto em Bassanezi (2018) e
Biembengut e Hein (2019). O objetivo € apresentar orientacdes para professores do
Ensino Superior na tentativa de contribuir para uma aprendizagem significativa por

parte dos estudantes dos conceitos que estado envolvidos no teorema.

4.1 CALCULO DA AREA

Dentro do desenvolvimento do processo, seguem as etapas da modelagem
matematica conforme perspectiva de Biembengut e Hein (2019):

a) Escolha do tema: Medida da area de um lago

Definido o tema, o professor pode questionar as possibilidades viaveis e
disponiveis para se obter os requisitos para efetivacéo do célculo da area. Aqui pode-
se solicitar aos estudantes sugestdes de recursos para obtencdo de dados, de modo
a direcionar o foco deles a pensar em como fazer para se ter os elementos que
permitam realizar esse célculo, de modo nédo presencial no local, pois é importante
despertar o espirito investigativo, com as questdes:

- Quais informac¢fes sdo necessarias para determinar a medida de uma area?

- Como determinar as dimensdes necessarias para o calculo da area de maneira ndo
presencial?

- Que recursos podem contribuir a se ter essas dimensdes com precisao aceitavel?

- Como utilizar estes recursos e extrair os dados necessarios para o calculo da area?
- Quais 0s passos para se realizar esse calculo?

Assim, se conduz a uma pesquisa virtual que possibilite a busca via internet por
meio de sites que permitem via satélite, a localizag&o e visualizacdo do local e captura
da imagem dele.

Como exemplo, aqui foi selecionado e explorado para ser determinada a
medida da érea o lago da Pista de Caminhada do Parque “Carlos Alberto de Souza”
— 0 Parque do Campolim, situado a Avenida Antonio Carlos Comitre 650, Sorocaba,
Estado de Sao Paulo, CEP 18047-970 Brasil (Figura 5).
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Figura 5 - Foto via Satélite do entorno do parque
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Fonte: Google Maps?

O objeto do estudo, o lago, pertence ao parque que esta localizado em um
bairro nobre na zona sul da cidade de Sorocaba (SP), no local onde era uma fazenda
de criacao de gado leiteiro e cultivo de géneros agricolas para o sustento da familia
de Achilles Campolim. Na década de 1950, com a morte do patriarca, o filho Jodo
Campolim assumiu os negécios da familia, e na década de 1970, a regido foi loteada
em parceria com a Construtora e Empreendedora Julio & Julio. Hoje € considerado o
centro financeiro de Sorocaba e conhecido como um dos bairros mais valorizados do
interior do Brasil. A pista de caminhada do Campolim, oficialmente Parque Municipal
Carlos Alberto de Souza, foi projetada numa area de bacia de contencdo e € um dos

belos cartdes-postais da cidade de Sorocaba (Figura 6).

Ihttps://www.google.com/maps/place/Pista+de+Caminhada+do+Campolim/@-23.5244685,-
47.4694823.656m/data=13m2!1e3!4b114m5!3m4!1s0x94c58bd9ff558939:0xde766179f228f3f
318m2!3d-23.524468514d-47.4672936?hl=pt-BR .Acesso 25 de novembro de 2021



https://www.google.com/maps/place/Pista+de+Caminhada+do+Campolim/@-23.5244685,-47.4694823,656m/data=!3m2!1e3!4b1!4m5!3m4!1s0x94c58bd9ff558939:0xde766179f228f3f3!8m2!3d-23.5244685!4d-47.4672936?hl=pt-BR
https://www.google.com/maps/place/Pista+de+Caminhada+do+Campolim/@-23.5244685,-47.4694823,656m/data=!3m2!1e3!4b1!4m5!3m4!1s0x94c58bd9ff558939:0xde766179f228f3f3!8m2!3d-23.5244685!4d-47.4672936?hl=pt-BR
https://www.google.com/maps/place/Pista+de+Caminhada+do+Campolim/@-23.5244685,-47.4694823,656m/data=!3m2!1e3!4b1!4m5!3m4!1s0x94c58bd9ff558939:0xde766179f228f3f3!8m2!3d-23.5244685!4d-47.4672936?hl=pt-BR
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Figura 6 - Foto do Lago do Parque "Carlos Alberto de Souza"

Fonte: Agéncia Sorocaba?

b) Interacdo com o tema: Teorema Fundamental do Célculo e Desenvolvimento da
Modelagem.

Nas etapas da modelagem como destaca Bassanezi (2018), o aluno do Ensino
Superior, pode atingir o desenvolvimento do interesse no processo de ensino e
aprendizagem, por meio da matematica aplicada que levara a valorizacdo do
conhecimento matematico.

Com esse foco, o professor para melhor aproveitamento pode retomar o
conteudo envolvido na aplicacdo, assim conforme apresenta Stewart (2016), temos 0
Teorema Fundamental do Célculo:

Se f for continua em [a,b]:

1. A funcdo g definida por g(x) = f;f(t)dt coma < x <b, é continua em [a,b] e
derivavel em (a,b) e g’(x) = f(x).
2. fff(x)dx = F(b) — F(a), onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcdao tal
que F'=T1.

O calculo de areas é a aplicacéo direta da integracdo pela diferenciacdo, que

levara a uma compreensao do Teorema Fundamental do Calculo.

2http://agencia.sorocaba.sp.gov.br/vegetacao-mais-alta-proxima-ao-rio-sorocaba-e-lagos-

sao-estrateqias/#&qgid=1&pid=1. Acesso 25 de novembro 2021



http://agencia.sorocaba.sp.gov.br/vegetacao-mais-alta-proxima-ao-rio-sorocaba-e-lagos-sao-estrategias/#&gid=1&pid=1
http://agencia.sorocaba.sp.gov.br/vegetacao-mais-alta-proxima-ao-rio-sorocaba-e-lagos-sao-estrategias/#&gid=1&pid=1
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c) Planejamento: visando a modelacdo utilizando o Teorema Fundamental do
Calculo, usou-se para agregar um dinamismo a construcdo do modelo e confiabilidade
ao resultado:
- andlise de informacdes e visualiza¢cdo do processo;
- ferramentas tecnoldgicas, tais como: imagens via satélite encontradas no Google;
- 0s calculos a partir do software GeoGebra, que é um software gratuito de Matematica
Dinamica, de interface homem-méaquina de facil operagéo, e que trabalha conteudos
da Geometria, Algebra, Tabelas, gréaficos, Estatistica e Calculo mesclados na mesma
aplicacao.

A partir das imagens da Figura 7 e Figura 8, mapa da planta baixa do lago em
escala, identifica-se os principios envolvidos, relaciona-se a possivel solugdo, com

auxilio o software GeoGebra Classic, o qual permite a insercdo de imagens.
Figura 7- Mapa
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Fonte: Google Maps®

Shttps://www.google.com/maps/place/Pista+de+Caminhada+do+Campolim/@-23.5244685,-
47.4690027,17z/data=!13m1!4b1!4m5!3m4!1s0x94c58bd9ff558939:0xde766179f228f3f318m2!
3d-23.5244685!4d-47.4672936?hl=pt-BR. Acesso 25 de novembro de 2021
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Na Figura 8 foi realizado ajuste de escala, para aluséo na solucao que se deseja
atingir: na escala 1:10, mede-se a distancia de interesse de 205 m, utilizando-se o
recurso fornecido pelo site em referéncia.

Aqui o professor pode destacar e valorizar a importancia da escala, pois no

resultado a escala deve ser considerada, sendo que o objetivo € se conhecer o valor

real da area.
Figura 8 - Mapa com Medida em escala
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Disténcia totak: 205,15 m (673,07 pés)

Fonte: Google Maps*

Na Figura 9, o passo inicial é a insercdo do mapa da Figura 8 no software

GeoGebra Classic, que por meio de seus recursos permite a adequacéo da imagem

“https://www.google.com/maps/place/Pista+de+Caminhada+do+Campolim/@-23.5244685,-
47.4690027,17z/data=!13m1!4b1!14m5!3m4!1s0x94c58bd9ff558939:0xde766179f228f3f3!8m2!
3d-23.5244685!4d-47.4672936?hl=pt-BR. Acesso 25 de novembro de 2021
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guanto a dimensao, deslocamento e transparéncia de forma que a visualizacédo dos

eixos do software seja possivel, conforme passos a seguir:

Inserir imagem: a partir da imagem do mapa (arquivo no formato *.PNG)
salva do GoogleMaps, inserir imagem no software Geogebra: menu
TEXTO — opcgéo INSERIR IMAGEM (submenu a partir do sele¢cao no
canto inferior direito). Ao CLICAR em qualquer ponto na area de
trabalho, a janela de escolha dos arquivos de imagem é aberta para
selecionar a imagem desejada: neste caso a Figura 8.

Ajuste da imagem quanto a dimensdo e posi¢cdo: menu MOVER —
opcao REDUZIR (submenu a partir do selegcédo no canto inferior direito).
CLICAR na origem do sistema de coordenadas cartesianas até a
imagem ficar compativel com a area de trabalho do GeoGebra.

Para posicionar a imagem sobre os eixos do sistema de coordenadas
cartesianas, a imagem deve estar transparente: menu MOVER —
CLICAR na imagem e acionar botdo direito do mouse
—PROPRIEDADES — COR : arrasta de 100% para 50% para se ver
0s eixos do sistema Cartesiano atras da imagem.

Para posicionar a figura em escala na area de trabalho, arrastar pontos:
menu MOVER — CLICAR nos pontos A e B e posicionar a figura de
modo que a medida ja conhecida 20.5 (na escala 1X10) fiqgue sobre o

eixo X, ou seja : Figura 10.

Figura 9 - Tela de Trabalho com imagem inserida

Fonte: elaborado pela autora
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Figura 10 - Tela de Trabalho com imagem ajustada

Fonte: elaborado pela autora

d) Contetdo Matematico: a partir da imagem inserida e devidamente ajustada
guanto a posicao e referéncia nos eixos das coordenadas cartesianas no software
GeoGebra Classic : Definir pontos no contorno da curva que representa o lago: opcao
PONTO— para cada cligue um ponto é criado com identificacdo de valores das
coordenadas (X, Y).

Com o objetivo de construir o modelo matematico para viabilizar a solucéo,
foram definidos os pontos sob o contorno da curva na figura de modo a contemplar os
pontos extremos, 0s pontos de maximo e minimo e os pontos de inflexdo (pontos que
mudam a concavidade da curva) que resultaram a Figura 11. Lembrando que os
conceitos de pontos de maximo, minimo e inflexdo poderdo neste momento ser
explorados pelo professor por meio de uma plenaria com a turma, com o intuito de
aferir os conhecimentos que os estudantes trazem consigo.

Aqui foram identificados 13 pontos.
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Figura 11 - Tela de trabalho com os pontos marcados na imagem inserida

Fonte: elaborado pela autora

A partir dos pontos definidos na curva, gera-se uma lista : op¢cdo ANGULOS -
> opcao LISTA (submenu a partir do sele¢éo no canto inferior direito): clica e arrasta
para criar um retangulo que contenha todos os pontos que fazem parte da LISTA L1

Com a lista criada, criar uma funcdo polinomial (equa¢édo) que contenha o0s
pontos dessa lista polindmio em ENTRADA ->POLINOMIO<I1> -> <ENTER>: é criado
o polindmio que se ajusta a lista L1 ( apé6s OPCAO - ARREDONDAMENTO - 3
algarismos significativos)

Assim a partir dos pontos marcados, o software forneceu a funcéo que
descreve algebricamente a curva que contém tais pontos. A Figura 12 mostra que os

13 pontos marcados na curva da imagem, tém como a funcdo que representa
algebricamente o polinbmio de grau 12 por meio de:

f(x) = 0.0000000000263x'? - 0.00000000328x* + 0.000000178x° - 0.00000550x° +

0.000108x® - 0.00140x” + 0.0123x° - 0.0736x° + 0.287x* - 0.628x3 + 0.320x2 + 1.22x
+2.42.
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Figura 12 - Definicdo da Funcdo que descreve a curva da imagem
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Fonte: elaborado pela autora

O modelo mateméatico é a equacao polinomial que possibilita a resolu¢cdo do
problema proposto quanto ao célculo da medida da area do lago da Pista de
Caminhada do Parque Campolim, Sorocaba (SP).

O valor procurado foi obtido a partir da barra de entrada do software GeoGebra

Classic, com a selecédo da opcao IntegralNumérica(<Func¢ao>, <Valor x inicial>, <Valor
x Final>) com:

Funcéo = f(x)
Valor x Inicial =0

Valor x Final = 20.5

O valor gerado foi a=93,1 ( Figura 13 e Figura 14), que equivale a:

a=["" f(x)dx = 93,1 u* onde u= 10 m.
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Figura 13 - Valor gerado a = 93.1
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Fonte: elaborado pela autora

Figura 14 - Valor gerado pela Integral Numérica

24 26 28 30 32 34

Fonte: elaborado pela autora
Mas o valor final é obtido apds conversao da escala em que cada unidade do

software GeoGebra Classic, equivale a 10 m, logo o resultado é:
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A= a*10%=93.1*100= 9310 m?> (1)
Seja o Teorema Fundamental do Calculo: Se f for continua em [a,b]:
1. A funcéo g definida por
g(x) = f;f(t)dt comasxs<b
€ continua em [a,b] e derivavel em (a,b) e g'(x) = f(x).
2. f(ff(x)dx = F(b) — F(a), onde F € qualquer primitiva de f, isto €, uma funcao
tal que F’' =f.
Assim aplicando o mesmo, temos:
f(x) = 0.0000000000263x1? - 0.00000000328x** + 0.000000178x1° - 0.00000550x° +
0.000108x8 - 0.00140x7 + 0.0123x° - 0.0736x°> + 0.287x* - 0.628x3 + 0.320x2 + 1.22x
+2.42
Se F’(x) = f(x) entao:
F(x) = [f(x)dx = 113 x0.0000000000263x 3 - 1—12 +0.00000000328x12 +
+ ﬁ * 0.000000178x11! - 1—100.00000550x10 + % * 0.000108x° - % * 0.00140x8 +

+ 5* 0.0123x7 - g* 0.0736x6 + §*0.287x5 - i* 0.628x* + §*0.320x3 + §*1.22x2+
2.42x + C

F(x) = 0.00000000000202x*3 - 0.000000000274x12 + 0.0000000162x* - 0.000000550x° +
0.0000120x° - 0.000175x8 + 0.00176x” - 0.0123x® + 0.0574x> - 0.157x* + 0.107x3 +
0.612x% +2.42x +C

Sendo b= 20,5 e a =0, temos:

F(b) =F(20,5)=93,1+C

F@@=F0)= C

Logo : F(20,5) —F(0)=93,1+C -C=93,1u2comu=10m (2)

De (1) e (2), temos:

[? F(x)dx = F(b) — F(a) = 93,1* 102 = 9310 m?



60

e) Validacao e extensao dos trabalhos desenvolvidos: com o desenvolvimento da
atividade foi possivel encontrar o valor aproximado da area proposta, pois é passivel
de consideracao a resolucao e seguranca dos valores obtidos pela imagem via satélite
que somado ao grau de confiabilidade do calculo realizado pelo software GeoGebra
Classic, a partir dos pontos escolhidos que levaram para definicdo da funcéo
polinomial , pode haver uma variagdo para mais ou para menos, devido principalmente
ao fato de uma certa impreciséo da figura utilizada que foi obtida a partir do recurso
do Google Maps. Pois o valor real da area lago é 8140 m2de acordo com Secretaria
de Planejamento da Prefeitura de Sorocaba- SP, situada na Av. Eng. Carlos Reinaldo
Mendes, 3041 Alto da Boa Vista-Sorocaba-SP, CEP 18013-280, fone:(15)3238-
2312/(15)3238-2317(seplan@sorocaba.sp.gov.br). Fato esse que deve ser discutido

pela turma, com mediagcédo do professor pois houve um erro de valores que vem da
imagem quanto a qualidade de resolugdo e também dos métodos utilizados.

Mas a relacéo entre o calculo da integral de uma funcéo e a area, aqui de um
objeto real, estd bem evidenciada o que conduz a uma forma de analisar o grau de
aprendizagem e esta mesma sequéncia de passos e ferramentas pode ser aplicada
para outros objetos para determinar areas como: pec¢as mecanicas, areas de
vegetacdo, areas envolvidas em eventuais catastrofes naturais como enchentes,
vendavais, areas de preservacao de fauna e flora, areas afetadas por incéndios entre

outros.

4.2 CALCULO DE VOLUME
a) Escolha do tema: Medida do volume de um copo
De maneira analoga a anterior, o professor pode enfatizar para os alunos que
0 objeto alvo escolhido esta presente no cotidiano de todos e dentro do espirito
investigativo realizar alguns questionamentos:
- Qual a caracteristica principal do objeto?
- Como o objeto é obtido?
- Quais informagfes sdo necessarias para o volume deste objeto?
- Como determinar as dimensdes necessarias para o calculo do volume do objeto de
maneira presencial?
- Que recursos podem contribuir a se ter essas dimensdes com precisao aceitavel?
- Como utilizar estes recursos e extrair os dados necessarios para o calculo do

volume?
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- Quais 0s passos para se realizar esse calculo?

Aqui se conduz com o copo sendo tratado como um sélido de revolucao gerado
a partir de uma area plana em torno de um eixo do seu plano, que € o seu eixo de
revolucao e tendo sua imagem a partir de uma foto com destaque para sua altura real
(Figura 15).

Figura 15 - Objeto para calculo do volume

Fonte: elaborado pela autora

b) Interacdo com o tema: DefinicAo do volume de um solido de revolugéo e
Desenvolvimento da Modelagem.

Conforme as etapas da modelagem destacadas por Bassanezi (2018), com
esse foco na valorizacdo do conhecimento matematico, o professor do aluno do
Ensino Superior, para melhor aproveitamento pode retomar o contedado envolvido na
aplicacéo, quanto ao calculo do volume que de acordo com MUNIZ NETO (2015) &
definido como:

Se f: [a,b] —R uma funcédo continua em [a,b] e positiva em (a,b), entéo:

V= [ (f(0)? dx
€ 0 Volume do solido de revolucdo gerado pela rotacdo de f em torno do eixo das
abscissas.
Nesse momento, é importante que em uma plenaria com a turma, sejam
discutidos alguns aspectos como: eixo de revolucdo, obtencdo de sélidos de

revolucao, entre outros que sejam pertinentes para o prosseguimento do trabalho.
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¢) Planejamento: a construcdo do modelo é a partir da foto do objeto com os célculos
realizados a partir do software GeoGebra.

A partir da imagem da Figura 16, o passo inicial € a insercdo da foto da Figura
15 no software GeoGebra Classic que por meio de seus recursos permite a adequacao
daimagem quanto a dimensao, deslocamento e transparéncia de forma que possibilite
a visualizacédo dos eixos do software seja através da imagem inserida e que o eixo de

rotacao do copo coincida com eixo das abscissas gerando a Figura 17.

Figura 16 - Tela de Trabalho com imagem inserida

Fonte: elaborado pela autora

Figura 17 - Tela de Trabalho com imagem ajustada
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Fonte: elaborado pela autora
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d) Conteddo Matematico: a partir da imagem inserida no software GeoGebra
Classic, com o objetivo de construir 0 modelo matematico para viabilizar a solucao,

foram marcados pontos na mesma (Figura 18).

Figura 18 - Tela de Trabalho com pontos marcados

Fonte: elaborado pela autora

A partir dos pontos marcados, foi desenvolvida a equacdo que descreve
algebricamente a curva que contém 0s mesmos pontos e que coincide com o contorno
do objeto referéncia para a aplicacao (Figura 19).

Figura 19 - Tela de Trabalho com funcéo definida
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Fonte: elaborado pela autora
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Figura 20 - Tela de Trabalho com dados que geraram a fungéo
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Fonte: elaborado pela autora

O modelo matematico € a equacédo polinomial a seguir e que possibilita a
resolucao do problema proposto.

A partir dos pontos marcados, o software fornece a fungdo que descreve
algebricamente a curva que contém tais pontos. A Figura 20 mostra que os 10 pontos
marcados na curva da imagem, tém a funcdo que representa algebricamente o

polinbmio de grau 9 por meio de:

f(x) = 0.0000000214x° - 0.00000119x® + 0.0000250x” - 0.000231x®+ 0.000681x° +
0.00249x* - 0.0186x3 + 0.0732x2 - 0.139x + 2.93.
A modelagem que resultou um polindbmio cuja curva gera o solido de revolucéo,

Nno caso 0 copo que € o objeto de estudo. O valor procurado foi obtido a partir da barra
de entrada do software GeoGebra Classic, com a selecdo da opcao
IntegralNumérica(<Func¢ao>, <Valor x inicial>, <Valor x Final>) com:

Funcdo = (f(x))?

Valor x Inicial =0

Valor x Final = 15
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Assim, temos:
V =1*219 = 689 cm3 = 689 ml

e) Validacao e extensédo dos trabalhos desenvolvidos: com o desenvolvimento da
atividade, que é passivel de consideracdo a resolucdo da foto e que os pontos
marcados se referem ao contorno externo do objeto, e somado ao grau de
confiabilidade do célculo realizado com o auxilio software GeoGebra Classic levaram
para definicdo da equacédo. Assim com a funcéo definida, foi possivel encontrar o valor
do volume do objeto que apresenta como volume nominal o valor de 600ml, mas o
valor obtido como resultado da aplicacdo pode haver uma variagao para mais ou para
menos, devido principalmente ao fato de que a equacdo polinomial obtida é do
contorno externo do objeto e, seu volume no real, € considerando sua capacidade de
armazenamento, ndo considerando suas paredes. Fato esse que deve ser discutido
pela turma, com mediacao do professor.

E importante destacar a relagéo entre o calculo da integral de uma funcéo e o
volume de um sélido de revolugéo, aqui de um objeto real, que esta bem evidenciada
e conduz a mais uma forma de analisar o grau de aprendizagem. Essa mesma
sequéncia, pode ser realizada a partir dos mesmos passos e ferramentas, tendo
outros objetos para calculo de volume como: um monte de areia, de pedras, de sucata,

de tanques entre outros que se possam ser obtidos a partir de uma imagem.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Meu interesse em apresentar algumas sugestdes de aplicacdes do Teorema
Fundamental do Calculo para professores dentro das disciplinas Calculo Diferencial e
Integral, baseou-se na importante colocacdo de D"Ambrésio e Valente (2016) sobre
0s métodos tradicionais de ensino de Calculo frente as novas tecnologias disponiveis,
e quanto elas podem contribuir para superar as dificuldades classicas dos alunos dos
ciclos iniciais dos cursos graduacéo de ciéncias exatas, em especial, de engenharias
e areas afins; e que possa colaborar para diminuir a desisténcia e 0 baixo
aproveitamento desses alunos. Um outro complemento € a apresentacdo da
contribuicdo histérica da matematica de varias culturas e civilizacbes desde a Idade
Antiga, que sempre tiveram como objetivo a solucdo de problemas dos povos e até
uma evolucdo da maneira de pensar da matematica e de suas aplicagcbes com 0s
trabalhos dos grandes génios da matematica, como Tales de Mileto e Pitagoras de
Samos, até Isaac Newton, John Wallis, Isaac Barrow e Gottfried Wilhelm Leibniz.
Esses génios da matemética tinham em comum os recursos limitados e
surpreendentes conclusdes.

Julgo de extrema importancia os alunos terem contato com a origem e todo
desenvolvimento das teorias, definicbes dos teoremas, a sua ordem cronoldgica, além
de todo momento histdrico politico, econdmico e social e com toda essa influéncia na
histéria da Matematica, de modo particular, como foram as condi¢cdes reais do
“nascimento” do Calculo na linha do tempo. A Histéria traz registros importantes das
reacoes do homem desde a antiguidade diante de determinadas circunstancias e
problemas, além dos relatos histéricos mostrarem que os conceitos foram sendo
construidos ao longo ao tempo, muitas vezes, a partir da solugdo de problemas, cuja
modelagem resultou no avango e desenvolvimento das ferramentas matematicas.
Assim, se faz necesséario, compreender de que maneira se atingiu solucdes
inovadoras e conclusdes logico-matematicas surpreendentes para resolugcdo de
problemas classicos e a partir de quais estratégias e metodos.

Considerando que os relatos historicos mostram que 0s conceitos foram
construidos ao longo do tempo, na maioria das vezes, a partir da solugdo de
problemas, cuja modelagem resultou no avanco e desenvolvimento das ferramentas
matematicas: assim pode-se seguir no ensino a mesma logica.

Nesta mesma direcdo, Bassanezi (2006) demonstra que dentro do ensino da

Matematica quando o conhecimento é desenvolvido a partir de um fundamento
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concreto, seja ele direta ou indiretamente relacionado com a prépria Matematica, se
torna mais interessante e motivador. Sob esta argumentacdo, a modelagem
matematica é a aplicacdo de casos reais aqui apresentada como base para orientagdo
do professor de Ensino Superior desenvolver sua propria sequéncia de ensino.

O processo de modelacdo de acordo com os importantes conceitos de
Bassanezi (2006) e Biembengut e Hein (2007) que podem instigar o espirito
investigativo nos alunos no desenvolvimento de todos os passos de execugdo e
melhorar a compreensao dos conceitos através de um modo complementar. Aqui com
a apresentacdo do Teorema Fundamental do Célculo para calcular a area e o volume
por meio das aplicacdes apresentadas e com a possibilidade de desdobrar para outros
objetos do cotidiano dos alunos que sdo passiveis de realizacao, é possivel o aluno
comprovar e validar as solugbes encontradas.

Ainda de acordo com Bassanezi (2006), foi aplicada a habilidade de empregar
a Matematica em situacfes concretas: medida da area de um lago real e medida do
volume de um copo. Aqui executando todas as etapas: Escolha do Tema, Interagéao
com o Tema, Planejamento, Conteddo Matematico, e Validacdo. Logo foram
transformados problemas da realidade em problemas matematicos e apresentada a
solucéo para melhor compreensao do Calculo Diferencial e Integral no cotidiano dos
alunos.

Outro importante proveito para o professor do Ensino Superior que utiliza as
sugestdes apresentadas para a montagem da sua sequéncia de ensino é apresentar
para o aluno a importante ferramenta dentre outras que é software GeoGebra, que
contém inumeros recursos para auxiliar no aprendizado e conduzira o aluno a
autonomia e possibilidades de desenvolvimento de suas préprias aplicacbes de
problemas reais de seu cotidiano. A utilizacdo das tecnologias no ensino estao se
tornando indispenséaveis atualmente, por apresentarem uma consideravel quantidade
de recursos, sobretudo quanto a visualizacao grafica de funcdes de maneira rapida e
precisa. Assim € possivel consolidar o aprendizado a partir do entendimento do que o

software esta executando.
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APENDICE - GEOGEBRA

O GeoGebra € um software de matematica dinamica para todos os niveis de
ensino que relne Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Gréficos,
Probabilidade, Estatistica e Célculos Simbdlicos em um Unico pacote facil de se
usar. O GeoGebra possui uma comunidade de milhdes de usuarios em
praticamente todos os paises. O GeoGebra se tornou um lider na area de
softwares de matematica dinAmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em
Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.

Fatos Rapidos

« Geometria, Algebra e Planilha de Calculo est&o interconectadas e s&o
totalmente dinamicas

« Interface facil de se usar e, ainda assim, com muitos recursos poderosos

o Ferramentas de desenvolvimento para a criacdo de materiais didaticos como
paginas web interativas

o Disponivel em varios idiomas para nossos milhdes de usuarios ao redor do
mundo

« Software de Cddigo Aberto disponivel gratuitamente para usuarios nao
comerciais

Manuais e Aplicativos para download estao disponiveis em:

https://www.geogebra.org/ Acesso em 25 de novembro de 2021

https://wiki.geogebra.org/pt/Manual Acesso em 25 de novembro de 2021

https://www.geogebra.org/download Acesso em 25 de novembro de 2021
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