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Resumo

Seja K um corpo de caracteristica p, e seja UT,, = UT,(K) a dlgebra das matrizes triangulares
superiores n X n sobre K com o produto usual a - b dos elementos a,b € UT,. Nesta tese, descrevemos
o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de UT;,, onde G é qualquer grupo e K é
qualquer corpo finito.

O espaco vetorial UT, com o novo produto [a,b] = a-b—b-a é uma élgebra de Lie, denotada
por U Tn(_). Nesta tese, descrevemos o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de

U Tz(_), onde G é qualquer grupo abeliano e K é qualquer corpo com caracteristica p # 2.

Palavras-chave: PI-dlgebra, Identidades polinomiais graduadas, Matrizes triangulares superiores,

Algebras de Lie, Propriedade de Specht.
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Abstract

Let K be a field of characteristic p and let UT,, = UT,(K) be the algebra of n x n upper triangular
matrices over K with the usual product a - b of the elements a,b € UT,. In this thesis we describe the
set of all G-graded polynomial identities of UT,,, where G is any group and K is any finite field.

The vector space UT, with the new product [a,b] =a-b—b-ais a Lie algebra, denoted by U Tn(f).

We describe the set of all G-graded polynomial identities of U Tz(_), where G is any abelian group and

K is any field with characteristic p # 2.

Keywords: Pl-algebra, Graded polynomial identities, Upper triangular matrices, Lie algebras, Specht

property.
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Introducao

A teoria de dlgebras que satisfazem identidades polinomiais, também conhecida como PI-teoria,
é uma parte importante ¢ bem desenvolvida da teoria de anéis. E neste contexto que se insere esta
tese. De uma maneira mais especifica, os resultados aqui descritos dizem respeito as identidades
polinomiais graduadas da algebra das matrizes triangulares superiores do ponto de vista associativo e
também de Lie. No que segue, falaremos um pouco da histéria, tema e importancia do que aparece
neste texto, € como ele esta dividido.

Fixe um corpo K, e considere a dlgebra associativa unitdria livre, livremente gerada pelo conjunto
infinito X = {x,x»,...}, denotada por K(X). Dada uma &lgebra associativa unitdria A, sobre K,

dizemos que um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) é uma identidade polinomial para A se
flay,...,ay,) =0, paratodos ay,...,a, € A.

Denotamos por T'(A) o conjunto das identidades polinomiais de A, e se T(A) # {0} dizemos que A
¢ uma PI-algebra. Nem toda algebra é uma PI-4dlgebra, mas sabemos, por exemplo, que as algebras
comutativas e as de dimensao finita sdo PI-algebras. Além dessas, existem outras PI-dlgebras impor-
tantes, como por exemplo a dlgebra de Grassmann, que tem um papel fundamental dentro da teoria. O
conjunto 7'(A) é um T-ideal de K(X), isto é, um ideal de K(X) fechado por todos os endomorfismos
de K(X), e um dos principais problemas da drea é encontrar um conjunto de polindmios que gere
T(A) como um T-ideal. Relembramos que o T-ideal de K(X) gerado por um conjunto é o menor
T-ideal de K(X) que contém tal conjunto.

Falaremos um pouco dos conceitos apresentados acima diante da nossa dlgebra, objeto de estudo
desta tese. A dlgebra associativa das matrizes triangulares superiores n X n com entradas em K,
denotada por UT,(K), com o seu produto usual - de matrizes, tem dimensdo finita e portanto é uma
PI-4lgebra. As suas identidades polinomiais sdo bem conhecidas: Em 1971, Maltsev [15] descreveu
o T-ideal T(UT,(K)) quando o corpo K tem caracteristica 0. Mais especificamente, ele provou que
o produto de n comutadores de comprimento 2 gera o T-ideal T(UT,(K)). Posteriormente, no ano
de 1981, Siderov [17] obteve outra descri¢do para tal conjunto sobre um corpo qualquer K, provando
que T(UT,(K)) = (T(K))". A dlgebra em questdo tem um papel fundamental dentro da teoria, por
exemplo, pode ser provado que se A é uma PI-dlgebra finitamente gerada que satisfaz uma identidade
polinomial ndo matricial e K € infinito, ento existe um n tal que 7 (UT,(K)) C T(A). Veja [14] e [6,
Observacao 5.2.2].
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Voltando para a importancia de temas, em 1950, W. Specht [18] apresentou um problema que

moldou boa parte do desenvolvimento da PI-teoria:
Se A é uma Pl-dlgebra, entdo T (A) é finitamente gerado como um T-ideal ?

Em 1987, Kemer [10] provou que o problema de Specht tem resposta positiva quando o corpo K
tem caracteristica 0. Por outro lado, em 1999, Belov [3], Grishin [9] e Shchigolev [16] apresentaram
contra-exemplos mostrando que o problema de Specht tem resposta negativa quando o corpo K tem
caracteristica p # 0.

Agora falaremos um pouco sobre graduacdes. Fixe um grupo multiplicativo G, seja A uma algebra

associativa unitdria, e considere uma familia {4, | g € G} de subespagos vetoriais de A. Dizemos que

A é uma algebra G-graduada, com respeito a tal familia de subespagos, se

A=A, e AAL C Ay,
geG
para quaisquer g,h € G. Nos restringiremos aqui a falar apenas da nossa dlgebra de estudo. Pois
bem, no que se refere as G-graduagdes de A = UT,(K), destacamos o seguinte: dada uma n-upla

e=(g,...,&) € G", escreva

A= @Ag, onde A = span{e; ) | g lej =gl
g€G

Aqui, e(; ;) € a matriz com entrada (i,j) igual a 1 e demais entradas iguais a 0. Entdo, A é uma
algebra G-graduada, e dizemos que tal G-graduacdo € a G-graduagdo elementar de A induzida por
€. Em 2007, Valenti e Zaicev [20] provaram que toda G-graduacido em UT,(K) é isomorfa a uma
G-graduacgdo elementar.

Com os dois conceitos em maos, identidade polinomial e G-graduagdo, temos uma nova teoria que
se baseia na mesclagem dos dois. Para cada g € G considere um conjunto infinito X, = {x{,x5,...} e

denote X = U X,. Definimos uma G-graduacdo em K(X) de modo que

geiG
Xt € (K(X)),, 8=2818278m-
SejaA = @Ag uma algebra associativa unitaria G-graduada. Dizemos que um polindmio f ()cf'1 L ,xlgn") €
geG

K(X) € uma identidade polinomial G-graduada para A, se

f(al,...,an) =0

para quaisquer a; € Ay, ...,a, € Ag,. Denotamos por 7;(A) o conjunto das identidades polinomiais
G-graduadas de A. Na busca da solu¢do do problema de Specht, Kemer [11] trabalhou com identi-
dades polinomiais Z,-graduadas, e ai estd uma das grandes importancias deste topico. De maneira

similar ao caso ordindrio, temos o conceito de 7;-ideal e a versdo do problema de Specht para o



Introducdo 5

caso graduado. Em 2010, Aljadeff, Belov [1]] e Sviridova [[19] deram uma resposta positiva para o
problema de Specht no contexto graduado, quando o corpo K tem caracteristica O e G € grupo finito.

Em 2004, Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti [4] provaram que duas G-graduagdes em UT,(K) sao
isomorfas se, e somente se, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais G-graduadas. Além
disso, eles descreveram o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de UT, (K),
quando K € um corpo infinito. O caso em que K €é um corpo finito foi feito por mim e Gongalves [8],
e € o resultado principal desta tese. Em particular, provamos que T5(UT,(KK)) € finitamente gerado,
como um 7g-ideal, para todo grupo finito G e toda G-graduacgao da dlgebra em questao.

Considere a algebra de Lie livre, liviemente gerada pelo conjunto infinito X = {x1,x»,...}, deno-
tada por L(X). Dada uma algebra de Lie A, sobre K, dizemos que um polinémio f(xi,...,x,) € L(X)

€ uma identidade polinomial para A se
f(ai,...,a,) =0, para todos ay,...,a, € A.

De maneira similar ao caso associativo, podemos definir T-ideal em L(X) e considerar o problema
de Specht para PI-dlgebras de Lie. Em 1970, Vaughan-Lee [21, 22] provou, para o caso em que o
corpo K tem caracteristica 2, que a resposta para o problema de Specht é negativa. Em 1974, Drensky
[S] estendeu este resultado para dlgebras de Lie sobre um corpo infinito K de caracteristica p > 2.
Permanece em aberto a resposta do problema de Specht para dlgebras de Lie sobre um corpo de
caracteristica 0.

O espago vetorial UT,, = UT,(K) com o novo produto | , | definido por
la,b)=a-b—b-a,

¢ uma 4lgebra de Lie, denotada por U Tn(_). Bahturin [2| Secéo 4.5.2] descreveu o T-ideal T (U Tn(_))
quando o corpo K € infinito. Mais especificamente, ele provou que o comutador de n comutadores de
comprimento 2 gera o T-ideal 7' (U Tn(_)).

Dado um grupo G, de maneira similar ao caso associativo, podemos definir G-graduacao e iden-
tidade polinomial G-graduada para uma algebra de Lie. Em 2017, Koshlukov e Yukihide [13] des-

creveram as G-graduacdes de U Tn(f)

polinomias Z,-graduadas de U Tn(f)

. Ainda em tal ano, eles descreveram em [12] as identidades
com a graduacdo canoOnica. Nesta tese, descrevemos as identida-
des polinomias G-graduadas de U Tz(_) para todo corpo de caracteristica diferente de 2. Além disso,
verificamos a propriedade de Specht para tais algebras graduadas em alguns casos, permanecendo em
aberto apenas o caso trivial quando o corpo € finito.

No que segue, faremos um pequeno resumo de como a tese estd dividida:

No Capitulo 1, faremos uma exposi¢do dos conceitos basicos a respeito da teoria de PI-dlgebras
e algebras graduadas. O intuito de tal capitulo € deixar o texto o mais independente possivel com
relacdo a referéncias externas.

No Capitulo 2, motivados pelos resultados obtidos em [4], faremos a descricdo das identidades
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polinomiais G-graduadas da dlgebra UT,(KK), para todo grupo G e todo corpo finito K. Os métodos
empregados para obter tais resultados sdo combinatoriais.

No Capitulo (3 faremos a descri¢cdo das identidades polinomiais G-graduadas da algebra U Tz(_),
para todo grupo abeliano G e todo corpo K de caracteristica diferente de 2. Mais ainda, descreveremos
uma base para a correspondente dlgebra relativamente livre G-graduada.

No Capitulo @ provaremos que 7g(U Tz(f)) tem a propriedade de Specht para “algumas” G-
graduacdes, isto é, todo Tg-ideal que contém T (U TZ(_)) € finitamente gerado. Para deduzir tal fato,
usaremos a técnica de conjuntos parcialmente bem-ordenados. Vale ressaltar que o caso mais compli-
cado, isto €, referente a graduacio trivial quando o corpo € infinito, foi feito por Bahturin e pode ser

encontrado em [2, Secdo 4.7.1].



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos necessarios para o desen-
volvimento desta tese, em especial o conceito de dlgebras com identidades polinomiais. Para maiores
informacdes e um aprofundamento do assunto, sugerimos as referéncias [2], [6] e [[7/]. Ao longo desta
tese, K denotard um corpo e, a menos de alguma men¢do em contrdrio, todas as dlgebras e espagos

vetoriais serdao sobre K.

1.1 Algebras

Nesta secdo, recordaremos alguns conceitos bdasicos sobre dlgebras e introduziremos algumas
notacdes que serdo usadas ao longo da tese.

Seja A um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A € uma K-dlgebra se A é munido
com uma operacdo bindria * : A X A — A, chamada produto, tal que, para todos a,b,c € A e todo
A €K, tem-se:

* (a+b)xc=axc+bxc;
s ax(b+c)=axb+axc;
e Alaxb) = (La)xb=ax(AD).

Usualmente denotamos a xb = ab. Além disso, ao invés de escrevermos K-algebra, escrevemos
apenas “dlgebra”, deixando implicito o corpo K.

Dizemos que uma algebra A é:
* Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c € A.
* Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a,b € A.

* Unitdria (ou com unidade), se A possui elemento neutro com relacdo ao produto, isto €, se

existe 1 € A tal que la = al = a, para qualquer a € A.

7



8 Capitulo 1. Preliminares

A seguir, damos um exemplo de uma importante dlgebra associativa unitdria que trataremos nesta

tese.

Exemplo 1.1.1. O espago vetorial das matrizes triangulares superiores n X n com entradas em K, e
com a operacdo usual de produto, é uma dlgebra associativa unitaria. A denotaremos por UT,(K).

Como de costume, e(; ;) € a matriz unitaria, cuja entrada (i,j) éigual a 1 e demais entradas sdo iguais

i,j)
a 0. Tais matrizes se relacionam da seguinte forma:
¢(i.j)e(rs) = Ojre(in):
onde §;; € o delta de Kronecker. Além disso, {e(h j) | 1 <i< j<n}éuma base para o espago vetorial
UT,(K).
Uma outra classe importante de dlgebras € a seguinte: Uma algebra L é chamada de dlgebra de
Lie se satisfaz, para todos a, b, c € L, as relagdes:

e d?=aa=0;

* (ab)c+ (bc)a+ (ca)b=0.

A primeira relacdo € chamada de anticomutatividade, ja a segunda é chamada de identidade de Jacobi.
Note que a relacdo de anticomutatividade implica que ab = —ba, para todos a,b € L.
Podemos a partir de uma algebra associativa criar uma dlgebra de Lie, conforme o préximo exem-

plo.

Exemplo 1.1.2. Seja A uma 4lgebra associativa munida de um produto -. Denote por A o espaco

vetorial A equipado com o novo produto |, ], chamado colchete de Lie, dado por:
la,b)=a-b—b-a,
onde a,b € A. Entao, o espago vetorial A equipado com o produto [, | é uma dlgebra de Lie.

Como um caso particular do exemplo acima, temos a dlgebra de Lie apresentada a seguir, que sera

nosso objeto de estudo nos Capitulos 3 e 4 desta tese.

Exemplo 1.1.3. Seja K um corpo. Considere a dlgebra associativa UT,(KK), do Exemplo [I.1.1} com
o produto usual de matrizes -. Pelo exemplo acima, a dlgebra UT,,(K)(~) com o produto [, ] é uma

algebra de Lie.

Podemos nos perguntar se toda dlgebra de Lie € obtida a partir de uma dlgebra associativa com
o colchete de Lie. Para responder a esta pergunta, precisamos dos proximos trés pardgrafos de
defini¢Oes, antes de enunciar o famoso Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Sejam A e B duas élgebras. Dizemos que uma transformacao linear f : A — B é um homomor-

fismo de dlgebras se

flab) = f(a)f(b),
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para todos a,b € A. Neste caso, um homomorfismo de dlgebras bijetivo é chamado de isomorfismo de
dlgebras. Se existe um isomorfismo entre duas dlgebras, dizemos que elas sdo isomorfas. De forma
andloga, define-se monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo e automorfismo de algebras.

Dizemos que um subespago vetorial S de uma algebra A € uma subdlgebra de A, se ab € S para
todos a,b € S.

Seja A uma dlgebra associativa, e seja L uma algebra de Lie. Se L é uma subalgebra de A di-
zemos que A é uma dlgebra envolvente de L. Uma algebra associativa unitaria U = U (L) é chamada
de dlgebra envolvente universal da dlgebra de Lie L, se L € uma subdlgebra de U (=), e U satisfaz
a seguinte propriedade universal: para qualquer dlgebra associativa unitaria B e qualquer homomor-
fismo de 4lgebras de Lie ¢ : L — B(_), existe um unico homomorfismo de algebras associativas
y: U — Btal que I//‘L:q)el//(l): 1.

Pronto, agora sim podemos enunciar o Teorema de PBW.
Teorema 1.1.4 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja L uma algebra de Lie. Ent3o:
a) U(L) existe;
b) Se U; e U, sdo dlgebras envolventes universais de L, entdo U; € isomorfa a U;

¢) Se L tem uma base (como espago vetorial) {e; : i € I}, onde I é um conjunto ordenado, entdo

U (L) tem uma base (como espaco vetorial) formada pelos elementos
ei e,
onde if,...,ip €1, i1 <...<i,ep>0.
Demonstragdo. Para a demonstragdo, veja [6, Theorem 1.3.2]. [

Tal teorema serd importante para caracterizarmos a algebra de Lie livre, que € parte do assunto da
proxima secao. Mas antes, falaremos de mais uma defini¢do e um resultado basico de Algebra Linear.

Um subespaco vetorial / de uma dlgebra A é chamado de ideal de A, se
abel e bael,

paratodosacAeb el

Seja I um ideal de uma dlgebra A. Se a € A, denote
a=a+I={a+i| iel}.

O espago vetorial quociente A/l = {a | a € A} tem as opera¢des de soma e produto por escalar

definidas por
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onde aj,a; € A e a € K. Agora, definindo o produto por
ay-a; =ai-az,

temos que A/I é uma dlgebra, chamada dlgebra quociente de A por I.
Uma das técnicas para provar uma igualdade entre dois ideais / C J de uma élgebra A, consiste
em analisar um conjunto gerador de A/I e provar que tal conjunto é L.I. em A/J. O resultado que

fundamenta tal técnica esta enunciado abaixo.

Lema 1.1.5. Sejam / e J subespacos de um espaco vetorial V, onde I C J. Se B é um subconjunto de
V,tal que B = {b+1I|b € B} gera o espago vetorial quociente V /I, e B= {b+J | b € B} é linearmente

independente em V' /J, entdo [ = J.

Demonstragdo. Suponha que I C J, e sejau € J\ I. Pelo fato que B gera V /I, segue que

u+lI=Y opb+1, o €K,
beB

onde ao menos um coeficiente oy, # 0. Em particular, existe & € I tal que u = Z opb + h. Como
beB
u,h € J, segue que Z opb € J, ou seja,
beB

Y ab+J=1.

beB
Como B ¢é linearmente independente, segue que o, = 0 para todo b € B, o que é uma contradicao.
Logo, I =J. O

1.2 Algebras Livres

O objetivo desta secdo € criar o ambiente adequado para estudarmos as chamadas identidades
polinomiais. Este ambiente € a dlgebra livre, como definiremos no decorrer do texto.

Dado um subconjunto § de uma dlgebra A, dizemos que a interse¢do de todas as subdlgebras de A
que contém S € a subdlgebra de A gerada por S.

Seja ¥ uma classe de dlgebras e seja A € ¥ uma algebra gerada por um conjunto X. A dlgebra A
€ chamada de dlgebra livre na classe V', livremente gerada por X, se para qualquer algebra R € 7,
toda funcdo g : X — R pode ser estendida a um homomorfismo de algebras G: A — R.

Agora construiremos uma algebra livre na classe de todas as dlgebras associativas unitdrias. Seja

X = {x1,x,...} um conjunto infinito enumeravel. Uma sequéncia finita de elementos de X,
XiyXip * " Xiy

onde n > 0 e x;,...,x;, € X, serd chamada de palavra em X. Note que duas palavras x; ---x;, €

n

Xj, -+ Xj, S0 iguais se, e somente se, n =m € iy = ji,...,iy = ju. O comprimento da palavra
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Xi Xi, -+ -Xi, € n, e se n = 0 denotamos tal palavra por 1. Seja K(X) o espago vetorial cuja base é
o conjunto de todas as palavras em X. Defina a multiplicacdo entre duas palavras por concatenacao,
ou seja:
(i Xy X, ) (6 Xy X, ) = Xy Xiy =+ X3, Xy Xy = X
Estendendo por linearidade este produto para todos os elementos de K(X), temos que K(X) é uma
algebra associativa unitaria, com unidade igual a 1. Note que, se Pal € o conjunto de todas as palavras
em X, entdo
( Z O‘u“) ( Z va> = Z Z (o) (uv),
u€Pal vePal u€Pal vePal

onde o, B, € K para todos u,v € Pal. Os elementos de K(X) sdo chamados de polinémios em X, ou

simplesmente, polinémios. Se u é uma palavraem X, e a € K, dizemos que ot é um mondémio.

Proposicao 1.2.1. A dlgebra K(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas unitdrias, livre-

mente gerada por X.
Demonstracdo. Para a demonstracdo, veja [6, Proposi¢ao 1.2.3]. [

Dizemos que K(X) € a dlgebra associativa unitdria livre, livremente gerada por X . A partir dela,

podemos construir a dlgebra de Lie livre, conforme o teorema abaixo.

Teorema 1.2.2 (Witt). Se L(X) é a subalgebra de Lie de K(X)(~) gerada por X, entdo L(X) é uma
algebra livre na classe de todas as algebras de Lie, livremente gerada por X. Além disso, a dlgebra

envolvente universal de L(X) é K(X).
Demonstracdo. Para a demonstracdo, veja [6, Proposi¢ao 1.3.5]. [

A dlgebra L(X) é chamada dlgebra de Lie livre, livremente gerada por X .

Dizemos que o polinémio [x; ,x;,| definido por
ey Xiy | = iy Xiy = Xiy iy
€ um comutador de comprimento 2. Por indugdo, definimos o comutador de comprimento n por
[‘xi17'xi2""7'xin] = [[Xi17xi2,-~-,xin,1],xi,,],

onde Xiy s Xiny -+ oy Xiy € X.
O conjunto dos comutadores de comprimento > 2 admite um subconjunto &, tal que X U & é
uma base para o espago vetorial L(X). Escreva & = {py, p2,...}, de modo que se o (comprimento

de p;) < (comprimento de p;), entdo i < j. Considere a ordem < em X U & dada por

X <<t <Xy < 0. <PL<pr< .. <pp<...
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Proposicao 1.2.3. Assuma as notagdes do paragrafo acima. Entdo, o espago vetorial K(X) tem uma

base formada por todos os elementos da forma
aj ay b b,
xl ...xn”pl ...pn17
onden>0eay,...,a,,by,...,b, >0.

Demonstragcdo. A demonstracio é consequéncia direta dos Teoremas e Para mais deta-
lhes, veja [6, Proposicao 4.3.3]. 0

1.3 Identidades Polinomiais

Nesta se¢do, introduziremos o conceito de identidades polinomiais e exibiremos os resultados de
Siderov [17] e Maltsev [15] que dizem respeito a descri¢@o de tais identidades para UT,(K).

De agora em diante, todas as dlgebras consideradas nesta sec@o serdo associativas € com uni-
dade. Assim, ndo mencionaremos mais a propriedade associativa e com unidade, escreveremos ape-
nas algebra.

Seja A uma dlgebrae f = f(x,...,x,) € K(X). Dizemos que f é uma identidade polinomial para
A se

f(riy...,ry) =0,
para todos ri,...,r, € A. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais de A. Se
T(A) # {0}, dizemos que A é uma PI-dlgebra.
Sao exemplos de PI-algebras as dlgebras comutativas e de dimensao finita. Um caso particular

desta dltima € a dlgebra UT,,(K), como podemos ver abaixo.

Exemplo 1.3.1. A dlgebra UT,(K) satisfaz a identidade polinomial

Fx1,..,x00) = [x1,22] -+ [X2n—1,X20].

De fato, se r1,r, € UT,(K), entdo [r;,r;] € UT,(K) e tem a diagonal nula, isto é, [r|,r;] € uma matriz
estritamente triangular superior. Como o produto de n matrizes em UT,(K) com diagonal nula é a
matriz nula, temos o resultado desejado.

Outro exemplo de identidade polinomial para UT,(K), quando K é um corpo finito com ¢ ele-
mentos, é

gty oxn) = (T —xp) - (X —xy).

De fato, como (K — {0}, ) é um grupo multiplicativo, temos pelo Teorema de Lagrange que x9~! = 1,
para todo x € K — {0}. Logo,

x? = x, paratodo x € K.

Deste fato, temos que ¢ — r é uma matriz estritamente triangular superior se r € UT,(K), e em

particular, (r{ —ry)--- (r} —r,) =0, para todos ry,...,r, € UT,(K).
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Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal de K(X), se ¢(I) C I para todo endomorfismo
¢ de K(X). O conjunto T'(A) das identidades polinomiais de uma dlgebra A é um T-ideal de K(X).
Reciprocamente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra A tal que T(A) = I, basta
tomar A = K(X)/I.

Dado um subconjunto S de K(X), dizemos que a intersecdo dos T-ideais que contém S é o T-ideal

gerado por S. Ele é o menor T-ideal que contém S, e serd denotado por (S)7. Abaixo o descrevemos.

Proposicao 1.3.2. Seja S um subconjunto de K(X). O T-ideal gerado por S é o conjunto formado por

todas as combinacdes lineares de elementos do tipo

uf(gl,...,gn)v,
onde u,g1,...,8n,vE K(X) e f(x1,...,x,) €S.

Demonstragdo. Para a demonstracdo, veja [6, Observacao 2.2.6]. [l

No que se refere a nossa algebra de estudo, Siderov [17] e Maltsev [15] provaram o seguinte

resultado:
Teorema 1.3.3. Se K é um corpo infinito, entdo o conjunto das identidades polinomias de UT,(K) é
gerado, como um T-ideal, pelo polindomio
[x1, 2] -+ [X2n—1,%2n]-
De um modo geral, Siderov [17] provou que se K é um corpo qualquer, entdao
T(UT,(K)) = (T (UTi(K)))".
Assim, como T (UT; (K)) = T(K), a descri¢ao das identidades polinomiais de UT,(K) depende ape-
nas da descri¢do das identidades polinomiais de K. Pode ser provado que:
* Se K € um corpo infinito, entdo
T(K) = ([x1,x2])"
* Se K € um corpo finito com ¢ elementos, entao
T(K) = ([x1,%], x{ —x1)".
Para mais detalhes, veja [6, Exercicio 2.3.6].

Em geral, dado um T-ideal, queremos encontrar um “bom” conjunto de geradores. Para isso,
precisamos de alguns conceitos.

Um polindmio f(xy,...,x,) € K(X) é dito homogéneo de grau d em x;, se é uma combinagio
linear de mondmios, tais que em cada mondmio a varidvel x; aparece exatamente d vezes. Se
f(x1,...,x,) ¢ homogéneo de grau d; em x;, para todo i = 1,...,m, dizemos que f(xi,...,xy) & multi-
homogéneo de multigrau (dy,...,d,). Um polindmio f(x,...,x,) multi-homogéneo de multigrau

(1,...,1) é chamado multilinear de grau m.
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Proposicao 1.3.4. Seja f € K(X) e seja x € X. Escreva

=Y f
i=0

onde f; é a componente homogénea de f de grau i em x. Se o corpo K tem cardinalidade |K| > n,

entao

fosfiyeron )T = ()T

Em particular, se K € infinito, entdo todo T-ideal € gerado por seus elementos multi-homogéneos. Se

char(KK) = 0, entdo todo T-ideal é gerado por seus elementos multilineares.
Demonstragdo. Para a demonstracdo, veja [[6, Proposi¢do 4.2.3]. U

Seja K[X] a dlgebra associativa comutativa unitdria de polindmios nas varidveis em X, e consi-

dere a ordem lexicografica a direita < nos seus mondmios. Assim, se a,das,...,ay,b1,b2,...,by >0
entiao
ap _ap a b1 by b
X1 Xy e Xyt <X Xy Xy

se, e somente se, existe 1 < j < m tal que
aj<bj,aj;1=>bjr1,aj2=bji2, ..., am=Dby.
Temos o seguinte resultado.

Lema 1.3.5. Seja K um corpo com cardinalidade |K| > ¢. Considere a ordem lexicografica a direita

< nos mondmios de K[X], e seja

Fn,xm) =) oax'x5? - xpm € K[X],

acA
onde a = (ay,...,an), &, € Ke A é um conjunto finito. Denote por b = (by,...,b,) a m-upla tal que
by b bm __ ay ,az am — A
X2 xm = max{x{'x5” - xpn | a = (ay,...,am) €A}

Se f(x1,...,xm) €ET(K)e0<by,by,...,b, < g, entdo a = 0.

Demonstracdo. Antes de comecgar a demonstracao, chamamos a atenc¢do do leitor para o seguinte
fato: o conceito de identidade polinomial foi definido no ambiente K(X) e aqui estamos dizendo que
f(x1,...,xn) € K[X] é uma identidade polinomial para a dlgebra K. Queremos dizer com isso que
estamos identificando f(xp,...,x,) com o polindmio

Y o5 xim € K(X),
acA

e que este se anula sempre que substituimos suas varidveis por quaisquer elementos do corpo K.
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Pois bem, escreva

g—1 _
fxtyeoyx,) = ij(xl,...,xm,l)x/n.
j=0

Como |K| > ¢, segue da tltima proposi¢ao que f;(x1,...,Xu—1 )xﬁi € T(K) paratodo j=0,1,...,g—
1. Em particular,
Fom 1y e Xme1) = fo, (X1, s Xm—1) (1)P € T(K).

b, 1 . .. ) ) , ) -
Como )clf‘xlz’2 ---x,"| € o mondmio maximal de f, (x1,...,%n—1), € seu coeficiente é oy, por indugdo
nds temos o, = 0. [

Uma consequéncia direta deste lema € o seguinte:

Lema 1.3.6. Seja K um corpo com cardinalidade |K| > n+ 1, e seja f(xi,...,x,) € K[X] um po-

lindmio dado por
n

d dm
FOxm) =Y Oy XX
dyerosdy=0
onde a4, . 4,) € K. Se f(x1,...,%y,) é umaidentidade polinomial para o corpo K, entéo f(xi,...,x,) =

0 (polindmio nulo).

O préximo resultado € importante e pode ser encontrado, em sua versao de Lie, no Teorema 6 de
[2, Capitulo 4] ou [5]. Antes de enuncid-lo, dizemos que um polinémio A(x,...,x,) € K(X) é um

p-polinémio se h(xy,...,x,) é multi-homogéneo com multigrau (p“,..., p%), onde ay,...,a; > 0.

Teorema 1.3.7. Seja K um corpo com caracteristica p # 0 e |K| > ¢. Se f(xi,...,x,) € K(X) satisfaz
deg, f < gparatodoi=1,...,n, entdo

onde S € um conjunto finito de p-polindmios. Além disso, deg, i < g paratodo i =1,...,m e todo
h=h(xy,...,x,) €S.

Demonstragdo. Denote por Hy o conjunto formado pelas componentes multi-homogéneas de f, e por
H o conjunto dos elementos multi-homogéneos A(x1,...,x,) de (f)T com multigrau (p“,..., p%m)

onde ay,...,a,; > 0,1 < p* ... p% < qem>0. Pela Proposicdo|l.3.4{segue que

Vamos mostrar que (Hy)" = (H)T. Claramente (H)” C (H;)". Note que

Sejag(xi,...,x,) € Hy. Se g(x1,...,x,) € H, temos o resultado. Caso contrdrio, isto &, se g(x1,...,X,) ¢

H, denote por d = (dy,,...,dy,) o multigrau de g(x1,...,x,). Sem perda de generalidade, podemos
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supor que deg, g ndo € uma poténcia de p. Seja deg, ¢ = pks , onde mde(p,s) = 1. Fixe x,,1 € X —
{x1,...,x,}. Denote por g(xi,...,X;,X,+1) @ componente multi-homogénea de g (x| +x,11,%2,...,%,)

com multigrau

E:(d_Xpd_Xza"',dxn)d ):(E;dma---adxn»dxnﬂ),

onde
degxlgzazpk e degx,,+1§:dxn+1 :pks_pk :pk(s_ 1)

Como |K| > ¢, temos que g € (g)7. Note que

k
(p:) =s#0 mod p.
p

Assim, como
kS

(X1, Xy, x1) = <I;k)g(x1,...,xn),
temos que g € (g)7. Provamos que (g)7 = (g)7. Agora usamos o mesmo argumento em g. Apés
alguns passos, vamos obter (g)” = (h)”, para algum € H. Logo, g € (H)". Provamos que (H)" C

(H)T, como era o desejado. O

1.4 Algebras graduadas

Nesta secdo apresentaremos o conceito de dlgebra G-graduada, onde G € um grupo qualquer.
Além disso, enunciaremos o resultado de Valenti e Zaicev [20] que descreve as G-graduacdes de
UT,(K). Portanto, ao longo de toda a se¢do, G denotard um grupo multiplicativo.

Seja A uma dlgebra qualquer, e considere uma familia {A; | ¢ € G} de subespagos vetoriais de A.

Dizemos que A €é uma dlgebra G-graduada, com respeito a tal familia de subespacos, se

A=EPA, e AA, CAg,
geG

para quaisquer g,h € G. Se a € Ag, dizemos que a € um elemento homogéneo de grau g, € denotamos
isso por deg;(a) = g.

Note que qualquer dlgebra A pode ser graduada por um grupo G. De fato, se e € o elemento neutro
de G, basta definir A, = A e A, = {0} para todo g # e. Essa graduagdo é chamada de trivial. O

proximo exemplo € muito importante e serve de base para os resultados principais desta tese.

Exemplo 1.4.1. Denote A = UT,(K). Dada uma n-upla € = (¢y,...,¢&,) € G", escreva
A= @Ag, onde Ag = span{e(; ;) | g le; =g}
geG

Entdo, A é uma dlgebra G-graduada, e dizemos que tal G-graduacao € a G-graduacdo elementar de A

induzida por €.
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E natural nos perguntar: quais sdo todas as G-graduagdes de U T,(K) ? E claro que existem
infinitas, mas ainda assim desejamos classificd-las a menos da “roupa” dos elementos. Para isso,
precisamos dos conceitos a seguir.

Considere duas dlgebras G-graduadas A e B,

A=EPA, e B=(PB,.

geG geG

Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B € chamado de homomorfismo G-graduado se

¢(Ag) C By,

para todo g € G. Neste caso, se ¢ também € bijetor, dizemos que @ € um isomorfismo G-graduado. De
forma andloga, define-se monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Como resposta a pergunta acima, temos o seguinte resultado provado por Valenti e Zaicev [20]].

Teorema 1.4.2. Seja K um corpo qualquer (finito ou infinito) e seja G um grupo. Se UT,(K) é
uma dlgebra G-graduada, entdo existe um isomorfismo G-graduado entre tal dlgebra e UT,(K) com

alguma G-graduagdo elementar.
Demonstragdo. Para a demonstragdo, veja [20, Theorem 7]. [

Este teorema estd dizendo que toda G-graduagdo em UT,(K) é elementar, a menos de um isomor-

fismo G-graduado.

1.5 Algebra associativa G-graduada livre

Nesta secdo, apresentaremos o conceito de identidade polinomial G-graduada. Além disso, falare-
mos um pouco sobre os resultados de Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti [4]] a respeito das identidades
polinomiais G-graduadas de UT,(K). Assim como antes, G denotard um grupo multiplicativo.

Para isso, primeiro apresentaremos o conceito de dlgebra associativa unitéria livre G-graduada,
que serd o nosso ambiente de trabalho. Para cada g € G, considere um conjunto infinito e enumeravel

X, = {x‘f,xg, ...}, de modo que tais conjuntos sejam disjuntos dois a dois. Seja
X =Jx,,
geiG

e denote por K(X) a élgebra associativa unitdria livre, livremente gerada por X. Definiremos uma

G-graduacgdo em K(X) da seguinte forma:

1,82

degg(l) =e e degg(x; l.z...xl&ﬂ):glgz...gm,

m

para todos x‘fjj € Xg;, em > 1. Agora definimos

K(X)g = span{m | m ¢ monomio de K(X), deg;(m) = g}.
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Temos que K(X) é uma édlgebra G-graduada por meio da decomposigio

K(X) = PK(X),.
geG
Ela serd chamada dlgebra associativa unitdria G-graduada livre, livremente gerada por X. Tal
algebra tem a seguinte propriedade universal: dada uma dlgebra associativa unitdria G-graduada

A=A, e uma fungdo h: X — A com h(x) € A, para todos x € X, e g € G, existe um tnico
geiG
homomorfismo G-graduado H : K(X) — A que estende . Muito bem, agora estamos prontos para

falar de identidades polinomiais no contexto graduado.

Seja A = (DA, uma dlgebra associativa unitdria G-graduada. Um polindmio f(x',...,x5") €
geG
K(X) é chamado de identidade polinomial G-graduada para A, se
flay,...,ay) =0
para quaisquer a; € Ag,,...,a, € Ag,. Denotamos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais

G-graduadas de A.
Note que podemos construir identidades graduadas a partir de identidades “ordindarias” no seguinte

sentido:
F@Ee ) € T(A) = FE),... 28" € To(A)

1

para todos x5!

gil
ETRREY. e X.
Um exemplo mais particular, apenas para praticar, do que veremos no Capitulo 2 é o proximo

exemplo.

Exemplo 1.5.1. Seja G o grupo G = {—1,1}. Considere a G-graduagio elementar de UT>(Z7) indu-
zida por € = (1,—1) (veja Exemplo|1.4.1). Observe que:

degg(e(1,1)) =degglenn) =1 e deggleip) =—1.

Assim, os polindmios

11 A 1.1
[xX1,%), (x1)" —x7 e x] x;

sdo identidades polinomiais G-graduadas para UT,(Z7). Como veremos depois, T6(UT>(Z7)) é ge-

rado, como um 7g-ideal, pelos 3 polindmios citados. O conceito de T;-ideal vem a seguir.

Seja A = @Ag uma algebra G-graduada qualquer. Um ideal / de A é chamado de ideal G-
geG
graduado de A, se

I=EP(INA,).

geG

De maneira analoga, definimos subespaco e subdlgebra G-graduados de A.
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Um ideal G-graduado 7 de K(X) é dito ser um Tg-ideal de K(X) se ¢(I) C I, para todo endomor-
fismo G-graduado ¢ de K(X). Note que, assim como no caso ordindrio, um ideal G-graduado I de
K(X) é um Tg-ideal se, e somente se, I = Tg(A) para alguma dlgebra associativa unitria G-graduada
A.

Dado um subconjunto S de K(X), definimos o Tg-ideal de K(X) gerado por S como sendo a
interse¢do de todos os T-ideais de K(X) que contém S. Ele é o menor Ti-ideal de K(X) que contém

S, e serd denotado por (S)76. Dado

f: Z fgy fg GK(X)g7

geG
note que (f)76 = (f, | g € G)T6, pois todo Ti-ideal de K(X) €, em particular, um ideal G-graduado
de K(X).

Proposicao 1.5.2. Seja S um subconjunto de K(X) formado por elementos homogéneos, isto €,
SC ( U K(X)g> :
geG

O Tg-ideal de K(X) gerado por S € o conjunto formado por todas as combinagdes lineares de elemen-

tos do tipo

vif(ur,... un)va,
onde vi,vy € K(X), f(xf!,....x{") € Seus € K(X)g,, ..., un € K(X)g,.
Demonstracdo. A demonstracio consiste em verificar que o conjunto das combinacdes lineares ci-

tadas no enunciado é um T;-ideal de K(X). Como todo Tg-ideal que contém S também contém tais

combinacdes lineares, segue o resultado. L]
De maneira similar a Proposicao|1.3.4] temos o seguinte resultado no contexto graduado:

Proposicao 1.5.3. Seja f € K(X) e sejax € X. Escreva

=Y f
i=0

onde f; é a componente homogénea de f de grau i em x. Se o corpo K tem cardinalidade |K| > n,

entao
<f07f17"'7fn>TG = <f>TG.

Em particular, se K € infinito, entdao todo Ts-ideal € gerado por seus elementos multi-homogéneos.

Se char(K) = 0, entdo todo T-ideal é gerado por seus elementos multilineares.
Demonstracdo. A demonstracao segue a mesma ideia de [6, Proposicao 4.2.3]. [

O proximo lema estabelece uma relagao entre as identidades de algebras G-graduadas isomorfas.
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Lema 1.5.4. Se A e B sdo algebras associativas unitdrias G-graduadas isomorfas, entdo Tg(A) =
T6(B).

Antes de falar da importancia deste simples resultado em nosso contexto, fixaremos uma notacao.

Notacao 1.5.5. Considere na algebra UT,, = UT,(K) a G-graduag@o elementar induzida por € € G".
Denotaremos por 7G(UT,,€) o Tg-ideal de K(X) formado por todas as identidades polinomais G-

graduadas de UT,, quando UT, for munido da G-gradua¢ao elementar induzida por €.

Muito bem, pelo tltimo lema e pelo Teorema|l.4.2] se temos interesse em estudar as identidades
polinomiais G-graduadas de UT, para toda graduacdo possivel nesta dlgebra, entdo basta estudar tais
identidades quando U7, € munido de uma graduagdo elementar.

Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti [4] descreveram T (UT,,€) para todo € € G" e todo corpo
infinito K. J4 Gongalves e Riva [8] descreveram tais 7;-ideais quando K € finito, conteido que sera
apresentado no proximo capitulo.

Para finalizar esta secdo, note que
el -1
(€1,€,...,6,) e (1,€] '&,...,& &)

dao origem a mesma G-graduacdo elementar de UT,. Além disso, em [4] os autores provam o se-

guinte:

Teorema 1.5.6. Seja K um corpo qualquer e seja G um grupo. Considere duas n-uplas € = (1, &,...,&,) €
G'ee =(1,€,...,¢,) € G". Entdo:

(a) € =¢'se, e somente se, as G-graduacdes elementares de UT,, induzidas por € e €’ sdo isomorfas.
g ¢ p
(b) € =€ se, e somente se, T(UTy, €) = T(UT,, €').

Demonstracdo. Para a demonstragdo, veja [4, Teorema 2.3] e [4, Corolério 2.4]. Embora os argu-

mentos ali apresentados s@o para K infinito, eles também valem para K finito. [



CAPITULO 2

Identidades G-graduadas, caso associativo

Sejam K um corpo e G um grupo. Em [20], Valenti e Zaicev provaram que toda G-graduacdo
de UT,(K) é isomorfa a alguma G-graduagio elementar. Assim, em [4], Di Vincenzo, Koshlukov
e Valenti descreveram todas as identidades polinomiais G-graduadas de UT,(K), quando K é um
corpo infinito. Neste capitulo estudamos o caso restante, isto €, descrevemos todas as identidades
polinomiais G-graduadas de UT,(K), quando K é um corpo finito. Este trabalho foi desenvolvido

juntamente com Gongalves, e esta publicado conforme a referéncia [§]].

2.1 Estrutura de K(X)

De agora em diante, faremos uma sequéncia de defini¢des e resultados que nos auxiliardo na
demonstracao do teorema principal desta tese. A ideia aqui € criar o conceito de comutador L-normal
que venha a ter um papel similar ao conceito de comutador semistandard, que aparece em [4], e que
foi utilizado para estudar as identidades graduadas da algebra em questdo, quando o corpo € infinito.

Ao longo desta secdo, K serd um corpo finito com ¢ elementos, e G um grupo multiplicativo com
elemento neutro 1.

Relembraremos a seguinte construg¢do: Para cada g € G, considere um conjunto infinito e enu-

meravel X, = {x‘f ,x‘g, ...}, de modo que tais conjuntos sejam disjuntos dois a dois. Seja
X={JX,
geG

e denote por K(X) a dlgebra associativa unitaria G-graduada livre, livremente gerada por X. Em geral,

€SCreveremos

X]ZY:{yl,yz,...,yn,...} € UXg :Z:{Zl,ZQ,...,Zn,...}.
8€G,
871

21
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Definicao 2.1.1. Dado m > 1, seja D,, o subespacgo vetorial de K(X) gerado pelo conjunto de todos
os polindmios

€12 -+ Cmy

onde ¢; € K(X) é um comutador de grau > 2 para todo i. Denote

s

D Dy

/
m
t

m

eDo:K.

Pela Proposicao[1.2.3] obtemos o seguinte lema:

Lema 2.1.2. O espaco vetorial K(X) é gerado pelo conjunto de todos os polindmios

b b
y?l PN y?ézll cen Zsfm
onde ay,...,a; > 0; by,...,bg >0;5>0; f, € Dpy; m > 0.

Definicao 2.1.3. Um polinémio f € K(X) é chamado de polindmio normal se
a) f=[zi,yi,---,yi,] paraalguns z; € Z; y;,...,y;, €Y; 5 > 0; ou
b) f=1[vi,--.,y) paraalguns y; ,...,y;, €Y;s>2;0u

C) f: [qul _yl‘layizw"uyis] para alguns yila' --J’is € Y’ N Z 1.

Note que se s = 0, entdo [z;,i,,...,yi,] =z € um polindmio normal. Além disso, se s = 1, entdo

[y?1 — ViysVins- -5 Vig] = y?l — i, € um polindmio normal também.

Definicao 2.1.4. Dado m > 1, seja N,, o subespago vetorial de K(X) gerado pelo conjunto de todos
os polindmios

12+ Cm,

onde ¢; € K(X) é um polindmio normal de grau > 1 para todo i. Denote
N,= Y N
t=m
€ N() =K.
Lema 2.1.5. O espaco vetorial K(X) é gerado pelo conjunto de todos os polindmios
W Y

onde 0 <ay,...,a; <q;5>0; fi € Nyy; m > 0.
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Demonstracdo. Primeiramente, temos a seguinte afirmacao.

Afirmacdo 1. Se g € N,,;, entdo [g,x] € N/, para todo x € X.
Prova da Afirmagdo 1. Suponha g =cjcy - -+ ¢, onde cada ¢; € um polindmio normal. Pela igualdade

[uv,w] = ulv,w] + [u, w]v, vdlida para qualquer algebra associativa, temos
m
g,x] = ZC] e cima[ci X]cipr e e
i=1
(i) Sex €Y, entdo ¢y ---ci_1[ci,X|civr1 - Cm € Ny € portanto [g,x] € N,
(i) Se x € Z, entdo
1o Cim1[CiX|Ciy1 rCm = +C1 e Ci1CiXCig Ot
—Cl+ Ci1XCiCi 1+ Cm € Nip1 SN,
Assim, [g,x] €N),.

A prova da Afirmacgdo 1 estd completa.

Afirmacio 2. Sejam x;,,x;,, ..., x;, € X. Se g = [x;,Xj,,...,x;], onde s > 2, entdo g € N].
Prova da Afirmagdo 2. A demonstracio serd por inducdo em s. O caso s = 2 € trivial. Agora, por
hipétese de inducdo, obtemos

[X,‘] 3 Xinyene ,xiH] € N{

Logo, pela Afirmacdo 1, segue que g € N].

Afirmacao 3. Sejam i; < ... <ige s >0. O polindmio (y? —y)y;, - --yi, ¢ uma combinagdo linear de
polindmios
Yjr ViD= 3V Yils
onde 0 <r<s, j1<...<jre jir1 < ... < Js
Prova da Afirmacdo 3. A demonstragdo serd por indugdo em s. O caso s = 0 € trivial. Por hipdtese de

indugdo, (y? —y)y;, - --yi, , € uma combinacdo linear de polindmios

Vit Vi [yq AR AREERE ’y]'s—l]v

onde 0 <t <s—1, ji1 <...<jre jip1 <...<js1. Em particular, (y? —y)y;, ---yi,_,yi, ¢ uma

combinagdo linear de polindmios

Vi '”yjt[yq_y7yj;+17"~7yj571]yis~

Como

Vit Vil =9 Yjers o Yisa Vie = Vi Vidi DV = Vi Vi) +
+y]1 o y]t[yq Y Vg 7yjs,17yis]
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a afirmacdo esté provada.
Agora vamos provar o lema por meio das afirmacdes acima. Pelo Lema [2.1.2) K(X) é gerado,

como espaco vetorial, por todos os polindmios
Y ys ey e,
onde ay,...,as > 0; by,...,bg > 0; s > 0; ¢; € Dy para todo i; m > 0. Pela Afirmacao 2,
Cl - -Cm E N,;.

Todo z; € um polindmio normal. Assim, K(X) é gerado, como espaco vetorial, pelo conjunto de todos
os polindmios

W
onde 0 < ay,...,as; 5 > 0; fi, € Nyy; m > 0.

Se a; > g para algum i, entdao

Yy = YTy y) e Y
i— s i—qtl
= IO =) A Y T

~~ ~~
u v

: )’?Sfrri-

Agora, aplicamos a Afirmacdo 3 no polindmio u e, se necessario, usamos um argumento analogo
novamente. Se necessario, usamos um argumento andlogo em v também. Depois de alguns passos,

teremos o desejado. 0

Exemplo 2.1.6. Considere o corpo K = Zs. Neste caso, |K| = ¢ = 5. Escreveremos o elemento
y?y;y3 [z1,¥1,Y3]22 como uma combinagio linear dos geradores de K(X), que aparecem no enunciado

do dltimo lema.

Yivayalziyi,yslza =yiyayyslen, v yalz
=yiy3 (3 = y2 +y2)y3le, v, 33l
=y1yay3lzt,y1,y3)22 313 (3 — y2)y3len, 1, ¥3)2
=yiyy3lzn, vyl 13 (13 (8 — y2) + 3 — y2, ) 21,01, y3)2
=y1yay3la1, v y3l22 + 13y (03 — y2) 21, v, y3lza+
+31y33 — 2,33 (21,1, 3022

Note que os 3 somandos da dltima igualdade pertencem ao conjunto gerador de K(X), referente ao

ultimo lema.
No préximo lema, Sym(s) denotard o grupo simétrico de {1,...,s}.

Lema 2.1.7. Sejaz€ Zey,y €Y. Se 6 € Sym(s), entdo:
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) [2,Y6(1)s--»Yo(s)] = [2:Y1,---,)s] + &, para algum g € Nj.
b) [%,7,Y6(1):---Yo(s)) = 5 VsV1,---.Ys] + g para algum g € Nj.
&) = 2.Y5(1)s---»Yo(s)] = D = ¥:)1, -, s] + g, para algum g € N,
Demonstragdo. E suficiente considerar a transposicao o = (¢,t + 1). Escreva
¢ = (U, Y15 Vi1, Vi1, Y0 Y425+ Vs

onde u =z ouu = [y,y] ou u =y?—y. Denote ¢’ = [u,y1,...,y;—1]. Note que

c= [C/’yt+17yt7yl+27 s ,)’s]-

Pela identidade de Jacobi,
/
c= [C s Yty Vt+1,YVt425- -+ 7ys] +g7

onde 8= [yl‘ayl‘Jrl?C/aytJrZ?' o 7yS]' Agora’

g = eyl yisas s ys) = [ ey yes 1], Vigas -5 Vsl

Usando a igualdade [ab,d]| = a[b,d] + [a,d]b virias vezes, concluimos que g € N}, como era o dese-
jado. [

Faremos um exemplo para facilitar a compreensdo do leitor, referente a demonstragdo do dltimo

lema.

Exemplo 2.1.8. Considere ¢ = [z,y1,y3,y2,y4]. Temos

c=[c,y3,y2,y4],

onde ¢ = [z,y1]. Assim, pela identidade de Jacobi,
¢ = [c',y3,52,v4] = [¢', 2,3, v4] + 8 = [2,91,¥2,¥3, 4] + &,
onde g = [y2,y3,¢’,y4]. Mostraremos que g € Nj: usando que
[ab,d] = a[b,d] + [a,d]b,
obtemos as seguintes igualdades:

g =2,y3,¢",ya] = [[y2,3],¢, ya] = [[y2,y31¢’,ya] = ['[v2,¥3], v4]
=2, y3][c", ya] 4 [[v2,¥3],yalc" = '[[y2,¥3], ya] = [/, ya] [y2, 73]
=2, 332,31, 4] 4+ [y2, 33, ¥4) [, 01] = [z, 01] V2,3, ¥4] = (2,91, 4] [y2, 3]

Portanto, g € Nj.
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Definicao 2.1.9. Um polindmio normal f é chamado de polindmio E-normal se
a) f=[zi,Yiys---,¥i) comip <ip < ... <ig, ou
b) f=1[yj,yis---»yi,)com j>i; <ip <...<isou
o) f=0—yiyijs. .,y comiy <ip <...<i,.

Definicao 2.1.10. Dado m > 1, seja E,, o subespaco vetorial de K(X) gerado pelo conjunto de todos
os polindmios

€12 =+ Cmy

onde ¢; € K(X) é um polindbmio E-normal de grau > 1 para todo i. Denote

e Ey =K.
Lema 2.1.11. N,, CE, +N,, ;.
Demonstragdo. Seja f = [yi,,...,yi] € Ni. Pelo Lema[2.1.7
f=DjiYjasYjss- ¥ (mod Ny),
onde ij = ji; i = jo; 3 < ja < ... < Js.
(i) Se j, =min{ji, jo2, ..., js}, entdo [yj,,¥,,Vjs,---»¥j,) € E1.
(ii) Se j; =min{ji, j2, ..., js},entdo
DjisYinsYizs- - Yid = =DjasYjisVjas - ¥j] € Ev.
(iii) Se j3 =min{ji, j2, ..., Jjs}, pela identidade de Jacobi temos

[yj17yj2,yj37"‘7yjs] = _[yjzvyj37yj17"-7yjs] + [yjlayjpyjz?“'ayjs]-

Agora, aplicamos o Lema[2.1.7]em cada somando do lado direito outra vez.

Pelos 3 itens acima, provamos que f € E; +Nj.

Se f = [z,Yiys--->¥i) ou f = [¥] —=yi;,¥ip5- .y, entdo pelo Lema também temos que
f €E +N£.
Pelos trés casos, provamos que se f € Ny, entdo f € E| + N}, ou seja, Ny C E; +N§. Portanto,

Nu=Ni---Ny C(E{+N;)---(E1+Ny) CEp+Nyy i1

m fatores

A prova esta completa. 0
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Notagao 2.1.12. Se f € K(X),y €Y ed > 1, denotamos

=[f, 2,5,

d fatores

Além disso, denotamos [f, y(o)] =f.
Definicao 2.1.13. Um polindmio E-normal f é chamado de polinémio H-normal se

a) f [Zlayl )7"'7y£dS)] ComOSd17~"7dS<qa ou
b) f= [yj,y1 ),...,ygd’)] com 0 <dj,...,d; < g, ou

c) f= [yl.q—y,~7y§d1),...,y§d5)] com0<dy,...,d; <q.
Definicao 2.1.14. Dado m > 1, seja H,, o subespcao vetorial de K(X) gerado pelo conjunto de todos
os polindmios
ci1€2 -+ Cm,

onde ¢; € K(X) é um polindmio H-normal de grau > 1 para todo i. Denote

H,, =Y H,
t=m
€ H() =K.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [17, Lemma 2.5]. Por uma questao de completude

do texto, também fornecemos a sua demonstragao.

Lema 2.1.15. Se f € K(X) ey €Y, entdo
£y D] = [f,57].

Em particular,

£y ) = [f0 = 3]+ [y

Demonstragdo. Primeiramente, provaremos por indu¢do em m que

[foy™] = Z(—l)i('?>yifym‘i- (2.1)

i=0
O caso m =1 € trivial. Suponha m > 2. Pela relacdo de Stifel e pela hipdtese de inducdo, segue que

£y =" D) = [fy ™ D]y — [,y

]
= (g(—l)i<m;1>yifym_i> - (g(—l)"(mi_ 1)yi+1fym—1—i>
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Denote por p a caracteristica do corpo K. Como K é um Z,-espaco vetorial, segue que ¢ = |K| = p/,
onde t = dimz,, K. Pelo Lema@

(q) =0, paratodo 1 <i<g—1.
i

Portanto, por (2.1), obtemos
9 ) . .
9= Y0 ()t = 1 (1) = (1),
i=0

como era o desejado. 0
Lema 2.1.16. E,, C H,, +N,,_ |.

Demonstragdo. Primeiro provaremos que E; C H; + Nj,.

(1) Seja c = [z,y&dl), . ,ygd‘*)] € Eq, onde d; > 0 para todo i. Vamos provar por indu¢do em s que
c € H +Nj.

O caso s = 0 € trivial.

Suponha s > 1. Por hipétese de indugio, existem f € H e g € N} tais que

[Z7y§d1),-..,y§”f[1)] =f+g.

Portanto,
= [ ™, AN = [ ) + [ 4™,

Temos trés casos para analisar:

(i) Se ds < ¢, entdo [f,ygd‘v)] €H e [g,ygd‘Y)] € N} (veja Lema [2.1.5) - Afirmagdo 1). Assim, ¢ €
H; + Nj.

(i) Se dy; = g, pelo Lema|2.1.15| obtemos

¢ = [£,33)+ [0

— o] + Uy = ys] + g0
= [fos] + FO7 = y5) = 0 =y ) f+ [g 37

Portanto,
c= [f:ys] +h7

onde
h=f7—ys) — (59 —yo) f + gy,

Novamente pelo Lema - Afirmagio 1, temos que i € N), e portanto ¢ € H; +Nj.



2.1. Estrutura de K(X) 29

(iii) Se dg > ¢q, pelo Lema temos

£yl YD) 4 [ )]
s+ 07 = 3 ] 4 [, 51%)]

=f
[
RS VA Sy L) ER PR
iz
[
= f,

WETEI L [0 —35) = 07— 30) £ 785V + (g 4™
LA 0T =3 ) = 108 =) A+ [, ™)
%q“]+v ST = y) + S e )
R ( S o+ [0 )]
= A I D)0 = y) = 02 = 9]+ (g4,

Portanto,
dy—qg+1
c=[f ) i, (22)

onde

= £ 08 =30 = 0 =y I )+ g4 ™).
Pelo Lema - Afirmag@o 1, temos que i € Nj. Se d; — g+ 1 > g, repetimos o argumento
no somando [f,ygds_qﬂ)] de . Ap6s alguns passos, vamos obter ¢ € H; + Nj,.

(2) Sejac = [y? —y,-,y(ldl), ,ys ] € Ey, onde d; > 0 para todo j. Com um argumento analogo

ao caso (1), podemos provar que ¢ € H; + Nj.
(3) Sejac = [yj,ygdl), e ,ygdS)] € E1, onde d; > 0 para todo i. Relembramos que degc > 2. Vamos
provar por indugdo em s > 1 que ¢ € H; +Nj,.
(di

Suponha s = 1, isto é, c = [y iV )]. Temos trés casos para analisar:
(i) Sed; < g, entdo [yj,ygdl)] € H,.
(i) Se dy = ¢, pelo Lema|2.1.15| obtemos
e = ) = b+ byd =il = o] = b =yl

Portanto, ¢ € H;.

(iii) Se d; > g, pelo Lema|2.1.15|e pelo Lema item c), temos

d g i,
C:[yj,y(l 1)] _ ijygq),yg | Q)] _ [[yj,ng)],yg 1 q)]
dy— g .
=53] =11+ Dyt N = g =yl ™14+ gl oA ™)
h=qtl di— di—q+1 di—
=l = D=y = T = Dy ]
:[yj,y(ldl_q+l)]+h
para algum i € Nj. Se dj — g+ 1 > ¢, repetimos o argumento no somando [yj,y(ldlfq“)]. Apés

alguns passos, vamos obter ¢ € Hj + Nj.
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Logo, o caso s = 1 estd provado. Os demais passos da indugdo sdo feitos de maneira andloga ao caso
(1).
Por (1), (2) e (3), provamos que E| C H; +N§. Agora, como

E,=E;-—-E C(H +Ny)---(Hi+Ny) CHy+N,, 1,

m fatores

finalizamos a demonstracdo do lema. [
Definicao 2.1.17. Um polindmio H-normal f é chamado de polinémio L-normal se
a) f= [zl,yl ),...,ygd")] com 0 <dj,...,d; < g, ou
b) f= [yj,y1 ),...,yi.djfl),...,ygd‘)] com0<dj,...,d; <gq,ou
o f=p! —yi,y(ldl), e ,yl(fil“),ygiif'),...,ygd“')] com 0 <dy,...,di—1,dit1,...,ds < q.
Com respeito a Definicdo relembramos que:
e Ema): s > 0;

* Emb): d; # 0 para algum 7 # j. Alémdisso,sed; =dy =...=d;—1 =0, entdo j > 1, ou seja, o
indice da varidvel que ocupa a primeira posi¢ao no comutador € maior que o indice da varidvel

que ocupa a segunda posi¢do no comutador.

* Emc): s > 0.

Definicao 2.1.18. Dado m > 1, seja L,, o subespaco vetorial de K(X) gerado pelo conjunto de todos
os polindmios

C1C2 ** Cm,

onde ¢; € K(X) é um polindmio L-normal de grau > 1 para todo i. Denote

s

L.,=YY L
t=m
e Ly =K.
!
Lema2.1.19. H,, C L, +N,,_,
Demonstragdo. Antes de comegar a demonstragdo, se xj,,...,x;, € X, denotamos
[xj],...,xjkil,xjk,xjkﬂ,...,xjn] = [le7""xjk71’xjk+1ﬂ‘"7xjn]'
Seja ¢ = [y; )\, ..y Hy, onde 0 < d; doi. P
ja ¢ = [yj, ¥ oY s ,ys ] € Hj, onde < q para todo i. Provaremos que ¢ €

L1—|—N£:
(1) Sed; <g—1,entdo c € L;.
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(ii) Suponha d; = ¢ — 1. Neste caso, ¢ = [y}, ygdl), . ygq ]), . yg )] Sem perda de generalidade,
podemos supor d; # 0. Pelos Lemas e[2.1.13] existe g € N; tal que:

=+ T Y ) g
e T S MR R R ) B
Dl T

@-1) () D) (d)

_b’ly)’?_)’j,yl 7y2 9. 7y] 3o Ys ]+g

=+ [y A Y )+

—

+[y;1'_yj=y§dl)7y§d2)7 aygq ])7"~7y§dS)]+g-

Portanto, ¢ € L; + N}.

Agora, seja ¢ = [qu —y,-,ygdl), e ,yl(di), e ,ygdS)], onde 0 < d; < g para todo i. Provaremos que
ce€L;+Nj:

(i) Sed; =0, entdo c € L.

(i1) Suponha d; # 0. Sem perda de generalidade, podemos supor d; # 0. Pelo Lema[2.1.7| e pela
identidade de Jacobi, existe g € N} tal que:

di—1 d
C:‘i‘[)’?_yh)’l;)’iay( : )7yé2)7' l( ) g ]+g

di—1 d
:‘f’[)’id’la)’?—%;ygl )7yé 2)7 7yl( )7 ( ]+g

:+Hyiayl](yiq_yi>7y§d171)7yg )77yl( 71)7-"7y§ J)]

— 6! —yi)[yi,yl],ygdl_l),ygd”, o ,y,(d"_l), o ,y§d“')] +g.

Como [ab,y;| = alb,y;|+ [a,y;]b (derivagdo), obtemos que [ab,y;,, Y1, - - -, y;,] € igual a uma combinagdo

linear de produtos [a,...][b,...]. Assim,

[y OF =i AT ST

- [(qu _yi>[yi7yl]7y(1dl_])7yé )7 ce 7)’,@_1)7 s 7)’§d3)] € Né

eceN).

Agora, seja c = [zi,y(ldl), . ,ygdS)] € H;. Neste caso, ¢ € L.

Provamos que Hy C L1 + Né. Portanto,

Hm :Hl"'Hl g (Ll +N£)"'(Ll +N£) ng +Nr/n+1'

m fatores

A prova esta completa. [

Lema 2.1.20. Seja

Q={yf,,il>lel<i<j<njufd,,:1>1el<i<j<n)
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um conjunto infinito de variaveis, e denote por K[Q] a algebra comutativa livre, livremente gerada

por Q sobre K. Se
n—1
y 11+Zy”+1 ll—l—l eZl ZZ”_H lt—H

M:

1

i

sdo elementos de UT, (K[Q]), entdo
n—1 ; s
a) [Z,1,.... Y| = i) Oy =) | €qiien) +u
i=1 =1
n—1

1

l 1 l 1 l 1 l
b) [¥.Y1,....Y] ((y(z,m) Vit 1i+1) TV Y (iit1) _y(i,i+l)y(i+17i+l)_y(i,i)y(i,i+l)> X

—

i

XH( Yirriv1) ~ Y, l)>>e(,~7,~+1)+v

g—1 n
©) ¥/-Y, Zy ii+1) (Zf) 2 )1 - t(yl(i+1,i+l)>t_ 1) e(i,i+1)+; <(yl(i,i))q_yl(i,i)> €(ii) T+W;

d) Ses>1eA,=[Y—Y,Y1,....Y], entdo

n—1 q—1 s
[ ! ! 1—
As = Ziy(i,m) (Z()(y(i,i))[(y(i+l,i+1) K ) ( ( Yittit) (hi))) e(iir)t
1= t=

=1
+':;1 <(<yl(i,i))q _yl(i,i)) - <(yl(i+l,i+1))q _yl(i+1,i+1))>y(1i,i+l) (

com coeficientes em K|[Q)], tais que j—i >

N

H (yt(H—l,i—i-l) - y?i,i))) €(ii+1) T W,

t=2

onde u, v, w,w sdo combinagdes lineares de matrizes e
2.

J)

Demonstragcdo. Provaremos o item a) por inducdo em s. Denote por

1 I
hi =Y €(ii) T V(1,01 €(i+1,i41)-

Se s =1, entdo

[n—1 n n—1
! 1 1
[Z17Y1] = Z{Z(i7i+]) (l z+1)721)’(,-,,-)€(,~7,') + Ey(i,i+l)e(i,i+l)]
L= = 1=
[n—1 ; n | n—1 n—1
= ZZ(MH) (11—5—1)72)’([,1-)6(,'7,') + ZZ”_H €(ii+1)> y”Jrl (iri+1)
Li=1 i=1 i=1 i=1
M
_ - i L
= Z(lz) (12)721)’(”)() +...+ nln €(n—1n)> 1y
L 1= =
1 1 1 Ji 1 1
—(1,2) (y(zaz) _)’(171))6(172) .. +Z(n—1,n) <y(n,n) _y(n—l,n—l))e(n—lm) +u

<Zl(i7i+1)<)’%i+1’i+1) _)’%iﬂ'))) €(ii+1) T '
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onde u’ é combinagdo linear de matrizes e(; ;, com coeficientes em K[Q], tais que j—i > 2.

Suponha, por hipétese de indugdo, que

n—1 s—1
[ZI,YI,...,YS_l] = Z ( ii+1) H H—lH—l i,i))> e(i7i+1)+u//7

i=1 t=1

onde u” é combinag@o linear de matrizes e(; j)» com coeficientes em K[€Q], tais que j —i > 2. Escreva

LJ
t

8 = Wir1,001) = (i) Entdo,

n—1 s—1 n n—1
(1,71, Y)Y = | 1 <zl(l-7i+1)11g§> e(,.,,.H)+u”,_Z‘iy‘E,-7,~)e(i7i)+ Ziyf,-,,-ﬂ)e(i,iﬂ)]
1= 1= = =
:n—l n
= < i,i+1) Hg€> €(ii+1)> yii’i)e(l i)
| i=1 t=1 i=1
[n—1 — n—1
= ,l+1 Hgl (ii+1) 7;)’fi7,~+1)€(i7i+1) +

!
+ |u’,

+
M=/—\

i=1

+

. -
< i,i+1) Hg€> ”Jrl Zyzi,i)e(ivi) tu
i=1 1 i=1 ]

n—

~ [( i,i+1) I_Ilg€>

n—1 K

— 1

- ll+1 Hgl ll+1
i=1 t=1

onde u ¢ combinagdo linear de matrizes ¢

n—1
yf,~7,~)€(i,i) ;y€i7j+1)e(i,i+l)]

1

n

I
g

=l
3

ll+1 Zyzl l)e(ll) +I/[
i=1 ]

~

i,j)» com coeficientes em K[Q], tais que j—i > 2.

Também provaremos o item b) por inducao em s. Se s = 1, entdo

n—1

[ n n—1
Y;,11] = Z% dths ;yl(j7i+1)e(i,i+l)7 ly%i,i)e(i,i) + ;y%i,j+1)e(i,i+l)]

D=

n—1

- ;yl(i,i)e(ivi)’ Z %z i+1) lH—l

=

Zy”"‘l €(ii+1) Z Y(ii+1)€ ll+1]

n

Zly”.H (i,i+1 72)’% i) €(ii)

i=1

+

/

V/

. 1 I
Z ”+1 y(i,i+1)y(i+1,i+1))e(i,i+1)+
i=1

n—

1
! 1 (I /
= (y(i7i+1)y(i+1,i+1) - y(i,i)y(i,iﬂ))e(i,iﬂ) v

_|_

n
l 1 1 l 1 1 1 ! /
= ] (y(i,i)y(i,iJrl) Vi)Y (i) Vi)Y Liv1) — y(i.,i)y(ij—o—l))e(ivi"‘l) v,
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onde V' é combinagdo linear de matrizes e(; j), com coeficientes em K[Q], tais que j—i > 2. Provamos

J)
que o caso s = 1 é verdadeiro. Agora, utilizando a hipétese de induc@o e um argumento analogo ao

item a), é possivel provar a veracidade do item b). Deixamos a verifica¢ao para o leitor.

Agora provaremos o item c). Inicialmente, provaremos por indu¢do em k£ > 2 que

0

k—1 n
ZylH—l <Z l( ))k - t(yl(i.g_],i_g_l))t) e(i,i—i—l)+Z(yl(i7i))k€(i7i)+W7 (2.3)

onde w é combinacdo linear de matrizes e(;,j)» com coeficientes em K[Q], tais que j—i > 2. Se k=2,

J)
entio

n n—1 2
Zy ll +Zyll+l (ll“’l)

i=1 i=1

n—1
(1 e > (Zy Y(ii+1)® l""l))_'_(2yl(i,i—l—l)yl(i—i-l,i+1)e(i,i+l))
_|_

n—1
Z y (i,i4+1) l+l,i+2)e(i7i+2)

i=1

I
M:

g
W,

/

(yl(u))ze(i,i) +w,

-

! [ )
= LGt (y( )+y(z+11+1)> €(ii+1) 1

i=1 i=1

onde w' é uma combinagdo linear de matrizes e(; ;, com coeficientes em K[Q], tais que j —i > 2.

i,J
Suponha, por hipétese de inducao, que

Ylk = Z yl(,'7l'+1) (Z (yl(i,i))kilit (yl(i+1,i+l))t> €(ii+1) t Z(Y@,i))ke(i,i) +w’,
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onde w” é combinacdo linear de matrizes e(; j)» com coeficientes em K[Q], tais que j—i > 2. Logo,

i,j

n n—1 k—1
Y= (Z(yl(i,i))ke(i,i) T Zyl(zpiﬂ) <Z(yl(i,i))k_l_[(yl(i+l,i+l)>l> €(ii+1) +W”> X
i=1

t=0

n n—1
/ /
X (Zy(i,i)e(iﬂ') T ]y(i,i+1)e(i,i+1)>

i=1 i=

= (Z{()’ém) k-l—l ) ) (Z lH—l (l l+1)> +
l & kel /
—1-t t
+ Y(i,i+1) Z (y(ij)) (y(H—l,i—i-l)) Yir1ir)€Gitn T

k—
* (yl(’?i“) (Z (yl(ii))k_l_t(yéﬁl,i-i-l))[) ) y€i+17i+2)e(i,i+2)+

i=1 t=0
n n—1
+w” x (;yéii)e(i,i) + ; )’€,~7i+1)€(i7i+1)>
n n—1
= <g(yll7l))k+le(l7l)) + (Z] (yl(l7l))kyl(l H—l) (l l+1)> +
n—1 k—1 ; i ;
—1—t t
+ Z{ Y(i,i+1) Z(,)(y(i,i)) Virrien) (ii+1) T
i= t=

n—1 k n
=, yl(i,i-i-l) (Z(yl(i,i))k_t(yl(i+1,i+l))t> €(ii+1) +Z(yl(i,i))k+le(ivi) W,

i=1
onde w € combinagﬁo linear de matrizes €(i j)» com coeficientes em K[Q], tais que j —i > 2. Portanto,
de fato, a igualdade (2.3) € vdlida.
Por (2.3), temos que para todo k > 2 vale
k—1

—Yl ZY,,H (Z l( ))k - t(yl(i+1,i+1)) - ) €(i,i+1) "‘Z( —y”)> €(ii) +W;

0
onde w € combinacao linear de matrizes e j)» com coeficientes em KJ[Q], tais que j—i > 2. Em
particular, quando k = ¢, obtemos

qg—1

Zyl,ﬂ (Z é;))q - l(y€i+1,i+1))t_ ) €(ii+1) +Z< i —y”)>€(z‘,i)+W, (2.4)

0
onde w € combinagdo linear de matrizes e(; ;, com coeficientes em K[Q], tais que j —i > 2. O item

¢) esta provado.

Denote A = [Y, ! —Y,,Y1,...,Y,]. Provaremos, por indugio em s, que

— q—1 K
Z Y(ii+1) (Z l(i,))[(yl(i+1,i+1))qlt_1> (H (yt(i+1,i+1)_yt(i7i)))e("vi+1)+

r=1

+’.“1 (<(y€i,i))q _yl(i,i)> - <(yl(i+1,i+l))q _yl(i+1,i+1)>>y(1i,i+1) (fl (yt(i+1,i+1) _yt(i,i))> €(i,i+1) +w,

=2
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onde w' é combinagdo linear de matrizes e(; ;, com coeficientes em K[€Q)], tais que j —i > 2.

i,j)’
Se s = 1, entdo utilizando (2.4) obtemos

n—1 q—1 1 nl
A= | Elusny (Z()(yl(i,i))qlt(yl(i+17i+l))l_1> i) L+ X Vain e |+
= = = =
n . | n 1 n—1 |
+ Z<(y(i,i))q_y(i,i))e(iai)’ Vi €Gii) T L Vi€ | £ W]
i=1 i=1 i=1

n—1 q—1
B Zyl(i.,m) (Z(yl(i,i))q_l_t(yl(i+1,i+l))t B 1) Olir1,i01) = Yia) €T

+ . <<(yl(i,i))q —yl(i,i)) - ((yl(i+1,i+1))q _yl(i+l,i+1)>)y%i,i+1)e(i7i+1) +w

onde w’ é combinagio linear de matrizes e; ;), com coeficientes em K[Q], tais que j —i > 2. Provamos

i.J)
que o caso s = 1 é verdadeiro. Agora, utilizando a hipétese de induc@o e um argumento andlogo ao

item a), é possivel provar a veracidade do item d). Deixamos a verifica¢ao para o leitor. 0

2.2 Identidades G-graduadas de U7, (K)

Ao longo desta se¢ao, K serd um corpo finito com ¢ elementos, ¢ G um grupo multiplicativo com
elemento neutro 1. Como ja mencionado na introdugao deste capitulo, ou melhor, pelo Teorema|l.4.2
e Lema|[1.5.4] para descrever as identidades polinomiais G-graduadas de UT,(K), basta estudar o caso
em que a graduacgdo é elementar.

Dado € € G", relembramos que T (UT,,, €) é o Tg-ideal de K(X) formado por todas as identidades
polinomais G-graduadas de UT,,, quando U7, ¢ munido da G-graduacgdo elementar induzida por €.

Vamos reescrever [4, Defini¢do 2.1] abaixo.

Definicao 2.2.1. Seja € = (g1,...,&) € G" e n = (N1,...,Nm) € G". Considere a G-graduacgio
elementar em U7, induzida por € (veja o Exemplo [I.4.1). Dizemos que 71 € uma sequéncia €-boa se

existe uma sequéncia de m matrizes unitdarias (ry,...,r,;) no radical de Jacobson de UT,, tal que
riry--rm #0e degg(ri) = n;
paratodoi=1,...,m. Caso contrario, 1] € chamada de uma sequéncia &-ruim.

Relembramos que o radical de Jacobson de U7}, € o conjunto das matrizes estritamente triangula-

res superiores de UT,,.

Exemplo 2.2.2. Seja G = {—1,1}. Considere a G-graduagdo elementar induzida por € = (1,—1,1)

em UT3(Zs). Defina as sequéncias:

‘ulz(l)v “2:(_17_1) € ‘U3:(171).
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As sequéncias U e Uy sdo €-boas, pois

deggle13)) =1, deggle(in) =—1, degglens)) =—1 € enaens =eu3 #0.

Ja a sequéncia U3 é €-ruim. Podemos dizer mais, a Unica sequéncia de matrizes unitdrias de com-
primento 2 no radical de Jacobson de UT3(Zs) cujo produto € ndo nulo € a sequéncia: (e(; 2),€(23))-
Portanto, a Unica sequéncia £-boa de comprimento 2 € a sequéncia yy = (—1,—1). Além disso, toda

sequéncia em G com m > 3 € €-ruim.
De um modo geral, temos a seguinte observacao:
Observacao 2.2.3. Fixado € = (g1,...,¢&,) € G", a inica sequéncia €-boa de comprimento n — 1 é
n = (degg(e(12)), deggle ), degglez 4))s -- - degg(e(n—1n))-
Além disso, toda sequéncia em G™ com m > n é €-ruim.

A demonstracdo da observagdo é consequéncia direta do lema abaixo, cuja demonstracao omiti-

mos.
Lema 2.24. Se ay,...,a,—1 € UT,(K) sdo matrizes estritamente triangulares superiores, dadas por
_ I
a= ) i, j)€(0.))
1<i<j<n

onde al(l.yj) € K para todos i, j, [, entdo

aiay---ap—1 = (6121,2)“%2,3)"'a’(ln_—ll,n)> €(1n)-

Definicio 2.2.5. Seja n = (n1,...,NMm) € G™. Paracada j=1,...,m defina o conjunto C; como

segue:
nj .
{x;" 1, sem; 7 1
Cj=
{ D2jiyajrls ¥3,—y2j ), semj=1.

Sec; €Cy,cp € Co,... e € Cp, dizemos que
Jn=cica-cp
€ um n-polindémio.

Exemplo 2.2.6. Considerando as mesmas notagdes do Exemplo [2.2.2] temos:

(a) Referente a sequéncia U, existem dois t-polindmios:

b2,y3] e »3— 2.
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(b) Referente a sequéncia i, temos o UUp-polindmio:

1,—-1

f#z =X X .

(c) Referente a sequéncia u3, existem quatro {U3-polindmios:

V2,314, 5], [v2,33] (73 = ya), (3 —¥2)[yas 5] € (33 —v2) (3 — ).

Note que estes quatro polindmios sao identidades G-graduadas para T5(UT3(Zs), €). De um modo

geral, este € um caso particular do seguinte lema.

Lema 2.2.7. Seja € = (¢q,...,&) € G" e n=(N1,...,Mm) € G™. Se N é e-ruim, entdo cada n-

polindmio estd em T5(UT,, €).
Demonstragdo. Denote por J o radical de Jacobson de UT,,. Note que
(UT,)* CJ.
g€G, g#1

Além disso, se aj,a € (UT,)8 com g = 1, entdo
lai,az] €Jeal —a; €J.
Assim, como 1 é e-ruim segue que f € T6(UT,, €). O

Lema 2.2.8. Dado € = (¢y,...,&,) € G", denote por I(€) o Tg-ideal de K(X) gerado pelo conjunto de
todos os M-polinémios, onde n = (Ny,...,Ny) é €-ruim e m < n. Entdo K(X)/I(¢) é gerado, como

espago vetorial, pelo conjunto de todos os polindmios u + I(€), onde

| a
u_yl ...ySYCICZ ...C’/n7

0<ay,...,ay <gq; s >0; c1,...,c; s30 polindmios L-normais de grau > 1; 0 <m<n—1; e

(degg(c1),...,degg(cm)) € €-boa.

Demonstragdo. Primeiro provaremos a seguinte afirmacao:
Afirmacao 1. Se cy,...,c;, sdo polindmios normais e N = (degg(c1),...,degg(cn)) € €-ruim, entdo
c=cy--cp€l€).

Prova da Afirmagdo 1. Para cada j = 1,...,m, denote n; = deg/(c;). Defina ¢’; como segue:
nj

j .

(b) Sejan;=1.Sec; = y?l — Yiy» entdo definimos ¢; = ygj —y2j. Se

(a) Se nj # 1, entdo c’j =X

cj= [qul —yil,yiz,...,yis] ouc;= [yi17yi27~" 7yis]7

para algum s > 2, definimos ¢; = [y2,y2;+1]-
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/

Entdo, ¢ = ¢; -+ ¢, € consequéncia de ¢’ = ¢} ---c),. Se m < n, entdo ¢’ € um 7n-polindémio, e

(degg(ch),...,degg(ch,)) =M é e-ruim; assim ¢’ € I(€) e, consequentemente, ¢ € I(€) também. Se
m > n+ 1, entdo ¢’ é consequéncia de ¢’ = ¢} --c}, e (degs(c)),...,degs(c),)) é €-ruim; assim

c”" € I(¢€) e, consequentemente, ¢ € I(€) também.

Afirmacdo 2. N) C I(¢).
Prova da Afirmagdo 2. Sejac=cy---¢py, onde ¢y, ..., ¢y sdo polindmios normais € m > n. Como 1 =

(degg(ct),...,degg(cm)) € €-ruim, pela Afirmagdo 1 obtemos ¢ € I(€). A afirmagao estd provada.

Pelos Lemas 2.1.11}[2.1.16{e [2.1.19|temos N, € L,, + N, ;. Assim, pela Afirmagdo 2 obtemos

No+Ni+...+N, 1+N, CLoy+L+...+L, 1+N, CLy+Li+...+L, 1 +I(¢).

Logo, pelo Lema[2.1.5] segue que K(X)/I(€) é gerado, como espago vetorial, pelo conjunto de todos

os polindmios u +I(g), onde

u=yy' - yeier - e (2.5)
0<ay,...,ay <q; s >0; c1,...,c sa0 polindmios L-normais de grau > 1; 0 < m<n—1; e
(degg(c1),-..,degg(cm)) € €-boa (veja a Afirmacdo 1). O

O proximo teorema € o resultado principal desta tese:

Teorema 2.2.9. Seja G um grupo e seja € = (€1,...,&,) € G". Se K é um corpo finito com ¢ elemen-

tos, entao:

a) Tg(UT,(K),€) é gerado, como um Tg-ideal, pelo conjunto de todos os 1n-polindmios, onde

n=Mi,...,NMm) é eruime m < n.

b) O espago vetorial quociente K(X)/T;(UT,(K),€) tem uma base formada pelo conjunto de
todos os polindmios u + 7(UT, (K), €) onde

A a
u_yl ...ySYCICZ ...Cm’

0<ay,...,a;<q;s>0;cy,...,cn sd0 polindmios L-normais de grau > 1; 0 <m<n—1;e

(degg(c1),...,degg(cm)) € €-boa.

Demonstracdo. Seja I(€) o Tg-ideal de K(X) gerado pelo conjunto de todos os 1-polindmios, onde

n=(M1,...,MNm) é €-ruim e m < n. Note que usamos esta definicdo também no lema anterior. Pelo

Lema[2.2.7] temos
I(€) CTg(UT,,¢).

Vamos provar a outra inclusao.
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Como I(g) C Tg(UT,,€), segue do Lema que K(X)/Tg(UT,,¢€) é gerado, como espago

vetorial, pelo conjunto de todos os polinémios u + Tg(UT,, €), onde
u=yy' - yFeier - e, (2.6)

0<ay,...,ay <q; s >0; c1,...,c, s30 polindmios L-normais de grau > 1; 0 < m <n—1; e

(degg(c1),--.,degg(cm)) € €-boa.

Afirmacao 1. O conjunto de todos os elementos u + Tg(UT,,€), onde u é dado por (2.6), ¢ um
subconjunto linearmente independente de K(X)/T¢(UT,, €).
Prova da Afirmacdo 1. Seja

f= Zaaycl”ygz Ve Z A a,c) Y52 e e To(UTy,€),
a (ax)

onde c=cjcp -+ ey a=(ay,...,as);0<ay,...,a; <q;s >0;cy,...,cp sdo polindbmios L-normais
degrau> ;1 <m<n—-1L0, €K ) €EK;e (degg(ct),-..,degg(cm)) € €-boa. Devemos provar
que cada coeficiente € zero. Nossa prova € por inducdo em n.

Paran=1,
f=Y 'y .. .y¢ € To(UTh€).
a

Aplicando o Lema|l.3.5|varias vezes, obteremos ¢, = 0, para cada a.

Para n > 2, denotamos por R; o seguinte subespago vetorial de UT,:
Ry=span{e;;: 1 <i<j<nm i#lej#l}.

Entdo, R; é uma subdlgebra G-graduada de UT,, isomorfa a dlgebra graduada UT,,_| com respeito a
G-graduagdo elementar

El: (817'"781—1781-‘1-17"'7811)'

Assim, paracadal =1,2,...,n, obtemos
T(UTy.€) C TG(R)) = To(UT,-1,8)

e, em particular,
feTs(UT,-1,9).

Seja g = Qg0))]'Yy - Ys*c1¢a -+ cy um somando de f e assuma m < n—2. Como a sequéncia

associada 17, = (degg(c1),. . -,degg(cm)) € €-boa, existe uma sequéncia de m matrizes unitdrias

(e(rlvr2)7e(r27r3)’ e ’e(rmfhrm)’e(r7717r771+l)>

no radical de Jacobson de UT, tal que

degG(e(rhrH_l )) = degG (Ci) *
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Comom+1<n—1, existe | </ <n tal que todas essas matrizes estdo em R;. Assim, 7, € uma

sequéncia &-boa com respeito a G-graduacao de UT,,_ induzida por €. Para cada 1 <[/ < n, seja

J1=Y o) Y15 yie
a componente de f dada pelos somandos g = o, ) ¥{'¥5% -y c tais que a sequéncia correspondente

1M, € €-boa. Assim, podemos decompor f da seguinte maneira
f= (Z O‘ayc]ll)’gz . _y?s +fl> +f/7
a

/4 _ ap., ap a, . P = AT el
onde f* € a soma de todos g = 0, ) ¥} ¥y -+ Vs'c tais que a sequéncia correspondente 7, € £-ruim.

Como [’ € Tg(UT,_1,€), obtemos
(Z 0y Yy - Y +fz) € T6(UTy-1,8),
a

para todo 1 </ < n. Por hipétese de indugéo, temos o, = 0 para todo a, e @, ) = 0 para todo (a,c)
aparecendo em f;. Como [/ € arbitrario, obtemos que ¢, .y = 0, para todo (a,c)talque c=cyca- -y

em<n—2; 0, =0, para todo a. Assim,

f Z aac ys C1€C2 - Cp—1, (27)

onde f € Ta(UTy,€);0<ay,...,a; <q;s>0;cy,...,cp—1 sao polindmios L-normais de grau > 1; e
(degg(c1),-..,degs(ch—1)) € €-boa.
Agora, pela Observacao existe uma dnica sequéncia £-boa 7 = (1ny,...,M,—1) € temos

i = degg(e(iip1)) = degg(ci)

paratodoiec=cjcy -+ c,—1 aparecendo em (2.7)).
Seja
Q={yl,; 1 1>1el<i<j<n}u{d, ;1 I>1el<i<j<n}

um conjunto infinito de variaveis, e denote por K[Q] a algebra comutativa livre, livremente gerada
por Q sobre K.

Denote
n—1

n
) )
Y, = Zy(iji)e(i,i) + Zy(l}i-f—l) (i,i+1) e Z = Z Z (i,i+1) €(ii+1)-
i=1

i=1
Temos pelo Lema|2.1.20|que

Z,11,..., Y

h<
I
S
|
_—
N
A
s
LR
[

(yt(i+1,i+1) _yt(i,i)>> €(iit1) TU; (2.8)

~
—_
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—1

S

Y. 1,7, L <<y (ii+1)Y l+1,i+1) +y€i,i)y%i,i+l) _y%i,i+1)yl(i+l,i+1) _y%i,i)yl(i,i-i-l)) X
X :2 <yt(i+17i+1) _yt(i,i)) >€(i,i+1) TV (2.9)
Z)’”H (qz(; l(-7))q - t(yl(i+1,i+1))t_1> €(i,i+1) T
+Z( =5 e +w: (2.10)
e também, se A, = [qu —Y,Y,...,Y], entdo
A :’:_illyl(i7i+1) (:]_Z(i(Y€i7i))[(yl(i+|7i+1))qlt — 1> (tljl (yt(i+1,i+l) _yt(,',i))) €(ii+1)T
n—1

+ ; <<(yl(i,i))q _yl(i,i)> - <(y€i+l,i+l))q _y€i+1,i+1)>)y%i,i+1)x

<I:[ ( Y(i+1,i+1) t(l l))) €(i,i+1) +W/7 (2.11)

onde u, v, w,w sdo combinagdes lineares de matrizes e

i,j)» com coeficientes em K[Q], tais que j—i >
2.

Suponha que exista o, ) em (2.7) tal que o, ) # 0. Seja

a)_ az ag
8= Q)Y Y2 Vst €162 Cp—]

um somando ndo nulo de f, e considere 0 mondmio mgy = x; X}, ---x;, , € K(X), onde x;, é a varidvel
na primeira posicdo do comutador c;. Note que degg;(xj,) = deg;(ck). Considere a ordem lexi-

cogréfica a esquerda no conjunto
My = {my| g € um somando ndo nulo de f},

onde y; <y, <...<z; <22 <.... Denote por m = x; x;, - - - x;, , 0 elemento maximal de M. Dizemos
que k,r € {1,2,...,n—1} sdo equivalentes se x;, = x;_, e vamos denotar por I'; a classe de equivaléncia
de k.

Defina Y; e Z; como segue:

a) Se y; = x; paraalgum 1 <k <n—1, entdo

n
[
Yl:Zy(”) (i,0) + Zyzerl €(ii+1)

i=1 iel’y

b) Se y; # x;, paratodo 1 <k <n—1, entdo

Y, = i—Zlyl(l l)e(z i)
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¢) Se z; = x; paraalgum 1 <k <n-—1, entdo

> I
Z= Z L(i,i+1)€(,i+1)-

i€l
d) Sez # x;, paratodo 1 <k <n-—1,entdo Z; =0.

Dado um polindmio L-normal ¢y = ¢i(y1,-.-,Ys,21,---,2s), denote por w(cg) o coeficiente de

ei+ny emcy(Yr,.... Y5, Zy, ..., Zs). Temos:

a) Sejacy = [Zl,y(ldl), . ,ygd“)]. Por 1i se z; = x;,, entdo

S

ZCORS ) (CORPIES P 2.12)
t=

b) Sejacy = [yl,ygdl),...,ygd), ,y§ )] Por l) se y; = Xj,, entdo

t(cr) = (yl(k,k+1)ygk+l,k+1) +yl(k k)ygk,k+1) _y%k,k+1)y€k+l,k+l) _ygk,k)yl(k,kﬂ)) X

N

di—1 d;
1
% (y(k+1,k+1) ) x H( Yik+1,k+1) [(kk)> : (2.13)
c) Sejacy = yl —y;. Por l) se y; = X;,, entao

q—1
H(ex) :yl(/@k“) (Z(’)(yl(k>k))q1t<yl(k+1,k+1))t - 1) . 219

. d d, d, d
d) Seja e = [ =y ™y YA Por .11

q—1 s d,
N(Ck):yl(k,k+1) (Z(yl(k,k))z<yl(k+l,k+1))q_1_t_1) ( H <y1(k+l7k+l)_yt(k7k)> >+

t=1, dj=0

, S€ y; = X;,, entdo

+ (((yl(k,k))q _yilgk)) - ((yl(k+17k+1))q _yl(k+17k+l)>)y%k,k+1)(y%k+17k+1) —Y(lk,k))dl_l

K d;
X( H (yl(k+1,k+1)_yl(k7k)> ) (2.15)
t

=2, di=0
Dado um subconjunto de K,

{(;’l.j):ZZlelgigjgn}u{é(lm:lZlelgiSan}CK,

L

existe um tnico homomorfismo de dlgebras ¢ : K[Q] — K tal que
/ ! ! !
P0%.0) =S © P@ip) =5

paratodos/ > 1e 1 <i < j<n. Paratal homomorfismo, defina os elementos ?l e z de UT,(K) como

segue:
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a) Sey; =x;, paraalgum 1 <k <n—1, entdo
pr— n l
Y= Z (i.i)€(i) T Z C(f,m)e(i,iﬂ)-

iel’y

b) Sey; # x;, paratodo 1 <k <n—1, entdo
— n
Y= Z

¢) Se z; = x; paraalgum 1 <k <n-—1, entdo

7= Z é(li7i+1)e(i7i+1)'

ieFk
d) Sez #x;, paratodo 1 <k <n-—1, entéo?l =0.

Note que na defini¢io acima, simplesmente trocamos em Y; e Z; as varidveis das entradas por

elementos do corpo para obter Y; e Z;.

Afirmacio 2. Seja g(yl, Y5y Zlye e ey 2s) = Ofac) Y1y -+ )§* c1ea---¢u— 1 um somando néo nulo de
f. Seg(Yl, Ys,Zl7 . ) #0, paraalgum Yy,....Y5,Zy,...,Z; € UT,(K), entdo my = m.

Prova da Afirmagdo 2. Suponha mg = xj,Xj, -+ X}, | # Xi X, - -Xj,_,. Entdo, existe 1 <k <n—1 tal
que

Xjp = Xipy Xjp = Xiny oo 5 Xji | = Xig_15 Xji 75 Xiy+ (2.16)
Temos os seguintes Ccasos:

a) Sejacy = [zl,ygdl), e ,ygd )] onde z; = x;,. Por li se xj, # x;,, entdo (cx) = 0. Logo, pelo

Lema [2.2.4{obtemos g (Yl, YS,ZI, A ) = 0. Absurdo.

b) Seja ck = [Vi,Yp;»Vpas---s¥p)scoml>pp < py < ... < pgey =xj,. Por (2.9) e Lema[2.2.4]
se y; 7 X;,, entdo y,, = x;,. Assim, x;, > x;, e por (2.16) obtemos que /m ndo é maximal em M.
Absurdo.

¢) Seja cx = [yf —yl,ygd'), ,yl(dlll),ygi’f‘), ..,ygd’)], onde y; = xj,. Por (2.10), (2.11) e Lema

2.2.4, se xj, # x;,, entdo g (Y1 v Yo 2y, ,Z) = 0. Absurdo. Note que aqui usamos o fato

que 0! — o =0se o € K.
A prova da Afirmacdo 2 est4 finalizada.
Defina uma ordem parcial em Q tal que

ri+1 7
y(kk) <Y <y(k 1,k) <Z(k 1K) <y(k+1 K+1) <y(kk+1) <ZGat)
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para todos k,ry,r,...,r¢ > 1. Agora, considere a ordem lexicogréfica a direita nos mondmios de

K[Q]. Denote por i(cx) 0 mondmio maximal de tt(cy), onde t(cy) estd em (2.12)) ou (2.13)) ou (2.14)
ou (2.15). Note que

N

— I ‘ d
Hi(ck) = Z(k,kﬂ)n()’(kﬂ,kﬂ)) t
=
em (2.12));
s
- ) t d
[ (ck) :y(k,k+1)H(y(k+1,k+1)) ’
=1
em (2.13));
S
- / t d
(ck) = Yixr) I1 Ol 1)
=1, dj=q—1
em (2.14) e (2.15]). Lembre-se que c; é L-normal.
Seja
=81 Vs 21y s Zs) = Qg V1Yo V5 C1ea+ i
um somando ndo nulo de f tal que mg = x;,X;, - - X;,_,. Substituindo as entradas de Y1, ..., Y, Z1,...,Zs
por elementos do corpo K, obtemos matrizes Y1,...,Ys,Z1,...,Zs, como ji comentado anteriormente

nesta demonstracdo. Para facilitar o entendimento do texto a seguir, daremos um nome para tal

substitui¢do das entradas por elementos do corpo: Substituicdo =. Entdo,

8 (?17 "7Y572_17"'7ZS> :ﬁge(l,n)v

onde ﬁg € K ¢ obtido a partir de um polindmio w, € K[Q] que teve as suas varidveis substituidas por

elementos do corpo K conforme a substitui¢do = acima. A expressdo para @, € a seguinte:

N n—1
B = Ag,c) H(yfl,l))ar H u(cx).
r=1 k=1
Note que,
N n—1
g= ) [ 100" TTE(er)
r=1 k=1

¢ 0o mondmio maximal dentre os monémios que aparecem em @,. Além disso, ¢ — g é uma fungdo

injetora e deg, g < ¢ para todo u € Q. Escreva,

f <?17"~7?572_17"'725) :a):fe(lm)?

onde a):f € K ¢ obtido a partir de um polindmio wy € K[Q] que teve as suas varidveis substituidas por

elementos do corpo K conforme a substituicdo = acima. Note que

N

f( Bz Z) =Yg (T o 7).

onde mg = x; X, ---x;, ,. Portanto, @y =} @, onde my = x; X, ---x;, ;. O mondmio maximal f

aparecendo em @y € 0 elemento maximal do conjunto

A={g : mg=1xjxi, X, }.
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Relembramos que g — g € uma fungdo injetora e deg, g < g para todo u € Q. Assim, existe um dnico

g com

N
o~

n—1
f=8= 0o [1001)" [T, (2.17)
k=1

r=1

onde g ¢ o elemento maximal de A. Agora, f € T5(UT,,€), isto é, oy € T(K) (identidade para
o corpo K). Pelo Lema m obtemos o coeficiente, em (2.17), o,y = 0. Usando varias vezes
esse argumento, concluimos que ¢, ) = 0 para todo (a,c), como era desejado. A Afirmagdo 1 estd
finalizada.

O espago vetorial K(X)/I(g) é gerado pelos polindmios em ([2.6]), e esses polindmios sio linear-
mente independentes em K(X)/T(UT,, €). Portanto, como I(€) C Tg(UT,, €) segue do Lema |[1.1.5]
que I(g) =Te(UTy,€). O

Conclusao 2.2.10. Pelos Teoremas e [2.2.9, obtemos a descricdo de todas as identidades po-
linomiais G-graduadas de UT,(K), para qualquer G-graduacdo em UT,(K), grupo G e corpo finito
K.

O seguinte resultado esta provado em [17, Teorema 1], e € um caso particular do Teorema
Corolario 2.2.11. Se K é um corpo finito, entdo
TUT,(K)) = (T(K))",
paratodon > 1.

Demonstragdo. Seja G = {1} um grupo com apenas um elemento. Denote € = (1,...,1). Entdo,
——

n
T6(UT,,e) = T(UT,). Note que € ¢ a dnica sequéncia €-ruim de comprimento < n. Assim, pelo

Teorema [2.2.9|temos que T(UT;) = T (K) é o T-ideal gerado por
V1,32 e y] = yis
e T(UT,) é o T-ideal gerado pelos polindmios
C1€2 "+ Cp,
onde ¢; € {[y2/,y2j+1]; y‘zlj —y2;}. Portanto,
T(UT) C (T(K))".

Agora, seja fi(y,...,ys) € T(K) com 1 <i<n, e sejam Yi,...,Y¥; € UT,. Como fi(Y;,...,Y;) €
J(UT,) (Radical de Jacobson de UT,), temos que f = fi--- f, € T(UT,), isto é,

T(UT,) 2 (T(K))",

como era o desejado. 0
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Corolario 2.2.12. Seja G um grupo finito e seja K um corpo finito. O conjunto de todas as identidades
polinomiais G-graduadas de UT,(K) é finitamente gerado, como um 7-ideal, para toda G-graduagéo
de UT,(K).

Demonstragdo. Fixadauma n-upla € € G", seja A o conjunto de todos os 1-polindmios, onde 1 € G™

e 1 <m < n. O conjunto A tem cardinalidade
n
Al <) 2"G|".
m=1

Pelo Teorema [2.2.9, existe um conjunto gerador de T5(UT,,€), como um 7Tg-ideal, contido em A.
Assim, Tg(UT,, €) é finitamente gerado. O

Chamamos a aten¢@o do leitor para o seguinte fato: o Coroldrio [2.2.12] também € verdadeiro
quando K é um corpo infinito. Para maiores detalhes, sugerimos a leitura de [4, P4agina 555] e [4,

Teorema 2.8].



48

Capitulo 2. Identidades G-graduadas, caso associativo




CAPITULO 3

Identidades G-graduadas, caso de Lie

Seja KK um corpo de caracteristica diferente de 2, e seja G um grupo. Em [13], Koshlukov e
Yukihide descreveram todas as G-graduagdes de U Tn(K)(*). Ja em [12], os mesmos autores des-
creveram as identidades polinomiais Z,-graduadas de U T,,(K)(’), equipada com a Z,-graduacio
candnica, quando K € infinito. Neste capitulo, descrevemos uma base para as identidades polinomiais
G-graduadas de UT, (K)(_) para toda G-graduagao na algebra e todo corpo K (finito ou infinito).

Ao longo de todo o capitulo, K denotard um corpo de caracteristica diferente de 2, ¢ G um grupo
multiplicativo.

3.1 Graduacoes da algebra de Lie U Tz(_)

Em [13) Teorema 21] foram descritas todas as G-graduacdes de U Tn(_) =U T,,(K)(_). Pela com-
pletude desta tese e por se tratar de um caso mais simples, nesta se¢do descreveremos as G-graduacoes
de UT .

Relembramos do Capitulo 1 que a algebra de Lie U Tz(f) — UT>(K)(-) é 0 espaco vetorial UT>(K),

das matrizes triangulares superiores 2 X 2, munido com o colchete de Lie [, ] definido por:
U,y =u-v—v-u,

onde - denota o produto usual de matrizes e u,v € UT>(K). Veja os Exemplos e
()

Sejam e(; ;) as matrizes unitarias em UT,

ij , € denote

l=eq1)t+enn, a=eq1)—epa, ¢ b=eqpo).
(=)

O conjunto {1,a,b} forma uma base para o espago vetorial UT,

Lema 3.1.1. Em toda G-graduacao de U Tz(f), o elemento b = e(; ») ¢ homogéneo.

Demonstragdo. Fixe uma base {u,up,u3} do espago vetorial U Tz(f), formada por elementos ho-

mogeéneos. Se

[u1,up] = [uy,u3] = [up,us] =0,

49
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entdo [v,w] = 0 para todos v,w € U Tz(_), e temos um absurdo. Portanto, existem i, j tais que [u;, u;] =

Qe p) para algum 0 # a € K. Assim, b = ¢(; ») € um elemento homogéneo de UTZ(_)

degg(ui) degg(uj). H

Lema 3.1.2. Toda G-graduacdo de U Tz(f) ¢ isomorfa a uma G-graduagdo de U Tz(f)

com deg;(b) =

em que o ele-
mento a = e(| 1) — €(22) ¢ homogéneo de grau 1.

(=)

Demonstragdo. Dadauma G-graduagio de UT, =)

, fixe uma base {u1,u,b} do espago vetorial UT, ",
formada por elementos homogéneos. Observe que utilizamos o lema anterior. Para cada i = 1,2, es-
creva

u; = o;1 + Bia+ b,
onde o, B; € K.

Afirmagdo 1. Existe y € K tal que a + yb € homogéneo, a menos de um isomorfismo G-graduado.
Demonstrag¢do. Sem perda de generalidade, podemos supor a; # 0 e B, # 0. De fato, como {u;,uy,b}
é base de UTz(f), segue que {1+ Bia, o0l + Pra,b} também é base de UTz(f). Logo, {og1+

Bia, 1+ Bra} é L1 e, consequentemente,

ar P
det 0.
( @ P ) 7
Isso acarreta que o B> # 0 ou 0 B; # 0, como queriamos.

A transformacdo linear y : U Tz(_) —U Tz(_), definida por

V() =u1, y(uz)=Ppa+npb e yb)=0>,

€ um isomorfismo de dlgebras de Lie. Tal isomorfismo induz uma nova graduagdo em U TZ(_), de
modo que deg;(y(u;)) = degy;(u;) para todo i. Em particular, nesta nova graduacdo, temos que
(1/B2)w(uz) é homogéneo, como era o desejado.

Pela Afirmacdo 1 podemos supor, sem perda de generalidade, que u, = a+ yb. Uma vez que u,
é diagonalizdvel, existe uma matriz invertivel C € UT5 tal que Cu,C~!' = a. A fungio ¢ : U Tz(_) —
U Tz(_) definida por

@(A) =CcAC™!

(=)

¢ um isomorfismo de dlgebras de Lie. Tal isomorfismo induz uma nova graduagdoem U7, ’, de modo
que deg; (¢ (u;)) = deg;(u;) para todo i. Em particular, nesta nova graduacdo temos que a = @ (uy) é
homogéneo, como era o desejado.

Sem perda de generalidade, podemos supor u, = a. Uma vez que [a,b] = 2b, segue que

degg (a) degg (b) = degg ([a,b]) = degg (2b) = degg (D),

isto &, deg; (a) = 1.

A demonstragdo esta finalizada. 0
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Teorema 3.1.3. Sejam G um grupo e K um corpo de caracteristica diferente de 2.

a) Se g,h € G, entdo existe uma G-graduacdo em U Tz(_) tal que

deg;(1) = g, degs(a) =1 e degg(b) = h.
Neste caso, denotamos por U Tz(_) (g,h) adlgebra U Tz(_) com tal graduagdo.
b) Toda G-graduagdo em U Tz(_) ¢ isomorfa a U Tz(_) (g,h) para alguns g,h € G.

Demonstragdo. A demonstracao do item a) deixamos para o leitor.

(=)

Provaremos o item b): Fixe uma G-graduagdo em UT,

. Pelos Lemas [3.1.1| e |3.1.2{ podemos
(=)

supor, sem perda de generalidade, que na graduagdo de UT,

os elementos a,b sio homogéneos
com deg;(a) =1 e deg;(b) = h para algum h € G. Considere 3,y € K tais que u = 1 + fa+ yb seja

homogéneo. Estudaremos 3 casos:

1. Caso f =y=0.

(=)

Neste caso, u = 1 e a G-graduagdo de UT, (_)(

coincide com UT, ’(g,h), onde deg;(1) = g.

2. Casof=0ey#0.

Neste caso, u = 1+ yb. De [u,a] = —2yb, obtemos

degg (u) = degg (1) degg (a) = degg ([u,a]) = degg (—2vb) = degg (b),
ou seja, deg; (1) = deg; (b). Logo, degs; (1) = degs; (b) e a G-graduagio de UTz(f)
com UTz(f) (h,h).

coincide

3. Caso B #0.

Neste caso, u = 1+ Ba+ yb. De [u,b] = 23b, obtemos

degg (u) degg (b) = degg ([u,b]) = degg (2Bb) = degg (b),
ou seja, deg; (#) = 1. Logo, deg; (1 +7vb) = 1. Se y =0, entdo a G-graduagao de UTz(_)
coincide com U Tz(f) (1,h). Se y # 0, podemos usar o Caso 2 para concluir que a G-graduagio
de UTz(f) coincide com UTz(f) (h,h).

Finalizamos a demonstracao do teorema. [

3.2 Algebra de Lie G-graduada livre

Nesta se¢do, apresentaremos o conceito de identidade polinomial G-graduada de uma élgebra de

Lie G-graduada. Para isso, precisamos primeiro falar da algebra de Lie G-graduada livre, isto €, nosso



52 Capitulo 3. Identidades G-graduadas, caso de Lie

ambiente de trabalho. Ao longo de toda a sec@o, G denotard um grupo “abeliano” com operacao de
multiplicacao.

Relembramos da Secao que se X é um conjunto infinito e enumerdvel, entdo L(X) denota a
dlgebra de Lie livre, liviemente gerada por X. Além disso, L(X) é a subalgebra de K(X)(~) gerada
por X (Teorema de Witt).

Para cada g € G, considere um conjunto infinito e enumerdvel X, = {x{,x5, ...}, de modo que tais
conjuntos sejam dois a dois disjuntos. Seja

X={JX,.

geG

A algebra de Lie livre L(X), livremente gerada por X, possui uma G-graduagao natural. Mais especi-

ficamente, definimos sobre as varidveis e comutadores o grau homogéneo da seguinte forma:
degg() =g e degg([ 2, ") = gigo - g,

para todos xlfgjj € Xg; e m > 2. Agora definimos L(X ), como sendo o subespago vetorial de L(X)
gerado pelos elementos u tais que u € varidvel ou comutador com degg;(u) = g. Temos que L(X) é

uma algebra G-graduada por meio da decomposicao

L(X)=EPLX),.

geiG

Ela serd chamada dlgebra de Lie G-graduada livre, livremente gerada por X. Tal élgebra tem a

seguinte propriedade universal: dada uma algebra de Lie G-graduada L = @Lg e uma fungdo A :
geG
X — L com h(x) € Ly para todos x € X, e g € G, existe um tnico homomorfismo G-graduado de

algebras de Lie H : L(X) — L que estende h.
Seja L = @P L, uma dlgebra de Lie G-graduada. Dizemos que um polindmio f(x§',...,x}

1 )
geG
L(X) é uma identidade polinomial G-graduada para L, se

") €

In

flay,...,ay) =0

para quaisquer a; € Ly, ...,a, € Lg,. Denotamos por 75 (L) o conjunto das identidades polinomiais
G-graduadas de L em L(X).

Um ideal G-graduado I de L(X) é dito ser um Tg-ideal de L(X) se ¢(I) C I, para todo endomor-
fismo G-graduado ¢ de L(X). Note que, um ideal G-graduado I de L(X) é um Tg-ideal se, e somente
se, I = Tg(L) para alguma dlgebra de Lie G-graduada L.

Dado um subconjunto S de L(X), definimos o Tg-ideal de L(X) gerado por S como sendo a
interse¢do de todos os Ti-ideais de L(X) que contém S. Ele é o menor Tg-ideal de L(X) que contém
S, e serd denotado por (S)76. Dado

f= Z for fg € L(X)g,

geG
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note que ()76 = (f, | g € G)T6, pois todo Tg-ideal de L(X) é, em particular, um ideal G-graduado de
L(X).
Os préximos 3 resultados sdo resultados andlogos aos que aparecem na Secao|1.5] mas no contexto

de Lie. Como os argumentos que aparecem nas demonstragdes sdao similares, omitimos as provas.

Proposicao 3.2.1. Seja S um subconjunto de L(X) formado por elementos homogéneos, isto &,

SC ( UL(X)g).

geG

O Tg-ideal de L(X) gerado por S € o conjunto formado por todas as combinagdes lineares de elementos

do tipo
[f(ulﬂ"'7”")7V17'--7vm]7

onde vi,...,vy € L(X), m >0, f(xfl,...,x‘i") €Seur €L(X)g, - un € L(X)g,.

Proposicao 3.2.2. Seja f € L(X) e seja x € X. Escreva

f=Yf
i=0

onde f; é a componente homogénea de f de grau i em x. Se o corpo K tem cardinalidade |K| > n,

entao
(fosfis--s f) 1o = (f) o,

Em particular, se K ¢ infinito, entdo todo Ts-ideal de L(X) é gerado por seus elementos multi-

homogeéneos. Se char(K) = 0, entdo todo Ti-ideal de L(X) é gerado por seus elementos multilineares.
Lema 3.2.3. Se A e B sdo dlgebras de Lie G-graduadas isomorfas, entdo Tg(A) = Tg(B).
O lema abaixo é bem conhecido e sera bastante utilizado nas proximas secoes.
Lema 3.2.4. Denote por M o Tg-ideal de L(X) gerado pelos polindmios
[Persx2], Prs, x4,
onde xi,...,x4 € X. Se f1, f2,81,-.-,8n € L(X) e 6 € Sym(n), entdo
[f1, 02,8158 +M = [f1, 2,86(1)5 -1 &a(n)) T M.
Demonstracdo. Pela identidade de Jacobi temos
[[x1,x2], [x3,x4]] = [x1,%2,X3,Xa] — [x1, %2, X4,X3].

A partir deste fato podemos demonstrar o lema. Deixamos os detalhes para o leitor. 0
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3.3 Identidades G-graduadas de U Tz(_)

Nesta secao, descreveremos as identidades polinomiais G-graduadas de U Tz(f) =U TZ(K)(_) para
todo corpo K (finito ou infinito) de caracteristica diferente de 2 e todo grupo abeliano G.
Sejam 1 = e(y 1) +e@22), a =¢€(1,1) —€2) € b = ¢(1 ). Relembramos do Teorema que se

g,h € G, entdo existe uma G-graduacdo em U Tz(_) tal que

degg(1) = g, deggla) = 1 e degg(b) = h.

Neste caso, denotamos por U Tz(_) (g,h) adlgebra U Tz(_) com tal G-graduag@o.

Pelo Teorema |3.1.3| e Lema [3.2.3] dada uma G-graduacdo qualquer em U Tz(f)

, 0 conjunto das

suas identidades polinomiais G-graduadas coincide com o conjunto das identidades polinomiais G-
graduadas de U Tz(_) (g,h), para alguns g,h € G. Assim, de agora em diante, estudaremos o T-ideal
To(UT, ) (g,h)).

Notacao 3.3.1. Escreva as varidveis em X com grau homogéneo 1 por meio da letra y, isto €,

X1 :Y:{yl7y27"'7yna---}-

SefeL(X),yeYed>1,denote

LD =1fyy ) e [fY )= 3.1)
d fatores
Teorema 3.3.2. Sejam K um corpo de char(K) # 2 e G um grupo abeliano. Sejam g,s € G tais que
h#1ege{1,h}. Denote I = TG(UTZ(_)(g,h)).

a) Se K ¢ infinito, entdo / é gerado, como um 7-ideal, pelos polindmios

[y17y2]7 [xilvxg]? xblla (32)

onde u € G—{1,h}. Além disso, o espaco vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada

pelos polindmios

d dy
i Ny g (3.3)

onde j>1;i>1;dy,...,d, >0;n>0.
b) Se K é um corpo finito com ¢ elementos, entdo / é gerado, como um 7g-ideal, pelos polindmios

[}’10’2]; [x}ll7x}21]7 [xlil7ySQ)] - [x}llayl]a x’fa (34)

onde u € G — {1,h}. Além disso, o espaco vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada
pelos polindmios
d dy
yitl W 4, (3.5)

onde j>1;i>1;0<dy,...,dy<g—1;n>0.
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Demonstracdo. Para todo corpo K (finito ou infinito), denote por J o Ti-ideal de L(X) gerado pelos

polindmios em (3.2)). O leitor pode verificar que J C I.

Afirmacao 1. L(X)/J é gerado, como espaco vetorial, pelos polindmios
d dy

yi+d, WA ) 4, (3.6)
onde j > 1;i>1;dy,...,d, >0;n>0.
Demonstracdo da Afirmagdo 1. Note que L(X)/J é gerado, como espago vetorial, pelos elementos

yj+‘]7 [xfl7yll7' M 7yin] +J7
onde j > 1;i > 1; n > 0. Pela identidade de Jacobi, obtemos
[ i YigsYigy -+ 7)’in] +J=- [yilayizrxflu s »)’in] - [yizax?7yi1> s ,}’in] +J
=+ [x?ayizvyil PR 7yin] +J.

Como [[x1,x2], [x3,x4]] € J para todos xi,...,xs € X, segue da igualdade acima e Lema que
L(X)/J é gerado, como espago vetorial, pelos elementos em (3.6).

a): Pela Afirmacdo 1, como J C I, segue que L(X)/I é gerado, como espago vetorial, pelos

elementos em (3.3). Para provar que J = I, demonstraremos que os elementos em (3.3) sdo L.I.

Seja
d dn
f(yl,...,yn,x?,...,xf,’l) = Zocjyj+ Z O‘(i,d)[xlhd(l 1),...,y£l )] el,
J (i.d)
onde @, 0; o) € Ked= (dy,...,dy). Como K ¢ infinito, segue que cada componente multi-homogénea
de f também estd em /. Neste caso,
d dy
M) = @y €1 ¢ g0ty wvmxl) = a g W™, €1,

para todos j,i,d. Em particular, se a = ej; — e € b = ey, entdo
h(a)=aja=0 e g(a,...,a,b) = a(i,d)(_2>dl+"'+dnb _o.

Logo, a; = Oiaq) = 0, finalizando a demonstra¢ao do item a).

Agora provaremos o item b): Denote por J o T-ideal de L(X) gerado pelos polindmios em (3.4)).
SeyeU Tz(_) ¢ um elemento homogéneo com deg;(y) = 1, entdo y é uma matriz diagonal. Logo,
y4 —y = 0. Por este fato e pelo Lematemos que J C JCI.

Pela Afirmagdo 1 e pelo fato que [x], ygq)] — [x!,y1] €7, segue que L(X)/J é gerado, como espago
vetorial, pelos elementos

yj+J, [xf’,y(ldl),...,y,gd”)]+7,
onde j>1;i>1,0<dy,...,d, <q—1;n>0. Como J C I, segue que L(X)/I é gerado, como
espaco vetorial, pelos elementos em . Para provar que J = I, demonstraremos que os elementos

em (3.5)) sdo L.I. Seja

f(ylw"aynax}ll?“'?x}rZ) = Za]y]+ Z a(i,d)[xzhaygdl),_.,,y’(ldn)] el
J (id)
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onde &, o 4) €K, d = (dy,...,dy) €0 < dy,...,dy < g—1. Como |[K| = g e deg, f < q para todo
x € X, segue que cada componente multi-homogénea de f também estd em /, veja Proposicdo [3.2.2]

Agora utilizamos o mesmo argumento do caso em que K € infinito para finalizar a demonstragdo. [

Teorema 3.3.3. Sejam K um corpo de char(K) # 2 e G um grupo abeliano. Sejam g,s € G tais que
g#h,g#1eh#1.Denotel = T(;(UTZ(_)(g,h)).

a) Se K ¢ infinito, entdo / € gerado, como um 7-ideal, pelos polindmios
h h 2 o o h o
[)’17)’2]7 [x17-x2]7 [x(iaxg]u [—xﬁa-XZ]v [X%J’Z]Jlf

onde u € G—{1,g,h}. Além disso, o espago vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada
pelos polindmios

d dn
yi+1, x§+17 [x]}?yg 1)7"'7y7(l )]+17

ondei>1;j>1;dy,...,d, >0;n>0.
b) Se K € um corpo finito com g elementos, entdo / € gerado, como um 7;-ideal, pelos polindmios

[yl,)’2], [xﬁl7x§]7 [x?,vxg]a [x‘%ang [x%yZ]? [x?vygq)] - [x}llayl]axlf?

onde u € G—{1,g,h}. Além disso, o espago vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada
pelos polindmios

d dy
yl+17 x‘lg+15 [xil?y(l 1)77})}(1 )]+Ia

ondei>1;;>1;,0<dy,...,dy<g—1;n>0.

Demonstragdo. Omitimos a demonstracdo, pois ela € muito parecida com a demonstracao do ultimo

teorema. Fica a cargo do leitor verificar os detalhes. U

Teorema 3.3.4. Sejam K um corpo de char(K) # 2 e G um grupo abeliano. Sejam g,/ € G tais que
g=h=1.Denote I = Tg(UTz(_)(g,h)).

a) Se K ¢ infinito, entdo / é gerado, como um 7-ideal, pelos polindmios

[[)’17)’2]7[)’37)’4“axlf7 (37)

onde u € G—{1}. Além disso, o espago vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada pelos
polindmios

SR AN L R A (3.8)

onde dy,...,d, >0;n>1; j> min{k | dy # 0}.
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b) Se K € finito com ¢ elementos, entdo I é gerado, como um 7;-ideal, pelos polindmios

[v1.y2]s v3,v4l]s D1, yz,yg] V1,¥2,¥3)

(@) (g (9 )]

~1
201" ys )]+[yz,y1]—[yz,y1 [y2>)’h)’2 D e x, (3.9)

onde u € G—{1}. Além disso, o espaco vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada pelos

polindmios em (i) e (ii) conforme abaixo:

. m dj dn
(1) y]+Ia [ijyign )ayfnJr-{l)w"ayE' j)a"'7y£l )]+17
ondel1 <d, <q—1,0<dyy1,....dj,....dy <g—1;n>1,j>m>1.

(i1) [y]7y1(11),y§ ),YEJ:TI), o ,yy(ld")] +1,

onde 0<dji1,....,dy <q—1;0<d; <q—-2;n>1;j>m>1.

Demonstracdo. Antes de comecarmos a demonstragio, faremos uma observagao: a demonstragao do
item a) € exatamente a resolucdo do Exercicio 5.2.3 do livro [6], € por completude do texto faremos
ela. O resultado novo e de nossa autoria € o item b).

Para todo corpo K (finito ou infinito), denote por J o Ti-ideal de L(X) gerado pelos polindmios
em (3.7). O leitor pode verificar que J C I.

Afirmacao 1. L(X)/J é gerado, como espago vetorial, pelos polindmios
d' n
i ) 1, (3.10)

onded,...,d, >0;n>1; j>min{k | d; #0}.

Demonstracdo da Afirmagdo 1. Note que L(X)/J é gerado, como espago vetorial, pelos elementos

[,YIN ayln] J

onde n > 0. Pelo Lema e pela identidade de Jacobi, segue que L(X)/J é gerado, como espago
vetorial, pelos elementos em (3.10).
Agora provaremos o item a). Pela Afirmagdo 1, como J C I, segue que L(X)/I é gerado, como

espago vetorial, pelos elementos em (3.8]). Para provar que J = I, demonstraremos que os elementos
em (3.8) sdo L.I. Seja

d; "
f(}’1,---7yn) = Z a(j,d)[yjaygdl)w"vyg' j)7"'7y£ld )] 617

(J.d)
onde o; sy € Ked = (dy,...,d,). Como K é infinito, segue que cada componente multi-homogénea
de f também estd em /. Neste caso, fixado um multigrau k = (ky,...,k,) segue que

n
k ki—1 kn
y17 7yn Z (Jk1sesk ,...,k,l)[)’ﬁygl),...,y§~’ ),,ygl )]GI

J:
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Fixado j# 1,se Yj =e; —ex +en, e Y; = e —ex parai # j, entdo
[T U S I ST ) _
gYr,....Y,) = (O‘(j,k,,.,.,kjf1,...7k,1)(—2) (e AR e )612—0,

e portanto Ok, . ki—1,. k,) = 0, finalizando a demonstra¢ao do item a).
Agora provaremos o item b): Denote por J o Tg-ideal de L(X) gerado pelos polindmios em (3.9).
Se Y|, 1,V € UTZ(_), entdo [¥;,Y2] e ¥y — Y3 sdo multiplos de b = e(12)- Pelo Lema|2.1.15} temos

0.

[Y17Y27 ] Y1,Y2,13] = [1, V2], Y] — ¥3]

Logo, [y1,Y2, ygq)] — [v1,y2,y3] € I. Agora, denotando

hiy1,y2) = [y27y(1q),ygq—1)] + [y2, 3] = [yz,yﬁ")] - [yz,yl,yéq_l)],

obtemos a seguinte igualdade:

h(Y1,Y2) =+ [Yz, s ) - 1y - vy Y
=+ 1Y >]+[Yz,m—[Yz,Yﬂ—[Yz,Yl,Yéq‘%
[y ]+[Y2,m ¥, Y]+ 11, 1,]
— v 7Yq]+[Y2aYl] 2, Y]+ 11,7
[

Y] —1,Y{ —Y5] =0.

Logo, h(y1,y2) € 1. Acabamos de provar que J CJ C I.

Afirmacao 2. A seguinte igualdade ¢ vélida em L(X)/J:

(@)

[Y3;)’§q)7)’2] +7 = [yzvy] 7y3] + [)’3;)’1 ,)’2] - [)’2,y1 7y3] +‘7

Demonstra¢do da Afirmagdo 2. Pelo Lema|3.2.4] identidade de Jacobi e [y7, y3, ygq)] +J = [y2,y3,51] +

J, obtemos:

b’%)’gq)a)’z]‘*‘ +[)’37y1 Y2,y +

[v2 Y3,y1,y§q_])]+f

)

—[1,y2 3] -
= [yz,yl,y3,y1 D)= 2,y 7
= +[y2,)1, ys, =yl +7

[Y2,y1 7)’3] y2,¥3,31) +J

n
n
n
A 3]+ 3 v1,) = 2oy ya] +7

Finalizamos assim a demonstragcdo da afirmacao.

Afirmacdo 3. L(X)/J é gerado, como espago vetorial, pelos elementos em (I), (IT) e (III) conforme

abaixo:
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(I) y]+‘77 [yj7ym 1 Ym+1 7"'7yj ye-s¥n +‘77
onde 1 < dp < q—1,0<dpitreosdjserosdn <qg—Lin>1j>m> 1.

. d; d)y |
A0 [yl ) 4T,

ondeOSde,...,c?j,...,dngq—l;Ogdqu—2;n21;j>m21.

(d ) ( m+1) (dj) (dn)]

am [y 47,
onde j >m > 1.

Demonstracdo da Afirmagdo 3. Pela Afirmagio 1 e pelo fato que J C J, temos que L(X)/J é gerado,

como espaco vetorial, pelos elementos f +J em (3.10). Escreva
= dm d; dn = dm—1 d;

onde d,, >1e j>m>1. Como [yl,yz,ygq)] — [v1,¥2,y3] € J, podemos assumir em f +J que 0 <
dn—1,dys1,...,dy < g—1, 0u seja,

OSdm+1,-~~7dn§CI—1 € 1§dm§q

Vamos analisar dois casos: d,, < g e d,,;, = q.
Se d,, < ¢, entdo f +J é um elemento do item (I).
Suponha d,, = g. Neste caso,

— d: ; —
f+I= [yﬁy;(n),y,(n_’ﬁl)w--,yﬁ’),-~->y;(1d)]+fa

onde 0 <d,,y1,...,dj,...,d, < g—1, e analisaremos d;. Se d; < q— 2, entdo f+J é um elemento
do item (II). Se d; = ¢ — 1, entdo f +J é um elemento do item (III) ou 1 < dj < g— 1 para algum
k # m, j. Suponha entao

f+J= [yj,yfr?),-.-JYI_]),---,y;(cd"),---,yf(zd”)] +J,

onde 1 <dy<qg—1ek+#m,j PeloLema3.2.4, Afirmagio 2, e pelo fato que [yz,y3,y§q)] +J =

[v2,¥3,y1] +J, obtemos:

f+.7:[yj7y£ﬂq)7 7y§q 1)7"'7y](<dk)7"'7y£ldn)]+'7

:[yj,y,(,?),yk,...,ygqfl),...,y]((dkil),...,y,(ld")]—I—j

= [yk,y,(nq),yj,...,y&q_l),...,yl((dk_l) ...,yS,d”)]ﬁ-[yj,ym,yk,...,yE.q_l),...,y,(cdk_l),...,ygld”)]
sy s AT S T

= D )

— sy Y Y 4T

:[ykaygr?)u'”?ij' 'ay](cdk 1)7' ( ]+[,YJ7ym7 7y§'q_l)7"'7y]((dk)7"'7y$ldn)]

Yn
dp—1
_[ykayma"'7yj7 7y](<k )7' I(l )]+J
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Dos trés tltimos somandos, temos que o primeiro estd em (II), e os dois tltimos estdo em (I). Logo,

f+J é uma combinacdo linear dos elementos dos itens (I) e (II).
Afirmacdo 4. L(X)/J é gerado, como espago vetorial, pelos elementos em (1) € (2) conforme abaixo:

= dn dy d; dy =
(D) y;+7, [yjo o ),yf,,ﬁl),---,yﬁ- D 47,

onde 1 <dpp <q—1,0<dps1,...,dj,....dy <qg—1lin>1;j>m>1.

d4 d " —
2) [yj,y,(nq),yg- ’),yﬁﬁl),---,yﬂd N+,

onde 0<dji1,dj2,...,dy <q—1;0<d; <qg—-2;n>1;j>m>1.

Demonstracdo da Afirmagdo 4. Seja [y j,y,(nq),yﬁq_])] +J um elemento do item (III) da Afirmagdo 3,

onde j > m > 1. Pela terceira identidade em (3.9) obtemos

i A4 T = <[y vml + i+ Dyme YY1+ T,

ou seja, [y I y%] ) , yﬁq_l)] +J é uma combinacio linear de elementos em (1) e (2).
Agora analisaremos os elementos do item (II) da Afirmacdo 3. Pois bem, seja

d; ;
f: [ijygf?)vyfj_lﬁrl)77y§ ])7'-'7y£ld )]7

0ndeO§dm+1,...,c/l\j7...,dngq—l;Ogdqu—Z;nZ 1; j > m > 1. Suponha que existe k tal

que m < k < jed; > 1. Fixe o menor tal k. Neste caso,

d; .
7= Dot ol

Pela Afirmagdo 2 e Lema([3.2.4] obtemos:

— d; ; —
f+]: [y‘/?yr(’?)’yl((dk)7"'7y§ 1)7"'7y’(’ld )] +J

(9) (dx—1) (dj) (dn)] +7

= jsym Ve Vp ¥ o

= b i N Dy )
—[yk,ym,yj,y,((d"_l),...,yﬁdj),...,yﬁld")]~|—7

= eyl 7y§-d"+1)7--~,yfzd”)] oy @, 7y§-dj), I
—[yk,ym,y,(cdkfl),---,yﬁd‘f+l),~~-,ynd")]+7

Dos trés ultimos somandos, temos que o primeiro estd em (2), e os dois ultimos estdo em (1). Logo,
f +J é uma combinagio linear dos elementos dos itens (1) e (2).
Provamos que L(X)/J € gerado, como espago vetorial, pelos elementos em (1) e (2). Como

J C I, segue que L(X)/I é gerado, como espago vetorial, pelos elementos em (i) e (ii) do enunciado
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do teorema. Para provar que J = I, demonstraremos que estes elementos sio L.I. Para isso, seja
f(y17"'ayn> el

O yn) = Z%yﬁz Z Z Z R TR TR LRI L)

.] 2m= ldm_l(dm+17 »dn 0)

n j—1 q-2 q—1

dj ”
—|—Z Z Z Z a(j_‘m7q7dj7d)[yj7yl(11q)ay§‘ '1)7"'7y1(1d )]7 (311)
j:2m:1dj:0(dj+1,...,dn:0)

-~

onde a;, a(j7m,dm,dj,d)7 a(j,m,q,dj7d) ceKed= (dm+1,dm+2, . ,dj, . ,dn). Como

f(yl:ou"’vo) =01y EI?

segue que o] = 0. De maneira similar, temos o¢; = 0 para todo ;.

Agora analisaremos os coeficientes dos monomios de Lie em duas varidveis. Faremos a anélise

apenas para 0os mondmios em yj e y, os demais casos sdo similares. Temos que f(y1,y2,0,...,0) € 1.
Note que
0 Y (d (a) | (d2)
f(y17y27 yoees 0 Z Z (2,1,dy,d»,d) [y27y1 7y2 ]+ Z O62,1,qdz, )[}72,)’1 ) ]7
d1—1d2 2—

onde d = (0,...,0). Fazendo Y; = a;(e1| — e22) + bje12, onde a;,b; € K, obtemos:

qg—1 g—1
di—1_d
0=f(1,%,0,....,00=Y ) a(2717d1,d27d)(—2)d1+d2(a1b2—blaz)all ey,
di=1d,=0
v 1 d
+ Y Ao gma)(—2) T (a1by — biaz)a] ayer.
dr=0

Olhando para o coeficiente de e1 na expressao acima, abrindo os somatorios € usando o fato que

a? = aj, obtemos:

d di—1 dr+1
0= Z Z U1y o) (—2) T bl — Z Z L dr o) (—2) TP bial "

di=1dy— di=1dy—
qg—1

-Y 05(2,1,d1,q71,d)(—2)d1+q_1b10?1_1612
di=1
q—2

+ Y oo gama(—2)"baray — Z A1 gdna)(—2) T Cbral aP T (3.12)
dr=0

Note que as poténcias de a; e b; em (3.12)) sdo < g — 1 para todo i. Como (3.12) vale para todos
ai,ax,by,by € K, e 0o monémio bla1 ! dz“ do ultimo somatério de 2)) aparece apenas no ultimo

somatorio, segue que o seu coeficiente Q3 1 4.4, 4) (—2)4+42 ¢ igual a zero para todo 0 < dy < g — 2,
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veja o Lema@ Em particular, neste caso, obtemos (3 1 , 4, 4) = 0 € a seguinte igualdade:

dy+d. d di+d di—1 dr+1
Z U1 dy ) (—2) M TP bra a Z Z @.1dy.drd)(—2)" T Pbray’ ay?
di=1dpr= di=1dpr=
q—1
Y « 2)dta1p gt 3.13
- (2,1,d1,g—1,d)(—2) 14y’ ay. (3.13)
di=1

Como o mondmio bza‘ll1 agz do primeiro somatério de lb aparece apenas no primeiro somatorio, se-
gue que o seu coeficiente 02 1 4, 4, 4) (—2)%1+42 ¢ igual a zero para todos d, d>. Logo, 02, 1.dy,dr,d) =0
para todos d1,d», e finalizamos o que queriamos provar.

Suponhamos agora que em (3.11]) os coeficientes dos mondmios de Lie em até n — 1 variaveis sao

nulos, e provaremos que os coeficientes dos mondmios de Lie em n varidveis sdo nulos. Neste caso,
temos f(y177yn) el

vy Yy 5 @) ) (d)
f(y177yn)_+z Z Z Z a(j717d17dj7d)[yj7y1 77)’, 3oy Yn ]+
J=2di=0di=1 (g, . d;,....d,=1)
q—2 qg—1

+ Z Z a(2,l,q,d2,d)[y27ygq)ay§d2)7"'ayi(’ld")]v (314)
dr=0(ds,...,d,=1)

onde oy | 4, djd)> 021 q.dr.d) € K. Fazendo Y; = a;(ej] — e22) + bje1n, onde a;,b; € K, obtemos:

n qg—1 g—1 qg—1
di—1 _dj
f(Yl,..-,Yn):+Z Z Z Z O‘(j717d1,dj7d)(_2)d1+ +d"(albj—b1aj)all a2 ad”e12
jzzd}:OdIZI (d2>-~~72j7~-~7dn:1)
=2  q—1

+ Y Y g (2T (a1by — biag)al ay - aler; =0
=0 (ds...dy=1)

Olhando para o coeficiente de ej na expressao acima, abrindo os somatorios € usando o fato que

a? = aj, obtemos:

n q—1 g—1 g—1
= di+-tdyy dy dy d
0=+x X L )y O 1.dy djd)(—2) "baf'ay’ - adn
Jj=2d;=0d,=1 (dayenidjye.dn=1)

n q—2 g—1 q—1

_ o (_2)d1+~~-+dnb di—1 d ditl  d,
Z Z Z Z (j>]>d17dj7d) 1a1 a2 aj an
J=2di=0d1=1 (g, .. d;,....dy=1)

n q—1 q—1

di++g—1+-+d di—1 d» d
) )3 Oj1dyg-1,a)(—2) T "bra a2 a; - ab
Jj=2d,=1 (d27~~~ i dy=1)

d
+ Z Z a(271747d27d) (_2)q+d2+ +dnb2a]a22 ct azn

(d3: d,,—l
q—2 < 1 drt1
dy+-td —1_dy+ 4
)Y L %ugaa(2)TETT b d T ay (3.15)

dr=0(ds,....dp,=1)
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Note que as poténcias de a; e b; em (3.15]) sdo < g — 1 para todo i. Como (3.15) vale para todos
ai,...,an,by,...,b, € K, e o monémio bla?_lagﬁl . ‘aﬁ" do ultimo somatério de 1| aparece
apenas no ultimo somatdrio, segue que o seu coeficiente a(2717q7d27d)(—2)‘]+d2+"'+dﬂ ¢ igual a zero
para todos d,d. Em particular, neste caso, obtemos 03,1 4.4, 4) = 0 € a seguinte igualdade:

q—1

n g—1 q—1
dy d
- 5 3 a(j,l,d],dj,d)(_z)d1+ Tnpal'af - a (3.16)
J=2di=0d\=1 (g, 4. .d,=1)

n q—2 q—1 q—1

_ o (=)t g T gl
Z Z Z Z (j>]>dl7dj7d) lal 612 aj an
J=2di=0d1=1 (g, .. d;,....dy=1)

n g—1 q-1
di+tg—1+-+d di—1 _d d
) Y %rag-ta(=2)TT by ayajedy
]:2dl:1(dz,...,dj,...,dnil)

Como o mondmio b ja‘fl agz ---a® do primeiro somatério de (3.16) aparece apenas no primeiro so-
matorio, segue que o seu coeficiente o 1 4, .dj7d)(—2)d1+“'+d" € igual a zero para todos j,d;,d;,d.
Logo, &(j1.4,.d;4) = 0 para todos j,d;,d;,d.

A demonstragdo do teorema estd completa. 0

Teorema 3.3.5. Sejam K um corpo de char(K) # 2 e G um grupo abeliano. Sejam g,s € G tais que
g# 1leh=1.Denotel = TG(UTZ(_)(g,h)).

a) Se K ¢ infinito, entdo / é gerado, como um 7-ideal, pelos polindmios

[ﬁ?é]? [X‘%,7y1]7 [[yl;yZ]a[y37y4]] € x’fv (317)

onde u € G —{g,1}. Além disso, o espaco vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada
pelos polindmios
PR TN KU SN L B (3.18)

ondei>1,dy,...,d, >0;n>1; j>min{k | dy # 0}.
b) Se K € finito com ¢ elementos, entdo I é gerado, como um 7;-ideal, pelos polindmios

D8] ] [yl sovall, Draye ] — raya.ys),

D2\ I aoi] = oy = 2y y V) e

onde u € G —{g,1}. Além disso, o espaco vetorial quociente L(X)/I tem uma base formada

pelos polindmios em (i) e (ii) conforme abaixo:

. m d; n
(@) X1 v+ 1, o) N

ondei>1;1<d,<q—-1,0<dyy1,....dj,....dy <g—1;n>1; j>m>1.

.. dj d; i
(11) [ijyl(??)7y§ ])7)75'_[]‘—1),. .. 7yr(ld )] +Ia

onde 0<dji1,....dy <q—1;0<d; <qg—-2;n>1;j>m>1.
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Demonstracdo. Omitimos a demonstracao, pois ela é muito parecida com a demonstracao do dltimo

teorema. Fica a cargo do leitor verificar os detalhes. [

Finalizamos o capitulo.



CAPITULO 4

Propriedade de Specht

Ao longo deste capitulo, K denotara um corpo de caracteristica p diferente de 2, e G denotara
um grupo abeliano. O objetivo aqui é verificar se o T-ideal I de L(X) formado pelas identidades
polinomiais G-graduadas de uma dlgebra G-graduada U Tz(_) tem a propriedade de Specht, isto &,
verificar se todo T-ideal J de L(X) ¢ finitamente gerado, como um T-ideal, se / C J. Seguindo as
notacdes do capitulo anterior, sabemos que T (U Tz(_) (g,h)) tem a propriedade de Specht sempre que
K € infinito, G € finito e & = 1, veja o Teorema 19 de [2, Capitulo 4]. Neste capitulo, provaremos que

(U Tz(_) (g,h)) tem a propriedade de Specht para todo G finito e i # 1.

41 Caso TG(UTZ(_)(g,h)), onde /1 # 1

',...,x¥™) é multi-homogéneo

1 m

Um polindmio w(x{', ..., x{") € L(X) é um p-polinomio se w = w(x;

i
e existem ay,...,a, > 0 com deg « (w) = p®,... ,deg e (w) = p™.
i im

Teorema 4.1.1. Seja K um corpo com caracteristica p > 2 e |[K| > ¢. Se f = f(xf',... . x{") € L(X)

1 ln
satisfaz deg ; (f) < gparatodo j=1,...,n, entdo
gl

onde S é um conjunto finito de p-polindmios. Além disso, deg,(w) < g paratodos x € X e w € S.

Demonstragdo. A demonstracdo ¢ exatamente a mesma do Teorema com algumas peque-

nas modificacdes. A principal modificacdo € que na escolha de x;,| precisamos também assumir

degg(x1) = degg(xn+1)- o

Relembramos que um conjunto parcialmente ordenado (P, <) é chamado de conjunto parcial-
mente bem ordenado se, para todo subconjunto Q de P, existem qy,...,g, € Q com a seguinte propri-
edade: se g € O, entdo g; < g paraalgum 1 <i < n.

O seguinte resultado é consequéncia do Teorema 4 de [2, Secdo 5.2].
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Teorema 4.1.2. Considere em Z; = NU{0} a ordem usual. Denote por D(Z.) o conjunto de todas

as sequéncias finitas (aj,...,a,) com entradas em Z,, e r > 1. Considere a seguinte relacdo < em

D(Zy): (ay,...,ar) = (by,...,bs) se, e somente se, existe uma fung@o injetora y : N — N tal que:

@

(i)

(i)

Y preserva a ordem, isto é, se u < v entdo y(u) < y(v);

y(r) <s;

a; < bl/l(i) paratodoi=1,...,r.

Entdo (D(Z+),=) é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Teorema 4.1.3. Sejam K um corpo de char(K) = p # 2 e G um grupo abeliano. Sejam g, € G tais
que h# 1e g € {1,h}. Denote I = TG(UTZ(_)(g,h)). Seja J um Tg-ideal de L(X) tal que I & J.

a)

b)

Se K € infinito e p = 0, entao
J=)"0+1 ou J=(y1,X)"0+1 ou J = (¥}, y1,...,5]) "¢ +1 (4.1)

para algum n > 0. Além disso, se G é grupo abeliano finito, entdo J € finitamente gerado como

um 7Tg-ideal.
Se K € infinito e p > 2, entdo
J=U)6+1 ou J= (y;, N6 11 ou J= ()76 41 (4.2)
onde S € um conjunto finito formado por alguns elementos da forma
ERN (4.3)

com 1 < pd1 < pd2 <...< pd” e n > 0. Além disso, se G é grupo abeliano finito, entdo J é

finitamente gerado como um 7;-ideal.
Se K € um corpo finito com g elementos, entdo
J=)6+1 ou J= (y;, N6 11 ou J= ()76 41 (4.4)

onde S € um conjunto finito formado por alguns elementos da forma

d dn
P ] (4.5)

com1 < ph <ph <. . <p%<gen>0.Além disso, se G é grupo abeliano finito, entio J é

finitamente gerado como um 7;-ideal.
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Demonstragcdo. Antes de iniciar a demonstragdo, chamamos a atencao do leitor para o seguinte fato:

. - e A i dn -
no enunciado do teorema, se n = 0 entdo os polindmios [x’ll, Vise-esVn] € [x}f, ygp ), e, y,(,p )] sdo

identificados com x}l’.

Demonstracdo do item a): Como p = 0, segue que J é gerado, como um 7g-ideal, por seus

elementos multilineares. Seja f € J —I um elemento multilinear. Pelo Teorema [3.3.2] segue que
fHi=oay;+I ou f+I=a[l y,...,ym]+1
para algum 0 # o« € K e alguns i, j, m. Logo, (f)7¢ +1 é igual a
OG0T +1 ou (3], y1, o vm]) O+ 1

Denote por Q = {m € Z | [x",y1,...,ym] € J}. Se Q # 0, denote por n o seu menor elemento. Neste

caso, se m € Q, entdo

[x}]’,yh...,ym] € <[x’f,y1,...,yn]>TG+I.

Combinando os casos y; € J e y; ¢ J com os casos Q = 0 e Q # 0 teremos que
J=0DT+1 ou J=(y;, X6 +1 ou J=(x" y1,... . y.]) 6 +1,

como era o desejado.

Demonstracao do item b): Como K € infinito de caracteristica p > 2, pelo Teorema temos
que J € gerado, como um 7Tg-ideal, por seus elementos que sdo p-polindmios. Seja f € J —1 um

p-polindmio. Pelo Teorema [3.3.2] segue que

d dn
f—l—I:(ij—l—] ou f‘f‘lza[xzhvy(p 1)7""yl(f )]+I

i
paraalguns 0 A @ € K; j> 1;i> 1,01 < ... <in dy,...,dy, >0;n>0. Logo, ()76 +1 é igual a
d dn
O +1 ou (™) 1
Como [yy,y>] € I, temos pela identidade de Jacobi e pelo Lema que

d dn (1) o (n)
[xilaygpl)?vygp )]_I_I: [xlil’ygil) )77y£ﬁn) )]+I

para todo ¢ € S, (veja a demonstragdo da Afirmacdo 1 do Lema [3.2.4). Logo, a menos de uma
mudanca de varidveis, podemos supor d; < dr < ... < d,.

Denote

d dn
f(dl,...,dn) :f(dl,...,dn)(xlil’ylw 7yn) = [ }llvygp l)a"'7y£lp )] € (p(f(dl,...,dn)) = (d17' "7dn)a

onde d| < ... <d,. Denote ainda,

U={o(fa,.a)) | fla,..a,) €I}
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Suponha I" # (. Pelo Lema [3.2.4| obtemos

(pdi+1_pdi)

fdyodittyndy) 1= [fldy,diseod) Vi | +1,

ou seja,
Fdy,odit1,dy) € <f(d1,4..,d,~,.4.,d,,)>TG +1. (4.6)
Considere o conjunto parcialmente bem ordenado (D(Z. ), =) do Teorema Sejam (ay,...,a,) <

(by,...,bs) em D(Z, ). Assim, existe uma fungdo injetora y : N — N tal que:
(1) y preserva a ordem,
(i) y(r) <s,

(iii) a; < by paratodoi=1,...,r.

Temos que
_ h o
f(bl,...,bs)—'_l_f(bwl) 77777 by br...., %7_“7%7“_7%)(}617yW(1)""’yl//(r)7y17‘"7ylll(1)7"'ﬂyy/(r)7"';ys)+l7
ou seja,
<f(b b)>TG+I:<f b o b (x?7y1>~--7)’r7)’r+17---7)’S)>TG+I
ISR (bq/(l) ..... bw(r)1b1 ..... bl/l(l)v"'ﬁblll(r)ﬁ"'7bS)

g <f(a17"'7ar7br+17"'7bs)>TG +I g <f(a17"'7ar)>TG +I

Note que utilizamos (4.6) no primeiro “C ”. Provamos que se (aj,...,a,) < (by,...,bs), entdo

Sy € Slara)) @ +1. (4.7)

Pelo Teorema existem elementos minimais 71, ..., %, € I', ou seja, se Yy € I entdo ¥; X y para
algum 1 <i <m. Logo, por (4.7), temos que

(LY eD) oI = fy, o fra) O +1.
Combinando os casos y; € J e y; ¢ J com os casos ' =0 e I" () teremos que
J= )0+ ou J = (y, ) +1 ou J=(8$)T0 +1 (4.8)

onde S € um conjunto finito formado por alguns elementos da forma

d dn
ey ] (4.9)

com 1 < ph <ph <. . <phen>0,como erao desejado.

Demonstracdo do item c¢): Se v € J — I, entdo pelo Teorema - item b) existe um polindmio

w € L(X), com deg, w < g para todo x € X, que satisfaz

v+I=w+1I.
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Como I C J, segue que
W6 4 1= (w)To 41,

Aplicando o Teorema em w, obtemos que J é gerado, como um 7g-ideal, por / e pelos seus
elementos f que sdo p-polindmios e satisfazem deg, f < g para todo x € X. Agora a demonstragao
segue 0os mesmos passos da demonstragdo do item b) deste teorema.

Como G ¢ finito, segue do Teorema que existe um conjunto finito Sj, com |G| ou |G|+ 1

elementos, tal que I = (S1)76. Como existe um conjunto finito S tal que J = (S,)76 +1, segue que
J=(8)16 +1=(8,)T6 + (8))T6 = (5;US,)Tc,

Logo, J € finitamente gerado, como um 7g-ideal, nos itens a), b) e ¢) deste teorema. L]

Finalizamos aqui os assuntos principais abordados nesta tese.
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APENDICE A

Resultado basico

Neste apéndice descrevemos um resultado, bem conhecido da aritmética elementar, que nos for-

nece uma informacao a respeito de uma congruéncia modulo p.

Lema A.0.1. Se p é um nimero primo e ¢ > 1, entdo

(p_t) =0 (mod p),

l
para todo i, tal que 1 <i < p' — 1.

Demonstragdo. Vamos provar este resultado por indugdo em ¢.

Se t =1, entdo (p) = pm, para algum m € Z tal que p { m e o resultado é vdlido. De fato,
i

—1)!
m— 2D
i(p—i)!
Suponha que 7 > 2. Na dlgebra comutativa Z, x|, sabemos que

t

e = (7)o

i—0 \ !

Por hipétese de indugdo, valem as seguintes igualdades:
(1427 = ((1+0)P)P " =1+ =.. = (1+27).

Portanto, de

concluimos que

mddulo p, paratodo 1 < i< p' —1. N
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