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Abstract

In this work we study the relations between the Bruce-Roberts number, ugr(f, X), the
relative Bruce-Roberts, pugs(f, X), of a function germ f € O, over an ICIS, (X,0) C
(C",0), and the Milnor numbers, u(f) and u(f~(0) N X,0). When (X,0) is an isolated

hypersurface singularity we show that

ppr(f, X) = p(f) +p(f71(0)N X,0) + u(X,0) — 7(X,0),

in which 7(X,0) is the Tjurina number, and that the logarithmic characteristic variety
is Cohen-Macaulay, generalizing results of Oréfice-Okamoto’s Thesis. When (X, 0) is an
ICIS we show that

ppr(f, X) = u(f71(0) N X,0) + u(X,0) - 7(X,0),

and that the relative logarithmic characteristic variety is Cohen-Macaulay, generalizing
results of Bruce and Roberts (1988).






Resumo

Nesse trabalho nés estudamos as relagdes entre os numeros de Bruce-Roberts, ugr(f, X),
Bruce-Roberts relativo, pgp(f, X), de um germe de fungao f € O, sobre uma ICIS,
(X,0) C (C",0), e os niumeros de Milnor, u(f) e u(f~(0) N X,0). Quando (X,0) é uma

hipersuperficie com singularidade isolada nés mostramos que

ppr(f, X) = p(f) +p(f71(0)N X,0) + u(X,0) — 7(X,0),

sendo 7(X, 0) o nimero de Tjurina, e que a variedade logaritmica caracteristica, LC (X, 0),
é Cohen-Macaulay, generalizando resultados da tese de Oréfice-Okamoto. Quando (X, 0)

¢ uma ICIS nés mostramos que
ppr(f, X) = p(f71(0) N X,0) + u(X,0) — 7(X,0),

e que a variedade logaritmica caracteristica relativa é Cohen-Macaulay, generalizando
resultados de Bruce e Roberts (1988).
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Introducao

O nimero de Milnor, u(f), é provavelmente o invariante mais importante de um germe
de fungao holomorfa f : (C",0) — C. Esse ntmero é definido algebricamente como o
comprimento do ideal Jacobiano, Jf, gerado pelas derivadas parciais de f em O,, o anel
local dos germes de fungoes holomorfas (C",0) — C. A finitude de pu(f) é equivalente a f
ter singularidade isolada, o qual é equivalente também, pelo teorema de Mather, a f ser
finitamente determinando com respeito a R, o grupo das mudangas de coordenadas na
fonte. Do ponto de vista topoldgico Milnor mostrou em [31] que o nimero de Milnor da
fibra de f tem o mesmo tipo de homotopia que um buquet de esferas e p(f) é o nimero
de esferas nesse buquet. Outra propriedade importante é a conservagao do nimero de
Milnor, que implica que p(f) é igual ao nimero de pontos criticos de uma Morsificagao
de f. Uma extensao natural e interessante aparece quando nds consideramos germes de
fungoes definidos sobre variedades singulares. Bruce e Roberts em [7] estudaram germes
de fungoes f : (C",0) — (C,0) considerando um germe de variedade analitica (X,0) em
(C™,0). Eles definiram um invariante que nés chamamos de nimero de Bruce-Roberts de
f sobre (X,0), o qual denotaremos por ppgr(f, X). Esse nimero é uma generalizacao do
nimero de Milnor, pois pupr(f, X) = u(f) quando X = C". Como o nimero de Milnor de
f, esse nimero também mostra algumas propriedades de f e X, por exemplo ppr(f, X) é
finito se, e somente se, f tem singularidade isolada sobre (X, 0) (no sentido estratificado)
se, e somente se, f é Rx-finitamente determinado (Rx é o subgrupo de R das mudangas
de coordenadas que preservam X). O nimero de Bruce-Roberts tem sido estudado por
muitos autores, ver [1, 5, 18, 23, 34, 40]. Em particular, em [34], os autores consideraram

(X,0) uma hipersuperficie quase homogénea com singularidade isolada e obtém

per(f, X) = u(f) + u(f7(0) N X,0),

sendo u(f71(0) N X,0) o nimero de Milnor da interseciao completa com singularidade
isolada (ICIS), determinada por (f~1(0) N X,0) e que LC(X,0) é Cohen-Macaulay.
Observamos que esses resultados foram obtidos durante o doutorado de Oréfice-Okamoto
(2010), e também foi conjecturado que se (X, 0) é uma hipersuperficie com singularidade

isolada, entao

MBR(fv X) = :u(f) + ;L(X N f_l(o)’ 0) + M<X> 0) - T(Xv O)a (01)
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e que LC(X,0) é Cohen-Macaulay. Nesse trabalho nos provamos essas conjecturas e
obtivemos outras relagoes considerando (X, 0) uma ICIS de codimensao maior que 1.

O trabalho ¢ organizado em 5 capitulos:

No primeiro capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados de dlgebra comutativa
e teoria de singularidades que sao necessarios ao longo do texto.

No segundo capitulo nés introduzimos os principais conceitos e propriedades do
numero de Bruce-Roberts, nimero de Bruce-Roberts relativo e as variedades logaritmicas
caracteristicas.

No terceiro capitulo nés provamos (0.1) e que a variedade logaritmica caracteristica
de (X,0) é Cohen-Macaulay. A nossa maior dificuldade, nesse caso, é a auséncia de uma
caracterizagao para os geradores do modulo dos campos de vetores que sao tangentes
a (X,0), ©x. Contornamos esse problema usando o médulo dos campos de vetores
triviais, ©%, e obtemos que o nimero de Tjurina é a dimensdao como C-espago vetorial
dos quocientes Ox /0% e df (Ox)/df (0%), sendo f um germe de fungao R x-finitamente
determinado. Todos os resultados desse capitulo estdao no artigo [33] o qual generaliza
(34].

No quarto capitulo considerando ainda, (X, 0) uma hipersuperficie com singularidade

isolada mostramos

MBR(f? X) = ﬂ(f_l(()) nx, 0) + M(Xa 0) - T(X’ 0)7 (02)

e que a variedade logaritmica caracteristica relativa de X, LC(X)~, é Cohen-Macaulay.
Também obtemos uma nova caracterizacao para o nimero de Milnor do germe de funcao
f € O, em termos do médulo dos campos de vetores que sao tangentes a (X,0).
Essa caracterizagao nos permite relacionar o nimero de Bruce-Roberts e o nimero de
Bruce Roberts relativo, assim como apresentar uma condi¢ao que torna equivalente
LC(X)e LC(X)™ serem Cohen-Macaulay. Também apresentamos exemplos de variedades
analiticas com singularidade nao isolada e provamos uma igualdade similar a que foi
provada por Sebastiani e Thom (1971) para o nimero de Milnor de um germe de fungao.
Os resultados desse capitulo estao no artigo [27].

No tltimo capitulo nés consideramos (X,0) C (C*,0) uma ICIS e estendemos alguns
resultados do capitulo 3 e 4. Na primeira parte generalizamos [7, Proposigao 7.7,
provando que (0.2) continua valido e que LC(X)~ é Cohen-Macaulay. Na segunda parte
generalizamos (0.1) e a caracterizagdo do numero de Tjurina apresentada do capitulo 3.

Todos os resultados desse capitulo estdo no artigo [28].



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo vamos introduzir conceitos e resultados de algebra comutativa e teoria de

singularidades que sao necessarios ao longo do texto.

1.1 Algebra comutativa

Para mais detalhes sobre os temas dessa segao ver [10, 17, 30].

Anéis e Mdédulos Cohen-Macaulay
Seja R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.1. Dizemos que o anel R é Noetheriano quando todos os seus ideais sao

finitamente gerados.
Proposicao 1.2. Seja R um anel comutativo com unidade, sao equivalentes:
a) R é Noetheriano;

b) Para toda cadeia
LCcLC..CI,Clyy C..

eriste ng € N tal que ¥V k > ng, Iy = Ixy1;

¢) Todo conjunto nao vazio de ideais de R tem um elemento mazimal com respeito a

inclusao.

Proposicao 1.3. Seja R um anel noetheriano, entao todo R-mddulo finitamente gerado

€ noetheriano.

Sejam
BehP&. &k (1.1)

uma cadeia finita de ideais primos de R. Dizemos que n é o tamanho ou comprimento

da cadeia e a dimensao de Krull do anel R, dim R, é o supremo dos tamanhos de todas
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as cadeias (1.1) de ideais primos de R. Consideramos agora I C R um ideal, a altura de
I, ht(I) é o supremo dos tamanhos de todas as cadeias de ideais primos de R que estao
contidos em [

RCPGC..CP.CI

Definicao 1.4. Seja M um R-moédulo finitamente gerado. Definimos a dimensao de M

como a dimensao de krull do anel R/ Ann(M), sendo
Ann(M) ={a € Ryam =0Vm € M}.

Em outras palavras "
dim(M) = dim Ann (M)
Definigao 1.5. Sejam (R, M) um anel local e M um R-mdédulo.
a) Uma sequéncia de elementos ay, ..., a, € M, é uma sequéncia regular em M quando

a, nao for divisor de zero em M e a; nao for divisor de zero em

M
<CL1, ceey ai_1>M

para todo i = 2,...,n;

b) Sejam [ C R um ideal tal que IM # M. A I profundidade de M, depth(/, M),
é o comprimento maximo de uma sequéncia regular em I. Se IM = M definimos
depth(1, M) = oo;

¢) A profundidade de M, é a profundidade de M em M, ou seja,

depth(M) = depth(M, M);

d) Um médulo M é Cohen-Macaulay, CM, quando depth(M) = dim(M);
e) Um anel R é Cohen-Macaulay, quando é Cohen-Macaulay como R-médulo;

Agora, vamos apresentar resultados que nos dizem quando um médulo ou um anel sao

Cohen-Macaulay.

Teorema 1.6. [Fagon-Hochster]
Sejam R um anel noetheriano de dimensao d, M uma matriz p X q com entradas em

R e I, o ideal gerado pelos menores de ordem r da matriz M. Entao
i) dim R/I, > d— (p—r+1)(qg—r+1);

it) Se R é Cohen-Macaulay e dim R/I, =d— (p—r+1)(¢—r+1), entdo o anel R/I,
¢ Cohen-Macaulay.
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Proposicao 1.7. Sejam (R, M) um anel noetheriano local, r1,...,1, € M e M um R-
modulo finitamente gerado. Suponhamos que M é Cohen-Macaulay, entdo r1,...,r, € uma

M -sequéncia reqular se, e somente se,

M
dim — = dim(M) — k.
<T1,...,Tk>M ( )
Teorema 1.8. [8/,/32, Teorema C.7] Sejam R um anel Cohen-Macaulay de dimensao d,
A€ My, (R), tal que g > p, podemos considerar também A : R? — RP homomorfismo de

R-mddulos. Seja
RP
~ Im(A)

Nessas condigoes se dim(M) =d— (p—p+1)(¢g —p+ 1), entdo M é Cohen-Macaulay.

M = coker(A)

Proposicao 1.9. Sejam (R, M) anel local Cohen-Macaulay e I C R ideal prdprio, entdo
. R .
ht(7) = depth(1, R) e ht(I) 4+ dim 7= dim R.

Agora nés vamos introduzir a férmula de Auslander-Buchsbaum, a qual é uma
importante ferramenta para dizermos quando um R-moédulo é Cohen-Macaulay, mas
primeiramente precisamos introduzir alguns conceitos.

Seja M um R-modulo livre, ou seja, M ~ ®;crR. Quando I' é um conjunto finito de

cardinalidade ¢, dizemos que M é um R-médulo livre de posto ¢.

Definicao 1.10. Sejam R um anel e M um R-moédulo finitamente gerado. Uma resolugao

livre de M é uma sequéncia exata

a
...—>Fk+1i§Fkﬂ>...ﬂ>Fli>Foﬂ>M—>O,

sendo F; R-modulos livres, finitamente gerados para ¢ > 0.

1. A resolugao livre tem comprimento finito n quando Fj, = 0 para todo k > n, o

menor nimero n com essa propriedade é o comprimento da resolucao.

2. Quando R é um anel local com ideal maximal M, dizemos que a resolucao livre é
minimal quando ay(Fy) C MF;_1, para todo k > 1. Nesse caso como os médulos
F}. sao livres de posto finito by nés chamaremos esse numero by de k-ésimo nimero
de betti de M, com a notacao by(M) = by.

Proposicao 1.11. Sejam (R, M) um anel noetheriano local e M um R-mddulo
finitamente gerado, entao M tem uma resolucdao livre minimal. O posto de Fj, em uma
resolugcao livre minimal independe da resolugao, além disso se M possui uma resolucdao

livre manimal de comprimento n

0— F, 2 2R 2L 2% M —0, ese
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O Y LN Ny S ALY L gy )
€ qualquer oura resolucao, entao m = n.

Definicao 1.12. Sejam R um anel noetheriano local com ideal maximal M e M um
R-médulo finitamente gerado. A dimensao projetiva de M, pdz M é o comprimento de

uma resolucao livre minimal de M.

Proposicao 1.13. [Formula de Auslander—Buchsbaum/
Sejam R um anel noetheriano local com ideal mazimal M, e M wum R-mddulo

finitamente gerado de dimensdo projetiva finita, entdo
depth(M) + pdp(M) = depth(R).

Com o objetivo de definirmos ideal Fitting nds introduzimos o conceito de presentacao
finita de um R -médulo M.

Definicao 1.14. Seja M um R-médulo. Quando existe uma matriz H € M, ,,(R), tal

que
Rn

M =~ coker(H) = T (1)

H : R™ — R", dizemos que M é um R-mddulo de presentacao finita. Além disso H é

chamada presentacao matricial de M. Denotamos uma presentacao de M pela sequéncia
R™ X R — M — 0
Proposicao 1.15. Seja R um anel noetheriano. Todo R-mddulo finitamente gerado

possui uma presentacdo finita.

Consideramos agora um anel R e um R-médulo M com presentagao
R™ L R — M — 0,

Para todo k, seja F(M) = FF(M) C R o ideal gerado pelos menores de ordem

(n—k) da matriz H. Se n —k > min{n, m} convencionamos Fj(M) = 0 e quando k > n,
Fy(R)=R.

Lema 1.16. Com as notagoes definidas anteriormente temos:
1) Fy(M) independe da escolha das bases de R™ e R";
2) F(M) independe da presenta¢io de M.
Definigao 1.17. Para todo k os ideais F{¥(M) sdo chamados k-ésimo ideal Fitting de M.

Observamos que para k < 0, F(M) = 0 e Fy(M) é o ideal gerado pelos menores de

ordem n da matriz H.
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Proposicao 1.18. Seja M um R-mddulo finitamente gerado, entao
i) Fo(M) C Ann(M);
ii) Para todo j > 0, temos Ann(M)F;(M) C F;_1(M).
Se M pode ser gerado por n elementos, entao (Ann(M))" C Fo(M).
Para finalizarmos essa se¢ao vamos definir a multiplicidade de Samuel.
Definicao 1.19. Seja M um R-mdédulo.
a) M é um médulo simples quando M # () e seus tinicos submddulos sao {0} e M.

b) Uma série de composigao de M de comprimento n é uma sequéncia de submddulos
M:M()QMlQMQQQMn#O,
com M;_1/M; simples para todo i =1, ..., n.

¢) O comprimento de M, [(M), é o minimo entre todos os comprimentos das séries
de composicao de M. Se M nao admite série de composicao finita dizemos que seu

comprimento é infinito.
Definigao 1.20. Seja (R, M) anel local comutativo com unidade e [ um ideal M-
primério. A multiplicidade de Samuel do ideal I é definida como
. d (R
6(17 R) = limy, 00 ml (F) )

sendo d = dim(R).

O moédulo syzygy

Sejam R um anel e M um R-médulo. O syz entre k elementos my,...,my € M é uma

k-upla (rq,...,m:) € R tal que
aymi + ... +apmy = 0.

O conjunto de todos os syz entre my, ..., m;, é um submédulo de R*, pois ele é o kernel da

aplicacao ® : R¥ — M dada por ®(ay, ..., ax) = aymy + ... + apmy.
Definicao 1.21. O médulo syz de my, ..., m; € o kernel de @, assim

syz({(mq, ..., my)) := ker(®).
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Observagao 1.22. Sejam R um anel local e {m, ...,my}, {n1, ..., nx} conjuntos de geradores

minimais, entao como foi observado em [17]
syz(ma, ...,my) = syz(ny, ..., ng).
Proposicao 1.23. Sejam R um anel comutativo com unidade e ry,....,7x € R uma
sequéncia reqular em R, entao
SYz(11, ..., 1) = (rie; —rje;, 1 <j <i<k).

Esse resultado é bastante usado, como nao encontramos uma referéncia vamos
demonstra-lo aqui:
Demonstracao: Sabemos que (re; —rje;, 1 < j <1 <k) Csyz(ry,...,7;), pois

TlTj—TjTZZO;v1§j<l§k'

Vamos mostrar agora a inclusao syz(ry, ..., r;) C (rme; —rje, 1 <j <l <k).

Seja Z?Zl aje; € syz(ry, ..., ry), entao

k
Z(Zj?“j = O, (12)
7=1

logo @grr, = 0 € R/{ry,...,r,_1), mas como ry, ..., , ¢ uma sequéncia regular temos que 7y, é
regular em R/(r1,...,r,_1) e portanto ay € (1, ..., 7k—1). Assim existem b1, ..., by—1) € R

tais que
k—1
Q. = Zbkjrj (13)
j=1

Utilizando agora as igualdades (1.2) e (1.3) obtemos

k—1 k—1 k—1
0= Zajrj = ;7 +Zbkjrjrk = Z(aj+bkjrk)rj. (14)

j=1 j=1 j=1 j=1
Logo (ax—1 +bk(k—1)7nk>rk71 = 0 em R/(r1,...,r1—2) resultando que a1 + bek—1)Tr €

(11, ..., Th—2), ou seja existem bg_1y1, ..., bk—1)(k—2), tais que

k—2
ag—1 + bpg—1yrr = Z b(k—1);7;- (1.5)
j=1
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Utilizando agora as igualdades (1.4) e (1.5) obtemos

k—1 k—2
0= Z(aj + bijk)Tj = (aj + bijk)Tj + (ak_l + bk(k—l)rk)rk—l
j=1 j=1
k-2 k-2
= (aj +bigre)rs + > burire
- j=1

> <.
|
[

(aj + bijk + b(k—l)jrk—l)rj-
1

<.
I

Prosseguindo com as contas existem b;; € R, tais que
k
ap = E bijj
j=1
k—2
ap—1 = E br—1);7j — br(k—1)Tk
j=1

k-3
Ap—2 = Z b(k72)j7ﬂj - b(kfl)(ka)Tk—l - bk(kﬂ)rk
7=1

2 k
as = E bgj’l"j — E bjg’l"j
j=1 j=4

k
a9 = bgl’l"l — E bjg?"j

i=3

k
a; = — E bjlrj.
Jj=2

Portanto,
k k k
E aie; = g bi(rie; —mer) + g bia(rae; — m€2) + ..o 4 b—1) (Th—168 — TRCE—1)
=1 1—2 1=3
kook
=D > bylrie —miey)
=1 1=j11
= g bij(rje; — re;).
1<j<i<k

Assim concluimos que syz(ry, ..., 1) C (rie; —rje;, 1 <i<j <k).
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Produto tensorial

Essa subsecao é baseada em [3].
Seja R um anel comutativo com unidade, My, ..., My, P R-moédulose f : My x...x M —
P uma aplicac¢ao bilinear. Dessa maneira existe um par (7', g), sendo 7" um R-médulo e

g:M; x..x My — T com as seguintes propriedades:

a) Dado qualquer R-mdédulo P e qualquer fungao A-bilinear f : M; X ... x M — P
existe uma tnica funcao f’: T — P R-linear tal que f = f’ o g, em outras palavras

tal que o diagrama abaixo é comutativo.

My X ... x My —2=T

\l’”

P

b) Se (T,g) é outro par satisfazendo as propriedades acima, entdo existe um tnico

R-isomorfismo tal que ¢ : T — T tal que g = ¢ o0 g.
Denotamos g(my, ...,my) = m; @ ... ® M.

Definicao 1.24. O R-médulo T' com as propriedades acima é chamado n-ésimo produto
tensorial de M, ..., M}, o qual denotamos por M; Qg ... ®g M. Quando M; = M para

todo i = 1,..., k vamos escrever ®%M, na maioria das vezes omitimos o anel R.

Proposicao 1.25. Sejam M e N dois R-mddulos tais que {m;} € base de M e {n;} ¢é
base de N, entio {m; @ n;} € base de M @ N.

Além disso temos o seguinte resultado, o qual é um exercicio em [3].

Proposigao 1.26. Sejam M um R- modulo e [ C R um ideal, entdao

R M
M@p =~ — .
ORT T

Produto exterior

Essa subsecao é baseada em [14].

Sejam R um anel comutativo com unidade, M e X R-médulose B: M x...x M — X
uma aplicagdo multilinear alternada, ou seja B(my,...,my;) = 0 quando m; = m; com
i 7.

Dessa maneira existe um par (H, h), sendo H um R-médulo e h: M x ... x M — H

uma aplicacao multilinear alternada com as seguintes propriedades:

a) Dado qualquer R-médulo X e qualquer aplicagdo R-multilinear alternada B : M x

... Xx M — X existe uma unica aplicagao ' : H — X R-linear tal que B = h’ o h,
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em outras palavras tal que o diagrama abaixo é comutativo.

M><...><M—B>X

b) Se existe outro par (H,h) com a propriedade acima entdo existe um tnico

isomorfismo i : H — H tal que h =io h.
Denotamos h(my, ..., my) = my A ... A my.

Definicao 1.27. O R-médulo H com as propriedades acima é chamado n-ésimo produto
exterior de M e denotado por AL N.

Na maioria das vezes omitiremos o anel R da notacao.

Considerando um homomorfismo de R-moédulos T : M — N nds temos uma aplicacao
de A" : A"M — A"N dada por A"T'(my A ... Amy) = T(mq) A ... NT(my). Além disso

se considerarmos M = N entao T é um endomorfismo e
AT (my A oo Amy,) =T (my) Ao AT (my) = det(T)my A ... Ay,

Além disso se A é uma matriz n x k, n < k, com entradas em um anel comutativo R. Se

Aq, ..., A, C R" sao as linhas da matriz A e eq, ..., e, a base canonica de R" entao

AN LANA = ) det(AT e AL ey,

11 <oo.<0pm

sendo A% a submatriz de A consistindo das colunas i1, ..., i,, da matriz A.

1.2 Teoria de singularidades

Nessa secao vamos introduzir conceitos sobre a teoria de singularidades que serao
utilizados. Para mais detalhes ver [16, 29, 31, 32].

Germes

Ao longo do texto nds trabalhamos em um contexto local, portanto vamos introduzir o
conceito de germes. Seja x € C", dizemos que dois subconjuntos de C", S; e S5 sao

equivalentes no ponto xz, S; ~, Ss, quando existe um aberto U C C", com x € U tal que

SiNU=SnNU.
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Essa relagao, ~,, define uma relagao de equivaléncia no conjunto das partes de C",
P(C™) = {S; S ¢ C"}. Chamamos a classe de equivaléncia de S; no ponto = de germe

de S; no ponto z e denotamos por (Sy,x).

Consideramos agora o conjunto H das aplicagoes definidas em um subconjunto aberto

de C" em C™ que sao analiticas, mais especificamente
H={f:UcCC"— C™ analiticas.}.

Dizemos que duas aplicagoes f: U C C* — C™, g: V C C" — C™ € H sao equivalentes

no ponto z, f ~, g, quando existe um aberto W C C", com x € W, tal que
f(z)=9(z), VzeW.

A relacao, ~, acima define uma relacao de equivaléncia no conjunto H, denotamos a

classe de equivaléncia de f em x por

f(Cx) = (C7, f(2)),

a qual chamamos de germe da aplicagao f no ponto z. O conjunto de todas as classe de

m
n,xr)

equivaléncia é denotado por O quando o ponto x é a origem, o mesmo sera omitido
da notagao, ou seja, Oy = Op'. Além disso, se m = 1 escrevemos O, , em vez de O,lw
o qual serd o conjunto dos germes de fungdes no ponto x. A partir de agora fixamos o

ponto x = 0. Com as operagoes usuais temos que O,, é um anel local com ideal maximal
Mn = <ZL'1, ,l’n>

sendo

para todo 7 =1, ...,n.

Com as operagoes usuais, O)" ¢ um O,-moédulo. Seja f € O] um germe de fungao
e J[f] = (0fi/0xj)mxn sua matriz jacobiana. Se a matriz possui posto maximo em um
ponto z € C" dizemos que = é suave, caso contrario x é uma singularidade de f, além
disso quando existir um aberto U C C", com « € U e a matriz J|f]| assumir posto mdximo

em todo z € U \ {z} dizemos que = é uma singularidade isolada de f.

Seja J C O,, um ideal, definimos a variedade analitica do ideal J da seguinte maneira

V(J)={xeC" f(x)=0Vf € J}.
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Por outro lado dado um conjunto de pontos X C C" podemos considerar o conjunto
Ix={f€0,; fla)y=0Vze X}

é uma verificacao imediata que Iy C O, é um ideal. Para sermos mais especificos Iy é

ideal radical.
Definicao 1.28. Sejam (X, 0) um germe de variedade analitica com ideal Ix.
a) O anel Ox := O,,/Ix é chamado anel local de (X, 0);

b) Quando o anel local da variedade (X, 0) ndo possuir elementos nilpotentes dizemos

que a variedade (X, 0) é reduzida.

c¢) Dizemos que o germe (X,0) é Cohen-Macaulay quando o seu anel local é Cohen-

Macaulay.

Definicao 1.29. Um germe analitico (X,0) ¢ irredutivel quando nao existem
subconjuntos analiticos proprios X1, X5 de X tais que X = X UX5. Quando X = X;UX5,

entao chamamos X; e Xy de componentes de X.

Proposicao 1.30. Todo germe de wvariedade analitica possur uma decomposicao em

componentes irredutiveis.

Definicao 1.31. Quando todas as componentes irredutiveis de uma variedade analitica

tiverem a mesma dimensao dizemos que o germe ¢ equidimensional.

Proposicao 1.32. Sejam (X,0) um germe de variedade analitica. Se (X,0) é reduzida

entao sua decomposicao em componentes irredutiveis é equidimensional.

Defini¢ao 1.33. Sejam (X, 0) um germe de variedade analitica. A multiplicidade de um

germe é a multiplicidade de Hilbert Samuel de seu anel local Oy.
mo(X, 0) = 6(0){) = G(M)(, Ox),
sendo M x o ideal maximal de Oyx.

Sejam X7, ..., X} as componentes irredutiveis de (X,0) entao cada uma delas tem a

sua prépria multiplicidade mg(X;). Mas a multiplicidade é aditiva, entao

TTL()(X) = mo(Xl) + ...+ TTL(](Xk)
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Equivaléncia de germes

Também estamos interessados em estabelecer uma relagao entre dois germes, com essa

finalidade consideramos os seguintes conjuntos:

R ={h € O}; h é um germe de difeomorfismo }

C% = {h € O" h é um germe de homomorfismo}

Esses conjuntos munidos da operacao de composicao formam grupos. Consideramos
agora dois germes f,g € O,, dizemos que esses germes sao R-equivalentes, f ~gr g,
quando existe h € R tal que ¢ = f o h. Analogamente dizemos que esses germes sao
Cr-equivalentes, [ ~co g, quando existe h € C tal que g = f o h.

As relagoes ~g e ~co, S0 relacoes de equivaléncia e propriedades que sao mantidas

via C%-equivaléncia sao chamadas de invariantes topoldgicos.

Principio da conservacao do nimero

Essa subsecao é baseada em [10] e [32]. Nosso principal objetivo ndo é trazer uma
abordagem profunda sobre o principio da conservacao do niimero e sim exemplificar como o
aplicamos com a condigao adicional (X,0) C (C",0) variedade analitica Cohen-Macaulay,
ou seja, cujo anel local O, /Ix é Cohen-Macaulay.

Primeiramente vamos enunciar o Principio da conservagao do nimero, assim seja (X, 0)
um germe de variedade analitica em (C",0) e Ox seu anel local, ao deformamos Ox
obtemos o anel local Ox,, sendo S o espaco de parametro da deformagao. Consideramos
agora U uma vizinhanga aberta da origem e X um representante do germe (X, 0) em U,
escolhemos um vizinhanca suficientemente pequena da origem V no espaco de parametro
S=Cen:UxV —V aprojecao canonica, Xg C U x V é uma variedade analitica tal
que Xs N7 1(0) = X. Para s € V nés consideramos X, := Xg N7 1(s).

Teorema 1.34. [Principio da conserva¢ao do nimero]

Seja M um feize em Xg tal que
i) M € um Og—mddulo coerente;
it) My, o “stalk”de M na origem é um Og-modulo de posto finito.

Entao para toda vizinhanca suficientemente pequena U' C U da origem em C™ existe uma

vizinhanga aberta V' C V' da origem em C tal que para todo s € V'

dimc(m|xo>0 = Z dim(c(m’)(s)p.

/
pEXy

sendo X§ = XgN (U x {s}).
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Para aplicarmos o resultado anterior para o nimero de Milnor de um germe de fungao
f € O,, com singularidade isolada. Seja F': (C" x C,0) — (C x C,0) uma deformacao
um parametro de f, ou seja F'(z,t) = fi(z) e fo(z) = f(x) para todo z € C". Vamos
mostrar que para toda vizinhanca aberta U da origem existe uma vizinhanca V' da origem

em C tal que para todo t € V'

u(f) = 3" ulf)y

peU

sendo p(f), o nimero de Milnor da funcao f; : (C",p) — (C, fi(p)). Para verificarmos os

itens i) e ii) vamos precisar dos seguintes resultados
Proposicao 1.35. Seja (X,0) uma variedade analitica entao o feize Ox € coerente.

Proposicao 1.36. [Teorema de preparacaol
Seja m: (X, x0) = (Y,y0) germe de aplica¢io entre variedades analiticas. Se M € um

O (x,z0)-mddulo finitamente gerado, entao as afirmagoes sao equivalentes:
a) M é um Oy, -mddulo finitamente gerado via f;
b) dime M/ f*(Myy))M < 0.

Sendo My, o ideal mazimal do anel local Oy € f* 1 Oy — Ox,zo) dada por

f*(h) =ho f.

Nesse caso temos que X; = V(0F/0x;,i = 1,...,n) e 0 nosso feixe é M = Oy,, o qual
é um Ox,-modulo coerente. Agora nds vamos provar o item ii) e para isso consideramos

a aplicagao 7 : (C" x C,0) — (C,0) dada por w(z,t) = t, nessas condigoes

Ox
T (MC)OXt

OCnJrl/th . On+1 — dimg % _ ,u(f) < o0,

S OER I R e 77

dim¢ dim
e pelo Teorema de preparacao nds concluimos o item ii). Assim segue do Principio
da Conservacao do Numero que para toda vizinhanca aberta U da origem existe uma

vizinhanga V' da origem em C tal que para todot € V

u(f) = 37 ulf)

peU

sendo p(f;), o numero de Milnor da funcao f; : (C",p) — (C, fi(p)).

Ainda com a finalidade de deixar claro como os hipdteses do Teorema do Principio
da Conservagao do Numero sao satisfeitas para modulos Cohen-Macaulay, também
registramos o seguinte:

Seja M um feixe de O x-modulo coerente e 7 : (X,0) — (5,0), sendo S suave. Vamos
supor que My = M é um Ox-modulo finitamente gerado, entao M também é um Og-
modulo via 7% : Og — O,,. Se M nessas condigoes é um Ox-moédulo Cohen-Macaulay e

dim M = dim Og, entao podemos aplicar o principio da conservacao do numero.
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Como estamos supondo que 9% é coerente precisamos mostrar somente o item ii) e

precisaremos da seguinte proposicao:

Proposicao 1.37. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis locais noetherianos e M
um S-modulo finitamente gerado que também é um R-mddulo finitamente gerado via ¢.
Entao

depthp M = depthg M dimp M = dimg M

De fato como M ¢é um Ox-mddulo Cohen-Macaulay e dim M = dim Og, entao pela

formula de Auslander Buchsbaum, Proposicao 1.13, temos

pdp, M + depthy M = depthy Og = dimp, Oy,
mas pelo lema anterior

depthp, M = depthy M = dimp, M = dimpg M,

logo pdp, M = 0 resultando que M é um Og-module livre e por ser finitamente gerado
tem posto finito, assim provamos o item ii) e podemos aplicar o principio da conservagao
do nimero para 91, ou seja para toda vizinhanga suficientemente pequena U’ C U da
origem em C" existe uma vizinhanga aberta V' C V da origem em C tal que para todo
seV’

dime (M| x,)o = Y dime (M x)p-

pEXy

sendo Xg = XgN (U’ x {s}).

Morsificacao

Nessa subsecao vamos introduzir o conceito de Morsificacao. Com essa finalidade seja
f € O, como definimos anteriormente um ponto x € C" é um ponto critico de f, quando

x € V(Jf), além disso quando a matriz Hessiana de f no ponto z,

2 2
g—é(x) —axalafzn (x)
Hess(f)(v) = : :
e GO = 1C)

é nao degenerada (invertivel), diremos que o ponto z é um ponto critico de Morse de f.

Definigao 1.38. Um germe de funcao f € O,, é de Morse quando todos os seus pontos

criticos sao de Morse.
Proposigao 1.39. Seja f € M2 = (v;xj; i,j = 1,...,n), sdo equivalentes:

a) 0 é um ponto critico de Morse;
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b) Jf = M;
c) u(f) =1
Uma deformacao a 1-parametro de f € O,, é uma aplicacao
F:(C"xC,0)—=C
(Z’,t) = F((L’,t) - ft(x)
tal que F(z,0) = f(x) Vo € C™.

Definigao 1.40. Uma Morsificacao de f € O,, é uma deformagcao a 1-parametro de f tal

que f; é uma funcao de Morse para todo t # 0.
Proposicao 1.41. Todo germe de funcao f € O, admite uma Morsificacao.

Também precisamos do conceito de funcao de Morse levando em consideragao um

conjunto, com essa finalidade vamos definir a estratificacao de Whitney.

Definicao 1.42. Sejam M uma variedade diferenciavel, XY C M subvariedades
diferenciaveis, e € X. Dizemos que Y é Whitney regular sobre X em = quando, dadas
duas sequéncias (z;), e (y;), em X e Y, respectivamente, ambas convergindo para x com

x; # y; para todo i. Se
i) T,,Y converge para 7'
ii) As retas L; convergem para L, sendo L; a reta cuja direcao é :@,

entao L C T.
Além disso se Y é regular sobre X em todo ponto x € X dizemos que Y é Whitney

regular sobre X.
As convergéncias na definicao anterior sao nos grassmannianos adequados.

Definicao 1.43. Sejam M uma variedade diferenciavel e V' C M.

Uma estratificacao de V' é uma particao, X, de V' em subvariedades de M satisfazendo:

i) A condigao de finitude local:
Para todo ponto x € V existe uma vizinhanga em M que intersecta finitos elementos

de X.

ii) A condigao de fronteira:
Seja X,Y € X tais que X NY # 0, entdo Y C X.

Os elementos de X sdo chamados estratos.

Definicao 1.44. Sejam M uma variedade diferencidvel com estratificagao X. Dizemos

que X é de Whitney quando
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A) Se X,Y € X e (y;) uma sequéncia de pontos em Y convergindo para z € X tal que
T,,Y converge para 1T', entao
T.X T

B) Para quaisquer estratos X,Y € X tivermos que Y é Whitney regular sobre X;

A primeira condi¢ao também é conhecida como condigao A de Whitney enquanto que
a segunda ¢ conhecida como condi¢cao B de Whitney a préxima proposigao nos diz que a

condicao B implica a condicao A.

Proposicao 1.45. Sejam M wuma variedade diferencidvel, XY C M subvariedades
diferencidveis. Seja (y;) uma sequéncia de pontos em'Y convergindo para x tal que T,Y

converge para T. Se'Y é Whitney reqular sobre X no ponto x € X entdo
T.XCT.
Proposigao 1.46. Todo germe (X,0) tem uma estratificacao de Whitney.
Para mais detalhes sobre estratificacdo de Whitney indicamos [12].

Definigao 1.47. Sejam (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica complexa com
estratificagao de Whitney X e f : (C",0) — (C",0) um germe de func¢ao. Dizemos que f

¢ de Morse para X quando:

i) Se Xy é o estrato contendo a origem, Xy # {0}, entao h |x,: Xo — C deve ter um

ponto critico nao degenerado na origem.

ii) Seja X, € X e (z;) uma sequéncia de elementos em X, convergindo para origem,

tais que T, X, converge para 7. Entao se 0 ¢ X, df(0) deve ter posto méximo em
T.

Observamos que uma fungao de Morse f : (C*,0) — (C,0) é também uma fungao de
Morse com relagao a estratificagao X = {C"}, pois i) ¢ satisfeita pela defini¢ao de fungao

de Morse e a segunda ¢ satisfeita por vacuidade, pois nao existe estrato X, € X, tal que

0¢ X..

Proposigao 1.48. [7/Sejam (X,0) C (C",0) uma variedade analitica com estratifica¢do
de Whitney X e h : (C",0) — (C,0), fungdo holomorfa tal que dentro de uma bola
contendo a origem, B, a restricao de h ao estrato é singular somente na origem. FEntao
existe uma familia de funcgoes analiticas reais de fungoes holomorfas hy = (C™,0) — (C,0)
com t pertencente em algum intervalo [0,¢), tal que ho = h e para t # 0 a fungdo hy tem

somente singularidades de Morse em X dentro de B.
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Hipersuperficie com singularidade isolada

Essa subsecao é baseada em [29, 31].

Seja (X,0) € (C",0) um germe de variedade analitica. O ideal Ix é gerado por um
tnico elemento nao nulo se, e somente se, (X,0) tem dimensao n — 1. Nessas condigoes
dizemos que (X, 0) é um germe de hipersuperficie. Assim dada uma hipersuperficie (X, 0)
no6s temos um germe de fungao associado a (X, 0), a saber o gerador do ideal Iy = (¢).
(X,0) é suave quando a matriz jacobiana, J[¢|, assume posto méximo em todos os pontos
xr € X, em outras palavras quando ¢ |x: (X,0) — C é uma submersao. Na maior parte
dos casos consideraremos hipersuperficies com singularidade isolada na origem, ou seja,
existe um aberto U C C" tal que 0 € U e J[¢] assume rank maximo em todos os pontos
de X N U \ {0}, quando tal aberto U nao existir dizemos que a hipersuperficie possui
singularidade nao isolada.

Além disso, consideramos o ideal gerado pelas derivadas parciais de ¢

[0 09
so= (32 ).

o qual chamamos de ideal jacobiano e ¢é utilizado para calcularmos o nimero de Milnor
da hipersuperficie, ;(X,0) = pu(¢), esse ntiimero é a dimensao como C-espago vetorial do
quociente O,,/J¢, logo
(@)
X,0) = = dim¢ —.
11 ) = u(¢) c5 )

Teorema 1.49. O numero de Milnor € um invariante topoldgico, ou seja,

[ ~cor g = u(f) = u(g).

Temos ainda outro nimero associado a hipersuperficie (X,0), chamado nimero de
Tjurina, 7(X,0) = 7(¢), o qual é a dimensao, como C-espago vetorial, do quociente

On/(J¢ + (9)), ou seja,

O

7(X,0) = 7(¢) = dim¢ m

Segue imediatamente da definigao que 7(X,0) < u(X,0). A seguinte proposi¢ao
caracteriza hipersuperficies com singularidade isolada.

Proposigao 1.50. Seja (X,0) C (C*,0) um germe de hipersuperficie tal que Ix = (¢).

Sao equivalentes:
a) (X,0) tem singularidade isolada;
b) O ideal Jp + (¢) contém uma poténcia do ideal mazimal M,,;

c) O ideal J¢ contém uma poténcia do ideal maximal M,,;
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d) p(X,0) < oo;
e) 7(X,0) < oo.

Quando existir niimeros inteiros positivos a, ..., a,, a tais que

Ot xy, ., twy) = t°O(21, .y ),

dizemos que (X, 0) é um germe de hipersuperficie quase homogéneo do tipo (aq, ..., a, : a),
os numeros a; sao os pesos das variaveis z; e a € a filtracao de ¢. Nessas condigoes existe
um campo € = (a2, ..., a4, T, ) tal que do(e) = agp, esse campo é chamado campo de Euler.

Dessa maneira temos que se um germe de hipersuperficie (X, 0) é quase homogéneo, entao

Q€ Jo.

Teorema 1.51. [36] Seja (X,0) um germe de hipersuperficie com singularidade isolada.
(X,0) € quase homogéneo com respeito a algum sistema de coordenadas se, e somente se,
7(X,0) = (X, 0).

Intersecoes completas com singularidade isolada

Essa subsecao é baseada em [16, 29].

Sejam (X,0) C (C™,0) um germe de variedade analitica de dimensao k e Iy o ideal
correspondente. Quando [x tiver o nimero minimo de geradores igual a n — k dizemos
que a variedade (X,0) é uma Interse¢ao Completa. Segue da Proposi¢ao 1.7 o seguinte

resultado

Proposicao 1.52. O ideal I = {(¢y,...,0n_1) define uma intersecio completa (X,0) =

(V(I),0) se, e somente se, 1, ..., on_k € uma sequéncia reqular em O,.

Dessa maneira suponhamos

IX = <¢17 ~-~7¢n—k->

x € X é um ponto singular de (X, 0) quando a matriz jacobiana

%(w) %1(95)
J[@1, oy i) () = : : ,
Wt(e) . %)

nao possui posto maximo, n — k, caso contrario x é um ponto regular. A partir de agora
consideraremos z = 0 uma singularidade da interse¢ao completa (X,0), dizemos que
(X,0) é uma intersegdo completa com singularidade isolada (ICIS), quando existir uma

vizinhanca U da origem em C", tal que para todo z € U N X \ {0} é regular.
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Observamos que o conceito de ICIS generaliza o de hipersuperficie com singularidade
isolada, para o qual nés temos definido o nimero de Milnor. Hamm [20, 21] definiu
o nimero de Milnor de intersegdes completas, o qual denotamos por u(X,0) =
p(p1, ...y On_k) e fazemos o calculo utilizando o seguinte resultado, também conhecido

como formula de Lé-Greuel:

Proposigao 1.53. Seja (X, 0) intersegdo completa com singularidade isolada tal que Ix =
<¢17 "-7¢n—kz> C On, entao

O,
<¢17 ceey (bnfkfl) + J(¢1> [RES! (bnfk)’

(D1, oy Prp—1) + p( @1, oy Prp—1, Pn—i) = dime
Sendo J(p1, ..., pn—r) 0 ideal gerado pelos menores de ordem mdzima da matriz jacobiana

J[D1y vy P—i)-

Proposicao 1.54. Seja (X,0) uma ICIS tal que Ix = (¢, ..., ¢r), entao

dim(J (¢, ..., p)) =k — 1

Assim como hipersuperficies também temos definido o nimero de Tjurina de uma
intersecao completa (X, 0). Para sermos mais precisos o nimero de Tjurina de uma ICIS
(X,0) é a dimensao do espago base da deformacdo semi universal minimal de (X,0), e

temos a seguinte caracterizacao algébrica para o numero de Tjurina de uma ICIS.

Teorema 1.55. [16, Teorema 1.16] Seja (X,0) < (C",0) wma ICIS, tal que
]X = <¢1,...,¢k>. Entao

Ok
(do(e;), i=1,...,n) + IxOF’

7(X,0) = dim¢ (1.6)

sendo d¢ o diferencial da aplicagdo ¢ = (¢1, ..., ¢r) : (C*,0) — (C*,0).

A partir de agora utilizamos a caracterizagao anterior para calcularmos o nimero de
Tjurina de uma ICIS.

Uma intersecao completa (X, 0) determinada por ¢, ..., ¢x é quase homogénea do tipo
(a1, ..., an,dy, ..., di) quando existem nimeros inteiros positivos ay, ..., a,, di, ..., di, tais que
para todoi=1,...,k

Gty . 1 2,) = 1Y By

Temos uma generalizagao do Teorema 1.51.
Teorema 1.56. [/1] Seja (X,0) uma ICIS de dimensdo positiva. (X,0) é quase

homogéneo com respeito a algum sistema de coordenadas se, e somente se, T(X,0) =

(X, 0).
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Singularidade determinantal isolada

Sejam m, n, t ndmeros naturais tais que ¢ < min{m,n}. Denotamos por M,,,(C) o
conjunto das matrizes m por n com entradas C.
Uma singularidade determinantal genérica do tipo (m,n,t), é o conjunto de todas as

matrizes A € M,,,, tais que rank(A) < ¢, em outras palavras
M}, ={A € My, ,; rank(A) < t}.
Em [2], Arbarello mostra que Mﬁnn ¢ uma variedade algébrica cuja dimensao
dim(M,, ) =mn—(m—t+1)(n —t+1).
Para definirmos singularidades determinantais consideramos o germe de aplicacao

F:(CYN,0) = M,,,(C)
fulz) o fial()

X +—r

fm(@) o fon ()
tal que f;; é holomorfa para todoi=1,....mej=1,..,n.
Definigao 1.57. Seja (X,0) = (F~'(M},,,),0). Quando
dim(X,0)=N—-(m—t+1)(n—t+1),

dizemos que (X,0) é uma Singularidade Determinantal do tipo (m,n,t). Além disso
quando para todo z € X \ {0},

rank(F(z)) =t —1

dizemos que (X,0) é uma Singularidade Determinantal Isolada, o qual abreviamos por
IDS.

Teorema 1.58. [35, Teorema 4.10] Se (X,0) é uma IDS de dimensao positiva, entdo
(X,0) € reduzida.
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Capitulo 2
O numero de Bruce-Roberts

Nesse capitulo vamos introduzir o nimero de Bruce-Roberts e o niimero de Bruce-Roberts
relativo de uma germe de fungao f € O, com respeito a uma variedade analitica reduzida
(X,0) C (C",0). Também definimos a variedade logaritmica caracteristica e a variedade
logaritmica caracteristica relativa do germe (X, 0). Para mais detalhes veja Critical Points
of Functions on Analytic Varieties, de J. W. Bruce e R. M. Roberts, [7].

2.1 Campos de vetores tangentes a variedade

analitica

Consideramos (X,0) um germe de variedade analitica reduzida e ©,, o O,-médulo dos

germes de campos de vetores de (C™,0).

Definicao 2.1. O conjunto dos germes de campos de vetores em C" que sao tangente ao

germe da variedade (X, 0) é definido por
Ox ={£€0,;dh(§) € IxVhe Ix}.

Proposigao 2.2. [7] Seja (X,0) C (C™,0) um germe de variedade analitica tal que X =

U, X, Xi componentes trredutiveis de X para todo 1 =1, .., s.

i) O germe de um campo na origem & € ©,, pertence a ©x se, e somente se, em cada

ponto x € X;, suficientemente prorimo da origem, £ € tangente a X; em x;
ii) Ox = N2, Ox,;
iii) £ € Ox e &(0) =0, entao o fluro ®; de & preserva (X,0), para todo t;

iv) Ezistem campos &1, ..., & € Ox cujos representantes zeram em X e geram o espago

tangente a C" em todos os pontos x € C"\ X suficientemente prézimos da origem;
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v) Se X ¢é equidimensional existe um subconjunto finito de ©x de campos cujos
representantes zeram em Xgng € geram o espago tangente a X em todos os pontos

x suficientemente prorimos da origem.

Em geral é muito complicado trabalhar com o submddulo ©x, pois nao existe um
resultado que exiba seus geradores. Para contornar esse problema vamos introduzir os

campos de vetores triviais.

Definicao 2.3. Seja (X,0) uma variedade analitica reduzida tal que Ix = (hq,..., hg).

Definimos o submédulo ©% C Oy, como segue
Ok = (€ €Ox; dn(§) =0Vl =1, k) + (heji=1,.. . k;j=1,..,n).
Os elementos de ©% sdo chamados campos de vetores triviais.

Nao ha uma forma explicita para os geradores de ©x quando (X, 0) é uma variedade
analitica qualquer, mas ndés podemos utilizar o SINGULAR, [9], para calcular seus
geradores, o que é feito da seguinte maneira:

Suponhamos que o ideal Ix seja gerado por hy, ..., by germes de fungao em (C",0),

queremos encontrar campos £ € ©,, tais que
dhl(lf) = )\Uhl + ...+ Aklhk

para todo [ =1, ..., k, ou seja,
“~ _Oh
D i My — = Nahy =0,
i1 i

para todo [ =1,...,k. Paracada [l =1,...,k seja

Oh; ohy
T, = —_— =
l Syz <<a$1’ ; axnahla ahk>) )

o qual é calculado utilizando o SINGULAR.
Observamos que 7; ¢ um submédulo de O7** assim nés projetamos as n primeiras
coordenadas de T;, obtendo um submédulo de ©,,, o qual denotamos por 7;,. Finalmente

para obtermos os geradores de ©x basta tomarmos a intersecio NF_,Tj,.

2.2 O numero de Bruce-Roberts

Defini¢ao 2.4. Sejam (X,0) C (C",0) uma variedade analitica reduzida e f € O,. O

nimero de Bruce-Roberts de f com relagao a variedade (X,0), pupr(f, X), é a dimensao
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do quociente O, /df(©x) como C-espago vetorial, ou seja,

psr(f, X) = dimc %

Quando a dimensao ¢ infinita, dizemos que o nimero de Bruce-Roberts de f com

respeito a (X, 0) ¢ infinito.

O ntimero de Bruce e Roberts é considerado por muitos autores como uma
generalizacao do numero de Milnor de um germe de funcao f € O,, pois quando

consideramos a variedade analitica (X,0) = (C™,0) temos ©x = ©,, e consequentemente
u(f) = psa(f, X). Bm geral temos que u(f) < psr(f, X), pois df(Ox) C Jf.

Definig¢ao 2.5. Seja (X,0) C (C",0), um germe de variedade analitica, denotaremos por
Rx o conjunto dos germes de difeomorfismos em (C",0) que preservam X, e por C'Ry

o conjunto dos homeomorfismos em (C",0) que também preservam X.

Notamos que Rx é um subgrupo de R e C°Rx é um subgrupo de C'R.

Observagao 2.6. O item iii) da Proposigao 2.2 nos diz que se £ € Ox e £(0) = 0, entao o

fluxo de &, ®;, pertence ao grupo Rx para todo t.

Definigao 2.7. Sejam (X,0) germe de variedade analitica e f,g € O,,. Dizemos que f e

g sao:
1. Rx-equivalentes, f ~%, g, quando existe h € Rx, tal que f = go h.
2. C"R x-equivalentes, f ~cor, g, quando existe h € C'Rx, tal que f = go h.

Definigao 2.8. Sejam (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica, e f € O,.
Dizemos que f é Rx-finitamente determinado quando existe um inteiro [ tal que para
todo germe g € O, tal que o [—jato de g, j'g, é igual ao l-jato de f, j'f, tivermos
f ~ry g. Em outras palavras

dlg=3'f=f ~ry g

Lembramos que o [—jato de um germe de funcao é o polinémio de Taylor de ordem [ de

um representante do germe em torno da origem.

Proposicao 2.9. [7] Sejam (X,0) germe de variedade analitica reduzida e f € O,,, entdo

sao equivalentes:
i) ppr(f,X) < oo;
it) (V(df(©x),0) C ({0},0);

iii) f € Rx-finitamente determinada.
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2.3 A variedade logaritmica caracteristica

Sejam (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica reduzida e U uma vizinhanca

aberta da origem em C". Para cada x € U denotamos por
@X(IL') = <5(ZL’), o€ @X> cT,U.
Existe uma estratificagdo natural de X introduzida por Saito em [37].

Lema 2.10. [7, 87/ Sejam (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica reduzida e
U uma vizinhanga aberta da origem em C™. Existe uma tunica estratificacio {X,; o € 1}
de U tal que:

1. Cada estrato X, € uma subvariedade conexa imersa de U e U € igual a unido disjunta
UozGIXa ;

2. Sex € U e estd no estrato X, entao o espago tangente T, X, = Ox(z);

3. Se X, e Xy sao estratos distintos tais que X, N X5 # 0, entao Xz C 0X,, sendo
0X, a fronteira de X,.

Definigao 2.11. A estratificagao {X,; a € I} do lema anterior é chamada estratificagao
logaritmica de X, seus estratos X, sao chamados estratos logaritmicos. A estratificacao
¢ holonomica quando para alguma vizinhanga U da origem em C", a estratificacao

logaritmica tem finitos estratos.
Ao longo deste trabalho vamos nos concentrar em variedades analiticas holonomicas.

Proposigao 2.12. [7] Sejam (X,0) C (C",0) um germe de variedade holonomica. Entdo
a estratificagao logaritmica de qualquer vizinhanca suficientemente pequena da origem é

Whitney regqular.

Exemplo 2.13. [7] Se (X,0) C (C™,0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada
entao X possui uma decomposicao em componentes irredutiveis 1, ..., C, nesse caso a
estratificagao logaritmica de (X,0) é dada por Xo =C"\ X, X; =C;\{0},i1=1,...,s¢
X411 = {0}.

Proposicao 2.14. [7] Seja (X,0) um germe de variedade analitica com estratifica¢do
X = {on}aef-

i) Seja X, o estrato logaritmico que contém a origem e Y a intersecio de X com
um espago linear V', passando pela origem complementar ao espago tangente ToX,, .
Entao a estratificagao logaritmica de V é {X,NV} e X € holonémica se e somente

se'Y também €.
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it) Suponhamos que (X,0) é holonémica e sejam Y eV como anteriormente. Entdo
f(C"0) = (C,0) ¢ Morse para X na origem se e somente se f |x,, tem um
ponto critico de Morse ordindrio na origem e f | € uma fungao de Morse em Y

na origem.

Proposigao 2.15. [7] Sejam (X,0) C (C",0) uma variedade analitica com estratificagdo
logaritmica holonémica X. Se f: (C",0) — (C,0) € uma fun¢ao de Morse para X, entdo
[ € Rx equivalente a um germe de funcao da forma x% + ...+ x> + hy(y), sendo x1, ..., T,
coordenadas locais no estrato Xy que contem a origem e yi,...,Yys Sao coordenadas mno
espago transversal Y e hy : (Y,0) — (C,0) é Morse para (Y N X,0)

Proposigao 2.16. [7] Seja (X,0) C (C",0) germe de variedade analitica holonémica. O

germe de qualquer funcdo de Morse em (X,0) € Rx-finitamente determinada.

Em outras palavras, se f € O, é um germe de fungdo de Morse em (X,0) entao
psr(f, X) < oco. O préoximo resultado é uma caracterizacdo para germes de fungoes

R x-finitamente determinados.

Proposigao 2.17. [7] Sejam (X,0) € (C*,0) germe de variedade analitica reduzida e
f € O,. Entao f € Rx—finitamente determinada se, e somente se, a restricao de f a

cada estrato logaritmico de (X,0) € uma submersdo, exceto possivelmente na origem.

Definigao 2.18. Sejam (X,0) < (C",0) um germe de variedade analitica com
estratificagao logaritmica { X, }aer, © € C™ é um ponto critico de f quando a restrigao de
f ao estrato logaritmico que contém z nao é uma submersao, em outras palavras r € X,

é ponto critico quando
df (z) : T, X, — C

nao é sobrejetor.

A partir de agora vamos definir a variedade logaritmica caracteristica de (X, 0),
LC(X,0), o qual possui papel importante nas propriedades de g, veja [18] [19]. Sejam
01, ..., Om 0s geradores de © y em alguma vizinhanca U da origem em C" e T;C" a restricao
do fibrado contangente de C" a U.

Consideramos 1, ..., Tp, P1, ---, Pr um sistema de coordenadas em T*C".

Definicao 2.19. Seja

LCy(X) ={(z,&) € T;C"; £(0i(x)) =0 Vi=1,...,m}.
Definimos a variedade logaritmica caracteristica de X, LC(X,0), como o germe de
LCy(X) em T;C".

Observamos que a variedade logaritmica caracteristica de (X, 0) independe da escolha
dos campos de vetores 4y, ..., 0, que geram Ox, e por definicdo (z,£) € LC(X) se, e

somente se, {(x) é perpendicular a d;(z), Vi=1,...,m.
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Quando a variedade (X,0) é holonomica, sua estratificacdo logaritmica nos dd uma

informacao importante a respeito da variedade LC(X).

Lema 2.20. [7] Se (X,0) € holonémica com estratificagao logaritmica { X, ..., X5}, entdo
o fecho dos fibrados conormais, N*X; = Y; sdo as componentes irredutiveis de LC(X).

Assim . s
o) =Jvi=Un~x
i=0 i=0
Definicao 2.21. Nas condi¢oes do lema anterior denotamos a multiplicidade de Y; em
LC(X) por m;.

Agora vamos considerar f : (C",0) — (C,0) germe de funcdo Rx-finitamente
determinado e F': (C" x C,0) — (C,0) uma Morsificacao de f. Denotamos o niimero de

pontos criticos de F' no estrato logaritmico X; por n;.
Proposicao 2.22. [7] Nas condi¢ées do pardgrafo anterior:
1. O numero n; independe da Morsificagao F';

2. ng = H(f);

3. f tem um ponto critico de Morse em x € X; se, e somente se, dimc O, ,/df (Ox ) =

m;.

Proposicao 2.23. [7] Sejam f € O, germe de fungio Rx-finitamente determinado.
LC(X) é Cohen-Macaulay em (0,df(0)) se, e somente se,

Zmana = upr(f, X).

Lembrando que n, € o numero de pontos criticos de uma Morsificagao de f em X, e mq

a multiplictdade da componente irredutivel Y,,.

Bruce e Roberts, provam que se a variedade (X, 0) tem codimenséo estritamente maior
que 1 entdao LC(X) ndo é Cohen-Macaulay, mais precisamente eles mostram a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.24. [7] Sejam (X, 0) um germe de variedade analitica de codimensdo maior
que 1, entao LC(X) nao é Cohen Macaulay nos pontos em X x {0} C LC(X).

2.4 O numero de Bruce-Roberts relativo e a

variedade logaritmica caracteristica relativa

Finalizamos a se¢do anterior com a conclusdo de que se (X,0) tem codimensao maior

que 1 entao LC(X) nao é Cohen-Macaulay. Consideramos agora o fecho do subconjunto



2.4. O numero de Bruce-Roberts relativo e a variedade logaritmica
caracteristica relativa 27

obtido de LC(X) = U;_,Ys, ap6s retirarmos a componente Yy que corresponde ao estrato

Xo=U\ X. Representamos esse novo conjunto por LC(X)~, assim

Ao longo desse trabalho chamamos a variedade, LC(X)~, de variedade logaritmica
caracteristica relativa de (X,0).

Um fato interessante é que LC (X )~ pode ser Cohen-Macaulay mesmo quando LC(X)
nao é Cohen-Macaulay. Esse é o caso quando (X,0) é uma ICIS quase homogénea [7].

Além disso, temos um resultado similar a Proposicao 2.23.

Proposicao 2.25. [7] Seja f € O, germe de fun¢ao Rx-finitamente determinado.
LC(X)~ é Cohen-Macaulay em (0,df(0)) se, e somente se,

) k41
2n(f, X)) =dimg ———— = MM,
Lembrando que n; é o numero de pontos criticos de uma Morsificacao de f em X; e m; a

multiplicidade da componente irredutivel Y;.

Definigao 2.26. Sejam (X,0) um germe de variedade analitica reduzida e f € O,,
definimos o nimero de Bruce-Roberts relativo de f com respeito a (X, 0) como sendo a

dimensao

O
df(©x) + Ix

O ideal df (©x) + Ix é muitas vezes representado por df(Oy).
Assim, como ppr(f, X) é a codimensao da érbita do grupo Rx através de f, upp(f, X)

ppr(f, X) = dimc

é a codimensao da érbita de Ry através de f no anel local Oy (ver [7]). Observamos que
se upr(f,X) < oo entdo u(f) < oo, pois df (©x) C Jf. Mas ugzp(f, X) pode ser finito

mesmo quando f nao tem singularidade isolada.

Exemplo 2.27. Sejam (X,0) germe de hipersuperficie com singularidade isolada
determinado por ¢(x,y,2) = 3 + 2%y +y" + 22 e f : (C3,0) — (C,0) dada por
f(x,y,2) = zyz, entdo f nao tem singularidade isolada e pgz,(f, X) = 53.

No exemplo anterior o Bruce-Roberts relativo é finito porque o conjunto singular de f
nao esté contido em (X,0). No préoximo resultado nds provamos que se u(f) < oo entao

a condigao pupgr(f, X) finito é equivalente a pgp(f, X) finito.

Proposicao 2.28. Sejam (X,0) variedade analitica reduzida e f € O, germe de fun¢ao

com singularidade isolada. Entao

MBR(f?X) < OO<:>N§R(f7X) < 0.
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Demonstracao: Por hipétese temos pzy(f, X) < 0o, logo (V(df (©x)+1x),0) C ({0},0).
Se existe um elemento nao nulo z € (V(df(©x)),0), entdo = nao pertence a (V(Ix),0),

pois nesse caso x pertenceria a V(df(©x) + Ix,0), mas JfIx C df(©x), resultando

af
8xi

hMz)=—(z)=0,i=1,...,neVh e Ix,
logo (Of/0x;)(x) =0, i =1,...,nex € (Xf,0) = ({0},0), o que é um absurdo, pois
x # 0. Portanto (V(df(©x)),0) C ({0},0) e upr(f, X) < oo.

Reciprocamente suponhamos ppr(f, X) < oo como df(©x) C df(©x) + Ix, temos
ppr(f, X) < ppr(f, X). logo se upr(f, X) < oo temos imediatamente ppr(f, X)™ < 0.

Observamos que a implicacao ppr(f, X) < 0o = pugr(f, X) < 0o é sempre verdadeira,
independente do conjunto singular do germe de funcao f.
A seguir damos uma caracterizacdo geométrica para a finitude de pgzg(f, X), cuja

demonstracgao segue as mesmas ideias de [5, Proposigao 2.8].

Proposicao 2.29. Sejam (X,0) uma variedade analitica reduzida e f € O,. Entdo
ppr(f, X) < oo se, e somente se, f restrita a todos os extratos logaritmicos exceto C™\ X

¢ uma submersao exceto possivelmente na origem.

Demonstracao: Se pugzp(f,X) < oo entdo (V(df(©x) + Ix,0) C ({0},0). Seja X,
um estrato logaritmico tal que X, # C" \ X, entao para todo x € X, \ {0}, temos
T,X, = Oxy, logo df (x)(1,X,) = df(©x,) = C. Portanto se ugp(f,X) < oo entdo
f |x. é uma submersao. Para a reciproca suponhamos que ({0},0) & (V(df(©x)+ Ix,0),
entao existe x # 0 tal que x € X, C X e df(x) : T, X, — C é identicamente nulo, pois

df (z)(0(z)) = 0 para todo § € Ox, e assim f |y, ndo é uma submersao.
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Capitulo 3

O numero de Bruce-Roberts sobre
uma hipersuperficie com

singularidade isolada

Sabemos que ppgr(f,X) > p(f) e que se (X,0) é uma variedade analitica reduzida de
codimensao maior que 1 entdo LC(X,0) nao é Cohen-Macaulay, ver [7]. Se (X,0) é
uma hipersuperficie qualquer é um problema em aberto se LC(X,0) é Cohen-Macaulay.
Quando (X, 0) é uma hipersuperficie quase-homogénea com singularidade isolada e f um

germe de fungdo R x-finitamente determinado, em [34] é provado

per(f, X) = p(f) + (X 0 f71(0),0). (3.1)

e que LC(X,0) é Cohen-Macaulay. Nesse capitulo nds generalizamos esses resultados de

[34] para uma hipersuperficie com singularidade isolada mostrando

MBR(va) = :u(f) + :u(f_l(o) ﬁX, 0) +N(X7 O) - T(X7 0)7 (32)

e que LC(X,0) é Cohen-Macaulay. Os resultados deste capitulo estao no artigo [33].

3.1 Hipersuperficie com singularidade isolada quase

homogénea

Se (X, 0) é um germe de hipersuperficie com singularidade isolada com estrutura reduzida,
Ix = (¢) entdo
Ox ={£ € 0,; dp(§) = \p, com \ € O,}.

Como ja observamos no capitulo anterior calcular o modulo ©x nao é uma tarefa
simples, mas quando (X, 0) é uma ICIS quase homogénea Wahl exibiu em [42] os geradores
de © X-
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Proposicao 3.1. [7, 42/ Seja (X,0) uma ICIS quase homogéneas com pesos oy, ..., 0,
definida por h : (C",0) — (C*,0). Entdo Ox, é gerado por

Zalxlel, L (J), hiej,i=1,. k;j=1,...,n
=1

Sendo Ii41(J) os menores de ordem k + 1 da matriz

€1 €n
Ohy Ohy
g= | e
Ohy Ohy.
o1 OTn

ou seja, 0s menores de ordem mdrima.

O campo ¢ = > ' | ayye; é chamado campo de Euler, os demais campos pertencem a

©x mesmo quando (X, 0) é uma variedade analitica qualquer.

Corolario 3.2. Se (X,0) € wma hipersuperficie com singularidade isolada quase

homogénea entao

Ox = (e) + I»(J),

€1 €n
JZ(@_ @)'
Ox1 Oz

Neste caso dado f € O,, temos que

sendo

df(©x) = J(f,¢) + {df ().

Em [34] para provar a igualdade (3.1) é utilizado o seguinte lema algébrico:

Lema 3.3. [7] Sejam R um anel local, A uma matriz de ordem q X p, com p > q, v uma
sequéncia de p elementos em R e A a matriz de ordem (¢ — 1) X p obtida de A retirando

a ultima linha. Consideramos

A

= (up,....,u) = A0, A= (g, u ) = A0T,

Denotamos o ideal em R gerado pelos menores de ordem q de A por 1,(A) e definimos de

~

forma similar 1,_1(A). Finalmente sejam

I/:]q_l( )+<U1, a“q—l)?
7" = Iq(A) + <u17. .,uq>,
I = I(A) + (ur, ..., uy1)
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Se R é Cohen-Macaulay de dimensao p e [(R/I) < oo, entdo
(R/I)=1UR/I")+(R/T").

Em [34] considerando a matriz

of of
A= %;2 85”(;1 e o vetor v =c¢

oxr1 7 Ozn

no lema 3.3, temos que

I = L(A) + (df(2)) = J(f.6) + (df () = df (Ox).

Portanto
MBR(,ﬂ X) = dlm(c W = dlm(c T = dlmc T + dlrn(c 7
O, . O,
= dim¢ — +dimg ——m———
“If C & Ox) + (@)

= u(f) + u(f71(0) N X,0),

sendo a ultima igualdade é consequéncia da seguinte proposicao:

Proposicao 3.4. [7] Sejam (X,0) uma ICIS quase homogénea e f € O,, tal que f :

(X,0) — C tem singularidade isolada, entdo

On

I p(f~1(0) N X, 0).

ppr(f,X) = dimc

A seguir daremos uma caracteriza¢ao para o numero de Milnor de f, u(f), em funcao

de ©x quando (X, 0) é hipersuperficie quase homogénea com singularidade isolada. Como

df(©x) C df(©y) podemos considerar a sequéncia exata canonica

df (Ox) O O,

0= df (©x) - df (©x) -~ df (©x)

— 0,

entao

df (Ox)
df (©x)
df (Ox)
df (Ox)

ppr(f, X) = dimc + ppr(f, X)

= dimg +u(f71(0) N X, 0).
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e por (3.1) temos que

_ o df(Oy)
u(f)—dlmcm.

Observamos que a relagao (3.1) é vdalida somente para hipersuperficie com

singularidade isolada quase homogénea.

Exemplo 3.5. Sejam (X, 0) hipersuperficie com singularidade isolada determinada por
d(x,y,2) = 23+ 2%y? + 37 + 23, e f um germe de fungio dado por f(z,y,2) = 2% + yz.

Calculamos o ntiimero de Milnor e de Tjurina de (X, 0),
u(X,0) =22,7(X,0) = 20.
Como esses numeros sao distintos (X, 0) nao é quase homogénea e
par(f, X) =23 # u(f) + (X 0 f7(0),0) = 1+ 20,

mas continua valendo

3.2 Hipersuperficie com singularidade isolada

Nessa segao vamos considerar (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e
f € O, germe de funcao R x-finitamente determinado, nés vimos no Exemplo 3.5 que nao

vale a igualdade (3.1), mas vale
per(f,X) = p(f) + (X N0 F71(0),0) + u(X, 0) — 7(X, 0).

Essa igualdade foi conjecturada em 2010 durante o doutorado de Oréfice-Okamoto.
Nesta secao vamos demonstrar essa conjectura e como consequéncia respondemos a uma
pergunta que foi proposta em 1988 por Bruce e Roberts, [7], mais precisamente mostramos
que a variedade logaritmica caracteristica de qualquer hipersuperficie com singularidade
isolada, LC(X), é Cohen-Macaulay.

Como ja comentamos anteriormente, nao é uma tarefa simples exibir os geradores
do médulo ©x. Quando (X,0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada, nao
necessariamente quase homogénea, nés nao temos uma caracterizacao para os geradores
do Oy, para contornar esse problema nés vamos utilizar o submoédulo dos campos triviais,

©%, e neste caso temos por definigao

o% z (8_¢ 0¢

oxy " Oz,

x =S

) + <¢€j, ] = 1, ...,TL>,

como estamos supondo que (X, 0) tem singularidade isolada entao d¢/dxy, ...,0¢/0x, é
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uma sequéncia regular em O,, e consequentemente pela Proposicao 1.23

0¢p 0¢p g er ... €y
Syz a—ajl,...,axn = 19 ¢ ¢ |-

Ox1 Oz,

Proposicao 3.6. [5] Sejam (X,0) uma ICIS determinada por ¢ : (C",0) — (C*,0) e
f € O,. Se f é Rx-finitamente determinada, entio (f,¢) : (C*,0) — (C*1 0) define
uma ICIS.

Proposicao 3.7. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e f € O,

Entao 0
psr(f, X) < oo se, e somente se, dimg ——=— < 00

df (0%)

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que dimc¢ O,,/df (0%) = oo, entao ({0},0) &
(V(df(©%),0), ou seja existe x # 0 tal que

gzﬁ(x)ggi () =0,Vi=1,...,n.

Por hipétese f é Rx-finitamente determinado, logo u(f) < oo e (V(Jf),0) = ({0},0).
Assim ¢(z) =0 ez € (V(J(p, f) + (#)),0), o que contradiz a Proposicao 3.6.
A reciproca segue da inclusdo df (©%) C df(Ox), a qual implica

< dim¢ "

On
df (©x) df (©%)

dim(c

Com o resultado anterior obtemos a reciproca da Proposicao 3.6.

Proposicao 3.8. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada determi-
nada por ¢ : (C",0) — (C,0) e f € O,. Se (f,¢): (C",0) — (C%0) define uma ICIS, e

wu(f) < oo, entio f é Rx-finitamente determinada.

Demonstragao: Vamos provar que (V(df(0%),0) = ({0},0), pois como df(©%) C
df(©x), entao V(df(©x)) C V(df(©%)). Por hipdtese (f,¢) : (C*,0) — (C2,0) define

uma ICIS, entao por Lé-Greuel temos que

p(X,0) + u(f7H(0) N X, 0) = dime TF.0) + @)

e portanto,

V(J(f,0) +(9),0) € ({0},0).

Temos que

A (OF) = J(£,0) + (62, j=1,...n).
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Seja € V(df(0%),0) = V(J(f,¢) + (955, j=1,...,1),0)

entao
of

Sa) (@) =0V j=1,.m,

mas por hipdtese, u(f) < oo, ou seja, existe jo € {1,...,n} tal que

of

axjo

(z) # 0,
logo ¢(z) = 0, ou seja,

r e V(J(f,9),00nV((¢),0) = V(J(f,0) + (¢),0) € ({0},0).

Portanto
V(df(©%),0) C ({0},0).

Observamos que a hipétese u(f) < oo ndo é muito restritiva, pois caso contrario temos

imediatamente que f nao é R y-finitamente determinada, pois pupr(f, X) > u(f).

Inspirados pelo caso quase homogéneo nds obtivemos o seguinte resultado também

utilizando o Lema 3.3.

Proposicao 3.9. Sejam (X,0) um germe de hipersuperficie com singularidade isolada
determinado por ¢ : (C",0) — (C,0) e f : (C",0) — (C,0) um germe Rx-finitamente

determinado. Entao

On

s = H() 4 (0P X,0) 4 4(X.0).

dim(c

Demonstragao: Consideramos os seguintes germes de aplicagao

H: (C"xC,0)— (C,0), g:(C"xC,0)— (C,0)
(z,t) — e'p(x) (z,t) = flx) +#*

Aplicando o Lema 3.3 em

99 99 99 of of 94
A _ ox1 o Oz, ot _ Ox1 e Oy e
OH OH 0H etd¢ 00 elo

or1 = Oxn ot o1 OTn

v=1(0,..,01) e C",
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obtemos,

I" = I(A) + (u,uz) = (' (FL 52 — 2L52), ' (520 — 20 5%), 2t,¢'9),

I =D(A) + (w) = (e (fL 5 — L50) ¢! (8Lo — 252, 21).

assim, pelo Lema 3.3,

. On—i—l . On—H . On—i—l
dime ( i ) = dim¢ ( 7 ) + dim¢ ( T ,

mas

dim¢ [/+1 = dim¢ 77 = u(f),

dim¢ OL;A = dim¢ O = u(X,0) 4+ p(f71(0) N X) pela férmula de Lé-Greuel .
I (¢) +J(f. ¢)

Assim obtemos a igualdade

On

grery = M+ (IO N X,0) + (X, 0).

dim(c

Corolario 3.10. Nas mesmas condicoes da proposicao anterior

df (Ox)
df(O%)

psr(f, X) = p(f) + p(f71(0) N X,0) + p(X,0) — dime

Demonstracgao: Consideramos a sequéncia exata

#Ox) O, o,
" aren) T aey dey)
logo
pon(l, X) = dime gy — e g

df (Ox)
df(O%)

= H(f) +:U(f_1(0) ﬂX, 0) +M(X> 0) - dim(C

a ultima igualdade segue da Proposicao 3.9.
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Nosso objetivo agora é mostrar que

df (Ox)
“df(e%)

=7(X,0).

O que sera feito em duas etapas, primeiro vamos mostrar que a dimensao do
quociente acima nao depende do germe de fungao R x-finitamente determinado f, depois
consideramos um germe de funcao especifico, para o qual teremos a igualdade desejada.

O préximo lema d4 uma caracterizagao para os elementos de ©%.

Lema 3.11. Sejam (X, 0) germe de hipersuperficie com singularidade isolada determinado
por ¢ : (C",0) — (C,0). Suponhamos que n € Ox e dp(n) = Ao, para algum \ € O,,.
Nessas condigoes

n € ©% se, somente se, A € J.

Demonstragao: Se n € ©%, entio A\ € J¢, pela forma como definimos ©%.
Reciprocamente, se A € Jo, entao existe 0§ € O,, tal que dp(f) = X. Logo dp(n—¢f) =0e
n — ¢f pertence ao syzygy de J¢. Como ¢ tem singularidade isolada, d¢/0x, ..., dp/0x,,
¢ uma sequéncia regular em O,,, portanto syz(0¢/0z1, ...,0¢/0z,) é gerado pelas relagoes

triviais, mais especificamente

o (20 90N _[90 0 0900 . 4 ,
Y 81‘1’”"81‘” N 8%8% &Ejé?mi’ R )

Assim 1 — ¢ € ©%, resultando n € ©%, pois ¢f € O%.
[ |

O lema a seguir caracteriza os campos de vetores em Oy que zeram o diferencial de

um germe de funcao R y-finitamente determinado.

Lema 3.12. Sejam (X, 0) uma hipersuperficie com singularidade isolada determinada por
¢ : (C",0) = (C,0) e f € O, germe de fungcio Rx-finitamente determinado. Se existe
n € Ox tal que df(n) =0, entio n € O%.

Demonstragao: Sabemos que (f,¢) : (C"0) — (C?0) define uma ICIS pela
Proposigao 3.6, consequentemente a variedade do ideal J(f, o), V(J(f, ¢)), tem dimenséao
1 (Proposigao 1.7). Além disso como ¢ e f possuem singularidade isolada, entdao para
todo x # 0, x € V(J(f, 9)), o posto da matriz jacobiana de (f, ¢) em x é igual a 1. Dessa
maneira V (J(f, ¢)) é uma IDS do tipo (2,7, 2), portanto é Cohen-Macaulay e a variedade
V(J(f,¢)) é reduzida pelo Teorema 1.58.

Suponhamos agora que n € ©%. Pelo Lema 3.11, d¢(n) = A\, para algum \ € O,,\ J o,
mas df (n) = 0 ou sejan € syz(0f/0x,...,0f /0x,) = (Of /0x;0/0x; — O f |Ox;0/0x;), pois

f tem singularidade isolada e portanto 0f/0xy, ...,0f /Ox, é sequéncia regular.
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Assim \¢ = do(n) € J(f, ), consequentemente V(J(f,¢)) C (V(Ap)) = V(A U
V(¢). Consideramos agora C1, ..., Cj as componentes irredutiveis de V(J(¢, f)). Como
V(J(¢, f)) é reduzida de dimensao 1, cada componente C; é uma curva irredutivel em
(C",0). Em particular C; C V(X) ou C; C V(¢), para cada i =1,..., k.

Se C; ¢ V(¢) para todo i = 1,...,k, entdo C; C V(A) para todo i = 1,..., k, logo
V(J(f,9)) C V(A). Portanto A € VA C /J(f,0) = J(f,6) C J(¢), o que é uma
contradigao pela forma como tomamos A. Por outro lado se C; C V(¢) para algum i,
entdo C; C V({(¢) + J(f,®)), o que é um absurdo, pois (f,¢) define uma ICIS e ¢ tem

singularidade isolada.
|

Proposicao 3.13. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e f € O,

germe de funcao Rx-finitamente determinando. Definamos

E @X — df(@X)
§ = df(§)

Entao E induz um isomorfismo

_ oy df(ex)
brer 7 aren)

Demonstragao: A aplicagio E é sobrejetora e E(0%) = df(0%) pela forma como

definimos F, desta maneira basta mostrarmos que
ker(E) C ©%,

ou seja, se ) € Oy é tal que df(n) = 0, entdo n € ©%. Portanto segue do lema anterior
que ker(E) C ©%.

Pela proposicao anterior existe uma curiosidade surpreendente, o quociente
df (©x)/df (©%) independe do germe de funcio Ry-finitamente determinado f que
estamos considerando.

A seguir damos uma caracterizagao para o nimero de Tjurina de uma hipersuperficie
com singularidade isolada (X,0) utilizando os campos de vetores tangentes a

hipersuperficie, © y.

Proposicao 3.14. Sejam (X,0) C (C",0) hipersuperficie com singularidade isolada
determinada por ¢ : (C",0) — (C,0) e p: C* — C uma fungdo linear ndo nula. Entdo

dp(Ox)

X =di .
7(X,0) imc ap(67)
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Demonstrag¢ao: Como p é uma fun¢ao linear nao nula, podemos supor que p(z1, ..., z,) =

ayxry + -+ - + ayx,, com a; # 0. Consideramos a seguinte sequéncia exata

On o) On x  On
dp(O%)  dp(O%)  (9) + o

0 — ker(a) —

onde « é dada pela multiplicagdo por d¢/dx1, i é a inclusao e 7 projegao. Essa sequéncia
é exata, pois

dp(Ok) = (9) + J(p, ) C (¢) + Jo.

Além disso,

(9) + o

ker(™) = oy + 7, 9)°

(22) + (¢) + J(p, §)
(o) +J(p, o)

entao ker(m) C Im(«). A inclusdo contréria segue porque 7o« = 0. Assim,

Im(a) =

dimg ker(a) = dim¢ ﬁ =7(X,0).

Para concluirmos basta provarmos a igualdade

ker(a) =

De fato, dado g € dp(©x) existe £ € Ox tal que g = dp(§).

Nés temos dop(€) = Z&-@¢/8xi = Ao, para algum A € O,, e dp(§) = Zaifi.
i=1 =
Portanto,

’l

0 0
—amng( G~ ) € (0)+ o)

a¢ 09 ¢
81’1 81‘1 Z zgz = ax </\¢ Zgz ) + Z ajgja

O que mostra a inclusao

dp(Ox)

@)+ J(p, ) © Fere)

Reciprocamente, seja g € O, tal que g0¢/0x1 € (¢)+J(p, $), entdo existem b, b;; € O,
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tais que
¢ ¢ ¢
—g=0bp+ Z bij (al —aj )
Oz 1 1<i<j<n / 0$Z
0 0
= bo + a—i(—bu@z — binan) + a—(i(bm&l — basag — -+ — banay)
¢
+-+ O (blnal + b2na2 + e+ b(n—2)nan—2 + b(n—l)nan—l)
= be + Z Z b,kak ;
k#J
onde by = —bj, se j < k e by = by, se k < j. Dessa maneira,

Z bmak ™ Z ik Uk

k#ﬂ
e consequentemente

n n n

0 0

—Zb'lkak)—— Zb( ap | =— €06
Yk ] X5

k=2 g =2 \ k=1, Ox;

k#j

finalmente com um simples calculo obtemos dp (a—11§> =ge

dp(Ox)

ker(a) C m

Como consequéncia imediata das Proposicoes 3.13 e 3.14, nds temos

Teorema 3.15. Sejam (X,0) C (C™,0) hipersuperficie com singularidade isolada e [ €

O,, germe Rx-finitamente determinado. Entao

. Ox . df(Ox)
X,0) =dimg — = dim .
TR0 = dime g = dine et

Observamos que a primeira igualdade também foi obtida por Tajima em [40] usando
técnicas diferentes. Usando o Corolario 3.10 e o Teorema 3.15 obtemos nosso principal

resultado desse capitulo.
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Teorema 3.16. Sejam (X,0) C (C™,0) hipersuperficie com singularidade isolada definida
por ¢ : (C",0) = (C,0) e f € O, germe de fun¢io Rx-finitamente determinado. Entdo,

ppr(f, X) = p(f) +p(f71(0) N X,0) + p(X,0) — 7(X, 0).

Notamos que Kourliouros em [23] também obteve esse resultado utilizando outras
técnicas.

O préximo coroldrio estende o Corolario 2.16 em [5].

Corolario 3.17. Sejam ¢, f : (C*,0) — (C,0) germes de fun¢ao com singularidade
isolada, (X,0) e (Y,0) hipersuperficies determinadas por ¢ e f, respectivamente. Se

puer(f, X) < oo (ou upr(¢,Y) < o00), entio
pr(f, X) — ppr(9,Y) = 7(Y,0) — 7(X, 0).

Demonstragao: Por hipdtese nés temos que (f,¢) define uma ICIS, como ambos os

germes de fungoes f e ¢ possuem singularidade isolada temos pela Proposi¢ao 3.8 que

MBR(¢, Y) < OQ.

Pelo Teorema 3.16, segue

psr(f, X) — psr(¢,Y) =7(Y,0) — 7(X,0).

O préximo corolario nos diz que o nimero de Bruce-Roberts é um invariante
topolégico, quando (X,0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada, ver também
[23].

Corolario 3.18. Sejam (X,0) C (C",0) germe de hipersuperficie com singularidade

isolada, f,g € O,, Rx-finitamente determinados tais que f é C'Rx- equivalente a g.
Entao pupr(f, X) = psr(g, X).

Demonstracao: Seja h : (C*,0) — (C",0) germe de homomorfismo tal que h(X) = X
eg=foh.Assim h™ (X N f10) = Xnh 1 (f10)=XnNng0) e u(f1O)NX) =
w(g~(0) N X), pois o niimero de Milnor de uma ICIS é um invariante topolégico. Além
disso, f e g também sao C°Rx-equivalentes, entao u(f) = u(g) pela Proposicao 1.49.

Portanto segue do Teorema 3.16 a igualdade

psr(f, X) = psr(g, X).

Do Teorema 3.16 e da formula de Lé-Greuel, Proposi¢ao 1.53, obtemos:
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Corolario 3.19. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada determi-
nanda por ¢ : (C",0) — (C,0), e f € O,, germe de fun¢ao R x-finitamente determinado.

Entao
O,

() +J(f,9)

A partir dos resultados anteriores podemos relacionar o nimero de Bruce-Roberts

per(f, X) = dime + u(X,0) — 7(X,0).

de uma projecgao linear genérica com a multiplicidade polar de (X,0) de ordem méxima
my—1 (X) .

Defini¢ao 3.20. [26] Seja (X,0) C (C™,0) um germe de variedade analitica de dimensao
d. A k-ésima variedade polar de (X,0), 0 < k < d— 1, é o fecho do conjunto dos pontos
criticos da restricdo de uma projecdo linear genérica p : C* — C?**! a parte regular de
X, a qual serd denotada por P(X,0,p). Além disso a k-ésima multiplicidade polar de X
my(X), é definida como sendo a multiplicidade de P,(X,0,p) em 0.

Proposicao 3.21. [25] Sejam (X,0) uma ICIS definida por (¢, ...,¢r) = (C",0) —

(C*,0), entdo parai=1,...n—k — 1 a i-ésima multiplicidade polar de (X,0) € igual a
mz<X7 0) = Mi+1<X7 0) + :u’z<X7 0)7

sendo pt(X,0) o mimero de Milnor de X NH' com H' um hiperplano genérico de dimensdo
n—k—1, lembrando que um hiperplano genérico de dimensao n—k—1 € dado pela imagem

inversa de uma aplicacdo linear genérica de C"* em CFH.

Definigao 3.22. [13] Seja (X,0) C (C™,0) uma ICIS de dimensdao d, a d-ésima
multiplicidade polar de X, my4(X), é definida pela igualdade

ma(X) = p(X,0) + p(X N 17(0),0),
sendo [ : C" — C projecao linear genérica.

Seja (X,0) < (C™,0) hipersuperficie com singularidade isolada definida por
¢ : (C",0) — (C,0). Pela demonstracao das Proposicoes 3.9 e 3.14 temos

O

Iy g Y

per(p, X) = dime
sendo p : (C",0) — (C,0) uma projecao linear genérica, portanto
mn71<X7 0) = HBR(pa X) + T(X> 0)

Assim, podemos relacionar o nimero de Bruce-Roberts de uma projegao linear genérica

com a obstrucao de Euler da hipersuperficie com singularidade isolada, (X, 0).
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De fato, Jorge Perez e Saia mostraram em [22] que se (X,0) é uma ICIS de dimensao

d, entao:
d

L+ (=1)"u(X,0) = ) (=1)'mi(X,0), (33)

i=0
sendo m;(X,0) as i-ésimas multiplicidades polares de uma ICIS (X,0). Tomamos como
definigao para obstrugao de Euler de uma ICIS, (X, 0), de dimensao d a relagdo provada

por Lé e Tessier em [26]

U
—_

Eu(X,0) =Y (1) 'm(X,0). (3.4)

i

I
=)

Seja (X, 0) uma hipersuperficie com singularidade isolada, obtemos de (3.3):

—

(1" (1) (X, 0)

%

(—=1"7)(1 + (=1)""u(X,0))

—
I
o

(=1)""*mi(X, 0)
0
2

(=)™ 2my(X,0) — mpu_1(X,0)

Il I
3 .
Bl

~
Il
o

e por (3.4)

mn—l(Xa O) - M(Xv 0) = EU(X> O) + (_1)71—1‘
Com isto demonstramos o seguinte:

Coroléario 3.23. Sejam p : (C",0) — (C,0) projecao linear genérica e (X,0) C (C",0)

hipersuperficie com singularidade isolada. Entao:
1. mn—l(X7 0) = :LLBR(pa X) + T(Xa 0)7
2. Eu(X,0) = ppr(p, X) +7(X,0) — p(X,0) + (=1)".

Pelo corolario anterior concluimos também que o nimero de Bruce Roberts de uma
projecao linear genéria com relagdo a uma hipersuperficie com singularidade isolada

independe da projecao.

3.3 A variedade logaritmica caracteristica de uma

hipersuperficie com singularidade isolada

Nessa secao nosso principal objetivo é mostrar que a variedade logaritmica caracteristica

de uma hipersuperficie com singularidade isolada (X,0), LC(X), é Cohen-Macaulay.
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Sejam U uma vizinhanca aberta da origem em C", Ox = (d1, ..., o),
LCy(X) ={(z,p) € T;C", (p(d;(x))) = 0,Vi =1, ...,m}.
Entao LC(X) é o germe de LCy(X) no fibrado cotangente de C™ na origem, T;C".

Teorema 3.24. Seja (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada. Entdo a

variedade logaritmica caracteristica de (X,0), LC(X), é Cohen-Macaulay.

Demonstracao: Seja ¢ : (C*,0) — (C,0) germe de variedade analitica tal que
(¢71(0),0) = (X,0). Para concluir o teorema precisamos provar que LC(X) é
Cohen-Macaulay em cada ponto. Assim seja (0,p) € LC(X) entao existe um germe
f:(C"0) — (C,0) Rx-finitamente determinado, tal que df(0) = p.

Consideramos a estratificacao logaritmica de (X,0), cujos estratos sao Xy = C"\
X, X; = C;\ {0} Vi = 1,...,s e X541 = {0} sendo C; as componentes irredutiveis de
(X,0). Seja

F:(C"xC,0)— (C,0)
F(z,t) — fi(x)

uma Morsificacao de f.

Pela Proposicao 2.23, precisamos mostrar
S
MBR(f? X) = Z ming,
i=1
sendo n; o numero de pontos criiticos de f; em X; e m; a multiplicidade da componente

irredutivel Y; em LC(X).
Pelo Corolario 3.19:

. O,
per(f, X) = dimc m + (X, 0) = 7(X,0).
Assim sejam
e O”‘H R <F> + J(¢7 ft) E — On+1
SR T R T B B T R AR

Temos que R é um anel Cohen-Macaulay de dimensao n, pois F' define uma

hipersuperficie em O, 1. Ja o ideal I é gerado pelos menores de ordem 2 da matriz

9¢  Ofr
8x1 611
9  Ofr

Orn  Oxn
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Como f; tem pontos criticos isolados e t esta variando temos

dim§:1:n—(n—2+1)(2—2+1),

entao R/I é determinantal e pelo Teorema 1.6 é um anel Cohen-Macaulay. Entao, pelo

Principio da Conservacao do Numero, temos para todo ¢ # 0
s+1

dime¢ ———— 7+ Z Z dime T+ n(xft 5’

1=0 z€X;

Agora vamos analisar o somatorio em cada estrato logaritmico:

1. XO =C" \ X:
dim , e+ T7(X)s
x; Cft+th, ZMBRf — u(X) (X)
= Z HBR f7
z€Xo
wEXoﬂSft
= nomo = p(f),

pois Xo =C"\ X, ng = u(f) e mp = 1.

2. Xl = Cz\{()}, 1= 1,...,5

Zdlmc 7 —|—Jf ZMBR Jo, X)o — (X )e +7(X)e
zeX; t ty
= Z HBR f,X z

reX;
> m
zeX;NXEft

= n;my,

pois, pu(X,0), = 7(X,0), = 0 para todo x € X;, i = 1,....,s e ugr(f, X)z # 0

somente nos pontos criticos de f;.

3. X511 = {0}, entao

On,O
(fo) + I ([, 9)

dimc = ppr(f, X) — pn(X,0) + 7(X,0)
= Mst1 — M(Xa 0) + T(Xv 0)

= Ns41Ms41 — M(Xa O) + T(Xa O)a
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pois nesse caso ngi; = 1.

Assim obtemos que em cada estrato os somatérios sao finitos e além disso

:uBR(fa X) = dimc +N<X7 O) _T(X> 0)

O
(f) +J(f, ¢)
k+1
:ZZdlm@ 7 +J(ft ¢)+u(X’O)_T(X’0)

=0 z€X;
s+1

= ngmgy + E My + N 1M1
i=1
s+1

=0

Corolario 3.25. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e f € O,

germe de funcao Rx-finitamente determinado. Entado,
:U/BR(f7 X) = :u(f) + N+ mn—l(X> 0) - T(X, 0)7

sendo N o nimero de pontos criticos de uma Morsificacio f em X \ {0}.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.24 e Proposicao 2.22; temos

s+1

HUBR f7 Z n;my;

= M(f) + N+ ngp1mg

=u(f)+ N+ psr(p, X)o

(*) Oy,
(f)+N+d1m(c—< T I000)

2 0(F) + N+ up) + (X N p(0),0) + u(X,0) — 7(X,0)
w(f)+ N +m, 1(X,0) —7(X,0),

+ u(X,0) — 7(X,0)

—~

onde p : (C",0) — (C,0) é uma projegao linear genérica, (x) segue do Corolario 3.19,
(xx) segue da féormula de Lé-Greuel e a ultima igualdade segue de novo da férmula de

Lé-Greuel e da definicao de multiplicidade polar de ordem maxima.
[ |

A constancia do nimero de Milnor em uma familia de fungoes holomorfas é controlada
por meio do fecho integral do ideal jacobiano, veja [15]. Resultados similares tem

sido obtidos para o numero de Bruce-Roberts em [1], mas os autores precisaram da
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hipétese adicional de LC'(X, 0) ser Cohen-Macaulay. Segue do nosso Teorema 3.24 que os
resultados em [1] sao verdadeiros para qualquer hipersuperficie com singularidade isolada.

Mais especificamente, sejam (X,0) C (C™,0) hipersuperficie com singularidade
isolada, f : (C"0) — (C,0) germe de fungdo Rx-finitamente determinado e
F : (C"x C,0) — (C,0) uma deformacao de f, tal que fi(x) = F(z,t). Dizemos
que F' é uma deformagado ppg-constante de f quando puggr(fi, X) = psr(f,X) para t
suficientemente pequeno.

Nés também recordamos que a curva polar de F' é definida como C' := {(z,t) €
C" x C; dF(6;)(x,t) =0Vi=1,...,p}, sendo dy,...,0d, os geradores de ©x. O seguinte

corolario é uma consequéncia imediata dos resultados de [1] e do Teorema 3.24.

Corolario 3.26. Sejam (X,0) C (C",0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e
F:(C*"x C,0) — (C,0) uma deformagdao de um germe Rx-finitamente determinado, f,

tal que fiy(x) = F(x,t). Entdo sio equivalentes:
(i) F € uma deformagao ppgr constante de f;
(ii) A curva polar de F' com respeito a {t = 0} € igual a C = {0} x C.

Outro resultado interessante para familias de fungoes ppg-constantes sao obtidos por
Grulha em [18]. Novamente esse resultado precisa da hipétese adicional LC(X,0) Cohen-
Macaulay. Seade-Tibar-Verjovsky em [38], provaram que se X; U...U X1 = X \ {0} é a
parte regular de (X, 0), entdo a obstrugao de Euler de f com respeito a (X, 0) é dada por

k
Eu(f, X) = (=1)"" Y ni,
i=1
sendo n; o niumero de pontos criticos de uma morsificacao de f em X;. Tomaremos a
igualdade anterior como a definigdo para obstrugao de Euler de f com repeito a (X, 0).
Corolario 3.27. Com as mesmas notagoes do Coroldrio 3.26:

(i) Se upr(fi, X) € constante, entdao u(f;), p(X N f;1(0),0) e Bu(f;, X) sdo constantes

para a familia;

(i) Se u(f;) € constante, entio Eu(f;, X) ou u(X N f;7(0),0) ser constante implica

usr(fi, X) ser constante para a familia.
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Capitulo 4

O Numero de Bruce-Roberts relativo
sobre uma hipersuperficie com

singularidade isolada

Quando (X,0) é uma ICIS quase homogénea e f € O, é um germe de fungao tal que

f:(X,0) = (C,0) tem ponto critico isolado entao pela Proposigao 3.4
ppr(f, X) = u(f71(0) N X,0). (4.1)

Neste capitulo nds consideramos hipersuperficies com singularidade isolada e provamos
uma caracterizacao para o nimero de Bruce-Roberts relativo, a qual estende a igualdade
anterior. Mostramos também que a variedade logaritmica caracteristica relativa, LC'(X)™,
¢ Cohen-Macaulay. Na tltima secao apresentamos exemplos considerando variedades
analiticas com singularidade nao isoladas. Todos os resultados desse capitulo estao no
artigo [27].

4.1 O numero de Bruce-Roberts relativo

Nosso primeiro resultado exibe uma condicao equivalente ao nimero de Bruce-Roberts

Relativo ser finito.
Proposicao 4.1. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada determi-
nada por ¢ : (C",0) — (C,0) e f € O,. A aplicagao (¢, f) : (C",0) — (C?,0) define uma

ICIS se, e somente se, pgp(f, X) < 0o.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que ¢, f define uma ICIS entao

V(J(¢, f) + (¢),0) C {0},
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mas J(9, f) + (¢) C df(©3), logo
V(df(©5),0) C V(J(6, f) + (#),0) € {0},

entdo pzp(f, X) < oo. Para provarmos a reciproca seguimos a mesma ideia de [5,
Proposigao 2.8].

Suponhamos por absurdo que (¢, f) nao defina uma ICIS, entao

({0},0) & V(J(f, ) + (), 0),

logo existe z, nao nulo, tal que x € V(J(f,¢) + (¢),0). Dessa maneira z € X e existe
um estrato logaritmico X, # C"\ X, tal que z € X,. Observamos agora que x €
V(J(f, o)+ (6),0) C V(J(f,¢),0), logo 2 anula todos os menores de ordem 2 da matriz
jacobiana J[f, ¢], mas ¢ define uma hipersuperficie com singularidade isolada (X, 0), logo
x é um ponto regular e consequentemente Vf(x) é combinagao linear de V¢(z). Por
hipétese pgp(f, X) é finito, entdo pela Proposicao 2.29 f |x, é uma submersao, ou seja,
existe um campo £ € Oy, tal que df (z)(&(x)) # 0, mas

df (x)(&(x)) = (Vf(x),€(x)) = (B(x)Vo(x),£(2)) = Bla)de(r)(E(x)) = 0,

pois x € (X,0) e £ € Ox. O que é um absurdo, logo se puzx(f, X) < oo, entdo (¢, f)
define uma ICIS.

Observamos que na proposicao anterior nao supomos f com singularidade isolada, mas
a prova deixa evidente que X f C C"\ X e nao acrescentamos essa condigao porque ela é
equivalente a pga(f, X) < oo.

O préximo lemma é bastante técnico e fundamental para provarmos a igualdade

ppr(f; X) = p(X N f71(0),0) + u(X,0) — 7(X,0),

sendo (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e f € O, tal que
ppr(f, X) < oo, mas antes de demonstrid-lo vamos comentar alguns fatos especificos
de algebra comutativa que sao utilizados na demonstracao.

Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-mdédulo, dizemos que um ideal
primo, P C R, é um ideal associado de M, quando existe m € M tal que P = Ann(m).
O conjunto de todos os primos associados de M ¢é usualmente denotado por Ass(M).
Quando o anel R é noetheriano e o R-mdédulo M é nao nulo e finitamente gerado,
entdo o conjunto, Ass(M), é ndo vazio e tem cardinalidade finita, além disso temos
dim M = Suppeags(n) dim R/P.  Ainda considerando o R-médulo M dizemos que ele

¢ “unmixed” quando para todo P € Ass(M) tivermos dim R/P = dim M, todo mddulo
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Cohen-Macaulay é “unmixedness”. O suporte de um R-mdédulo M, Supp(M) é o conjunto
de todos os ideais primos, P C R, tais que a localizacao Mp = 0, consequentemente
Supp(M) = V(Ann(M)), sendo a variedade de um ideal I igual o conjunto dos ideais

primos que contem I. Para mais detalhes sobre os resultados acima ver [24, 32].

Lema 4.2. Sejam f,g € O,, tais que dim J(f,g) = 1 e V(Jf) = {0}, consideramos as

matrizes
of of of of
A:<8x1 Bzrn> 14/:(:u oxr1 6xn)
99 bg |7 A Y b9 |-
oxry Oxn oxry =~ Oxn

As quais definem homomorfismos de mddulos sobre R := O,,.
A:R" — R* AR — R?

Desta maneira sejam M =Im A e M’ =Im A’, ou seja, M, M’ sao os submddulos de R?

gerados pelas colunas de A, A" respectivamente.

Se I,(A) = I,(A'), entao M = M’

Demonstragao: Consideramos o R-médulo, R?/M = coker(A), o qual possui a seguinte

presentacao:
2

W A o R
R R — 0
— R — — —

portanto o 0-ésimo ideal Fitting de R?/M ¢

A (7)< 1

Observamos que R ¢ um anel noetheriano e portanto finitamente gerado. Assim R?
também ¢ finitamente gerado como R-médulo e pela Proposicao 1.3, R? ¢ um R-mdédulo
noetheriano implicando que R?/M também é noetheriano, em particular, finitamente

gerado. Pela Proposigao 1.18 temos

2 2
Fy (%) C Ann (RM) ,

além disso se R*/M for gerado por k elementos entao

R2\" R?
A — F{—.
Da primeira inclusao obtemos

() o (5)
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pois para todo ideal I, vI C v/I*. Assim concluimos a igualdade

w\nn () - ¢ (™)

e da segunda segue

a qual implica

e consequentemente

dim %2 =dimV (Ann %) =dimV (FO (RMQ)) = dim(V (/3(A))) = dim %,

mas

dim(V(Iy(A))) = dim(V(J(f, ¢))) = 1.

Como
l=n—(2-2+1)n-2+1)=dimR—(2—2+1)(n—2+1)

temos pelo Teorema 1.8 que o médulo R?/M é CM.

Além disso, o médulo R?/M é finitamente gerado e R é um anel noetheriano, entao o
conjunto Ass(R?/M) é finito. Assim seja

R2
Ass (M) = {P17 ...,PT},

entao temos que
2

dimg =dimV(P) = dim% =1,

)

para todoi=1,...,r.

Consideramos agora a sequéncia exata

M’ R? R?

Nosso objetivo é mostrar a igualdade M’ = M, a qual é equivalente a M'/M = 0.

Suponhamos por absurdo que M’'/M # 0. Como M’'/M é um submédulo de R? /M

temos A e
Ass U C Ass SR
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e
M’ R
dim e supM,) {dim F} ,

PeAss(3p
pois M’/M é um R-médulo finitamente gerado.

Consideramos agora o suporte analitico de M'/M,

o (M) = {re o () #0).

Como Supp™(M'/M) =V (Ann(M'/M)), temos
M’ M’

dim Supp” (M) = dimM =1

Consideramos agora xz € (C",0), z # 0. Como f tem singularidade isolada na origem,

entao existe algum ig € {1,...,n}, tal que

of
ﬁxio

(x) # 0,

sem perda de generalidade vamos supor i = 1.

Fazendo operacoes elementares nas matrizes

of af of of
99 99 |7 A Qg 099 |-
or1 =~ OTn or1 =~ ° OTn
obtemos
B_ 1 0 ... 0 " I 0 ... a,
1 Co ... cp ) A Cl G ... Cp

tais que

L(A) = I,(B), L(A') = I,(B), Im(A) = Im(B) e Im(A’) = Im(B').

Por hipétese I(A) = I(A’), e consequentemente

<CQ, ...,Cn> = ]Q(B) = IQ(A) = .[2(14.,) = IQ(B,) = <,u01 — )\,CQ, ceey Cn>,

implicando
HC1 — A€ <027 ) Cn>a

em outras palavras existem o, ..., a,, € R, tais que

A= ey + agCy + ...+ QuCy.
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Dessa maneira temos

()2 on(2)

Logo

M/

=) =0

(5r).-°
ou seja,
Ml
S o — 0
upp™ - € {0},

contradizendo

!/

M
dim Supp®” e 1.
[ |

Observamos que o lema anterior também ¢é valido considerando f, g1, ..., g, € O,, tais
que dim J(f, g1,....9,) = p e V(Jf) = {0}, a demonstragdo nesse caso mais geral segue
os mesmos passos do lema anterior, porém no final obtemos uma matriz de ordem p + 1.

O proximo resultado nos da uma caracterizagao para a éalgebra de Milnor de um
germe de fungao f utilizando o médulo dos campos de vetores que sao tangentes a uma

hipersuperficie com singularidade isolada.

Proposicao 4.3. Seja (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada e f € O,,
tal que pgr(f, X) < oo, entao

) g ~ S 0 % ~ 4 - e
i) & ~ et v) df(Ox): ¢ =Jf;
i) df (©x) N (d) = Jf(); vi) df(©%): ¢ = Jf;
Demonstragao:

i) Consideramos o homomorfismo de O,-mddulos

(S @X — df(@x) + <¢>,
£ df(§)

como ¥(0%) = df(©%) C df(©%) + (¢), temos que ¥ induz o seguinte

homomorfismo

o5 dr(Ox) + (0)

0% df(0%) +(9)

o qual é um isomorfismo se e somente se Im(¥) + df (0%) + (¢) = df (Ox) + (¢) e
U (df (O%) + (¢)) C ©%. A primeira igualdade é imediata pois

U

Im(¥) + df (©%) + (¢) = df (Ox) + df (O%) + (¢) = df (Ox) + (¢).
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Para a segunda, seja & € U1(df(0%) + (¢)), vamos mostrar que £ € ©%. Por
hipétese existe n € O% e u € O, tais que df (€) = df (n) + ue, ou seja

mas £ —n € Ox entao existe A € O, tal que

df(§ —n) = po
dp(§ —n) = Ao
consequentemente
of
(W) << ) :1>
A o
e

o o Lo o o
T1 Tn . L1 Tn o
R ) —n (0 ) < are)

o1 OTn
Logo
of
Ko 5a
\ 2 ‘chJ(f,cb)

Mas ¢ é regular em O,,/J(f, ®), porque (¢, f) define uma ICIS, entao

poot
0z; ;o
\ g¢ eJ(f,0),i=1,..n.

Assim pelo Lemma 4.2, A € J¢ e usando o Lema 3.11

¢ €0k

Desta maneira concluimos que ¥ é um isomorfismo e

Ox _ df(6x) +(9)
ok ~ df(6%) + (o)’

ii) Essa igualdade também foi provada no capitulo anterior com a hipdtese adicional
f Rx-finitamente determinado, entretanto precisamos supor somente que o niimero

de Bruce Roberts relativo é finito.

Como anteriormente consideramos

¢ . @X — df(@X)
£ df(€)
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como 1) é sobrejetora e ¥(0%) = df (©%), temos que a aplicacao induzida

ey (o)
Yier 7 afer)

é um isomorfismo se ker(¢y)) C ©%.

Seja £ € ker(v), entao ¥ (&) = df(§) = 0, mas £ € Oy, ou seja, existe A € O, tal

que
df(§) =0
dp(€) = Ao
consequentemente
of
0 e
€ ) i=1.m).
AQ a_i
e
0 2 . o o o
1 T _ 1 Ln —
o0 8 ) ()
¢ or1 77 Oxn or1 70 Oxn
Logo
0 2f
ox;
\ o '¢€J(f,¢>.
z;

Mas ¢ é regular em O,,/J(f, ®), porque (¢, f) define uma ICIS, entao

of
ox;
¢
A ox;

e J(f,0),i=1,..,n.

Assim pelo Lema 4.2, A\ € J¢ e usando o Lema 3.11 £ € ©%.

Desta maneira concluimos que v é um isomorfismo e

Ox _ df(Ox)
oL ~ df(e%)

iii) Vamos provar inicialmente a inclusao df (Ox) N (¢) C Jf(¢). Sejam £ € Oy, tal
que df (§) € df(Ox) N (p), entado existem p, A € O, tais que

{ df (€) = po
dp(€) = Ao

81- y
89} ),2_1,...,n>,
ox;

—~

entao

VR
> =
< S
N~
m
T
VN
&
<
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(§]
o 22 o o
plhe B ) =nlE T k) =u0e)
or1 = Oxn or1 = Oxn
ou seja,
of
B 5
L ‘chJ(f,cb),
ox;

mas por hipdtese pgp(f, X) < oo, logo (¢, f) define uma ICIS e ¢ é regular em
O,/ J(f,¢) implicando

po2
\ i leJ(fi9),i=1,.n

Entao pelos Lema 4.2, € Jf. A outra inclusao é imediata pois ¢p0d/0x; € Ox para

todoi=1,...,n.

iv) Segue dos isomorfismos:

df(©x) _ df(Ox) + (9) (9) @i) (#) _ On

— ~ — —_

dfOx)  df(Ox) df(ex)n{e)  (e)Jf ~ Jf

v) Essa igualdade segue imediatamente do item 7ii).
Provamos primeiramente a inclusdo Jf C df (©x) : (¢).

Seja € Jf, entao existem oq,..,q, € O, tais que u = > . «df/0x;,

consideramos agora o campo
u 0
= a;— €0
é ZZI: ¢ % 8I, X

entao

)

&) = df (; o 8@) = (; o ax) — 11,
portanto p € df(Ox) : (¢).
Para a inclusdo contraria seja 8 € df (©x) : (¢), entao existe um campo £ € Oy, tal

que df (&) = Bo, logo df (&) € df(O©x) N (@) = Jf(¢), entdo existe a € Jf tal que
o = ag, ou seja (f — a)p = 0, como ¢ é regular em O, temos  —«a = 0.

vi) Sabemos que df(©%) : (¢) C df(©x) : (¢), entdo pelo item anterior obtemos
df(©%) : (¢) C Jf. Para a inclusao contraria seja u € Jf, entdo existem

Qi ..., @y € Oy, tais que pp = > 0;0f /0x;, assim o campo

§= ;cﬁaia—xi € Oy,
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4(©) = df (Zmai) =9 (Za(‘fj) = o,

i=1

portanto p € df (©%) : (¢).
|

Na proposi¢ao anterior supomos apenas (X,0) hipersuperficie com singularidade
isolada, f € O, tal que pgzgp(f,X) < oo, essa ultima condi¢do nado implica
f com singularidade isolada, por isso falamos de isomorfismos e nao somente
de dimensoes como C-espagos vetoriais.  Além disso, temos que os quocientes
df (©x)/df(0%), (df(Ox) + (#))/(df (0% + (¢)) independem do germe de fungdo f,
enquanto df (O )/df (Ox) depende somente do germe de funcao f.

O proximo teorema é o principal resultado dessa secao e exibe uma relagao para
o numero de Bruce-Roberts relativo de um germe de funcao com respeito a uma

hipersuperficie com singularidade isolada.

Teorema 4.4. Sejam (X,0) um germe de hipersuperficie com singularidade isolada
determinada por ¢ : (C",0) — (C,0), f € O,, tal que pugr(f, X) < oo, entao

Hpr(f. X) = (X 1 £7(0),0) + (X, 0) — 7(X, 0).

Demonstracgao: Consideramos a seguinte sequéncia exata

0— 4/ (Ox) LN O - On —0
df (©%) + (9) df (0%) + (9) df (©%) '
entao
e On (O + (9
il X) = dime 3Py = dime Gremy )

= (X N f710),0) + (X, 0) — 7(X, 0),

pois df (©%) = J(f,¢) + Jf(#) e a 1ltima igualdade é consequéncia da férmula de Le-
Greuel [6] e da Proposicao 4.3 1).

Corolario 4.5. Sejam (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada, f e g € O,,

C"Rx equivalentes, entdo
tpr(f, X) = pprlg, X).

em outras palavras o numero de Bruce-Roberts relativo é um invariante topologico.
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Demonstracao: De fato, por hipdtese existe h € C'Rx tal que f = g o h, entao
XNfH0)=XN(goh)™(0) =X N (" (g7'(0)) = ™ (X Ng~(0)),
como o nimero de Milnor de uma ICIS é um invariante topoldgico temos
p(X N f7H0),0) = p(X N g~(0),0),

e consequentemente

=
o
+
=
I
o
|
P
>
o

ppr(f, X) = p(X 0 fY

A partir de agora vamos supor f € O, é um germe de funcao R x-finitamente
determinado, sendo (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada.  Como

ppr(f,X) < ppr(f,X) < oo segue da Proposicao 4.3 iv) que

df(0%)
© df(ex)

= p(f).

Assim obtemos uma caracterizagdo para o niumero de Milnor de f levando em
considera¢ao o conjunto dos campos de vetores em (C" 0) que sdo tangentes a uma
hipersuperficie com singularidade isolada. O préximo exemplo nos mostra que essa

caracterizagao nao é valida para uma ICIS qualquer.

Exemplo 4.6. Sejam (X, 0) a ICIS determinada por ¢(z,y, 2) = (23 +22y* +y"+ 23, vy2)

e f(z,y,2) = zy — 2%, entao ugr(f, X) =59, e f é Rx-finitamente determinada, mas

df (©x)

Cdf(@x) = 6.

3 =p(f) # dim

Agora nds vamos provar que para toda hipersuperficie com singularidade isolada
(X,0), LC(X)~ é Cohen-Macaulay.

Proposicao 4.7. Seja (X,0) uma hipersuperficie com singularidade isolada determinada
por ¢ : (C*,0) — (C,0) entdo LC(X)~ € Cohen-Macaulay.

Demonstragao: Seja (0,p) € LC(X)™ entao (0,p) € LC(X) e existe f € O, tal que
df (0) = p. Pelo Teorema 3.24 temos que LC'(X) é Cohen-Macaulay entao, pela Proposigao

2.23,
k+1 k+1 k+1

usr(f, X) = mez = mono + Zmznl = u(f)+ z:mmZ
i=0

i=1 i=1



Capitulo 4. O Numero de Bruce-Roberts relativo sobre uma hipersuperficie
58 com singularidade isolada

sendo n; o nimero de pontos criticos de uma Morsificagao de f em X; e m; a multiplicidade

das componentes irredutiveis Y;. Por outro lado

df (O3 k+1
inl ) = ol X)  dime G = (1,0 ) = 3 min

e pela Proposicao 2.25 obtemos que LC(X)~ é Cohen-Macaulay quando (X,0) é uma

hipersuperficie com singularidade isolada.
|

Observamos que na verdade nés obtemos o seguinte resultado, o qual afirma, sobre
certas condigoes, que LC(X) é Cohen-Macaulay se, e somente se, LC(X)~ é Cohen-
Macaulay. Esse resultado pode ser 1util para responder se a variedade logaritmica
caracteristica de uma hipersuperficie holonomica com singularidade nao isolada é Cohen-

Macaulay.

Proposicao 4.8. Seja (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica holonomica, tal

que
df (%)
" df(ex)’

para todo germe de funcao f Rx-finitamente determinado. Nessas condicoes

pu(f) = dim

LC(X) é Cohen-Macaulay < LC(X)~ é Cohen-Macaulay.

Demonstracao: De fato, suponhamos inicialmente que LC(X) é Cohen-Macaulay,
queremos mostrar que LC(X)~ é Cohen-Macaulay em todo ponto (0,p) € LC(X)~.
Seja (0,p) € LC(X)~, entao (0,p) € LC(X) e existe f € O,, tal que df(0) = 0. Por

hipotese temos

k+1 k+1 k+1

pr(f, X Z min; = mong + »_min; = p(f) + > min;,
i=1

i=1

sendo n; o nimero de pontos criticos de uma Morsificacao de f em X; e m; a multiplicidade

da componente irredutivel Y;, logo

k+1

Oy,
ppr(f, X) = dimc G = ppr(f, X Zm n;.

assim pela Proposigao 2.25 temos LC(X)~ é Cohen-Macaulay.

Reciprocamente suponhamos LC(X)~ Cohen-Macaulay, vamos mostrar LC(X) ¢é
Cohen-Macaulay em todo ponto (0,p) € LC(X).

Como anteriormente sabemos que existe um germe de fungao f Rx-finitamente
determinado tal que df(0) =
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Dessa maneira temos

dime < pupr(f, X) < o0

Oy
df (©x)

e pela Proposicao 2.25 temos

logo
k+1 k+1

df no—l—Zmnl ;mm,

Portanto segue da Proposicao 2.23 que LC(X) é Cohen-Macaulay.

psr(f, X) = p(f) +dime ————

4.2 Curvas polares e variedades analiticas holomicas

Nessa se¢ao consideramos (X,0) um germe de variedade analitica holonémica e vamos
exibir uma condigao equivalente a LC(X) ser Cohen-Macaulay. Nosso objetivo inicial
era mostrar que a variedade logaritmica caracteristica de qualquer hipersuperficie com
singularidade nao isolada é Cohen-Macaulay e o préximo exemplo nos mostra que essa

pergunta s6 faz sentido se considerarmos hipersuperficies holonomicas.
Exemplo 4.9. Seja (X, 0) hipersuperficie com singularidade nao isolada determinada por

¢ : (C* 0) — (C,0)
(z,y,2) = ay(z —y)(z +y(z + 1))

Em [7], Bruce e Roberts provaram que a hipersuperficie (X, 0) nao é holonoémica.
Utilizando o SINGULAR calculamos a dimensao projetiva pdo,(LC(X)) = 3. Logo

pela férmula de Auslander-Buchsbaum, Proposi¢ao 1.13,
depth(LC(X)) = depth(Og) — pdo,(LC(X)) =6 —3 =3 # 4 = dim LC(X).

Portanto LC'(X) nao é Cohen-Macaulay.
A partir de agora consideramos apenas variedades holonémicas, (X,0).
Definigcao 4.10. Sejam f € O,, um germe de funcao R x-finitamente determinado e

F:(C" x C,0) - (C,0)
(x>t) = F(x>t) = ft(x)
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uma deformacao a 1-parametro de f.

A curva polar de F' em (X, 0) é definida da seguinte maneira:
C={(z,t) e C" x C; dfy(0;(X)) =0, Vi =1,...,m},

sendo Ox = (01, ..., 0m)-

Proposicao 4.11. Seja (X,0) uma variedade analitica holonémica. Se qualquer germe
de funcao Rx-finitamente determinado tem uma Morsificacdo cuja curva polar é Cohen-
Macaulay entdo LC(X) é Cohen-Macaulay.

Demonstragao: Com a finalidade de mostrarmos que LC(X) é Cohen-Macaulay, seja
(0,p) € LC(X), entao existe um germe de fungdo R x-finitamente determinado f € O,

tal que df (0) = p. Tomemos agora uma Morsificacao de f

F:(C"x C) - (C,0).
(x,1) = F(x,1) = fi(2)

Por hipétese temos

On—i—l
dfi(©x)
é Cohen-Macaulay e dim O,,11/df;(©x) = 1, assim pelo principio da conservacao do
nimero
k+1 k+1
. Oy, . Oni1 . Oni1
(£, X) = dime — 20 = dimg -2t dime
Ty ~ 2 2 megrg g = 2 dime g S
k+1
S
i=0 zEXfNX;
k+1

- Z n;myg,
=0
pois se x € X; é ponto critico de Morse de f;, entdao uggr(fi, X). = m;, assim segue da
Proposigao 2.23 que LC(X) é Cohen-Macaulay.
[ |

Observagao 4.12. Em [1], os autores provaram a reciproca do resultado anterior, ou seja,
se LO(X) é Cohen-Macaulay entao a sua curva polar de qualquer germe de fun¢ao R x-

finitamente determinado é Cohen-Macaulay.
Corolario 4.13. LC(X) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

OnJrl
df+(Ox)
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¢ Cohen-Macaulay. Sendo f; uma deformacao 1-parametro de um germe Rx-finitamente

determinado.

Como consequéncia desses resultados obtemos que se LC(X) é Cohen-Macaulay, entao

vale o principio da conservagao do nimero, ou seja, para t suficientemente pequeno

per(f,.X) = ner(fi, X)..

zeCn

Sendo f; uma deformagao 1-parametro de f.
Com o objetivo de obtermos resultamos similares para LC'(X)~, vamos definir a curva

polar relativa de F' em (X, 0):
Definicao 4.14. Sejam f € O, um germe de fungao R x-finitamente determinado e

F:(C" x C,0) — (C,0)
(l‘ﬂf)'__> leat)::zﬁ(x)

uma deformagao a 1-parametro de f. A curva polar relativa de F' em (X, 0) é dada por
C™ ={(z,t) € C; z € X},
sendo C' a curva polar de F' em (X,0).

A Préxima proposicao é a versao para o LC(X)~ do resultado que foi provada em [1]

para o LC(X), e nds também vamos usar o seguinte lema:

Lema 4.15. [{] Sejam 1 : (C*,0) — (C?,0) um germe de aplicagdo analitica, J C O,

um ideal, e

0, = O,
h+— ho

o homomorfismo induzido por 1, tal que I = *(J). Nessas condicoes se O,/ J é Cohen-
Macaulay e codim V(1) = codim V' (J), entdo O, /1 é Cohen-Macaulay.

Proposigao 4.16. Seja (X, 0) uma variedade analitica holonomica. Se LC(X)~ é Cohen-
Macaulay entao C~ de qualquer deformacdo 1-parametro de qualquer germe de funcdo

R x-finitamente determinado é Cohen-Macaulay.
Demonstracao: Suponhamos que LC(X)~ é Cohen-Macaulay e

@X = <(51, -‘-75m>7 52 = ((51'1, -‘-75in> Vi = 17 ., Mm.
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Consideramos (21, ..., Tp, P1, .., Pn) = (z,p) um sistema de coordenadas em 7T*C", entao

LC(X)~ =V/(J) sendo
= (prﬁzz‘; Vi=1,..,m)+ Ix.

Seja I = df;(©x) + Ix e definamos:

Up: (C" x C) — (T*C") ~ C*,
(z,t) = (z, dfy(x))

assim temos o homomorfismo induzido

‘II*F : Ogn — On+1.
his Wh(h) = hoWp

Logo
‘I’?(Zpﬂlj)(%t) = ijfslj(%dft(x))
=3 G it
= dft(él)(x) € (dfi(6;), i =1,...,m).
e
\I/}(gb)(x, t) = Qb © \IJF(xa t) = ¢(5(7)
Portanto,

V() =1

além disso,

dim%:nevu):cm(xwm

sendo C' a curva polar F. Assim nds concluimos que
codim V() = n = codim LC(X)".
Pelo Lema 4.15, O,+1/dfi(©x) é Cohen-Macaulay.
[

Para provarmos a reciproca do resultado anterior precisamos de alguns lemas.
Primeiramente lembramos que se (X,0) é um germe de variedade analitica holonomica,

com estratificacdo logaritmica X, = C" \ X, Xy,..., X1 entdo Y; = N*X; sao as
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componentes irredutiveis de LC'(X).

Lema 4.17. [7, Proposi¢aio 5.12] Sejam (X,0) C (C",0) uma wvariedade analitica
holonémica e f € O,, tal que f restrita a X é uma fun¢ao de Morse, entao LC(X) €
Cohen-Macaulay nos pontos que pertencem a Z, = Yy \ U#a Y; para todo . Além disso

f tem ponto critico de Morse em x € X,, se, e somente se, dim¢c O,,./df (Ox ) = M.

Lema 4.18. Sejam (X, 0) uma variedade analitica holonomica e f € O, tal que f restrita
a X € uma fungao de Morse. Se v € X € um ponto critico de f, entao puyp(f,X) =
M, sendo my a multiplicidade da componente irredutivel Y, correspondente ao estrato

logaritmico X, que contém x.

Demonstracao: Seja (z,p) € Z, = Yo \U,, Yj com a # 0, entdo (z,p) € Yo pela forma
como Z, foi definido. Consideramos também V' := T*C" \ Y} vizinhanga aberto de (z, p).
Como

LO(X) = Y,UYiU.. UYip, LO(X)™ =Y U... U Y}y

temos a seguinte igualdade de conjuntos
LC(X)NV =LC(X)" NnV.

Afirmamos que LC(X)NV = LC(X)~ NV como espagos complexos. De fato sejam
I o ideal que define LC(X), I~ o ideal que define LC(X)™ e I; o ideal que define Y,
j=0,....,k+1, entao

I=INLN N, I- =100 L,

mas [y = (p1, ..., Pn), pois Xo = C"\ X e se x € X temos Oy, = C". Como (x,p) & Yo,
temos que p # 0 e assim [ é o anel total no aberto V. Assim nés provamos a afirmacao.

Por hipétese LC(X) é Cohen-Macaulay em (z,p), entdo como estamos trabalhando
com germes os anéis locais Orc(x), Ovnro(x) iguais, segue que LC'(X)~ é Cohen-Macaulay

em (z,p). Finalmente nés temos

- (*) (xx)
ppr(fs X)z = Zmini = Maq,

sendo (k) e (k) consequéncias da Proposigao 2.25 e [7, Proposigao 5.2], respectivamente.
[

Proposicao 4.19. Seja (X,0) uma variedade analitica holonémica. Se C~ de qualquer
deformacao 1-parametro de qualquer germe de funcao Rx-finitamente determinado é
Cohen-Macaulay entdo LC(X)~ é Cohen-Macaulay.
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Demonstracao: Por hipotese C~ de qualquer deformagao 1-parametro de um germe
de funcao R x-finitamente determinado é Cohen-Macaulay. Seja (0,p) € LC(X)™, entdo
existe um germe de fungao R x-finitamente determinado f € O,,, tal que df(0) = p. Seja

F:(C" x C) — (C,0).
(xﬂf)'_> anzt)::lﬁ($)

uma Morsificacao de f. Por hipdtese

C)n+1
df(Ox)

¢ Cohen-Macaulay, e dim V (df;(©%)) = 1 entdo pelo principio da conservac¢ao do nimero

) k+1 o
nﬁ = dhn@-———12§——
Ton) ~ 2 2 e e
k+1
:Z Z dim@L’f
i=1 z€SFNX; dft(@X,x)
k+1
D I
i=1 zeSfNX;
k+1

= g nymy,
i=1

dﬂnc

pois se x € X; é um ponto critico de Morse de f, entao pgp(f, X). = m; e pela Proposicao
2.25 LC(X)~ é Cohen-Macaulay.

Como consequéncia do resultado anterior temos que se LC'(X)~ é Cohen-Macaulay entao

para todo t suficientemente pequeno

/L§R<f7)(>:: ZE: Mzﬁ%(ﬂ7)<)m7

zeCn

sendo f; uma deformacao 1-parametro do germe de fungao f R x-finitamente determinado.

4.3 Exemplo de variedades com singularidade nao

isolada

Nessa se¢ao consideramos um germe de variedade analitica (X,0) C (C",0) e a sua
inclusdo (X,0) em (C"* 0) e vamos mostrar que se LC(X) é Cohen-Macaulay entao

LC(X) é Cohen-Macaulay. Como consequéncia desse resultado obtemos que a variedade



4.3. Exemplo de variedades com singularidade nao isolada 65

logaritmica caracteristica de uma classe especifica de hipersuperficies com singularidade
nao isolada é Cohen-Macaulay. Para finalizar provamos também uma relacao entre
psr(f, X), sendo f € O, Rx-finitamente determinado e ppr(F,X), sendo F = f + g,

com g € O, um germe de fungao com singularidade isolada.

Sejam (X,0) C (C",0) e (X,0) € (C***,0) germes de variedades analiticas como no

paragrafo anterior. Observamos que ()~( ,0) tem singularidade nao isolada, pois
X = XX x C

ou seja, X tem singularidade néo isolada mesmo quando (X, 0) tem singularidade isolada.

A préxima proposicao relaciona os campos de vetores que sao tangentes a X, O3 C
©,1¢, com os campos de vetores de que sao tangentes a X, ©Ox C 6,,. Com essa finalidade

consideramos a aplicagao

1 @n — @n+t

(Tiy ooy ) = (21, ey T, 0, ..., 0)

a qual é um mergulho diferencidvel de ©,, em ©,,,,;, portanto via essa aplicagao ©,, é um
O, 41-submédulo de ©,,44, além disso i(Ox) C O, a partir de agora vamos simplificar a

notacao e omitir a aplicacao .

Proposicao 4.20. Nas condigoes citadas acima

0 0
O;=0,40x + e
X X < O0Tp i1 0T 1 >
Demonstracao: Para provarmos esse resultado observamos que Iy = Ix +

(Tpt1s s Tnye), assim se @ € I entdo ® nao depende das ¢ tultimas coordenadas, ou
seja,

D21, ooy Ty T 1y ooy Tpy) = DX, o, 0, 0, ..., 0) = &(21, ..y )

1= (52 00).

e ¢ € Ix. Assim

_’ ceey
8901 a{L‘n

Provamos primeiro a inclusao

0 0

S eens
0Ty i1 044

Seja

n+1

t
0 0 0
bj——
é-_l_lz:l: zax €@X+<axn+17 ’axn+t>’
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entao

! 9 "L 0P L 0D
dP <g+ ;bjax—w> =2 oa. +;8x—nﬂbj
N
i=1 Oz;
= do(§)
= \¢.

& +0

Mas AP(x1, ..., Tp) = AP(21, ..oy Ty Tiyg1y ooy Tpe)y O que conclui a inclusao.

Para inclusao contraria

0 0
O st O ey —— ),
XCOH X+<a$k+1 3In>

consideramos

n+t a

Zfza—xl € Oy,

=1
Entao

" n k
AD = dd (25%) = izl&g_i B ;&g—i i
Assim obtemos k o
Ap = A0 = do (;S%) )
e portanto, "
;&% € Ox.
m

Agora vamos utilizar a caracterizacao anterior para © ; e mostraremos que se LC(X)

é Cohen-Macaulay, entao LC (X' ) é Cohen-Macaulay. Com essa finalidade seja

('Ilv vy Ty Tpy ooy Tty P1y -+y Py P15 -'-7pn+t)

um sistema de coordenadas em T*C"* ~ C2"*+"). Vamos recordar a defini¢ao de LC(X).
Sejam O = (01, ..., 0,,), U C C"* aberto, tal que 0 € U, por definigao:

LCy(X) = {(z,&) € TC™ £(6i(z)) =0 Vi=1,..,m},

e LO(X) é o germe de LCy(X) em TyCmH,

Teorema 4.21. Se LC(X) é Cohen-Macaulay entio LC(X) é Cohen-Macaulay.
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Demonstracgao: Para facilitar a escrita utilizamos a identificagao

1 2 1 .2
(xla"'7‘rn)x’n+17"‘7xn+t7p17"'7pn7pn+l7"‘7pn+t) - (.T y L, P, D )7

ou seja ! e p' sdo vetores com n coordenadas enquanto z? e p* sdo vetores com t

coordenadas. Pela Proposicao 4.20 temos

) )
@X=0n+tex+< >

s eens
OTp41 0T 1t

Suponhamos que 4y, ..., d,, geram O y.

Se (2!, 22,p', p?) € LC(X), entdo para todo i = 1, ..., m temos

ou seja (z!,p') € LC(X) e p? = 0, dessa maneira temos
(2!, 2%, p',p?) € LC(X) x C' x {0} ~ LO(X) x C'.
Dessa maneira provamos a inclusao
LC(X) C LC(X) x C x {0} = LC(X) x C*.
A inclusao contréria é imediata portanto
LCO(X) ~ LC(X) x C*.

Se LC(X) é Cohen-Macaulay entao seu anel local Oy, /I1c(x) ¢ Cohen-Macaulay em

todo ponto, além disso

O2(n+t) - Oan it ~ O2n+t/ <pn+la --->pn+t> Oan,

~

]Lo(f() -~ ILC(X) + (Pn+1, ---,Pn+t> - (ILC(X) + (pn+1, ---»pn+t>)/<pn+17 ---,pn+t> - ]LC(X)

I

consequentemente LC(X) é Cohen-Macaulay.

Como uma consequéncia do resultado anterior temos

Coroldrio 4.22. Se (X,0) € uma hipersuperficie com singularidade isolada entio LC(X)

¢ Cohen-Macaulay.

Agora vamos considerar F' € O,,; tal que

F 1 (C™,0) - (C,0)

(X1, ooy Ty Tppg 1y ooy Tgt) > f(T1, s ) + G( sty ooy Tt
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em [39], Sebastiani e Thom provaram que F' tem singularidade isolada se, e somente se,

f€0,ege O,y também possuem singularidade isolada e

p(F) = p(f)ulg)- (4.2)

Nosso objetivo é provar uma relagao similar para o nimero de Bruce-Roberts, para isso

precisamos de alguns resultados.
Lema 4.23. [17] Sejam B = Clxy,...,x,]/I € C = Clzpyi1, ...y Tni)/J, entao

C[‘rla ooy Ty Tpd1y +ovy xn-&-t]

(I+J)

B ®cC =

Sendo Clxy, ..., xn), ClXnit, oo, Tnye), € Clay, .o, Ty, Tps1y vy Tnay] 08 anéis de polindmios

emn, t en—+t varidveis, respectivamente.

Teorema 4.24. Sejam I,J C O,, os sequintes ideais

tais que f; depende somente das varidveis xy, ..., x, para todo v = 1,....k e g; depende
somente das varidveis Tyii,...,Tniy para todo i = 1,....s. Desta maneira podemos

identificar os ideais I e J com

respectivamente. Nessas condicoes temos

n

.0 .
<00 & dime — < 0o e dime

dimc 717 7 7 < 00,
‘ 0 0 0
dime =5 = (dim@ I—t) (dim(c ;t> .

Demonstracao: Com a finalidade de facilitar a escrita consideramos

(,y) = (X1, ey Ty Tpg 1y ooy Tt

um sistema de coordenadas em C". Como os geradores de [ dependem somente das

variaveis 1, ..., T,, podemos identifici-lo com um ideal

On

<$n+lv e xn+t> .

I'cO, ~
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De forma inteiramente andloga podemos identificar J com um ideal

On—i—t

(X1, .y )

J/ C Ot ~
Observamos agora a seguinte igualdade:

VI+J)=V({I)NnV(J]),

mas
V(I)={(z,y) € C*™; fi(z,y) =0Vi=1,..,k}
={(z,y) €C™; fi(x) =0Vi=1,...k}
=V(I')xC
V(J)={(z,y) € C"*; g;(z,y) =0Vj =1,...,s}
= {(z,y) €C"™; g;(y) =0Vj=1,...,s}
=C" x V(J)
Portanto

VI+J)=vV({I)nV(J)=(V(I')x C")N(C" x V(J))
(V") NC™) x (C'nV(J))

I x V(J)

(fisi=1,..,k) xV({{g;; 7=1,....9))

—~ o~

V

V

Dessa maneira temos
V(I+J)c{0,0)}ccC

se, e somente se

V(I c {0} €, e V(J') C {0} C C,

resultando

.0 . O . O
dime — < 0 < dlm@T/n<ooe dime — < oo.

I+J J’

Para concluir a demonstragdo vamos supor V(I + J) C {0} C C" e vamos provar a

. O, . Oy .0
dim¢ 7 _:f] = (dlm(c T) (dlm(c ﬁ) .

Como dim¢ O,4+ /(I +J) < 00, temos dime O,,/I' < 0o e dime O/ J" < 00, assim existem

igualdade

inteiros positivos k', k; e k; tais que

ME T+, MEcT, My cJ,
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seja k = max{k', k;, k;}, entdo

ME L, CcIT+J, MECT, M CJ,

O’n-‘rt —~ MI:Lth M’:L+t o C[(L’,y]
I+J ~ I+J I+J — I+ g’

On mE _ xg _ Cla]
F 2R N (A TR

M

O Clyl
Oy M M Cly]
J! ~ J7 T

sendo 1", J” os ideais em Clz, y] gerado pelos k — 1-jatos dos geradores de I e J, e I, J"

os ideais em Clz| e Cly] gerados pelos k — 1-jatos dos geradores de I e J, respectivamente.

Finalmente com a igualdade

Clr] o, Cll _ Clz.y]
I c J (I—i—J)”’

obtemos,

Corolario 4.25. Sejam (X,0) C (C*,0) e (X,0) a sua inclusio em (C***,0). Se

F: (C™,0) — (C,0),

(X1, ooy Ty g1y ooy Tigt) > f (21, s ) + 9( sty ooy Tt

entao:

a) F éRg-finitamente determinado se, e somente se, f € Rx-finitamente determinado

e u(g) < oo.

b) Se F é Ry-finitamente determinado, entio ppr(F, X) = u(g)psr(f, X)



4.3. Exemplo de variedades com singularidade nao isolada 71

Demonstracao: De fato, pela Proposicao 4.20 temos

0 0
@X = On+t@X + < > )

S een
0T p i1 01

portanto

dF(©%) = df(©x) + Jg,

e o resultado segue da proposicao anterior, pois df (© x) depende das n primeiras varidveis

e Jg depende das t ultimas varidveis.
|

Observamos que a igualdade (4.2) de [39] também é uma consequéncia do Teorema 4.24.
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Capitulo 5

Os Numeros de Bruce-Roberts sobre
uma ICIS

Nesse capitulo nés consideramos (X,0) uma ICIS e vamos estender alguns resultados

provados nos capitulos anteriores. Esses resultados estao em [28].

5.1 O numero de Bruce-Roberts relativo

Sejam (X,0) C (C™,0) uma ICIS quase homogénea e f € O, um germe de funcido, em
[7, Proposigao 7.7] Bruce e Roberts provam que se f tem ponto critico isolado entao
(f71(0) N X,0) define uma ICIS cujo o ntiimero de Milnor é igual ao nimero de Bruce-
Roberts relativo de f com respeito a (X,0). Nessa se¢do vamos generalizar essa relagao

considerando (X, 0) uma ICIS qualquer.

5.1.1 Campos de Vetores Triviais %
Sejam (X,0) C (C",0) uma ICIS de codimensao k tal que Ix = (¢1, ..., o) C O,. Como
Ox ={{€0,; dh(&) € Ix Vh € Ix}

k
={£€0,; dpi(&) =D Njdy, i =1,...k},
=1

temos que £ € Ox se, e somente se, existe uma matriz [\;;] € My (O,,) tal que

% aj:l & A1 g b1
de(¢)=| :+ . = S =l ()
9k O &n Akt oo Ak O,
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b1
sendo [¢]T = [¢1,...,0x]7 = | ¢ | a transposta da matriz [¢)].

Dr

Lembramos que o conjunto dos campos de vetores triviais é

O = (£ €Ox; dpi(€) =0;Vi=1,.., k) + (¢iej, i =1,....k, j=1,...n).

A seguir vamos caracterizar os campos { € Ox tal que d¢;(§) = 0 Vi = 1,..., k mais

precisamente, vamos mostrar que

61 en
001 oo
(€ €Ox; dgi(€) = 0¥i=1,., k) =Ly | 0 77
o0 o
0% o

Para essa finalidade precisamos utilizar o complexo de Koszul generalizado que foi

introduzido por Buchsbaum e Rim em [8].

Sejam R um anel comutativo noetheriano, ¢ : R™ — R"™ um R-homomorfismo e

Y(p): R x R — R
(b, a) = a(e(b))

sendo R™ = Hom(R", R).

O Complexo de Koszul generalizado, K (/A" ¢), para cada p é definido como

50 81 P+ s 50 pts0 p , P
o= Y ARTeAR"® N\ R"— S AR"e A\ R" -4 ARMNS AR
so=2n+1—p so=>n+1—p

(5.2)

sendo s; > 1 paratodoi > 1e

S0 p+so0 D
d: > ArR"® )\ R"— A\R"
so=2n+1—p
é definido do seguinte modo:
Sejam o = a; A ... Aag, € N R™ e B=bi A ... ANbyis, € NPT R™ entdo
d(a® B) = wa(B) = > (=D)Edet(y(ai b )by A Abj A Nbj, A A by,

1<51 <. <gp<p+1
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onde b;, significa que vamos excluir bj,, assim obtemos a aplicacao

p+so

wa:;O\R"*@@ /\ Rm—>/P\Rm

Proposicao 5.1. [8] Sejam ¢ : R™ — R™ com m > n, E um R-module tal que
E/I(p)E # 0, sendo I(p) o anulador de Coker \"¢. FEntdo as afirmagoes sio

equivalentes:
1) Para algum p, 1 <p <n, H (A" ¢, E) =0, para todo q # 0.
2) Para algum p, 1 <p <n, H(A\" ¢, E) =0, para todo ¢ #m —n + 1.

3) Para todo p, 1 <p <n, H(N ¢, E) =0, para todo g #0 ¢ HI (A" ¢, E) =0, para
todo g #m —n+ 1.

4) depth(I(¢); E) =m —n+ 1.

Em particular, se coker(y) # 0, K(A" ) € uma resolugao livre do coker( A" ¢) para algum
p, 1 <p<mn (oupara todo p, 1 <p<n) se, e somente se, depth(I(p), R) =m —n + 1.

Agora nds vamos aplicar os resultados anteriores considerando ¢ = (¢1,...,Px) :

(C",0) — (C*,0) entdo nés temos o homomorfismo de O,-médulos

91 b1

o1 Tt Oz

do=1: . + |:0"=0OF
el ey
ox1 Tt Oz

e I(d¢) é o anulador do coker(/\k do) = O,/ J(¢1, ..., r), entdo I(dp) é o ideal gerado

pelos menores de ordem maxima da matriz jacobiana de ¢. Dessa maneira temos

dim%—k—l—n—(n—k—l—l)(k—k—i—l).

Pela proposicao 1.9 temos que

depth(I(d¢), O,) = ht(I(d¢)) = dim(O,,) — dim On_ _ n—(k—1),

portanto, pela Proposigao 5.1, K (/A" d¢) é uma resolugao livre do coker(\” d¢), para todo
p,1<p<k.
Considerando p = 1, temos que K (/\1 dp) = K(d¢) é uma sequéncia exata, agora

vamos analisar os trés dltimos termos de (5.2)

S0 1+4+so 1 1
SAOKF e N on - \Nop 8 Aok, (5.3)

so=k
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mas

S0 1+so k 1+k k 1+k
( Y NoF e A\ 0;;) ® (/\0§*® /\(9:;) -No e \o;
so=k+1
1 1
NOL =05 N0y =0 e A do =do,
portanto a sequéncia exata (5.3) se resume a
k 1+k ]
No e A\ or -5 o 2 o,
e consequentemente ker(d¢) = Im(d).

Consideramos agora {e1, ..., e, } base canonica de O", {uy, ..., u} base canonica de OF
e {u},...,u;} base dual de (OF)*, entao

0 O
(do)(ei, uj) = uj(de(e:) = uj (aD B ai::‘

Portanto se
k
a=uj \...\uy GAOfL* e

k+1
B=e, N...Ney,, € /\OZ coml<[l<..<l1 <n

entao

k+1
dla® B) =w.f = Z(—l)Zk#jj’“detv(eik, u;)ey,
j=1

k+1
— Z(—1)2k¢jjkdet < 0¢: ) ey,
j=1 k#j

Iik
€l Clit1
O 0¢1
ox; Tt O
= det ! ke
Oy Oy
Oxyy T Oy
DeSS& maneira ObtemOS
€1 c. €n
[élay [l
Im(d) = Iy | %7 % | = ker(dg).
Ok Ok

ox; CY Oz
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Assim nés obtemos a seguinte caracterizagao para os geradores de ©%.

Proposicao 5.2. Seja (X,0) uma ICIS determinada por ¢ = (¢1,...,0%) = (C*,0) —
(C*,0), entdo

€1 €En
941 9¢1
T dr; " On . ,
Ox =k | 71 ol (piej, i=1,.,k, j=1,..,n).
9%y i
ox; Oxn

e consequentemente temos que para todo f € O,

5.1.2 O numero de Bruce-Roberts relativo sobre uma ICIS

Como ja comentamos anteriormente Bruce e Roberts em [7] provaram que se (X,0) C
(C",0) é uma ICIS quase homogénea e f € O, tem ponto critico isolado entao (f~1(0) N
X,0) define uma ICIS e

paalfs X) = p(f~1(0) N X,0). (5.5)

Nesta se¢ao nds vamos estender esse resultado para (X,0) uma ICIS (qualquer), nosso

primeiro resultado é uma extensao da Proposicao 4.1 no capitulo 4.

Proposigao 5.3. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por (¢1, ..., ¢x) : (C*,0) — (CF,0)
e f€0,. A aplicagio (1, ..., ox, f) : (C*,0) — (C*1,0) define uma ICIS se, e somente
se. Hignlf. X) < oo,

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que ¢y, ..., ¢r, f definem uma ICIS entdo
V(J (1, s O, f) + (01, .., ¢k), 0) C ({0},0)
como J(¢1, ..., ¢r, f) + (@1, ..., ox) C df(OY), entao
V(df(©%),0) CV(J(d1, .. br, [) + (1, -, dx), 0) € ({0}, 0).

Assim provamos que se ¢1, ..., ¢k, f define uma ICIS entdo ugp(f,X) < oo. Para
provarmos a reciproca seguimos a mesma ideia da Proposi¢ao 2.8 em [5].

Suponhamos, por absurdo, que (¢, ..., ¢x, f) nao defina uma ICIS, entéo

({0},0) & V(J(f, o1, ..., D) + (D1, ..., &), 0),

logo existe z nao nulo em V (J(f, ¢1, ..., &)+ {01, ..., ox), 0), como x € X, existe um estrato
logaritmico X, # C"\ X, tal que z € X,. Observamos agora que x € V(df(0%),0) C
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V(J(f, 1, ..., 0x),0), logo x anula todos os menores de ordem k + 1 da matriz jacobiana
J[f, ¢1, ..., o], mas ¢1, ..., ¢y, definem a ICIS (X,0), entdo como = € X temos que z
nao anula pelo menos um menor de ordem k da matriz jacobiana de (¢y, ..., ¢x), assim
noés temos que V f(x) é combinagao linear de V¢ (x), ..., Vo (x). Por hipétese ugp(f, X)
é finito, entdo pela Proposicao 2.29 f |y, é uma submersao, ou seja, existe um campo

¢ € Oy, tal que df (x)(&(z)) # 0, mas

df (x)(&()) = (Vf(z Z VBi(2)V;(x Zﬁjd% r)) =
poisz € (X,0) e& € Ox. O que é um absurdo, logo se 5 (f, X) < oo, entdo (¢, ..., ¢k, f)
define uma ICIS.

Agora nés vamos provar uma primeira relacao para o niumero de Bruce-Roberts relativo

de um germe de funcao f C O, com respeito a uma ICIS.

Proposigao 5.4. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por (¢y, ..., ¢1) : (C,0) — (C*,0)

e f €O, um germe de funcao Rx-finitamente determinado, entao

df (©x) + Ix

panf, X) = (X0 F7(0),0) 4 (X, 0) — dime G

Demonstracgao: Basta considerarmos a seguinte sequéncia exata

0— df(©x )+IXH On — On — 0
df (0%) + Ix df (0%) + Ix df (©%) ‘
Entao
_ On df(®X) + IX
MBR(f:X) = dimc df(@%}) . dime df(@§) Y1y
U+ I df(O%) T Ix
df(©x) + Ix

18017 df(@j);) +[X.
Sendo (*) consequéncia da igualdade (5.4) e (**) da férmula de Lé-Greuel.
|

Definigao 5.5. [8] Sejam R um anel local, h : R™ — R" uma aplicagdo com m >
n e E um R-submoédulo. Dizemos que h é uma matriz de parametro para E quando
[(coker(h) ® E) < ocoem —n+1=dimE.
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Proposicao 5.6. [8] Sejam R um anel local, h : R™ — R™ wma matriz de parametro
para R. Se R é Cohen-Macaulay, entao l(coker(h)) = I(I(h)), sendo I(h) o anulador de
coker(A"h).

Proposigao 5.7. Seja (¢1, ..., or_1) : (C*,0) — (CF=1,0) definindo uma ICIS e ¢, € O,
tal que ¢ = (@1, ..., dx_1, ox) = (C*,0) — (Ck,0) também define ICIS. Entio d¢ : R* — R*

define uma matriz de parametro para o anel R := O, /{¢1, ..., Pr_1)-

Demonstragao: De fato coker(d¢) = R*/Im(d¢) ~ OF /((¢1, ..., o) OF +Tm(dg)). Assim

nos temos a igualdade

coker(do) N OF

k ~ -
coker(d¢) ® R (f1, ... pr—1) coker(dp) — (o1, ..., ) OF 4+ Im(de)’

e [(coker(dp)@R) < 00, pois ¢y, ..., Px_1 ¢ um sistema de parametro de OF / Tm(d¢). Como
dim R = n — k 4+ 1 temos que d¢ é uma matriz de parametro para R e pela Proposicao

5.6
R R
Im(dg) T, )

dim(c
|

Agora estamos prontos para provar o nosso principal resultado desse capitulo, o qual

generaliza a Proposigao 7.7 em [7].

Teorema 5.8. Sejam (X,0) C (C",0) uma ICIS determinada por ¢ = (¢1,...,0k) €
[ € O, germe de fungdo tal que pugxa(f, X) < oo, entao (f~1(0) N X,0) define uma ICIS
e

ppr(f. X) = p(f71(0) N X,0) + u(X,0) — 7(X,0).

Demonstragao: Pela Proposicao 5.4 precisamos mostrar que

df(Ox) + Ix

T(X, O) = dlm(c W

Mas sabemos pelo Teorema 1.55 que

Ok

X,0) = di .
7(X,0) = dime T o

Assim, consideramos a sequéncia

k+1 k
O, - Ok+ - ok

ker(a) — ———
PO T N I (0 ¢ k0F Tmd(9) + 10F

sendo ¢ a inclusao, T e @ sao, respectivamente, as aplicacoes induzidas pelas aplicacoes

m: O 5 OFand a: O, — OFF!
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dadas por 7w(ag,as,....,ax) = (ai,...,ar) e ala) = (a,0,...,0). Temos que @ estd bem
definida, pois se a € df (0%) + Ix = J(f,¢) + Ix entdo existe um vetor £ € ©% e vy € Iy
tais que

ala) = (a,0,...,0) = (df (&) + 7,0, ...,0) e
(df (&) +7,0,..,0) = (df (€) +7,d1 (), ..., dpi(€)) mod (Im d(f, ¢) + IxO)).

A sequéncia acima é exata. De fato Imi = ker@, 7 é sobrejetora, e

_ {(1,...,0)) + Imd(f,¢) + IxOF
= T A, 0) + I OF

= ker 7.

Além disso, pela Proposigao 5.7, d(f,¢) : (On/Ix)" — (O0,/Ix)F é uma matriz de
parametro para o anel O, /Iy, como esse anel é Cohen-Macaulay entao pela Proposigao
5.6

0, OZH

dime 776y I~ M Tn(d(f, 6)) + LyORT

Pela exatidao da sequéncia obtemos dimc ker @ = 7(X, 0), e agora nds precisamos mostrar

que

df (O©x) + Ix
df (0%) + Ix’

Seja @ € ker(@), ou seja, existe £ € O, tal que

ker(@) =

(a,0,...,0) = (df (£),dp1(&), ..., dow(§)) + (ap, gy ooy ),

com q; € IxVi=0,...,k, entao

(a — ag, =0, .o, —aps1) = (df (§), de1 (), ..., dgr(€)),
logo £ € ©x e a € df(Ox) + Ix. Assim provamos a inclusao

df (Ox) + Ix

kerae C ——nt— -
df (%) + Ix’

Para a inclusdo contréria seja & € Ox, entao df (§) € (df (Ox) + Ix)/(df (O%) + Ix) e

a(df(€)) = (df(£),0,...0) = (df (§), dps(§), ..., dok(§)) € Im(d(f, ¢)).
E segue o resultado.
[ |

Corolario 5.9. Sejam (X,0) uma ICIS e f um germe de funcao tal que pgp(f, X) < oo,

entao
df (Ox) + Ix

T(X, 0) = dlm(c m
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Coroldrio 5.10. Sejam (X,0) uma ICIS, f, g € O, germes C°Rx equivalentes, entio

:U/ER(.ﬂ X) = MER(Q:X)

em outras palavras o numero de Bruce-Roberts relativo € um invariante topoldgico.
A demonstracao desse corolario é a mesma do Corolario 4.5.
Corolério 5.11. Se (X,0) € uma ICIS quase homogénea, entio u(X,0) = 7(X,0).

Demonstracgao: Pelo Teorema 5.8

ppr(f, X) = (X N f7H0)) + p(X,0) — 7(X,0),

mas como (X,0) é uma ICIS quase homogénea temos por [7, Proposi¢ao 7.7] que
par(f, X) = pn(X N f710)), e segue o resultado.

O proximo corolario é uma consequéncia imediata do Corolario 5.4 e da féormula de
Lé-Greuel.

Coroldrio 5.12. Sejam (X,0) uma ICIS definida por ¢ = (¢, ..., ¢r) : (C",0) — (C¥,0)
e f e O, tal que uzp(f, X) < oo, entao

ppr(f, X) = dimc 7(X,0)

O

Sejam (X,0) uma ICIS definida por ¢ = (¢, ...,¢%) : (C*,0) — (C* 0). Sabemos
que a multiplicidade polar de ordem méxima de (X,0) é dada por m,_;(X,0) =
dimc O,,/(J(p, ») + Ix) (Defini¢ao 3.22). Assim segue do Teorema 5.8 que

MBR(va) = mn—k:(X> 0) - T(X’ 0)7

ou seja, o nimero de Bruce-Roberts relativo independe da projecao linear genérica. Além
disso, como ja comentamos anteriormente Jorge Perez e Saia mostraram em [22] que se
(X,0) é uma ICIS de dimensao n — k, entdo:

14 (1) nz 1)'m(X,0), (5.6)

=0

sendo m;(X,0) a i-ésima multiplicidade polar de (X,0). Tomando como definicao para
obstrugao de Euler de uma ICIS, (X,0), de dimensao n — k a relagdo provada por Lé e

Tessier em [26]
n—k—1

= Y (=) m(X,0). (5.7)

=0
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Das igualdades (5.6) e (5.7) temos que

(=1)" 1+ (1) (X, 0) = (1) ' (—1)'m;(X,0))

I
—_—
—_
~—
3
=
L
L
z
—~
Is
@)
~—
~—
|
3
i
B
—
I
=)
~—

logo
(—1)"F — u(X,0) = Bu(X,0) — m,_(X,0),

e assim obtemos o corolario:

Corolario 5.13. Sejam (X,0) uma ICIS de codimensao k e p : C* — C projecao linear

genérica, entao
a’) Mp—k = ”]_BR(p’ X) + T(X);
b) Eu(X,0) = ppp(p, X) +7(X,0) — u(X,0)) + (=1)* "+

O corolario anterior generaliza o Corolario 3.23, pois para toda projecao linear genérica

b, /’LBR(pJX) - :ulg’R(p7 X)

5.2 A variedade logaritmica caracteristica relativa de
uma ICIS

Sabemos que se a variedade (X,0) tem codimensao maior que 1, entdo sua variedade
logaritmica caracteristica, LC(X), nao é Cohen-Macaulay, mas como foi observado em [7],
ainda temos a variedade logaritmica caracteristica relativa de X, LC(X)~, a qual pode
ser Cohen-Macaulay mesmo quando LC(X) nao é. Esse é exatamente o caso quando
(X,0) é uma ICIS quase homogénea de codimensao maior que 1. Vamos provar nesta
segao que LC(X)~ de qualquer ICIS, (X,0), é Cohen-Macaulay.

Teorema 5.14. Seja (X,0) uma ICIS, entao LC(X)~ é Cohen-Macaulay.
Demonstragao: Seja (0,p) € LC(X)~ C LC(X), entao existe f € O,, germe de fungao

R x-finitamente determinado tal que df(0) = p, logo

ppr(f, X) = u(X N f71(0),0) + (X, 0) — 7(X,0)
On+1
(fta ¢17 SaS) ¢k) + <¢17 7¢k>

:dlm(cj —T(X,O).

Consideramos agora uma morsificagao de f, F : (C x C",0) — (C,0), tal que
F(t,z) = fi(z). Entdo dim Opn1/(J(fts 01,y Pk) + (F1,...,0k)) = 1, pois para
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cada t, f; é uma fungdo de Morse em (X,0), e consequentemente a variedade
V(J(fi, b1,y Ok) + (D1, ..., &1, 0) C (C™,0) possui pontos isolados e quando ¢, varia temos
V(J(fe, 01,y Ok) + (P15 ..., Pk) € uma curva em C x C™. Sejam

On+1 e [ = (ft7¢17' '7¢k>+<¢17'“7¢k>

R= —"-
<¢17~ >¢k> <¢17--'7¢k>-

entao dim R =n+ 1 — k, pois ¢1, ..., ¢ € uma sequéncia regular em O,, e nao dependem

de t, portando ¢y, ..., ¢ € uma sequéncia regular em O,, ;. Além disso temos

. E_ . On—l—l
dim 7 = dim T(Fesdrr ) + (Gro s Gr)

Assim pelo Teorema 1.6, O, 1/(J(fi, 1, vy &) + (P21, -, Px)) é€ um anel Cohen-Macaulay

e sua dimensao é a mesma do espaco de parametro, entao pelo principio da conservacao

=1=dim R—(n—(k+1)+1)(k+1—(k+1)+1).

do ntimero para todo t suficientemente proximo da origem temos

On O
di di
e J(f7¢1;...,¢k)+<¢1,...,¢ xGZU e (ft,(bl,. 7¢k> <¢17"-7¢k>
s+1 O
— di n,x
;; lm(c ft7¢17' 7¢k)+<¢1,,¢k>

Sendo U C C" uma vizinhanca aberta da origem suficientemente pequena temos que
=U\X, Xi, ..., X5, X511 = {0} é aestratificacao logaritmica de (X, 0). Agora vamos
analisar o somatério em cada estrato logaritmico, lembrando que m; ¢ a multiplicidade

do estrato Y; = N*X;, e n; é o nimeros de pontos criticos de f; no estrato Xj.

e ;=0

Se x € Xy, entao z &€ X e assim

@)
d n,xr — A
2 dime G T

@ @
di n,xr di n,T
Z e (ft7¢1a' '7¢k)+<¢17'“a¢k Z lmc ft7¢17 7¢k’>+<¢177¢k>

zeX; zeX;NE ft
= > pr(fe, X)s —7(X,2)

zeX;NE ft

zeX;NE ft

pois se z € X; N Xf; sendo f; uma funcdo de Morse entao o nimero pgzga(f, X), é

igual a multiplicidade do estrato logaritmico que contém o ponto e 7(X,z) = 0.
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e i =s5+1
@) @)
di n,z — i n
xG;erl e ‘](fta ¢17 7¢k) + <¢17 "'7¢k> e ‘](fbgbla "'7¢k) + <¢17 XS Qbk)

= NJBR(th) + T(X7 O)
= Mst+1 +’7'(X, O)

= Ngp1Mst1 + T(Xa 0)7
pois X,y = {0}, portanto ng,; = 1.

Dessa maneira obtemos

O,
f7 ¢17 7¢k) + <¢17 ceey ¢k>

s+1 . On
B Z Z dlmc J(fta ¢1> ce ¢k’) + <¢17 >¢k> B T(X’ O)

=0 Z‘GXi
s+1
= nm; +7(X,0) - 7(X,0)
i=1
s+1

i=1

pulf. X) = dime ~(X,0)

Portanto segue da Proposi¢ao 2.25 que LC(X)~ é Cohen-Macaulay.

Com o fato de LC(X)~ ser Cohen-Macaulay nds generalizamos alguns resultados

obtidos na se¢do 7 de [7], no qual eles consideram ICIS quase-homogéneas.

Corolario 5.15. Seja (X,0) uma ICIS, LC(X) é Cohen-Macaulay em todos os pontos

que nao estao em X x {0}.

Demonstragao: Seja (z,p) € LC(X) tal que (z,p) &€ X x {0}.

Se z € X entdo p # 0 e existe uma vizinhanca V' de (x,p), tal que
LC(X)NV =LC(X) NV

como um espaco complexo, veja a demonstracao do Lema 4.18.

Sex ¢ X entdo x € Xy = C"\ X, ou seja, (z,p) € Yy e Iy, (ap) ¢ uma intersegao
completa. Sejam V = C>" \ UMY;, entdo V é uma vizinhanca aberta de (z,p) e como
conjunto

LC(X)NV =Y,NnV.
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Para concluirmos a igualdade como espagos complexos consideramos [; o ideal que

determina a variedade Y; e I o ideal que define LC'(X), entao
[ - [0 n...N Ik+1

e como x € C"\ X temos que o ideal I, é o ideal total no aberto V paratodo j = 1, ..., k+1,
portanto nés obtemos a igualdade como espagos complexos e LC(X) é Cohen-Macaulay

nesse ponto pois Yy também o é.
[ |

Corolario 5.16. Seja (X,0) uma ICIS. Se f tem um ponto critico isolado em x. Entdo

ﬂBR(fa X)x Z ME}R(fa X)x + ,u(f)mv

com igualdade se v € C"\ X ou df(z) # 0.

Além disso, se v € C"\ X entdo dimc O,,/df(O©% ) = 0 enquanto se df (x) # 0,
dim¢ O,, ./ J f = 0.

Se (X,0) ndao é uma hipersuperficie entao a condigao suficiente para a igualdade, no

corolario anterior, é também necessaria.

Demonstracgao: Pelas Proposigoes 2.23 e 2.25 nds temos

k+1

MBR<f7 X)r > Z m;n; = /"LER(f7 X)CE + mong = NTBR(f? X)w + M(f)ﬂfv
=0

a ultima igualdade é consequéncia da Proposicao 2.22.

O restante segue da Proposigao 2.23, [7, Proposition 5.8].

Como uma consequéncia imediata do resultado anterior temos

Corolario 5.17. Seja f € O, um germe de funcio Rx-finitamente determinado, se x €

um ponto critico de f entao

k
Zni + Miy1 = ME}R(f:X)x
i=1

k

> nitmip < psr(f, Xz
i=0

Seja (X,0) uma ICIS determinada por ¢ : (C*,0) — (C*,0) e 21, ..., Tp, p1, ..., Pp UM

sistema de coordenadas em T*C", Bruce and Roberts também definem em [7], LC'(X)7,
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como a subvariedade de T*C" dada por ¢;, i =1, ..., k and

b1 «v DPn
(el 01
ox e Oxn
I ! ,
[éler [2ly
Ox1 e Oy

Como é observado em [7] a estratificagdo logaritmica considerando os campos de

vetores dados pelos menores
d 0

dr1 " Oz
9¢1 91
ox T Oxn
Lo | 0 :
[élory [l
ox1 Oy

¢ ainda holonomica. Mais precisamente essa é a mesma que a dada por Ox entao
LC(X)T é n-dimensional com as mesmas componentes irredutiveis de LC(X)~. Sejam
Y;, i = 1,...,k as componentes irredutiveis de LC(X)T, entdao Y; tem multiplicidade
m; = 1,1 =1,..,k e Y1 tem multiplicidade m(X,0)T. Em geral m(X,0)” ¢ maior
que a multiplicidade de Y;.; em LC(X)~, myy1. A principal vantagem de considerarmos

LC(X)T é que ele é Cohen-Macaulay para qualquer ICIS, veja [7, Proposition 7.10].

Proposicao 5.18. Seja f € O,, um germe de fung¢ao Rx-finitamente determinado entao
m(X,0)" —myq = 7(X).

Demonstracao: Segue do Corolério 5.17 e [7, Corolério 7.11].

Seja f € O, um germe de fungao R x- finitamente determinadoe F' : (C* x C,0) —
(C,0), F(x,t) = fi(x), uma deformagao 1-parametro de f. Sabemos que a curva de F' em
(X,0) é

C={(z,t) e C" x C; dfy(6;) =0Vi=1,...,m},
sendo ©x = (d1,...,0m), € a curva polar relativa é o conjunto dos pontos em C' tais que
r e X.

Como consequéncia do Teorema 5.14 e Proposicao 4.16, temos que para toda ICIS

(X,0) a sua curva polar relativa C'~ is Cohen-Macaulay e

npr(f, X) = Z 1pr(fe: X)a-

zeCn
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Seja (X,0) C (C",0) uma ICIS determinada por ¢ = (¢1, ..., ¢x) : (C*,0) — (C*,0)
e f € O, germe de funcao R x-finitamente determinado. Nessa secao nosso principal
objetivo é generalizar a relagao obtida entre ugr(f, X) e u(f) no capitulo 3.

Inicialmente lembramos que nessas condicoes (f, ) : (C*,0) — (C*1,0) define uma
ICIS (ver Proposigao 3.6).

Proposicao 5.19. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por ¢ = (1, ..., k) = (C",0) —
(C*,0), e f € O,. Entdo

psr(f, X) < oo se, e somente se, dimc < 00.

O
af (%)
Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que dim¢ O, /df (0% ) = oo, entao ({0},0) ¢
(V(df (©%),0), portanto existe x # 0 tal que

(éj(x)gai (x)=0,Vi=1,...,nej=1,.. k.

Por hipétese, f é Rx-finitamente determinado, logo u(f) < oo e (V(Jf),0) = 0. Assim
¢;(z) = 0 para todo j = 1,....k e x € (V(J(&, f) + (¢1,...,0x)),0), 0 que contradiz a
Proposicao 3.6.

A reciproca segue da inclusao df (0%) C df(Ox), a qual implica

dimg ———— < dim

df(ex) = - df(ek)

Com o resultado anterior obtemos a reciproca da Proposicao 3.6.

Proposigao 5.20. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por ¢ : (C",0) — (C*0) e
f € 0, Se(fp): (C"0) — (CFL0) define uma ICIS, e u(f) < oo, entio f €

R x-finitamente determinada.

Demonstragao: Como (f,¢) : (C*,0) — (C**1 0) define uma ICIS, temos por Lé-Greuel

que

On
(f, @) + (P1, -, Ok)

(X, 0) + (X N f71(0),0) = dime 7

em outras palavras

V(J(f,0) + (b1, ... #),0) C ({0},0).

Vamos provar a seguinte inclusao:

V(df(©%),0) € ({0},0),
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a qual implicard o resultado pela Proposicao 5.19. Primeiramente notamos que

df(O%) = J(f.0) + (digtil=1 ks j=1,.m).

Assim se @ € V(df (0%),0) = V(J(f,0) + ozl i =1,...k; j = 1,..,n),0)
=V(J(f,0),0)NV({digt i =1, ... k; j=1,..,m),0),

entao

o(r)=—(x)=0VIi=1,...k j=1,..,n,

dz;

mas por hipdtese temos pu(f) < oo, ou seja, existe jo € {1,...,n} tal que

of
0
5 (D #0
logo
o) =0V1=1,..k,
ou seja,

z € V(J(f,0),0) N V(01 01, 0) = V(I (f, 0) + (61, -0 &), 0) € ({0}, 0).

Dessa maneira concluimos
V(df(©%),0) c ({0},0).
[ |

Novamente observamos que a hipdtese p(f) < oo nao é muito restritiva pois caso
contrario também teriamos que f nao é R x-finitamente determinada.

Assim como fizemos para hipersuperficies com singularidade isolada vamos estabelecer
primeiramente uma relagao para dimg O,,/df (0% ), com esse objetivo lembramos que dado

¢ € Ox existe uma matriz quadrada de ordem £, [A;;], tal que

do (&) = [\][0]"-

Agora nds vamos obter uma caracterizacao para os campos triviais em fungao dessa matriz
[Ai;]. Antes de comegarmos observamos que existe mais de uma matriz [\;;] que satisfaz a
igualdade anterior. Dessa maneira vamos considerar as matrizes [\;;] médulo H, sendo H
0 O,-submddulo de M (O,,) gerado pelas matrizes cujas linhas sdo combinagdes lineares
de

SYZ(P1, ., Ok) = (dlej — Pei, 1 < j <i < k).

Proposigao 5.21. Seja (X,0) ICIS determinada por (¢, ...,¢) : (C*,0) — (C*,0),

entio & € ©% se e somente se existe uma matriz [\;;| € (T +H)/H, sendo T o subespago
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gerado pelas matrizes Ty,,, | =1, ...

m-ésima coluna da matriz jacobiana de .

Demonstragao: Seja £ € Ok, entdo ¢ = & + &, com

k
Z?:l D

€1 €n
9¢1 [l
5 T .
51 EIk+1 o1 z 6526 <¢iej7 Z:]_,...,k?, ‘]:]_7 ,TL>,
9%k [y
o0z OTn
logo existe a;; € Oy, tal que & = Zle Z;L=1 a;pie; e
T
[Aijl[o]" = do(§) = do(& + &) = do(§2)
k n
=do(D ) aioie)
i=1 j=1
o) 9 k
a;ﬁi % Zi:l ai1¢i
) 9 k
a;ﬁl; % Zizl ain¢i
logo
9 9
Al A (03} Z;‘L:I O‘Ija%; Z?ﬂ O‘kj% o1
d d
Akl oo ARk O Z?Zl C¥1j£j Z?Zl Oékj% O
e consequentemente
9 d
M= Yot e Aw = X angt\ [é
. ) : | =0
d d
Akl — 2?21 041]'% oo Ak — 2?21 Oékj% O

ou seja, para todo [ =1, ..., k temos

= 0 = 0
<)\11 - Z&Ua—?, oy Atk — Z%j%
j=1 J j=1

J

) € SYZ(¢1,...7¢k)7 €

P\U] — (Z Oélelj + ...+ Z aijkj) € H.

J=1 Jj=1

Reciprocamente sejam & € O, e [\;;] + H € (T + H)/H, satisfazendo a igualdade

dp(§) =

Nille)",

Jk; m =1,...,n, tais que a l-ésima coluna € igual a

9¢1

i 9i 5a,

k )
Z?:l Zizl Oéz‘jcbia%f
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entao exitem «a;; € O, tais que

n p
[Aj] —i—H:ZZOéisz‘j-l-H;

=1 i=1

ou seja,
n p

il = Z > aiTiy + [himl,

=1 =1

para alguma matriz [h;,] € H. Nessas condigoes

dp(&) = [Njlle]" = <Z > Ty + [hlm]) [9]" = (Z Z%‘sz‘j) [9]",

j=1 i=1 j=1 i=1
ou seja
d ) d
Z?:l Q1 ail Zn A 8;;:51 Zz 1 Z] 1 Qij ail
d 9 d
Z? 1 Q15 aﬁf Z;L 1 Okj aﬁf Zz 1 Zg 1 Qij aﬁk

assim temos

0\ o]
@;:: % 1 1 azl¢z
dp(§) =1 + . = do(n)
[o1) o))
8_3011] %: z 1 am¢z

com 7 = (Zle i O, ---721 L Qinty) € ©%. Entao dp(§ —n) = 0, ou seja,

€1 €n

9¢1 el

oz Oxn T
g_UEIk—H ,1 . . C@X,

0ok 09k

axl amn

Como n € 0%, £ € 6%.
[ |
Lema 5.22. Sejam ¢ = (¢1,...,¢%) : (C*,0) — (C*,0) definindo uma ICIS e f € O,
tal que (f,¢) = (f, ¢1,...,0r) : (C*,0) — (CFL 0) também define uma ICIS, entdo
o+ J(f,0), .06 + J(f, P) € uma sequéncia reqular em O, /J(f, d1, ..., k).

Demonstracao: Como (f, ¢1, ..., ¢y) define uma ICIS entao O,,/J(f, ¢1, ..., o) é Cohen-

Macaulay e

0 = dim On — dim Ou/JI(f, 1, -5 k)

J(fa ¢17 Sy ¢k) + <¢17 7¢k> (J(f7 ¢17 7¢k) + <¢17 ) ¢k>)/‘](f7 ¢17 7¢k’)
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portanto pela Proposigao 1.7, temos que ¢1 + J(f, @), ..., 0r + J(f, ¢) é uma sequéncia
regular em O, /J(f, ¢1, ..., k).

|
Proposigao 5.23. Sejam (X,0) ICIS determinada por (¢1,...,¢x) : (C*,0) — (C*,0) e

f € O, germe de fungcao Rx-finitamente determinado, entao

O
(Gres —dyer 1<i<j <k +JfOF

dim¢ = dim¢ p(f~1(0) N X,0) + u(X,0).

O,
df (0%)
Demonstracao: Consideramos a seguinte sequéncia

O?ﬁ i> On m On
daf

V= JfOF + (gie; — ¢je;, 1 <i<j<k) (©%) 7 df (©%) + (1, ... dw)

— 0

sendo, 7 a aplicagao de projecao e a definida por

k
a((ar, ..., ax) + JfO) + (pie; — jei, 1 <i < j < k)) = Zai¢i +df(©5%)
i=1

A sequéncia acima é exata pois 7 é sobrejetora,

(D1, ... Ow) + df (OF)
df (0%)

Im(a) = = ker(7),

assim resta mostrarmos que « ¢ injetora. Sejam

Ok
JfOk + (die; — djes, 1<i<j<k)

(Cll, ...,CLk) + JfOﬁ + <¢iej — quei, 1 S 1< ] S k’> c
tal que

oz((al, ...,ak) + Jf@:i + <¢i€j — ijei, 1< <j < k>) =0 +df(@§)

> aigi + df (0%) = 0+ df (9%)

i=1

Como df(©%) = Jf{dy,...,01) + J(f, @), temos que existem o; € Jf, i = 1,....k e
h € J(f, ) tais que

k k
D aigi =Y g =he J(f,0)
i=1 Jj=1

k

Z(ai — )9, =he J(f, ).

i=1
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Mas f é Rx-finitamente determinado, logo (f,®) define uma ICIS e consequentemente
o1+ J(f,0), ..., o6+ J(f, ¢) é uma sequéncia regular em O,,/J(f, ®). Assim obtemos que

(al — a1, ..., 0 — ak) € Syz((bl + J(f? ¢)7 7¢k + J(fa ¢))7 ou Seja
(a1 — a1,y ap — ag) € (i + J(f, 0))ej — (&5 + J(f,9))ei, 1 <j <i<k),

e portanto,
(a1, ...y a) € JfOF + (pie; — ¢je, 1 < j < i <n).

Assim « é injetiva e a sequéncia é exata. Como f é R x-finitamente determinada temos
que dime O,,/df (0%) < o e

di. O O, i on
e ey T M GO+ (61, on) | TFOR 1 (die; — dyen)
k

OF
JfOF + (¢ie; — pjeq)

= u(X N £710),0) + u(X,0) + dimc
u

Coroldrio 5.24. Sejam (X,0) ICIS determinada por (¢1,...,¢%) : (C*,0) — (C*,0) e

f € O, germe de fungcao Rx-finitamente determinado, entao

Ok
ppr(f, X) = dime EYrr— Sin<j§k>+JfOfL + u(f710) N X, 0) 4 (X, 0)
. df(Ox)
_dlmcdf(@i)'

Demonstragao: Esse corolario é uma consequéncia imediata da proposicao anterior e

da sequéncia exata

" uen) T aen) T aes
Assim,
0, dfex)
a2 ) = e e — e g
| o )
= dim¢ kb TZi s < T IO + p(f71(0) N X,0) + u(X,0)
df(ey)
~dime ety
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Quando (X,0) C (C",0) é uma hipersuperficie com singularidade isolada nés temos

pela Proposigao 3.13 que
ox _ df(ex)
oY  df(e%)

sendo f € O, um germe de funcao R x-finitamente determinado. Vamos ver a seguir que

esse isomorfismo continua valido quando (X, 0) é uma ICIS. Em outas palavras o quociente
df (©x)/df (©%) também nao depende do germe de funcao R x-finitamente determinado

que estamos considerando. Para demonstra-lo vamos precisar dos seguintes resultados.

Lema 5.25. Sejam | um nimero natural e ¢; € O,, com j =1,...,1, entao

o, : oL
(<¢1,...,¢>k>> " {1y 01) O

Demonstracgao: Consideramos

dado por U (ay, ...,a) = (a1,...,a;). ¥ estd bem definida pois, se (ag,...,a) = (b1, ..., 0),
entao a; — b; € (¢1, ..., ox), ou seja a; — b; = h;, com h; € (¢1, ..., ¢y) para todo i =1,..., 1.
Assim W(a; — by,...,ar — by) = 0, resultando V(ay, ..., a) = W(by,...,0;), e ¥ independe
das classes.

¥ é um isomorfismo, de fato, suponhamos que ¥(ay,...,a;) = (0, ...,0), ou seja

k k
(al, ...,al) = (Z Oéil(bi, ...,ZO@[(@') € <¢iej7i = 1, ,k‘, ] = 1, ...,l>,
i=1 i=1

logo a; = Zle a;;¢; para todo j = 1,...,1 e assim a; € (¢1, ..., ¢x), para todo j = 1,...,1,
ou seja, a; = 0 em O, /{1, ..., ¢x), para todo j = 1,...,1 e assim ker(¥) = {0} e ¥
¢ injetiva. Para concluir que ¥ é um isomorfismo resta mostrar que ¥ é sobrejetora.
Seja (b1, ..., b)) € O /{diej,i =1,....k; j=1,..,1), logo b; € (O,/{¢i,i =1, . k)" com
1=1,...,ke

portanto, ¥ é sobrejetora e

0, Y O!
<<¢17a¢k>) -~ <¢17a¢k>(9’£1
[ |
Lema 5.26. Seja (X,0) uma ICIS determinada por (¢y, ..., ¢r_1) : (C*,0) — (C*1,0).
e op € Oy, tal que ¢ = (¢1,...,¢%) : (C*,0) — (C*,0) também define uma ICIS. Entdo

B1y ..., Q1 € uma sequéncia regular em OF /Tm(dg).
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Demonstragao: Vamos utilizar a Proposigao 1.7, seja M = OF/Im(d¢) um O,-
modulo, vamos provar inicialmente que M é Cohen-Macaulay. Consideramos a seguinte

presentagao de M

or 2 0k 5 M —0,

entdo seu 0-ésimo ideal fitting Fo(M) = J(¢1, ..., k), além disso temos que M é um
O,-mddulo finitamente gerado, entao pela Proposi¢ao 1.18 temos que se M ¢é gerado por

s elementos entao
Ann(M)* C Fy(M) C Ann(M), logo

VAn(M)s € \/Fy(M) C \/Ann(M), resultando
V(M) = /Aun(),

portanto V(Ann(M)) = V(Fo(M)) = V(J(¢1, ..., dx)) € consequentemente

dim(M) = dim _On = dim ©

- — k-
Ann(M) (1, - Or) b

pois (¢1, ..., ¢x) define ICIS. Como k — 1 =dimO,, — (n — k+ 1)(k — k + 1), temos pelo
Teorema 1.8 que M é um O,-mdédulo Cohen-Macaulay. Agora precisamos mostrar que
dim M /{é1, ..., 1) M =0

Seja Mx = O% /Im d¢ ~ OF /(Im(dp) + (¢4, ..., or_1)OF) e tem a seguinte presentacio:

oL L 0k — My — 0,

logo seu 0-ésimo ideal fitting Fo(Mx) = J(¢1, ..., ox). Assim como anteriormente temos
que My é um Ox-mddulo finitamente gerado, entao pela Proposi¢ao 1.18 temos que se

My é gerado por t elementos entao

Ann(Mx)" C Fy(Mx) C Ann(My), logo

VAnn(Mx)t € /Fy(Mx) C /Ann(My), portanto

V Fo(Mx) = v/Ann(My),

e V(Ann(My)) = V(Fy(Mx)) = V(J(¢1, ..., ¢r)) em Ox e consequentemente

Ox O

dim{M) = dim e = A T(on, . o0)

:07

pois @1, ..., ¢ define uma ICIS.

Assim provamos que ¢, ..., ¢p_1 é uma sequéncia regular em OF/Im(d¢).
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Proposicao 5.27. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por ¢1,....,0p € O, e f € O,

um germe de funcao Rx-finitamente determinado. Se existe um campo £ € Ox, tal que

df (€) = S5, idy, entio & € O%.

Demonstracao: Por hipdtese £ € Ox, entao existem \;; € O,, com ¢, j = 1, ..., k tais que

di(€) = X5, Nijy, logo

o e\ fe df (£) S it "
k
o o CAGH N DY NPT :i MR

€ Imd(f, b1, .., br).

. . . é_n M ' - ’
do on don(©))  \Shoi Mo Aws

Como f é Rx-finitamente determinada temos que (f,¢1, ..., @) define ICIS, pela
Proposicao 5.26, ¢1,...,¢, é uma sequéncia regular em OF/Imd(f, ¢1,...,¢;). Para
Hi

A1q
facilitar consideramos v; = | |, para todoi=1,..., k.

Aki

Assim obtemos ¢1v; + ... + ¢pvr = 0 em OFY/Imd(f, ¢y1,....,01), € dpvp = 0

€m Ok+1/(1md(f7¢17' 7¢k) <¢17' 7¢k 1>Ok+1)7 entao Vg € Imd(fa (bla"'a(bk) +
(B, ..., Pp_1)OFFL ou seja, existem a € O, ew, € Imd(f, ¢, ..., o) tais que

k—1 k+1

k_ww+zza @6]

=1 j=1

Logo

k—1 k+1
P11 + ..+ OV = PrU1 + o+ Py <ww + Z Za gbze])

=1 j=1

k+1 k+1
= ¢ <U1 + Z a]fj¢kej) + .+ O (Uk—l + Z alfk_1)j¢k€j> e Imd(f, ¢, ..., o).

j=1 j=1

Assim ¢,_1 <vk 1+ Ek+11 a(k 1 gbkej) = 0em O/ (Imd(f, ¢1, ..., pp_2)+{(P1, ..., Pp_2) OFFL)

e consequentemente vy_; + Zerll a’(“k 1 ¢k63 € Imd(f,é1, ..., Pr_2) + (D1, .o, Pr_o) OFFL
ou seja, existem wg_1 € Imd(f, ¢, ..., ox) € a e 0, tais que

k+1 k—2 k+1

vt + D afinydnes = wher + D di ey
j=1

i=1 j=1
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Entao
k+1 k+1
(Ul +Za1]¢k€]) + .. +¢k 1 (Uk 1 —|—Zak 1) gbkeJ) =
J=1
k+1 k—2 k+1
(Ul + Zaqubke]) + ...+ ¢k 1 (wk 1+ ZZCL (bie]) =
=1 j=1
k+1 k+1
(Ul + ZaU(bke] + Zalj qbk 1€5 > 4+ ...+
7j=1

k1 k1
Or—2 (Ukz + Z a?k,g)j%@j + Z alzkjg)j¢k1€j>
j=1 j=1

o qual pertence a Imd(f, ¢y, ..., ¢x). Prosseguindo obtemos que a soma

k+1 k41 k+1 k41
qbl <U1 + Z a’fjgzﬁkej + ...+ Z a?j(ﬁgej) + qbg (Ug + Z a’;jgzﬁkej + ...+ Z a3j¢3€j>
j=1 j=1 j=1 j=1

pertence a Imd(f, ¢1,...,0r), entdo ¢o <U2+ZJ 1a23¢k63+ +Z§+11 agjgbgej) €
Imd(f, ¢, ..., 00) + (1) OFFL ou seja, existem wy € Imd(f, ¢1,...,0) e a2, € O, tais

1j
que
k+1 k+1 k+1
k 3 2
Vg + E a2j¢kej + ...+ E a2j¢3ej = w9y + E aljgzﬁlej,
=1 j=1 j=1
e
k+1 E+1 k+1 E+1
k 3 k 3 _
¢1 | v+ E ay;fokej + ... + § ay;Pse; | + g2 | va + E as;Pkej + ... + § ay;P3e; | =
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

k1 k1 1
o} (m + Za,fj¢k€j + ...+ Z a?j¢3€j> + 2 (wz + Z @%j%ej) € Imd(f, ¢, ..., dr).

j=1 j=1 Jj=1

Logo ¢1 (Ul + Z;H—ll afre; + .. + Zf+11 aj;¢se; + 23+11 a%j@ej) € Imd(f, ¢1,...,0%) e
existe wy € Imd(f, o1, ..., dx), tal que

k+1 k+1 k+1

vy + Z a]fjﬁbkej + ...+ Z afqubgej + Z a?jqbgej = wi.

j=1 7=1 j=1
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Dessa maneira obtemos wy, ..., wy € Imd(f, ¢1, ..., ox) tais que

k+1 k+1 k+1

v = wy — Za’fjgbkej - = Zai(bgej — Za?jgbgej
j=1 j=1 j=1
k+1 k+1 k+1
Vg = Wy + Za%j¢1€j — Zaéjgbkej — ... Z ag’jgzﬁgej
j=1 j=1 j=1
k41 k41 k41
Ukt = W+ YA Gk o YAty e = D 0ke
=1 =1 j=1
k+1 k41
U = Wi + Z a’fk_l)j%—w]‘ + ...+ Z alfj(blej
j=1 Jj=1
logo ¢1v1 + ... + ¢ = Grwy + ... + Prw,,, implicando
¢1(U1 — 'LU1) 4+ ...+ qbk(vk — wk) =0,
sendo
1% Q
Al . i
v=1  |Vi=1l..kew=| | €lmd(f ¢1,...,0r)
Aki Qg
logo
1 (p — an) + oo+ G — o) M1 — Q1 . g — O é
1
0— oA —an) + o+ (A —one) | [ Ao o A — o ,
: : : "
H1(Ak1 — 1) + oo+ O Aok — ) Akl — Qg1 o Akk — Qg

Portanto [A;;] — [a;;] € H, como [oy;] € T, temos [\;;] € (T'+ H)/H e pela Proposicao
5.21 que ¢ € ©F.

Corolério 5.28. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por (¢, ..., ¢) : (C™,0) — (CF,0)

e f €O, germe de fung¢ao Rx-finitamente determinado.
i) Se existe & € Oy, tal que df(§) = Zleui¢i, entao (pi1,...,ux) € JfOF +
SY2Z(P1, - P

) df(©%) ~ Oﬁ .
W G ©x) ~ TIOEFeya(d1,dn)’

) dF(OF) o (f1,s0k)
W) ) = T e
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Demonstragao:

i)

ii)

iii)

Pela demonstracao da Proposicao 5.27 temos que existem aq, ..., ap € J f tais que
(1 — 1)y + ...+ (e — )b = 0,

10g0 (p11, -y pir) € JFOk 4 sy2(¢1, ..., B1).

Seja
df(@ ) df(Ox) + (1, .., k)
VO T dex)

dada por ¥(ay,...,a;) = Zle a;¢p;. ¥ estd bem definida e é sobrejetora. Entao
resta mostrar a igualdade ker(V) = JfOF + syz(éy, ..., ).

De fato, a inclusdo ker(¥) D JfOF + syz(¢1,...,¢%), é imediata pois sejam
(a1,...,ax) € JfOF e (by,....by) € syz(éy,...,¢r). Como a; € Jf para todo
i=1,.., k existem &; € O,, tais que df (&) = a;, entao

k

W(ay + by, o+ i) = (a5 + bi)y Z@df&— Zm

i=1
o qual pertence a df (©%) C df(Ox).

Por outro lado seja (ay, ..., az) € ker(¥), entdo W(ay, ..., ax) = S.r_, a;¢; = 0, ou seja

Zle a;¢; € df(Ox). Pelo item anterior temos
(ah EEE) ak) S JfOfL + Syz(¢17 ) ¢k)

O terceiro item é uma consequéncia imediata da proposi¢ao anterior, pois

$O3) GO0y Ix Iy
df (Ox) df (Ox) IxNdf(Ox) JfIx’

e a ultima igualdade segue da Proposicao 5.27.

Corolario 5.29. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por (¢, ..., %) : (C™,0) — (C*,0)
e f € O, um germe de funcao Rx-finitamente determinado. Se existe um campo & € Ox,
tal que df () = 0, entao & € OF.

Demonstragao: E um caso particular da Proposicao 5.27, sendo p; = 0 para todo

i=1,..,

k.
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Teorema 5.30. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por ¢1,....,0r € O, e f € O, um

germe de fungao Rx-finitamente determinado. Definamos

v 6X — df(@x)
£ df(§)

Entao ¥ induz um isomorfismo

— Ox _df(6x)
Yier 7 ey

Demonstragao: A aplicacio U ¢ sobrejetora e U(0%) = df(©%) pela forma como

definimos ¥. Para concluirmos basta mostrarmos que
ker(¥) C ©%,

ou seja, se n € Ox é tal que df(n) = 0, entdo n € ©%. Portanto segue do lema anterior
que ker(¥) C 0%.

Como feito para hipersuperficies com singularidade isolada vamos considerar p € O,

uma projecao linear genérica e mostrarmos a igualdade dime dp(Ox)/dp(0%) = (X, 0).

Proposigao 5.31. Sejam (X,0) uma ICIS determinada por ¢ = (¢y, ..., ¢%) : (C*,0) —
(C*,0) ep: (C",0) — (C,0) uma projecdo linear genérica, entdo

dp(Ox)

ap(o7) =7(X,0).

dim(c
Demonstracgao: Primeiramente observamos que a demonstracao dessa Proposigao segue
exatamente os mesmos passos da demonstragao do Teorema 5.8, pois dp(©x) = dp(Ox) +

Ix e dp(©%) = dp(©%) + Ix. Portanto consideramos a sequéncia
X X

1
O @ Ok+ . OF

0.
p©OF)  Tmd(p,d) + IxO  Tmd(g) + IxOF

0 — ker(a) —
sendo ¢ a inclusao, 7 e @& sao, respectivamente, as aplicagoes induzidas pelas aplicagoes
7O 5 OF and o : O, — OFF!

dadas por w(ag, ai, ...,ax) = (a1, ...,axr) e a(a) = (a,0,...,0). @ estd bem definida, pois se
a € dp(©%) + Ix = J(p, ) + Ix entao existe um vetor £ € Ok e v € I tais que

a(a) = (a,0,...,0) = (dp(§) +7,0,...,0) e
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(dp(&) +7,0,...,0) = (dp(&) + 7, dp1(§), ..., dpx(§)) mod (Imd(p, ¢) + Ix).

A sequéncia acima é exata. De fato Im7 = ker@, 7 é sobrejetora, e

Ima =

((L,...,0)) + Imd(p, ¢) + IxOp _

ker 7.
Imd(p, ¢) + IxOF o

Pelo Corolario 5.7 a matriz jacobiana de (p,¢) é uma matriz de parametro para o anel

O, /Ix, como esse anel é Cohen-Macaulay entao pela Proposi¢ao 5.6

0 Ok+1
=i 5 .
dp(O%) + Ix " TIm(d(p, ¢)) + Ix Ok

dim(c

Pela exatidao da sequéncia obtemos dim¢ ker@ = 7(X, 0), e agora nds precisamos mostrar

que
. dp(@)() + ]X

C dp(O%) + Ix
Seja a € ker(a@), ou seja (a,0,...,0) € Imd(p, ¢) + [xOFt1 logo existe £ € O, tal que

ker(@)

(a,0,...,0) = (dp(&),dd1(§), ..., dPx(E)) + (a0, 1,y -y ),

comao; € [xVi=0,..,k+ 1, entao

(a — Qp, =1, -y _ak) = (df<§>a d¢1(§)7 E3) d¢k(§>),
£ €0Ox eacdp(Ox)+ Ix. Assim provamos a inclusao

dp(©x) + Ix

kerode C —————.
eraCdp(6§)+IX

Para a inclusdo contréria seja £ € Ox, entdo dp(€) € (dp(Ox) + Ix)/(dp(0%) + Ix) e

a(dp(§)) = (dp(§),0,...0) = (dp(&), dp1(£), ..., dbx(E)) € Tm(d(p, §)).

[
Coroléario 5.32. Sejam (X,0) uma ICIS e f € O,, um germe de fun¢ao Rx-finitamente

determinado entao

Ox . df(Oy)
of  df(e%)
Corolario 5.33. Sejam (X,0) uma ICIS e f € O, germe de fungcio Rx-finitamente

determinado, entao

7(X,0) = dim¢

Ok

R —— T + p(f7H0) N X, 0) + u(X,0) — 7(X,0).

per(f, X) = dimc

Demonstragao: Esse resultado segue do corolario anterior.
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Observamos que nos tltimos resultados a hip6tese necessaria é (X,0) uma ICIS
determinada por (¢1,...,¢x) : (C*,0) — (C*,0) e f € O, germe de funcao tal que
(¢1,..., Ok, f) define ICIS, em outras palavras a hipdtese necessaria é pgzp(f, X) < oo.

Desta maneira obtemos o seguinte coroldrio com uma hipdtese menos restritiva.

Proposicao 5.34. Seja (X,0) € (C*,0) uma ICIS com Ix = {¢1,...,Px) € f um germe
de fungao tal que pgp(f, X) < 0o, entdo

daf (e I
a) g_i ~ dﬁeigig? c) df(Ox)NIx = Jflx;
Ox ~ d(Ox). ~ Y Ox)+Ix .
b) &~ ey 4) 75 ~ Cien

Demonstragao: Precisamos mostrar somente o item a), pois os itens b), ¢) foram
provados no Corolédrio 5.28 e o item d) foi provado no Teorema 5.30. Seja E : Ox —
df(©x) + Ix, dada por E(£) = df(€), entao E(0L) C df(©%) + Ix, logo E induz a

seguinte aplicagao
_ @X df( ) + Iy
Eror 7 aen) v 1
5 = df (€)

Além disso E é um isomorfismo se e semente se Im E + df (0%) 4+ Ix = df (Ox) + Ix e

“Hdf(©%) + Ix) C ©%. A primeira igualdade é imediata, pois Im(E) = df(Ox), logo
Im(E)+df (0%)+Ix = df (©x)+ Ix, para a segunda consideramos £ € E~1(df (0%)+Ix),
ou seja E(&) € df(©%) + Ix, logo existem n € ©% e Ay, ..., \x € On, tais que

E(€) = df (¢ ) + Z i,

e consequentemente df(§ — n) = Zle N\i¢;, pela Proposigao 527 £ —n € O%, e

consequentemente £ € ©%.

Assim dos Corolarios 5.33 e 5.28 obtemos a seguinte igualdade

pusr(f, X) = dime p(f7H0) N X, 0) + p(X,0) — (X, 0). (5-8)

X
_|_

IxJf

Lembramos que nosso objetivo é relacionar os nimeros pupgr(f, X) e u(f), com esse

intuito vamos introduzir o médulo Tor, para mais detalhes ver [3, 17].

Sejam R um anel comutativo com unidade e

9i
— B SR — N—0
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uma resolucao livre do R-médulo N, veja Definicao 1.10. Considerando M um R-moddulo

obtemos o seguinte complexo M ®p F
= M &g Fiypy 5" Mg B 0 @p By — M @p N.
Definigdo 5.35. O R-médulo Tor®(M, N) é definido como segue:
i) Torf(M,N)= M ®x N;
ii) Tor® = ker(idy ® ¢;)/Im(idy @ giv1), para todo i > 1.

A definicao acima nao depende da resolucao livre de N e para todo ¢ temos o
isomorfismo Tor (M, N) a Torf(N,M). O préximo resultado é uma propriedade

interessante que utilizaremos adiante.

Proposicao 5.36. Seja 0 — M — N — P — 0 uma sequéncia exata de O,-

modulos e L um R-mddulo. Entdo existe a sequéncia exata

... — Torl(P, L) — Torf (M, L) — Tor®(N, L) — Tor(P,L) —
— ML —>N®rL—PRrL— 0.

A qual € chamada sequéncia exata longa dos Tor.
Definicao 5.37. Sejam M um R-mddulo, dizemos que M é plano quando para qualquer

sequéncia exata

gi i
e — Mi—l—l —+1> M,; g_> M1 —> ..

tivermos
s M ®p My, 25 M@ M, S M @ My — ...
¢é exata.
Proposicao 5.38. [3] Sejam M um R-mddulo, entao
i) Rop M ~ M;
it) R é um R-mddulo plano.
i) Tor®(R, M) = {0} para todo i > 1.

Proposicao 5.39. Sejam I,J C R ideais, entao

[ —_, — ~ —
o ([’J) JJ '
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Demonstracgao: Inicialmente consideramos a sequéncia exata
7 ™ R
0—I1 —R— T — 0.
Pela Proposicao 5.36 temos o seguinte sequéncia exata

R R R R i®ido,, R n®id R R
Tor®? (R, 7) — Torl (7, 7) 2 I'op = " R @p = o/ 7 ®r 5 —0.
Sabemos que R®gp R/J ~ R/J e como R é plano, Tor; (R, R/J) =0. Como [ ®p R/J ~

I/1J (ver Proposi¢ao 1.26), obtemos a seguinte sequéncia exata

R RN\ v I i R = R R
Tor? [ =, = S AN S .
0— or1<I,J)—>U—>J—>]®RJ—>O

Dessa maneira Torf(R/I, R/J) ~ Im(V) = ker(i) = (INJ)/IJ
[

Teorema 5.40. Seja (X,0) uma ICIS com Ix = {(¢1,....,0r) e [ € O, um germe de

func¢ao Rx-finitamente determinado, entao
Jf+1Ix
O, On)

+ dlm(c TOI'?” (E, J_f

Demonstracgao: Consideramos a sequéncia exata

IxnJf &+ Ix « Ix

0 0
IdfIxdf  IxnJdf
Entao
dime —— = dim L0 Jf dim Ix
CIcJf CIcJf CIxnJf
= dim¢ Tory™ (E, J_f) + dim¢ J—f
0, O,

— dimg Tor9» [ 22 =n _Yn
Hhie 2on <IX’Jf Ix+Jf

) + () — dime

sendo a segunda igualdade consequéncia da Proposicao 5.39 e do isomorfismo
Para concluirmos o teorema basta substituirmos a relagao obtida acima na igualdade

(5.8).
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5.3.1 ICIS de codimensao 2

A partir de agora vamos supor que (X, 0) é uma ICIS de codimensao 2, determinada por
¢ = (¢1,02) : (C",0) = (C%,0) e f € O, Rx-finitamente determinado e vamos mostrar

que

per(f; X) = p(f) + u(f(0) N X,0) + u(X,0) — 7(X, 0) + dimc 7 (5.9)

O,
[+ (b1, 02)
Assim, para concluir nosso objetivo precisamos provar a igualdade

. <¢17 ¢2> o . On
dime o gy~ P T dime e

Consideramos a seguinte sequéncia exata

N <¢17 ¢2> N Jf N <¢17 ¢2> N <¢17 ¢2>

0 T or It et neandf Y
temos
: (Pr.¢2) . Ao, ) NJIf . (91, P2)
dime 2 o 7~ e T oy ar TG Ty
Ao e) I (b1, d0) + S
= dim¢ —<¢17 ¢2>Jf + dim¢ —Jf
= dime =y dime gy dime G gy

Entao para concluirmos precisamos mostrar que

(b1, 02) N f

dime = o]

O,
Jf+ (¢1,02)
Pela Proposicao 5.34 sabemos que

df (©%) ~ (D1, P2)
df(Ox)  Jf{¢1,¢2)’

sendo f um germe de fungao R y-finitamente determinado. Além disso se (¢1, ¢2) C O,
¢ um ideal gerado por um sequéncia regular e J também ¢é um ideal gerado por uma

sequéencia regular de n elementos entao

<¢17 ¢2> ~ OEL
Jf{p1,02)  syz(¢r, pa) + JfO2

De fato, basta considerarmos a aplicagao ¥ : O? — (¢, ¢9)/J{¢1,¢2) dada por
U(a,as) = ayd' + asps + J{¢1, ). Assim ¥ é sobrejetora e (ar,as) € ker(¥) se
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U(ay,as) = a1 + axpy + JIx = 0+ JIx, ou seja existem hy, ho € J tais que
a19" + asds = hign + haths,

o que implica (a, as) € syz(d1, ¢2) + JO?. Desta maneira provamos a inclusao
ker(U) C syz(¢r, o) + JO?,

como a inclusao contrario é imediata temos o isomorfismo

O’r21 ~ <¢17¢2>
syz(o1, ¢2) + JOZ  J(b1, ¢2)

Observamos agora a seguinte igualdade:

J(p1, p2) syz(¢1, ¢2) + JO?Z
) 0? . syz(dy, ¢o) + JO?
= dim¢ 702 — dim¢ 702 :

Assim para concluirmos a igualdade (5.9) basta mostrarmos

_ syz(¢r, ¢2) + JO;, (1, 2) +J
dim¢ J0? = dim¢ —
pois assim temos
. (@1, P2) . 0? . syz(r, ¢2) + JO?
d ———=d — —d n
e J{¢1, $2) e JOk e JO?
00 ,2) +J
= 2dim¢ - dim¢ %
= dim¢ — + dimg — .
ST )+

Proposicao 5.41. Sejam I,J C O, ideais tais que I = (¢1, ¢o) define uma interse¢do

completa de codimensao 2 e J uma intersecao completa de dimensao zero, entao

syz(¢u, o) +JO2 O,
JOk I r

sendo J : I ={a € O,; ol C J}, o ideal quociente entre dois ideais.

Demonstracao: Sabemos que syz(¢i,¢s) = ((¢2, —¢1)) assim vamos considerar a

aplicacao
syz(¢1, ¢2) + JO;
JO?

v:0, —

tal que ¥(a) = a(pe, —¢1) + JO?. Logo ¥ é sobrejetora pela forma como foi definida e
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além disso

ker(¥) = {a € Op; oy, —¢1) = 0+ JOF}
= {a € O,;a(¢s, —¢n) € JO}
={a €O, a0 € Jap, € J}
={acOyal CJ}=J:1

Assim provamos que

Syz(gbl) ¢2) + ‘](9721 _ _
- Im( ) ~ - )
JOk ker(W) J:1I

o que conclui a demonstracao.
|

Para completarmos o caso k = 2, precisamos mostrar a igualdade dim¢ O, /(J : I) =

dimc({ + J)/J. Com esse objetivo vamos introduzir alguns conceitos.
Defini¢ao 5.42. [32] Um “perfect paring”B x B — A é uma A-forma bilinear com a
propriedade que a aplicagao B — Hom (B, A) dada por

b (]-)

é um isomorfismo de A-mddulos.

Teorema 5.43. [32, Theorem 11.4/] Se B € uma intersecao completa sobre A, entao
existe um isomorfismo de B-mddulo © : Homy (B, A) — B. O qual induz um “perfect
paring”( - | - ) dado por (blc) = ©71(b)(c).

Lembramos que Hom4 (B, A) é um B-médulo com o produto dado por,

B x Homu (B, A) — Homa(B, A)
(b, V) — bW

sendo bV : B — A dada por b¥(z) = ¥ (bx) para todo x € B.

Proposigao 5.44. [11, Proposition 3.2] Sejam K um corpo de caracteristica diferente de
2, QQ uma F-dlgebra local comutativa que € um K-espaco vetorial de dimensao finita. Seja
I um ideal em Q, entdo Anng(I) = I+.

Proposicao 5.45. Sejam I, J C O,, ideais com J definindo uma intersecao completa de

dimensao zero, entao

R A
dime —2"- — 4
ey T ey
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Demonstragao: Sejam R = 0,,/J e I = (I + J)/J; sabemos que J C J : I, portanto

0, _ 0,/] R
J:17 (J:1)/J  Amn(1)’

pois

Amng(I) ={a+J€R; (a+JJ)[=0+J}
={a+J€R; al CJ}

={a+J€e€R acJ: I}
_Je
- J

Agora vamos utilizar o Teorema 5.43, considerando B = R e A = C, entao existe um
isomorfismo de R-moddulos,
© : Hom¢(R,C) — R,

o qual induz um “perfect paring”
(|): Rx R—C,

ou seja (-|-) é uma forma bilinear simétrica, ndo degenerada e além disso a aplicacao
0 : R — Hom¢(R,C) = R* dada por o(b+J) = (-|b+J) é um isomorfismo de C-médulos.

Sejam agora
g1 + J7 "'79# + J

uma base de R sobre C tal que

a+J .9 +J

é base de I sobre C.

Vamos considerar [, ...,1, a base dual de g, + J, ..., g, + J, ou seja,
li(g; +J) = dij
além disso sejam também h; + J, ..., h, + J € R tais que
hi+J =0o"Y(1;).
Assim temos que o(h; + J) = a(o7(l;)) = l;, ou seja, o(h; + J) = (-|h; + J) = I;, logo
{9 + Jlhj + J) = o(hy + J)(g: + J) = lj(g9: + J) = b

Como I = {a+J€R; (at+Jb+J)=0Vb+J € I}, temos que T 6 gerado por
hyi1 +J, ..., by + J, pois I é gerado por g1 + J, ..., g» + J. Agora segue da Proposicao 5.44
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que

Anng(I) = YL,
e portanto

dim¢ % = dim¢ Anng(I) = dime T = w—r
= dim¢ R — dim¢ 1.

Resultando dime R/(J : I) = dim¢ I = dime (1 + J)/J.

[ |
Teorema 5.46. Sejam (X,0) C (C",0) uma ICIS determinada por (¢, ¢s) : (C™,0) —
(C2%,0), e f € O, germe de fungao Rx-finitamente determinado, entao

upr(f, X) = u(f) + p(f71(0) N X, 0) + u(X,0) — 7(X,0) + dime m

Demonstracgao: Pelo Corolario 5.33 sabemos que

02
per(f, X) = dime (oo = ¢1€Z> o8 +u(f7H0)N X,0) + u(X,0) — 7(X,0),

logo

., — 2
(£, X) = dime -1 — i (0261 = @12) + TS0,

JfO? J70? +pu(f7H(0) N X, 0) + u(X,0)

< 2u(f) — dime

(2)

—7(X,0)
T U 01 X0+ (X,0) = (X,0)
20() - dime 2Ty (7400) 0.6,0) 4 6.0) = 7(,0)

. On —1

= pu(f) + dimg TFt (61,09 +u(f(0)NX,0) + pu(X,0) — 7(X,0).

Sendo (*) e (x*) consequéncias das Proposicoes 5.41 e 5.45, respectivamente.

Corolério 5.47. Sejam (X,0) C (C",0) ICIS com Ix = {(¢1,P2) € f um germe de fungdo
R x -finitamente determinado, entao

0, O o
dime Tor?" { =, = | = 2dime ——.
Imgc lory (IX’Jf) 1m@[X+Jf

Demonstragao: Segue do Teorema 5.40 e Teorema 5.46.
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Para finalizar observamos que o corolario anterior é verdadeiro em um contexto mais

geral.

Proposicao 5.48. Sejam I,J C O, ideais tais que I = {(¢1, o) define uma intersegdo

completa de codimensao 2 e J uma intersecao completa de dimensao zero, entao

dim¢ Tory™ (%, %) = 2dim¢ ](inJ.
Demonstracgao: Consideramos a sequéncia exata
0 nJ — £l — L — 0
1J 1J InJ ’
entao
dim¢ % = dim¢ I]_J — dim¢ %,

e pela Proposicao 5.39 anterior

I’ 1J
Logo
1 1
dim¢ Tory™ <%, %) = dimc¢ 77 dimc T
0? 1

=di " — di

T rer = grea) 107 TN

.o _ (poer — preg) +JOZ I
= dim¢ 702 — dim¢ 102 — dim¢ 77
® 2dim(c07 —dim@JO—: — dim¢ TnJ
*ok n . I . I
() 2 dim¢ = - dim¢ +J — dim¢ +J
— 2 . n )

dime 17

Sendo (*) consequéncia da Proposigao 5.41 e (xx) da Proposigao 5.45 juntamente com o
isomorfismo ([ + J)/J ~ I/INJ.

Corolario 5.49. Sejam I,J C O, ideais tais que I = (¢) e J define uma intersegio

completa de dimensao zero, entao

dim¢ Tory™ (%, %) = dim¢ (_9: .
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Demonstragao: Sabemos que Tor,(0,,/1,0,/J)~ (INJ)/1J, e que

1 1 1
dimg¢ Tor®» (%, %) = dim¢ ]ﬂJJ = dimc 77 dimc T
(;)dlm(c% —dlmCI_;J
@
:d. n )
1Imgc [—{— J

Sendo (*) consequéncia do isomorfismo ¢ : O,/J — [/IJ, dado por ¥(f) = ¢f e de
(INJ)/IJ=~(I+J)/J.
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