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Resumo

A categoria de Lusternik-Schnirelmann associa a cada espago topoldgico um niimero
inteiro positivo, sendo este niimero um invariante importante na topologia algébrica, teoria
dos pontos criticos e geometria simplética. Nesta dissertacao, apresentamos a teoria da
categoria de Lusternik-Schnirelmann, computamos a categoria de varios espacos topolégicos
e fornecemos algumas reformulagoes da categoria. Além disso, exibimos duas aplicagoes
da categoria de Lusternik-Schnirelmann em outras areas da matematica. A primeira,
¢ uma aplicagao geométrica, que consiste na demonstragao que um corpo convexo no
espaco euclidiano de dimensao n, admite pelo menos n cordas binormais. A segunda
aplicagao, relaciona a categoria a complexidade topolégica no problema de planejamento

de movimentos.

Palavras-chave: Categoria de Lusternik-Schnirelmann, topologia algébrica, pontos criti-

cos, cup length, cordas binormais, corpos convexos, complexidade topologica.






Abstract

The Lusternik-Schnirelmann category associates a positive integer to each topological space.
This number is an important invariant in algebraic topology, critical point theory and
symplectic geometry. In this dissertation we present the theory of Lusternik-Schnirelmann
category, compute the category of several topological spaces and provide some reformula-
tions of the category. In addition, we show two applications of Lusternik-Schnirelmann
category to other areas of mathematics. The first one is a geometric application proving
that a convex body in Euclidean space of dimension n admits at least n binormal chords.
The second application relates the category to topological complexity in the motion

planning problem.

Keywords: Lusternik-Schnirelmann category, algebraic topology, critical points, cup

length, double normal chords, convex bodies, topological complexity
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0 Introducao

No inicio do século XX, consolidaram-se trés teorias distintas que estabelecem
a profunda relacdo que existe entre a topologia e a andlise das variedades suaves. Na
Europa, Georges De Rham (1903-1990) mostrou que a cohomologia de De Rham equivale
a cohomologia singular. Nos Estados Unidos, Marston Morse (1892-1977) desenvolveu a
teoria que hoje é conhecida como “teoria de Morse”, que relaciona os indices dos pontos
criticos de uma funcao de Morse f : M — R com a cohomologia da variedade M, onde,
funcdo de Morse é uma funcao que possui apenas pontos criticos nao degenerados. Na
Rissia, Lazar Aronovich Lusternik (1899-1981) e Lev Genrikhovich Schnirelmann (1905-
1938), também interessados nos pontos criticos de fungées suaves, por considerarem o caso
mais geral, além dos pontos nao degenerados, estabeleceram uma relacao entre a estrutura
dos pontos criticos e um novo tipo de invariante homotoépico, que agora conhecemos como

categoria de Lusternik-Schnirelmann (categoria LS)[31].

A categoria de Lusternik-Schnirelmann associa a cada espago topoldgico um niimero
inteiro positivo (podendo este ser infinito caso tal inteiro nao exista), sendo este niimero
um invariante importante nas teorias da topologia algébrica, teoria dos pontos criticos e
geometria simplética. Atualmente, existem diversas aplicagdes da categoria LS em varias
areas de pesquisa, algumas dessas areas sao bastante surpreendentes e estao bem distantes
das motivagoes originais de Lusternik e Schnirelmann. Nesta dissertagao, apresentamos
uma revisao bibliografica da teoria elementar sobre a categoria LS e algumas de suas

aplicacoes.

Dedicamos o Capitulo 1 a uma revisao dos conceitos basicos de Topologia Geral e
Topologia Algébrica que sao necessarios no estudo da categoria de Lusternik-Schnirelmann.
A primeira secao consiste de uma compilagao de defini¢oes e resultados de Topologia Geral
que sao regularmente utilizadas no texto, relembramos a definicao de complexo CW e o
teorema da aproximacao celular, e também apresentamos uma revisao sobre fibracoes e
cofibragoes na teoria de homotopia. Na segunda secao, exibimos uma breve revisao da
construgao dos functores homologia e cohomologia, com o objetivo de definir o cup length
que desempenha papel importante na teoria da categoria de Lusternik-Schnirelmann, pois

este invariante topoldgico é uma estimativa inferior para a categoria LS.

O Capitulo 2 é dedicado a categoria de Lusternik-Schnirelmann, sendo este capitulo
dividido em trés partes. Na primeira, apresentamos a categoria LS e suas principais
estimativas. Por utilizar estas estimativas e a definicdo da categoria LS, calculamos a
categoria de varios espagos topologicos. Mostramos que o resultado da categoria do plano

projetivo real equivale ao teorema de Lusternik-Schnirelmann 2.1.19 e que este equivale
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ao teorema de Borsuk-Ulam 2.1.23. Na segunda parte do Capitulo, exibimos a teoria de
Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos. Terminamos esta se¢ao com uma discussao
sobre o teorema de Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos que nos fornece uma
estimativa da quantidade minima de pontos criticos para uma funcao f : M — R de
classe C%, onde M é uma variedade C?-Banach paracompacta. A terceira parte do capitulo
é destinada as reformulacoes da categoria LS atribuidas a Whitehead e Ganea. Sendo
estas reformulac¢oes mais adequadas para diversas aplicagoes relacionadas a homotopia,
além disso, a reformulagao de Whitehead revela uma melhoria na estimativa superior da
categoria LS. Terminamos esta tltima parte do capitulo, introduzindo a categoria seccional
e algumas de suas propriedades, este invariante homotépico é particularmente ttil na

aplicacao de Complexidade Topoldgica apresentada no Capitulo 3.

No Capitulo 3, apresentamos duas aplicagoes distintas da categoria LS. A primeira
é a solucdo de um problema de geometria convexa, a saber, um corpo convexo no espago
euclidiano de dimensao n admite pelo menos n cordas binormais. A segunda parte do
Capitulo 3 é designada a um novo tipo de invariante topoldgico, a Complexidade Topoldgica
(TC), que possui varias aplicagoes interessantes e uma profunda relagdo com categoria LS.
Mostramos alguns dos principais resultados que relacionam TC com a categoria LS. A
teoria de Complexidade Topoldgica determina o quao complexo é encontrar um algoritmo
para o problema de planejamento de movimentos, sendo este um problema fundamental
em robotica. Exibimos dois exemplos de complexidades topologicas para o planejamento
de movimentos, sendo o primeiro o computo de TC do espago de configuragoes de um
brago robdtico arbitrario, e o segundo o computo de TC do espago de configuragoes de um
corpo rigido nos espacos euclidianos R? e R3, finalizando com uma breve andlise do caso

geral de R" com n > 1.
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1 Preliminares

1.1 Revisao de topologia e homotopia

Esta secao é dividida em trés subsecoes, a primeira tem como objetivo relembrar
e fixar algumas defini¢oes e resultados de topologia geral. A segunda parte compreende
uma breve revisao sobre complexos CW. A terceira parte apresenta algumas defini¢oes e

resultados de teoria de homotopia que sao utilizados nos préximos capitulos.

1.1.1 Topologia Geral

As duas referéncias principais para esta subsegao sao [8] e [30]. A seguir apresenta-

mos as defini¢des basicas de topologia.

Notagao 1.1.1. Seja X um conjunto qualquer, denotamos P(X) := {A | A C X} o conjunto
das partes de X.

Defini¢ao 1.1.2 (Axiomas de espago topoldgico). Seja X um conjunto qualquer. Uma
topologia 7 em X é uma familia (colegao) de subconjuntos de X, isto é, T C P(X), que

satisfaz as seguintes condigoes:

(1) O vazio e o todo devem estar contidos na topologia, isto é,

DeTeXeT.

(2) Qualquer unido arbitraria de subconjuntos da topologia deve estar contida na
topologia:
V{Autaer CT = |J Aa €T.

ael’
(3) Qualquer intersegao finita de subconjuntos da topologia deve estar contida na
topologia:
V{Ai, .., A} CT=(A€eT.

i=1
Definicao 1.1.3. Seja X um conjunto, 7 uma topologia em X e Y C X, define-se:
e Os elementos de X sdo chamados pontos de X.
e Os elementos de T sao chamados de conjuntos abertos.

e O par ordenado (X,7T) é chamado de espago topoldgico. Sempre que existir uma
topologia definida em X escrevemos o espaco topolégico X, deixando subentendido

que este é o espago (X, 7).
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Uma wvizinhanca de um ponto x € X é um subconjunto V C X tal que 3U € T de
modo que x €e U C V.

O conjunto Y é dito fechado se X \'Y for aberto.

O fecho de Y, denotado Y, é o menor subconjunto fechado de X que contém Y, no
sentido que Y := N{F'}, onde {F} é a colegdo de todos subconjuntos fechados de X

que contém Y.

O interior de Y, denotado int(Y'), é o maior subconjunto aberto de X contido em Y,
no sentido que int(Y') := U{A}, onde {A} é a colegao de todos subconjuntos abertos
de X contidos em Y.

A fronteira de Y, denotada 9Y, é definida por 9Y :=Y \ int(Y).
Um ponto y € Y é chamado ponto interno de Y se y € int(Y').
Um ponto y € Y é chamado ponto externo de Y se y € int(X \'Y).

Um ponto y € Y é chamado ponto de fronteira de Y se nao for ponto interno nem

externo.

Definicao 1.1.4. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma fungao f: X — Y ¢é dita:

e continua se a imagem inversa de um subconjunto aberto de Y é um subconjunto

aberto de X. Dado um ponto x € X, a funcao ¢é dita continua em =z se a imagem

inversa de qualquer vizinhanga de f(z) for vizinhanga de z.

homeomorfismo se é continua, bijetora e sua inversa é continua. Dois espagos sao
ditos homeomorfos se existe um homeomorfismo entre eles, neste caso denotamos
X2Y.

e aberta (fechada) se a imagem de um subconjunto aberto (fechado) de X é aberto

(fechado) em Y.

Proposicao 1.1.5. Seja f : X — Y wma bijecao. As sequintes propriedades de f sdo

equivalentes:

1. f é um homeomorfismo.
2. f é continua e aberta.

3. f € continua e fechada.

4. f(A) = f(A) para cada A C X.

Demonstragio. Veja [8] p. 89. ]
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Defini¢ao 1.1.6 ([34]). Sejam X um espago topoldgico e A = {A,}aea € P(X) uma

familia de subconjuntos de X. A familia A é dita:

e finita, se o conjunto A é finito.
o finita em relagao aos indices se o conjunto de indices A é finito.

o localmente finita, se para todo x € X, existe uma vizinhanca U de x em X tal que o
conjunto {A, € A: A, NU # 0} é finito.

o localmente finita em relagdo aos indices, se para todo x € X, existe uma vizinhanca
U de x em X tal que o conjunto {« € A : A, NU # (0} é finito.

Definig¢dao 1.1.7. Sejam X um espaco topologicoe Y C X. Uma familiald = {U, C X }aen
¢é chamada de cobertura de Y se Y C Uaen Un. Em particular, a familia &/ é uma cobertura
de X se X = Uyen Ua-

Defini¢ao 1.1.8. Sejam X um espago topoldgico, Y C X el ={U, C X : a € A} uma
cobertura de Y em X. Uma cobertura V = {Vz}ger de Y em X é dita:

o subcobertura de U se V C U, isto é, se existe uma funcao ¢ : I' — A tal que

Vs = Ugs), para todo 3 € T

o refinamento de U se existe uma funcao ¢ : I' — A tal que V3 C U,y para todo
pgel.

Definigao 1.1.9. Seja X uma espago topolégico e Y C X um subconjunto. Definimos a
topologia relativa (ou induzida) em Y, por Txyy :={ACY : U € Tx com A=UNY}.
Quando consideramos Y munido da topologia relativa, dizemos que Y é um subespaco

topologico de X.

Definicao 1.1.10. Seja X um espaco topolégico e ~ uma relacao de equivaléncia em X.
A topologia quociente no conjunto X/ ~ é Ty, :={U C X/ ~ : 77 Y(X) € Tx}, onde

m: X — X/ ~ é proje¢ao ao quociente.

Definicao 1.1.11. Um espaco topoldgico X é dito ser de Hausdorff se para quaisquer dois
pontos distintos z,y € X existem vizinhangas abertas z € U, e y € U, tal que U, NU, = 0.

Definicao 1.1.12. Um espacgo topolégico X é dito normal se para qualquer par de
subconjuntos fechados disjuntos F' e GG, existem vizinhancas abertas U D F e V D G tal
que UNV = .

Definicao 1.1.13. Um espaco topolégico de Hausdorft X ¢é dito completamente normal se
quaisquer subconjuntos A, B C X satisfazendo AN B = AN B = () puderem ser separados

por vizinhancas abertas.
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Proposicao 1.1.14. As sequintes quatro propriedades sao equivalentes:

1. X € normal.
2. Para cada fechado A e aberto U D A existe um aberto V. com ACV CcV C U.

3. Para cada par de conjuntos fechados A, B, existe um conjunto aberto U D A tal que
UNnB=40.

4. Se AC X e B C X sdo subconjuntos fechados disjuntos, entdo existem vizinhangas

de A e B cujos fechos nao se intersectam.

Demonstragio. Veja [8] p. 144. O

Defini¢ao 1.1.15 ([8] p. 152). Uma cobertura {A, : @ € I'} de um espago X ¢é chamada
de pontualmente finita se para cada x € X, existe uma quantidade finita de indices o € I’

tal que z € A,.

Proposigao 1.1.16. As sequintes duas propriedades sao equivalentes:

1. X é normal.

2. Se{U, : a € I'} é qualquer cobertura aberta e pontualmente finita de X, entdo existe
uma cobertura aberta {V, : o € T'} de X, tal que, V,, C U, para cada o €T, e Vo, # 0
quando U, # 0.

Demonstragio. Veja [8] p. 152. ]

Definigao 1.1.17. Dizemos que um espago topologico Y é ANR (absolute neighborhood
retract) se para todo espaco normal X e todo subconjunto fechado A C X, cada fungao

continua f : A — Y pode ser estendida sobre uma vizinhanca U D A.

Proposicao 1.1.18. Seja {Yi|i = 1,...,n} uma familia finita de espagos. Entao T[7_,Y; é
ANR (normal), se, somente se, cada Y; é ANR (normal).

Demonstragio. Veja [8] p. 152. ]

Definicao 1.1.19. Um espaco topolégico de Hausdorff X é dito:

» compacto se para toda cobertura aberta de X existe uma subcobertura finita.

o localmente compacto se para todo x € X existe uma vizinhanga relativamente

compacta (Definigao 1.1.20) de z.

e paracompacto se toda cobertura aberta de X admite um refinamento aberto local-

mente finito.
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Definicao 1.1.20. Um subconjunto A de um espago topologico X é relativamente com-

pacto se A for compacto.

Proposicao 1.1.21. Todo espaco paracompacto é normal.

Demonstragio. Veja [8] p. 163. O

Defini¢ao 1.1.22. Seja uma funcao f: X — A C R, o suporte de f denotado supp(f) é
o conjunto {x € X|f(x) # 0}.

Defini¢ao 1.1.23. Sejam X um espago topolégico e U = {U,}aea uma cobertura aberta
de X. Uma particio da unidade subordinada a U, é uma familia de fungdes continuas
{pa : X — [0,1] C R} tais que:

e supp(¢,) C U, Ya € A.

o a familia {supp(pa)}aca é uma cobertura fechada de X localmente finita em relagao

aos Indices.
o Vz e X, tem-se Y ,ep da(z) = 1.

Proposicao 1.1.24. Se um espago topoldgico X ¢ paracompacto, entdo toda cobertura U

de X admite uma particao da unidade subordinada a U.

Demonstragio. Veja [8] p. 170. O]

Definicao 1.1.25. Um espago topoldgico X é conero quando nao existe um par de

subconjuntos abertos A, B C X tal que:

« X=AUB
« ANB=1
e X#AeX#B
Proposicao 1.1.26. Um espaco X ser conexo equivale a:
e Naio existe A C X aberto e fechado em X tal que A # X e A # ().

e Nao eziste funcao continua sobrejetora X — {0,1}, onde {0,1} tem a topologia

discreta.

Demonstragio. Veja [8] p. 108. O

Proposigao 1.1.27. Se f: X — Y € uma fungdo continua e A C X, entdo:

e Se A for compacto, entio f(A) é compacto.
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e Se A for conexo, entio f(A) é conexo.
Demonstragio. Veja capitulo 3 de [30]. O

As reciprocas dos itens da Proposicao 1.1.27 sdo falsas, no entanto, quando valer a

reciproca do primeiro item, definimos:

Definicao 1.1.28 ([36]). Uma fungdo continua f : X — Y é chamada de prdpria se para

todo subconjunto compacto K C Y, constamos que f~!(K) é compacto.

Definicao 1.1.29. Um caminho em um espago topologico X é uma funcao continua

7 :[0,1] — X. Dizemos que um caminho v é fechado se v(0) = (1).

Definicao 1.1.30. Um espacgo topoldgico X é conexo por caminhos se para quaisquer

dois pontos z,y € X existe uma caminho ~ : [0,1] — X tal que v(0) =z e y(1) = v.

Definicao 1.1.31. Sejam X e Y espacos topologicos. Duas func¢oes continuas f,g: X — Y

sao ditas homotdpicas quando existe uma fungao continua H : X x [0,1] — Y, tal que,

H(z,0) = f(z), Vx € X,
g(x), Yz € X.

=

8

=
I

A funcao H chama-se homotopia entre f e g, neste caso denotamos f ~ g.

Definicao 1.1.32. Um espaco topologico X ¢ dito simplesmente conexo se for conexo por
caminhos e para qualquer caminho fechado v : [0, 1] — X existe homotopia H : I x [ — X
tal que H(t,0) = y(t) e H(t,1) = xg, sendo xy € X um ponto fixado.

Definicao 1.1.33. Uma funcdo f : X — Y continua é chamada de equivaléncia de
homotopia se existir uma fun¢do continua g : ¥ — X tal que go f ~idx e fog ~idy.
Neste caso dizemos que g é inverso homotopico de f e que os espacos X e Y tem o mesmo

tipo de homotopia, e denotamos X ~ Y.

Observacao 1.1.34. Todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotoépica, a reciproca é
falsa. Por exemplo, f : R™ — %, onde * é um espaco que tem apenas um ponto. £ evidente
que f nao ¢ um homeomorfismo, pois nao ¢ invertivel. No entanto, é uma equivaléncia
homotopica. De fato, defina ¢ : * — R™ por g(x) = 0, assim f o g = id,, e podemos definir
a fungao H(z,t) = tx, de modo que H(z,0) =0 = g(f(z)) e H(x,1) = = idgn, isto é,

H é uma homotopia. Assim, concluimos que R"™ ~ x.

Definicao 1.1.35. Um subespago topolégico A C X é dito contrdtil se ele tem o mesmo

tipo de homotopia que um ponto.

Proposicao 1.1.36. Um espagco é contrdtil se, e somente se, a funcdo identidade é

homotdpica a uma fungdo constante. Ademais, um espaco contrdtil é conexo por caminhos.
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Demonstragio. Veja [25] p. 11. ]

Definigao 1.1.37. Seja X um espago topologico e A C X um subespago de X. Definimos:

e Uma fungao f : X — X chama-se retracio quando f|4 = id4, ou seja, a = f(a),
Ya € A. Quando existe uma retracao f : X — A dizemos que o subespago A é um

retrato do espaco X.

e Supondo f : X — A uma retracao e i : A — X a inclusao. Quando 7o f ~ idy,

dizemos que A é um retrato por deformacao do espago X.

Definigao 1.1.38. Sejam X e Y espagos topoldgicos, e C(X,Y’) o conjunto das fungoes
continuas de X a Y. Dado um subconjunto compacto K C X e um subconjunto aberto
U C Y, defina V(K,U) o conjunto de todas fungoes f € C(X,Y) tal que f(K) C U. Entao
a colecao de todos os conjuntos da forma V(K,U) é uma sub-base (veja [8] p. 65) para

uma topologia em C(X,Y). Essa topologia é chamada de topologia compacto-aberta.

Definicao 1.1.39. Sejam X e Y espacos topoldgicos, A um subconjuntode X e f: A - Y
uma funcao continua, definimos o espago Y Uy X := (Y UX)/ ~ com a topologia quociente

1.1.10, sendo a relagao dada por x ~ f(x).

Defini¢ao 1.1.40. Sejam X um conjunto e A = {A,}aer € P(X) uma familia de
subconjuntos, tal que cada um tenha uma topologia. A topologia fraca em X induzida por
A é a topologia tal que U C X é aberto se, somente se, U N A, é aberto em A, para todo
acl.

Observacao 1.1.41. Quando X possui uma topologia fraca induzida por uma familia
{As}aer, uma fungao f: X — Y é continua se, somente se, f|a, : Ax — Y é continua

para todo aw € T'.

Nao faremos aqui uma revisao sobre variedades, recomendamos [22] e [35] para
uma introdugdo ao assunto. Mas relembramos aqui, pelo menos a definicao de variedade

topoldgica, tal como apresentada em [35]:

Definicao 1.1.42. Sejam X um espaco topolégico e x € X um ponto fixado. Uma carta

local de X em x de dimensao k é uma tripla (U, V), ¢), onde:

e« U C X ¢ uma vizinhanca aberta conexa de x.
« V C R* é um subconjunto aberto.

e ¢:V — U é um homeomorfismo.

Um espacgo topolégico X ¢é dito espaco localmente euclidiano de dimensao k se para
todo ponto x € X existe uma carta local de X em = de dimensao k. Usamos a notagao
dim(X) = k.
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Definicao 1.1.43. Seja X um espaco localmente euclidiano. Um atlas de X é uma familia
de cartas locais ®r = {(Ua, Va,va) : @ € T'} tal que a familia {U, : a € T'} é uma
cobertura aberta de X e cada U, # 0.

Definicao 1.1.44. Um espaco topolégico X é dito uma variedade topologica de dimensao

k se é conexo, de Hausdorff, de base enumeravel e localmente euclidiano de dimensao k.

A defini¢ao de variedade suave é um pouco mais complicada, pois precisamos definir
as fungoes de transicdo e o que é um atlas suave. As fungoes de transicao, sao fungoes
definidas nas intersecoes nao vazias do dominio das fungoes ¢, da definicao acima. Se as

fungoes de transicdo de um atlas forem difeomorfismos, entao dizemos que o atlas é suave.

Defini¢ao 1.1.45. Uma wariedade suave ou variedade diferencidvel é um par (X, ®r),
onde X é uma variedade topolédgica e ¢ é um atlas suave maximal de X. O atlas maximal

®r é chamado também de estrutura suave em X.

Para mais detalhes sobre a Defini¢ao 1.1.45 veja [22] pdgina 13.

As nogoes de variedades podem ser generalizadas tomando espagos vetoriais de
dimensao infinita no lugar do R™ na definicdo. No capitulo seguinte sao mencionadas
variedades de Hilbert e de Banach, pois essas variedades sao tteis em algumas aplicagao
da categoria de Lusternik-Schnirelmann. Além disso, aqui, ao dizermos “suave” estamos
supondo infinitamente diferenciavel, enquanto que no teorema de Lusternik-Schnirelmann
consideraremos, no caso mais geral, uma variedade C2-Banach, ou seja, uma variedade

definida sobre um espaco de Banach e com estrutura diferencidvel de classe C2.
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1.1.2 Complexos CW

Os complexos CW foram introduzidos na década de 1940 por John Henry Constan-
tine Whitehead (1904-1960) na teoria de homotopia. Os complexos CW desempenham
um papel importante nas teorias de homotopia e topologia algébrica, pois eles tém muitas
propriedades que os tornam faceis de trabalhar na teoria de homotopia, e essas propriedades
ainda sado preservadas por objetos que tenham o tipo de homotopia de um complexo CW.
Um complexo CW é um espago constituido de “células” unidas de uma maneira conveniente.

O “C” em “CW” significa “closure finite” e o “W?” significa “weak topology”[4].

Defini¢ao 1.1.46 ([35]). Um complexo CW é uma quadrupla (X, X9 {S, }en, {Cn }nen),

em que:

e X ¢ um conjunto de pontos com a topologia discreta.

e Para todo n € N definimos indutivamente X" a partir de X"~ !, sao dados o conjunto
de n-discos S,, = {D}4er, (0 qual pode ser vazio) e o conjunto de fungdes continuas
Cp = {pq : OD" — X" 1} ;. Definimos:

X" = (X" Uper, D)/ ~ onde x ~ @q(x), Yo € OD".

e Definimos
X = UX”

com a topologia fraca induzida pela familia { X"}, cn, isto é,
A C X éaberto < AN X" é aberto em X", Vn € N.

Definicao 1.1.47. Seja Y um espago topologico.

o Um representante de uma estrutura de complezo CW em Y é um par (X, ¢), formado

por um complexo CW (X, X% {S, }en, {Ch }nen) € um homeomorfismo ¢ : X — Y.

« Para todo disco D! € S,, com « € I,,, existe uma fungdo caracteristica X, : DI =Y,

dada pela seguinte composi¢ao:
Dl 5 X" gy, DE D X" X 5 Y
« Denotamos B” a bola que forma o interior de D”. Para n = 0, definimos B := DY.
Uma n-célula e}, é definida por e, := ol (B}) onde o7, := X7 |p».
o O n-esqueleto de Y é o subespago p(X™).

e Se Y = ¢(X™) para algum n, entdo Y é de dimensdo finita, e o menor n tal que
©(X™) =Y é a dimensao de Y, em outras palavras, n é a dimensdao méxima das

células de Y. Denotamos dimew (V) = n.
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Observagdo 1.1.48. No caso em que M é uma variedade real e admite estrutura de complexo

CW, a dimensao de M como variedade ¢ igual a dimensao de M como complexo CW.
Exemplo 1.1.49 (Exemplos de complexos CW).

1. Uma esfera S™ admite uma estrutura de complexo CW com duas células. De fato,
podemos obter S” partindo de um ponto D° e um disco D", com a tinica funcdo de
colagem ¢ : D™ — D possivel. Intuitivamente, no caso de S! tem-se que D! C R
é um segmento de reta e a funcdo de colagem une suas extremidades em um ponto
DP, veja Figura 1, enquanto para a esfera S? temos a colagem do bordo do disco

D? C R? no ponto D°. A dimensdo de S™ como complexo CW é n.

St

DO Dl

Figura 1 — S! e sua decomposicao em células.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Um disco D™ admite uma estrutura de complexo CW composta por trés células.
Como D™ = S podemos considerar a funcao de colagem ¢ : D" — S™~1 igual
a identidade. Assim, D" se decompoe em D°, D"~! e D" pois S" ! se decompoes
em D° e D" !. Note que ndo podemos considerar somente D", pois a funcdo de

colagem teria contra-dominio vazio. E claro que dimew (D") = n.

3. O espago projetivo real RP" é o espaco de todas as retas que passam pela origem

em R""!. Podemos definir RP" das duas seguintes maneiras equivalentes:
RP" := D"/~ onde & ~ y < o = —y Yo,y € 0D",

RP" := S"/ ~y onde x ~o y & x = —y Va,y € S™.

Podemos construir um homeomorfismo v entre estas duas representagoes, considere o
mergulho i : D™ < S™, cuja imagem ¢é um dos dois hemisférios de S™, projetando ao
quociente, tem-se que a primeira relacao ~ restrita ao bordo de D", que coincide com
a relagdo ~ no equador de S™, e o homeomorfismo ¢é dado por (7 (x)) = ma(i(x)).

Podemos visualizar essas composi¢oes no seguinte diagrama,

Dre—1— gn

Lk

D)~ 5~
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Para construir a estrutura complexo CW, observe que D" projetado ao quociente
coincide com RP"! := §"71/ ~,. Assim, podemos construir indutivamente uma
estrutura de complexo CW para RP". O caso n = 1 detemos RP! = D!/ ~ = St e
possuimos a estrutura de complexo CW do item (1) com D° e D'. Assumindo que
RP"! tem estrutura de complexo CW, com decomposicao D°, D!, ..., D"~ Agora,
RP™ é obtido pela colagem de um disco D™ em RIP"~!, considere a funcio de colagem
=Ty 0ilgpn : OD™ — RP"! logo RP™ se decompdes em n + 1 células, uma para

cada dimensao, e dimew (RP") = n.

4. O espaco projetivo complexo CP™ é o espago de todas as retas complexas que passam

pela origem em C"*!. Podemos definir CP" de duas maneiras equivalentes:
CP" := S*"*'/ ~ onde S*™" M cC"™ ez nvjwe 2= ew Vo € R,

CP" := D*"/ ~y onde D*" CC" e z ~yw < z,w € D™ e z = w V0 € R.

Um homeomorfismo entre as duas representagoes pode ser obtido projetando ao
quociente o mergulho i : D* < S?"*l cuja a imagem é formada pelos pontos
da forma (w, /1 —|w|?> € C" x C, logo o disco D?" tem como bordo a esfera
oD? = §2n=1 c §2n*l por definicdo a relacdo ~s restrita a dD?" coincide com
a relacdo ~q, logo, o bordo de D?*" projetado ao quociente, coincide com CP"~!.
Assim, podemos construir indutivamente uma estrutura de complexo CW em CIP".
No caso n = 1, tem-se CP! = S? pelo exemplo (1) temos a decomposicio em D°, D?.
Assumindo que CP"~! tenha uma decomposicao D, D?, ..., D*?*~1) com n — 1 discos.
Utilizamos como funcao de colagem ¢ : 9D** — CP"~! que consiste na projecio ao
quociente por ~;. Concluindo que CP" tem decomposicao em n + 1 células tendo

cada célula dimensao par e iniciando em 0. Observe que dimew (CP") = 2n.

5. A reta R pode ser construida a partir de uma familia enumerével de pontos D° e
segmentos de reta D!, veja a Figura 2. Assim como R™ pode ser reconstruido a partir
de uma familia enumerdvel de pontos e de D* para todo k € {1,2,...,n}.

DU D[l Dﬂ DU DU
.-2 ..1 .a .1 .2

D! D! D! D! D!

Figura 2 — Construcao de R com pontos e segmentos de retas

Fonte: Elaborada pelo autor.

6. Toda superficie topoldgica, com ou sem bordo, admite alguma estrutura de complexo
CW. No caso das superficies compactas sem bordo podemos representd-las por
poligonos, por exemplo, o toro T? := S x S! pode ser representado pela colagem

de uma 0-célula, duas 1-célula e uma 2-célula. Um cilindro C' = S' x I onde
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I =10,1] C R pode ser representado pela colagem de duas 0-células, trés 1-células e

uma 2-célula. A Figura 3 apresenta uma visualizacdo destas duas construgoes.

D!
1 Dfll
- o DD

BT
[T

LT
ARENANNNAND
=
IS)
=
[

D D
Dll D“
' 4D
) 0
pr P

Figura 3 — Estrutura complexo CW para o cilindro S x I e para o toro S' x S!
Fonte: Elaborada pelo autor.

Definigao 1.1.50. Sejam X e Y complexos CW e seja X" (respectivamente Y™) o n-
esqueleto de X (respectivamente de Y'). Entdao uma fungao continua f : X — Y é dita ser

celular se para cada n =0,1,2, ... temos f(X") C Y™,

Em geral, as func¢des mais tteis entre complexos CW sao aquelas que preservam
a estrutura celular. A seguir apresentamos o teorema da aproximacao celular, que nos

permite trocar uma funcao continua por uma fungao celular a menos de homotopia.

Teorema 1.1.51 (Teorema da aproximagao celular). Sejam X eY complexos CW, seja
A # 0 um sub-complezo de X, e seja f : X — Y uma fungio tal que f|A é celular.

Entao existe uma funcao celular g : X — Y e uma homotopia H de f em g tal que

H(a,t) = f(a) = g(a) para a € A.

Demonstragio. Ver [26] pagina 72.
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1.1.3 Teoria de homotopia

Nesta subsecao apresentamos as defini¢oes de fibragoes e cofibragoes na teoria de
homotopia, incluindo alguns resultados e demonstracoes relevantes que sao utilizados no
capitulo seguinte. Em todo texto a partir desta se¢ao, denotaremos I := [0,1] C R, e
quando nos referimos a uma funcao esta subentendido que esta ¢ uma fun¢ao continua,

exceto quando for expresso o contrario.

Iniciamos fixando as notagoes dos seguintes objetos que sao frequentemente utiliza-

dos em construgoes relacionadas a teoria de homotopia.

Definicao 1.1.52. Dado um espago topologico X definimos:

« O cilindro de X por Cyl(X) := X x I.
e O cone de X por CX =X x [/(X x{1}).

o A suspensdo de X por XX = X x [-1,1]/(X x {—1} X x {1}).

Observe que em cada um dos espagos definidos acima, existe uma copia de X em
X x {0}, na definigdo a seguir, utilizamos a notacao da Defini¢do 1.1.39, considerando
porém, WU;Y =W UY/ ~, onde f(z) ~ (x,0) e W é um dos espagos definidos acima.

Definigao 1.1.53. Sejam X e Y espacos topolégicos e uma fungao f : X — Y. Definimos:

o O cilindro de f por My := Cyl(X) Uy Y.
e O cone de f por Cp :=CX UsY.
« A suspensdo de f por Xy :=XX U Y.

Definicao 1.1.54. Seja X um espago topoldgico. Definimos:

o O path space de X denotado X! é o conjunto de todos os caminhos v : [ — X

dotado com a topologia compacto-aberta (Definigao 1.1.38).

e O loop space de X denotado 2X é o sub-espaco de X! composto pelos caminhos

v : 1 — X tal que y(0) = (1), estes sdo os caminhos fechados.

Em muitos problemas de homotopia, desejamos construir uma funcao relativa a
uma dada funcao f : X — Y. Frequentemente, é mais facil trabalhar com inclusoes do
que com fungoes arbitrarias. O teorema a seguir mostra que é possivel trocar a funcao f

por uma inclusdo e uma equivaléncia homotépica [14].
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Proposicao 1.1.55. Dada uma fungdio f : X — Y, existe um espago My, o espago cilindro
de f, inclusoes j : X — My e1:Y — My, e uma projecao m: My — 'Y, como no diagrama

X7 M

tais que T e i sao inversos homotdpicos e wo j = f. Assim, podemos substituir Y por um

espaco homotopicamente equivalente onde existe a inclusao de X.

Demonstragio. Por definigao, o cilindro da f é My := (X x I)/ ~ onde (z,0) ~y <y =
f(z).

Figura 4 — Representagao do espaco cilindro de f.
Fonte: [15] pagina 2.

Defina 7(z,t) = f(x) para todo (x,t) € X x I e m(y) = y para todo y € Y, observe que na
regido de colagem, 7 é bem definida, pois 7(x,0) = f(z), sendo y = f(x) e w(y) =y = f(x).
Observe que 7o j(z) = 7(z,0) = f(x) para todo x € X e moi(y) = 7(y) = y para todo

y € Y. Além disso, 7 ¢ uma retracao. De modo que Y é um retrato de My e iom =idy. O

Definicao 1.1.56. Sejam E e B espagos topoldgicos. Uma funcao p : £ — B é dita ter
propriedade de levantamento de homotopia com respeito ao espaco X, se para cada par de
funcao f: X — E e homotopia H : X x I — B comecando com Hy = po f, existe uma
homotopia H:X x1— F tal que:

1. Hy = f.
2. poH =H.

A funcdo p é dita ser uma fibragio (Fibra¢io de Hurewicz) se tem a propriedade de

levantamento de homotopia com respeito a qualquer espago X e funcao f.

X / E

2

-
~ ~
-~
idx X{O}‘/ 7 lp
_ -~

Xx] —% B
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Se p: E — B é uma fibragao, entdo F = p~'(x) C E é chamado de fibra, o espago E é

chamado de espago total e B é chamado de espaco base da fibragao. A sequéncia
F—E-"'5B
¢é chamada de sequéncia de fibragao.

Definicao 1.1.57. Uma funcao f: A — X é chamada de cofibragdo se para todo espaco
Z, fungoes g : A — Z e h: X — Z e homotopia G; : A — Z tal que Go=ge ho f =g,

entao existe uma homotopia H : X x [ — Z, tais que:

1. H():h

2. Ho f =(@.

Em diagramas, temos

A AxT
[ ] e
A XxI —% 7

Se f é uma cofibragao, entdao Q = X/f(A) é chamado a cofibra de f e a sequéncia
f q
A—— X —(Q
é chamada de sequéncia de cofibracio, onde g é a projecao sobre o espaco quociente.

Definicao 1.1.58. Dada uma funcao f : X — Y, seja A C X subespaco topoldgico e
H; : A — Y uma homotopia da restrigdo f|4. Se existir uma extensao H : X > Y tal

que Hy = f, dizemos que o par (X, A) tem a propriedade de extensao de homotopia.

Assim como definimos a fibracao utilizando a propriedade de levantamento de
homotopia, podemos definir (equivalente a Defini¢ao 1.1.57) a cofibragao por utilizar a
propriedade de extensdao de homotopia. Seja um par (X, A) e uma funcao f: A — X. Se
o par (X, f(A)) tem propriedade de extensao de homotopia para qualquer espago Z e
fungdo g : X — Z, temos

A —2 7

2

~ ’e
H e
! Pid Po
7
r e

7

x —7 7z

sendo que por hipétese py o Hy = g|s(a), e pela propriedade de extensao de homotopia,

existe uma homotopia H:X x1— Ztal que
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e« Hof=H.

. pooﬁ():!}

entdo f é uma cofibracao.
A inclusao dada pela Proposicao 1.1.55 é uma cofibragao, ou seja, dada uma funcao
f X — Y podemos fatorar f por

X — My ",

sendo 7 uma cofibracdo e m é uma equivaléncia homotopica. A proposicao a seguir é o

resultado dual para fibracoes.

Proposicao 1.1.59. Dada uma funcio f: X — Y, podemos fatorar f por
Xty X Ty,

em que i € uma equivaléncia homotopica e ™ € uma fibracao.

Demonstrag¢ao. Suponha o espaco X definido por

X ={(v,w) € X xY':w(0) = f(2)}.

Defina 7 : X — Y por 7(z,w) = w(1), e i : X < X por i(x) = (z, f(2)), onde f(x) é um

caminho constante igual a f(x), assim temos o seguinte diagrama comutativo

e

X

pois, para qualquer x € X, temos 7(i(z)) = 7(z, f(x)) = f(x). Verifiquemos que ¢ :
X < X é uma equivaléncia homotopica, isto é, existe p : X — X tal que 70 p =~ idg.
Definimos p(z,w) := z, e a homotopia H : X x I — X dada por H((x,w),s) = (z,w*)

onde w®(t) = w(st). Verificamos que,

H((2,0),0) = (2,0°) = (2,0(0)) = (z, f(x)) = i(p(w,w))

H((m,w), 1) = (z,w'") = (z,w) = id5

Logo, X ~ X.
Agora, verifiquemos que 7 : X - Y éuma fibracao. Suponha Z um espaco topoldgico

qualquer e sejam g : Z — X uma funcdo e G : Z x I — Y uma homotopia, tal que
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Gy = mog. Devemos mostrar que existe um levantamento G tal que (conforme a Defini¢ao
1.1.56) Go=geroG =G, isto &,

z — 2 5 X .
2

~ -
e
idy X{O}l G- ‘w
_ -~

Ix] —% vy

Denotemos g(z) = (x4, w,.) para todo z € Z, e definimos a fungdo ¢ : Z — Y dada por

wgz(t(1+9)) se0<t< 1%3

0(z) = 1
G(z,(1+s)t—1) seq; <t <1,

tal que s € I. Observe que pela hipétese G(z,0) = m(g(2)) = wy.(1), assim para t = I%LS

tem-se que o final da curva w,, é igual ao inicio da curva G(z,0), ou seja, 15 é bem definida
e funciona como uma composi¢ao de curvas em Y. Além disso, observe que 1y(2) = wy; €
Wy (2t) se 0

nls = G(z,2t —1) se

IN

t

IA
L

IN
IN

1
3=t

Definimos G : Z x I — X por é(z, s) = (xgz,¢s(z)). De modo que,

G(Z7O) = (ng,Q/J()(Z)) = ($gzawgz) = g(Z)

70 Gl2,8) = T(@ge s(2)) = U(2)(1) = Gz, 8).

Concluindo que 7 é uma fibragao. m

A seguir apresentamos as defini¢oes ordinarias de pushout e pullback (segundo [1])

por meio de suas propriedades universais.

Definicao 1.1.60. Dados espacos e fungoes

ye?l 471 . x
um pushout deste diagrama, consiste de um espaco P e fungbes u: X - Pev:Y — P
tais que uf = vg. Além disso, exigimos o seguinte. Se Z é qualquer espago e se r : X — 7

e s:Y — Z sao fungoes tais que rf = sg, entao existe uma tnica funcao t : P — Z tal

que tu =1 e tv = s, isto €, o seguinte diagrama

ALX
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é comutativo. Chamamos tanto P quanto a tripla (P, u, v), o pushoutde y .9 41, x .

O diagrama retangular acima, é chamado de quadrado pushout.

Relembre que dados X e Y espagos nao vazios e disjuntos, e sejam zg € X eyg € Y

pontos bases nao degenerados. A soma wedge X V'Y ¢é definida por X UY/(zg ~ o).

Proposicao 1.1.61. Dado

ye? 471 .x

existe um pushout (P,u,v). Além disso, qualquer outro pushout (P’ ,u',v") é homeomorfo
a (P,u,v).

Demonstragao. Considere XVY C X XY edefina P := XVY/ ~onde (f(a), *) ~ (%, g(a))
para todo a € A. Considerando ¢ : X VY — P a projecao ao quociente, definimos u := qoi,
ev:=qgoig,ondei; : X > XVYeiy:Y — X VY sdoinclusoes. Assim, uo f =vog.
Verifiquemos que (P, u,v) é de fato um pushout. Ser: X — Z e s: Y — Z sao fungoes
tais que r o f = s o g, entao existe uma funcao ¢ : X VY — Z dado por

(f(a), %) = r(f(a)) = s(g(a)) = P(x, g(a)).

Assim, ¢ induz uma t : P — Z tal que tu = r e tv = s. Podemos verificar a unicidade de

t, suponha m : P — Z uma funcao tal que mu = r e mv = s. Entao
moqoig=mou=r=tou=toqoi

e de modo andlogo, m o g o iy, =t o qoiy. Concluindo que mq = tq, logo, m = t.

Agora, suponha que (P,u,v) e (P',u/,v") sdo ambos pushouts. Como P é um pushout,
existe uma funcao ¢t : P — P’ tal que tu = u’ e tv = v'. Como P’ também ¢é pushout, existe
t': P'— P tal que '/ = u e t'v" = v. Com efeito, t'tu = u e t'tv = v. Pela unicidade do
pushout, ¢t = idp. Analogamente, t't = idp,. Concluindo que ¢ é um homeomorfismo e '

é seu inverso. O

Proposicao 1.1.62. Seja

_

[

Yy — P

um quadrado pushout. Se g € uma cofibragdo, entdo © também é. Neste caso, j induz um
homeomorfismo j' 1 Y/g(A) — P/i(X) de cofibras.

Demonstragio. Ver [1] pagina 79. O
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Definicao 1.1.63. Dados espacos e fungoes

y 9 st x

o pullback deste diagrama consiste de um espago @) e fungdes u: Q) — X ev : QQ — Y tais
que fu = gv. Além disso, exigimos o seguinte. Se r : W — X e s : W — Y sao func¢oes

tais que fr = gs, entao existe uma tnica funcao t : W — @ tal que ut =1 e vt = s,

v X

~

g

|

Chamamos tanto Q quanto a tripla (Q,u, v), de pullback de v _9_, 4 .f _ x . O diagrama

retangular acima, ¢ chamado de quadrado pullback.

Proposicao 1.1.64. Dado
f

y — % A X

existe um pullback (Q,u,v). Além disso, qualquer outro pullback (Q',u',v") é homeomorfo

a (Q,U,U)-

Demonstragio. Considere @ C X x Y definido por @ := {(z,y) € X x Y : f(z) = g(y)}.
Entao defina u(x,y) = = e v(x,y) = y. O restante da demonstragao é andlogo ao caso do

pushout Proposicao 1.1.61. O

Proposicao 1.1.65. Seja
Q % X
|
g

Y ——A

um quadrado pullback. Se f é uma fibragdo, entao v também é. Neste caso, u induz um

homeomorfismo das fibras de v sobre as fibras de f.

Definimos a seguir as nogoes de pushout e pullback de homotopia, e apresentamos

algumas de suas propriedades que sao utilizadas ao longo dos préximos capitulos.
Definigao 1.1.66. Sejam f: A — X e g : A — Y fungoes dadas. O cilindro duplo de
f, g, é o espaco quociente

XUAXxIHUY
f(a) ~ (a’())? (a71) ~ g(a)

D(f,g) =
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Denotamos as inclusées por ix : X — D(f,g) eiy : Y — D(f, g).
Existe uma homotopia canénica H : A x I — D(f,g) entre ix o f ~ iy o g dada por

H(a,t) = (a,t). Isto é, o seguinte diagrama é homotopicamente comutativo
A—2 5y

f h

D(f

X— q9)

e chamamos este de quadrado de homotopia pushout canonico de f,g

Definicao 1.1.67. Um quadrado homotopicamente comutativo

é dito ser um quadrado de homotopia pushout se existe uma homotopia F': ho f ~kog

para a qual a fun¢ao induzida

é uma equivaléncia homotépica. A tripla (P, h, k) é chamada de homotopia pushout.
Proposi¢ao 1.1.68 (Propriedade da homotopia pushout). Suponha que as setas ndo

tracejadas do diagrama
Y

~
—

-

<

P

S

sejam homotopicamente comutativas e que o retangulo seja um quadrado de homotopia

pushout. Entdao existe uma funcao ¢ : P — Z tal que pok ~v e pol >~ u.

Demonstracao. Como o quadrado é um pushout, podemos trocar este por um quadrado

de homotopia pushout canonico, e as fungoes k e h pelas inclusoes. Isto é

Y

~
«—

L |

S




1.1. Revisdo de topologia e homotopia 41

Por hipétese, vog ~ uo f, logo existe homotopia H : Ax I — Z tal que Hy = vge H; = uf.
Agora definimos ¢ : D(f, g) — Z por (z) = u(z) para todo x € X C D(f,g), ¥(y) = v(y)
para todoy € Y C D(f,g) e ¥(a,t) = H(a,t) para todo (a,t) € A x I C D(f,g). Para
obtermos a ¢ : P — Z do enunciado, utilizamos a equivaléncia homotdpica ¢ g, definindo

» = ¢ o1 onde ) é o inverso homotdpico da pp. 0
Proposicao 1.1.69. Considere o sequinte quadrado pushout

ALX
g Jr
Yy 5P

Se f ou g € uma cofibracdo, entdao este é um quadrado de homotopia pushout.

Demonstragio. Ver [1] pagina 199. ]

Definigao 1.1.70. Sejam f: X — Aeg:Y — A funcoes dadas. Definimos

P(f.9) =A{(z,w,y) € X x AT x Y : f(z) = w(0),9(y) = w(1)}.

Denotamos as projegoes por px : P(f,9) = X epy : P(f,g9) = Y.
Existe uma homotopia canénica H : P(f,g) x I — A entre f opx ~ go py dada por
H((z,w,y),t) = w(t). Ou seja, o diagrama

X ! A

é homotopicamente comutativo e chamamos este de quadrado de homotopia pullback

canonico de f,g.
Definicao 1.1.71. Um quadrado homotopicamente comutativo

Q——Y
)
X%A

¢é dito ser um quadrado de homotopia pullback se existe uma homotopia F': for ~gos

para a qual a funcao induzida

vr:Q — P(f,9)

é uma equivaléncia homotépica. A tripla (Q, 7, s) é chamada de homotopia pullback
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Proposi¢ao 1.1.72 (Propriedade da homotopia pullback). Suponha que as setas ndo

tracejadas do diagrama

(=

>~<

a _—

“—
Q

S
f
—

b
R
X

sejam homotopicamente comutativas e que o retangulo é uma quadrado de homotopia

N

pullback. Entdao existe uma fungio ¢ : W — R tal que rop >~ a e sop ~b.
Demonstracio. A demonstragao é andloga a dada no caso do pushout 1.1.68. O

Semelhante a Proposicao 1.1.69 temos:

Proposicao 1.1.73. Se
P—/X
! ;
vy 25 A
¢ um quadrado pullback e se a funcao f ou a fungdo g € uma fibracdo, entdo este é um

quadrado de homotopia pullback.
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1.2 Topologia Algébrica

Esta secao tem como objetivo revisar a construcao dos functores homologia singular
e cohomologia singular. Nas duas primeiras subsecoes, apresentamos as defini¢des e alguns
resultados de homologia e cohomologia, omitindo suas demonstracoes, que podem ser
encontradas em livros texto de introdugao a topologia algébrica (por exemplo em [15]).
A dltima subsecao é dedicada a revisao de alguns resultados sobre o produto cup e o
anel de cohomologia, pois este desempenha um papel importante na teoria de Lusternik-

Schnirelmann que é apresentada no capitulo seguinte.

Embora nao faremos aqui uma revisao destas teorias, as homologias simplicial e
celular podem aparecer eventualmente ao longo do texto dos proximos capitulos, pois
embora a homologia singular seja mais abrangente, em muitas aplicagoes concretas as
homologias simplicial e celular podem ser mais faceis de calcular e nos dar no¢des mais
intuitivas sobre seu significado. Vale lembrar que para espacos suficientemente regulares,
todas homologias e cohomologias (simplicial, celular e no caso da cohomologia também a
de De Rham) sdo equivalentes a homologia e cohomologia singular. Por isso, consideramos
para exposicao teodrica as homologias e cohomologias singulares, e em muitos exemplos

concretos utilizamos as outras para visualizar e calcular.

1.2.1 Homologia Singular

A principal referéncia utilizada nesta se¢ao é o livro Algebraic Topology do autor
Allen Hatcher [15].

Definicao 1.2.1.

o Seja A = {zo,71,...,2,} C R" com p < n. Dizemos que A é geometricamente
independente (g.i.) se {z1 — xg, 22 — To,..., T, — To} ¢ um conjunto de vetores

linearmente independente (L.i.).

o Seja A = {zp,z1,...,2,} C R" um subconjunto ordenado de p + 1 pontos g.i. em

R", o p-simplexo gerado por A é o subconjunto

p p

=0 =0

« O inteiro p é chamado de dimensao do simplexo. Os pontos xy, ..., ¥, sao chamados
de vértices. Os simplexos formados por subconjuntos nao vazios de A sdo chamados

de faces do simplexo.

« Seja {ep,€1,...,e,} CRP onde g =0 e ey, ..., €, a base candnica de RP, o p-simplexo

A, = [eg, €1, ..., €p] € chamado de p-simplexo padrao.
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e Um Ay € A, comn > 0 é dito um vértice do simplexo A,,. Uma face de um simplexo
¢ um subconjunto (ou sub simplexo) que é um simplexo de dimensdo menor. A
fronteira ou bordo de um simplexo é a uniao de todas as faces, e o interior é o

complemento do bordo.

Ao Ay

Figura 5 — Simplexos de dimensées 0, 1, 2 e 3.
Fonte: [22] pagina 468.

Definicao 1.2.2. Seja X um espacgo topolégico. Chamamos de p-simplexo singular em X
uma fungao continua o : A, = X. A cadeia singular de X de grau p denotada por C,(X),
¢é o grupo abeliano livre gerado por todos os p-simplexos singulares em X. Um elemento
deste grupo é chamado de p-cadeia singular. Em geral, se R é um anel comutativo com
unidade, entao podemos definir a cadeia singular C},(X, R), que neste caso ¢ um R-moédulo.
Definimos:

Fp(X) :={c: A, = X |0 é funcdo continua},
Co(X, R) i= {p : Fo(X) = R | supp(y) ¢ fnito},
Cp(X) :={¢: Fp(X) — Z | supp(yp) ¢é finito}.

Assim, uma p-cadeia singular ¢ € C,(X, R) tem uma representacao em soma formal

C = Z k?iO'i
=0
onde m < oo, cada k; € R e 0; € F,(X).

Observagdo 1.2.3. No caso geral temos a injecao
it Fp(X) — Cp(X,R)
@i, Fp(X) = R

lsey =g,
Osey #¢

tal que i(F,(X)) é uma base para o R-mddulo C,(X, R).
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Definicao 1.2.4. Para cada i = 0, ..., p, definimos a i-ésima fungao face F;, : Ap,_1 — A,

por

p—1 i—1 P
Fi’p ( Z tkek) = Z tkek + Z tk,lek.
k=0 k=0

k=i+1

O bordo de um p-simplexo singular o : A, = X é a (p-1)-cadeia do definido por
p .
9o =Y (—1)'c o Fy,. (1.1)
=0

Fica definido o operador bordo singular 0 : C,,(X) — C,_1(X) pela equacao (1.1).

Exemplo 1.2.5. Seja 0 € Cy(X) um 2-simplexo singular, seu bordo é uma soma formal

de trés 1-simplexos singulares com coeficientes +1. Veja a Figura 6.

Fo

A ﬂ:’ As

Py .
L 4 L

F> 5

Figura 6 — Ilustracao operador bordo singular
Fonte: [22] pdgina 469.

Lema 1.2.6. Se s >] entao Fi,p ©) F}',p—l = F}'m e} Fi—l,p—l . Ap—l — Ap.
Lema 1.2.7. Se ¢ € qualquer cadeia singular, entdao 0(0c) = 0.

Definicao 1.2.8. Uma p-cadeia singular ¢ é chamada de ciclo se dc = 0, e bordo se ¢ = db
para alguma (p+1)-cadeia singular b. Denotamos Z,(X) o conjunto dos p-ciclos singulares

e B,(X) o conjunto dos p-bordos singulares.
Observacao 1.2.9. Observe que:
Cpi(X) 5 Cp(X) 5 Cpa(X),
7,(X) = ker(d) € C(X),

B,(X) = im(d) C Cy(X),

ecomo dod =10

By(X) € Z,(X).
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Definicao 1.2.10. O p-ésimo grupo de homologia singular de X é o grupo quociente

Hy(X) = Z,(X)/By(X).

A sequéncia de grupos abelianos (Z-médulos) e homomorfismos
c = Cpa(X) 2 Cp(X) 5 Cpa(X) = -

¢ um complexo de cadeias, chamado complezo de cadeias singulares, e H,(X) é o p-ésimo
grupo de homologia deste complexo. Um elemento de H,(X) é chamado de classe de

homologia, quando dois p-ciclos pertencem a mesma classe, dizemos que sao homdalogos.

Definicao 1.2.11. Uma funcao continua f : X — Y induz um homomorfismo
fu 0 Cp(X) = Cp(Y) em cada grupo de cadeias singulares, definido por fx(o) = foo

para qualquer simplexo singular ¢ e estendido linearmente para as cadeias.

<y

[(0)

Figura 7 — Ilustragdo composi¢ao do homomorfismo induzido
Fonte: [22] pagina 470.

Lema 1.2.12. O homomorfismo induzido fy é um homomorfismo de cadeias, isto €, fu

torna cada retangulo do sequinte diagrama comutativo:

s O (X) 2= Oy(X) 5 Oy (X)) —— -

b

e O (V) 2 (V) — 5 Oy (V) —— - -

p

Demonstragdo. Verifica-se que fz 00 = 0o fy. Aplicando as definicoes,
p
(fg00)(o f#(Z UOfi,p)
(=1)"fg(o0 fip)
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Definicao 1.2.13. Seja fx uma aplicacao de complexos de cadeias, entao fy induz um
homomorfismo nos grupos de homologia singular, denotado por f. : Hy(X) — H,(Y) e
definido por

flol =[foal.

Observacao 1.2.14. Verifica-se que dadas f: X =Y eg:Y — Z tem-se
(gof)*:g*o %5

<1dx)* = ide(X) .

Assim a p-ésima homologia singular define um functor covariante da categoria dos espacos

topoldgicos na categoria dos grupos abelianos (ou R-médulos).
Teorema 1.2.15 (Propriedades dos grupos de homologia singular).

1. Para qualquer espagco X = {p} de um dnico ponto, Hy(X) é o grupo ciclico infinito
gerado pela classe de homologia do tunico 0-simplexo que leva Ag mo ponto p, e

Hi(X) =0, Vk > 0.

2. Seja {A;} uma colegao arbitrdria de espagos topoldgicos, e seja X =1]; A;.
A inclusao v : Aj — X induz um isomorfismo @; Hy(A;) = Hy(X).

3. Espagos homotopicamente equivalentes tem grupos de homologia singular isomorfos.

Corolario 1.2.16. Se X € um espago contrdtil, entao Ho(X; R) = R e H(X;R) = 0,
Vk > 0.

Teorema 1.2.17 (Teorema de Mayer-Vietoris para homologia singular).

Seja X um espago topologico e U,V C X subconjuntos abertos tal que X = U UV eUNV
¢ aberto. Para cada p existe um homomorfismo conectante 0. : H,(X) — H,_1(UNYV) tal

que a sequinte sequéncia € exata:

2 HUNV) S H(U) @ Hy (V) S Hy(X) 2 B, ,(UNV) S -
onde ac] = (ix[c], —j[c]), B([c], [¢]) = kilc]+ 1] e O.[b] = [c], desde que exista ¢ € C,(U)
e ' € Cp(V) tal que kypp + Ly’ é homologo ao b e (iyxc, —juc) = (Op, 0¢").

O teorema de Mayer-Vietoris nos permite computar a homologia de varios espacos,
pois podemos aplicar o teorema recursivamente de modo a obter Us e V's com homologias

conhecidas.
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Exemplo 1.2.18. Seja S' := {(x,y) € R? : ||(z,y)|| = 1} o circulo unitdrio. Considere
p,q € St tal que p # ¢, entdo defina U = ST\ {p} e V = S*\ {q}, assim temos
St=UuV
U=(0,1)CR
V2(0,1) CR
Unv(0,1)U(L2) cR

Como intervalos de R sao contrateis, temos as homologias

R, sek=0,
0, sek>0.

Hy(UR)=H,(V,R) =

Como U NV tem duas componentes conexas contrateis, segue do item 2 do Teorema 1.2.15
que
R?, sek=0,

0, se k> 0.

Hy(UNV,R) =

Por aplicar o teorema de Mayer-Vietoris para £ > 1, temos
0— Hk(Sl, R) — 0

logo, Hy(S', R) = 0 para k > 1. Novamente pelo teorema de Mayer-Vietoris temos a

seguinte sequéncia ¢é exata
0— Hi(SY) 25 Ho(UNV) S Hy(U) ® Ho(V) 2 Ho(S") — 0
que é isomorfa a sequéncia
0— H(SY) 2 B2 RS Hy(SY) — 0
Pela definigao de a temos que «a[c] = (i.[c], —j«[c]) logo o : R? — R* é uma projecao em
uma diagonal, de modo que im(«) = R. Pela exatidao da sequéncia temos
H,(S") = Hy(U) ® Hy(V)/im(a) = R?’/R= R
im(a) = Hy(UNV)/Hy(S") = Ho(S*) = R

Concluindo que
R, seke01,
0, sek>1.

Hi(S', R) =

A seguir apresentamos algumas homologias que sao utilizadas ao longo deste texto.

Proposicao 1.2.19. Os grupos de homologia da esfera S™ sdo:

R, se k € {0,n},
0, se k ¢ {0,n}.

Hy(S™, R) =
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Proposicao 1.2.20. Os grupos de homologia do plano projetivo real RP" dependem do
anel comutativo R escolhido. Para R = Z temos
A se k=0 ou k =n impar,
Hi(RP",Z) = { Zy, sek é impar e 0 < k < n,

0, nos demais casos.

Para R = Z4 temos

Lo, se 0 < k <n,
Hi(RP",Zy) =
0, se k >n.

Proposicao 1.2.21. Os grupos de homologia do plano projetivo complexo CP™ sdo:

R, se k for par e 0 < k < 2n,
Hi(CP" R) =

0, nos demais casos.

Proposicao 1.2.22. Os grupos de homologia do toro T" sao:

R(W:i’f”), se0 < k<n,
Hy(T",R) =
0, se k >n.

Proposi¢ao 1.2.23. Os grupos de homologia de uma superficie ¥, C R?® fechada e

orientdvel de género g sdo:
R, se k € {0,2},
Hy(X4,R) = R%». sek=1,
0, se k> 2.

Definicao 1.2.24. Definimos o complezo de cadeias aumentado por

D G(X) B Gy (X) E - B G X) B Go(X) S R0

onde e(zrial) =>r;.

Assim, definimos os grupos de homologia reduzida por H,(X) := ker(d,)/im(8,41) para
p>0e Hy:= ker(e)/im(,).

Observagao 1.2.25. A diferenga entre a homologia reduzida e a homologia consiste apenas
em um fator R a menos no R-médulo de grau 0, assim, os grupos de homologia de um

espago homotdpico a um ponto sao todos triviais.
A definigao e a proposicao a seguir, sdo encontradas em [15] paginas 114 e 124.

Definigao 1.2.26. Se X é um espaco e A é um subconjunto fechado de X, tal que A é
retrato por deformacao de alguma vizinhanca de X, entdo dizemos que (X, A) é um good

pair.
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Proposicao 1.2.27. Se (X, A) é um good pair, entio a aplica¢io quociente q : (X, A) —
(X/A, AJA) induz um isomorfismo q, : H,(X, A, R) — H,(X/A, R) para todo n.

Corolario 1.2.28. Para qualquer soma wedge \/, X, tal que o0s pares (Xq,xq) sao good

pairs, sendo o, € X, 0 ponto base. A inclusao iy : Xo — Vo Xa induz um isomorfismo

Do ia s Do I:[n(Xa) - ﬁn(va Xa)’

1.2.2 Cohomologia Singular

Definicao 1.2.29. Seja R um anel comutativo com unidade e C,,(X, R) o R-mdédulo das ca-
deias singulares de dimensao p para o espago X. Definimos C?(X, R) := Hom(C,(X, R), R)
o R-médulo das cocadeias de mesma dimensao, para o espago X.

O operador cobordo 6 : CP(X, R) — CP™(X, R) é definido como o adjunto do operador
bordo 0 : Cp1(X, R) — C,(X, R), isto é, Vh € CP(X, R), temos (6h)(0) = h(0o) Vo €
Cp1(X, R).

Como ¢ = 97, tem-se, 6 0§ = 9T 0 9T = (00 9)T = 0. Assim, obtemos o complezo de
cocadeias

LSO X R) DS CP(X,R) S e (X, R) S -

Cujos grupos de cohomologia singular sao denotados H?(X, R).

Uma fungao f : X — Y continua induz um homomorfismo f* : HP(Y,R) —
H?(X, R) definido por (f*y)[c] = v(f[c]), para cada v € HP(Y,R) = Hom(H,(Y),R) e
cada p-cadeia singular ¢ em X. Das propriedades functoriais de f, segue que (gof)* = f*og*
e (idx)* =idgrx,p), com f: X =Y eg:Y = X.

Teorema 1.2.30 (Propriedades da cohomologia singular).
1. Para qualquer espago de um tinico ponto, H°({p}, R) = R e H*({p}, R) =0, Vp > 0.

2. Seja {A;} uma colegao arbitrdria de espagos topoldgicos, e seja X =11; A;.
A inclusao v; : A; — X induz um isomorfismo HP(X) = []; HP(A;).

3. Espagos homotopicamente equivalentes tem grupos de cohomologia singular isomorfos.

Corolério 1.2.31. Se X é um espago contrdtil, entdo H°(X,R) = R ¢ H*(X,R) = 0,
Vk > 0.

Teorema 1.2.32 (Teorema de Mayer-Vietoris para cohomologia singular).

Seja X um espago topologico e U,V C X subconjuntos abertos tal que U NV ¢ aberto e
X =UUV.Para cada p existe um homomorfismo conectante 0. : Hy(X) — H,_1(UNV)

tal que a sequinte sequéncia € exata:

- O HP(X, R) 55 HY(U, RIOHP(V, R) =5 HP(UNV. R) %5 HY (X, R) ©55 -
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onde (k* & I")w = (k*'w,l*w) e (i* — j*)(w,n) = i*'w — j*n, e ainda O* é definido por
9*(y) = vy 0 0.

Analogamente ao caso da homologia, o teorema de Mayer-Vietoris nos permite
computar varios grupos de cohomologia. No entanto, para muitos casos em que ja conhe-
cemos a homologia podemos recuperar a cohomologia gragas ao teorema dos coeficientes

universais, a seguir apresentamos o enunciado deste teorema dado em [24] pagina 188.

Observacao 1.2.33. Para cada p > 0 temos o homomorfismo
¢ : H?(X, R) — Hom(H,(X), R)

definido por ¢([a])[x] = a(z) sendo « um p-cociclo e x um p-ciclo, na verdade, este é um
epimorfismo e o nicleo ker(¢) é um R-mddulo que é denotado em algebra homolégica
por Ext(H,_1(X),A). Em [24] encontra-se a verificacdo que Ext(H, R) é um functor

contravariante em H, e este possui as seguintes propriedades:

1. Se H ¢ livre entdao Ext(H, R) = 0.
2. Ext(H @ G, R) = Ext(H, R) @ Ext(G, R).
3. Se H = Z,, entdao Ext(H, R) = R/mR.
Teorema 1.2.34 (Teorema dos coeficientes universais). A sequéncia exata
0 — Ext(H,_1, R) % H”(X,R) % Hom(H,(X),R) — 0
¢ separavel, tal que

HP(X, R) = Hom(H,(X), R) ® Ext(H,_,(X), R)

Demonstragio. Veja [24] pagina 189. O]

Observacao 1.2.35. Gracas ao teorema dos coeficientes universais podemos recuperar os
grupos (R-médulos) de cohomologia singular com coeficientes em R pelos grupos (R-
médulos) de homologia com coeficientes em R. Logo, os grupos de cohomologia nao contém
qualquer informagao adicional que ja nao tenhamos nos grupos de homologia. No entanto,
veremos na préxima secao que a cohomologia admite uma estrutura de anel que contém

informacoes adicionais.

Exemplo 1.2.36. Partindo da homologia de RP" com coeficientes em Z, e supondo n

par. Na Proposi¢ao 1.2.20 temos a homologia de RP™ e lembrando que Hom(Z,, Z) = 0,
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obtemos:

H°(RP",Z) = Hom(Z,Z) =

HY(RP",Z) = Hom(Zy,Z) & Ext(Z,Z) =0

H?*(RP",Z) = Hom(0, Z) & Ext(Zy, Z) = Zs

H*(RP", Z) = Hom(Zy, Z) & Ext(0,7Z) =

H*(RP",Z) = Hom(0, Z) ® Ext(Zy, Z) = Z,

H?(RP",Z) = Hom(Zy,Z) & Ext(0,Z) =

H™"(RP",Z) = Hom(0,Z) @ Ext(Zy, Z) = Zs

A seguir apresentamos as cohomologias de alguns espacos topoldgicos que sao

frequentemente utilizados no resto do texto.

Proposicao 1.2.37. Os grupos de cohomologia da esfera S™ sao:

H*(s™,

R, se k € {0,n},
0, se k¢ {0,n}.

R) =

Proposicao 1.2.38. Os grupos de cohomologia do plano projetivo real RP™ dependem do

anel comutativo R escolhido. Para R = 7 temos

7, se k=0 ou k =n impar,
HY(RP",Z) = Zy, sek épare0<k<n ouk=n par.
0, nos outros casos.
Para R = 7+ temos
Hk(RIP”,ZQ) _ Zg, se 0 < k <mn,

0, se k >n.

Proposicao 1.2.39. Os grupos de cohomologia do plano projetivo complero CP™ sdao:

H*(CP", R) =

R, se k for par e 0 < k < 2n,

0, nos demais casos.

Proposicao 1.2.40. Os grupos de cohomologia do toro T" sdo:

Hk

(T".R) =

R(k!“ﬁk)’), se 0 <k <n,

0, se k > n.

Proposi¢ao 1.2.41. Os grupos de cohomologia de uma superficie ¥, C R?® fechada e

orientavel de género g sao:

Hk(zng) =

R, se k € 40,2},
R%». sek=1,
0, se k> 2.
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Definicao 1.2.42. Dualizando o complexo de cadeias aumentado, obtemos
L O(X) O (X) &R &2 0Y(X) (X)) EE R0

Como ) = 0, temos o dual de* = 0. A homologia deste complexo de cocadeias é a
cohomologia reduzida de X, denotada por EP(X, R).

Observagio 1.2.43. Analogo ao caso da homologia reduzida, temos H?(X, R) = H?(X, R)
se p >0, e H'(X, R) = Hom(H,(X), R).

1.2.3 Anel de Cohomologia

Uma das principais referéncias utilizadas nesta se¢do ¢é o capitulo 6 de [4].

Definigdo 1.2.44. Sejam ¢ € C*(X;R) e v € CYX;R) cocadeias. O produto cup
denotado ¢ — ¢ € C*(X; R) é a cocadeia que toma valores em um simplexo singular
o : AF! — X dada por

(90 ~ ¢)(0) - §0(0|[v0 ----- Uk})w(o-‘[vk ----- Uk+l]>

sendo o produto do lado direito é o produto de R.

Lema 1.2.45. Sejam ¢ € C*(X; R) e ¢ € CY(X; R), entdo
8 — ) =8¢ — ¥+ (=1)"p — 6¥

Demonstracdo. Suponha o : AF+1 — X por definicio tem-se,

k+1 ]
(590 ~ w)(o') = Z <_1)190(U’[vo ----- I Uk+1])w(0—|[vk ----- vk+l+1])7
1=0
k+1+1 )
<_1)k(30v5w>(0): Z (—1)280(0‘[1;0 ~~~~~ Uk]>¢(o"[vk ~~~~~ Tiyenry vk+l+1])'
i=k

Somando as duas expressoes, temos o cancelamento do ultimo termo da primeira com o

primeiro termo da segunda. Por defini¢gao de bordo tem-se,
k4141 '
do = Z (_1)10’[00 ----- ViyeeeyVki41]

=0

logo,
3 — )(0) = (¢ — ¥)(90) = (5 — P)(0) + (=1)*(p — 6¢)(0).

Corolario 1.2.46. O produto cup induzido na cohomologia é bem definido.
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Demonstragio. Mostremos que —: H*(X; R) x H(X; R) — H*"(X; R) é bem definido

de modo que [p] — [¢] = [¢ — ¢].
Supondo ¢ e v cociclos, é imediato pelo lema precedente que ¢ — v é um cociclo.

Considere outro representante de [¢], digamos ¢’ = ¢ + d(7), entao
o= — T == — Y+ (1 — ) + (1) (1 — §v).

Como @ é um cociclo, obtemos que ¢’ — ¢ e ¢ — 1 se diferem apenas por um bordo,
entao [¢ — ¥] = [p — 1]. Observe que vale o mesmo se considerar um v'.
O

Definigao 1.2.47. Sejam {Gy} grupos aditivos, chamamos de anel graduado um anel
A := @G} com um produto Gy X G; — Gg,y. Os elementos de Gy sdo chamados elementos

homogéneos de grau k. Se g é um gerador de Gy, entao denotamos deg(g) = k.
Notagao 1.2.48. Denotamos o grupo total por

H*(X;R) := @ H"(X;R).

n>0

Teorema 1.2.49. Se a € H*(X;R) e f € H(X; R), entdo a — = (=13 — a.

Demonstragio. Ver [15] pagina 216. O

Proposicao 1.2.50. Considere [1] dado por 1 : Co(X) — R definido por 1(o) = 1.
Entao (H* (X;R), —, [1]) ¢ um anel graduado com unidade.

Definicao 1.2.51. Chamamos (H*(X; R),—, [1]) de anel de cohomologia com coeficientes

em R (anel comutativo com unidade) do espago X.

O anel de cohomologia é um functor contravariante. Se f : X — Y é uma
fungao continua, podemos considerar o homomorfismo induzido f : H*(Y, R) — H*(X, R)
utilizando a mesma definicdo dada para os grupos de cohomologia, e para a,b € H*(Y, R)
verifica-se que f*(a — b) = f*(a) — f*(b).

Definicao 1.2.52. Sejam 7x : X XY — X eny : X XY — Y as projecoes. Definimos o

cross product por

x : H*(X,R) ®g H?(Y,R) — H*"?(X x Y, R)

a® fr— 1y (a) — my(8).

Observagao 1.2.53. Dada a funcao diagonal A : X — X x X definida por A(z) = (z, z),
entdo A*(a x b) = a — b, para todo a,b € H*(X; R).
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Teorema 1.2.54 (Teorema de Kiinneth). Seja R um anel comutativo com unidade, e
suponha que H"(Y, R) € um R-mddulo livre para cada n. Entdao a fungao do cross product
P H¥X,R)®r H'(Y,R) = H"(X X Y,R)

k+p=n

¢ um isomorfismo para todo n, e para todo X complexo celular finito. Isto é,
H*(X,R)®gr H*(Y,R) = H*(X x Y, R)
¢ um isomorfismo de anéis graduados.

Notagio 1.2.55 (Grau de um elemento em um anel graduado). Seja A = @,>¢ A, um anel

graduado, se x € A; denotamos deg(z) = j.

Notagio 1.2.56 (anel de polindmios). Seja R um anel comutativo com unidade. Utilizamos
a notacdo R[z1, ..., x,| para o anel de polinomios com n variaveis e com coeficientes em
R. Denotamos o quociente R[zy, ..., z,]/I onde I é um ideal. Por exemplo, R[x]/(z**1),

k > 0, é o anel de polinémios truncados de grau k.

Notagao 1.2.57 (Algebra exterior). Seja R um anel comutativo com unidade. Denota-
mos Ag[x1,...,x,] uma dlgebra exterior sobre R finitamente gerada por i, ..., T,, iSto
é, Ag[xy,...,z,] é uma algebra graduada onde em cada grau temos um R-mddulo li-
vre com base finita. O produto é dado pela regra z;x; = (—1)deg(mi)deg(mi)x]~$i, onde
deg(z;z;) = deg(x;) + deg(x;).

Exemplo 1.2.58. Sabemos que a cohomologia de S™ é nao trivial apenas para k € {0,n}
sendo neste caso H*(S™; R) = R. O elemento de grau 0 é a unidade do anel de cohomologia.
Enquanto no grau n temos um gerador z, no entanto, x — z = 0, pois H*"(S", R) = 0.

Y

Assim podemos concluir que H*(S™, R) & R[z]/(x?) com deg(x) = n. Ainda mais, quando

n é impar, temos ¥ — ¥ = —x — x que implica 2> = 0, independente do fato que
H?>(S™ R) = 0, ou seja, neste caso temos que H*(S™, R) = Ag[z] com deg(z) = n.
O toro n-dimensional é definido por 7™ := S* x -+ x S' =[], S*. Aplicando o teorema

de Kiinneth, obtemos

H*(T™ R) = Q) H*(S"; R) = Q) Ar[z;] = Az, ..., )]
i=1

i=1
com deg(x;) = 1.

Exemplo 1.2.59. Existem muitos espagos topologicos que nao sao homotopicamente
equivalentes e ainda assim possuem os grupos de homologia (ou cohomologia) isomorfos.

Por exemplo, 7% := S' x St e X := St v S' v 52 (veja 1.2.28) ambos tem os mesmos

grupos de homologia e também de cohomologia, sendo:
R, se k € {0,2},
Hi(T?,R) = Hy(X,R) = R& R, sek=1,
0, se k > 2.
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No exemplo anterior verificamos que H*(T?, R) = Ag[xz,y] com deg(x) = deg(y) = 1. Note
que x — y # 0. Podemos utilizar o Teorema 1.2.32 para verificar que i* @ j* : ]:I*(X, R) —
H*(S'v SY) @ H*(S?) é6 um isomorfismo onde i : S'V S* < X e j : S? — X sdo as
inclusoes. Suponha que ¢ : H*(T?, R) — H*(X, R) é um isomorfismo. Assim op(z) e ¢(y)

sao os geradores de grau 1 em H *(X, R). Aplicando o isomorfismo i* @ j*, temos

(" @ " )plw — y) = ("p(x) — i"oly), 5" p(x) — i"p(y)) = (0,0).

Sendo que: o primeiro fator é zero, porque H*(S'VS!, R) = 0, e o segundo pois H*(S?, R) =
0, logo 7*p(z) = 0 e j*p(y) = 0. Como = — y # 0, obtemos uma contradigdo pois
(* & j%)¢(x — y) nao deveria ser igual a (0,0). Concluindo que ¢ nado pode ser um

isomorfismo e portanto 72 e S' v S! v S% nao sdo homotopicamente equivalentes.
Proposicao 1.2.60.

1. H*(S™ R) = R[z]|/(z*) com deg(x) = n.

2. Sen for par, H*(RP",Z) = Z[a]/(2a, a2 +1) com deg(a) = 2.

3. Sen for tmpar, H*(RP", Z) = Z[a, 8]/ (2a, "%, a3, f2) com deg(a) = 2 e deg(f3) =

n.
4. H*(RP", Zy) = Zs[a]/(a™) com deg(a) = 1.
5. H*(CP",R) = R[a]/(a™) com deg(a) = 2.
6. H(T", R) = Ag[x1, ..., x| com deg(x;) = 1.

7. H*(EmR) = R[zlayb -~-axg>yg]/(x22ayz‘27$iyi + Yili, Tikj, TiYj, YilYj, TilYi — ZUj?Jj) com
deg(a;) =1 e deg(B;) = 1.

Demonstragio. Ver secao 3.2 de [15]. O

Com o intuito apenas de apresentar alguns exemplos adicionais de anéis de cohomo-
logia (que sdo interessantes para exemplos dados nos proximos capitulos), na proposicao a
seguir temos os anéis de cohomologia para dois exemplos de grupos de Lie. Seja, GL(n,C)
o grupo geral linear de grau n formado pelas matrizes complexas n x n inversiveis, com a
operacao de multiplicagdo de matrizes. O grupo unitdrio U(n) e o grupo unitdrio especial
SU(n), definidos por
U(n) :={A e GL(n,C): AA* =1}

SU(n):={Ae€U(n) :det(A) =1},

sao exemplos classicos de grupos de Lie. A demonstracao da proposicao dada a seguir

pode ser vista de forma resumida em [13] e com maiores detalhes em [29].
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Proposicao 1.2.61.
1. H*(SU(n)) = Alxs, x5, ..., xo,_1] onde deg(x;) = i.

2. H*(U(n)) = A|x1, x3, T5, ..., Ton_1] onde deg(x;) = i.

Terminamos essa se¢ao com a definicado do cup length que é utilizada no capitulo

seguinte como estimativa inferior para a categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Definigao 1.2.62. Seja A um anel graduado. Se todos elementos de A tém grau zero
definimos o length de A igual a 0. Senao o length de A é o maior inteiro nao negativo n tal
que existam elementos homogéneos a1, as, ..., a, € A com graus diferentes de zero, e que

Qp Qg a, # 0. Se um tal n ndo existe, definimos o length igual a infinito. Denotamos
o length de A por len(A).

Definicao 1.2.63. Seja R um anel comutativo com unidade e X um espacgo topoldgico.
O cup length de X com coeficientes em R é definido por cupg(X) = len(H*(X; R)).

Um espacgo contratil tem cohomologia nao trivial apenas no grau zero, logo o seu
cup length é zero. Quando M é uma variedade real de dimensao n, o cupg(M) é no maximo
n, pois HP(M; R) = 0 para todo p > n. Exibimos a seguir os respectivos cup lengths para

os anéis de cohomologia apresentados na Proposicao 1.2.60.
Proposicao 1.2.64.

1. cupg(S™) = 1.

2. cupy(RP") = % quando n for par.

3. cupy(RP") = 25+ quando n for impar.

4. cupg, (RP") = n.

5. cuppr(CP") =n.

6. cupgr(T™) =n.

7. cupgr(X,) = 2 para qualquer g > 1.

Demonstra¢io. Para o item (1), temos
cupg(S™) = len(H*(S™, R)) = len(R[z]/(2*)) = 1

pois neste caso o tinico produto nao trivial possivel, é o préprio x visto que % = 0.
O argumento para os itens (2) a (5) sdo similares. Considere H*(X, R) = R[a]/(a™"),

temos o produto a" # 0, e a"™' = 0, de modo que cupzr(X) = n. Observe que,
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mesmo no item (2) este argumento é valido, e no caso do item (3) temos H*(RP", Z) =
Z[a,ﬁ]/(Qa,anTH,aﬁ,ﬁz), onde o produto o' #£0,ecomoa”=0,32=0eaf =0,
concluimos que cupy,(RP™) = ”T’l quando n é fmpar.

O item (7) ¢ similar ao item (6), onde temos o produto nao trivial z; — --- — x, #0 e
sabemos que nao existe produto maior, pois, se existisse, a soma dos graus dos elementos

seria maior que n. O]
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2 Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Neste capitulo definimos a categoria LS, verificamos sua invariancia homotdpica e
apresentamos algumas das principais estimativas que nos permitem computar a categoria
LS dos espagos topologicos. Na primeira secao apresentamos o teorema de Lusternik-
Schnirelmann e suas relagoes com a funcao antipoda, teorema do ponto fixo de Brouwer
e teorema de Borsuk-Ulam. A segunda secao do o capitulo é dedicada ao teorema de
Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos que relaciona a quantidade minima de pontos
criticos de uma funcao f : M — R com a categoria LS da variedade M, onde f e M
satisfazem algumas propriedades razoaveis, neste caso a quantidade minima de pontos que
criticos que tal funcao pode ter é a categoria LS da variedade M. Na terceira e ultima
secao do capitulo apresentamos algumas reformulacoes da categoria dadas por Whitehead

e Ganea, finalizando com a apresentacao da categoria seccional.

2.1 Categoria de Lusternik-Schnirelmann

2.1.1 Introducao

Definigao 2.1.1. A categoria de Lusternik-Schnirelmann ou categoria LS de um espago
topolégico X é o menor inteiro n tal que existe uma cobertura aberta {Uy,...,U,} de X
onde cada U; é contratil a um ponto no espago X. Denotamos cat(X) = n e dizemos que
a cobertura {U;} é categérica. Se tal inteiro nao existir, escrevemos cat(X) = oo.

Seja A C X, a categoria do subespago A relativa a X, denotada por catx(A), é o menor
inteiro n tal que existem n subconjuntos abertos de X que cobrem A e que sdao contrateis

em X. Se tal inteiro ndo existir denotamos catx(A) = oo.

Observagdo 2.1.2. Note que um membro U; da cobertura {U;} pode nao ser conexo e ter
varias componentes, contanto que o espago X seja conexo por caminhos. Assim, cada
componente pode ser contraida separadamente e movida através de um caminho para um

dado ponto em X.
Exemplo 2.1.3.
1. cat(X) = 0 se, e somente se, X = ().

2. Um espago X é contratil, se, somente se, cat(X) = 1, sendo o préprio X a cobertura

categorica.

3. A esfera S™ pode ser coberta por dois abertos contrateis. Considere por exemplo
a cobertura {U,V}, onde U = S™\ {a} e V = "\ {b} com a,b € S™ e a # b, de
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fato, o espacgo resultante por remover um ponto de S™ é homeomorfo a um disco
aberto de dimensao n que é contratil em S™, logo, cat(S™) < 2. Mas como S™ nao é

contratil, pois H,(S™; R) = R, concluimos que cat(S™) = 2.
Verificamos a seguir que a categoria de Lusternik-Schnirelmann ¢ invariante por

homotopia.

Lema 2.1.4. Se f: X = Y tem inverso homotdpico a direita, entao cat(X) > cat(Y).

Demonstracio. Seja g : Y — X tal que f o g ~ idy, isto é, existe uma homotopia
G:Y xI—Y tal que
G(y,0) =y, Vy ey,

G(y,1) = f(gly), VyeY.

Suponha que cat(X) = n e seja {U;} uma cobertura categérica de X. Assim, para cada Uj;

existe uma homotopia H : U; x I — X tal que
H(u,0) =u, Yu e U,
H(u7 ]_) = Ty, Yu € UZ‘,

sendo que z; é um ponto fixado para cada U;.
Definimos V; := ¢~ !(U;) para cada ¢ = 1,...,n, como g é continua, segue que {V;} é uma

cobertura aberta de Y. Considere a seguinte homotopia de contracao K : V; x [ =Y

G(v,2t), se 0 <t<1/2,

Blo.t) = f(H(g(v),%— 1)) se1/2<t<1.

Observe que K é bem definida pois

K(v,0) = G(v,0) =v

K(,1) = £(H(9(0),1)) = f(2) = v
e em t = 1/2 temos, por um lado,
K(v,1/2) = G(v,1) = f(9(y)),

e por outro
K(v,1/2) = £(H(9(0).0) ) = F(g(0)).

Consequentemente, cada V; é contratil em Y a um ponto y; e {V;} é uma cobertura

categérica de Y com n = cat(X) elementos, concluindo que cat(Y) < cat(X). O

Teorema 2.1.5. Se f: X — Y ¢ uma equivaléncia homotépica, entio cat(X) = cat(Y).
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Demonstracao. Como f : X — Y é uma equivaléncia homotopica, existe funcao g : Y — X
tal que fog ~1idy e go f ~ idx. Aplicando o Lema 2.1.4 em ambas as funcoes f e g
obtemos que cat(X) = cat(Y). O

Corolario 2.1.6. Se f: X — Y é um homeomorfismo, entdo cat(X) = cat(Y).

2.1.2 Estimativa inferior cup length

Lema 2.1.7. Seja X um espago topologico e A, B C X subconjuntos abertos de X.
Considere as inclusoes q: X — (X, AUB) eq1 X q2: X x X — (X, A) x (X, B). Entao,
para a € H*(X,A) e be H*(X, B) vale ¢*(a — b) = qi(a) — ¢;(b).

Demonstragdo. Por definicao de cup product em anéis de cohomologia relativa, temos:
H*(X,A;R)® H*(X,B;R) - H"(X,AU B; R),

a—b=A%axb),

sendo que
A:(X,AUB) = (X,A) x (X,B) = (X x X,Ax X UX x B)
é a aplicagao diagonal A(z) = (z,x). Observe que o seguinte diagrama é comutativo:
X d (X,AUB)

) ;

X x X — %, (X, A) x (X,B).

De fato,

(Aog)(z) = Alg(z)) = Alz) = (z,2) = (@1 X g2)(2,7) = (2 X g2 © A)(2),

induzindo em cohomologia ¢*A* = A*(q¢} X ¢3), dados a € H*(X,A) e b € H*(X, B),

tem-se,

¢ (a—b) = g (A%(a x b)) = A%(q; x g3(a x b)) = A(g1(a) x ¢5(b)) = qi(a) — ¢5(D).

Teorema 2.1.8. Seja X um espaco topologico e R um anel comutativo com unidade.
Entao:
cupr(X) + 1 < cat(X).
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Demonstragio. Suponha cat(X) = n e seja {Uy, ..., U, } uma cobertura categoérica de X.
Considere as inclusoes respectivamente j; : U; — X e ¢; : X — (X, U;). As induzidas

dessas fungdes em cohomologia geram a seguinte sequéncia longa exata (veja [15] p. 115):
S H™(X, U R) % H™(X:R) %% H™(Ui; R) — -+

Como U; é contratil, tem-se Em(UZ) = 0 para todo 7 € {1,..,n} e qualquer m > 0, logo
Ji = 0, e pela exatiddo da sequéncia segue que im(q) = ker(j) = H™(X; R). Assim
Va; € H™(X; R) existe um 7; € H™(X, U;; R) tal que ¢/ (7;) = ;.

Suponha que existam classes zy,...,z, € H*(X; R) tal que z; — -+ — x, # 0. Como
cat(X) = n podemos encontrar uma cobertura categérica {Uy, ..., U,} com z; € Uj.
Considere ¢ : X — (X,U", U;) a inclusdo, e ¢* : H*(X, U, U;) — H*(X) o homomorfismo
induzido no anel de cohomologia. Por causa do Lema 2.1.7 e da hipdtese x; — -+ — x,, # 0,

tem-se,
@ = T) = q(T1) = = q(Ta) == £ 0.
Mas X = U, U; = H*(X, U, U;) = 0, logo,
Ty — o — 1z, =q"(0) =0,
concluindo que cupgr(X) < cat(X) < cupp(X) + 1 < cat(X). O
Exemplo 2.1.9.
(1) Se X é contrétil tem-se cupy(X) = 0 para qualquer anel R comutativo com unidade.

(2) Conforme visto na Proposigao 1.2.64, para o toro n-dimensional 7™ temos cupg(1™) = n

e sendo assim cat(7") > n + 1.

(3) Seja CP™ o espago projetivo complexo de dimensao n, podemos definir
CP" := 5?1/ ~ onde (2, ..., 2n) ~ (72, ...,e" 2,), V0 € R,

isto equivale a CP" := (C"*\ {0})/ ~ onde w ~ Aw para todo w € C***\ {0} e A\ € C*.
Observe que os dois quocientes sio homeomorfos, pois S?*1 = ¢!\ {0}. Denotemos

[20 @ ... : 2] a classe de equivaléncia de (2o, ..., z,). Definimos para 0 < k <n

Ui :={lz0: - : zn) | 2x # 0},

observe que cada Uy C CP™ é aberto, e CP" = UJ;_, Uy, de modo que {Uy, Uy, ..., U, } é uma
cobertura aberta de CP". Agora, podemos definir o seguinte homeomorfismo ¢y, : C* — Uy,

dado por

Ok(Z1y ey 2n) =210 et zim1 t L 2zt 2],
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observe que ;. é continua e sua inversa

Z ZL_1 Z z
1 . . . 0 k—1 Rk+1 n
P [zg T zn] = (,..., —_— e, —

Zk Zk Zk Zk

também é continua. Assim, cada U, é homeomorfo a C* = R?*® ~ x. Logo cada U, é
contrétil, e portanto, cat(CP") < n+ 1.

Por outro lado, das proposigoes 1.2.60 e 1.2.64, sabemos que H*(CP";Z) = Z[a]/(a™ 1),
isto é, um anel de polinémios truncado com gerador a de grau 2, tal que cup,(CP") = n.
Pelo Teorema 2.1.8 tem-se n + 1 < cat(CP"), concluindo que cat(CP") = n + 1.

(4) Suponha uma superficie ¥, = T#--- #ng onde # ¢é a soma conexa de g toros
bidimensionais. Considere primeiramente g = 1 e neste caso temos o toro 7% C R?, podemos
construir uma cobertura categérica para T? com trés abertos, a Figura 8 apresenta a
representacio poligonal de T2, e ao lado, os respectivos abertos A, B e C, observe que
estes trés abertos sao contrateis (no caso do B sdo duas componentes contréteis, lembre

que T? é conexo por caminhos) e a unido destes trés abertos cobrem o toro T2

a\ N N
. _/ K \;/ =
A
bR ANb R A A 7\ 7\ A
v 7 7 Ve
a A B c

Figura 8 — Cobertura do toro.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, podemos concluir que cat(7?) < 3, mas cupy(T?) = 2, concluindo que cat(7?) = 3.
No caso geral, 1 < g < oo, consideramos em %, a mesma cobertura em cada 77 que aparece
na soma conexa, assim A = U?_ | A;) B=U_,B; e C = U{_,C; sdo abertos contrateis em
¥, tal que 3, é coberto por AU B U C, portanto, cat(3,) < 3.

Por outro lado, os grupos de cohomologia reduzidas da superficie X, sao H WX, Z) =2 7%,
H%(%,;Z) = 7 e H*(S,;Z) = 0 para todo k > 3, de modo que cup,(2,) = 2, assim

concluimos que cat(2,) = 3.

(5) Considere SU(n) € U(n) € M(n,C) o grupo unitario especial, sejam &, &, ...,&,

niumeros complexos distintos tais que ||&] =1 e &+ -+ &, # 1. Definimos
A;:={A € SU(n) : & nao é autovalor de A}.

Assim, A; é aberto em SU(n), e além disso, {A4; : 1 < j < n} forma uma cobertura de
SU(n), pois a propriedade &&;---&, # 1 implica que os & nao podem aparecer como

autovalores de qualquer matriz em SU(n). Para mostrar que A; é contratil em SU(n),
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fixamos A; e suponha B uma componente conexa de A;, como SU(n) é conexo por
caminhos, é suficiente mostrarmos que B é contratil.
Denote por S(n) o conjunto das matrizes complexas auto-adjuntas de dimensao n. Seja

X € B C A;. Pelo teorema espectral X = VD(e ... e®)V* onde D(e, ...,e") é uma

matriz diagonal e V' é uma matriz unitéria, onde €1, ..., e sao os autovalores de X.

Digamos que &; = €', entdo podemos especificar o ramo de logaritmo a < 0; < o + 27
101

para as entradas €1, ..., e®. Assim fica bem definido log : B — M (n, C) dado por
log(X) = VD(iby, ...,10,) V",
e ¢ bem definida a fun¢ao ¢ : B — S(n) dada por
D(X) = —ilog(X),
que é continua pois o logaritmo é. Assim, temos
X = Exp(i®(X)),
sendo que Exp é a exponencial de matrizes. Por definicao temos
1 = det(X) = det(Exp(i®(X))) = det(Exp(log(X))) = exp(tr(log(X))).

Como a fungao traco tr : M(n,C) — C é continua, e B é conexo, existe um inteiro k tal
que tr(log(X)) = 2mik para todo X € B.
Seja

2mik
X = exp( K )In
n

sendo I, a matriz identidade n x n. Seja [ = [0,1] C R e defina F': B x I — SU(n) por

F(X,t) :=Exp (z((l —)P(X) + tX())).

Assim, F' é uma fungao continua, tal que F(X,0) = X e F(X,1) = X, para todo X € B,
ou seja, F' é uma contragao de B a Xy em SU(n). Portanto, cat(SU(n)) < n.
Por outro lado, sabemos que H*(SU(n),Z) é uma algebra exterior com n— 1 geradores com

graus 2j —1, para j = 2,3, ..., n, logo cup,(SU(n)) = n—1, concluindo que cat(SU(n)) = n.

No item (4) do exemplo precedente, no caso particular das superficies £, a cobertura
que exibimos, foi construida de modo que cada aberto da cobertura cobre um nivel celular
e do representante complexo CW da superficie. Por exemplo, no caso do T2, o aberto
A cobre sua tinica 0-célula €', enquanto B cobre as duas 1-células €} e e}, e o aberto C

cobre a 2-célula e?. Com essa observacao em mente, podemos considerar a proposicao.

Proposicao 2.1.10. Se X ¢é um complexo CW conexo, entio cat(X) < dimew (X) + 1.

No entanto, veremos a seguir, que esta proposicao ¢ um corolario de um resultado

mais geral.
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2.1.3 Estimativa superior dimensao de cobertura

Definicao 2.1.11. Seja U = {U,} uma cobertura aberta, a ordem da cobertura U é o
menor inteiro k£ tal que existam k£ + 1 membros de U com interse¢ao nao trivial, mas nao
k+ 2. A dimensao de cobertura de um espaco X paracompacto (Hausdorff), é denotada
por dim(X), é o menor inteiro k tal que qualquer cobertura tenha um refinamento de

ordem k.

Observagio 2.1.12. Em [26] pagina 72 encontramos um lema que afirma: “Para todo € > 0
existe uma cobertura aberta do n-disco D" de ordem nao maior que n”. Assim, em um

espago X com estrutura de complexo CW, vale dim(X) = dimew (X).

Exemplo 2.1.13. Este exemplo serve como ilustracao para o entendimento da ideia por
tras da demonstracao do Lema 2.1.14 a seguir. O método consiste em partir de uma
cobertura aberta de ordem n e por meio de um refinamento, construir uma cobertura
categorica com n elementos.

Suponha X := [0, 3] C R intervalo fechado de R, e considere a cobertura U := {U;, Us, Us},
sendo Uy :=[0,1+¢€), Uy := (1 —¢€,2+¢€) e Uy :=(2—¢,3] onde 0 < e < . Claramente U
é uma cobertura de X, observe que a ordem de U é 1, pois Uy NUs # O e UyNU,NU3 = ().
Vamos construir uma cobertura aberta de X que tenha exatamente 2 elementos, e cujas
componentes conexas destes elementos sao um refinamento da cobertura .

Considere {¢;} uma particao da unidade subordinada a U, entdo definimos os seguintes

conjuntos, denotando I" := {1,2,3},
G1(i) = {t e X | gﬁl(t) >0e qbk(t) < gﬁl(t) Vk el \ {Z}},

Gajy ={t € X | di(t) > 0e gp(t) < u(t) Vie {i,5}, ke T\ {i,5}}.

A Figura 9 apresenta como exemplo, uma visualizacdo de uma particao da unidade subor-
dinada a cobertura U, e abaixo do grafico os conjuntos da construgao.
Observe que cada Gg esta contido em algum U;, logo G := {G1(1), G1(2), G1(3), Go(1,2), G2(2.3) }

¢ um refinamento de Y. Além disso, G1(1), G1(2), G1(3) sao disjuntos, podemos considerar
3
G1 = U Gl(z) (§ G2 = U Gga
i=1 a€{(1,2),(2,3)}

de modo que G := {G;, G2} é uma cobertura aberta de X.

Com este exemplo de construcdo em mente, podemos enunciar e demostrar o

seguinte lema que é atribuido a J. Milnor em [33]

Lema 2.1.14. Seja U = {U,} uma cobertura aberta de X de ordem n com uma parti¢io

da unidade subordinada. Entao existe uma cobertura aberta de X que refina U, sendo

G={Gis},i=1,...,n+1 tal que GigN Gig =0 para B # .
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i(t) qu
U‘S U‘T l‘U 1!3 1!? Z!U 2‘3 Z‘? SYU t
supp(¢r)———
supp(qﬁg) ‘ : : :

o supp(ps):

Gy ;( )z
3 Gi
IR G
Gopg) 5 g | |
o Gy

Figura 9 — Exemplo de refinamento para cobertura de [0, 3]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstra¢io. Suponha U = {U, }aer uma cobertura aberta de X de ordem n, e {4 }aer
uma parti¢cao da unidade subordinada a cobertura U. Isto é, supp(¢,) C U,.
Como a ordem da cobertura é n, nenhum ponto x € X pertence a mais do que n + 1 dos
U,. Considere I'" =T x --- x ' com i € {1,...,n + 1}. Dado 8 = (ay, ..., ;) € %, defina,
Py ={oy,...;a;} C T, e definimos
B;:=T"/ ~ sendo B ~ ' & P3 = Py,
Gsg:={x € X | du(x) >0 e ¢pu(x) < po(x), Voo € P3, Vo' ¢ P3},
Gig = U G/g.
BeB;

Como em uma vizinhanga qualquer de z € X, somente uma quantidade finita de ¢, nao
sao identicamente nulos, tem-se que cada Gg é aberto, consequentemente G,z ¢ aberto.
Se [B] # [/'], entdo, pela segunda condigao da definigdo de G segue que G N G = 0.

Além disso,

Giﬂ C m SuPp(¢a) C m Uaa

aEP[g CvEPg
logo, G = {Gls} refina U.
Dado = € X, seja (aq, ..., @y, ) todos indices tal que ¢,,(z) > 0. Entdo z € N, U,, mas a

ordem da cobertura U é n, logo, m < n. Sem perda de generalidade, podemos considerar,

¢a1($) = ¢a2<x) == ¢aj(x) > ¢C¥j+1<x) > 2 ¢am<x)a

concluindo que = € Gj(ay,....a;) € G cobre X.
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Corolario 2.1.15. Se X € um espaco paracompacto com dimensdo de cobertura n e

U ={U,} é qualquer cobertura de X, entdo existe uma cobertura aberta de X que refina

U, sendo G ={Gig}, i =1,...,n+1 tal que GigNGig =0 para 5 # [

Demonstra¢io. Como X é um espago paracompacto (Definigdo 1.1.19) com dim(X) = n,
se U é uma cobertura qualquer, podemos refinar U encontrando uma cobertura ) de
ordem n. Pela Proposicao 1.1.24 podemos encontrar uma particao da unidade subordinada
a V. Aplicando o Lema 2.1.14 refinamos esta cobertura a G, assim, G é um refinamento

de U com as propriedades desejadas.

]

Observagdo 2.1.16. Note que podemos aplicar o lema em uma cobertura finitald = Uy, ..., U,
e construir uma cobertura G = G, que refina U tal que G;3 N Gz = () para 3 # [3'. Pois

neste caso a ordem de U é menor ou igual a n.

Teorema 2.1.17. Se X ¢é um espaco paracompacto localmente contrdtil e conexo por

caminhos, entdo:
cat(X) < dim(X) 4+ 1

Demonstragio. Seja U = {Ui,...,U,} uma cobertura categérica de X e suponha que
dim(X) = k. Como X ¢ paracompacto, pelo Corolario 2.1.15, existe uma cobertura
G = {Gis} de X que refina U com a propriedade que G5 N G,z = 0 quando 5 # (', logo,
podemos considerar uma cobertura ) de X definida por

V= {Gi = U Gw}

BEB; ie{1727---7k+1}

Como cada U; ¢ contratil em X e cada componente de G; esta contida em algum Uj, entao
os (; também sao contrateis em X, pois X é conexo por caminhos. Deste modo, obtemos

uma cobertura categérica de X composta por k£ + 1 conjuntos, concluindo que

cat(X) <k +1=dim(X) + 1.

Exemplo 2.1.18.

1. No Exemplo 2.1.9 verificamos que n + 1 < cat(7™). Pelo teorema precedente tem-se
cat(T™) < dim(7™)+1 = n+1. Logo, a categoria de qualquer n-toro estd determinada
por cat(T") =n+ 1.

2. O plano projetivo real RP™ tem anel de cohomologia H*(RP";Zy) = Z[y]/(y"™)
com
deg(y) = 1, entdao n + 1 = cup(RP") + 1 < cat(RP") < dim(RP") +1 = n + 1.
Concluindo que cat(RP") =n + 1.
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3. No Exemplo 2.1.9, ja vimos que cat(CP") = n + 1, no entanto, utilizando apenas
as estimativas que temos até este ponto, tem-se, n + 1 < cat(CP") < 2n + 1. No
entanto, veremos mais a frente a Proposicao 2.1.10 que nos d4 um refinamento desta

estimativa.

4. Seja X um complexo CW tal que n = dim,,(X), entdao cat(X) < n + 1.

2.1.4 Teorema de Lusternik-Schnirelmann

Segundo Oprea [31], o teorema a seguir foi publicado em 1930 por Lusternik e
Schnirelmann. Como consequéncia obtemos o teorema do ponto fixo de Brouwer, e no final

desta subsecao mostramos que este Teorema 2.1.19 equivale ao teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 2.1.19 (Teorema de Lusternik-Schnirelmann). Se S™ € coberto por conjuntos

fechados (abertos) Uy, ...,U,11, entdo pelo menos um U; contém pontos antipodais.

Demonstracao. Suponha que nenhum dos conjuntos U; tenha pontos antipodais. Considere
S C D" e seja A; € D™ um subconjunto fechado definido por conectar segmentos
radiais da origem para cada ponto de U;, veja Figura 10. Observe que A; é contratil em
D" para a origem (No caso da cobertura aberta podemos considerar A; U B(0,¢) para

e > 0 suficientemente pequeno).

X
£

(A
AVAy,
e
anis
AT

=

B

A

o i“'v
oAl

Figura 10 — Ilustracdo da definicdo dos conjuntos A; no caso de S?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma das formas de se representar RP"™! é dada por

RP"*! .= D"/ ~ onde x ~y & & = —y Va,y € D™
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Por hipétese, A; — RP"*! ¢ injetora, e A; é contratil a um ponto em RP"*!, pois nao
h4 dois pontos identificados em A;. Assim, temos uma cobertura categérica de RP"*H!
com n + 1 conjuntos, isto implica que cat(RP"™) < n + 1, absurdo, pois sabemos que
cat(RP"™!) = n 42 (Veremos adiante que em espagos suficientemente regulares a definicio

de categoria utilizando cobertura fechada é equivalente a utilizar cobertura aberta).

[
Definigio 2.1.20. Uma fungao f : S™ — S"! é antipodal se f(—x) = —f(x), Vo € S™.

Teorema 2.1.21. Ndo existe funcio f : S™ — S™" ! continua e antipodal.

Demonstracio. Suponha que existe f : S — S™! funcao antipodal. Considere A™ um
n-simplexo simétrico centrado na origem de R", denote F}, Fs, ..., F}, 11 as faces de A",
defina U; a projegao radial da face F; em S™~!. Desta forma, {U;} ¢ uma cobertura de S™~*
com n + 1 conjuntos fechados. A Figura 11 apresenta uma visualizacao desta construcao
no caso de S'. Observe que nenhum U; possui pontos antipodais.

Considere G; = f~1(U;), com i = 1,2, .....;n + 1 entdo {G;} é uma cobertura de S™, pelo

Figura 11 — Projecdo radial de um 2-simplexo em S!

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema de Lusternik-Schnirelmann 2.1.19 pelo menos um G; tem pontos antipodais.
Digamos x, —z € G;, como supomos f antipodal temos y := f(z) = —f(—x) e também

f(=z) = —f(x) = —y, logo y, —y € F;, uma contradigao. O

Teorema 2.1.22 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Toda fun¢io continua f : D™ — D"

tem um ponto fizo.

Demonstracio. Suponha que f nao tenha pontos fixos, entdo defina

z— f(z)

"= T
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Como f(z) # z,Vx € D", r é bem definida e continua, tal que r(z) = z sex € S"~! = 9D",
ou seja, r é uma retracao. Defina g : S™ — S"! por
r(Z1, oy Tpg1) se Tpy1 >0

g(xh”'axn-l-l) =
(=1, ..., —Tpy1)  Se Tpi1 < 0.

Isto é, g realiza a retracdo de S™ ao equador S"~! C S™.

Assim g(—z) = —g(x), contradizendo o Teorema 2.1.21. O

Teorema 2.1.23 (Borsuk-Ulam). Se f: S™ — R" é uma fung¢ao continua, entao existe
x € 5" tal que f(z) = f(—x).

Demonstracio. Suponha f : S™ — R” é uma funcao continua e que nao existe x € S™ tal
que f(z) = f(—z), defina g : S™ — S™~! por
f(z) = f(==)
g9(x) = ,
1f (@) = (=)l

pela hipdtese inicial, g ¢ bem definida e é continua. Mas,

f(=x) — (=) f(z) = f(==)

e T I R e AR

contradizendo o Teorema 2.1.21. ]

Proposicao 2.1.24. Sao equivalentes:

(1) cat(RP") =n + 1.
(2) Teorema de Lusternik-Schnirelmann [2.1.19].
(3) Nao exziste fun¢io continua antipodal f : S™ — S"' [2.1.21].

(4) Teorema de Borsuk-Ulam [2.1.23].

Demonstracao. Pelos resultados precedentes 2.1.19, 2.1.21 e 2.1.23 ja temos que
)= (2)= )=
mostremos que (4) = (2) e (2) = (1).
(4) = (2) Seja {Uy, ..., Upy1} uma cobertura fechada de S™ e defina f : S™ — R" por
f(x) = (dist(z, Uy), dist(x, U), ..., dist(x, Uy)) onde dist(x, U;) := inf [l — ul|.

Entao f é continua pois a funcdo distancia definida acima é continua em espagos métricos.
Pelo teorema de Borsuk-Ulam, existe y € R” tal que y = f(z) = f(—=x). Se alguma
componente de y for nula, digamos a i—ésima componente, entao —x, x € U;. Se nenhuma

componente de y for nula, entdo —z,x € U, 41, pois —z,x ¢ Uy, ..., U,.
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(2) = (1) Suponha cat(RP") = k com k < n e seja Uy, ..., Uy, uma cobertura categorica de
RP". Como U; sao contrateis entao o recobrimento 7 : S — RIP" ¢é trivial sobre os Uj,
assim 71 (U;) = V; U —V; C S™ é unido disjunta, e os —V; sdo os pontos antipodais de V.
O conjunto W := 5™\ U;‘-‘zl‘/} ¢ fechado, pois cada V; ¢é aberto. Observe que W nao contém
pontos antipodais. De fato, os conjuntos V; nao tem pontos antipodais. Dado x € W,
entdo z pertence a algum —Vj, logo —z € V;, portanto —x ¢ W, concluindo que W nao
contém pontos antipodais.

Dado ¢ > 0 definimos W, := {x € S™ : dist(z, W) < €}, para ¢ suficientemente pequeno
W, nao contém pontos antipodais. De fato, suponha que nao, entao podemos considerar
g; = 0 com z;, —x; € W,,. Como S™ é compacto, existe subsequéncia convergente z; — v,
logo dist(x;,, W) < g;, = dist(z;,, W) — 0, e pela continuidade de dist(., W) : S — R,
segue que dist(y, W) = 0. Como W é fechado, y € W. Por outro lado, também vale
—x;, — —y com dist(y, W) = 0, pois a fungao antipodal é continua. Logo, —y € W,
contradizendo o fato de que W nao contém pontos antipodais.

Assim, escolhendo ¢ suficiente pequeno, obtemos que {Vi,..., Vi, W.} é uma cobertura
aberta de S™ com k+1 < n+ 1 conjuntos, tal que nenhum desses conjuntos contém pontos
antipodais, isto é, uma cobertura com n + 1 conjuntos (completando com conjuntos vazios

se necessario) de S™, contradizendo o teorema de Lusternik-Schnirelmann. O

2.1.5 Propriedades da categoria LS

Nesta subsegao definimos a categoria utilizando cobertura fechada, segundo [5],
a categoria de Lusternik-Schnirelmann definida com cobertura aberta é mais adequada
ao estudo de propriedades homotdpicas, no entanto, a categoria LS definida utilizando

cobertura fechada é preferivel para o estudo de propriedades analiticas.

Defini¢do 2.1.25. A categoria de Lusternik-Schnirelmann cat(X) = n de um espago
topoldgico X é o menor inteiro n tal que existe uma cobertura fechada {Uy,...,U,} de X

sendo que cada U; é contratil a um ponto no espaco X.

Lema 2.1.26 ([12]). Se X é ANR (Defini¢io 1.1.17), entdo um subconjunto fechado
A C X € contrdtil em X se, somente se, existe uma vizinhanca aberta U D A que €

contratil em X.

Demonstragio. Defina @ := (X X {O}) U (A X ]) U (X X {1}), fixado zg € X e supondo
¢ : Ax I — X uma contracdo de A em xy. Defina H : Y — X por

H(z,0) = x,
H(a,t) = ¢(a,t) Ya € A,
H(z,1) ==
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Note que ) é fechado em X x I, pois é unido de fechados. Pela Proposicao 1.1.18 X x [ é
ANR, entao existe uma extensao de H, digamos K : Z — X, onde Z é uma vizinhanca
aberta de (). A vizinhanca Z, com a topologia induzida pela topologia do produto X x [
¢ composta localmente de vizinhangas produto da forma W x (r,s) C X x I, entdo, para
qualquer a € A, a x I é coberto por uma colecao destes abertos. Mas I é compacto,
entao existe uma subcobertura finita, W = {VVZ X (ri,si)}. Considere W = NW; e
V, =W x I C Z. Definimos entao

U=V
acA

Logo, AC U e U x I C Z. Com efeito, se U for uma vizinhanca aberta qualquer de A tal

que U x I C Z, entao K é uma contracao de U para um ponto em X. O

Observagao 2.1.27. Segundo Palais [33], toda variedade de Banach paracompacta é ANR.

Notagao 2.1.28. Na proposicao a seguir utilizaremos a notacao cat® para indicar categoria

LS com cobertura aberta e cat® para indicar categoria LS com cobertura fechada.

Proposigao 2.1.29. Se X ¢é um espaco normal ANR, entio cat?(X) = cat®(X). Além
disso, se A C X € fechado em X, entdo catS(A) = cat$(A).

Demonstracio. Suponha A C X subconjunto fechado, mostremos que
cati(A) < catF(A).

Suponha cat¥ (A) = k e seja {Uy, ..., Uy} uma cobertura categérica aberta. Note que UF_, U;
é aberto em X, e X \ UY_,U; é fechado, como X é normal, podemos obter uma vizinhanga
aberta W de X \ UL U; tal que ANW = () e assim {Uy, ..., Uy, W} é uma cobertura de X.
Pela Proposigao 1.1.16, existe um refinamento {V7, ..., Vi, W} com V; C Us e W C W. Com
efeito, A C UE_|V; e cada V; é contratil, pois U; é. Concluindo que cat$t(A) < cat$(A).
Verifiquemos agora que,

catF(A) < cat$(A).

Suponha cat$(A) = n e que {Kj, ..., K,} é uma cobertura fechada categérica de A em
X. Como X é ANR e A é fechado em X, pelo Lema 2.1.26 existe vizinhanca contratil U;
para cada K, assim, {Uq, ..., U, } é uma cobertura aberta categorica de A em X, de modo
que cat¥(A) < catd(A).

Assim, obtemos cat¥ (A4) = cat$(A). Para obter a primeira parte do enunciado suponha
A = X, logo, cat®?(X) = cat?(X). O

Proposicao 2.1.30. Propriedades elementares da categoria de Lusternik-Schnirelmann.

1. (Monotonicidade) Se A C B com A, B C X, entao catx(A) < catx(DB).

2. (Subaditividade) Se A, B C X, entao catx(AU B) < catx(A) + catx(B).
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3. (Monotonicidade por deformagio) Se A é subconjunto aberto(fechado) em X, B
subconjunto de X e ¢ : A x I — X uma deformagao de A em X tal que ¢1(A) C B,
entao caty(A) < catx(B).
4. (Continuidade) Se X € um espaco normal ANR e A C X, entao eziste uma vizinhanga
aberta V O A tal que cati (V) = cat$(V) = cat$(A).
Demonstragao.

(1)

(2)

Como A C B, uma cobertura categoérica de B também é uma cobertura categorica
de A, logo catx(A) < catx(B).

Suponha {Aq, ..., A} e {Bi, ..., By} coberturas categéricas de A e B respectivamente,
entdo {Ay, ..., An, Bi, ..., By} é uma cobertura categorica de AU B.

Suponha que A é aberto(fechado) em X e catx(¢1(A)) = k. Seja {Ay, ..., Ay} uma
cobertura categérica aberta(fechada) de ¢1(A). Defina U; = ¢;*(A4;), observe que
cada U; é aberto(fechado) em X, pois ¢; : A — X é continua. Além disso, cada
U; é contratil em X pois ¢ é uma deformagao em X. Assim, catx(A) < k. Pela
propriedade da monotonicidade (1), k < catx(B), logo, catx(A) < catx(B).

Suponha cat$(A) =k e {Ay, ..., A;} uma cobertura categérica fechada de A. Pelo

Lema 2.1.26 cada A; tem uma vizinhanga aberta U; que é contratil em X. Defina,

e observe que A C A C UA; € U. Como, X é normal, podemos separar os
subconjuntos fechados A e X \ U com vizinhangas abertas S e W respectivamente.
Defina U := {Uy, ..., Uy, W}, U é uma cobertura de X. Novamente por X ser normal,
pela Proposigao 1.1.16, existe um refinamento de U, digamos, V = {V1, ..., Vj, W}
tal que V; C U; para todoi =1, ..., k. Seja V := U V,, logo, A C V C V, e como cada

V; C U;, tem-se que V; é contratil em X. Consequentemente,
cati (V) = cat® (V) < k = cat®(A).

Mas pela monotonicidade (1), como A C V| segue que cat$(V) = cat$(A).

]

Observagdio 2.1.31. A propriedade (4) (Continuidade) é trivial no caso da categoria aberta.

Se {Uy, ....,Ux} é uma cobertura categérica de A em X, isto é, cat¥ (A) = k, entdo pela
monotonicidade A C U temos cat¥ (A) < cat¥(U) onde U = JU; é aberto de X, como

cada U; é contritil a um ponto em X, segue que caty (A4) = cat¥ (U).
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2.1.6 Cones, Produtos e fibracoes

Nesta subse¢ao apresentamos alguns resultados que nos permitem estimar a cate-

goria de espacos cone, produto cartesianos e fibragoes.

O teorema a seguir nos fornece mais uma estimativa superior para a categoria, no

caso que o espago topoldgico é construido como cone da fungao f (veja Definigao 1.1.53).

Teorema 2.1.32. Se f: X =Y € uma fungao continua, dado Cy:=Y Uy CX o espaco
cone da fungdo f, entdo
cat(Cy) < cat(Y) + 1.

Demonstragio. Seja A=Y Uy B, onde B C CX ¢ definido por
2
B:= {(x,t) eCX:t< 3}.

Como a identificacdo em X x I que gera C X ocorre em ¢t = 1, segue que A tem o mesmo
tipo de homotopia que Y Uy (X x I). Como os pontos de X estdo identificados em Y,
Y é um retrato por deformacao de A, logo A ~ Y. Como a categoria é invariante por
homotopia, temos cat(A) = cat(Y). Considere C' := {(z,t) € CX : t > 1/3} C CX,
observe que C' ~ C X ¢ contratil. Como Cy = AUC, unido de abertos, pela subaditividade
(Proposicao 2.1.30), obtemos

cat(Cy) < cat(A) 4 cat(C) = cat(Y) + 1.
[

Exemplo 2.1.33. O espago projetivo complexo CP", pode ser construido por colar um
disco D*" a CP"!, isto é, CP" = CP" ! U; D*", onde f : 9D** — CP" ! é dada pela
projecdo ao quociente CP"~! = §?"=1/ ~ sendo S?"~! C CP", e a relacio (21, ..., 2,) ~
(€2, ...,e%2,) para todo § € R. Observe que D?** = C'S?"~1 assim podemos aplicar o

teorema precedente e concluir que
cat(CP") < cat(CP™ ') + 1.
além disso, lembrando que CP' = S2?, obtemos:

cat(CP") = cat(S?) = 2,
cat(CP?) < cat(CP")
cat(CP?) < cat(CP?)

cat(CP") < cat(CP" )+ 1=n+1.

Utilizando a estimativa inferior do cup length(Teorema 2.1.8), como no Exemplo 2.1.9,

concluimos que cat(CP") =n + 1.
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Observagao 2.1.34. Em [5] encontramos o exemplo acima no caso geral, onde X é um
complexo CW simplesmente conexo com H,(X) # 0 e H,(X) = 0 para todo ¢ > n. Neste
caso, denotando por H(X) o nimero de graus positivos onde H,(X) é ndo trivial, pelo
Teorema 2.1.32 segue que cat(X) < H(X).

Na verdade, o Teorema 2.1.32 é um caso particular do teorema a seguir. Onde

D(f,g) é o cilindro duplo de f, g segundo a Defini¢ao 1.1.66.
Teorema 2.1.35. Se f- W — X e g: W —= Y sdo funcoes continuas, entdo

cat(D(f,g)) < cat(X) + cat(Y) + 1.

Demonstragio. Sejam A = X UW x [0,2/3) e B =Y U (1/3,1]. Note que A e B sao

conjuntos abertos em D e A~ X, B~ Y. Andlogo ao Teorema 2.1.32, temos
cat(D) < cat(A) + cat(B) + 1 = cat(X) + cat(Y) + 1.

]

Espacos produtos sao construgoes extremamente comuns em diversas aplicagoes, a
seguir apresentamos estimativas para estes tipos de espacos, a referéncia principal destas

estimativas é [12].
Proposicao 2.1.36. Sejam X e Y espagos topoldgicos com cat(X),cat(Y) < oo, entdo

max{cat(X),cat(Y)} < cat(X xY).

Demonstragio. B imediato por consequéncia da monotonicidade (item (1) da Proposicio
2.1.30) pois fixado um (z,y) € X x Y temos que X x {y} =X e {2z} xY =Y. O

Definicao 2.1.37. Seja X um espaco topoldgico, chamamos de sequéncia categorica de
comprimento k um sequéncia de conjuntos abertos Ag =0 C A; C --- C A, = X, tal que

para i =1,...,k cada A; \ A;_; esta contido em um aberto U; que é contratil em X.

Lema 2.1.38. Um espaco X conexo por caminhos tem wma sequéncia categorica de

comprimento k se, e somente se cat(X) < k.

Demonstracao. Suponha que X tem uma sequéncia categérica de comprimento k. Como
a sequéncia comeca com () e termina com X, os U; formam uma cobertura categérica de
X com k conjuntos, tais que A; \ A;—1 C Uj;.
Reciprocamente, suponha cat(X) < k, seja Uy, ..., Uy uma cobertura categérica de X.
Defina

V., =

s

Uj,

1

J
assim V; \ V;_1 C U;, onde U; é um aberto contrétil em X. Logo, V,, forma uma sequéncia

categorica de comprimento k. O]
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s

Teorema 2.1.39. Suponha X e Y espacos conexos por caminhos e tal que X XY ¢

completamente normal. Entdo

cat(X x Y) < cat(X) + cat(Y) — 1.

Demonstra¢io. Suponha cat(X) =n e cat(Y) = m pelo lema anterior existem sequéncias
categoricas de comprimentos n e m respectivamente, digamos Aqg C A; C --- C A,
e B C By C --- C B,,. Denotamos os conjuntos abertos categéricos que contém as
diferencas por

A \AiwCU, Bj\Bj_1 CVj.

Definimos os seguintes subconjuntos do produto X x Y

Qr = U Aj X By,

Jj=1

sendor > 1, A; =0se j>ne B, =0set>m. Observe que
Qnim = A1 X By UAs X By U~ UA, X Byt UA, 1 X B, U---UA, ., X By.

Logo Qnim = 0, por isso, consideraremos r apenas até n + m — 1, neste caso temos

Qnim-1=A, X B, =X xY. Definindo Qy = ), obtemos uma sequéncia crescente

QoC Q1 C-CQuim1=XxY.
Por observar o padrao desta construgao, isto é,

Q1 =41 x By
Q2:A1><BQUA2XB1
Q3:A1X33UA2XBQUA3XBI

veja a Figura 12 para uma visualizacao esquematica destes conjuntos.

Notamos que,

QO =A x B
Q2= Q1 U (A1 \ Ag) x (Ba \ B1) U (Az \ Ay) x (B1\ Bo)
Q3 = Q2 U (A1 \ Ag) X (B3 \ Ba) U (A2 \ A1) X (B2 \ B1) U (A3 \ A2) X (B1\ By)

No caso geral, podemos escrever,

Qr=Qr1U O (A \ Aj1) X (B \ Brj).

Jj=1
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AI

Figura 12 — Diagrama de visualizagao dos trés primeiros @),

Fonte: Elaborada pelo autor.

Isto é,
T

Qr \ Qr—l = U (Aj \ Aj—l) X (BT—H—J' \ Br—j)

j=1
Além disso, (A; \ Aj—1) X (Bry1—; \ Br—;) C U; x Vi1, que é um aberto categérico.
Entretanto, podem existir interse¢oes ao longo destes conjuntos quando fixamos r e
variamos o j. Por hipdtese X x Y é completamente normal (Defini¢ao 1.1.13), como

r 4+ 1 — j decresce quando j cresce e A e B sao conjuntos encaixados, temos

(Aj\ A1) X (Bryr—5 \ Beej) ((Ar \ Ar—1) X (Brga—i \ Broi) =0,

(A \ Aj1) X (Bry1—5 \ Beej) [ (Ax \ Ag—1) X (Bryr—i \ Br—x) = 0,

para k # j. Assim, podemos obter vizinhangas abertas que separam os conjuntos (A4; \
A; 1) X (Bry1—; \ Br—j) e (Ar \ Ak—1) X (Bry1-k \ Br—i). Interceptando estas vizinhancas
com U; x V11— e Uy x Viy1_, obtemos abertos categéricos que sao vizinhancas de
(A;\Aj_1) X (Bry1—j \ Br—j) e (Ax \ Ag—1) X (Br1-k \ Br—i) para j # k. Logo, as unioes

(A \ Aj1) X (Brsi—j \ Br—j) U (A \ A1) X (Bria—i \ Br—s)

estao contidas em abertos contrateis. Este procedimento pode ser iterado um nimero finito
de vezes para mostrar que @, \ @,_1 estd contido em um aberto contratil. Concluindo
que sequéncia dos @), é categorica de comprimento m +n — 1, segue do Lema 2.1.38 que
cat(X xY) <n+m—1=cat(X) +cat(Y) — 1. O

Observacao 2.1.40. O Teorema 2.1.39 também vale, removendo-se a hipdtese de X x Y
ser completamente normal, e em seu lugar, assumindo-se que X e Y sejam espacos
normais. A demonstragao é realizada utilizando a definigdo de i-categoria LS (Veja o
exercicio 1.12 em [5] pdgina 41), esta, é definida da seguinte forma: cat’(X) < n se existe
{U4,...,U,} cobertura categérica de X, tal que, para qualquer z € X existem pelo menos i

elementos desta cobertura que contém o z. Quando X é um espaco normal, vale cat’(X) <
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cat(X)+7—1 e dada uma i-cobertura categdrica podemos construir uma (i + 1)-cobertura
categorica, veja [23] pagina 83. Com efeito, podemos escolher U = {Uy, ..., Usa(y) } uma
cat(Y')-cobertura categérica de X e V = {Vi, ..., Veay(x) } uma cat(X)-cobertura categérica
de Y. Os produtos U; x V; com j € {1,2, ..., cat(X) + cat(Y) — 1} formam uma cobertura
categorica de X x Y, pois, o produto de subconjuntos contrateis é contratil, e para cada
(z,y) € X xY existem cat(Y") elementos de U que contém z, e existem cat(X) elementos de
V que contém y, de modo que deve existir um elemento j € {1,2, ..., cat(X) + cat(Y") — 1}
tal que (x,y) € U; x V.

Exemplo 2.1.41. Sabemos que cat(S") = 2 e que cat(T™) = m + 1. Agora, podemos

considerar S™ x T™, gragas a Proposicao 2.1.36 e ao Teorema 2.1.39 temos

m + 1 = max{cat(S"), cat(T™)} < cat(S" x T™) < cat(S™) + cat(T™) — 1 =m + 2.
Supondo n é impar, pelo Teorema de Kiinneth 1.2.54, obtemos
H*(S"xT™ R)= H*(S",R) @ H*(T™, R) = Ag[z] ®r Ar[Y1, s Um] = Ar[x, y1, vy Y]

com deg(x) = n e deg(y;) = 1, logo, cupg(S™ x T™) = m + 1, pela a estimativa do cup
length 2.1.8, concluimos que cat(S™ x T™) = m + 2.

Exemplo 2.1.42. Pelo item (5) do Exemplo 2.1.9 sabemos que cat(SU(n)) = n, como
cupy(U(n)) = n pelo Teorema 2.1.8 temos n + 1 < cat(U(n)). Mostremos agora que U(n)
é homeomorfo a S' x SU(n) (na verdade, ¢ um difeomorfismo).

Denotemos D(ay, ..., a,) a matriz diagonal quadrada de dimensao n, onde ay, ..., a, sao os

elementos da diagonal. Definimos a fungdo f : U(n) — S* x SU(n) dada por
FX) = (det(X), D(det(X) ™", 1,..., 1)X).

Como X € U(n), det(X) = ¥ com 6 € [0,2n], isto é, det(X) € St C C. Observe

também que
det (D(det(X) ™, 1,...,1)X) = det(D(det(X) ', 1, .., 1)) det(X) = e 2™ = 1

logo, f é bem definida, e como a funcao determinante é continua (e suave), f é continua

(e suave). Verifiquemos que a inversa da f é a funcio g : S* x SU(n) — U(n) definida por
g(z,A):=D(z,1,..,1)A

observe que g é bem definida, pois D(z,1,...,1)(D(z,1,...,1))* =1, e como A € SU(n) C
U(n), segue que g(z, A) € U(n). Verificamos entao que

go f(A) = g(det(A), D(det(A) 1,1, ... 1)A)
— D(det(A), 1, ..., 1)D(det(A) ", 1., 1)A
A
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isto é go f = I,,, e observando que
det (D(z, L., l)A) =zdet(A) =z
temos
fog(z,A) = f(D(z,1,..,1)A)
= <z,D(z—1, 1,..,1)D(z,1, ..., 1)A)
= (2,4)

concluindo que f o g = I,,, ou seja, f ¢ um homeomorfismo e U(n) = S x SU(n). Pelo

Teorema 2.1.39 temos
cat(U(n)) < cat(S') +cat(SU(n)) —1=2+n—1=n+1
junto com a estimativa do cup length 2.1.8 concluimos que cat(U(n)) =n + 1.

Observagdio 2.1.43. A desigualdade dada pelo Teorema 2.1.39 pode ser estrita, no entanto, a
construcao de um exemplo nao é trivial, ao leitor interessado recomendamos ver o exemplo
1.39 em [5].

Conforme veremos nas se¢oes seguintes, as fibragoes possuem relagoes importantes
com a categoria de Lusternik-Schnirelmann. O teorema a seguir, relaciona as categorias

do espago total com a fibra e o espaco base.
Teorema 2.1.44. Seja F L EL B uma fibragao. Entdao

cat(F) < cat(F') cat(B).

Demonstragio. Seja cat(F) = n com cobertura categorica Vi, ..., V,, e seja cat(B) = m
com cobertura categorica Uy, ..., U,,. Considere o diagrama obtido pela propriedade de

levantamento de homotopia aplicado na homotopia de contracao para um fixado Uj:
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onde Hy = H(x,0) = p(x), H = H(z,1) = x, pois U; é contratil em B via homotopia H
e H=Ho(pxid). Como Hi(z) =* e po Gy = H; = x, entdo G, (pfl(Uj)> C F. Defina
Wi; = G171 (Vi) € p~Y(U;) e observe que Wyj, ..., W,,; cobre p~1(U;) pois a imagem de G4
estd em F. Podemos verificar explicitamente que cada W;; é contratil em E definindo
K W xI— E:

o
IA
~
IA

K(w.t) = G(w,2t), se
T L(Gy(w),2t — 1), se

IA
~
IA
L

1
2
onde L : V; x I — F ¢ a homotopia que realiza a contragao do aberto categérico V;
em F, isto é, L(z,0) = z e L(x,1) = . Como {U;} cobre B, {p~(U;)} cobre E, entdo
{Wi;:i=1,..,m;j7=1,...,n} é uma cobertura categérica de E tendo nm membros.

]

Exemplo 2.1.45. Considere a fibracao de Hopf S® — ST — S*. Pela acdo de S! na fibra e
no espago total, obtemos a fibragao S* — CP? — S%. Sabemos que cat(S?) = 2 = cat(S?).

Pelo Teorema 2.1.44 temos
cat(CP?) < cat(S?) cat(S*) =2.2 =4
e, utilizando a estimativa inferior do cup length 2.1.8, concluimos que cat(CP3) = 4.

Existe uma versao do Teorema 2.1.44 para espacos com ponto base, que fornece
uma desigualdade interessante e 1til para categoria LS. Relembre que um espago X ¢ dito
ter ponto base nao degenerado xy se a inclusao xg — X é uma cofibragdo. A demonstracao

da proposigao a seguir, é apresentada em detalhes em [5].

Proposicao 2.1.46. Se F—5E-2%B éuma fibragdo, E for conexo por caminhos e

B um espaco normal com ponto base nao degenerado by, entao

cat(E/F) < cat(B)
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2.2 Teorema de Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos

A motivagao inicial de Lusternik e Schnirelmann para a introdugao da categoria foi
o estudo dos pontos criticos de fung¢oes suaves em variedades. Nesta secao, apresentamos
a teoria necessaria para demonstrar o teorema de Lusternik-Schnirelmann para pontos
criticos. No final da secao, discutimos algumas versoes deste teorema encontradas na
literatura. As principais bibliografias utilizadas nesta se¢ao sao [5], secao 19 de [7] e segdo
9 de [32].

2.2.1 Preliminares

Nesta secao, exceto quando mencionado o contrario, f : M — R é uma funcao
suave e M é uma variedade suave de Hilbert paracompacta, podendo ser de dimensao

finita ou infinita. Assumimos que M e f satisfazem as seguintes propriedades [32]:

(A) (Completude) M é uma variedade Riemanniana completa.

(B) (Limitada inferior) A fungao f é limitada inferiormente em M. Isto é, se b é a menor

cota inferior de f entao b > —oo.

(C) (Condigao C) Se (z,) é qualquer sequéncia em M para a qual |f(z,)| é limitada e
tal que ||dfs, || — 0, segue que (x,) tem uma subsequéncia convergente, x,, — p.

(Por continuidade ||df,|| = 0, logo p é um ponto critico de f)

Observagdo 2.2.1. Se M for compacta entdo com qualquer escolha de métrica Riemanniana

para M, temos as trés condi¢oes satisfeitas.

Notagdao 2.2.2. Denotamos o conjunto dos pontos criticos de f por
K(f) :={x e M [ df. = 0}.
Seja ¢ € R um valor critico de f, denotamos o nivel critico em ¢ por
E.(f) = K(f)n (o).
Denotamos M. (f) o conjunto definido por
M(f) = 7 ((=o00,d]).

Observagio 2.2.3. E imediato pelo teorema da funcéo inversa que para um valor regular b,
M(f) é uma subvariedade co-dimensional de M, sendo OM,(f) = f~*(b).

Lema 2.2.4. A restricio de [ para K(f) é propria (Definicao 1.1.28). Em particular,
para qualquer ¢ € R, K (f) é compacto.
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Demonstracio. Mostremos que f‘l([a,bD N K(f) é compacto, ou seja, se (z,) ¢ uma
sequéncia de pontos criticos com a < f(z,) < b entdo (z,) tem uma subsequéncia

convergente. Observe que ||V (f|x(f))z. || = 0, assim, pela condicao (C), segue que (x,,)

tem subsequéncia convergente. ]

Corolario 2.2.5. O conjunto f(K(f)) dos valores criticos de f é um subconjunto fechado
de R.

Lema 2.2.6. Se U ¢é uma vizinhanga de K.(f), entio existe e > 0 tal que ||V f|| € limitado

a partir de zero em f~l'(c—e,c+¢e)\U.

Demonstracao. Suponha que nao, entdo para cada inteiro positivo n podemos escolher
T, em f~! (c —Lic+ %) \ U tal que |V f,,|| < %. Pela condi¢ao (C), uma subsequéncia
de {z,} deve convergir para um ponto critico p de f com f(p) = ¢, entdo p € K.(f) e

eventualmente a subsequéncia deve entrar na vizinhanca U de K.(f), contradicao. ]

Pelo teorema de Sard (ver [22] capitulo 6), sabemos que o conjunto dos valores
criticos de uma funcao f : M — N, onde M, N sao variedades suaves, tem medida nula.
No caso de N = R, poderiamos intuir, erradamente, que os valores criticos de f: M — R
¢ em geral um conjunto de pontos discretos, talvez no maximo enumeravel. No entanto, o

exemplo a seguir, mostra que o conjunto dos valores criticos pode ser ndo enumeravel.

Exemplo 2.2.7. Neste exemplo exibimos uma fungao f : I — R injetora tal que K (f) = C,
onde C ¢é o conjunto de Cantor. O conjunto de Cantor pode ser construido por infinitas
iteragoes, iniciando com I = [0, 1] e removendo o subintervalo aberto (1/3,2/3), no préximo
passo repetimos a mesma subdivisao em trés e remocao do subintervalo aberto do meio dos
intervalos fechados resultantes do passo anterior. A Figura 13 apresenta as sete primeiras

iteragoes desta construcao.

Figura 13 — As sete primeiras iteragoes da construcao do conjunto de Cantor.

Fonte: Dominio publico.

Observe que os extremos dos intervalos fechados de cada iteracdo pertencem ao conjunto
de Cantor, isto é, C # (). Além disso, é possivel provar que C é um conjunto que tem
medida nula e cuja cardinalidade é igual a R(R), isto é, infinita e ndo-enumerével. Em

simbolos, podemos definir o conjunto de Cantor por

o 3=l 341 3k+42
C::[\U U (3n+1 g 3n+1>

n=0 k=0
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Considere as duas seguintes func¢oes auxiliares

m:l — 1

t — max{c € Clc < t}

M:IT—1
t — min{c € C|c > t},

ambas estdao bem definidas pois C C I que é compacto.

Considere ¢ : I — R definida por

0 se seC
(s —=m(s))(s — M(s))| ses¢C.

A fungdo ¢ é uma funcao continua, seu grafico é apresentado na Figura 14.
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Figura 14 — Grafico da funcao ¢ : I — R

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definimos f : I — R por
t
£ = [ els)ds

= C. Além disso, observe que para t; < ty tem-se

o(t) e K(f)
£(6) = 1) = [ plords = [ prds = [ pls)ds >0

assim f’(t) =

logo, f(t1) < f(t2), e como f é funcdo de um intervalo em R, isto implica que f é injetora.

Com efeito, a restricao f|x(p)

valores criticos é ndo enumerével.

¢ uma bijecdo com sua imagem, assim sendo, o conjunto dos

Relembre que, se F' : R” — R™ é uma funcao continua, cada problema de valor

inicial dado por

& = F)

z(0) = xg



84 Capitulo 2. Categoria de Lusternik-Schnirelmann

tem solugdo dnica z(t,z() definida para todo ¢ em um intervalo maximal de R. Esta

solucao define a linha de fluxo
¢e(x0) = x(t, 20),
e neste caso a solugao é

x(t, o) = xo + /Ot F(x(s))ds.

Definicao 2.2.8. Definimos ¢, : M — M como sendo o fluxo maximal gerado por —V f.
Para cada x € M, ¢y(x) é definido em um intervalo a(z) < t < f(z) e t — ¢(z) é a

solucao maximal de —V f com valor inicial z.
Por definicao %gbt(x) = —V f4,(x), assim,

d 2
g/ (@(2)) = =Vi(f) = ~IV/]

logo, f(¢:(x)) é monétona decrescente em t. Como f é limitada inferior, segue que f(¢r(z))

tem um limite quando ¢ — 5(z).

Definicao 2.2.9 ([8] p. 298). Um espago métrico (X, d) é dito totalmente limitado se para
todo € > 0, existem 1, ...,z, € X tal que X = U, B(z;,r). Um subconjunto Y C X ¢é

dito totalmente limitado se o subespago (Y, dy) é totalmente limitado.

Observagdao 2.2.10. Na demonstracao do lema a seguir, utilizamos o fato que em um espaco
métrico completo, um subconjunto é relativamente compacto (Defini¢ao 1.1.20) se, e
somente se, ¢ totalmente limitado (Definigdo 2.2.9). Uma demonstragao detalhada desse

fato é encontrada em [39].

Lema 2.2.11. Se uma curva 7y : (a,b) — M de classe C* tem comprimento finito, entdo

sua imagem € relativamente compacta.

Demonstra¢io. Como M é completo, pois satisfaz a condigao (A), um subconjunto total-
mente limitado em M ¢é relativamente compacto, entao é suficiente mostrar que a imagem
de 7 ¢ totalmente limitada. Como 7 tem comprimento finito, isto é, [”||7/(t)||dt < oo,
dado € > 0, existe particao tgo =a < t; < --- <t, < t,y 1 = b tal que fttj“ |7/ (t)||dt < e.

Seja x; = (t;), e pela defini¢ao de distancia em M tem-se

n

Im(vy) C |J Bz, e).

i=1
O
Proposicao 2.2.12. Seja F' um campo de vetores suave em M e seja v : (a,b) = M

uma curva de solugio mazimal de F. Se b < oo entdo [ || Fylldt = co. Analogamente, se

a > —oco entio [0 ||Fyul|ldt = oco.
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Demonstra¢io. Como ~ é maximal, se b < oo entao 7(t) ndo tem ponto limite em M
quando t — b. Logo, pelo Lema 2.2.11, 7 : [0,b) — M deve ter comprimento infinito, e
como ' (t) = Fy, temos [ || Fypldt = . O

Corolario 2.2.13. Se M € uma variedade riemanniana completa, entdo um campo de
vetores suave X de comprimento limitado em M, gera um grupo a um parametro de

difeomorfismos em M.

Demonstragio. Suponha [|X|| < L < oo. Se b < oo entdo [! || Xyp|ldt < bL < oo,

contradizendo a proposicao anterior. O caso a > —oo é andlogo. O

Teorema 2.2.14. O fluro ¢y gerado por —V f € um semi-grupo positivo, isto €, para todo
t >0, ¢ € definido em todo M. Além disso, para qualquer x € M, ¢(x) tem pelo menos

um ponto critico de f como limite quando t — oo.
Demonstragio. Seja g(t) := f(¢e(z)) e denote

B <g(T)=g(0) + [ g (0)it=g(0) ~ [ 19 fouio |

esta equagao vale para todo T' < (), entao pela desigualdade de Schwarz temos

1
2

B(z) B(z)
[ 19 st < 5 [ 19 olr)

que é menor igual que 1/B(z)(g(0)— B)2, e deve ser finito se 5(z) for finito. Pela Proposicao
2.2.12 segue que B(x) deve ser infinito e consequentemente ||V f4,(2)|| ndo pode ser limitado
a partir de zero quando ¢t — oo, pois de outra forma [§° ||V f4,(x)||*dt seria infinito, mas
sabemos que ¢ menor que g(0) — B. Como f(¢:(z)) ¢é limitado, segue pela condigao (C)

que ¢(z) tem um ponto critico de f sendo o limite quando ¢ — oc. O

O exemplo a seguir nos fornece uma visualizacdo geométrica da ideia que é apre-
sentada nas proximas secoes para demonstracao do teorema de Lusternik-Schnirelmann

para pontos criticos.
Exemplo 2.2.15. Seja 7% C R? o toro parametrizado por
U :[0,27] x [0,27] — R?
(0, p) = (x(0, ), (0, ), 2(0,))
sendo
(0, p) = (2 + sin(p)) cos(0),

y(0, p) = cos(p),
2(6,p) = (24 sin(p)) sin(6).
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Considere f: T? — R a funcio altura, isto é, f(0, p) := 2(6, p). Temos
VF(0.) = ((2+ sin(p)) cos(0), cos(p) sin(6) ).

tal que os pontos criticos de f sio K(f) = {(g, g), (32”, g), (g, 32”>, (32”, 32”)} O fluxo
(0, p) gerado por =V f(0, p) é apresentado na Figura 15.
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Figura 15 — Pontos criticos e fluxo funcao altura no toro bidimensional.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 15 temos do lado esquerdo a representagao geométrica do toro no
espago tridimensional e no lado direito a representacao do fluxo ¢;(#, p) no dominio de
parametrizacao, observe que os pontos criticos estao evidenciados nas duas representacoes
com a mesma cor. Veja que o fluxo é definido em todo o toro, e os pontos criticos da
fungao f sdo também os pontos criticos do fluxo. Observe que o ponto de maximo global é
um ponto estavel do tipo fonte do fluxo, e o minimo global é um ponto instavel do tipo

dreno, enquanto os maximos e minimos locais sao pontos instaveis do tipo sela.

O toro é localmente contratil, pois é uma variedade real, sendo assim, podemos
encontrar vizinhancas contrateis para cada um dos pontos criticos em K(f). E claro
que estas vizinhancas nao cobrem o toro. Mas podemos construir, intuitivamente, uma
cobertura do toro, estendendo as vizinhangas contrateis dos pontos criticos ao longo das
linhas do fluxo que entram nessas vizinhangas, e assim obter uma cobertura categorica do

toro, pois as linhas de fluxo sdo contrateis. Concluindo que cat(7?) < 4.
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2.2.2 Teorema de deformacao e principio do minimax

A ideia béasica na abordagem de Lusternik-Schnirelmann para a teoria de pontos
criticos é que os pontos criticos sao obstrugoes ao colapso de uma variedade até um ponto
através do fluxo associado a —V f. Assim, os pontos criticos sao os lugares na variedade
onde surge a complexidade topoldgica e esta complexidade particular é bem medida pela
categoria. Na teoria de Morse, se b > a e f*1<[a, b]) contém um unico ponto critico nao
degenerado de indice k, entdo M,(f) =~ M,(f) Ue*. Isto é, a teoria de Morse descreve
o tipo de homotopia de M por colar células para os correspondentes indices dos pontos
criticos. Por outro lado, a teoria de Lusternik-Schnirelmann compara M,(f) e My(f) em
termos de sua categoria, sem a restricao que os pontos criticos sejam nao degenerados. De
modo que o resultado deste processo estima o nimero minimo de pontos de criticos de
uma funcao f: M — R em termos de cat(M) [5].

Nesta secao continuamos assumindo que f satisfaz as hipéteses de Completude,
Limitada inferior e a Condigao C, tal como enunciadas no inicio da se¢ao precedente. Além

disso, seguimos utilizando a notagao ¢ para o fluxo maximal gerado por —V f.

Lema 2.2.16. Seja x9 € M um ponto regular de f com f(xy) = c. Entdo existe e >0 e
uma vizinhanga aberta U de xq tal que ¢1(U) C M._.(f).

Demonstragio. Como ¢;(x)(0) = =V f(z0), temos

S (60)) = (Vi (aa0)), S (60)))
= <Vf<¢t($o))a —Vf(x0)>

= —[IV /(i) |
<0.

Em ¢t =0, temos
=~V f(zo)|I* <0

S|
pois xg é um ponto regular. Logo, f <¢t(9€o)> é estritamente decrescente proximo at =10 e
pela desigualdade % ( f (¢t(x0))) <0, f (@(xo)) ¢ ndo crescente para todo t. Em particular,
f(gbl (xo)) < f(zo) = ¢, e por continuidade, para algum € > 0 e alguma vizinhanga U de

xg, temos f(gbl(x)) < ¢ — ¢ para todo x € U. Consequentemente ¢1(U) C M._.(f). O

Teorema 2.2.17 (Teorema de deformagao). Seja U uma vizinhanga qualquer de K.(f)

em M. Entao para € > 0 suficientemente pequeno, vale
61 (Mey=(f)\U) C Moo(f).

Demonstragio. Seja X = f~!(c) \ U o subconjunto dos pontos regulares no nivel c. Pelo
Lema 2.2.16, para cada = € X, podemos escolher ¢, e U, tais que ¢1(U,) C M., (f)-
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Para simplificar a demonstracao assumiremos que M é compacto, neste caso, X também
é compacto pois é fechado. Logo, podemos encontrar uma subcobertura {Uy, ..., Uy} de
{U,}, com os respectivos épsilons associados {e1, ..., ex}. Seja € := min{ey, ..., £ }. Entao,
pelo Lema 2.2.16, obtemos que ¢1(Uy U ---UUg) C M._=z(f).

Seja V =UUU; U---UUy, como M é compacto, M \ V' é compacto. Logo, f(M \ V)
é compacto e nao contém ¢, pois f~(c) C V. Consequentemente f(M \ V') é uniao de
intervalos fechados delimitados por ¢, entao podemos encontrar um ¢ tal que 0 < e < g, e
temos L := f’l([c —&,c+ 8]) C V. Assim, obtemos

O1(L\U) C o1(UyU---UU) C Mez(f) C Mc—o(f).

Como ¢ ¢é associado a —V f, segue que ¢1(M._.(f)) C M._.(f). Para concluir, observe
que, Moo (f)\U = M._.(f)U (L \ U), logo,

D1 (Mere(f)\U) C 1(Me—o(f)) U 1(L\U)
C Me—o(f) U Me—c(f)
= Mc—(f).
O

Observagdo 2.2.18. Existem hipdteses técnicas que tornam o Teorema 2.2.17 verdadeiro no
caso em que M tem dimensao infinita, estas sdo conhecidas como condicoes de Palais-Smale,
para mais detalhes veja 1.7 em [5]. Neste caso, para ¢ valor regular, devemos exigir que ¢
nao seja limite de {a € R : f tem valor constante a em alguma componente de M }. Para
¢ valor critico, ¢ ndo pode ser ponto limite de f(int(K(f) \ Kc(f))), este é o caso quando

¢ ¢ um valor critico isolado, por exemplo.

Corolario 2.2.19. Se ¢ é um valor regular de f entao, para algum e > 0, ¢1(M.4.) C
M, ..

Demonstragio. Como K.(f) = () podemos considerar U = (). O]

Definicao 2.2.20. Seja F uma familia nao vazia de subconjuntos compactos de M.

Definimos o minimax de f sobre F por
minimax(f, F) := }relff (sup {f(:v) tx € F})

Teorema 2.2.21 (Principio do minimax). Se F é uma familia de subconjuntos compactos

de M invariante pelo fluro ¢, com t > 0, entdo minimax(f, F) € um ponto critico de M.

Demonstragdo. Por definicao de minimax podemos encontrar F' € F tal que F C M,....
Suponha por absurdo que ¢ = minimax(f, F) é um valor regular de f. Pelo Corolario
2.2.19 tem-se ¢1 (M. o) C M._. a fortiori ¢1(F) C M._.. Mas como F é invariante pelo
fluxo ¢, temos ¢1(F) € F, logo minimax(f, F) < ¢ — &, uma contradicao. ]
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Definigao 2.2.22. Para m < cat(M) denotamos a cole¢do de todos subconjuntos com-

pactos F' C M tais que caty(F) > m por F,,. Definimos
C(f) := minimax(f, F,).

Observagdao 2.2.23. Se M for compacto entao F,, # () pois M € F. Como caty(.) é

mondétona podemos definir ¢, (f) equivalentemente por
cm(f) = 1inf{a € R | caty (M,(f)) > m}.

No caso M nao compacto a definicao dada acima pode ser mantida com a hipétese adicional
que para cada a € R, a nao é ponto limite de f(int(K(f)\ K.(f)).
Observe também que ¢, (f) ¢ definido apenas para 0 < m < cat(M).

Proposicao 2.2.24. Valem as sequintes propriedades para ¢, (f)

(1) co(f) =inf{f(z) | x € M}.

(2) em(f) € um valor critico de f param = 0,1,...,cat(M).

(3) cm(f) < cmar(f)-

(4) cm < sup{f(z) | = € K(f)}.

(5) Se 0 <m <m+k < cat(M) com —c0 < ¢ = cn(f) = = cmpnlf) < 00, entdo

caty (K.(f)) > k.

Demonstracao.

(1) Se a > inf{f(z) | + € M}, entdao M,(f) # 0, logo catp (M,(f)) > 0, como f é

limitada inferior, tem-se que o infimo é na verdade o minimo de f em M, assim

co(f) = inf{f(z) | x € M}.

(2) Observe que a familia F,,, ¢ invariante pelo fluxo ¢;. Por defini¢ao ¢,,,(f) =

minimax(f, F,,), logo pelo principio do minimax ¢,,(f) é um ponto critico.
(3) Se b > ¢y entao caty (My(f)) > m+ 1 > m. Da definigdo tem-se

cn(f) :==1inf{a € R | catp (Mp(f)) > m} < cmy1.
(4) Suponha por absurdo que ¢,,(f) > sup{f(z) |z € K(f)}. Entdo ¢ = cn(f) ¢é
um valor regular, pelo teorema da deformacao, tem-se cat(M) = catpy (M) <

caty (M._.) < cat(M) assim caty (M._.) = cat(M). Logo, se cat(M) > m — 1,
entdo caty (M._.) <m—1e M, . € F,,. Portanto,

em(f) <c—e <c=cu(f)

uma contradigao.
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(5) Suponha que ¢ = ¢, (f) = -+ = cmyx(f). Gragas a propriedade da continuidade
2.1.30, existe uma vizinhanca U de K.(f) tal que caty (U) = caty (U) = caty (K.).
Pelo Teorema da deformacgao 2.2.17, existe € > 0 tal que ¢1(M.,.) C M. .. Pelas

propriedades de monotonicidade e monotonicidade por deformagao 2.1.30 tem-se
caty (M.—.) > catpr(p1(Meye \ U)) > caty (Meye \ U),

aplicando a subaditividade 2.1.30 e o Teorema de deformacao 2.2.17, tem-se

catp (Meye) = caty (Meye \U)UU)
< caty (Meye \ U) + catp (U)
< catar(¢1(Meye \ U)) + catay (Ke(f))
< caty (Me—c) + catar (Ke(f)).

Assim
catyr (Ko(f)) > catpy (Meye) — catp (M,._.).

Como ¢ = cpyx(f) tem-se caty (M) < m + k. Por outro lado, como ¢ = ¢,,(f)
temos caty (M._.) < m, pois ¢, (f) = inf{a € R | caty (M,) > m}. Logo,

catp (K.(f)) > caty (Meye) — catp (Me_c)
>m+k—m==%k

]

Corolario 2.2.25 (Teorema de Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos). Seja M
uma variedade Riemanniana completa e f : M — R uma funcdo de classe C* limitada
inferior em M, satisfazendo a Condig¢ao (C). Entao a quantidade minima de pontos criticos
da fungio f é cat(M). Ou seja, cat(M) < |K(f)|.

Demonstragio. Pelos itens (2) e (5), se 1 < m < cat(M), entdo f tem no maximo m
pontos criticos no nivel ¢,,(f), possivelmente somando os niveis inferiores. Ainda pelo item
(2) tem-se que o m maximo é cat(M), logo, uma funcio f : M — R de classe C* tem pelo

menos cat(M) pontos criticos. O

Conforme veremos na se¢ao seguinte, este resultado pode ser considerado em casos
mais gerais. Além disso, existem outras formulagoes deste teorema que podem ser mais

adequadas para certas aplicagoes, veja por exemplo o Teorema 2.2.27.
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2.2.3 Teorema de Lusternik-Schnirelmann para Pontos Criticos

Nesta sub-se¢do vamos apresentar algumas formas do enunciado do teorema de

Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos encontrados na literatura.

Os itens (2) e (5) da Proposigao 2.2.24 sao considerados por Palais [32] pagina 190,
o resultado principal desta teoria, enunciado como “Lusternik-Schnirelman Multiplicity
Theorem”, considerando M compacto e f uma funcao limitada inferiormente em M
e satisfazendo também a condi¢ao (C). Palais [32] enuncia o teorema de Lusternik-

Schnirelmann da seguinte forma:

Teorema 2.2.26 (Palais). Se ¢, 11(f) = cnia(f) = -+ = oy (f) = ¢, entao existe pelo
menos k pontos criticos no nivel c. Consequentemente, se 1 < m < cat(M) entao [ tem
pelo menos m pontos criticos no ou abaizo do nivel ¢, (f). Em particular toda fungdo

suave f: M — R tem pelo menos cat(M) pontos criticos.

Em [21] (Teorema 3 pagina 74) é enunciado o teorema a seguir, que ¢ essencialmente
uma reformulacao do Teorema 2.2.26, esta versao é particularmente 1til na primeira aplica-
¢ao dada no capitulo seguinte, no artigo [21] Kuiper faz uma demonstracao praticamente
autocontida, aqui demonstraremos utilizando as propriedades da categoria e a Proposicao
2.2.24.

Teorema 2.2.27 (Kuiper). Se K(f) = Uger Ao onde cada A, é uma componente conexa,

entao

cat(M) < > cata(Aa)

ael’

Demonstracdo. Suponha a decomposi¢do em componentes conexas

K(f)=U Aa
acl’
Denote © C R o conjunto dos valores criticos de f. Pelo item (2) da Proposicao 2.2.24,
existem ci, ¢, ..., ¢, € €, onde m = cat(M), e caso exista multiplicidade, digamos ¢ =

Cp = Cpp1 =+ -+ = Cpry, entdo pelo item (5), temos caty (K.(f)) > k. Logo,

cat(M) < icatM(Kci(f)) <) catm(Ke(f))

ce

Verifiquemos que

> caty (K (f)) < D caty(Aq)

ce) a€el’

Para cada ¢ € Q existe A, C ' tal que

K.(f)= U Aa

aGAc
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Aplicando esta observacao e a subaditividade (veja Proposi¢ao 2.1.30), obtemos

catyr (Ko(f)) :catM< U Aa> < ) caty(Aa)

a€A. €l

Como I' = U.eq Ac é uma unido disjunta, podemos escrever

cat(M) <> caty (K.(f)) < Y cata(Aa)

ceq) ael

]

Finalmente, em [5] encontramos o enunciado do teorema de Lusternik-Schnirelmann
para pontos criticos com a hipétese mais geral, em que M é uma variedade C2-Banach, sua
demonstracao utiliza basicamente os mesmos elementos que utilizamos para demonstrar
o Teorema 2.2.27, por isso optamos por omitir a demonstracao, ao leitor interessado

recomendamos a leitura do capitulo 1 de [5].

Teorema 2.2.28 (Teorema de Lusternik-Schnirelmann para pontos criticos). Seja M uma
variedade C*-Banach paracompacta e suponha que f: M — R é uma fungio de classe C*?
limitada inferior e que satisfag¢a a condi¢ao (C). Entao cat(M) < |K(f)].

Antes de terminar esta segao, tendo como referéncia [31], apresentamos algumas

consequéncias do teorema de Lusternik-Schnirelmann com relagao a fluxos em variedades.

Definigao 2.2.29. Seja M uma variedade e ¥ um fluxo em M, entdo dizemos que um

ponto z € M é um ponto fizo para o fluxo ¥ se W(x,t) = z para todo t.

Corolario 2.2.30. Seja M uma variedade compacta e ¥ um fluzo gradiente de classe C?
em M entdo cat(M) < Rest(V) onde Rest(V) denota o nimero de pontos de repouso de
.

Demonstragio. Como VU é gradiente, existe f : M — R tal que 47 (z,0) = V f(z). Observe

que Rest(V) :={z e M : V(z,t) =a,Vt} ={x € M : Vf(x) =0} = K(f), ou seja,
cat(M) < |K(f)| = Rest(¥).

]

No estudo de Poincaré da mecanica celeste, ficou claro que uma abordagem 1til
para encontrar orbitas fechadas é identificar uma se¢ao de Poincaré, e em seguida, procurar
pontos periddicos (ou fixos) do difeomorfismo associado. Pouco antes de morrer, Poincaré

conjeturou o seguinte resultado.

Teorema 2.2.31 (Ultimo teorema geométrico de Poincaré). Se ¢ : A — A é um difeo-
morfismo do anel A que preserva drea e que rotaciona os circulos de fronteira interno e

externo em sentidos opostos, entdo 1 tem pelo menos dois pontos fixos.
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O teorema acima foi demonstrado por George Birkhoff em 1913 [2] usando técnicas
particulares para dimensao 2. A seguir temos um teorema analogo ao ultimo teorema

geométrico de Poincaré, porém considerando o toro 72 no lugar do anel A.

Teorema 2.2.32. Suponha v : T? — T? um difeomorfismo tal que:

e 1 € homdlogo a identidade: Isto é, se escrevemos Y(x,y) = (X,Y), entdo X =
r+plx,y) eY =y+q(x,y) com p, q periddicas e [rop=0= [r2q (p e q preservam
centro de gravidade).

e 1 preserva drea: Isto €, dX NdY = dx A dy.

e 1 € “proxima” a identidade.
Entdo ¢ tem pelo menos 3 (geometricamente distintos) pontos fizos.

Demonstracio. Podemos verificar usando as hipéteses do enunciado que existe uma funcao
geradora periddica F(z,Y):T? — R com p = 0F/JY, g = —0F/0x e det(F,y) # 0 (veja
Lema 9.12 em [28]). Como, F ¢ peritdica, podemos escrever ¢ : T? — T? da seguinte
forma

or _8F)

Assim, observamos que os pontos fixos de 1) sao exatamente os pontos criticos de F'. Pelo
teorema de Lusternik-Schnirelmann, sabemos que F' tem pelo menos 3 pontos criticos.

Logo, 1 tem pelo menos 3 pontos fixos. O
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2.3 Reformulacbes da categoria de Lusternik-Schnirelmann

Como acontece com a maioria das teorias em matematica, novas perspectivas sao
desenvolvidas por meio de uma reformulagao das ideias originais. Segundo [5], embora a
definicdo de conjunto aberto contratil dada na definicao da categoria, se encaixe bem na
estrutura da teoria do ponto critico, ndo é especialmente adequada para muitas construgoes
na teoria da homotopia. Em particular, a categoria deve ser reformulada para fazer sentido
em relacao a um dos pilares da topologia algébrica moderna, a teoria da localizacao. Nesta
secdo, apresentamos duas defini¢oes alternativas de categoria que encontraram um lugar
importante na topologia. A primeira reformulagao foi proposta por a George Whitehead e
foi o veiculo para sua prova de que cat(X) é um limite superior para a classe de nilpoténcia
do grupo de classes de homotopia de fungoes de X em um espago semelhante a um grupo.
A segunda nova definicao de categoria é devida a Tudor Ganea e, com o advento dos
métodos de homotopia racionais na década de 1980, essa reformulagao produziu uma

avalanche de novos resultados e invariantes aproximados.

2.3.1 Reformulacdo de Whitehead

Definigao 2.3.1. Seja X um espago topoldgico com ponto base x. O fat wedge é definido por

TH(X) = {(z1,...,2x) € X" : pelo menos uma coordenada z; é igual ao ponto base *}.

Exemplo 2.3.2. Considere X = R e como ponto base o 1 € R, e os planos

P ={(1l,y,2) eR*: 2,2 € R,}

Pyi={(z,1,2) eR*: 9,z € R, }

Py :={(z,y,1) €eR® .2,y e R}
Entao T3(R) = P, U P, U P, sendo (1,1,1) € R? a intersegdo dos trés planos. Veja a
Figura 16.
Observagio 2.3.3. Para k = 2, temos T?(X) = X V X, sendo V a colagem por um ponto.
Notagio 2.3.4. Denotaremos nesta se¢ao, j : T#(X) — X* a inclusao e A : X — XF a

funcao diagonal A(z) := (z,z, ..., x).

Definigao 2.3.5 (Reformulagao de Whitehead). A categoria de um espago topologico X,
denotada catV*(X), é o menor inteiro n > 1 tal que exista uma funcio ¢ : X — T™(X)

que faz o seguinte diagrama ser homotopicamente comutativo

X—F 5 1(X)

A l
J
Xn

?

isto é, joyp ~ A.
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Figura 16 — T3(R) com ponto base em (1,1,1)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.3.6. Um espago X é um co-H-espago se X tem um ponto base ndo degenerado
e existem uma fungao ¢ : X — X V X chamada de co-multiplicacio tal que o seguinte

diagrama é homotopicamente comutativo:

X— % xvXx

X x X.
Assumindo X nao contratil, temos catV"(X) = 2. Exemplos de co-H-espagos sdo as

suspensoes L.X, sendo ¢ : XX — XX VXX o colapso de X no nivel 1/2 que transforma
YX em XX V XX. Portanto, cat""(XX) = 2. Assim, obtemos que cat""(S") = 2 para
n > 1 pois 8" = 35", Em geral, a reformulacio de Whitehead da categoria, ou mais
especificamente o levantamento X — 7" (X), pode ser pensado como uma estrutura em

X que generaliza a no¢ao de co-H-espaco.

Exemplo 2.3.7. Considere X = S, sendo S! C C o circulo unitério, isto é, z € St é

dado por z = €?™ com 0 < 6 < 1. Considere

gl 2 Lglyg!

Podemos definir ¢ : S — St v St por

€224+ 1, se0<0<1/2

pl2) =1 |
2% —1, se 1/2 <6 <1.
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Isto é, ¢ leva continuamente cada hemisfério de S* em um subespaco homeomorfo a S*

contido em S'V S!, veja a Figura 17.
4
: /_\
Figura 17 — Funcao ¢ : St — St v St

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere a funcao ¢ : A x A — R3, onde A = [0, 27], definida por
Y(t,u) == ((3 4 cos(t)) cos(u), (3 + cos(t)) sin(u), sin(t)).

A imagem de 1) contida em R?® é homeomorfa ao toro 7% = S! x S*. Sejam § : A —+ A x A
sendo 0(t) = (t,t) e a: A — A x A dada por

(2t,0), set e [0, 7]
aft) =
(2w, 2t — 27), set € [m, 27,
é facil ver que § ~ «, pela homotopia G : A x I — A x A, definida por
G(t,s) = (1 —s5)0(t) + sa(t).

Veja a Figura 18, na representacao poligonal do toro, onde apresentamos esta homotopia

em A x A. Agora podemos definir a funcao H : S* x I — S* x S* dada por

H(z0) =0 (G(1(2).1)),

sendo v : S' — [0,27) dada por v(z) = arg(z).
Pela definicdo, podemos explicitar H : S' x I — S x S' e ver que H é continua. Denotando
H(6,1) = (£(6,),y(6, 1), (6,1)), temos

e Para0 <0<
z(0,t) = (3+ cos((1 —t)0 + t20)) cos((1 — t)0),
y(0,t) = (3 + cos((1 — )0 +120)) sin((1 —t)0),
2(0,t) = sin((1 — t)0 + t20).
e Paranm <0 <2m:
z(0,t) = (3+ cos((1 — )0 + t2m)) cos((1 — t)0 + (26 — 27)),
y(0,t) = (34 cos((1 — )0 + t2m)) sin((1 — )8 + ¢(20 — 27)),
(0,t) = sin((1 — )0 + t2m).

N
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Figura 18 — Homotopia A ~ jo ¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, vale H(z,0) = A(z) e H(z,1) = j(p(z)). Seja # = A(x) neste caso também
temos # = j(p(x)), logo, H(x,t) = (1 — t)# + t# = #, ou seja, H é uma homotopia de A
para j o ¢, mantendo a imagem do ponto base fixa. A Figura 18 ilustra esta homotopia
no toro 7? = S x S!, observe que as cores dos estagios de homotopia apresentados na
imagem poligonal(a esquerda) coincidem com as mostradas na versdo tridimensional(a
direita). Como sabemos que S nio é contratil, podemos concluir que cat"?(S!) = 2.
Lembrando que cat(S') = 2 (de fato, demonstraremos a seguir que para espacos sufi-
cientemente regulares cat"’(X) = cat(X)), ainda neste exemplo, podemos visualizar a
construgdo de uma cobertura categorica, partindo da homotopia dada pela reformulacao de
Whitehead. Considere as projecoes p; : S* x St — S! para i = 1,2. Seja V uma vizinhanca
do ponto * contratil ao ponto * em S'. Suponha h; : S* — S! definida por h; := p; 0 jo ¢,
entdo defina U; :== h='(V) veja a Figura 19 para o caso Uj.

St Stx St Stv st St

Figura 19 — Construcao de um aberto U; contratil em S!
Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, U; e U, cobrem S*, além disso, como p; 0 A = Idg1 e A ~ j o, podemos deformar

homotopicamente U; em V que é contratil ao ponto *.

Definicao 2.3.8. Um espaco topoldgico X é dito k-conexo se seus grupos de homotopia

sdo triviais até o grau k, isto é, m;(X) =0 parai=0,....k
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Observagao 2.3.9.
o Um espago é (—1)-conexo se, e somente se for nao vazio.
o Um espaco é O-conexo se, e somente se é conexo por caminhos.
o Um espaco é 1-conexo se, e somente se é simplesmente conexo.

O teorema a seguir pode ser visto como um refinamento do Teorema 2.1.17 para

complexos CW.

Teorema 2.3.10. Se X é um complexo CW de dimensdo finita e (n — 1)-conexo, para
n > 1, entao
dim(X)

tVh(X) <
ca (X) .

+ 1

Demonstra¢io. Como X é (n — 1)-conexo, com n > 1, podemos assumir que X tem
somente uma 0-célula, o ponto base *, e nenhuma outra célula nas dimensées menores
que n. A decomposicdo celular natural de X* consiste em células que sdo produto de k
células de X. E a decomposicio celular de T%(X) é dada por produtos de k células de X
onde pelo menos uma é uma 0-célula. Portanto T%(X) ¢ um sub-complexo de X*. Uma
célula de menor dimensdo contida em X* mas ndo em T%(X) é um produto de k células
de dimensdo n, portanto é de dimensdo nk. Ou seja, X* é diferente de T%(X) somente a
partir da dimensdo nk. Assim, podemos considerar k tal que n(k — 1) < dim(X) < nk.
Podemos agora aplicar o Teorema da Aproximacao Celular 1.1.51 em A, obtendo uma
fungdo A’ : X — XF* que é funcio celular, isto é, A’(m-esqueleto) C m-esqueleto de X*
para m = 1,...,dim(X), mas T*(X) C X*, sendo que T*(X) tem mesma decomposicio
CW-complexa até a dimensao nk. Assim podemos fatorar A homotopicamente através de
T*(X), e pela reformulagdo de Whitehead obtemos

dim(X)

n

catWh(X) <k< + 1.

]

Exemplo 2.3.11. Assumindo que cat(X) = cat"”(X), temos pelo Teorema 2.1.8 que
n+ 1 = cup(CP") 4+ 1 < cat(CP"). Por outro lado, CP™ é uma variedade de dimensao 2n
real, e é simplesmente conexa, logo, cat(CP") < dim(CP")/2+ 1 = n + 1. Concluindo que
cat(CP") = n + 1.

Lema 2.3.12. Suponha X um espago topoldgico normal. Entao cat(X) < n se, e somente
se, ezistir uma cobertura {V;},j =1,...,n, tal que cada V; é contratil para um ponto via
uma homotopia H; : X x I — X com H;(z,0) = = para todo v € X e Hj(v,1) = *; para

todo v € V;, onde x; é um ponto fizado associado a V.
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Demonstragio. Supondo existir uma cobertura {V;}, j = 1, ..., n, tal que cada V; é contratil,
por definigao, isto implica cat(X) < n. Reciprocamente, suponha cat(X) < n com uma
cobertura categérica {U,},j = 1, ...,n via homotopias G; : U; x I — X tendo G;(u,0) = u
para u € U; e Gj(u,1) = *;. Por hipétese, X é normal, logo, para cada j, tomamos

conjuntos abertos V; e W, com
V,cV,Cc W, CcW,; CUj

tal que {V;},7 = 1,...,n cobre X. Como V; e X \ W; sao dois fechados disjuntos em
um espago normal, pelo lema Urysohn, existem fung¢oes continuas A\; : X — [ tal que

N (Vi) =1e XN (X \W;)=0. Defina H; : X x [ — X por

x sex € X\ W,

Hj(x,t) = —
G, (:p,t.)\j(x)> se x € Wj.

Observe que definimos H; por partes em dois conjuntos fechados, cuja intersegao ¢ W;\ W;.
E na intersegdo temos \; = 0 pois W; \ W; € X \ W;. Como G;(z,0) = z, H; é bem
definida. Ademais, em todos os casos obtemos H;(z,0) = x. Para t = 1, entretanto, em
Vi, Hij(xz,1) = G;(z,1) = *;, pois \j(x) =1 em V;. Logo H; é a homotopia desejada que

contrai V; para um ponto. O

Teorema 2.3.13. Se X ¢é um espaco normal conexo por caminhos com um ponto base
nao degenerado, a reformulagio de Whitehead da categoria resulta no mesmo valor que a
definicao de categoria LS aberta: cat™h(X) = cat?(X).

Demonstragdo. Suponha a reformulacio de Whitehead cat™"(X) = n. Entdo existe uma
funcao ¢ : X — T™(X) com A =~ j o ¢ via uma homotopia H : X x I — X" tal que
H(z,0) = A(z) e H(z,1) = jop(x). Seja p; : X™ — X a i-ésima projecao. Entao definimos
h; : X — X por h; = p; 0 j o . Suponha V uma vizinhanca aberta do ponto base % que ¢é

contratil ao ponto base * em X. Definimos

Como h; é continua, pois é composicao de fungoes continuas, temos que U; é aberto
em X. Além disso, T(X) = U, p; '(x) e ¢*1(T”(X)) = X, logo X = U, U;. Defina
I':U; x I - X por

pi o H(u,2t), se0<t<1/2
G(hi(u),2t = 1), sel1/2<t<1,

[(u,t) :=

sendo G : V x I — X a homotopia que contrai V' em *. Observe que

pio H(u,1) = p; o jop(u) = hi(u) = G(hi(u),0)
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Logo, I' é bem definida, e ainda I'(u,0) = p; o A(u) = u e I'(u, 1) = *. Assim U; ~ x e
portanto a cobertura {U; : i = 1,...,n} é categérica, concluindo que cat(X) < n.
Reciprocamente, suponha cat®?(X) = n e {U;} uma cobertura aberta categérica de X,
pelo Lema 2.3.12, e gragas a hipdtese que X é conexo por caminhos, podemos considerar
H; : X x I — X homotopias para i = 1,...,n tais que H;(z,0) = x e H;(u,1) = % para
u € U; e x fixado em X. Defina H : X x I — X" por

H(w,t) = (Hy(2,1), .., Ho(z, 1))

Observe que H(z,0) = A(x) e H(u,1) € T"(X) para u em algum U;. Considere ¢(x) :=
H(z,1), como X = U, U;, temos p(z) € T"(X), assim H ¢ uma homotopia de A para
j o, de modo que catW"(X) < n.

[

2.3.2 Reformulacao de Ganea

Agora utilizamos a reformulagao de Whitehead da categoria LS para dar o primeiro
passo na direcao do entendimento da reformulagdo de Ganea. A reformulacdo de Ganea é
considerada (veja [31] por exemplo) fundamental para diversas aplicagoes, por ser uma
reformulagao homotopicamente “mais amigavel”, mas também de entendimento mais
complicado.
Vamos construir um quadrado de homotopia pullback (Defini¢ao 1.1.71). Iniciamos com o
seguinte diagrama

™(X)

Jjn
A

X—— X"

Pela Proposicao 1.1.59, podemos trocar j, por uma fibraco J, : TV”(X) — X", sendo

T7(X) = {(y,7) € T"(X) x (X™) : 4(0) = ju(y)}

Jny,y) = (1).

Considere agora, o pullback (1.1.63) de X AL xn I ﬁ(X) , e pela Proposicao 1.1.73

o quadrado pullback a seguir,
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é um quadrado de homotopia pullback, tal que,

Gu(X) = {(z,y,7) € X x T"(X) x (X")" 1 7(0) = ju(y), (1) = A(2)}

tal que pp(z,y,7) =z e d(z,y,7) = (y,7). Além disso, pela Proposigao 1.1.65 p,, é uma
fibracgao.

O resultado basico que relaciona Gn(X ) e a categoria LS é dado pelo Teorema 2.3.16.

Definicao 2.3.14. Dada uma fibragao p : F — B, definimos uma se¢do, como sendo uma

funcdo s : B — E tal que po s = idp.
Lema 2.3.15. Dada uma fibragio p : E — B, existe uma se¢io s : B — E desta fibragao,

se, e somente se, existe uma fungdo s: B — F tal que po s ~ idp.

Demonstracao. Se existe uma secao ela propria pode ser tomada como § no enunciado.
Consideremos a reciproca, seja § : B — FE tal que po s ~ idg. Podemos aplicar a

propriedade de levantamento de homotopia na fibracao, da seguinte forma,

B— F
Pt

-~
7 -
ide{o}J " Jp
_ -

Bxl —1% . B

sendo H a homotopia que realiza p o 5 ~ idp. Pela propriedade do levantamento temos
Hy = §epoﬁ: H. Defina s = H;, assim

poH=H=poH =H, = pos=idp.
O

Teorema 2.3.16. Eziste uma segio, s : X — Gn(X), de pn, se, e somente se, cat(X) < n.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3.15, é suficiente mostrar que existe s : X — én(X ) tal que
Pn © s =~ idx. Suponha cat(X) < n com A’ : X — T"(X) tal que j, o A’ ~ A. Entao

obtemos o seguinte diagrama homotdépicamente comutativo
A/
G(X) —— T™(X)

b L

X & . xn

sendo s: X — én(X ) dada pela propriedade da homotopia pullback 1.1.72. Observe que

o lado esquerdo do diagrama nos diz que p, o s =~ idx, entao existe uma secao.
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Reciprocamente, suponha que existe uma secao s : X — én(X ). Defina A’ : X — T"(X)

por A’ = 0 o s. Entao obtemos
jno A ~j,000s~ANop,0os~A

pela reformulacao de Whitehead (2.3.5) obtemos cat(X) < n. O

Na literatura (veja [5] por exemplo) a indexacio do G, (X) é relativa a T"+1(X),
assim como a categoria LS pode ser definida n, se n for o menor inteiro tal que existe
cobertura categérica com n + 1 elementos. E neste caso, na reformulagdo de Whitehead é
considerado n + 1 também. Neste contexto, a construcao de Ganea, que apresentamos a
seguir, inicia com indice 0. Como optamos por definir a categoria como sendo o menor n
tal que existe cobertura categérica com n elementos, iniciamos a construcao de Ganea no

indice 1.

Exemplo 2.3.17. Verifiquemos que G1(X) ~ PX, onde PX = {y e XT:4(0) =%} é 0
path space de X com ponto base x. Observe que, T'(X) = *, e pela defini¢do de él(X),

vale
Gi(X) = {(2,y,7) € X x THX) x X :7(0) = ju(y).7(1) = A(z)}
= {(2,9,7) € X x x x X :9(0) = #,7(1) = =}
~{ye X":~(0) =%} = PX

concluindo que G1(X) ~ PX.

A seguir, mostramos outra forma de construir conjuntos tais como o @n(X ). Este
método é conhecido como construcio de Ganea ou construgdo fibra-cofibra. De modo que,
construimos indutivamente o n-ésimo espago de Ganea G, (X). O Teorema 2.3.20 mostra

que de fato cada conjunto G,(X) pode ser identificado com o G(X),,.

Definicao 2.3.18 (Construgao fibra-cofibra).
1. Seja Fi(X) SN G1(X) 22— X a fibracdo por caminhos em X, QX — PX — X.

2. Suponha termos construida uma fibragao F,(X) SN Go(X) 22— X . Seja C(iy) =
Gn(X) U;, C(F,(X)) o espago cone de i, : F,(X) — G,(X). Podemos estender
pn para a fungao ¢, : C(i,) — X definindo ¢,(z) = p,(z) para z € G,(X) e
tn([y, t]) = * para [y, 1] € C(F,(X)).

3. Converta ¢, na fibragdo p,.1 : Gpi1(X) — X utilizando o seguinte diagrama

comutativo (veja Proposigao 1.1.59)

Go(X) —2 s C(in) —=— Gt (X)

X



2.8.  Reformulagoes da categoria de Lusternik-Schnirelmann 103

4. Continuando este padrao produzimos o seguinte diagrama de Fibragoes de Ganea

QX =F(X)— FKBX)— (X)) — - —— F (X)) —— - -

Js =] |
PX = Gi(X)—— Ga(X (X 5 Gp(X) —
g I

idx idx idx

idx

Observe que a construcao de Ganea é functorial, a proposicao a seguir mostra como

uma f : X — Y induz um morfismo entre os respectivos espacos de Ganea.

Proposicao 2.3.19. Uma funcio com ponto marcado f : X — Y induz, para cada n, um

diagrama comutativo

Gu(X) D (v

lpn J{pn
X I Y.

Demonstragio. No caso n = 1 definimos G1(f) : PX — PY por Gi(f)(vy) = fon, e

verificamos que

(fop)(y) = f(v(1))
(p1oGi(f)(v) =pi(foy) = (for)(1) = f(v(1))

Assim, no caso n = 1 o digrama dado no enunciado é comutativo. Suponha por hipotese
de indugao que G, (f) torna o diagrama comutativo. Verifiquemos que para n + 1 também

temos a comutatividade do diagrama. Por defini¢ao temos
G (X) = {(2,7) € Clin) x X" :9(0) = gu(w) }

onde C(iy,) = Gp(X) U;, C(F(X)).
Definimos primeiramente uma funcao ¢ : G, (X) U C(F,(X)) = G,(Y) U C(F,(Y)) dada
por
@{Gmﬂw» se w € G(X),
[Gn(f)(in(2)), 1], sew = [z,1] € C(F,(X)).
Pela hipotese de indugao ¢ é bem definida, pois G, (f) é um morfismo de fibragoes. Agora,
definimos Gy 1(f) : Gus1(X) = Grea(Y) por Gra (f)(w,7) = ((w), f 07). Assim,

(Prs1 0 Gra () (w,7) = popr(¥(w), foy) = (foy)(1) = fopna(w,7).

]

Para definirmos a reformulacio de Ganea precisamos verificar que G, (X) ~ G, (X).

A demonstracao do teorema a seguir ¢ encontrada em detalhes em [5] paginas 29-31.
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Teorema 2.3.20. Para todo n, os espagos G,(X) =~ én(X), e o sequinte diagrama é

homotépicamente comutativo:

Gn(X) = Ga(X)
\ ) / |

Agora, podemos enunciar a reformulagao de Ganea.

Definigao 2.3.21 (Reformulagdo de Ganea). A categoria de um espago conexo X é
n, isto é, cat(X) = n, se, e somente se, n é o menor inteiro tal que existe uma segao
s: X — Gn(X) para p,, onde F,(X)—— G,(X) 22— X ¢ a n-ésima fibracio de Ganea

na construgao fibra-cofibra.

Segundo Cornea et al.[5], as categorias dos espacos de Ganea se aproximam a
cat(X) a medida que n aumenta. Se estamos interessados na categoria de X, entao é
natural perguntar sobre as categorias dos préprios espacos de Ganea. E um fato bastante

notavel que essas categorias possam ser calculadas com precisao.

Teorema 2.3.22. As categorias dos espacos de Ganea associados a X sdo:

e Sen < cat(X), entio cat(G,(X)) =n.

e Sen > cat(X), entio cat(G,(X)) = cat(X).

Demonstragio. Seja cat(X) = k. Como G1(X) ~* e G, (X) ~ G,_1(X) U;, C(F,-1(X)),

pelo Teorema 2.1.32; obtemos indutivamente que cat(G,(X)) < n. Em particular,
cat(Gr(X)) < k = cat(X).

Mas, pela Proposigao 2.3.16, existe uma se¢ao s : X — G(X) com p; o s ~ idx. Pelo
Lema 2.1.4, isto significa que cat(G(X)) > cat(X) = k. Com efeito, cat(Gi(X)) = k.
Mas, agora note que, existem k cones de fungdes que constroem Gyy1(X) comegando em .
Se, em qualquer estagio, cat(G;(X)) < j, entdo é impossivel cat(Gy(X)) atingir k. Assim,
concluimos que cat(G, (X)) = n para qualquer n < k.

Considere agora n > k. Como cat(X) = k, para cada n > k, existe uma se¢ao s, : X —
Gn(X) com p, o s, ~ idy. Novamente, pelo Lema 2.1.4, obtemos que cat(G,(X)) >
cat(X) = k. Mas, pela Proposi¢ao 2.1.46, como

Gu(X) = Gy (X) U C(Fur (X)) = Gy (X)) Four (X)

temos cat(G,(X)) < cat(X). Concluindo que, para todo n > k = cat(X), temos
cat(G, (X)) = cat(X).
]
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2.3.3 Categoria seccional

Segundo Cornea et al. [5], no artigo [38] de 1958, Schwarz' introduziu uma variante
da categoria LS, atualmente conhecida como Schwarz Genus ou genus de uma fibracao.
Outra terminologia com mesmo significado foi dada por James [18] ? em 1978 referindo
a esta nogao como categoria seccional de uma fibragao. Assim como na bibliografia [5]

optamos por utilizar aqui a terminologia categoria seccional, cuja definicao é dada a seguir.

Definicao 2.3.23. Seja F—— E—"- B uma fibracdo. Entdo a categoria seccional de
p, denotada secat(p), ¢ o menor inteiro n tal que existe uma cobertura aberta {Uy, ..., U, }

de B e, para cada U;, uma s; : U; — E secao local de p, isto é, po s; = idy,.

A categoria seccional satisfaz as seguintes propriedades basicas:

Teorema 2.3.24. Seja F—— E—2- B wma fibragio. Entao,

1. secat(p) < cat(B).

2. Se E € contrdtil, entdo secat(p) = cat(B).

3. Se existir xq, ..., 1) € H*(B; R) (onde R é um anél comutativo com unidade) tal que
p(x)=--=p"(zx) =0 e z1—- - — 1z, #0

entdo secat(p) > k + 1. Ou seja, secat(p) > cupp(ker(p*)) + 1.

Demonstracao.

(1) Suponha cat(B) = n com cobertura categérica Uy, ..., U,. Considere o levantamento de

homotopia
Ux{0} —>—— FE
P
idy, x{o}[ /G/ g ‘(p
H

Ux]I ——— B

sendo ey a funcao constante para um ponto escolhido na fibra de um ponto base by € B e
sendo H uma homotopia de contracao com Hy = by e Hy = jy, : U; — B. A funcao G existe
pela propriedade de levantamento de homotopia, tal que, Gp = ¢y e po Gy = Hy = ju,,
entao G; é uma secao de p sobre U;. Como este procedimento funciona para cada U;,

obtemos que secat(p) < cat(B).

1 Albert Solomonovich Schwarz (nascido em 24 de junho de 1934) é um matemético soviético e americano

e um fisico tedrico formado na Unido Soviética e atualmente professor na Universidade da Califérnia.

2 Toan Mackenzie James (nascido em 23 de Maio de 1928) é um matemético britanico.
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(2) Pelo item (1) temos secat(p) < cat(B) em geral. Agora, suponha K : F x [ — F uma
contracao de E no ponto ¢y € E. Considere secat(p) = n, com {Uy, ..., U,} cobertura de

B e sy, ..., 8, segoes locais (p o s; = idy,). Definimos

H:U xI—B
(u,t) = p(K(si(u),1))
e verificamos
H{(u,0) = p(K(si(u),0)) = p(si(u) = u,
H(u,1) = p(K(si(u),1)) = p(eo) = bo.

Assim, H é uma contragao de U; em by € B. Isto vale para cada U;, logo {Uy,...,U,} é

cobertura categérica de B, e cat(B) < n = secat(p).

(3) A ideia desta demonstragdo é essencialmente a mesma utilizada no Teorema 2.1.8.
Suponha secat(p) = m e {Uy,...,,U,} cobertura de B com segbes locais s, ..., S, res-
pectivamente. Considere que as classes de cohomologia x4, ..., x,, € H *(B; R) satisfazem
p*(z;) = 0 para cada ¢ = 1, ..., m. Denotamos as inclusoes j; : U; — B, q; : B — (B,U;) e
q: B — (B, U Ui) tal como no Teorema 2.1.8. Observe que podemos identificar j; com idy,
com o propésito de descrever a se¢do s; satisfazendo p o s; = j;. Por hip6tese p*(x;) = 0,
logo,

Ji (z:) = si(p"(2:)) = 0
e a sequéncia longa exata em cohomologia associada ao par (B, U;) fornece um elemento

T; € H*(B,U;; R) com ¢ (T;) = x;. Isto pode ser feito para cada i e o produto resultante

Ty — - — Ty € H(B,UU;; R) satisfaz

Pela defini¢ao de categoria seccional, temos B = |JU;. Logo H*(B,JU;; R) = 0 e con-
sequentemente T, — --- — T,, = 0. Portanto, vy — --- — x,, = 0, e concluimos que,
qualquer produto diferente de zero de classes de cohomologia que estejam no niicleo de p*,

deve ter comprimento menor que secat(p), ou seja, cupy(ker(p*)) + 1 < secat(p). O
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3 Aplicacoes

Até aqui apresentamos algumas aplicagoes diretamente ligadas a categoria de
Lusternik-Schnirelmann. Existem aplicagoes da categoria LS em diversas areas da mate-
matica. Em [31] encontramos um resumo de algumas destas aplicagoes, outras referéncias
que recomendamos sao [6] e [5]. Neste capitulo, apresentamos duas aplicagoes distintas
da teoria apresentada no capitulo anterior. A primeira é a solucdo de um problema de
geometria, que estabelece a quantidade minima de cordas binormais que um corpo convexo
admite. A segunda aplicacdo mostra a relagdo entre a categoria LS e a complexidade

topologica do problema de planejamento de movimento.

3.1 Cordas binormais em corpos convexos

Esta primeira aplicacao, concerne a solu¢ao de um problema de geometria, apresen-
tado por V. Klee em 1960 “Unsolved Problems in Intuitive Geometry”[19], e cuja solugao

dada por N. N. Kuiper em 1964 [21] faz uso da categoria de Lusternik-Schnirelmann.

Um corpo convero B C R™ é um subconjunto compacto, convexo e com interior
nao vazio em R™. Uma corda é um segmento de reta [p, g] que une dois pontos da fronteira
de B, isto é, p,q € OB. Uma corda é dita normal em p, se [p, q] é ortogonal ao hiperplano
tangente no ponto p da hiper-superficie 0B, caso a mesma condigao seja satisfeita também
no ponto ¢, entao [p, q] é chamada de corda binormal. A Figura 20 apresenta as cordas

binormais [p, q] e [r, s] em um corpo convexo B C R? cuja fronteira B ¢ uma elipse.

Figura 20 — Cordas binormais da elipse no plano bidimensional

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O problema apresentado por Klee em [19], consiste da seguinte pergunta: “Qualquer
corpo convexo em R™ admite pelo menos n cordas binormais?”. Neste topico verificamos
com base no artigo de Kuiper[21] que a resposta para esta pergunta é afirmativa, isto é,
todo corpo convexo em R" admite pelo menos n cordas binormais, e ainda mais, para
qualquer funcdo f : RP" ! — R de classe C*>~ (veja Definigao 3.1.6) existe um corpo
convexo simétrico em relagdo a origem de R", para o qual o conjunto das dire¢oes das
cordas binormais coincide com o conjunto {z € RP"!|df, = 0} dos pontos criticos de f.
Reciprocamente, para qualquer corpo convexo em R"™ existe um corpo convexo centro-
simétrico com fronteira de classe C*>~ e uma funcao f : RP"! — R cujo conjunto dos

pontos criticos coincide com o conjunto das dire¢oes das cordas binormais.
Definicao 3.1.1 ([27)).

e« Um conjunto B C R" é convexo se para quaisquer dois pontos p,q € B o segmento

de reta [p, ¢] estd inteiramente contido em B.

o Um conjunto B C R" ¢ estritamente convexro se para quaisquer pontos p,q € B o

interior de [p, ¢ esta contido no interior de B.

e« Um conjunto B C R" compacto e convexo com pelo menos um ponto interior é

chamado de corpo convezxo.
e Uma corda é um segmento de reta [p, q] com p,q € 0B.

o Uma corda é chamada de binormal se as duas seguintes inequacgoes sao satisfeitas

para todo x € B
(x—p.g—p) 20

(x—q,p—q) >0

Observacao 3.1.2. Se o conjunto B tem fronteira suave entao a definicao de binormal
equivale a dizer que a corda [p, ¢] é ortogonal a T,0B e a T,0B. Veja Figura 20. No entanto,
a definicdo dada acima nos permite considerar cordas binormais em corpos convexos que
nao tenham fronteira suave. Como por exemplo, em triangulos, hexagonos e varias outras

formas geométricas interessantes do espago FEuclidiano bidimensional.

Exemplo 3.1.3. Um conjunto compacto em R? com a fronteira sendo um elipsoide é
um corpo convexo, ainda mais, este ¢ um corpo convexo com fronteira suave e também
¢ um corpo estritamente convexo, enquanto uma “capsula” formada por um cilindro e
duas semi-esferas é um corpo convexo suave, mas nao é estritamente convexo, a Figura 21
apresenta uma visualizacao tridimensional destes dois exemplos.

A capsula da Figura 21 nao é estritamente convexa pois podemos encontrar pontos distintos
e colineares na parte da superficie cilindrica, de modo que uma corda que liga estes pontos

estd toda contida na fronteira.
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Figura 21 — Elipsoide a esquerda e “capsula” a direita
Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que ambos admitem infinitas cordas binormais, no caso do elipsoide, veja Figura 22,
temos uma corda longitudinal, segmento de reta azul, e em qualquer ponto pertencente a
circunferéncia azul podemos considerar uma corda binormal que o conecta ao seu antipoda,

logo, este corpo convexo admite infinitas cordas binormais.

Figura 22 — Cordas binormais em um elipsoide

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 23 apresenta o caso da capsula, observe que este possui as mesmas cordas que
identificamos no elipsoide em azul, mas em cada circunferéncia ao longo da parte cilindrica,
podemos considerar infinitas cordas binormais que conectam suas antipodas. No entanto,
veremos a seguir que o conjunto de dire¢oes das cordas binormais da capsula ¢ igual ao do
elipsoide.

Observe também que estes dois corpos convexos possuem diferentes tipos de curvatura,
sendo que o elipsoide possui curvatura normal positiva, enquanto a capsula possui curvatura
normal nula ao logo da parte cilindrica.

Agora, podemos considerar um elipsoide escaleno, isto é, um elipsoide parametrizado com
coeficientes distintos entre si. Assim, os eixos do elipsoide tem comprimentos diferentes
entre si, e neste caso, este corpo convexo possui exatamente trés cordas binormais, veja

Figura 24.

Exemplo 3.1.4. A Figura 25, apresenta dois exemplos de corpos convexos que podemos
considerar no plano R?. O primeiro a esquerda é o conjunto cujo bordo é um tridngulo

equildtero, com a Definigao 3.1.1 (utilizando o produto interno) um tridngulo equildtero em
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Figura 23 — Cordas binormais em uma capsula
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 24 — Cordas binormais em um elipsoide escaleno
Fonte: Elaborada pelo autor.

R? admite seis cordas binormais, sendo os préprios vértices da fronteira trés delas, além das
arestas este possui as trés cordas indicadas na Figura 25 nas cores azul, vermelho e verde,
que conectam os vértices aos centros das arestas opostas. Ainda na Figura 25 ao lado do
tridangulo, apresentamos o conjunto que tem como fronteira um tridngulo com “as pontas
arredondadas” de modo que este tem bordo suave. Pensando nas cordas como vetores

direcionais, observamos que os dois corpos da Figura 25 tem as cordas com mesma diregao.

Notagao 3.1.5. Dado um vetor v € R™\ {0} podemos escrever em coordenadas polares
v = rw onde r = |[v]| e w = v/r. O vetor unitdrio w é um ponto de S"' C R".
Denotamos 7 : S" ' — RP" ! a projecdo ao quociente. A classe de equivaléncia antipodal
z = m(w) = {w, —w} do vetor w, é um ponto do plano projetivo real RP""!. Se w é um
vetor unitério na dire¢do de uma corda binormal [p, g] de um corpo convexo B C R", entdo
w=(q—p)/llg—p| e —w=(p—q)/|lp—ql| Isto é, o conjunto destes vetores é invariante
pela aplicagao antipodal e assim podemos associar cada corda binormal de B a um ponto
de RP" !, e denotamos por K (B) C RP"! o subconjunto dos pontos associados as cordas

binormais de B, e chamamos este subconjunto de conjunto das cordas binormais de B.
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Figura 25 — Triangulo e tridangulo arredondado
Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que este conjunto é tinico pela definicdo de RP"~! que identifica —w e w.

Defini¢do 3.1.6. Uma funcdo f : R™ — R é de classe C?~ caso seja de classe C! e para

qualquer zy € R™ exista 6 > 0 e N > 0 tal que
|[f(z + ) = f(2) = dfu(R)| < N|AJ?

para todo z € R™ com |z — x¢| < J e h < 6. Se f for uma funcdo em uma m-variedade de
classe C* tendo para qualquer carta ¢ : U — R™ uma composicao f o ¢! que é de classe

C%, entdo f é dita de classe C*~.

Notagdo 3.1.7. A partir deste ponto, dada uma funcao f : RP™ — R suave, denotaremos
K(f) o conjunto dos pontos criticos de f, isto é, K(f) := {z € RP™|df, = 0}.

Teorema 3.1.8. Se f : RP" ! = R ¢ uma funcdo de classe C*>~, entdo existe um corpo
convezo simétrico B C R™ centrado na origem, para o qual o conjunto das cordas binormais
¢ K(B) = K(f) c RP"!.

Demonstragio. Seja r : R x S"™1 — R, definida por r(t,w) := 1 + tf(n(w)), onde
7: 8"t — RP* ! é a projecao natural ao quociente, entdo fixando ¢ > 0, suficientemente

pequeno, de modo que r(w) := r(t,w) > 0, Vw € S" !, definimos o conjunto
0B, = {veR" | v =r(w)w, Yw € S" '}

deste modo, 0B; é o fronteira de um corpo B em R”, pois r é continua, e r(w) = r(—w),
logo, ||ri(w)wl|| = || — re(w)w]|, isto é, o corpo B é simétrico em relagdo a origem. Quando
t — 0 esta hiper-superficie converge em S" !, e esta convergéncia vale também para as
derivadas continuas de primeira e segunda ordem. Como RP"~! é compacto, existe ¢ > 0
tal que a hiper-superficie 0B, tem em cada ponto uma curvatura normal positiva, como
S™=1 e portanto é estritamente convexo. Na Figura 26 ilustramos um exemplo desta

construgdo no plano bidimensional, apresentando trés curvas com os valores de t diferentes.
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Neste exemplo, temos para t = 0.5 a curva em vermelho que delimita um conjunto nao
convexo, para t = 0.05 a curva azul que delimita um conjunto convexo, e ainda o caso

t = 0 para o qual a curva é um circulo.

r = (1+0.05%cos (5*W/2)~2); 0.000000 <= w <= §.283185

(1+0.5*cos (5*w/2)"2); QOO000 <= w <= §.283135

Figura 26 — Diagrama ilustrativo construcao de 0B,
Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que toda corda [p, ¢q] binormal de B. passa pela origem, pois B. é simétrico com
respeito a origem e estritamente convexo. Assim, se w ¢ uma direcao de uma corda
binormal, entdao w é normal ao hiperplano tangente 7._ ., 0B., mostremos que isto equivale
aw € K(r.), ouseja, dr.(w) = 0. Para isso, consideremos uma curva v : [—a,a] — S™!, tal
que v(0) =w e 7/(0) = v € T,,5" !, supondo ||v|| = 1, definimos (#) = cos(d)w + sin(6)v,
e observamos que,
(7(0),7(0)) = (cos(0)w + sin(#)v, cos(f)w + sin(f)v)
= cos?(0)(w, w) + 2 cos(6) sin(0){w, v) + sin?(0) (v, v)
= cos®(0) +sin®(0) = 1

pois, (w,v) =0 e (w,w) = 1(v,v), logo, Im(y) C S"~!. A Figura 27 ilustra esta situagao.

Assim, podemos considerar a curva r. oy : [—a,a] — 0B; tal que,
d
(25| _r6@N®) =0
Por outro lado, temos,
d
(o] re((0)7(0)) = (. (oo + 7))
df lo=o
= (dre),(v){w,w) + re(w){w, v)
= (dre)w(v)
Consequentemente,

WL T, ()w0B: & 0 =dr.(w) = d(l + 5f(7r(w))) Sdf =0

Concluindo que K(B.) = K(f). O
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Figura 27 — Imagem de v em S"~! e projecdo em 9B..

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.1.9. Considere vy, ...,v, uma base ortonormal de R", e defina a funcao

g :R" — R, para todo v € R" e xq,...,x, € R, definimos,
g9(v) = 9(2%%‘) =i
j=1 j=1

entao N N
dgv(w) = dgv < Z yivi) =2 Z jxjyj
j=1 j=1

considere h := g|gn-1, entao para cada v; da base ortonormal, tem-se,
dh,, (v) = 22; =0, Vv € T,,,(S" 1)

logo, esta funcao possui 2n pontos criticos em S™ !, e h : S*7! — R é invariante pela
aplicacao antipodal de modo que é bem definida a funcdo f = hon ! : RP* ! — R,
deveras, as classes z; = {v;, —v;} sd0 os n pontos criticos de f. Para quaisquer n pontos
distintos wy, ...,w, € RP*! existe um C*-difeomorfismo 1) : RP*~! — RP"~! tal que
P(w;) = 2, assim, fo : RP"! — R é uma funcio com n pontos criticos, e pelo teorema,

anterior existe um corpo convexo com n cordas binormais.

Corolario 3.1.10. Dadas n retas distintas passando pela origem de R™ (n > 2), existe

um corpo convero B com exatamente n cordas binormais, e tal que essas sao as retas
dadas.

Demonstracao. Sejam n retas distintas em R™ que cortam a origem, logo, estas formam
um conjunto de 2n pontos antipodas em S™ !, projetados em RP"~! sdo n pontos distintos.

Considere a fungao g do exemplo anterior, esta tem n pontos criticos, e utilizando um
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difeomorfismo 1 : RP*~! — RP"~! tal que este leve cada ponto critico de ¢ em um ponto
das retas projetadas, temos f := g o 1) uma funcao cujos pontos criticos sao as projecoes
das retas, pelo teorema anterior existe um corpo convexo cujas cordas binormais sao as n

retas da hipdtese. O

Exemplo 3.1.11. Dadas trés retas distintas em um plano bidimensional em R? existe um

corpo convexo cujas cordas binormais sao exatamente essas trés retas.

Teorema 3.1.12. Dado um corpo convero B C R", existe um corpo convero centro-
simétrico B' com fronteira OB’ de classe C*>~, e existe uma funcio f : RP" ! — R de

classe C*~ tal que

Demonstragao. Considere a funcao ¢ : B x B — R", definida por ¢(b,d) := b — d, esta é
bem definida pois b, d € R". Defina o conjunto

B":=Im(p)={x €R" |x=b—d, Vb,d € B}.

A Figura 28 apresenta uma visualiza¢ao no plano de como ¢ gera B” a partir de B, os
dois graficos estao na mesma escala, a esquerda apresenta-se um exemplo de uma curva

nao centro simétrica, enquanto a direita temos a imagem de ¢ aplicada a esta curva.

Figura 28 — Exemplo de simetrizacio ¢ : B x B — R? quando 0B ¢ uma curva em R?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostremos que B” é um corpo convexo centro-simétrico, considere z : [0, 1] — R™ a reta

que liga dois pontos p,q € B” arbitrarios,
x(t) = (L —t)p+tq,
por defini¢do p,q € B” implica que p =b, —d, e ¢ = b, — d, com b, d,, b,,d, € B, logo,

z(t) = (1 - t)(bp - dp) + t(bq —dg)
[(1 - t)bp + t(bq)] - [(1 - t)dp + tdq]‘
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Como B ¢é convexo, tem-se que [(1—t)b,+t(b,)] € B e [(1—t)d,+td,] € B, logo, x(t) € B”
para todo t € [0, 1], mostrando que B” é convexo. Observe que ¢ é uma fung¢ao continua e
B x B é compacto, por conseguinte, B” é compacto e portanto é um corpo convexo. Além
disso, se u € OB" entdao u = p—q com p, q € JB, pois, para qualquer outro vetor na mesma
direcdo de u com comprimento maior, implica que existe um vetor na mesma direcdo de p
com comprimento maior, um absurdo pois p € 0B, e vale também que ¢ — p = —u € 0B”,
logo B” é centro-simétrico.

Observando o exemplo da Figura 28 é evidente que as cordas binormais nao possuem o
mesmo comprimento, no entanto estas possuem a mesma diregdo. Suponha que [p,q] C B

é uma corda binormal de B, e considere sua dire¢ao unitaria w = p — ¢/||p — ¢||, note que,

o([p, gl x{q}) = [p —¢,0],

o([p,q] x {p}) = 10,9 — pl.

Assim, para u = p — ¢ obtemos que [—u, u] é uma corda com mesma dire¢ao w, além disso,

T,0B" é paralelo a T_,0B”. Verifiquemos que vale a definicdo de binormal,
(= (-u),u—(-u)) 20, Vz € B
suponha que z = b — d com b,d € B, entao,

(x — (—u),u — (—u)) = (x + u, 2u)
2(0—d+(p—q).p—q)
=2(b—-¢q¢,p—q) +2(d—p,q—p) >0.

O resultado segue de modo similar para (z —u, —u — u) > 0, assim, B” possui as mesmas
diregoes de cordas binormais que B, ou seja, K(B) = K(B”). Observe que, o comprimento
de [—u,u] é o dobro do comprimento de [p, ¢|.

Agora, definimos o conjunto B’ := {x € R" | Jy € B”, ||z — y|| < 1}. Desta forma, dado
um ponto p’ € B’ existe uma ponto p” € dB” tal que os hiperplanos tangentes 7,,0B’ e
T,»0B" sao paralelos, pois 0B’ nao intersecta a bola aberta de raio 1 centrada em p”. A

Figura 29 ilustra esta construcao.

Concluindo que B’ é um corpo convexo centro simétrico e K(B') = K(B"). Além do
mais, a hiper-superficie B’ é diferencidvel em todos seus pontos, segue por [3] que 0B’ é
uma hiper-superficie de classe C'. Podemos dar os pontos de B’ em coordenadas polares,
r =r(w) =r(—w), entdo a fungao f : RP"' — R é definida por r(w) = f(7(w)). Como
r(w) é de classe C!, f também ¢, além disso, dr(w) = 0 sempre que w é dire¢io de uma

corda binormal, concluindo que,

K(f) = K(B') = K(B") = K(B).
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Figura 29 — Diagrama ilustrativo das fronteiras de B” e B’

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para cada ponto p € 9B’, segue do fato que qualquer vizinhanca de p em 0B’ é comprimida
entre um hiperplano e uma esfera tangentes a 9B’ em p, que a condigao para C*~ (ver [3])

é satisfeita para f. n

Teorema 3.1.13. Um corpo convero B C R™ tem pelo menos n cordas binormais. Se
K(B) C RP"! é composto de um nimero finito de componentes {Ay}acr cada uma

contendo um conjunto de cordas binormais de tamanho constante, entao

> (catgpn-1(Aq)) > n.

ael

Demonstracao. Suponha B C R™ um corpo convexo, pelo Teorema 3.1.12 existe uma
fungao f: RP"! — R tal que K(B) = K(f), e pelo Teorema 2.2.28, temos,

K(f)| 2 cat(RP"™) = n,
concluindo que |K(B)| > n. Em virtude do Teorema 2.2.27, constamos, que,

> " (catgpn-1(Aa)) > cat(RP" ') = n.

ael

]

Exemplo 3.1.14. Voltemos ao Exemplo 3.1.3 do inicio desta secdo, seja £ C R? um
corpo convexo cuja fronteira é um elipsoide, com dois eixos iguais, veja a Figura 22, para
visualizar a projecao em RIP? podemos identificar cada ponto de RP? com um hemisfério
de S?, assim os pontos acima do equador sdo representantes de pontos de RP? enquanto
no equador temos relacao antipoda que identifica os dois representantes. A Figura 30
apresenta uma visualizagdo do conjunto K(F) em vermelho na representacao de RP?,
identificado como descrito acima. Enquanto a Figura 31 exibe esta projecao em vermelho

na representacao poligonal de RP?, pelo Teorema 3.1.12 tem-se que existe f : RP2 — R tal
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que K(F) = K(f), neste caso K(f) tem duas componentes conexas, sendo A; um ponto e
A, uma reta projetiva, uma reta em RP? tem o mesmo tipo de homotopia que S!, logo,
catgpz (A7) + catgp2 (A2) =142 = 3.

No caso da capsula, o resultado é analogo, pois o conjunto das binormais associadas em
RP? ¢ igual ao conjunto das binormais do elipsoide. Certamente, no caso do elipsoide

escaleno, temos um conjunto discreto com trés pontos.

it

Figura 30 — Projegao das cordas binormais do elipsoide no hemisfério superior da esfera

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 31 — Projecao das cordas binormais do elipsoide na representacio de RIP?
Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2 Complexidade topoldgica no planejamento de movimentos

A frase “Complexidade Topoldgica” tem um significado antigo e outro novo, ambos
relacionados com a categoria de Lusternik-Schnirelmann [31]. O antigo significado se refere
a medida de Smale da complexidade de um algoritmo [37]. O novo se refere a medida
de Farber da insolubilidade do problema de planejamento de movimentos [9]. A seguir

apresentamos a complexidade topolégica introduzida por Farber.

Seja X o espaco de todas possiveis configuragoes de um sistema mecanico. Na
maioria das aplicagoes X é um espaco topologico. O problema de planejamento de
movimentos consiste em construir um algoritmo que tome pares de configuragoes de
entrada (A4, B) € X x X e produza um caminho continuo em X como saida, tal que este
caminho comece em A e termine em B. O problema do planejamento de movimentos pode

ser formalizado da seguinte maneira. Denotemos PX = X!, e definimos
m: PX — X xX
v (1(0),7(1)).

Assim, o problema do planejamento de movimentos, consiste em encontrar uma funcgao

s: X x X — PX tal que m o s = id. Ou seja, encontrar uma secao s da fibragao .

Exemplo 3.2.1. Um brago robdtico planar com n articulagoes, tem como espacgo de
configuracoes o n-toro 7" = St x S x ... x St pois para cada articulacdo temos um

pardmetro angulo 0; € S'. Veja Figura 32.

Figura 32 — Exemplo esquematico de brago robdtico planar com 3 articulagoes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.2.2. Um corpo rigido em movimento em R? tem como espaco de configuracoes
o grupo de todas transformagoes isométricas que preservam orientagao, que como variedade,
¢ definido por SE(3) := R3x SO(3). Ou seja, T € SE(3) é uma transformagao T : R?* — R?

z

X ~

Figura 33 — Exemplo esquemético de corpo rigido em R3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

da forma T'(z) = Rz+bonde b € R? e R € SO(3) ¢ uma matriz ortogonal com det(R) = 1.
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Exemplo 3.2.3. Se n particulas (ou robos) se movem em um espago Y sem colisoes,

entao o espaco de configuragoes ¢é

F(KTL) = {(y1,~-~>yn) ey": Yi #iji 7&]}

Em particular, se n robos se movem ao longo de um grafo I', entao a posicao de cada robo
é um ponto em F(I',n). A definicdo de F'(Y,n) dada acima é na verdade a definigao geral

do espago de configuragao associado ao espaco Y.

Os dois primeiros exemplos acima sao estudados no restante desta secao, ao leitor

interessado no Exemplo 3.2.3, recomendamos [11].

Segundo Farber [9], a continuidade do planejamento de movimento é um requisito
natural e importante, pois a auséncia de continuidade resultara em instabilidade do
comportamento: existirdo pares arbitrariamente proximos (A, B) e (A’, B') de configuracoes

iniciais, tais que os caminhos correspondentes s(A, B) e s(A’, B') ndo sdo préximos.
S(A",B) B

AI
s(A,B)
A B

Figura 34 — Continuidade do planejamento de movimentos: Condigbes (A, B) e (A’, B)
préximos gerando secoes proximas.
Fonte: [9].

Infelizmente, conforme veremos no teorema a seguir, um planejamento de movimento

continuo existe apenas em situagoes muito simples.

Teorema 3.2.4. Existe um planejamento de movimento continuo s : X x X — PX se, e

somente se, o espago de configuracoes X for contratil.

Demonstracao. Suponha X ~ %, entao existe uma homotopia H : X x I — X com

H(z,0) =z e H(x,1) =z, para um xy € X fixado. Dados A, B € X, definimos

H(A,2t), se 0 <t<1/2

(1) =
H(B,2-2t), sel/2<t<]1.

Definido desta forma, v é um caminho continuo em X que liga A a B, assim podemos
considerar s(A,B) = 7 segdo de m : PX — X x X. Reciprocamente, suponha que
existe uma se¢ao s : X x X — PX, fixado um zg € X defina H : X x I — X por
H(z,t) = s(x,x0)(t). Entdo H(z,0) =x e H(z,1) = x( pois s é¢ uma se¢ao de . O

Em [9], Farber define a complexidade topolégica da seguinte forma:
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Definicao 3.2.5. Dado X um espago topolégico conexo por caminhos, definimos a
complexidade topolégica do planejamento de movimentos em X como sendo o menor
niumero TC(X) = k tal que o produto cartesiano X x X pode ser coberto por k subconjuntos
abertos X x X = U;UU,U- - -UUy tais que, para cada ¢ = 1, 2, ..., k, existe um planejamento
de movimento continuo s; : U; = PX, m o s; = idy,. Se tal inteiro nao existir, denotamos

TC(X) = 0.

Sendo assim, a complexidade topologica TC(X) = secat(m) onde 7 : PX — X x X.

O préximo teorema nos mostra que complexidade topoldgica é invariante por homotopia.

Teorema 3.2.6. Se X e Y sdo espagos topoldgicos homotopicamente equivalentes, entdo
TC(X) =TC(Y).

Demonstracio. Como X =~ Y, existem funcées f : X — Y eg : Y — X tal que
fog~idy e go f ~idy. Vamos mostrar que TC(Y) < TC(X). Suponha U C X x X
um subconjunto aberto e que existe uma se¢ao s : U = PX de m: PX — X x X sobre U.
Defina V = (g x g)"'(U) C Y x Y. Verifiquemos que existe uma se¢do o : V. — PY de
p: PX =Y xY sobre V. Como fog=~idy seja H:Y x I — Y uma homotopia tal que
Hy=1idy e Hy = fog. Para (a,b) € V e 7 € I defina

H(a,3T) se 0 <71 <1/3,
o(a,0)(7) = 1 f(s(g(a), g(0))(3r = 1)) se 1/3 <7 <2/3,
H(b,3(1—1)) se2/3<71<1.

Assim, para k = TC(X) e qualquer cobertura {Uy, ..., Uy} de X x X com segoes $1, ..., S
de 7 : PX — X X X, podemos construir uma cobertura aberta {Vi,...,V;} de Y x Y
com segoes 01, ...,0r de p: PX — Y x Y. Logo, TC(Y) < TC(X). De maneira anéloga,
podemos mostrar que TC(X) < TC(Y). O

O resultado a seguir apresenta a relacao da categoria de Lusternik-Schnirelmann

com a complexidade topologica.

Teorema 3.2.7. Se X € um espago conexo por caminhos e paracompacto, entdo
cat(X) < TC(X) < cat(X x X) < 2cat(X) — 1.

Demonstragao. Verifiquemos que cat(X) < TC(X). Suponha TC(X) = n, eseja {Vi,...,V,}
uma cobertura de X x X com s; : V; = PX secoes da fibracao 7 : PX — X x X em V.

Fixado um ponto xy € X considere a seguinte inclusao de X em X x X,

E:X 5 X xX

x> (x,20),
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defina U; = ¢ 1(V;) para cada ¢ = 1,...,n, como ¢ é funcdo continua, obtemos que
U :={U,...,U,} é uma cobertura aberta de X. Agora, para cada U; podemos construir
uma homotopia H; : U; x I — X definida por H;(z,t) = s;(x,x0)(t), de modo que
H;(x,0) = x para todo = € U; e H;(x,1) = xy para todo = € U;. Sendo assim, Y é uma
cobertura categorica de X e cat(X) < n.

As demais desigualdades seguem: pelo Teorema 2.1.39 temos cat(X x X)) < 2cat(X)—1,edo
item (1) do Teorema 2.3.24, temos secat(m) < cat(X x X), logo, TC(X) < cat(X x X). O

Definig¢ao 3.2.8. Seja R um corpo e considere o produto tensor H*(X; R) ® H*(X; R)

com o seguinte produto
(ur ® 1) + (uz ® vg) = (—1)%BCVIEE) () 1y) @ (01 — v2),

sendo deg(vy) e deg(ug) os graus das classes de cohomologias vy e uy. Assim, H*(X; R) ®
H*(X; R) é uma R-algebra. Definimos

¢:H'(X;R)® H(X;R) —» H"(X; R)
UKV U~ U,

desta forma, ¢ é um homomorfismo de R-algebras, pois o produto cup tem exatamente a
propriedade que usamos para definir o produto acima (veja [4]).

O ntcleo do homomorfismo ¢ é chamada de ideal de divisores do zero de H*(X; R). O
zero-divisors-cup-length de H*(X; R) é o comprimento do produto nao trivial mais longo
no ideal dos divisores do zero de H*(X; R). Denotaremos o zero-divisors-cup-length de X

com coeficientes em R por zcupp(X). Ou seja, zcupy(X) = len(ker(y)).

Exemplo 3.2.9. Consideremos o exemplo X = S™ e K = Q (escolhemos Q pois este
é um corpo de caracteristica diferente de 2). Sabemos que H*(S™;Q) tem apenas dois
geradores, sendo a unidade 1 € H°(S™; Q) e a classe fundamental u € H"(S™; Q). Um
elemento arbitrario de H*(S™; Q) ® H*(S™; Q) é da forma

w=qa(1®1)+@lou)+guel)+qludu),
com q1, G2, q3,qs € Q. Tomando p(w) = 0 obtemos
Q1 + q2u + gzu + qa(u — u) =0,

logo, g1 =0, g2 = —q3 € q4 € Q, pois u — u € H*"(5™;Q) = 0. Portanto, o niicleo de ¢

tem dois geradores que denotaremos por a =1®u—u® 1 e b =u ® u. Observe que,
V=@weu) (ueu)=(u—u)® (u—u) =0,
e computando a? temos

(1eu—u®l)-(1eu—u®l) = (1eu) - (10u)— (10u)- (u®1)— (u®1)-(1Qu)+(u®1)- (u®1)
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calculando cada parcela, temos:

(1®u)- (1ou) = (-1)* =01 g (u —u) =0,
—(1®u) - (u®1) =—(=1)d@dsy @y = (D" u@u=(-1)""u®uy,
—(u®1)- (1®u) =—(—1)%Wdelly @y =—(-1) uQu=—-u®u,
(u®1) (u®1) = (—1)dsMds iy _ 4y)@1=0.
Consequentemente, a? = —2b se n for par e a?> = 0 se n for impar. Além disso,

ab=(1®u) - (u®u)—(u®l) (u®u)

(
(1) u® (u—u) — (=1)°(u — v) @ u
0.

Por conseguinte, no caso n impar nao existem dois elementos cujo produto nao é nulo,

enquanto no caso n par temos a? # 0. Assim, concluimos que,

. 1 se n for impar,
zcupg(S™) =
2 se n for par.

O teorema a seguir relaciona a complexidade topoldgica do planejamento de

movimentos com o zero-divisors-cup-length.

Teorema 3.2.10. Seja X um espago topologico e R um corpo entao

zcupp(X) + 1 < TC(X).

Demonstracao. Considere o seguinte diagrama comutativo

X——PX

\ ‘w
X xX
onde « associa cada r € X ao caminho constante igual a x. A : X — X x X é a fungao
diagonal. Observe que « é uma equivaléncia homotépica (andlogo a Proposigao 1.1.59).
Além disso, pelo Teorema de Kunneth 1.2.54, H*(X;R) ® H*(X;R) = H*(X x X; R),
denotemos ¢ : H*(X; R) ® H*(X; R) — H*(X x X); R) o isomorfismo de Kiinneth. Além

disso, pela Defini¢ao 1.2.52 do cross product, temos ¢ = A* o). Assim, obtemos o seguinte

diagrama comutativo:

R

H*(X x X:R)+—— H*(X;R) ® H*(X; R)

S

H*(PX;R) H*(X:R).

<

IR]e
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Observe que ker(p) = ker(7%), isto é, len(ker(y)) = cupg(ker(7*)). Segue pelo item (3) do
Teorema 2.3.24, que
zeupp(X) + 1 < secat(r) = TC(X).

Concluindo que zcupg(X) +1 < TC(X) O

Teorema 3.2.11. A complexidade topoldgica do planejamento de movimentos na n-esfera
S™ ¢ dada por
2,  paran impar,
TC(S") =

3, paran par.

Demonstracio. Pelo Teorema 3.2.7, sabemos que 2 < TC(S™) < 3. No caso n par temos,
pelo Teorema 3.2.10 e pelo Exemplo 3.2.9, que 3 < TC(S™); e nesse caso TC(S™) = 3.
Mostremos que no caso n impar vale TC(S™) < 2. Considere os seguintes subconjuntos de
S™ x S™:

Uy ={(a,b) € S" x 8" : a # —b},

Uy ={(a,b) € S" x S" : a # b}.

Observe que {Uy, Us} é uma cobertura aberta de S™ x S™. Verifiquemos que existem segoes
locais s; : U; — PS™ de m para ¢ = 1,2. No caso ¢ = 1, como a # —b existe um arco de
comprimento minimo de S™ que conecta a e b, podemos construir a segao s1(a,b) € PS™
tomando como caminho a trajetoria deste arco com velocidade constante. Como n é impar,
digamos que n = 2k — 1, e podemos considerar S?*=! C C*, assim, podemos definir a

seguinte aplicagao,

R

(2,t) = ™2

observe que,

|
|
&

Agora, podemos definir s, : ™ x ™ — PS™ por

s1(a, b)(2t), se 0 <t<1/2

SQ(CL,b) =
O(—b,2t — 1), sel/2<t<1.

Note que s1(a,b)(1) = —b = ®(—b,0) e s3(a,b) é um caminho composto por s;(a,b) que
leva a até —b com ®(—b,-) que leva —b até b. Sendo assim, no caso n impar, obtemos
uma cobertura de S™ x S™ com dois elementos {Uy, Us} e respectivas segoes locais {s1, sa},

concluindo que T'C(S™) < 2. Finalizando a demonstragao. O
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O teorema a seguir, é similar ao Teorema 2.1.39, por isso, omitiremos sua demons-

tracdo, ao leitor interessado recomendamos [9].
Teorema 3.2.12. Se X e Y sao espagcos métricos conexos por caminhos entao

TC(X x Y) < TC(X) + TC(Y) — 1.

No Exemplo 3.2.1 mostramos que o espaco de configuracdes do brago robotico
planar ¢ um n-toro 7" = [[} S! onde n é a quantidade de articulagdes do brago. Na
pratica, a maioria dos bragos robdticos nao sao planares, entao deveriamos considerar o
espaco de configuracoes X = [} S? pois cada articulacio tem dois pardmetros. A seguir

consideraremos o caso geral onde X = [[} S para m > 1.

Lema 3.2.13. Seja X =TI} S™ comn >1 em > 1. Entdo cat(X) =n+ 1.

Demonstracio. Analogo ao Exemplo 1.2.58, aplicando o Teorema de Kiinneth 1.2.54,

obtemos .

H*(X;R) = QH*(S™ R) = éAR[%] = Aglzy, ooy )

i=1
com deg(z;) = m, sendo assim cupg(X) = n. Pelo Teorema 2.1.8 temos n + 1 < cat(X).

Aplicando recursivamente o Teorema 2.1.39 obtemos
cat(X) <> cat(S™) —(n—1)=2n—n+1=n+1.
1

Concluindo que cat(X) =n + 1. O
Lema 3.2.14. Seja X =T1[7 S™ com n > 1 e m inteiro positivo par. Entdo

zcupg (X ) > 2n.

Demonstracao. Seja p; : X — S™ a projecao no i-ésimo fator. Considere u o gerador
de H™(S™,Q), e suponha u; = p}(u). Observe que p; tem inversa a esquerda pois p;
tem como inversa a direita a inclusao candnica. Assim, p; € injetora e u; # 0. Defina
a; =1® u; —u; ® 1, de modo similar ao Exemplo 3.2.9 podemos verificar que cada a; é
um divisor do zero em H*(X;Q)® H*(X;Q), além disso, conforme visto na demonstracao
do Lema 3.2.13 H*(X,Q) = Aluy, ..., uy], logo, uy — « -+ — u, # 0. Como u — u = 0 pois
u— u € H*(5™; Q) = 0. Temos

u; — u; = pj(u) — p;(u) = p;(u— u) = 0.

Pela hip6tese m é par, tal como no Exemplo 3.2.9 obtemos a; - a; = —2(u; ® u;). Logo,

n

[I(ai-a)#0€e H (X x X;Q).

i=1

Concluindo que para m par zcup(X) > 2n. O



3.2. Complexidade topologica no planejamento de movimentos 125

Teorema 3.2.15. Seja X =[] S™ comn >1em > 1. Entdao

n+1, se m for impar,
TC(X) = for timp

2n+1, sem for par.

Demonstracao. Pelo lema anterior 3.2.13 e pelo Teorema 3.2.7 temos
n+1<TC(X) <2n+1,
utilizando o Teorema 3.2.11 e aplicando recursivamente o Teorema 3.2.12 temos

n 2n—n+1=n+1, se m for impar,
TC(X) < 3 TC(S™) — (n—1) = P
1 3n—n+1=2n+1, se m for par.

Assim o caso m fmpar esta resolvido, e no caso m par o resultado segue pelo Lema 3.2.14

e pelo Teorema 3.2.10. O

Para tratar a complexidade topologica no caso do movimento de um corpo rigido

em R? apresentado no Exemplo 3.2.2, serd ttil o seguinte resultado encontrado em [10].

Lema 3.2.16. Se G é um grupo de Lie conexo, entao TC(G) = cat(G).

Demonstragio. Pelo Teorema 3.2.7 sabemos que cat(G) < TC(G). Vamos verificar que
TC(G) < cat(G). Suponha que existe uma cobertura categérica de G com k elementos,
digamos, Uy, ..., U, ou seja, cat(G) < k. Defina

Wi:{(g,h)EGxG:gohfleUi}.

Observe que {W1, ..., Wi} é uma cobertura de G x G. Seja H; : U; x I — G uma homotopia
tal que H;(x,0) = z e H;(x,1) = e para todo x € U; e sendo e € G a unidade de G. Defina

S; - VV,L — PG
(a,b) — Hi(a-b,t)-b
e verificamos que s; é secao da fibracdo m : PG — G x GG sobre W;,
mosi(a,b) =m(Hy(a-b"' 1) b)
= (Hi(a-b7",0), Hi(a-b7", 1))
=(a-b"-be-b)
= (a,b).

Consequentemente TC(G) = cat(G). O
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Observagio 3.2.17. O espago SO(3) é homeomorfo a RP?. De fato, considere RP? = D3/ ~
com z ~ —z para todo x € dD3. Cada rotacio em R? é caracterizada por um eixo
orientado na dire¢do de um vetor unitario v € S?, um angulo 6 € [0, 7] C R e as relagoes
(v,7) ~ (—v,7) e (v,0) ~ (w,0) para todo v, w € S%. Podemos formular isso da seguinte

maneira

52 x [0, 7]
(v,0) ~ (w,0), (v,7) ~ (—v,7)

Considere D3 := {x € R? : ||z|| < 7}, sabemos que RP® = D3/ ~ com z ~ —z para cada

SO(3) =

r € 9D? = 5% Logo podemos definir

¢ :S0(3) — RP?

[v,t] = [tv].
Observe que para t < w a funcao ¢ leva a pontos cujos representantes sdo pontos interiores
de D2, e quando ¢ = m um ponto de SO(3) tem dois representantes que sio antipodas no
fator S? que ¢ levado por ¢ a um elemento de RP® que tem esses mesmos representantes

em 9D3 = S%. Sendo assim ¢ é bem definida, observe também que o angulo ¢ e o eixo v

dependem continuamente da rotacao sempre que t # 0. A inversa da ¢ é dada por
¢ ' RP? — SO(3)

[H%H’ HiUM, se x # 0,

S [0, 0], se z = 0.

Logo ¢ é uma bijegao, além disso, ¢ é funcio fechada pois SO(3) = 5% x [0, 7| é compacto,

sendo assim, ¢ é um homeomorfismo.

Teorema 3.2.18. As complexidades topologicas para o planejamento de movimentos de
corpos rigidos em R? e R? sdo:

TC(SE(2)) = 2,
TC(SE(3)) = 4.
Demonstragio. Observe que SE(2) = R? x SO(2) tem o mesmo tipo de homotopia que

o préprio SO(2), pois R? ¢ contritil. Além disso, SO(2) ~ S', pelo Lema 3.2.16. Da

invariancia homotoépica da categoria LS 2.1.5 obtemos
TC(SO(2)) = cat(SO(2)) = cat(S*) = 2

Similarmente ao caso anterior temos SE(3) ~ SO(3). Da observagao precedente sabemos

que SO(3) = RP3, pelo Lema 3.2.16 e da invaridncia homotoépica da categoria LS, temos

TC(SO(3)) = cat(SO(3)) = cat(RP?) = 4
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No caso geral, para n > 1, temos TC(SO(n)) = cat(SO(n)). E surge a questao:
qual a categoria LS de SO(n) para n > 17 O caso n = 1 é trivial. Os casos n = 2 e
n = 3 sao mostrados no teorema anterior. O caso n = 4 pode ser determinado utilizando o

homeomorfismo SO(4) = 53 x SO(3): neste caso temos

cupy, (SO(4)) =4 = 5 < cat(SO(4))

cat(S® x SO(3)) < cat(S?) + cat(SO(3)) — 1 =5,

concluindo que cat(SO(4)) = 5.

Para n > 4 a situagdo é mais complicada. Em [16] Iwase et al. calculam a categoria
LS de SO(n) para 5 <n <9, e em [17] é mostrado o caso n = 10, a saber:

cat(SO(5)) =9,
cat(S0(6)) = 10,
cat(SO(7)) = 12,
cat(SO(8)) = 13,
cat(S0(9)) = 21,
cat(SO(10)) = 22.

Para n > 10 o problema ainda nao ¢ completamente resolvido. No entanto, em [20]
encontramos uma férmula explicita para o cup length dos grupos de rotacoes, dada pelo
teorema a seguir.

Teorema 3.2.19. Para qualquer inteiro positivo n,

cupy, (SO(n)) =n—1+(n—1),
onde (n — 1) = Y8 in; 27" se n — 1 tem expansio diddica % n;2'.
Por exemplo, para n = 10 temos a expansao diadica de 9 dada por
9=1-240-2"+0-22+1-23,
aplicando o teorema, temos

cupy, (SO(10)) =10—141-0-2°+2-0-2' +3-1-2% = 21,
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Utilizando o Teorema 3.2.19, computamos os cup lengths para n de 1 a 10, e

obtemos

Q
=
e

S
n
@)

Pela estimativa de dimensao de cobertura, Teorema 2.1.17, temos

n(n—l).

cat(SO(n)) < dim(SO(n)) = 5

Podemos obter também uma estimativa por considerar a fibracao
SO(n) — SO(n+1) — S"
e pelo Teorema 2.1.44 temos

cat(SO(n + 1)) < cat(S™) cat(SO(n)) = 2 cat(SO(n)).

Mas infelizmente estas estimativas nao sao suficientes para determinar cat(SO(n))
no caso geral. Por exemplo, para n = 11 temos cupy, (SO(11)) = 23, dim(SO(11)) = 55 e
2cat(SO(10)) = 42. Isto ¢, 23 < cat(SO(11)) < 42.

Como coroldrio do Teorema 3.2.19, obtemos que cat(SO(n)) > n+(n—1)". Observe
que nos resultados mostrados acima para n € {1,2,3,...,10}, obtemos exatamente que
cat(SO(n)) = cup(SO(n)) + 1. A questao em aberto é: serd que cat(SO(n)) =n+ (n—1)
para n > 17 Korbas [20] mostra que responder negativo a essa pergunta, equivale a
responder negativo a pergunta:

“Para um inteiro positivo n, seja ¢ o tnico inteiro tal que 247! < n < 2. E verdade que
cat(SO(n)) < % para todo n impar, n > 11, e cat(SO(n)) < % para todo
n par, n > 1277
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