Universidade Federal de Sao Carlos
D ’M Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia ufetem
scar

U Departamento de Matematica

Um estudo de valorizagoes transcendentes e algébricas
via polindmios-chaves e pares minimais

Aluno: Caio Henrique Silva de Souza

Orientador: Prof. Dr. Josnei Antonio Novacoski

Sao Carlos, 24 de fevereiro de 2022.






Um estudo de valorizagoes transcendentes e algébricas
via polindémios-chaves e pares minimais

Aluno: Caio Henrique Silva de Souza
Orientador: Josnei Antonio Novacosk:
Curso: Mestrado em Matematica
Instituicao: Universidade Federal de Sao Carlos
Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
Departamento de Matematica
Financiamentos: Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnologico (CNPq)
Processo n® 132761/2020-3
Fundacao de Amparo a Pesquisa do

Estado de Sao Paulo (FAPESP)
Processo n® 2020/05148-0

Sao Carlos, 24 de fevereiro de 2022.

o \L. e K2 TR aG P

/ = /
( A Ay Vv L

Caio Henrique Silva de Souza Josnei Antonio Novacoski






UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

&
UFL:'II;}-ﬂ Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

Programa de P6s-Graduacdo em Matemaética

Folha de Aprovacéao

Defesa de Dissertacdo de Mestrado do candidato Caio Henrique Silva de Souza, realizada em 24/02/2022.

Comisséo Julgadora:

Prof. Dr. Josnei Antonio Novacoski (UFSCar)
Prof. Dr. Humberto Luiz Talpo (UFSCar)

Prof. Dr. Daniel Levcovitz (ICMC/USP)

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil
(CAPES) - Cadigo de Financiamento 001.

O Relatério de Defesa assinado pelos membros da Comissdo Julgadora encontra-se arquivado junto ao Programa de
Pé6s-Graduacdo em Matemética.






Agradecimentos

Primeiramente aos meus pais Albeti e Angelo, pelo amor, dedicacao, paciéncia e apoio que
sempre me deram. Aos professores que me acompanharam por toda a minha vida escolar
e universitaria. Em especial, ao professor Josnei Antonio Novacoski, por me orientar neste
trabalho. A FAPESP e ao CNPq, pela concessio da bolsa de mestrado que amparou a execucio
deste projeto. A minha irma, Bruna, e aos meus amigos, pelas risadas e os bons momentos.

Em especial, ao meu amigo Gabriel Longatto Clemente, fiel companheiro na universidade.






O que vejo, o que penso - disputam entre si 0 que Sou.

Paul Valéry






Resumo

O objetivo geral deste trabalho sera estudar as valorizagoes transcendentes e as valoriza-
coes algébricas. Para tal, utilizaremos alguns objetos de destaque na Teoria das Valorizagoes
como, por exemplo, os polinémios-chaves, os truncamentos e os pares minimais. Esses obje-
tos nos levarao aos resultados que irao compor a parte principal do texto e que serao vistos
como os objetivos especificos deste trabalho. Iniciaremos estudando as valorizacoes de modo
geral e, em seguida, focaremos nas chamadas valorizacoes monomiais. Exploraremos o conceito
de polinémio-chave e truncamento, provando diversos resultados técnicos. Apresentaremos a
ideia de par minimal de definicao, relacionando-a aos polindmios-chaves e aos truncamentos.
Logo em seguida, nos aprofundaremos no estudo das valorizagoes transcendentes e comple-
mentaremos resultados de Novacoski (2019). Veremos também parte do trabalho recente de
Bengus-Lasnier (2021) sobre bolas e discoides. No ultimo capitulo, estudaremos as valoriza-
cOes algébricas. Terminaremos o trabalho apresentando a classificacdo proposta por Alexandru,
Popescu e Zaharescu (1988, 1990a, 1990b) para todas as valorizac¢oes em K(x), o corpo de fun-
¢oes racionais sobre um corpo K, fazendo um apanhado geral do que foi desenvolvido no texto

principal.

Palavras-chaves: Valorizacao; Polinomios-chaves; Par minimal; Extensoes de valorizacoes.






Abstract

The main goal of this work is to study transcendental valuations and algebraic valuations.
To achieve this, we use some of the main objects in Valuation Theory, such as key polynomials,
truncations and minimal pairs. These objects will lead us to the results which will build the
central part of this text and will be seen as the specific goals of this work. We will begin studying
valuations in a general way and then we focus on monomial valuations. We will explore the
concept of key polynomials and truncations, proving many technical results. Then, we will
present the idea of minimal pair of definition, relating it to key polynomials and truncations.
After that, we will study transcendental valuations and complement results of Novacoski (2019).
We will also study part of Bengus-Lasnier (2021) recent work on balls and diskoids. In the last
chapter, we will study algebraic valuations. We will finish our work presenting a classification
proposed by Alexandru, Popescu and Zaharescu (1988, 1990a, 1990b) for all valuations on
K(x), the field of rational functions over a field K, and with this classification we will make a

general overview of the results we presented before.

Keywords: Valuation; Key polynomials; Minimal pair; Extensions of valuations.
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Introducao

Este trabalho se insere dentro da &rea da Matematica chamada Teoria das Valorizagoes.
Tal teoria surge motivada pelos estudos de Hensel (1861 - 1941) sobre numeros p-adicos e
comeca a ser formalmente desenvolvida no inicio do século XX, por matemaéticos como Kiirschék
(1864 - 1933), Ostrowski (1893 - 1986) e Krull (1899 - 1971). Este tltimo encaminha a teoria
para a forma que utilizaremos neste texto. A Teoria das Valorizacoes foi popularizada, dentre
outros motivos, devido as suas potencialidades dentro da Geometria Algébrica. Por exemplo,
dois importantes problemas em aberto neste campo, o problema de resolucao de singularidades e
o problema da uniformizacao local, ambos em caracteristica positiva, possuem programas para
solugdo que envolvem os conhecimentos sobre valoriza¢oes (NOVACOSKI; SPIVAKOVSKY,
2016). Porém, para além de suas aplicagbes nesse e em outros campos da Matematica, as
valorizagoes e 0s objetos ao redor destas sao em si matérias interessantes para serem exploradas

e melhor entendidas.

Neste trabalho, nosso objetivo geral serd estudar as valorizacoes transcendentes e as valori-
zagoes algébricas. Estudaremos alguns objetos de destaque na Teoria das Valorizagoes, como
por exemplo os polindmios-chaves, os truncamentos e os pares minimais. A seguir, daremos

uma visao geral do trabalho e de nossos objetivos.

Na maior parte deste trabalho, estaremos interessados em estudar valorizagoes definidas em
K[z], o anel dos polindmios em uma indeterminada sobre o corpo K, ou em K(z), o corpo de
funcoes racionais sobre K. Um plano de fundo para nosso trabalho serd classificar todas as
valorizagoes em K(z). Dentre as possibilidades de classificacdo e de abordagem que a literatura
nos fornece, escolheremos a série de trabalhos publicados entre 1988 e 1990 pelos matematicos
Alexandru, Popescu e Zaharescu (1988, 1990a, 1990b). A classificacao se dara, principalmente,

em termos de um tipo de valorizacao, as chamadas valorizagoes transcendentes.

Nos aprofundaremos no estudo das valorizacdes transcendentes. Para isso, lancaremos mao
de conceitos como polindmios-chaves, truncamentos, pares minimais, bolas e discoides. Em
torno desses conceitos surgirao os objetivos especificos deste trabalho. Tais objetivos especificos
abarcam os resultados que sao a parte de maior interesse deste texto. Descreveremos a seguir

tais resultados.
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Seja p uma valorizacdo em K[z]. O truncamento de p em um polinémio qualquer ¢ é a

aplicagao que associa um polindmio f a

1g(f) = min {u(fig")},

0<:<r

em que fo,..., f. sao os coeficientes da chamada ¢-expansao de f. Tal aplicacao pode ou nao
ser uma valorizacao em Klz] (NOVACOSKI, 2018). Além disso, u pode ou nao ser definida por

um truncamento, isto ¢, podemos ou nao ter p = i, para algum polinomio q.

O primeiro resultado principal deste trabalho (Teorema 3.22, Teorema 3.26 e Corolario 3.27)

nos diz que
W € transcendente se, e somente se, L = g para algum polindémio-chave Q).

Esse resultado esté conectado ao trabalho de Novacoski (2019, p. 4), onde é provado que u é
transcendente se, e somente se, ;1 = p, para algum polinoémio ¢ (Teorema 3.24). Dessa forma,

o Corolario 3.27 complementa este resultado.

Como veremos, as valorizagoes transcendentes se dividem em dois tipos: residuo-
transcendente e valor-transcendente. Caracterizaremos estes dois tipos em termos de pares
minimais e polinémios-chaves. Consideremos uma extensio 7 de u para K[z], em que K é
um fecho algébrico fixado de K. Veremos que se p é transcendente, entao 1 é igual a uma
valorizagao monomial 7z, 5, esta dada pelo que chamaremos um par minimal de definigao
(a,6) € K x fi(K[z]) (Teorema 3.22 e Teorema 3.26). Se ¢ € 7K, entdo fi,, serd residuo-

transcendente. Se 6 € f(K[z]) \ 7K, entdo 7, s serd valor-transcendente.

Ainda no trabalho de Novacoski (2019, p. 3), é apresentada uma relagao entre o conceito
de par minimal e os polindmios-chaves (Teorema 3.11), que aqui complementaremos com o
Teorema 3.12. Incrementaremos essa relagao estudando também um resultado de Bengus-
Lasnier (2021), originalmente provado por Popescu e Popescu (1989). Sejam ) um polindmio-
chave para y, a € K uma raiz otimizadora de Q e i, , o truncamento de 7i em x —a. O sequndo

resultado principal deste trabalho (Teorema 3.32 e Teorema 3.45) nos diz que

E:c—a |K[ﬂ = HQ-

Apresentaremos duas provas para esse resultado. A primeira demonstragao é baseada na prova
de Popescu e Popescu (1989) e reescreveremos os resultados do original de acordo com a teoria
que desenvolveremos aqui. A segunda demonstracao é baseada no trabalho de Bengus-Lasnier
(2021, p. 408) e utilizara a estrutura de anel graduado, outro importante recurso para o estudo

das valorizacoes.

O aluno responsavel por esta dissertacao e seu orientador escreveram um artigo contendo o
primeiro e o segundo resultados principais deste trabalho (NOVACOSKI; SILVA DE SOUZA,
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2022). O artigo foi aceito para publicacdo e ja esté disponivel on-line.

As valorizacoes residuo-transcendentes terao um papel de destaque na classificacao de todas
as valorizacbes em K(z). Por isso, buscaremos outras formas de caracterizarmos valorizagoes
desse tipo. Iniciaremos essa busca com as seguintes questoes. Seja pu uma valorizacdo em K[z].

Existe algum conjunto D C K tal que

p(f) = min{pu(f(d))}

deD

para todo f € K[z]? Esse conjunto pode ser unicamente determinado, isto é, conjuntos distintos
definem valorizacoes distintas? Inicialmente, trabalharemos com valorizacoes 7 em um corpo
algebricamente fechado K. O terceiro resultado principal deste trabalho (Teorema 4.4) nos diz
que

fias(f) = Tip(f) == min{w(f(d))},

deD
em que D = D(a,d) := {d € K| 7(d—a) > &} ¢ o subconjunto de K chamado de bola fechada.

Ademais, sejam p uma valorizacdo em K[z], 7 uma valorizacio em K[z] estendendo y e
consideremos as restricoes v = p|x e 7 = fi|g. Veremos que vale a seguinte relagdo entre os
pares minimais, as bolas e as extensoes residuo-transcendentes de 7 para K(z) (Teorema 4.5).
A bijecao no diagrama abaixo nos permitira concluir que bolas distintas definem valorizagoes
distintas e, com isso, teremos a unicidade procurada.

Pares Minimais (a, J)

para p com 0 € 7K

Bolas D(a, d) Extensoes
comacKederK Residuo-transcendentes

Il

de 7 para K(z)

AN

D = D(a,8) b——-—> Tos = fip

Olharemos entdao para uma valorizacdo pg em Klz], dada pelo truncamento em um
polinomio-chave @ com u(Q) € TK. Como T, 4|k = Faslke] = #o (Teorema 3.32 e
Teorema 3.45), isso implica que também vale que p fica definida como minimo sobre uma bola
D(a,d). Porém, nesse caso, nao teremos essa bola unicamente determinada (Exemplo 4.7).
Por isso, buscaremos outro subconjunto de K, a fim de conseguirmos tal unicidade. Veremos

que os chamados discoides em K serao bons candidatos para suprir essa unicidade. Antes de
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Bengus-Lasnier, esses conjuntos foram estudados por Riith (2014) em sua tese de doutorado.

O quarto resultado principal deste trabalho (Teorema 4.18) nos diz que

1o(f) = 1o (f) = min {7(f(d))},
Q@ D(Q.1(Q)) dED(Q(Q)
em que D(Q,u(Q)) := {d € K | 7(Q(d)) > u(Q)}, u(Q) € 7K e Q é irredutivel sobre a
henselizagdo K¢(7). Poderemos provar uma relagao semelhante aquela dada pelo Teorema 4.5,
desta vez entre polindmios-chaves, discoides e extensoes residuo-transcendentes de v para K(x)
(Teorema 4.19). A aplicagao injetora no diagrama abaixo nos permitira concluir que discoides

distintos definem valorizacoes distintas e, com isso, teremos a unicidade procurada.

Polinémios-chaves @)

com u(Q) € 7K

( Discoides D(Q, u(Q)) ) / \

com @ polindomio-chave, Extensoes
Q) € 7K o } < Residuo-transcendentes -

de v para K(z)
| @ irredutivel sobre Kd(ﬁ))

N
J

N

/Q \
D(Q,1(Q)) F—— HQ = IDQuQ)

No trabalho de Bengus-Lasnier, sao levantadas as seguintes conjecturas: pug pode ser de-
finido como minimo sobre um discoide para qualquer polindémio-chave @ com u(Q) € 7K e a
funcao acima, que leva um discoide em uma extensao residuo-transcendente de v, é na verdade
uma bijecao. Estas afirmacoes podem ser deduzidas da seguinte conjectura: todo polindémio-
chave em K[z] com u(Q) € 7K é irredutivel sobre a henselizacio Kd(ﬂ) (Conjectura 4.20).

Discutiremos esta conjectura logo apos a relacao exposta acima.

Por fim, como aplicacao de todo o estudo descrito acima, teremos uma classificacao para

todas as valorizagoes em K(x).

Faremos agora uma descricao dos cinco capitulos que formam o texto principal deste tra-

balho e dos apéndices.

No Capitulo 1, estudaremos de modo geral as valorizacoes. Na primeira se¢cao, provaremos
propriedades iniciais e apresentaremos exemplos. Na segunda se¢ao, veremos os anéis de valo-

rizacao. Introduziremos na terceira secao o conceito de equivaléncia entre valorizacoes e com
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ele trataremos das valorizagbes no corpo dos niimeros racionais Q e das valorizacdo em K(z)
que sao triviais em K. Por fim, na quarta secao, estudaremos as valorizagoes monomiais, que

formam uma familia de extensoes de uma dada valoriza¢ao de K para K[z].

Os leitores mais experientes podem comecar a leitura deste trabalho a partir da Secao 1.4
do Capitulo 1.

No Capitulo 2, apresentaremos os polinomios-chaves. Na primeira secao, apresentaremos
a definicao desses e suas primeiras propriedades. Em seguida, na segunda secdo, trataremos
das valorizacoes definidas por truncamentos em polindmios-chaves. Por fim, na terceira secao,

provaremos mais propriedade técnicas desses polindémios que serao uteis no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, introduziremos os conceito de par de definicao e de par minimal. Nas
primeiras secoes, definiremos o que é um par de definicao e um par minimal e conectaremos estes
conceitos com o que estudamos no capitulo anterior sobre polinémios-chaves e truncamentos
(Teoremas 3.11 e 3.12). Em seguida, definiremos as valoriza¢oes do tipo valor-transcendente
e as valorizagoes do tipo residuo-transcendente. Dedicaremos uma subsecao para cada um
desses tipos de valorizagoes, caracterizando-as em termos de pares minimais e truncamentos
em polindmios-chaves (Teoremas 3.20, 3.22, 3.24 e 3.26). Por fim, sendo @) um polindmio-chave
para y e a € K uma raiz otimizadora de @, veremos que fi,_, é uma extensao de yg para K[z]
(Teoremas 3.22 e 3.26).

No Capitulo 4, estudaremos as bolas e os discoides. Veremos na primeira secao que as
valorizagoes monomiais z, 5 em K|[2], com § € DK, podem ser descritas a partir de um minimo
sobre uma bola definida por a e § (Teorema 4.4). Veremos também a referida relacao entre os
pares minimais, as bolas e as extensdes residuo-transcendentes de 7 para K(z) (Teorema 4.5).
Em seguida, na segunda secao, estudaremos os discoides e veremos como esses objetos se rela-
cionam com as bolas. Na terceira se¢ao, utilizaremos o grupo de decomposi¢ao para descrever
um truncamento g em termos de discoides (Teorema 4.18). Provaremos uma relacdo entre

polinémios-chaves, discoides e extensoes residuo-transcendentes de v para K(x) (Teorema 4.19).

No Capitulo 5, como consequéncia dos resultados principais deste texto, faremos a classi-
ficagdo de todas as valorizagoes em K(z). Na primeira se¢do, estudaremos mais a fundo as
valorizagoes algébricas. Veremos como representar uma valorizagao desse tipo como um limite
de um sistema ordenado de valorizagoes residuo-transcendentes (Teorema 5.9). Na segunda
segao, descreveremos as valorizagoes em K(x), fazendo um apanhado geral dos resultados pro-
vados durante os capitulos anteriores e citando outros resultados da literatura que nao entraram

neste trabalho.

Nosso trabalho também possui sete apéndices que complementam as discussoes levantadas
no corpo principal do texto. No Apéndice A, faremos um apanhado geral de Teoria de Anéis
e Modulos e de Teoria de Galois. No Apéndice B, estudaremos os grupos totalmente ordena-

dos, dando foco, na segunda secao, ao fecho divisivel de um grupo abeliano. No Apéndice C,
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apresentaremos as provas de alguns resultados iniciais sobre valorizacoes e anéis de valoriza-
¢ao e os detalhes dos exemplos do Capitulo 1. No Apéndice D, trataremos das extensoes e
prolongamentos de uma valorizacao e mostraremos resultados classicos, como o Teorema de
Chevalley, a Desigualdade de Zariski-Abhyankar e o Teorema da Conjugagao. No Apéndice E,
estudaremos os pares henselianos, chegando ao conceito de henselizacao. Utilizaremos o grupo
de decomposicio para descrever as valorizacdes em K[z] que sdo, a0 mesmo tempo, extensio
de pem K[z] e 7 em K. Os resultados do Capitulo 4 estardo fortemente ligados aos resultados
do Apéndice E. No Apéndice F, provaremos as propriedades da derivada de Hasse, ferramenta
utilizada principalmente no Capitulo 2. No Apéndice G, estudaremos os poligonos de Newton e
provaremos a igualdade entre €(f) e 0(f) que utilizaremos no Capitulo 2. Faremos isso a partir

de uma abordagem geométrica para o estudo das valorizacoes.

Notacoes e convencgoes: Em todo o texto, N é o conjunto dos nimeros inteiros positivos,
7. é o conjunto dos ntimeros inteiros, Q é o conjunto dos ntimeros racionais , R é o conjunto
dos nimeros reais e C é o conjunto dos niimeros complexos. Denotaremos por Ny o conjunto
NU{0}. As letras K, L, F e E representam corpos. As letras A, B, R, O, D e S representam
anéis comutativos com unidade 1, a menos que explicitado o contrario. Representamos por A*
o conjunto das unidades de A. As letras a, b, i, m e p representam ideais. Representaremos por
K[z] o anel de polinémios sobre K na indeterminada x e por K(x) o corpo das fungoes racionais.
Para um polindémio f € K[z], denotamos seu grau por deg(f). Convencionamos deg(0) = —oo.

A notacao M ® N representa o produto tensorial de dois Z-médulos M e N sobre Z.



Capitulo 1

Valorizacoes

Neste primeiro capitulo definiremos o objeto central de estudo deste trabalho: as valoriza-

coes.

Na primeira secao, definiremos as aplicacoes chamadas valorizacoes, provaremos proprieda-
des iniciais e apresentaremos exemplos. Na segunda secao, nos concentraremos nos anéis de
valorizacao, mostrando a relagao entre esse tipo de anel e as aplicagoes valorizacoes. Introdu-
ziremos na terceira secao o conceito de equivaléncia entre valorizacoes e com ele trataremos
das valorizacdes no corpo dos niimeros racionais QQ e das valorizacao em corpos do tipo K(z)
que sao triviais em K. Por fim, na quarta secao apresentaremos uma familia de extensoes de
uma dada valorizagdo de K para K|z], as chamadas valorizagbes monomiais. Os leitores mais

experientes podem comecar a leitura deste trabalho a partir da quarta secao.

As principais referéncias para a composicao deste capitulo foram os trabalhos de Engler e
Prestel (2005), Kuhlmann (2077a) e Novacoski (2021).

1.1 Valorizacoes

Seja T' um grupo abeliano totalmente ordenado (a defini¢ao e propriedades deste objeto se
encontram no Apéndice B). Estendemos esse grupo para a estrutura ', := I' U {00}, em que
oo é um simbolo satisfazendo co + g = g+ 00 =00+ 00 = 00 e 00 > ¢ para todo g € I". Seja

R um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.1. Uma valorizacao em R é uma aplicacao v : R — I', satisfazendo, para

todo a,b € R, os seguintes axiomas:

(V1)  wv(ab) =v(a)+ v(b),

(V2)  wv(a+0b) > min{v(a),v(b)} e

(V3) v(l)=0ev(0)=oc. [ ]
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O subgrupo de I' gerado por {v(a) | a € R e v(a) # oo} C I' é chamado grupo de valores

de v. Denotaremos este por ¥R ou por I',. Temos que v é chamada trivial se ¥R = {0}.

A seguir apresentaremos algumas propriedades elementares de uma valorizagao. Seja v uma
valorizacao em R. Para todo a,b € R temos as seguintes propriedades. As demonstracgoes

dessas propriedades estao feitas no Apéndice C.

e Se a ¢ unidade, entdo v(a™') = —v(a). Temos também v(—1) = 0.

Para todo a, temos v(—a) = v(a).

e Se a™ =1, entdo v(a) = 0.

Se v(a) # v(b), entao v(a + b) = min{r(a),v(b)}.

Suponhamos by, b, ..., b, € R. Para todo n > 2, vale

v(by + by + ...+ b,) > min{v(b),v(ba),...,v(b,)}.

Suponhamos a, by, bs, ..., b, € R com v(a) < v(b;) para todo i, 1 <i < n. Entao,
via+by +by+ ...+ b,) =v(a).

Definicao 1.2. Seja v : R — ', uma valorizacao. Chamamos de suporte de v o conjunto
supp(v) :={a € R | v(a) = oo}.

O lema a seguir esta demonstrado no Apéndice C (Lema C.1).

Lema 1.3. Suponhamos que v : R — 'y, seja uma aplicacao que satisfaz os Aziomas (V1) e

(V2). As afirmacoes a sequir sao equivalentes.

1. A aplicagao v satisfaz (V3).
2. A aplicacdo v ndo € constante.

3. O conjunto supp(v) € um ideal primo de R.
[ |

Como supp(v) é um ideal primo, o quociente R/supp(r) é um dominio de integridade.
Definindo v/ : R/supp(v) — I's por v/(a + supp(v)) := v(a), temos uma valorizagdo neste

dominio de integridade que possui supp(') = {0} (Exemplo C.2).
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Definicao 1.4. Dizemos que uma valorizacao v : R — ' € uma valorizacao de Krull se
supp(v) = {0}.
|

Exemplo 1.5. A wvalorizacdo v' definida anteriormente em R /supp(v) é uma valorizagdo de
Krull.

Exemplo 1.6. Se K ¢ um corpo, entao toda valorizagdo v em K € de Krull. De fato, os inicos

ideais de um corpo sio {0} e K. Como supp(v) € um ideal proprio, seque que supp(v) = {0}.

v

Exemplo 1.7. Um anel R que admite uma valorizacao de Krull v deve ser um dominio. De
fato, como supp(v) = {0} é um ideal primo, seque que R = R/{0} é um dominio. Com
1850, consequimos estender a valorizacao de Krull v para uma aplicacdo no corpo de fragoes

K = Frac(R), que também denotaremos por v, definida por

a

v (g) = v(a) — v(b).

No Apéndice C (Exemplo C.5), mostramos que v em K estd bem definida, satisfaz as propri-
edades de valorizacao e € a unica que estende v para K, isto €, a unica valorizacao em K tal

que V| = V.

A seguir apresentaremos exemplos mais concretos de valorizacoes. As verificagoes estao

todas feitas no Apéndice C.

Exemplo 1.8. Sejam D um dominio de ideais principais (e.g. Z ou F[zx], com F um corpo) e
K seu corpo de fracées (e.g. Q ou F(x)). Para cada elemento irredutivel p € D, a aplica¢io

vP D — Zy dada por

m se a=p"a com a
() = p ptd,
00 se a=10

é uma valorizagao em D (Exemplo C.6). Por definicao, vemos que supp(v?) = {0}. Logo, v?
¢ uma valorizacao de Krull e fica bem definida em K. Chamamos a valorizacdo vP em K de

valorizacao p-ddica.
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Exemplo 1.9. A aplicacao

(f(x)) deg(g(z)) — deg(f(x)) se f(x) e g(x) sao nao nulos,

Voo | =/ | =

g(x) 00 se f(x) € o polinomio identicamente nulo 0
definida em F(x) é uma valorizagao em F(x) com grupo de valores Z (Exemplo C.8). Chamamos

tal aplicagao de valoriza¢do grau em F(z).

v

Exemplo 1.10. Sejam I' um grupo abeliano totalmente ordenado e K um corpo. Consideramos

0 conjunto
K((t") :={a:T — K |T'\ Z(a) € bem ordenado}

em que Z(a) = {y € ' | a(y) = 0}. Munido das operagoes descritas no Apéndice C (Ezem-
plo C.10), K((tV)) € um corpo, chamado corpo das séries de poténcias formais em I'. A
aplicagao
min{I"\ Z(a)} se a#0,
v (a) ==

00 se a=0

€ uma valorizacao, chamada valorizagao t-ddica. O grupo de valores de v, €. Em particular,

quando I' = Z, temos que vy € uma valorizacao no corpo K((t)) das séries de Laurent.

v

Exemplo 1.11. Sejam R e D anéis e um homomorfismo v : R — D. Consideremos V' uma
valorizagdo em D. Entdo, a aplicacio v(a) = vV'(Y(a)) € uma valorizacio em R. Além disso,
se V' é de Krull, entao supp(v) = ker(¢)) (Exemplo C.12).

v

Exemplo 1.12. Seja F um corpo finito. Qualquer valorizacido em F € trivial. Mais geralmente,
seja B uma extensdao algébrica de um corpo finito F. Entao, toda valorizacao em E € trivial
(Exemplo C.14). Dessa forma, corpos dessa natureza nao serdo interessantes para a teoria que

desenvolveremos.

1.2 Anéis de valorizacao

Seja v uma valorizacao de Krull em um anel R e denotemos também por v a valorizacao
induzida em K = Frac(R). O conjunto O, := {a € K| v(a) > 0} é um anel e satisfaz a seguinte

propriedade: para todo a € K*, devemos ter a € O, ou a~! € O,. De fato, suponhamos que
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ac€Keadg0O,. Dessaforma, v(a) < 0. Como v(a™') = —v(a), segue que v(a~') > 0, logo
ateo,.

Definicao 1.13. Um subanel O de um corpo K qualquer é chamado anel de valorizagao de
K se, para todo a € K*, valea € O ou a ! € O.
|

Exemplo 1.14. O anel O, associado a uma valorizacao v, como definido anteriormente, € um

anel de valorizacao.

v

Duas propriedades dos anéis de valorizacao estao enunciadas na proposi¢ao abaixo e estao

provadas no Apéndice C (Proposigao C.4).

Proposicao 1.15. Seja O C K anel de valorizagao. FEntao, Frac(O) = K. Além disso,
O ¢ local.

Para O, definido a partir de uma valorizacao v em um corpo K, vejamos que o conjunto
m, = {a € K| v(a) > 0} é o ideal maximal de O,. De fato, m é ideal pois se a,b € m, entdo
temos

v(a+b) > min{v(a),v(b)} > 0,

v(ab) =v(a)+v(b) >0
e, se c € O,, entao
v(ca) =v(c)+v(a) > 0.

Consideremos agora o quociente O,/m,. Observemos que se a € O, e v(a) = 0, entdo
v(a™) = —v(a) = 0. Ou seja, a™! € O, e, portanto, a ¢ uma unidade. Logo, dado @ € O, /m,,
nao nulo, temos que a &€ m,, isto &, v(a) = 0. Logo, a é inversivel e a~' =a . Isso mostra que

O, /m, & corpo e, portanto, m, é ideal maximal.

Chamamos o quociente Kv := O, /m, de corpo de residuos de v. Denotaremos a classe
de um elemento a € O, mdédulo m, por arv. De modo geral, se O C K é um anel de valorizagao

e m é seu ideal maximal, entdo O/m é chamado corpo de residuos de O.

Exemplo 1.16. Para a valorizacao p-ddica VP temos

pr:{%EK’p{b}:D@),ml,p:{%EK’p]aepJ(b}

e o corpo de residuos é KvP = Frac(D/(p)) = D/(p).
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Exemplo 1.17. Para a valorizacao grau Vs, temos

0. = { 118 € ¥(0) | aento(o)) = dents )} ¢
i) x) | deg(g(x eg(f(x
= { 28 < 500) |aen(o(o) > () }.

O corpo de residuos € isomorfo a F (Exemplo C.9).

v

Exemplo 1.18. Considerando a valorizacio v; no corpo K((t1)), que possui como grupo de
valores T, sejam I'c = {y € I' | v < 0} e'<c = {y € ' | v < 0}. O anel de valoriza¢io

associado a v; € o conjunto
O, ={a € K((1")) | T< € Z(a)}.

Ainda,
m,, = {a € K((t")) | T'< C Z(a)}.

O corpo de residuos de v, é isomorfo a K (Exemplo C.11). Esse exemplo nos mostra que
€ sempre possivel construir uma valorizagcao com grupo de valores e corpo de residuos pré-

determinados.

Para cada valorizacao v em um corpo K associamos um anel de valorizagao O,. Veremos

agora que anéis de valorizacao também definem valorizacoes.

Proposicao 1.19. Seja O C K um anel de valorizacao de K. Entao existe uma valoriza¢ao v

em K tal que O = O,,.

Demonstracao: Seja O o grupo das unidades de O. O quociente I' = K*/O* como grupo

multiplicativo ¢ um grupo abeliano. Reescrevendo com a notacao aditiva, definimos
aO* + bO* := abO*.
Colocaremos uma ordem nesse grupo. Definimos a relacao binaria < em I" por

a®* < bO* < ba"' € O.

Vejamos que tal ordem transforma [' em um grupo abeliano totalmente ordenado.
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e Temos aO* < aO*, pois 1 =aa™! € O.

e Se a0* < bO* e bO* < aO*, entao ba~! € O e ab™! € O. Logo, como estes sao inverso

um do outro, segue que ba~!,ab! € O*. Seja ¢ € aO* qualquer. Entdo, existe ¢, € O

tal que ¢ = ac,. Assim, ¢ = b(ab~'¢,) € bO*. Logo, a0O* C bO* e de modo analogo

concluimos a outra inclusao.

e Sea0* < bO* e bO* < cO*, entaoba™ € Oech™! € O. Logo, ca™ = (cb™')(ba™t) € O.

Ou seja, a0* < cO*.

e Dados a,b € KX, como O ¢é anel de valorizacdo, segue que ou ab™* € O ou ba™! € O. Isso

significa que aO* < bO* ou bO* < aO*.

e Suponhamos aO* < bO* e seja cO* € I'. Logo, ba™' € O. Porém, ba~' = (bc)(ac)™?

pertence ao anel O. Assim, aO* 4+ cO* < bO* 4 cO*.

Definimos a aplicagao v : K — I'y, como v(a) = aO* se a € K* e v(0) = co. Vejamos que

tal aplicacao é uma valorizacao.

e Temos
v(ab) = abO™
= a0 + bO*
=v(a)+ v(b).
e Se v(a) < v(b), entao ba~' € O. Assim, também (a + b)a™! = 1+ ba~! € O. Portanto,

<
v(a+b) > v(a) = min{v(a),v(b)}.

e Por definicao, v(1) = 10* =0 (pois 1 € O%) e v(0) = .

Por fim,

O,={a€K|v(a) >0}
={a e K|aO* > 10"}

={acK|al ' =al =a €O}

=0.
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1.3 Equivaléncia entre valorizacgoes

Para uma valorizagdo v em um anel R, consideremos a valoriza¢io de Krull 2/ em R /supp(v).
Dado a € R, denotamos por @ seu residuo modulo supp(v). As equivaléncias a seguir estao

demonstradas no Apéndice C (Proposigao C.3).

Proposicao 1.20. Sejam v e u wvalorizacoes em um anel R. As afirmacoes a sequir sao

equivalentes.

1. Para todo a,b € R, temos que v(a) > v(b) < p(a) > wu(d).
2. Existe um isomorfismo que preserva a ordem ¢ : VR — puR tal que p = ¢ov.

3. supp(v) = supp(u) e para quaisquer @/b € Frac(R/supp(v)) = Frac(R/supp(u)) temos
que V'(@/b) > 0 se, e somente se, p/'(a/b) > 0.

A partir da proposicao acima podemos definir uma nocao de equivaléncia entre as valoriza-

coes em um anel R.

Definicao 1.21. Duas valorizacoes v e i em um anel R sao ditas equivalentes se satisfazem

uma das afirmacoes da Proposicao 1.20.

No caso em que as valorizacoes v e p sao Krull, a equivaléncia entre as valorizacoes pode

ser verificada através de seus anéis de valorizagdo, como veremos no corolario a seguir.

Corolario 1.22. Duas valorizagcoes de Krull v e p em um dominio R sao equivalentes se, e
somente se, estas definem o mesmo anel de valoriza¢ao em Frac(R). Em um corpo K, temos

uma bijecao entre os conjuntos

classes de equivaléncia de anéis de valorizacao
. ~ —
valorizacoes em K em K

Demonstracgao: Pelo Ttem 3 da Proposigao 1.20, v e u sao equivalentes se, e so-
mente se, supp(v) = supp(p), Frac(R/supp(v)) = Frac(R/supp(u)) e, para qualquer
a/b € Frac(R/supp(v)), temos que v(a/b) > 0 se, e somente se, u(a/b) > 0. Mas,
supp(v) = supp(p) = {0} (v e p sdo valorizagbes de Krull) e, por isso, Frac(R/supp(v)) =
Frac(R/supp(p)) = Frac(R). Portanto, v e u sdo equivalentes se, e somente se, para qualquer
a/b € Frac(R), temos que v(a/b) > 0 se, e somente se, u(a/b) > 0. Essa altima condicao é

equivalente a dizermos que O, = O,,.
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1.3.1 Valorizagoes em Q e valorizagoes em K(z) triviais em K

Com esta nocao de equivaléncia entre valorizacdoes mostraremos que as valorizagoes nao
triviais no corpo dos nimeros racionais Q sdo apenas as valorizacoes p-addicas e que segue um

resultado similar para K(z).

Teorema 1.23.

1. Toda valorizacdo nao trivial em Q € equivalente a uma valorizagao p-ddica para algum

numero primo p.

2. Toda valorizacao nao trivial em K(z) que € trivial em K € equivalente ou a valorizagao

Vso 0U a uma valoriza¢ao p(x)-ddica para algum polinomio irredutivel p(x) € K[z].
Demonstracgao:

1. Seja v uma valorizacao nao trivial em Q. Como 1 € O, concluimos que Z C O,. Ao
menos um primo p deve pertencer a m,. De fato, se isso ndo ocorresse, entao teriamos
pelo Axioma (V1) que v(a) = 0 para todo a € Z, pois todo inteiro se escreve como
produto de primos. Isso nos levaria a concluir que v é trivial em Q, o que nao é o caso.
Afirmamos que existe apenas um primo em m,. De fato, seja ¢ um primo diferente de p

tal que ¢ € m,. Sabemos que existem a,b € Z tais que

ap+bg =1.

No entanto, isso implicaria que 1 € m,,, o que é uma contradicao. Portanto todo primo ¢
distinto de p é uma unidade em O,, ou seja, v(q) = 0.

Afirmamos que se a,b € Z sao primos entre si, entdo § € O, se, e somente se, p { b.

De fato, se § € O, entao

a
% (5) =v(ab™') =v(a) — v(b) > 0.
Ou seja, v(a) > v(b). Ao olharmos a e b através de suas fatoracoes em primos, vemos
que se p | b, entao seguiria que v(b) > 0 e v(a) = 0. Para atingir esta tltima conclusao,
usamos o Axioma (V'1), a suposi¢do de a e b serem coprimos e o fato de v(q) = 0 para
todo primo ¢ diferente de p. Porém, isso implicaria que 0 > v(b) > 0, o que é uma

contradi¢ao. Logo, p1b.

Reciprocamente, se p 1 b, entdo v(b) = 0. Logo, como a € Z C O,, temos
v (%) =v(a) —v(b) =v(a) > 0.
Portanto, O, = Zy,. Como vimos no Exemplo 1.16, o anel de valorizagao de v? é Z.

Portanto, v é equivalente a valorizacao p-adica v?.
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2. Seja v uma valorizagdo nao trivial em K(z) e tal que K C O). Se = € O,, entao
K[z] € O,. Repetimos dessa forma o argumento do Item 1, substituindo Z por K[z],
e concluiremos que v é equivalente a uma valorizacao p(x)-adica para algum polinémio
irredutivel p(z).

1

Suponhamos que =z ¢ ©O,. Dessa forma, ' € m,. Com isso, v(z) < 0 e

v(z?) <v(z') se 0 <i < j. Como v(a) =0 para a € K*, se a, # 0, entdo

v(aa™ + ...+ ay +ag) = Ogljgl {v(a;x")} = v(a,2™) = nv(x).

Portanto, v(K(z)) é igual a v(z)Z. Definimos a aplicacdo p : v(z)Z — Z por
p(nv(z)) := —n. Temos que p é um isomorfismo. Além disso, este preserva a ordem.
De fato, se nv(z) < mv(x), entdo n > m, uma vez que v(x) < 0. Assim, temos

p(nv(x)) = —n < —m = p(mv(x)). Agora,

v(f/g) =v(f) —v(g) = deg(f)v(z) — deg(g)v(z).

Isso implica que
p(v(f/g)) = deg(g) — deg(f) = veo(f/9)-

Fazendo a composicao p~! o v, obtemos v. Portanto, v ¢ equivalente a valorizacao vs.

Pretendemos classificar e descrever também as valorizagbes em K(x) que nao sdo triviais em
K. Isso vird como consequéncia dos resultados principais deste trabalho. A seguir, na dltima
secao deste capitulo, introduziremos uma familia de valorizagoes que, no futuro, serd essencial

para atingirmos tal classificacao.

1.4 Estendendo uma valorizagao de K para K[z]| via valori-

zagoes monomiais

Veremos como construir uma valorizagdo em K[z] a partir de uma valorizacao no corpo
K. Seja v uma valorizagdo em K, com grupo de valores VK. Seja I" um grupo totalmente
ordenado que contém vK e tomemos v € I". Seja f = ag + a1x + ... + a,x”. Definimos a

seguinte aplicacao:

min {v(a;) + iy} se f #0,
NW(f) = Mw(ao +axr+...+ anx”) -— { 0<i<n
00 se f=0.

Nosso objetivo nesta se¢ao sera provar que f., ¢ uma valorizacao em K[z]. Uma valorizacao
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com essa forma é chamada valorizagao monomial. Utilizaremos dois resultados para provar
o desejado (Lema 1.27 e Proposicao 1.28). A prova destes esta em termos mais gerais e teremos

[t~ como caso particular.

Para um dado d € N, definimos
Klzla :={f € Klz] | deg(f) < d}.

Como convencionamos deg(0) = —oo, temos 0 € K[z]|, para qualquer d € N.

Proposicao 1.24. Seja q € K[z| um polinomio de grau d > 0. Para cada polinémio [ € K[z],
f # 0, podemos escrever
f=Jfo+ fia+.. .+ Lrd,

em que f; € Klz]g para cada i, 0 < i < r, sendo r o maior inteiro positivo tal que f. # 0.

O nidmero r e os coeficientes f; sdo unicos.

Demonstracao: Para a existéncia, procederemos utilizando o Principio de Inducao Forte
sobre o grau de f. Para a base de inducgao, suponhamos deg(f) < d. Temos f = 0q + f.
Logo, tomamos fo = f € K[z|s. Suponhamos que, para um dado n, se deg(f) < n, entao o
resultado é valido. Seja f um polinémio de grau n. Podemos supor n > d, devido ao que vimos

na base de inducdo. Pelo Algoritmo da Divisio, temos f = f,q + fo com fy € K[z]s. Como
deg(fy) < d = deg(q) < deg(fiq) e f, # 0, segue que

deg(f) = deg(f1q + fo) = deg(f,q) = deg(f,) + deg(q).

Ou seja, deg(f,) = deg(f) — d < n. Pela hipétese de inducdo, existe ' € N tal que

=Y hd
1=0

com f; € K[x]; para cada i, 0 < i < 1. Escrevendo r =71’ +1e f, = fi,1, para 0 < i <7/,

temos

fo (z féqi> 0t o (z fz-'qi“) . (z w) |
i=0 =0

1=0

Para vermos a unicidade, suponhamos que
r r!
_ i J
F=Y_fd =) gd.
i=0 5=0

em que f;, g; € K[z]s para todo i e todo j, 0 <i<re0<j<r' ré&o maior inteiro positivo

tal que f. # 0 e r’ é o maior inteiro positivo tal que g # 0. Sem perda de generalidade,
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podemos supor que r < r’. Suponhamos, buscando uma contradi¢ao, r < r’. Definimos f; =0

para todo j satisfazendo r < j < r’, Assim, indexamos as duas expansoes de f em j. Temos
0=f—Ff=> (fi—9)
5=0

Como ¢ # 0 para todo j, 0 < j < 7/, e x é transcendente sobre K, segue que a igualdade
acima é possivel somente se f; = g; para todo j. Assim, isso implica g,» = f,» = 0, o que é uma

contradicao. Logo, segue a unicidade de r e dos coeficientes da expansao.

|
Tiramos da proposicao acima a seguinte definicao.
Definicao 1.25. A expressao para f dada por
f=lo+ he+...+ fq,
em que deg(f;) < deg(q) para cada i, 1 <i <r, serd chamada de q-expansao de f. [ |

Seja i : K[z]; — T's uma aplicagdo em que I'" é um grupo totalmente ordenado, e seja
q € K[z] um polinémio de grau d. Tomemos um grupo I, também totalmente ordenado, que

contém I' e v € I'V. Podemos definir uma aplicacao p’ : K[z] — I a partir da g-expansao de

polinémios:
p(f) = min {u(f;) +iv} (1.1)
em que fo, f1,...,fr sao os coeficientes da g¢-expansao de f. Convencionamos que a

g-expansao de 0 é f = fy = 0. Veremos agora algumas relac¢oes entre p e 1.

Definicao 1.26. Seja S um subconjunto de um anel R e I' um grupo abeliano totalmente

ordenado. Seja n: S — ' uma aplicacao.
e Dizemos que n satisfaz (V1') em S se para todo f,g € S, temos

n(fg) =n(f) +nlg)

quando fg € S.

e Dizemos que n satisfaz (V2') em S se para todo f,g € S, temos

n(f + ¢) > min{n(f),n(g)}

quando f+g € S.
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Lema 1.27. Se u satisfaz (V2') em K|x]4, entao y' satisfaz (V2) em K|z].

Demonstracao: Sejam f,g € K[z]. Escrevemos a g-expansao de ambos os polinémios, que

podemos tomar com mesmo indice e mesmo limite superior da soma, completando com 0 onde

F=Y fdeg=> gd,
1=0 1=0

com f;, g; € Klz]q para todo ¢, 0 < ¢ < r. Da unicidade da g-expansdo, vemos que a g-expansao
de f+gé

necessario:

T

f+g=>Y (fi+9)d

1=0

Dessa forma,

w'(f 4 g) = min {u(fi + ;) +iv}

0<e<r

> min {min{p(f;), #(g:)} +iv}

T 0<Zi<r
i { i (1) + ). guin Gl + 7} }

= min{y'(f), 1 (9)}-

Assim, vemos que se p satisfaz (V2'), entdo p satisfaz (V2) em Klz].

A proposigao a seguir é um dos resultados principais de Novacoski (2021).

Proposicao 1.28. Seja S um subconjunto de K[z| fechado para multiplicacio com K|x]; C S,
para algum d inteiro. Sejam p,y e p' como na Equagao 1.1. Seja ¢ um polindémio de grau d.

Suponhamos que p1: S — D', satisfaca (V2') em S e que, para todo f,g € K|[x]y, tenhamos

1. u(fg) = u(f) + (@),

2. se fg=aq+c com c € K[z)y (e, por consequéncia, a € K|x]y), entdo

p(e) = u(fg) < pla) + 1.
Entao p' satisfaz os Aziomas (V1) e (V2) em K[z].

Demonstracao: Como p satisfaz (V2') em S O Klz]4, segue que p satisfaz (V2') em K[z],.
Pelo Lema 1.27, p/ satisfaz (V2) em K[z].
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Sejam f, g € K[z| e tomemos suas g-expansoes

F=) fideg=>_ gd.
=0 =0

Para todo i e todo j, 0 <i<re( <7 <s, temos

p(fi) > W (f) —iv e pl(gy) > p'(g) — jv.

Para cada 7 e cada j, 0 <7 <re 0 < j < s, seja fig; = a;;q + ¢;; a g-expansao de fig;. Se

r =0 = s, entao, pelas hipoteses,

' (fg) = min{g(coo), paoo + )} = pcoo) = 1(fogo)
= u(fo) + ulgo) = p'(f) + 1/ (9).

Assim, neste caso, ' satisfaz (V'1). Suponhamos entao que » > 0 ou s > 0. Uma vez que p/

satisfaz (V'2), temos
W(fg) > Hi{ij.n{/t’(figjqi+j )} = I%i].n{ﬂ/(fiqi) + 1/ (g;0")} = 1 () + 1/ (9).

Portanto, basta mostrarmos que p/(fg) < p/'(f) + ¢/(g). Para todo i e todo j, 0 < i < re

0 < j < s, utilizando as hipoteses, temos que
W (fid) + 1 (95¢7) = n(figy) + (i + j)v = pleiy) + (i + 5)y = 1 (ciqa™).

Sejam 25 € jo, 0 < 49 < re 0 < jo < s, 0os menores inteiros nao negativos tais que

W (f) = plfi) +ioy e ' (g) = p(g;,) + joy- Seja ko := i+ jo. Para todo i < ko, se i < i, entao
W (f) < plfi) +iv e ' (g) < pu(gro—i) + (ko — i)y

Por outro lado, se ¢ > ig, entao kg — ¢ < j, logo temos
1(f) < p(fi) +iv e t'(g) < plgro-i) + (ko —0)7.

Dessa forma, para todo i # 1o,

1(Cigjo) = 1 fin) + 1(g5o) = 1'(f) — g0y + 1/ (9) — Joy
= W (f)+1(9) = koy
< pu(fi) + iy + p(grg—i) + (ko — i)y — koy
= p(figko—i) = 1(Citko—i))
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Por outro lado, para qualquer ¢ < ky — 1 temos

N(Cz(ko i—1) ) Y
/L(f Gko—i— 1) Y
(fi) + 1(gro—i-1) =

,U(ai(kofifl)) >

/

v

7
W) +u(g) — (ko — 1)y =
1(f)+1'(g) — ko
W
W

(Cigjo) + Koy — koy

(Ciojo ) :

Seja agora fg = ag + a1q + ... + a;q' a g-expansao de fg. Como

r+s u r+s u
Jfg= Z (Z ftgu—t) q" = Z (Z Ap(u—t)q + Ct(u—t)) q"

u=0 \t=0 u=0 \t=0

r4s u r+s u
= Z (Z at(u_t)) qu+1 + Z (Z Ct(u—t)) qu’
u=0 \t=0 u=0 \t=0

pela unicidade da g-expansao temos

para todo u, 0 < u <[ =r+s. Em particular,

ko—1

E atkot"'E Ct(ko—t)-

Vimos acima que ji(cipj,) < p(@ikg—i—1)) Para i < ko — 1 e p(cipjo) < p(Ciro—i)) para i # io.

Portanto, pela Propriedade (V2') de u, segue que

ilary) = 1(Cingo) = 1 fi) + 1(g50) = ' (f) + 1'(9) — koy.
Logo,
1 (fg) < plawy) + koy = p'(f) + 1'(9)

e concluimos que

w(fg) = w'(f) +u'(g)
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Provemos entao o resultado principal desta secao.

Teorema 1.29. A aplicagdo p., € uma valorizagio em K[z].

Demonstracao: Tomemos, na Proposigao 1.28, p = p' = p,. Verifiquemos as trés proprie-

dades que uma valorizacao deve satisfazer:

e (V1) Como deg(z) = 1eKlz]; =K, segue que p1 = f1, satisfaz o Item 1 da Proposigéo 1.28,
pois Klz]; = K é fechado para a multiplicacdo e u,|x = v, que é uma valorizagao.
Também, para f,g € K, se fg = ax + ¢, entdao a = 0 e ¢ = fg pois x é transcendente

sobre K. Portanto,
ty(fg) = p1y(c) < 00 = py(0) = py(a) + .

Isto &, u = p., satisfaz o Item 2 da Proposicdo 1.28. Logo, i’ = pu., satisfaz (V1) em Klz].

e (V2) Do Lema 1.27, como p = i satisfaz (V2') em Klz]; = K (pois p,|x = v é valoriza-
¢ao), temos que p' = 1, satisfaz (V2) em Klz].

e (V3) Direto da definicao, y,(0) = v(0) + 0y = oo e u(1) = v(1) + 0y = 0.

Portanto, 1, é uma valorizacao em Kz].
|

Como podemos ver no Apéndice F, em K[z] vale que todo polinémio f(x) possui, para um

dado a € K, uma representacao da forma

flx) = ak(:p—a)k,

k=0

em que a; € K para todo k, 0 < k < r. Esta representacao é a Expressao de Taylor de f(z)
em torno de a. Se v é uma valorizacao em K e v é um elemento nas mesmas condig¢oes que

anteriormente, entao a partir dessa expressao de f(z) definimos

Hary (Z ag(x — a)k> = min {v(ax) + kv}.

0<k<r

Notamos que na prova do Teorema 1.29 apenas utilizamos de ¢ = z o fato de deg(z) =1
e que = é transcendente sobre K. Assim, repetindo a prova desse teorema com ¢ = x — a
et = p = [lg~, temos que fi,. é uma valorizacdo em K[z|. Valorizag¢bes com esse formato

também sao classificadas como monomiais.
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Como v ¢ valorizagao de Krull em K, temos que fi,, também é valorizacao de Krull.
De fato,

oy (Z a(r — a)k> = min {v(ax) + kv} = 00 <= v(ag) + ky = ¢

0<k<r
k=0

para todo k, 0 < k < r. Isso ocorre se, e somente se, v(a;) = oo para todo k. Tal fato é
equivalente a dizermos que a; = 0 para todo k, isto &, p,, ¢ de Krull. Dessa forma, fica bem

definida a valorizagao p,, em K(z) = Frac(K[z]) dada por

() = () = o)

Por fim, veremos no exemplo abaixo como utilizar as valorizacoes monomiais e a
Proposigao 1.28 para construir outras valorizacoes em K|x]. A valorizagdo do exemplo a seguir

serd utilizada em exemplos nos proximos capitulos.

2 2

Exemplo 1.30. Consideremos em Q a valorizagao 2-ddica v° e seja p = vy, a valorizagao
2

monomial em Q[z]| definida em um polinomio g(x) = a,x" + ...+ a1x + ag por

) = goin {700 + 5 }.

0<i<r 2

Seja Q = x* — 2. Considerando f(x) = fo + f1Q + ... + f-Q" a Q-expansdio de f, isto é,
com f; =0 ou deg(f;) < deg(Q) = 2 (Proposi¢cao 1.24), definimos

0<i<r 2

w7y i= i {utr) + i3}
Vejamos que (' € uma valorizagiao em Q[z]. De fato, usaremos a Proposi¢ao 1.28 para
v=3 ¢S =Qz]. Nela vemos que se p em Q[x] € tal que
o 1 satisfaz (V2),
e para hy, hy € Q[z]2, vale que p(hihe) = p(hy) + p(he) e
o para hy, hy,c € Q[x]a, se hihy = aQ + ¢, entdo u(c) = p(hihe) < p(a) + 7,

entdo seque que (' satisfaz (V1) e (V2). Lembremos que

Qlz]: = {f € Qz] | deg(f) < 2}.

Temos que p satisfaz os dois primeiros itens acima, pois p € valorizagdo. Suponhamos que

hi, ha,c € Q[z]y sejam tais que hihy = a@Q + ¢ para algum a € Q[z]. De imediato vemos que
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a € Q[z]y. Escrevendo hy = ayx + by e hy = asx + by, vemos que
ayas0? + (arby + brag)x + biby = ax?® — 2a + c.

Ou seja, ajas = a € Q. Se a; = 0 ou ay = 0, entdo seque o resultado. De fato, nesse caso
teremos simplesmente hihy = ¢ e, portanto, p(hihe) = p(c) < p(a) + v pois p(a) = p(ajaz) =
1(0) = oo. Suponhamos que ambos ay e as sao diferentes de zero. Sejam g; = x + Z—Z =z +d;,
com1=1,2. Temos

hlhg = a10291G2 = GQ +c= &1&2@ + c.

Logo, 192 = Q + % = Q + . E suficiente mostrarmos que (g1g2) = pu(c’) < v pois, com

p(haha) = plaraz) + plg192) = plaraz) + p(c') = plaraz) + p(c) — plaraz) = p(c)

e pi(hihe) = plaraz) + p(grge) < p(araz) +v. Sabemos que p(x + d;) = min{v?(d;), %} < %
Logo,

+o=1<-=7.

1
2 2
Resta vermos que u(g192) = (). Separamos em dois casos. Suponhamos p(d;) = v*(d;) < 1

1(g192) = p(x + di) + p(x 4 dy) <

N —

para algum j. Como v?(d;) € Z, seque que p(d;) < 0. Dessa forma,

-+ dy) = min {120, 5 } = () <
Portanto,
11
#or92) = ple +d) + ple +d) < 5+ 5 =1=p(@Q).

Assim,

(192 — ) = (@) = 1> p(g192) > min{p(g192), u(c)},

o que implica pu(g192) = p(c’). Suponhamos agora que u(d;) > 1 para ambos i = 1,2. Dessa

forma,
pla+d) = 3, ) = p(d) + () > 2.
pu(drdy + 2) = minfy(didy), n(2)} = 1
pl(ds + do)) > min{u(dra), plds)} > 5.
Como

gi192 = (ZB + dl)(l' + dz) = 1’2 + (dl + dg)l[) + d1d2 = 372 -2 —+ C,,
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vemos que ¢ = (dy + da)x + dydy + 2. Logo,

+ — = p(z+dy) + plx + do) = p(g192).

N | =
N —

p(c’) = min{p(dids + 2)), p((di + do)z)} = 1 =

Segue entao da Proposi¢ao 1.28 que 1 satisfaz (V1) e (V2) em K[z]. Como p/(1) =0 e

1(0) = oo, pois u € valorizacio, seque que ' € valorizagao.
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Capitulo 2
Polinbmios-chaves e truncamentos

Neste capitulo apresentaremos um tipo especial de polindbmio que nos ajudara a construir
novas valorizagoes no anel de polinomios K[z], a partir de uma valorizagdo dada em K]z|. Tais
polinémios serao chamados polindémios-chaves. Estes serao fundamentais para caracterizar uma

classe de valorizacoes que apresentaremos no futuro, a saber as valorizagoes transcendentes.

Na primeira secao, apresentaremos a definicao de polinomio-chave e suas primeiras proprie-
dades. Em seguida, na segunda se¢ao, trataremos das valorizagoes definidas por truncamentos
em polinomios-chaves. Por fim, na terceira secao provaremos mais propriedades desses polino-

mios que serao uteis no capitulo seguinte.

As principais referéncias para a composicao deste capitulo foram os trabalhos de
Novacoski e Spivakovsky (2018) e de Novacoski (2019).

2.1 Definindo ¢(f), 6(f) e polindbmios-chaves

Seja p uma valorizagdo em K]z|. Para simplificar as notagdes que introduziremos a seguir,
vamos denotar o grupo de valores de p por I'. Consideremos I'g = I' ® Q, que ¢ o chamado
fecho divisivel do grupo I'. No Apéndice B, descrevemos a forma de um elemento de I'g, que
pode ser visto como uma fracdo = em que v € I' e m € N. Através do mergulho de I' em I'g
que leva v em 7, vamos identificar 7 = . Uma vez que I' é ordenado, também induzimos uma
ordem total em I'gp que, na notagao de fragao, funciona como a ordem usual de Q.

Estenderemos I'g para a estrutura I'g U {—o00, 00}, em que —oo e oo sao simbolos satisfa-

zendo, para todo p € I'g:
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& 00O+ p=p+00=00¢€00+ 00 = 00
e 00+ p=p+(—00)=—00 € —00+ (—0) = —o0;
e c0>p,—00<p e—00< 0.
Sejam f(x) = ap+ @z + ...+ a2™ € K[z] e k € Ng. A derivada de Hasse de ordem k
de f é o polindémio 0y f definido como
1

(O f)(x) = i; (k> ar ™" e K[z,

se k < n, ecomo 0, se k >n. No Apéndice F, vemos que o polinémio Oy f é o polin6mio
unicamente determinado tal que, para todo a € K, i f(a) é o coeficiente do monoémio de grau
k na expansao de Taylor de f em torno de a. No referido apéndice também provamos algumas

propriedades da derivada de Hasse que serao utilizadas neste capitulo.

A defini¢ao de €(f) que veremos a seguir tem origem nos trabalhos de Decaup, Mahboub e
Spivakovsky (2018) e de Novacoski e Spivakovsky (2018).

Definicao 2.1. Sejam p uma valorizacio em Klz| e f € Klz] um polindmio nao nulo.
o Sedeg(f) =0, entdo e(f) := —o0.
e Se f & supp(u) e deg(f) > 0, entdo

{u(f) — 1Ok f)
k

W)= 2%

‘u(akf) € F} € Ig.

e Se f €supp(u), entdo e(f) := oo.

Veremos a seguir uma interpretacdo geométrica para e(f). No Apéndice G, tal interpretacao

serd formalizada e refinada.

2 2
1
2
monomial em Q[z] definida como na Se¢dao 1.4: se g(x) = a,a" + ...+ a1z + ag, entio

Exemplo 2.2. Consideremos em Q a wvalorizacio 2-ddica v- e seja p = vi a valoriza¢dao

0<e<r

Iu(g) = min {Vz(ai) + %} .
Seja f(x) = x* — 222 + 22 + 4. Inicialmente, calculemos e(f). Temos

. 1 2 4 . 3 3
u(f)-m1n{2,1+§,1+§,0+§}—m1n{2,§}—§.
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As derivadas de Hasse de f sao

O f(x) = 42® — 4w + 2, 0o f (1) = 62° — 2, Osf(x) = 4a e Ouf (x) = 1.
Calculando (1(8;f), para 1 < j <4, obtemos (01 f) =1, p(0af) = 1, pu(85f) = 2 e u(dsf) = 0.
Assim,

e A w S L R 3

Consideremos o conjunto de pontos

X = {(O’%)7 (1’1)’ (271)7 (373)7 (470)}

em Q x I'g. Este € o conjunto dos pares (j, u(0;f)) com 0 < j < 4. Construimos entio a
envoltoria convera de X, ilustrada na Figura 2.1, que nos fornece o poligono de Newton do
conjunto X. As definicoes formais desses objetos serao apresentadas no Apéndice G. Olhando
para as retas suportes dos lados do poligono de Newton, y = —%:U + % ey = —%CE + %, vemos

que a reta de menor inclinagdo possui inclinacao igual a —e(f).

FQ A~

1,1) (2,1)

> Q

y:—%x—&-%

Figura 2.1: Conjunto X e sua envoltoria convexa.
v

Os polinémios-chaves, que apresentaremos a seguir, mostraram-se objetos importantes em
alguns programas que pretendem provar dois problemas significativos em Geometria Algébrica.
Sao esses o problema da uniformizacao local e da resolugao de singularidades em caracteristica
positiva (NOVACOSKI; SPIVAKOVSKI, 2016). Em 1936, Mac Lane comegou o estudo dos
polinémios-chaves para entender todas as possiveis extensoes de uma valorizac¢ao de K para K[z]
(MAC LANE, 1936). Muitos anos depois, Vaquié introduziu uma generalizagdo dos polinémios-
chaves de Mac Lane (VAQUIE, 2007). Em seguida, Novacoski e Spivakovsky (2018) e Decaup,
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Mahboub e Spivakovsky (2018) introduzem um novo conceito de polinémio-chave. Utilizaremos

neste trabalho esta tltima noc¢ao, que esta definida abaixo.

Definigao 2.3. Um polinémio monico @) € K[x] é um polinémio-chave de nivel ¢(Q) se, para
todo f € Klz], valer
deg(f) < deg(Q) = €(f) < €(Q).

Exemplo 2.4. Todo polindémio linear x — a é um polindémio-chave de nivel e(x —a) = p(x —a).
De fato, suponhamos que f € Klz] seja tal que deg(f) < deg(z — a), ou seja, deg(f) = 0.
Assim,

€(f) = —oo < e(x —a) = plr —a).

v

Exemplo 2.5. Um polinémio nao nulo g € Klz] que é um gerador de supp(u) também é
trivialmente um polinémio-chave. De fato, deg(f) < deg(g) implica que f & supp(p). Assim,

€(f) € I'g ou e(f) = —o0, ambos estritamente menores do que €(g) = oo.

v

Exemplo 2.6. Seja, Q(z) = 22 —2 e i’ a valorizagao em Kz] definida como no Exemplo 1.50:
considerando f(x) = fo+ f1Q + ...+ f-Q" em sua Q-expansdo, definimos

(1) i= iy Lt + 3},

0<i<r 2

em que p € a valorizacao monomial que utilizamos no Eremplo 2.2. Mostremos que ) €
polinomio-chave para 1. Iniciemos calculando €(Q). Temos p/(Q) = 2 e p/(z) = 1. Calculando
as derivadas de Hasse de @), obtemos 0:QQ = 2x e 0,QQ = 1. Logo,

p(Q) —p(01Q) w(Q)— 1 (:Q) }

((Q) = max {

Seja agora [ tal que deg(f) < deg(Q) = 2, ou seja, f(z) = ax +b. Se a = 0, entdo
€(f) = €(b) = —o0 por defini¢io e, com isso, €(f) < €(Q). Suponhamos a # 0. Entdo,

' (az +b) = p/(a)

e(f) =elar +0b) = .

=z +o),
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em que c = 2. Como 1/'(c) = 12(c) € Z, seque que p/(x) = 5 # 1/(c). Assim,

() = sGo o) =min{ 5.0 |

Temos dois casos. Se p/(c) > L, entao

1

Se i/ (c) < 3, entao

()= () < 5 < 5 =€lQ)

Concluimos dessa forma que Q = x* — 2 € um polinémio-chave para 1.

v

Observagao 2.7. Se para um dado € € 1" existe um polinomio f € Klz] tal que €(f) > e,
entao existe um polinomio-chave Q) tal que €(Q) > €. De fato, basta tomar Q um polindmio
monico de menor grau dentre os polindmios f com e(f) > €. Assim, para qualquer g € K|x] se
€(g) > €(Q), entao €(g) > € logo, pela minimalidade do grau de @, deg(g) > deg(Q).

v

Observagao 2.8. Se () é um polindmio-chave de nivel € := €(Q) € I'g, entdo para todo f € K|z
com deg(f) < deg(Q) e para todo k € Ny temos

w(@f) > () — ke
De fato, da definicao de e(f), para os naturais k tais que p(Okf) # oo temos

u(f) = 1Ok f)
k

<e(f) <e

o que implica p(Oxf) > p(f) — ke. Para os naturais k tais que u(Opf) = oo e para k = 0,

o resultado € imediato.

v

A defini¢ao de €(f) ndo é natural em um primeiro momento. No entanto, como veremos
na proxima secao, ela nos permite provar certos resultados iniciais sobre polindmios-chaves de
maneira explicita. Mesmo assim, vamos atras de uma forma mais simples de ver o valor €(f)

definido anteriormente.

Seja K um fecho algébrico de K fixado. Suponhamos que exista uma valorizacio i que

estenda p para K[x] Conforme podemos ver na Proposi¢ao D.11 no Apéndice D, o grupo de

valores de 1, que denotaremos fi(K[z]), ¢ isomorfo a I'g.
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Definicao 2.9. Seja f € K[z| um polinémio nao nulo.

e Sedeg(f) >0, entdo

§(f) := max{fi(r —a) | a €K e f(a) = 0}.

o Sedeg(f) =0, entdo §(f) := —o0.

Uma raiz a € K de f tal que §(f) = Ji(x — a) é chamada raiz otimizadora de f.

Observagao 2.10. Suponhamos deg(f) > 0. Se f € supp(u), entdo 6(f) = 0o, pois ao menos

uma raiz a de f € tal que i(x —a) = oo. Por outro lado, se f & supp(p), entao 0(f) € p(Kz]).

v

Quando deg(f) = 0 temos que §(f) = —oo = €(f). A partir da Observagao 2.10, vemos
que §(f) = oo = €(f) quando f € supp(u). No Apéndice G, que trata sobre Poligonos de
Newton, apresentaremos uma demonstracao de que 6(f) = €(f) também quando deg(f) > 0
e [ & supp(p), considerando d(f) em I'gp. Assumiremos essa igualdade neste e nos proximos

capitulos. Vejamos abaixo um exemplo que ilustra essa igualdade.

Exemplo 2.11. Consideremos o corpo das séries de Laurent K((t2)) = K((t)) do Ezemplo 1.10,
com K algebricamente fechado e de caracteristica zero. Um fecho algébrico para tal corpo é o
corpo das séries de Puiseur |, o K((t7)) C K((tQ)) (ROND, 2017, p. 2). Consideremos as
valorizagoes t-ddicas vy em K((t%)) e p; em K((t?)), cujos grupos de valores sio 7 e Q, respec-

tivamente. No anel de polinomios K((t%))[z], tomemos, para v = 3,

—~ . 1
Uy (ZO a;T ) = Orélilgnn {yt(ai) + 15} )

De maneira andloga, para v = 3, tomamos a valorizagio monomial p1, em K((t2))[z]. Temos

a valorizacao monomial

que (1, € uma extensio de v, para K((t9))[z], pois u; € uma extensio de vy para K((t9)).

Seja f(x) =22 —t = (x —t2)(z +t2) € K((t%)). Temos

py(f) = v4(f) = min {%(t) + 0%, v(0) + 1%, v(1) + 2%}

=min{l,00,1} = 1.
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Vamos calcular €(f). Como O, f(x) =2z, dof (x) =1 e v,(22) = 1,1, (1) = 0, segue que

o(f) = max{

1
1-21-0

= Imax —_—
12

vy(f) — V’y(alf) vy (f) — V’y(aZf)}
’ 2

1
5

Vamos agora calcular 6(f). Como

1 : 1 1 1 1
/L’Y(x - ti) = min {,ut(_t2)nut<1) + 5} = 5 = N'Y(x +t2)7

seque que
1 1 1
5(f) = masc{p, (a4 15). (@ — th)} = 1

Portanto, e(f) = d(f).

De imediato, tiramos da igualdade entre €(f) e 6(f) que este tltimo nao depende da extensdo
[t que tomamos para K[:E], pois €(f) depende apenas de u. Essa igualdade sera muito importante
neste e nos proximos capitulos. Um exemplo de seu uso estd na demonstracao da seguinte

propriedade dos polinémios-chaves, que sera apresentada ap6s um lema.

Lema 2.12. Para f,g € K[z], temos 6(fg) = max{d(f),d(g)}. Como consequéncia, temos
€(fg) = max{e(f), e(g)}-

Demonstracao: Se deg(f) = 0 ou deg(g) = 0, digamos deg(f) = 0, entdo d(fg) = d(g) =
max{d(f),d(g)}, pois 6(f) = —oo.

Suponhamos deg(f),deg(g) > 0. Se fg € supp(u), entdo f € supp(p) ou g € supp(u).
Logo, 6(fg) = oo = max{d(f),d(g)}.

Por fim, suponhamos fg ¢ supp(u). Seja a € K uma raiz otimizadora de fg. Entdo
f(a)g(a) = 0. Logo, f(a) = 0 ou g(a) = 0. Digamos que f(a) = 0. Como temos que
d(fg) = u(x — a) é o maior dentre todos os p(z — a’) tais que @’ é raiz de fg, em particular
segue que 6(f) = p(z —a) =46(fg) e 6(f) > d(g), donde segue o resultado.



28 2. Polind6mios-chaves e truncamentos

Proposicao 2.13. Todo polinémio-chave ) nao constante € irredutivel.

Demonstracao:  Suponhamos ) redutivel, ou seja, podemos escrever () = fg, em que
0 < deg(f),deg(g) < deg(®). Pelo Lema 2.12, ¢(Q) = max{e(f),e(g)}. Digamos
e(Q) = e(f) > €(g). No entanto, isso significa que temos deg(g) < deg(Q) e €(g) = €(Q),

contradizendo a definicao de polinomio-chave. Portanto () deve ser irredutivel.
|

Na proxima segdo, veremos como construir valorizagoes em K|x] a partir de um polindémio-

chave.

2.2 Polindomios-chaves e truncamentos

Sejam f,q € K[z] polinémios com ¢ monico ndo constante. Consideremos a g-expansao de

f como na definicao 1.25, isto é, a expressao

em que para cada i, 0 < i < r, temos deg(f;) < deg(q). Chamemos cada f; de coeficiente da

g-expansao de f.

Definicdo 2.14. Seja p uma valorizagio em Klz].  Para um polinomio q € Kz,

o g-truncamento de i € definido como

pq(f) = min {u(fiq")}

0<i<r

em que f;, 0 <1 <7, sao os coeficientes da q-expansao de f.

Exemplo 2.15. Usando o Azioma (V2), vemos que p,(f) < p(f) para todo f € K[z].

v

Exemplo 2.16. Quando ¢ = x, vemos que o g-truncamento de p € a valorizagao monomial v.,,
conforme definida na Se¢ao 1.4 com v = p(x). Mais geralmente, para ¢ = x — a, a q-expansao

de um polinomio f é a sua expressao de Taylor em torno de a:
@)= 0:f(a)(x —a)".
i=0

Denotando pu(0;f(a)) = B; e u(x —a) =, temos
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Ho(f) = min {p(9:f(a)(x — a)')} = min {5, +ir}.

0<e<lr

Isto €, neste caso, podemos ver i, como uma valorizagao monomial.

Exemplo 2.17. Seja p/ a valorizacdo do Exemplo 2.6, definida como

(1) = auin () +15 ),

0<i<r

em que f = fo+ 1@+ ...+ [-Q" € a Q-expansao de [ e pu € a valorizacao monomial definida

a partir de a =0, v = % e v2. Vemos que ,u/Q =y

v

Como vimos anteriormente, para ¢ = x — a, com a € K, o ¢-truncamento de p é uma
valorizagao. No entanto, o exemplo a seguir nos mostra que, se tomarmos um poliné6mio ¢

qualquer, entao o truncamento p, pode nao ser uma valorizagao.

Exemplo 2.18. Consideremos uma valorizacao p em Kz] tal que p(z) = pla) =1 € Z
para algum a € K (por exemplo, tome vP wvaloriza¢io p-ddica em Q para algum primo p e

i a valorizagao monomial em Q|x] definida a partir de VP e v = 1. Assim, p(z) = 1 e

w(p) = vP(p) = 1). Seja q(x) = 2% + 1. Observemos que a q-ezpansdio de x> — a* €

2 —a® = (2 +1) — (a® +1).
Logo,
pole® — a?) = min{u(a® + 1), p(a + 1)} = 0,

pois u(z?) =2 > 0= pu(l) e p(a®) =2 > 0 = u(1) implicam p(x® +1) = 0= p(a® +1).

Por outro lado,

Ho(a +a) = p(x + a) > min{pu(a), pla)} = 1
e 0 mesmo vale para p,(x — a). Portanto,

ol(2 = a)(@ + ) = prg(a® — %) = 0 < 1+ 1 < py( — @) + iy + a),
0 que mostra que i, nao satisfaz (V'1). Logo, nao é valorizagao.

v

Vamos mostrar no Teorema 2.23 que se ¢ ¢ um polindmio-chave, entao j, ¢ uma valori-
zagao. Para isso, apresentaremos a seguir diversas propriedades dos polindmios-chaves e dos

truncamentos.
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Seja f um polinoémio com €(f) € I'g. Definimos

I(f) = {k eN ‘“(f) _k“(a’“f) - e(f)} e b(f) := min{k | k € I(f)}.

Lema 2.19. Seja Q um polinémio-chave com € = €(Q) € I'g. Sejam f,g € K[z] tais que
deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q).

Para qualquer k € N, as sequintes afirmacoes sao satisfeitas.

1. Temos p(0k(fg)) > u(fg) —

2. Se nq(fQ+9g) < u(fQ+g) ek € 1(Q), entio p(O(fQ + g)) = u(fQ) —
Demonstracgao:

1. Como deg(f) < deg(Q) e deg(g) < deg(Q), ja vimos na Observacao 2.8 que

w0;f) > ulf) — je e p(8;9) > ulg) — je
para todo 5 € N. Como
k
Z 8 f ak ]g
7=0

segue que

1w(Ok(fg)) > Orgjigk{u(@jf) + 1(O—59)} > pu(fg) —

2. Pela defini¢io, p(fQ + g) = min{u(g), p(fQ)}. Se po(fQ +g) < u(fQ + g), entdo
u(fQ) = u(g) (pois se u(fQ) # u(g), entdo terfamos u(fQ + g) = min{xu(g), u(fQ)}, o

que nos levaria a uma contradicao). Assim,
1(Okg) > plg) — ke = p(fQ) —
Para todo j € N, temos pelo Item 1 que
1((05/)(0r—Q)) = p(0;f) + 1(Oh—; Q) > p(f) — je + (@) — (k = jle = p(fQ) —

Ainda, para k € I(Q) temos
1(0kQ) = Q) — ke.

Logo,
p(frQ) = pu(f) + m(OkQ) = p(f) + (@) — ke = p(fQ) — ke.
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Portanto, para k € I(Q),

(O(fQ+g)) = (fakQ + Z(@f)(akij) + (9k:9) = u(fQ) — ke.

Observacao 2.20. O Item 1 no lema acima nos fornece outra forma de demonstrar que
polindmios-chaves sao irredutiveis (independente da nogao de 6 ). Suponhamos @ um polindmio-
chave com € = €(Q) € I'g e Q = fg, em que 0 < deg(f),deg(g) < deg(Q). Pelo Item 1 do
Lema 2.19, para todo k € N,

1(0kQ) = p(0k(fg)) > pu(fg) — ke = u(Q) — ke.
Em particular, para k € 1(Q) temos

Q) — (0 Q)

(OkQ) > p(Q) — ke =€ > k :

0 que contradiz o fato de termos tomado k em I(Q). Portanto, Q) deve ser irredutivel.

Lema 2.21. Seja QQ um polinémio-chave com € = €(Q) € I'g. Se f € K[z] € tal que e(f) < €
e f=aQ +r, com deg(r) < deg(Q) e r # 0, entdo

p(r) = p(f) < p(aQ).

Demonstracao: Como €(f) < ¢, certamente f & supp(u). Se f for constante, entdo o resul-
tado segue. Suponhamos entdo f ¢ supp(i) e nao constante. Tomemos | € [(aQ)) qualquer.

Convencionamos

D) = p0D) _
quando (0, f) = oo. Temos
— (0, — (0,
e > e(f) = 1<§E(?§§(f){u(f) ku( k) ’,U(akf) . r} Nyt)) lu( )

Isso implica que p(9,f) > p(f) — le. Como deg(r) < deg(Q), segue que da Observacao 2.8 que
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w(0r) > p(r) — le. Pelo Lema 2.12, e(a@)) > e. Portanto,

n(aQ) —le = p(aQ) — le(aQ)
= 1(0(aQ))
= p(a(f —r))
= p(Of — )
> min{p(9,f), p(Or) }

> min{pu(f), p(r)} — le.

Assim, pu(f — 1) = p(aQ) > min{u(f), u(r)} e, consequentemente, u(r) = p(f) < p(aQ).
[ |

Lema 2.22. Seja Q) um polinémio-chave com €(Q) € I'q. Se hy, ..., hs sGo polindmios tais que
deg(h;) < deg(Q) para todo i, 1 <i<s, e

ﬁhi:aQ+r
i=1

com deg(r) < deg(Q) e r # 0, entao
(Hh > < pu(a@Q).

Demonstracao: Como deg(h;) < deg(Q) para todo i, 1 < i < s, segue que €(h;) < e. Por

inducao, vemos pelo Lema 2.12 que

€(hy---hs) = max{e(h;)} <e.

1<i<s

O resultado segue aplicando o Lema 2.21.

Mostremos agora que o truncamento em um polindémio-chave é uma valorizacao.

Teorema 2.23. Se () é um polinémio-chave com €(Q) € L'y, entdo pg € uma valorizagao.

Demonstracao: Consideremos v = u(Q) e ' = ug. Na Proposigdo 1.28, mostramos que p’
satisfaz os Axiomas (V1) e (V2) se, para d = deg(Q), a aplicacao u : K[z] — T' & tal que

o 1 satisfaz (V2),
e para todo hy, hy € K[z]y temos p(hihs) = pu(ha) + p(hs) e

e sempre que hihy = a@Q) + ¢ com hy, ho, ¢ € K[z]q vale u(c) = p(hihs) < pl(a) + 7.
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Segue que pu satisfaz (V1) e (V2), pois é valorizacdo. Uma vez que @) é irredutivel,
hihy = a@ + ¢, com hy, hy € Klz]4, implica ¢ # 0. Logo, pelo Lema 2.22,

p(c) = phihe) < p(aQ) = p(a) + 1.

Portanto, u' = ug satisfaz (V1) e (V2). O Axioma (V3) segue direto da defini¢do de pg, pois
(1) = (1) = 0 ¢ pgl0) = p(0) = .

Proposicio 2.24. Se Q) é um polindmio-chave com €(Q)) € I'g, entdo a valorizagio pg € de

Krull em K[z|. Em particular, g se estende de forma unica para K(z).

Demonstracao: Suponhamos por contradicao que exista f € K[z]| tal que pg(f) = oo e
f #0. Sejam fo, f1,..., fs € K[z] os coeficientes da Q-expansdo de f. Como f # 0, ao menos

um coeficiente f; é também nao nulo. Como por defini¢ao

po(f) = min {u(fi) +in(Q)}

0<i<s

e Q) < oo, temos que po(f) = oo implica pu(f;) = oo para todo i. Assim, por definicao
€(fi) = oo para f; # 0. Mas, deg(f;) < deg(Q) para cada f; # 0, pois este é um coeficiente
da Q-expansao de f. Logo, deveriamos ter para f; # 0 que €(f;) < €(Q) € I'g, pois @ ¢é
polinémio-chave, o que é uma contradi¢ao. Assim, supp(ug) = {0}.

Para terminarmos a secao, veremos que nao vale a reciproca do Teorema 2.23, isto é, nao
¢ verdade que g, é valorizacao somente quando ¢ é polinomio-chave. Para isso, provaremos o

lema abaixo.

Lema 2.25. Seja p uma valoriza¢ao em Klz]. Seja ¢ um polinomio tal que p, € valorizagao e

fg = . Entao pge = p.

Demonstracao: Seja f € K[z] um polindmio e escrevemos sua g-expansao

f=f+fg+.. .+ fiq"

1

r for par, entao acrescentarem 1 a expansao com f,y1 = 0. m
Se r for par, entao acrescentaremos f,;1¢"T! & expansdo co 4 0. Desse modo,

podemos supor que r é impar. Vemos que a ¢*-expansio de f é

fz<f0+f1(])+(f2+f3q)q2++(fr—1+frCZ)<q2)%
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Por hipoétese, p = p,. Logo,

u((fai + f2i+16])q2i) = min{y(f%q%), ﬂ(f2i+1q2i+1)}

e, com isso,

pe(f) = min {u((fai + fair19)*)}

sor—1
0<i<—5=

= min {min{u(fziq%), M(f2¢+1q2i+1)}}

ogiganl

= ,uq(f) = u(f)-

Corolario 2.26. Ezistem uma valoriza¢ao pn em K(z| e um polinémio q € K[z| tais que p, €

valorizacao em Klz| mas q nao € polinémio-chave.

Demonstracao:  Seja v uma valorizacao nao trivial em K e consideremos ;1 = v, uma
valorizagdo monomial em K[z]. Assim, para f = fo + fiz + ...+ f.2", temos

po(f) = min {p(fia')} = mnin {o(fia')} = amin {w(fy) + i} = v4(f) = ().

0<i<r 0<i<r

Pelo lema anterior, temos jt = p,2. Como polinémios-chaves sao irredutiveis, temos que ¢ = 2

nao é polinomio-chave e p, é valorizacao, como querfamos.

2.3 Propriedades dos polindmios-chaves

Dedicaremos esta secao a provar resultados técnicos sobre polinémios-chaves que serao tteis

mais adiante. Algumas notagoes também serao introduzidas ao longo dos resultados.

Iniciamos dando uma forma geral para os elementos de I((Q)). Antes, vejamos dois lemas
técnicos. Seja v uma valorizacao em K. Seja n € N e tomemos em K o elemento n :=n -1,
em que 1 representa a unidade de K. Como v(n) =v(1+...4+ 1) > min{v(1),...,v(1)} =0,

temos que n € O,. Consideremos a projecao m de n no corpo de residuos Kv.

Lema 2.27. Se char(Kv) = 0, entdo v(n) = 0. Se char(Kv) = p > 0, entdon = 0 se, e

somente se, p | n. Consequentemente, v(n) =0 se, e somente se, ptn.

Demonstragio: Se char(Kv) = 0, entao 7 = nl # 0 em Kv, ou seja, n € m,, o que implica

v(n) = 0. Se char(Kv) = p > 0, entdo veremos que 7 = 0 se, e somente se, p | n.
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(<) Temos que p | n implica que existe m € N tal que n = pm. Com isso, 7 = pm = pm =
0m = 0.
(=) Se m = 0, entdo suponhamos, buscando por uma contradigao, que p{n. Logo, n = pq +r
com 0 <7 < p. Assim,

n=pq+r=pq+r=T.

Isso implica que 71 = 7 = m = 0, contradizendo char(Kv) = p > r. Portanto, n = 0 se, e

somente se, p | n. Consequentemente,

vin)=0<=ndgm,<=n#0<=pin.

Lema 2.28. Sejam p" wuma poténcia de um niumero primo p e r um natural tal que
mdc(p”,r) = 1. Entdo, para todo t € NU {0},

Demonstragao: 'Temos

iy _ (M)
pnt (pntr _ pnt)lpntl

_ ptnr(ptnr _ 1) . (ptnr _ ptn + 1)
(0" — 1) - (" — " +1)

BRI P B

Consideremos a fracao
(p"r—=1)--- (p"r —p" +1)

Seja J={m eN|p"|mel<m<p™} Os fatores no numerador de (2.1) que sdo divisiveis

(2.1)

por p" sao os fatores da forma p'™r —m com m € J. Por outro lado, os fatores no denominador
de (2.1) que sdo divisiveis por p sao da forma p'™ —m com m € J. Para um dado m € J,

escrevemos m = p's com p" { s. Entao,

ptnr —m = pl (ptn—lr o 8) e ptn —m = pl(ptn—l . S).
Como p" 1 s, concluimos que p" )(pt"_lr —sep” )(pt”_l — 5. Assim, todas as poténcias de p”
que aparecem no numerador de (2.1) também aparecem em seu denominador, e por isso elas

se cancelam. Como mdc(p",r) = 1, concluimos que p™ nao divide o binomial.
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Chamaremos de caracteristica de expoente o nimero p definido por

1 se char(Kv) =0,
char(Krv) se char(Kv) > 0.

Para uma valorizagdo p em K[z], a caracteristica de expoente de p é definida como a
caracteristica de expoente de u|g. Para simplificar a notagdo, escreveremos Ky para representar
o corpo de residuos de pulg. Veremos na proposicdo abaixo que os elementos de (@) sao

poténcias da caracteristica de expoente de p.

Proposicao 2.29. Seja p uma valorizagao em K[z]. Seja QQ um polinémio-chave para p com

e =€(Q) € I'g. Todos os elementos de I1(Q)) sdo poténcias da caracteristica de expoente p de .

Demonstragao: Seja k € I(Q) e suponhamos, por contradigiao, que k = p'r com r > 1 e

mdc(p,r) = 1. Se p = 1, entao char(Ku) = 0. Logo, pelo Lema 2.27 segue que

() -

Por outro lado, se p > 1, entdo o Lema 2.28 nos diz que p { (:t) Pelo Lema 2.27, temos
k
() -
p

(’“) Ouf = il
p

Sabemos que

para todo f € K[z] (ver Apéndice F), em que ¥’ = k — p’. Logo, temos

k
00Q) - 100) = 0@ 1 ()012) = W01 @) = W0 Q) < et @) < e
pois, sendo () um polinémio-chave, vale que deg(dy Q) < deg(Q) implica €(0p Q) < €. Portanto,

ke = 1(Q) — n(0kQ) = Q) — (9 Q) + (0 Q) — (hQ) < k'e +p'e = ke,

o que é uma contradicao. Dessa forma, k deve ser uma poténcia de p.
|

Seja ) um polinomio-chave fixado e tomemos h € K|z] com deg(h) < deg(Q). Para cada

k,n € N, aplicando as regras da derivada de Hasse obtemos

O(hQ™) = > Tilko,... k)

ko+...+kr=k
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com ky>0,k;>0sei2>0e

Tk<k07 SRR k ako (H ak Q) Qn " (22)

Lema 2.30. Sejam () um polindomio-chave, h € K[z] com deg(h) < deg(Q) e € := ¢(Q) € T'g.

Para cada k,n € N temos

po(Te(ko, - k) > p(hQ™) —

Além disso, se kg > 0 ou k; & 1(Q) para algum i, 1 <i <r, entdo
wo(Tulkor .. k) > u(hQ") —

Demonstracao: Como () é polinomio-chave e deg(h) < deg(Q), temos €(h) < e. Portanto, se
ko > 0, entao temos pelo Lema 2.19, Item 1,

1(Okoh) = pu(h) — koe(h) > pu(h) — koe.

Pela defini¢ao de €, sabemos que p(0, Q) > p(Q) — kie para todo i, 1 <i <r. Se k; € I1(Q),
entao

(0, Q) > p(Q) — kie.

Temos também 1o (Ok,h) = 1(Okh) € pg(0kQ) = (0, @), pois o grau de Jy,h e o grau de

Ok, @) sao estritamente menores do que o grau de (). Assim,

1io(Ti(ko, . .. k) = ( Oroh) <H O, Q) Q" >

= pg(Okh) + Z 1@ (O, Q) + (n — 1)pe(Q)

— koe + Z(N(Q) — kie) + (n —r)pu(Q)
> p(h@Q") —

Além disso, se kg > 0 ou k; € I(Q) para algum i, entdo a desigualdade acima ¢ estrita.

Corolario 2.31. Sejam @Q wum polinémio-chave, h € Klz] com deg(h) < deg(Q) e
€:=€(Q) € I'g. Entao, para todo k,n € N, temos

1o (OR(hQ™) > H(hQ™) — ke
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Demonstragao: Pelo Axioma (V2) e pelo lema acima, temos

1Q(0k(hQ")) = pq ( > Tk(k07---akr)>

ko+...+kr=k

> min{pg(Tx(ko, - - -, kr))}
> p(h@Q") — ke.

|
Para f,q € K[z] polinomios com ¢ nao constante, seja f = fo+ fig+...+ f-¢" a g-expansdo
de f. Definimos
So(f) = {i € {0,...,r} | u(fid') = ()}
Proposigao 2.32. Seja ) um polindmio-chave e denotemos € = €(Q) € I'q. Para todo

f € Klz], as sequintes afirmacdes sdo satisfeitas.

1. Para cada k € N temos
pe(f) — 1oOkf) _
2 <ee.

2. Se So(f) # {0}, entdo vale a igualdade em (2.3) para algum k € N.

(2.3)

3. Se para algum k € N vale a igualdade em (2.3) € pg(Ocf) = u(Okf), entio e(f) > e.
Se, além disso, u(f) > po(f), entio e(f) > e.

Demonstracgao:

1. Dado f € K]z], consideremos sua ()-expansao

f=l+ hQ. ..+ Q"

Para cada 7, 0 <17 < n, o Corolario 2.31 nos diz que

1o (O(f:Q) > p(f:Q") — ke.

Portanto,

QO (f)) = Oféliigfln{li@(ak(fi@i))} > Oféliiéln{u(szi) — ke} = po(f) — ke.

Ou seja,

1Q(f) — pQ(Okf)
k

2. Suponhamos Sg(f) # {0} e tomemos j, = min(Sg(f) \ {0}). Sendo p a caracteristica de
expoente de p, temos jo = pl para algum e € NU {0} e algum [ € N com mdc(l,p) = 1.
Definimos k := p°b(Q)). Mostraremos que pg(0x(f)) = no(f) — ke.

< €.
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Pelo Algoritimo da Divisao para polinémios, podemos escrever
fjo(ab(Q)Q)pe = Q + hy

para certos hi,hy € K[z] com hy # 0 (pois @ é irredutivel, Q { f;, e Q { Oyq)) €
deg(hse) < deg(Q). Pelo Lema 2.22,

p(ha) = 1 fi (O @)")-

Vejamos que isso implica

n(haQP ") = pg(f) — ke.

De fato,

(1(ha@Q7P°) = p(ho) + p(Q* 7)) = M(fjo(ab(Q)Q)pe) + (@77
fio) + 0 1(0)@Q) + (Jo — e)u(Q)

(
(
(fio) + 1 (1(Q) = b(Q)e) + (Jo — p)(Q)
(
(

fio) + Jop(@) — p°b(Q)e

u
W
W
H(F0@°) = PB(Q)e = o(f) — ke.

Sabemos que Ok (f) = Ok(fo) + Ok(f1Q) + . ..+ I(f.Q™), devido & linearidade da derivada
de Hasse. Para cada j & So(f), 0 < j < n, temos

1o (Ok(f;Q7) 2 u(f;Q7) — ke > pg(f) — ke.

Logo, colocando

i#Sq(f)
vemos que fg(hs) > pug(f) — ke.

Podemos escrever cada Okx(f;@’) como uma soma de termos da forma Tj(k,...,k.),
definidos pela Equacgdo 2.2. Considerando j € Sg(f), 0 < j < n, separamos os elementos
Ti(ko, ..., k) da seguintes forma:

e No primeiro caso, kg > 0 ou k; ¢ I(Q) para algum i. Entdo teremos
po(Tk(ko, ... k) > po(f) — ke. Em particular, sendo hy a soma de todos os
termos T} (ko, . . ., k,) nessa situagao, temos pg(hs) > pug(f) — ke.

e No segundo caso, kg = 0 e k; € I(Q) para todo i, mas k;, # b(Q) para algum i.
Como j € So(f), temos j > jo. Como k := p°b(Q), segue que nessa situagao temos

r < p°. Caso contrario, como k; € I(Q), se r > p, entdo concluiriamos que a soma
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ko + ...+ k, teria como limitante inferior

(r =1)b(Q) + kiy = p°b(Q) = b(Q) + kiy > p°(Q) = F,

o que nao pode ocorrer. Portanto, podemos escrever

Ty (ko, ..., kr) = (Oko fj) <H8k Q) Q" = sl
para algum s € K[z]. Pelo Lema 2.30,

1o (Ti(ko, - k) > p(£;Q7) — ke > pg(f) — ke.

e No terceiro caso, kg = 0, k; = b(Q) € I(Q) para todo i e j > jo. Nessa situagao

necessariamente r = p®. Assim,

Tk(ko, RN kr) = fj (ab(Q)Q)pe Q2j*p‘3 _ S/Qjofpe+1
para algum s’ € K[z]. Também, uq(Tx(ko, ..., k) > p(f;Q7) — ke > ug(f) — ke.

e No quarto e @ltimo caso, kg = 0, k; = b(Q) € I(Q) para todo i e j = jo. Temos aqui

também r = p°© e, portanto,

Ti(ko, - - k) = Fio (D@7 QP
= (hQ + h)Q" "
— hQQjo—pe + thjO_pe-Fl

Lembramos que o nimero de vezes que o termo Ty (ko, . .., k,) aparece em O (f;Q7),

neste caso em que r = p°, é igual a (Z}E).

Assim, podemos escrever

O (f) = Ok(fo) + Or(f1Q) + ... + Ok(fn Q")
= b3+ hy 4 sQP 7P 4 S QITIH 4 ( ;) (haQ7" + hy Q07" 1)

(jo)h Q7 + (3 + 5+ (j0>h1) QPP + hy + hy.
e P

Se a caracteristica de expoente p for um nimero primo, entio p { (;2) = (’;;l) (Lema 2.28).

Ou seja, pelo Lema 2.27, seja a caracteristica de expoente igual a 1 ou igual a um niimero
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primo, temos p <(i>0)> = 0. Logo,

() @) = ot = e
<‘72) haQ 77" + (s +8 + (jz) hl) QP
p p

a parcela (iﬂ)thjO*pe ¢ a inica que possui a poténcia jo — p© de @ e deg(hy) < deg(Q),

Assim, como em

esta parcela é um dos termos da (Q-expansao da soma em destaque acima. Portanto, uma

vez que [ig é definido como o minimo dentre o valor das parcelas da ()-expansao, temos

1o ((]2) thjoﬂ)e T (8 + s + (ﬂi) hl) Qj0p5+1> < 11 ((]2) h2Qjope)
p p p

= po(f) — ke.

Lembrando que pg(hs + ha) > pg(f) — ke, temos

1@ f) = 1q ((;2) hoQ ™" + (s + 5 + <‘;2) h1> Qjo—p8+1>

< uQ(f) — ke.

3. Suponhamos que k seja tal que

pQ(f) — pQ(Okf)
k

e uQ(9kf) = n(Orf). Entao,

(f) > p(f) = pOkf) o ra(f) = 1Ok f)
- k - k

e a desigualdade é estrita se p(f) > po(f)-

Proposigao 2.33. Sejam Q, Q" € Kz] polindmios-chaves para u, com €(Q),e(Q’) € I'g.

1. Se deg(Q) < deg(Q'), entio €(Q) < €(Q").
2. Se e(Q) < e(Q), entio pug(Q') < u(@Q").

3. Se deg(Q) = deg(Q"), entao

Q) < pu(Q') = pe(Q') < Q') <= €(Q) < €(Q").
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Demonstracao:

1. Segue direto da definigao de polindmio-chave.

2. Sejam € := €(Q) e I/ :=b(Q"). Pela Proposicao 2.32, Item 1, sabemos que

Ho(Q') < 1g(w Q) + Ve.

Como por hipotese €(Q) < €(Q’), temos

(O Q') + Ve < p(0wQ') +'e(Q) = n(Q").

Assim, como jig(9y Q') < u(0yQ'), segue que jig(Q') < u(Q).

3. Suponhamos deg(Q) = deg(Q’). Como ambos @ e Q' sdo polindmios monicos, concluimos
que a Q-expansao de @' é dada por Q' = (Q' — Q) + Q. Portanto,

1o(Q') = min{u(Q), n(@" - Q)}-

Com isso, concluimos que

Q) < u(Q) = pe(Q") < Q).

Do Item 2, ja temos que €(Q) < €(Q)') implica ug(Q’) < p(Q'). Para mostrar a outra
implicacao, suponhamos agora que £1(Q’) < u(Q’). Vejamos que So(Q') # {0}. De fato,
se Sg(Q') = {0}, entdo u(Q' — Q) < p(Q) e

@) =p@Q -Q+Q) =uQ - Q) =ne(Q),

o que é uma contradi¢ao. Pela Proposicao 2.32, Item 2,

1Q(Q") — g (orQ")
k

=e(@)

para algum k£ € N. Mas, deg(Q)) = deg(Q’) implica deg(0,Q’) < deg(Q) e, por isso,
1o (0kQ") = pu(0kQ'). Portanto, pela Proposicao 2.32, Item 3, temos €(Q) < €(Q’).
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Dado um polinémio-chave (), definimos

a(Q) = min{deg(f) | po(f) < u(f)}

U(Q) == {f € Kla] | f & monico, jg(f) < p(f) e deg(f) = a(Q)}.

Se pg = p1, entao definimos a(Q) = oo e, por isso, ¥(Q) = 0.

Proposicao 2.34. Se Q) € um polinémio-chave, entao todo elemento Q' € V¥(Q) também é
polindmio-chave. Além disso, €(Q) < €(Q").

Demonstracao: Seja ' € ¥((Q). Pela definicdo de ¥(Q)), temos pg(Q') < u(Q). Veremos
que isso implica So(Q') # {0}. De fato, escrevendo Q' = ag + a;Q + ... + a,Q" a Q-expansao
de @, se So(Q') = {0}, entao p(ag) < u(a;Q") para todo i, 1 <i<n,e

w(@Q) = plao +a1Q + ...+ a,Q") = p(ag) = Ofgiiéln{ﬂ(aiQi)} = 11g(Q"),

o que é uma contradigdo. Logo, So(Q') # {0}. Pela Proposi¢do 2.32, Item 2, existe

k € N tal que pug(Q') — po(0kQ’) = ke(Q). Como deg(0,Q') < deg(Q') = a(Q), temos
1o (0kQ') = p(0kQ'). Assim, pela Proposicao 2.32, Item 3, segue que €(Q) < €(Q).

Seja agora f € K[z] um polinémio com deg(f) < deg(Q’) = a(Q). Entao pg(f) = p(f).
Além disso, para cada k € N, temos deg(0xf) < deg(Q') = a(Q). Logo, ng(Okf) = u(Okf).
Portanto, para todo k € N,

p(f) = ponf)  nQ(f) — ne(Okf) < Q) < (@)

k k
Ou seja, €(f) < €(Q'), mostrando que @’ é polindmio-chave.
|

No proximo capitulo, utilizaremos os resultados técnicos desta se¢ao para provar, por exem-

lo, que um par da forma (a,d em que ¢ é uma raiz otimizadora de um polinémio-chave
2 b )

(@, possui uma certa minimalidade. Esses pares minimais nos permitirao descrever uma classe

de valorizagoes em K[z].
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Capitulo 3

Pares minimais e valorizacoes

transcendentes

Neste capitulo introduziremos os conceito de par de definicao e de par minimal. Estes
pares, juntamente com os polindmios-chaves, nos ajudarao a descrever um tipo especial de
valoriza¢ao no anel Kz], que sdo as valorizacoes transcendentes. Dentre estas valorizacoes, as
que se identificarao como residuo-transcendente terao um papel importante na descricao futura

de todas as valorizacoes no corpo K(x) que estendem uma dada valorizagao v em K.

Nas primeiras secoes, definiremos o que ¢ um par de definicao e um par minimal e conec-
taremos estes conceitos com o que estudamos no capitulo anterior sobre polinémios-chaves e
truncamentos. Em seguida, definiremos as valoriza¢oes do tipo valor-transcendente e as valori-
zacoes do tipo residuo-transcendente. Dedicaremos uma subsecao para cada um desses tipos de
valorizagoes, caracterizando-os em termos de pares minimais e truncamentos em polindémios-
chaves. Por fim, estabeleceremos uma relacao de extensao entre truncamentos definidos em

ambiente distintos.

As principais referéncias para a composicao deste capitulo foram os trabalhos de Alexandru,
Popescu e Zaharescu (1988), Bengus-Lasnier (2021), Novacoski (2019) e Popescu e Popescu
(1989).

3.1 Pares de definicao
Sejam K um corpo, K um fecho algébrico fixado para K e 7 uma valorizacao em K. Como

vimos no Capitulo 1, Secdo 1.4, podemos construir uma familia de valorizacoes para K[z] da

seguinte forma: paraa € Ke § € ®, em que ® O UK, definimos

Ha.s (Z a;(x — a)’) = min {7(a;) + i},

0<i<lr
1=0
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em que a; € K. Essas valorizacoes sao chamadas monomiais.

As valorizagoes monomiais sao definidas a partir de um par (a,d). Como muitos pares
podem eventualmente definir a mesma valorizagao i, 5, veremos uma forma de caracterizar

pares que definem a mesma valorizacao.

Lema 3.1. Dois pares (a,d) e (a',d') definem a mesma valorizagio monomial se, e somente
se, =0 ev(a—ad)>4.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos que (a,d) e (a’,d") definem a mesma valoriza¢do. Entao,
0 =Ty 5(x —a') =T, ;(x —a’) = min{0,7(a — a')}.

Por um argumento simétrico, concluimos que 6 = min{¢’,7(a—a’)}. Assimé = ¢’ e i(a—a’) > 4.

(<) Mostremos que fi, 5 = f,5 s¢ & = 6 e U(a —a’) > 6. E suficiente mostrar que estas
coincidem nos polinémios de grau zero e de grau um, pois K é algebricamente fechado e todo
polinémio em K[z] se fatora como uma constante que multiplica um produto de polinomios de

grau uim.

Para b € K, temos Ji, 5 (b) = 7(b) = Ji, 5(b). Agora, para x — b € K[z] temos

ol — b) = min{6,7(a — b))

Fiu o — b) = min{3,(a — b))

e Sev(a—0b) >4, entdo i, s(x —b) =0 e
v(d —b)=v(d —a+a—0)>min{v(a —a),v(a—b)} > 4.

Assim

ﬁa,(S(q; - b) =0 :Ha’ﬁ('x - b)
e Se U(a—0b) <6, entdo
v(d —b)=7v(d —a+a—0)=7(a—0b).

Assim
Tia5(x —b) =V(a—b) =V(d = b) =iy s5(x = b).
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Seja 7 uma valorizagdo em K[z] tal que filz = 7.

Definicao 3.2. Um par (a,6) € K x ® tal que i = Ity s € chamado um par de defini¢ao para
7.
|

Observacao 3.3. De imediato, vemos que se fi = i, s, entdo fi(x — a) = f,;(r —a) = 6.

Portanto, nesse caso i, 5 = fi,_, pois

Mo (Z a;(r — a)i> = min {P(a;) +i0} = min {7i(a;) + Az — a)} = f, (Z a;(x — a)i> :

0<i<r
i=0 1=0
Por outro lado, se i = fi,_,, entdo (a,fm(x —a)) € um par de defini¢do para fi. Portanto, i

admite um par de definicao se, e somente se, i € um truncamento em um polindmio da forma

T — Q.

A seguir, veremos dois lemas que nos ajudarao a caracterizar pares de definicao.
Lema 3.4. Sejam a,c € K. Se fi(x — a) > fi(z — ¢), entdo
fla—c) 2 i(x —c) e i, o(r —¢) = a(r —c).
Mais ainda, se i(x — a) > u(x — ¢), entao
fip—o(x — ) = Bz — ¢) = [i(a — ¢).
Demonstracao: Como x —c= (z—a)+ (a —¢) e i(x — a) > f(r — ¢), temos que

1, o2 — ¢) = min{fi(x — a), fi(a — o)}

fia — ¢) > min{fi(z — a), 7z — )} = iz — c).
Temos dois casos para analisar:
® Se fi(z —a) = fi(z — ¢, entdo fi(a — ¢) 2 [z — a) e i, (v — ¢) =7z —a) =7z — c).
e Se fi(z —a) >T(x —c), entdo fi(a — ¢) =z — ¢) e fi,_,(x — ¢) =fla —¢) = @z — ¢).
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Lema 3.5. Um par (a,d) é um par de defini¢ao para i se, e somente se, 6 = fi(x—a) > f(x—c)
para todo ¢ € K.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos que (a,d) é um par de definicao. Pela Observagdo 3.3, sabemos que

§=7q(r —a)em=nm, , Logo, para todo c € K, temos
A — ¢) = Fiy_o(o — ¢) = min{fi(z — ), 7(a — )} < Bz — a) = 5

(<=) Suponhamos 6§ = 7i(x—a) > fi(z—c) para todo ¢ € K. Uma vez que todo polinomio em K|z]
pode ser escrito como produto de fatores de grau um, basta provarmos que fi(x—c) = i, _,(z—c)

para todo ¢ € K. Logo, o resultado segue do Lema 3.4.

Observagao 3.6. Se a € K ¢ tal que (a,0) é um par de definicio para [i, entio pelo Lema 3.5

vemos que a € uma raiz otimizadora de seu polinémio minimal sobre K.

3.2 Pares minimais e polindmios-chaves

Sejam K um corpo, K um fecho algébrico fixado de K e 7 uma valorizacdo em K. Conside-

remos um grupo ® DO 7K.
Definiciao 3.7. Um par minimal para U (com relacio a extensio K | K) é um par da forma
(a,7) € K x ® tal que, para todo b € K,

7(b—a) >~ = [KOb): K] > [K(a) : K.

Exemplo 3.8. Para quaisquer a € K ey € ®, o par (a,7) € trivialmente um par minimal para
v pois [K(b) : K] > [K(a) : K] = 1 para qualquer que seja b € K.

v
Seja 77 uma valorizacdo em K[z] tal que filz = 7. Nesta situacdo, um par (a,7) é dito um
par minimal para i se é um par minimal para 7 (com relacio a extensdo K | K).

Definicao 3.9. Um par (a,v) € par minimal de defini¢cdo para i se é um par minimal e

um par de defini¢cao para Ji.
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Consideremos o conjunto
S:={a€K|f =T, o}

Lema 3.10. Suponhamos S # (). Se a € S tem o menor grau sobre K dentre os elementos de

S, entdo (a,fi(x — a)) € um par minimal de definicao para fi.

Demonstracao: Seja § = u(x — a). Sabemos que (a,d) é, por hipdtese, um par de defini¢do
para fi. Tomemos b € K tal que 7i(b —a) > 6. Entdo, pelo Lema 3.1, i, , = Tas = s = Fo_p

Assim, b € S. Pela minimalidade do grau de a, segue que
[K() : K] > [K(a) : K]
e por isso (a,fi(x — a)) ¢ um par minimal para fi. Ou seja, (a,fi(z — a)) é um par minimal de
defini¢ao para 7.
|

Seja p uma valorizacdo em K[x] e consideremos uma extensio 7 de p para K[z]. Denotemos

Tilg = 7. O seguinte teorema ¢ um dos resultado principais do artigo de Novacoski (2019).

Teorema 3.11. Seja Q € K[z] um polinémio monico irredutivel e seja a € K uma raiz de Q
tal que (x —a) = 0(Q).

1. Temos que Q) é um polinémio-chave para v se, e somente se, (a,6(Q)) € um par minimal
para [i.

2. Temos que QQ é um polindmio-chave para p e 1 = pg se, e somente se, (a,d(Q)) é um

par minimal de defini¢cdo para .

Demonstracgao:

1. (=) Suponhamos que @ seja um polindomio-chave para p. Tomemos b € K tal que
ab —a) > 6(Q). Como f(z —a) = 6(Q), temos que n(z —b) > 4(Q), pois
6(Q) =n(r —a)=n(r —a+b—>0) > min{a(z - b),1(b—a)} e

e se fi(z — b) > (b — a), entdo fi(z — b) > (b — a) = 6(Q);
o sefi(x—b) = fi(b—a), entdo 6(Q) = f(z—b) = u(b—a) = 6(Q), logo §(Q) = 1z —b);
e se fi(z — b) < (b — a), entdo §(Q) = min{z(z — b), a(b — a)} = f(z —b).

Sendo py, 0 polindmio minimal de b sobre K, temos que 6(p,) > fi(x —b) > 6(Q). Entao
e(py) > €(Q) e, por @ ser um polindmio-chave, segue que deg(p,) > deg(Q). Portanto,

[K(a) : K] = deg(Q) < deg(ps) = [K(b) : K].
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(<) Assumimos que, para todo b € K, se 7i(b — a) > §(Q), entdo [K(a) : K] < [K(b) : K].
Mostremos que, para todo polinomio f € K[z], se deg(f) < deg(Q), entao €(f) < €(Q).
Seja f € K[z] tal que deg(f) < deg(Q). Assim, para cada raiz b de f em K, temos que

[K(b) : K] < deg(f) < deg(Q) = [K(a) : K].
Isso implica (b — a) < §(Q). Portanto,
(e —b) = min{zi(z — a), (b — a)} = [(b — a) < 6(Q).

Entao, e(f) = d(f) < 0(Q) = €(Q) e concluimos que ) ¢ um polindémio-chave.

. (=) Suponhamos que @ é um polinémio-chave e p = ug. Por @ ser polinémio-chave,

segue do item anterior que (a,d(Q)) é par minimal para . Como por hipdtese temos que

fi(z — a) = 6(Q), basta mostrarmos que fi(x — a) > fi(x — b) para todo b € K.

Assumimos, buscando por uma contradicio, que existe b € K tal que vale
Q) = fi(r —a) < fi(x —b). Temos €(Q) < €(py), em que p, ¢ o polindmio minimal

de b sobre K. Consideremos o conjunto

{a € Kz] | e(pp) < €(q)}-

Seja Q" um elemento deste conjunto com grau minimo. Se f é tal que deg(f) < deg(Q’),
entdo f nado estd no conjunto anterior e assim €(f) < e(py) < €(Q'). Temos com isso
que @' é polinomio-chave, pela definicao, e €(p,) < €(Q'). Assim, €(Q) < €(Q’) e , pela
Proposicao 2.33 Item 2, isso significa que pg(Q') < pu(Q'). Porém, isso contradiz p = pug.
Portanto, fi(x — a) > 7i(z — b) para todo b € K e assim (a,d(Q)) é um par minimal de
definicao para p.

(<) Suponhamos que (a,d(Q)) ¢ um par minimal de defini¢do para fi. Por (a,0(Q)) ser
um par minimal para p, segue do item anterior que () é polinémio-chave. Mostremos
que pg = p. Por contradicao, suponhamos que exista f € Kz] tal que pug(f) < u(f).
Entao, ¥(Q) # 0. Logo, pela Proposi¢ao 2.34, existe um polinomio-chave Q' tal que
€(Q) < €(Q"). Seja b € K uma raiz de Q' tal que fi(z — b) = §(Q’). Temos

itz —b) = 6(Q") = €(Q) > €(Q) = 6(Q) = Az — a),

contradizendo o fato de (a,d(Q)) ser par minimal de definicdo para 71 (Lema 3.5).

Portanto, pg = .



3.3. Valorizagoes transcendentes 51

O resultado abaixo complementard o teorema anterior. O ponto principal do teorema a
seguir é que basta [ ser um truncamento em algum x — a (isto é, admitir um par de defini¢do)

para que p seja o truncamento em um polindmio-chave.

Teorema 3.12. Temos u = fu,_, para algum a € K se, e somente se, 1= pg para algum

polindémio-chave @ € K|z].

Demonstracao:

(=) Se i = 7, , para algum a € K, entdo S # (. Tomemos a € S com menor grau sobre K
dentre os elementos de S. Pelo Lema 3.10, (a,i(x — a)) é um par minimal de defini¢do para fi.
Seja @ € K]z| polinémio minimal de a sobre K. Pela Observa¢ao 3.6, a é uma raiz otimizadora

de @, isto ¢, 6(Q) = fi(z — a). Pelo Teorema 3.11, ) é um polindémio-chave e p = pg.

(<) Suponhamos que j = jig para algum polinomio-chave @ € K[z]. Seja a € K uma raiz
otimizadora de @. Pelo Item 2 do Teorema 3.11, (a,d(Q)) é um par minimal de defini¢ao para

1. Pela Observacao 3.3, concluimos que @ =7i,_,.

Exemplo 3.13. Seja i/ a valorizacdo definida no Ezemplo 2.6 e tomemos |/ uma extensio
qualquer de i’ para Q[z]. Vimos no exemplo citado que Q = x* —2 ¢ um polinémio-chave para
poee(@Q) = %. As raizes de Q sio V2 e —/2. Temos

S =W -2 = = VI + i+ V)

(Q) = 5(Q) = max{iw(x — V), Wz +V2)} = °

Portanto, W/ (x —/2) = @/(z +V2) = 3. Pelo Teorema 5.11, (v/2,3) e (—V/2,2) sdo pares
minimais para (/. Mais do que isso, como y' = ,u'Q, concluimos também que ambos sao pares

manimais de definicao para (.

3.3 Valorizacoes transcendentes

Seja p valorizagao em K[z| e v = p|x. Apresentaremos a seguir classes de valorizagdes em

Definicdo 3.14. Uma wvalorizagao p em K[z| é chamada valor-transcendente se eriste
[ € Klz], f # 0, tal que a imagem de p(f) no grupo quociente u(K[z])/vK € livre de
torcao. [ |
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Exemplo 3.15. Se u nao € trivial em K|z| mas € trivial em K, isto é, v(a) = 0 para todo a € K,
entdo u € valor-transcendente. De fato, neste caso VK = {0} e por isso u(K|z])/vK = u(K[z]).
Como este € totalmente ordenado, seque que tal grupo € livre de tor¢ao (Proposicao B.8). Logo,

qualquer elemento f € K[z| tal que u(f) # 0 terd sua imagem livre de tor¢ao em u(Klz])/vK.

v

O porqué do nome “valor-transcendente” ficard mais claro na Secao 3.3.2. Consideramos
que oo é livre de torcao sobre vK pois n - 0o = oo € vK para qualquer n € N. Assim, se ;1 nao
é valor-transcendente, entdo p(f) # oo para todo f € K[z] ndo nulo, ou seja, supp(p) = {0}.
Nesta situacdo, vimos que podemos estender p para K(x) da maneira usual e considerar o

residuo de cada elemento de K(x).

Definicao 3.16. Uma valorizagao de Krull i em Klz| é chamada residuo-transcendente se

existe f € O, tal que o residuo de f em K(x)pu € transcendente sobre Kv.

Definicao 3.17. Uma valorizagio p em Kz] € transcendente se é valor-transcendente ou

residuo-transcendente. Caso contrdrio, p € dita algébrica.

Observacao 3.18. Uma wvalorizacao nao pode ser simultaneamente valor-transcendente e
residuo-transcendente.  Usaremos a Desigualdade de Zariski-Abhyankar para provar tal
afirmacdo.  Como mostramos no Teorema D.18, sendo L | K wuma extensio de corpos,
v: K — vKU/{oo} uma valorizacio e p : L — plb U {oo} um prolongamento de v para
L, vale

tr.deg(Ly | Kv) + rat.rk(uL/vK) < tr.deg(L | K).

No nosso caso especifico, temos tr.deg(K(z) | K) =1 e, consequentemente,
tr.deg(K(z)p | Kv) + rat.rk(pK(z) /vK) < 1.

Se € valor-transcendente, entao existe [ tal que u(f) € Z-independente em pK(z)/vK, logo
1 < ratok(pK(z)/vK) e, com isso, tr.deg(K(z)u | Kv) = 0. Ou seja, K(z)p | Kv € uma
extensao algébrica e, portanto, p nao é residuo-transcendente. Analogamente, se u € residuo-
transcendente, entio 1 < tr.deg(K(x)u | Kv), o que nos leva a rat.rk(uK(x)/vK) = 0. Mas,
isso significa que o grupo quociente uK(x)/vK € de tor¢iao (Apéndice B, Se¢ao B.2). Portanto,

i nao € valor-transcendente.
v
Estudaremos nas duas subsecoes a seguir as relagoes entre as valorizacoes transcendentes

em K[z], os truncamentos em polindmios-chaves, os pares minimais e os pares de defini¢ao,

buscando resultados nos moldes do Teorema 3.11 da secao anterior.
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Mais especificamente, gostarfamos de complementar o seguinte resultado de Novacoski
(2019, p. 4): p em Kz] é transcendente se, e somente se, u = f, para algum polindémio
q € K[z]. Veremos que p em K|z] é transcendente se, e somente se, u = [ para algum

polinémio-chave @) € K[z]|. Este sera o primeiro resultado principal deste trabalho.

3.3.1 Valorizagoes residuo-transcendentes

Seja v uma valorizacdo em K e p uma extensdo de v para K(z). Pelo Teorema D.25 no
Apéndice D, fixada uma extensdo 7 de v para K, podemos sempre tomar i em K(z) de modo
que esta seja uma extensao de pu, v e U simultaneamente. A Figura 3.1 esquematiza essas

valorizacoes.

(K, v)

Figura 3.1: Diagrama das extensoes

Tomemos 71, s uma valorizagao monomial em K[z]. Como T1, 5 € uma valorizagao de Krull,
podemos estendé-la de forma tinica para K(x), denotando a extensio também por Ti, 5. Veremos
no Corolédrio 3.21 uma forma de verificar quando fi, s ¢ uma extensao residuo-transcendente de
v, isto é, veremos um critério para decidir quando a extensao de corpos K(.I)/_La,(g | Kv é

transcendente.

Em geral, se v ¢ uma valorizagdo em um corpo K e p é uma valorizacao em K(z)
que estende v, entdo diremos que g | v é uma extensao residuo-transcendente se
K(z)p | Kv é transcendente. Ou seja, jikj;) ¢ uma valorizagao residuo-transcendente no sentido
da Definicao 3.16.

Lema 3.19. Sejam g € K[z], ¢ € K* en € N tais que p = p, e nu(q) = v(c). Entao
(q"/c)u € K(z)u € transcendente sobre Kv. Em particular, pn | v é uma extensao residuo-

transcendente.

Demonstracao: Suponhamos que existam by, ..., b, € O, tais que

> (i) (%u) =0 em Ky,

1=0
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T qn 7
=0
Como 1 = g, para todo j, 0 < j <r, temos que vale
qn J qn i r qn (
B > mi i — i
(o (5)) 2 e () )y = (350 (5) ) o

Assim, (b;p)((¢"/c)p)! = (bj(q"/c)?)u = 0. Uma vez que (¢"/c)u # 0, temos bju = 0 para
todo j. Concluimos que (¢"/a)u é transcendente sobre Kv. Dessa forma, p | v é uma extensdo

isto é,

residuo-transcendente.
|

As valorizagoes da forma i, s nos ajudam a estudar as extensoes residuo-transcendentes de

v e de 7. Por exemplo, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.20. Sejam v, U, p e i como na Figura 3.1. As afirmacoes a sequir sao equivalentes.

1. p| v é extensao residuo-transcendente.
2. i | U € extensao residuo-transcendente.
3. Ezistem a €K e 6§ = i(z — a) € UK tais que i = [i, 4.

4. Vale iK(z) = 7K e o conjunto {fi(x —b) | b € K} possui mdzimo.

Demonstracgao:

(1. = 2.) Se u | v é residuo-transcendente, entao existe r € K(x) tal que ru é transcendente
sobre Kv. Porém, ru = rfi € K(x)f. Assim, 771 é transcendente sobre Kv. Entdo, como a
propriedade de ser algébrico ¢ transitiva, temos que ru ¢ também transcendente sobre qualquer
extensdo algébrica de Kv contida em K(x)7i. Portanto, 77z é transcendente sobre Ko, mostrando

que @ | 7 é residuo-transcendente.

(2. = 1.) Se i | 7 é residuo-transcendente, entdo existe r € K(z) tal que rfi é transcendente
sobre Kv. Pela Proposi¢ao D.10, como K(z) | K(z) é algébrica, segue que K(x)u | K(z)u é
algébrica. Se K(x)u | Kv fosse algébrica, entdo r seria, por transitividade, algébrico sobre K,
o que é uma contradigao. Entao K(z)u possui ao menos um elemento transcendente sobre Kv,

mostrando que p | v é residuo-transcendente.

(2. = 3.) Primeiramente, veremos que a extensdo f | 7 ser residuo-transcendente implica
7K (z) = 7K. De fato, pela Desigualdade de Zariski-Abhyankar, temos rat.rk(zK(z)/7K) = 0,
ou seja, K (z)/7K ¢ de tor¢io (Apéndice B). Assim, para todo v € K(z) existe m € N tal
que my € 7K. Mas, 7K é um grupo divisivel (Proposicio D.11). Portanto, para w = m~y € 7K
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e m € N existe 7/ € 7K tal que my = my’. Como 7K ¢é livre de torcio, essa igualdade implica
v =" € 7K. Ou seja, iK(x) C 7K. A outra inclusdo segue de 77 | 7 ser uma extensdo. Logo,
1K (z) = 7K.

Seja f/g € K(x) tal que (f/g)ft € K(x)f ¢ transcendente sobre K. Escrevemos

f:aH(x—ai)egzﬁn(x—bj).

Como K(z) = 7K, existem ¢;,d; € K, 1 <4 <7, 1 < j < s tais que v(¢;) = fi(r — a;) e
ﬁ(dj) = ﬁ(,I — bj) Seja

r

H(l‘ —a;)/¢

h: =1

s

[T —b;)/d;

J=1

O residuo de h em K(x)f é transcendente sobre K. Como todos os fatores (z — a;)/c; e
(z — b;)/d; tem valor 0, temos que, quando levamos h para K(z)f, pelo menos um de seus
fatores é transcendente sobre Kv. Digamos que um destes seja (v — a)/c. Chamemos de

0 =rp(x—a)=7(c).

Seja p € K[z] um polinémio qualquer. Escrevemos
t
p=> plx—a)
i=1

em que p; € K. Seja d € K tal que v(d) = lrgflgt{ﬁ(pici)}. Para todo i, 1 < i < t, temos
v(pict/d) > 0 e, para algum i, v(p;c’/d) = 0. Assim, o residuo do polinémio

t i
p pic
E_; d

(%)

em K(z)77 é uma expressdo polinomial ndo nula em =47. Com isso, fi(p/d) = 0 pois, caso

contrario, o residuo de (x — a)/c seria algébrico sobre Kv. Portanto,

Ailp) = 7(d) = min {7(p:c)} = min {7(p.) +i0} = i, 5(p)

1<i<t

e, consequentemente, @ = [, s-

(3. = 2.) Ja sabemos que iK(x) D 7K, por se tratar de uma extensdo. Mas, como por hipotese
§ = f(z — a) € VK, temos que Ji, 5(f) = Orgig {¥(a;) + 146} € UK para todo f € K[z]. Logo
1K (z) = 7K. Tomamos c € K tal que 7(c) — 5. Pelo Lema 3.19, aplicado para i, x —a e ¢, o

representante de “=¢ em K(2)z é transcendente sobre Ku.
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(3. = 4.) Se I = Ti,, entdo ja vimos que nK(z) = 7K. Além disso, pelo Lema 3.5, temos
> 7i(z — b) para todo b € K.

Logo, uma extensdo residuo-transcendente @ | 7 fica determinada por um par de defini¢ao
(a,6) € K x K. Como vimos, § = fi(x — a) e fi(r — a) > fi(r — b) para todo b € K. Se
tomarmos a de modo que [K(a) : K] seja minimo, entao temos que o par de defini¢io de 1 é

um par minimal de defini¢ao, conforme a Defini¢ao 3.7.

Corolario 3.21. Seja v uma valorizacao em K e ® um grupo que contém vK. Tomemos
a €K, §e e consideremos a valorizacao fi, 5 em K(x). Temos que Ti, 5 | 7 € uma extensao

restduo-transcendente se, e somente se, § € VK.

Demonstracgao:

(=) Se 11, 5 ¢ extensdo residuo-transcendente de 7, entdo encontramos 0’ e a’ tais que fi, 5 = i 5
com 0’ = Ji, 5(z —a’) € VK. Mas, pelo Lema 3.1, se (a,8) e (a’,¢') definem a mesma valorizacao

monomial, entdo § = ¢’. Logo, § € 7K.

(<) Se § € K, entdo segue do Lema 3.19, para i = Ji, 45, que a extensdo fi,, | 7 residuo-

transcendente.
[ |

A seguir, temos uma parte do primeiro resultado principal deste trabalho.

Teorema 3.22. Sejam p uma valorizagao em Kz]. Se p € residuo-transcendente, entao pn = fig
para algum polinémio-chave Q. Além disso, tomando Ti uma extensdo de u para Klx], vemos

que [t admite par minimal de defini¢ao.

Demonstracao: Como p em K[z] é residuo-transcendente, ela se estende para K(z). Seja
v = plg. Tomamos 1 e 7 como na Figura 3.1. Se p em Klz] é residuo-transcendente, entao,
olhando para g em K(x), vemos que p | v é uma extensao residuo-transcendente. Pelo Teo-

rema 3.20 isso é equivalente a dizer que existe o’ € K tal que Algp) = Mo s em que 0 = fi(z —a').

Tomemos a € K de modo que este tenha grau minimo dentre os elementos de
{c € K| u(c —d) > &} Dessa forma, i,;lke) = Hoslke) = Blke) = 1 e o par (a,0) &
um par minimal de definigao para . Pelo Teorema 3.12, tomando ) o polindmio minimal de

a sobre K, este é um polinomio-chave para p1 e p = pg.
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3.3.2 Valorizagoes valor-transcendentes

Iniciamos vendo que uma valorizacao transcendente ¢ o mesmo que um truncamento.

Lema 3.23. Suponhamos que q € Kx] seja um polindmio tal que u(q) € livre de tor¢ao sobre
vK e que para todo f € Klz| com deg(f) < deg(q) tenhamos que pu(f) € de tor¢ao sobre VK.
Entao p = py.

Demonstracao: Para qualquer f € K[z] ndo nulo, seja f = fy + ... + fs¢° sua g-expansao.
Para todo i, temos deg(f;) < deg(¢q). Tomemos dois coeficientes f; e f; de f com ¢ > j.
Afirmamos que se f;, f; € supp(u), entdo u(fiq') # pu(f;q’). De fato, se valesse a igualdade,

entao
p(fi) +iulq) = p(f;) + jnq),

o que implica
(i = ua) = ulf;) — nlf).

Mas, como deg(f;), deg(f;) < deg(q), temos por hipdtese que os valores de f; e f; sdo de torcao

sobre vK. Entdo, u(fi) — p(f;) é de torcdo e, consequentemente, também p(q) o seria. Isso
contradiz nossa hipotese. Portanto u(fiq") # p(fi¢?) se i # j e fi, f; & supp(p).

Logo,
p(f) = plfo+ ..+ foq®) = min {u(fig")} = pg(f).

0<i<s

Teorema 3.24. Uma valorizacao jn em Klx| é transcendente se, e somente se, eriste um

polindomio q € Kz tal que p = .

Demonstracgao:

(=) Se p é residuo-transcendente, entdo o Teorema 3.22 nos diz que p = i para algum

polinémio(-chave) em K[z].

Se 1 é valor-transcendente, entao existe ¢ € K[z] tal que u(q) ¢ livre de torgao sobre vK.
Escolhemos ¢ com o menor grau possivel. Assim, para qualquer f € K[z] com deg(f) < deg(q)

temos que u(f) é de tor¢ao sobre VK. Pelo Lema 3.23, segue que = .

(<) Suponhamos que p = p, para algum polinémio ¢ € K[z]. Se p(q) € livre de tor¢ao sobre

vK, entao p ¢ valor-transcendente, logo p é transcendente.

Suponhamos entdo que u(q) nao é livre de tor¢ao sobre VK, isto é, existem a € K* en € N
tais que n - u(q) = v(a) ou, equivalentemente, u(q™/a) = 0. Assim, em Kpu, temos ¢"u # 0.
Pelo Lema 3.19, (¢"/c)u é transcendente sobre Kv. Assim, u é residuo-transcendente, logo é

transcendente.
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Sejam u uma valorizacio em K[z] e i uma extensdo de p para K[z]. Podemos afirmar
que se j = fig para algum polindémio-chave (ou equivalentemente, i admite um par minimal de
defini¢ao), entao p é transcendente. Isso segue direto do Teorema 3.24 acima. A reciproca dessa
afirmacao é garantida no caso em que p é residuo-transcendente, como visto no Teorema 3.22.
Mas, no caso em que p é valor-transcendente, nao podemos afirmar a reciproca de imediato.
Ja vimos que uma valorizacao valor-transcendente ;@ pode ser vista como um truncamento i,
para algum polinomio em K[z]. O que mostraremos a seguir é que uma valorizagao valor-
transcendente em K[z] também é um truncamento em um polinémio-chave, concluindo assim

o primeiro resultado principal deste trabalho.

Iniciaremos trabalhando com um caso particular.

Lema 3.25. Sejam U uma valorizagio em K e i uma extensdo de U para K[z]. Suponhamos
que Ti € valor-transcendente em K[x]. Entdo ezistem a € K e 6§ € (K[z]) tais que fi(x —a) = 6

e

=
I
=

a,0°

Demonstragao: Como 71 é valor-transcendente o grupo quociente 71(K[z])/ZK possui um
elemento livre de tor¢do. Portanto, existe v € 7i(K[z]) tal que 7Z N 7K = {0}. Seja g € K[z]

tal que v = 7i(g). Como K é algebricamente fechado, temos

y=Tlg) =7 (cH(:c - ai)> = 7ile) + ) _lx — ).

i=1

Se pu(x —b) fosse de torgio sobre K para todo b € K, entdo 7i(g) também o seria, contradizendo
a escolha de 7. Logo, deve existir a0 menos um a € K tal que 6 = 7i(z — a) ¢ livre de torcdo

sobre 7K. Assim, aplicando o Lema 3.23 para Ji, 7 e x — a, concluimos que i = Ji, , = T g-
|

Ou seja, as valorizacdes valor-transcendentes em K[r] se parecem com as valorizacdes
residuo-transcendentes, pois ambas podem ser definidas por um par de definigao (a,d). Como
apontam Alexandru, Popescu e Zaharescu (1990a, p. 289), a principal diferenca entre o par
de definicao de uma valorizacao valor-transcendente e o par de definicdio de uma valoriza-
cao residuo-transcendente é o local em que se encontra 6. No caso da valorizacao residuo-

transcendente, temos que § € UK e, no caso da valorizacio valor-transcendente, temos que
§ € n(K[z]) \ 7K.

Teorema 3.26. Seja p uma valorizagao em Kz]. Se u € valor-transcendente, entio = g
para algum polinémio-chave Q € K[x]. Além disso, tomando i uma extensdo de p para K|z],

vemos que i admite par minimal de definicao.
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Demonstracao: Se supp(u) = (@), com @ nao nulo, entdo por definigdo €(Q)) = co e assim
() é polinomio-chave. Agora, dado f € K|z], sendo f = fy + ... + f;Q° sua Q-expansio, como
deg(fo) < deg(Q), temos que p(fo) # 0o e

p(f) = plfo+ ...+ f:Q°) = p(fo) = pol(f).

Suponhamos agora que p é valorizagdo de Krull em Kz]. Podemos estendé-la para K(x)
naturalmente. Seja v = plx. Tomemos uma extensdo 7 de v para K e uma valorizacio [
em K(z) que estenda ambas 7 e p. Temos que 77 também serd valor-transcendente em K|[x)].
De fato, suponhamos por contradicdo que (K[z]) /7K é de tor¢io. Por hipotese, u(K[z])/vK
possui um elemento livre de tor¢ao, isto é, existe v € u(K[z]) tal que vZ N vK = {0}. Como
w(K[z]) € m(K[x]) temos que v € (K[z]). Como estamos supondo i(K[z]) /7K de tor¢io existe
s € N tal que sy € 7K. Mas, 7K = vK ® Q (Proposicdo D.11), isto &, sy = 7' ® % Isso é o
mesmo que dizer msy = ' € VK o que implicaria que « é de tor¢ao sobre vK contradizendo a

escolha que fizemos de 7. Logo, 7i(K[z]) /7K deve possuir um elemento livre de torcio.

Pelo lema anterior, existem a € K e § = fi(z — a) € u(K[z]) tais que 7 = fi, 5. Podemos
tomar a com grau minimal. Seja () o polindmio minimal de a sobre K. Assim, pelo Lema 3.10 e
pelo Teorema 3.12, temos que (a,d) é um par minimal de defini¢do para @ e @ é um polindbmio-

chave tal que p = pg.

Portanto, concluimos o seguinte.

Corolario 3.27. Seja p uma valoriza¢ao em Klz]. Temos que p € transcendente se, e somente

se, p = g para algum polinémio-chave Q) € Klz]

Demonstracao: Basta juntarmos o Teorema 3.22, o Teorema 3.24 e o Teorema 3.26.

3.4 Uma relacao entre os truncamentos 7, , € (o

Seja 1 uma valorizagdo em K(z) que é uma extensao residuo-transcendente de uma valori-
zacio v em K. Estendemos i para K(z) e v para K como na Figura 3.2 a seguir, obtendo i e

v, respectivamente.
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(K, v)

Figura 3.2: Diagrama das extensoes

Pelo Teorema 3.22, existe um polinémio-chave @) € K[z] tal que para alguma de suas raizes
a € K temos § = 0(Q) = Ti(z — a), I = f, s em K(z) e
Akl = Hoslkie) = 1= 1o
Como, para esse valor de 0, temos fi, s = i,_,, terminamos concluindo como corolario que 1z,

coincide com pg em Kiz].

Seja agora @ € K[z] um polinémio-chave previamente escolhido para p. Considerando
a € K uma raiz otimizadora de Q (isto ¢, uma raiz tal que §(Q) = 7i(z — a)), nos perguntamos

se ¢ possivel estabelecer uma relagao de igualdade, como a anterior, entre os truncamentos

ﬁxfa € UQ-

Consideremos v, u, 7 e i como anteriormente, porém agora a extensao p | v nao precisa ser
necessariamente residuo-transcendente. Seja ) € K[z] um polinémio-chave qualquer para pu.
Considerando a € K uma raiz otimizadora de (), mostraremos nesta se¢ao o segundo resultado

principal deste trabalho: 71, _, |k = pg. Além disso, como pg é de Krull, concluiremos também

que 7, , = po em K(z).

A prova compreende dois casos principais: o caso em que u(Q) € 7K e 0 caso em que
1(Q) € 7K. O segundo caso requer argumentos mais elaborados do que o primeiro. Daremos
duas provas para o caso u(Q) € K. A primeira prova segue a estrutura da demonstracio
originalmente apresentada nos trabalhos de Popescu e Popescu (1989) e de Alexandru, Popescu
e Zaharescu (1988). Porém, daremos versoes proprias de muitos dos resultados intermediarios.
A segunda prova segue a estrutura da demonstracao apresentada por Bengus-Lasnier (2021),
que é mais sintética que a anterior e se utiliza da estrutura do anel graduado associado a uma

valorizacao.
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3.4.1 O caso u(Q) € 7K

Para ambos os casos da demonstragao principal, o seguinte lema se faz crucial.

Lema 3.28. Sejam f € Klz] e a € K uma raiz otimizadora de f. Se g € K[z] € tal que
d(g) < d(f), entdo

7. .(g) = Tilg) = Pg(a)) e (%) =1

Ainda, se f = Q € Kx] é um polindmio-chave para u, entao
Fo—a(@) = 11(Q)-

Demonstracao: Uma vez que K é algebricamente fechado, é suficiente mostrar a primeira

parte do resultado para g = z — ¢, com ¢ € K. Sabemos que

fi(z — c) = 0(g) < o(f) = mlz — a).

Pelo Lema 3.4, segue que

Além disso,

Assim, temos
o que implica,

Portanto, (a)

Sejam () um polindémio-chave e ¢ € K uma raiz otimizadora de (). Para cada raiz ¢; € K
de @, sabemos que f(x — ¢;) < f(x — a). Pelo Lema 3.4, segue que fi,_,(xr — ¢;) = f(x — ¢)
para cada raiz ¢; de ). Usando o Axioma (V1) concluimos que 7, ,(Q) = 1(Q).
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Lema 3.29. Seja (a,v) um par minimal para p, com v = fi(x — a). Para todo f € K[z] com
deg(f) < [K(a) : K] vale 6(f) < ~.

Demonstracdo: Para qualquer raiz b € K de f, sabemos que
[K(b) : K] < deg(f) < [K(a) : K].

Logo, pela definicao de par minimal, 7i(b — a) < v = Ti(z — a). Suponhamos agora que b seja
tal que 0(f) = fi(x — b). Assim,

o(f) =z = b) =z —a+(a = b)) = pla =) <.
]

Observagao 3.30. Seja g € K[z] tal que deg(g) < deg(Q), com Q polinémio-chave. Sendo
a € K uma raiz otimizadora de Q, sabemos que (a,5(Q)) é um par minimal (Teorema 3.11) e
deg(Q) = [K(a) : K]. Logo, pelo Lema 3.29, §(g) < 6(Q) e, pelo Lema 5.28,

fe—a(g9) = 1(g) = pulg) = nglg) =v(9(a)) e fi,_,(9 — g(a)) > 7,_,(g(a)).
v

Lema 3.31. Para todo f € K[z] ndo constante, temos que u(f) € UK se, e somente se,
5(f) e TK.

Demonstracao: Seja a € K uma raiz otimizadora de f. Escrevemos

em que a = ap €
5(f) = file —ar) = ... = file — @) > iz — a;)

para todo j, k+1 < j < n. Assim, 6(f) > d(z—a;) e, pelo Lema 3.28, fi(r—a;) = v(a—a;) € VK
para todo j, k+ 1 < 7 < n. Portanto, como

vemos que se 0(f) € K, entdo u(f) € 7K.
Por outro lado, se u(f) € 7K, entdo ké(f) € 7K, isto é, §(f) € 7K @ Q = vK.
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Com o auxilio dos lemas anteriores, podemos demonstrar o resultado principal desta secao

no caso em que 1(Q) ¢ 7K.

Teorema 3.32. Seja Q € K[z] um polindmio-chave para u. Seja a € K uma raiz de Q tal que
§(Q) =1(xr — a). Se u(Q) ¢ VK, entio i,_, = o em K(x).

Demonstracao: Para solucionarmos este caso, basta mostrarmos que p = g em Kfz] e que

fi_q = 1 em K(z), pois assim concluiremos que fi,_,|kjz) = flkp = 1 = Ho-

Mostremos inicialmente que p(Q) € 7K(z) \ 7K é livre de tor¢ao sobre 7K. Se su-
pormos por contradi¢do que u(Q) é de torgao, entdo existe b € N menor natural tal que
g =bu(Q) € K. Mas 7K ¢ divisivel, logo para esse g e esse b € N existe um elemento h € 7K
tal que g = bu(Q) = bh, o que implica, b(u(Q) — h) = 0. Porém, 7K ¢é livre de torcdo, logo a
ltima igualdade s6 é possivel se u(Q) = h € 7K, o que contradiz u(Q) € uK(z) \ 7K. Logo

1(Q) é livre de torcao sobre UK e, em particular, é livre de tor¢do sobre vK.

Agora, vejamos que u = pg em Kz]. Para qualquer f € K|z] com deg(f) < deg(Q),
sabemos pelo Lema 3.28 que u(f) = u(f(a)) € 7K. Ou seja, u(f) é de tor¢io sobre vK para
todo f com deg(f) < deg(Q). Portanto, aplicando o Lema 3.23 para p e @, temos que p = fig.

Para mostrar que 7i, , = f em K(z) basta lembrarmos que ;(Q) € 7K se, e somente se,
§(Q) € K (Lema 3.31). Assim, como estamos supondo que u(Q) & 7K, temos que 6(Q) & 7K.
Mas, usando que 7K ¢ divisivel concluimos que §(Q) = Ji(z — a) ¢ livre de torcio sobre 7K.

Pelo Lema 3.23, aplicado para 1 e © — a, segue que u,_, = fi.

3.4.2 O caso p(Q) € 7K: primeira prova

A primeira prova que apresentaremos para o caso em que u(Q) € 7K utiliza apenas os
conhecimentos sobre valorizacoes que desenvolvemos até o momento e os argumentos envolvem,
principalmente, os corpos de residuo das valorizagoes em questao. Essa prova foi apresentada
originalmente nos trabalhos de Popescu e Popescu (1989) e de Alexandru, Popescu e Zaharescu
(1988).

Iniciaremos o caminho até essa primeira prova com uma sequéncia de resultados auxiliares.
Comegamos exibindo um elemento transcendente para a extensdo de corpos K(z)ug | Kv,
construido a partir de ). Para isso, usaremos dois lemas. O primeiro é um derivado do

Lema 2.22 aplicado para pg.
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Lema 3.33. Seja p uma valorizagao em Klx], @ um polinémio-chave para p e considere a
valorizagao pg em Klz|. As sequintes afirmagoes sao satisfeitas.
1. O polinomio @) é um polindmio-chave para fig.

2. Tomemos hy, ..., hs € K[z] com deg(h;) < deg(Q) para todo i, 1 <i<s. Se

s

Hhi:lQ‘f‘P

i=1
com deg(p) < deg(Q), entao
1Q (ﬁ hi) = pg(p) < ne(lQ).
i=1
Demonstracgao:
1. Notamos que se deg(f) < deg(Q), entdo deg(dpf) < deg(f) < deg(Q) para todo b,

1 < b < deg(f). Denotemos por €g(f) o valor € associado a f com relacao a valorizagao

pq- Portanto,

1<b<deg(f)

e ) e S S

Usando a mesma argumentacao acima e a definicao de pug, concluimos que €g(Q) = €(Q).
Dessa forma, como @) é polinomio-chave para p, temos €(f) < €(Q), o que é o mesmo que

eo(f) < eq(Q). Portanto, @) é um polindmio-chave para fig.

2. Segue do Lema 2.22, aplicado para p.

Lema 3.34. Seja QQ um polinémio-chave para p e tomemos

f=l+hQ+. . .+ [

em que cada f; € o produto de polinémios de grau menor do que n = deg(Q). Entdo

no(f) = min {u(£:Q")}.
Demonstracao: Para cada i, 0 < ¢ < s, escrevemos f; = ¢;Q + r; com deg(r;) < n. Pelo

Lema 3.33, temos

po(fi) = pn(fi) = no(ri) < pe(4:Q).
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Seja g =rg+1Q + ...+ rsQ° e tomemos m € N tal que ug(g) = p(r,Q@™). Entao, para todo

i, concluimos que
(@) > w(riQ") = p(rmQ™).
Como

f — 9= ZquHJ,
=0

obtemos que

po(f —g) > p(rnQ™) = ng(g).

Dessa forma, ug(f) = ug(g). Consequentemente

pa(f) = min {u(f:Q")} = min {u(r:Q")} = nolg) = no(f)-

~ 0<i<s 0<i<s

Observacao 3.35. O Lema 3.34 continua verdadeiro se algum dos coeficientes f; € nulo. Nesse

caso, colocamos q; = r; = 0 onde for preciso.

Proposicao 3.36. Seja QQ um polinémio-chave para j e suponhamos que existe e € N tal
que w(Q°) = p(h), em que h € Klz| satisfaz deg(h) < deg(Q). Definimos ¢ = % Entao o
residuo de ¢ em K(z)ug € transcendente sobre Kv. Em particular, o residuo de ¢ em K(x)ug

¢ transcendente sobre qualquer extensdo algébrica de Kv contida em K(z)pug.

Demonstracao: De imediato vemos que po(¢) = 0. Suponhamos que existam by, ..., b € K

tais que v(b;) > 0 para todo i, 0 <i < s, e

> (el Guo)' = 3 (6% ) o =o.

1=0 i=0

Entao,

—~ [, Q hibo + h* ' h1Q° + ... + b,Q°*
0= b; ni ) He~ hs HQ-
=0

Dessa forma,
(P + h¥ 710 Q¢ + ... 4+ b,Q%) > pg(h®).

Pela definicao de h, temos
pq(h®) = sep(Q).
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Também vemos que

1 (R~ 0,Q") = (s — i)uq(h) + nq(b:) + eing(Q)
= (s — 1)ep(Q) + pq(bi) + eip(Q)
= pe(bi) + sep(Q) > sep(Q).

Suponhamos, buscando uma contradicao, que existe j, 0 < j < s, tal que b;ug # 0. Entao

v(b;) = 0 e terfamos que

pa(h®) = min {uo(h*'0,Q)} = min {u(h*"'b:Q")}.

0<i<s

Logo,
po(h*by + h¥101Q° + ... + b,Q%) > Orgiil {u(h*~"5:;Q)}.
Porém, isso contradiz o Lema 3.34. Portanto, devemos ter b;jig = 0 para todo i, 0 <7 < s.
Isso significa que (ug € K(x)ug é transcendente sobre Ku.
|

Em seguida, provaremos que o residuo de ¢ = % em K(z),_, também é transcendente

sobre Kv (Proposi¢ao 3.39). Usaremos os seguintes lemas.

Lema 3.37. Seja a € K uma raiz otimizadora do polinémio-chave Q. Suponhamos 1u(Q) € UK.
Seja d, € K tal que iz —a) = §(Q) = 7(d,) € K. Para b € K, suponhamos que exista d, € K
tal que i(x — b) = v(dy). Temos o seguinte:

r—a — —
1. O elemento y = d—ﬁx_a € K(z),_, € transcendente sobre Kv.

b b _
2. Sei(x —b) <fi(xr —a), entdo i (Id ) =0e xd—ﬂx_a € Koly].
b b

Demonstracgao:

1. Segue do Lema 3.36 aplicado para i e seu polinomio-chave x — a.

2. Suponhamos fi(x — b) < fi(z — a). Pelo Lema 3.4, segue que
(@ —b) > Bla —b) ¢ oz — b) = Al — D).

Dessa forma,
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Portanto,

Observagao 3.38. Se existe ¢ € N tal que p(Q°) = wp(h), para algum h € Kz] com
deg(h) < deg(Q), entdo u(Q) € VK. De fato, pela Observacdo 3.30 temos que

en(Q) = p(h) = v(h(a)) € VK.

Como vK € um grupo divisivel, seque que existe ¢ € K tal que v(h(a)) = ev(c). Logo,
e(u(Q) — v(c)) = 0. Como VK ¢ livre de tor¢io, concluimos que u(Q) = v(c) € vK.
Por outro lado, se assumirmos que u(Q) € VK, como vK ¢ o fecho divisivel de VK, entdo

eriste e € N tal que ev(Q) € vK. Portanto, essas duas condigoes sao equivalentes.

v

Proposicao 3.39. Seja Q) um polindémio-chave para pv e suponhamos que existe e € N tal que
u(Q°) = p(h), em que h € K[z| satisfaz deg(h) < deg(Q). Definimos ¢ = % Entao o residuo

de ¢ em K(2)fi,_, € transcendente sobre K.

r—a

Demonstragido: Pela Observacao 3.30, vemos que i, ,(¢) = 0. Sejam a = ay,...,a, € K

todas as raizes de (). Escrevemos

n

Q=]l-a) ] (@-a)eK),

i=1 j=k+1
com a; = a,

Q) =1r—ar) =...=alr —ax) > fi(x — a;)
para todo 7, £+ 1 < 7 < n. Entao, pela Observacao 3.30,

Hy—o( — aj) = V(a — a;) = v(d;),

em que d; = a—a; . Pela Observagao 3.38, temos que u(Q) € 7K. Logo, §(Q) = fi(r —a) € 7K
pelo Lema 3.31. Dessa forma, existe d; € K tal que 7i(zx — a) = 7(d;). Logo, para todo i,
92 <<k,

Tp_o(® —a;) = min{v(a — a;), f(x —a)} = min{v(a — a;),v(d1)} :=v(d;),
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em que d; € {a —a;,d,}. Entdo, fi,_,((zr —a;)/d;) =0e fi,_,((xr —a;)/d;j) =0

Sejad:dl---dney—xd_auz .

()5~ ()5~ (£ ()
(F)ree (15
/(i) (ML) -

= yp(y) € Kvfy] \ Kv.

€ K(2)7,_, Temos, pelo Lema 3.37,

Como y é transcendente sobre 7K, concluimos que yp(y) = (fi,_, ¢ também transcendente
sobre 7K.

A seguir trabalharemos com o corpo K(a)7, em que a é uma raiz otimizadora de um
polinémio-chave (). Consideremos a restri¢do 7|k). Como K(a) é a extensdo simples de
K obtida a partir de a, todos os elementos dessa extensao sao da forma g(a), em que g € K|z]
e deg(g) < deg(Q) = [K(a) : K]. Assim, pela Observac¢ao 3.30 temos

Vejamos que a aplicagao ®, dada por
¢ : K(a)yv — Klz]pg

9(a)v — g(x)pq,

¢ um homomorfismo de anéis bem definido e que, além disso, tal aplicacao ¢ injetora. De fato,
dados f, g € K[z] com deg(f),deg(g) < deg(Q) e tais que 7(f(a)) = 7(g(a)) = 0, temos que

fa)v = g(a)V <= v(f(a) — g(a)) > 0
= ue((f—9)>0
= fro = gnq-

Segue que a aplicacao estd bem definida e ¢ injetora. Além disso,

po(f +9) =v(f(a) + g(a)) > 0.
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Logo,

(f(a)v + g(a)p) = ©((f(a) + g(a))V)
= (f+ 9
= fhg + ghq
= 0(f(a)v) + 2(g(a)v).

Agora, escrevendo fg = q@Q) + r, usamos o Lema 3.33 para concluirmos que

po(fg —r) > po(r) = v(r(a)) = v(f(a)) +7(g(a)) = 0.

Dessa forma,
(fla)g(a))v =r(a)v e (fg)uq = r(a)uq.
Logo,

Por isso, podemos dizer que ha um mergulho K(a)7 — K(z)ug. Como a extensdo K | K(a)

é algébrica, pela Proposi¢do D.10 sabemos que o grupo quociente 7K /7K (a) é de torcio.

Como vimos na Observacdo 3.38, se supormos que u(Q) € UK, entdo existe e € N tal que
en(Q) € VK(a). Podemos tomar esse inteiro positivo como o menor com essa propriedade. Tal

minimalidade seré 1til no que se segue.

Corolario 3.40. Suponhamos u(Q) € UK e tomemos e € N o menor inteiro positivo tal que
en(Q) € vK(a). Escolhemos h € Kz] com deg(h) < deg(Q) e tal que en(Q) = v(h(a)).

Definimos ¢ = % Entao os elementos

Crq € K(x)ug e (i, o € K(2)T,
sGo transcendentes sobre K(a)v.

Demonstracao: A prova segue direto da Proposicao 3.36 e da Proposicao 3.39.
|

Usando esse elemento ¢ e o inteiro positivo e acima podemos provar, quando
1(Q) € 7K, que a igualdade desejada vale no corpo intermediario K(¢) e, inicialmente, para

todos os polindmios com grau menor do que ne, em que n = deg(Q). Estes resultados interme-
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diarios nos ajudarao com o caso geral.

Lema 3.41. Suponhamos p(Q) € 7K. Sejam e € N o menor inteiro positivo tal que
en(Q) € K(a)v e n = deg(Q). Se g € K[z| € tal que deg(g) < ne, entio fi,_,(9) = po(g)-

Demonstracao: Seja g € K[z] com deg(g) < ne. Ao escrever a Q-expansio de g obtemos

e—1
=0

em que deg(g;) < n. Afirmamos que 7i,_,(g) = min 1{ﬁm_a(gi) +ifi,_,(Q)}. De fato, caso

0<i<e—
contrario, deveriam existir ig e i1, 0 < 79 < 11 < e — 1, tais que

ﬁr—a(gio) + iOﬁz—a(Q) = ﬁw—a(gil) + ilﬁm—a<Q>'

Logo,
Ea}—a(gm) - ﬁa}—a(gh) = (Zl - io)ﬁx—a(Q> = (Zl - ZO)M<Q)
Como pela Observagao 3.30 temos que 1, ,(9;) = 7(gi(a)) € 7K(a) para todo i, segue que

(11 —10)p(Q) € 7K(a). Como i1 —ig < e, estamos contradizendo a minimalidade de e. Portanto,

fir—a(g) = min {7, ,(9:) + 10, ,(Q)} = min {u(g;) +ip(Q)} = pelg)-

0<i<e—1 0<i<e—1
[ ]

Lema 3.42. Suponhamos p(Q) € 7K. Sejam e € N o menor inteiro positivo tal que
en(Q) € K(a)v e n = deg(Q). Tomemos f,g € Klz| tais que deg(f),deg(g) < ne e seja
u=f/g. Se,_,(u) =0, entdo ufi,_, ¢ algébrico sobre Kv.

Demonstracao: Como deg(f),deg(g) < ne, as @-expansoes desses polindomios sao da forma
e—1 e—1
f=> fiQ andg=> gQ"
i=0 i=0
com deg( f;) deg(g;) < n. Estamos supondo 7i,_,(u) = 0. Entao, pelo Lema 3.41,

Tipo(u) =Tl o(f) = Tipo(g) = min {7, ,(fir')} — min {7, ,(gs")} =0

0<i<e—1 0<i<e—1

Dessa forma, existem i e j tais que 7, ,(fir") = T,_,(g;77). Pela minimalidade de e

concluimos que ¢ = j = iy € iy é tnico. Escrevendo

fo fe—yre™!
u_fiofiori0+...+1+...+ Fog 0

- e—1)
gio#+...+1+...+%
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vemos que

Agora escrevemos
fio = bH<5U —b;) and g;, = CH(x —¢i),
j=1 k=1
com by, ¢; € K. Como deg(f;,), deg(gi,) < n, concluimos pela Observacio 3.30 e pelo Lema 3.37
que existem d;, my, € K tais que

T —b; T —c_

e
di Hz—q m; Hz—q

sao algébricos sobre Kv. Denotamos d = d; ---ds e m = my - - - m;. Portanto,

— - fio_ o d fio m —
Uy, = _'/La:—a =\ —=—F | Hp—q

10 m d Gig

é algébrico sobre Ku.
|

Lema 3.43. Suponhamos p(Q) € 7K e seja ( = % como no Coroldrio 3.40. Seja
g=to+ti(+ ...+t em que t; € Klx] e deg(t;) < ne. Entao

Fy—a(g) = min {7, _, ()}

0<i<s

Demonstracao: Sabemos que

Fo-a(9) 2 min {7, (i)} = min {7, (1) + i, -o(Q} = min {77,4(8)},

0<:i<s 0<i<s

pois @, _,(() = 0. Se caso @, ,(g) > 0121121 {fip_o(t;)}, entdo existiriam iy e 4, com

0 <ip < iqp < s, tais que

ﬁz—a(t ) :uz a(tll) = min {:u’x a(t )}

0<i<s

Consequentemente, f,_,(t;,) # oo e t;, # 0. Tomemos gt;'. Temos fi,_,(gt;;") > 0 pois,
caso contrario, 7i,_,(gt;') = 0 implicaria 7i,_,(g) = M,_4(t;,), contradizendo o que assumimos.

Logo,

(9ti,' MH—<Z C’)ﬁm—C’OuHJrZ( ) =0
i#£ig

em K(z)fi,_,. Vimos no Lema 3.42 que todos os elementos (¢;/t;,)fi,_, que sao nao nulos (isto

é, aqueles com 1,_,(t;/t;,) = 0) sao algébricos sobre vK. Como existe ao menos um desses que
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é nao nulo, a saber (¢;, /t;,)i,_,, concluiriamos que o residuo de (¢ é algébrico sobre Kv, o que

é uma contradigdo. Portanto, tais iy e i; ndo existem e fi,_,(g) = Orgigs{ﬁx,a(ti)}.

Lema 3.44. Suponhamos pu(Q) € 7K e seja ( = % como no Coroldrio 3.40. Seja
g=to+ti(+ ...+t em que t; € Klz] e deg(t;) < ne. Entao

Is-a(9) = 1a(9).
Em particular, Ti,_, = po em K(Q).

Demonstracao: Pelo Lema 3.43, 71, ,(9) = min{g, ,(t;)}. Aplicando o Lema 3.42 ¢

0<i<s

o Lema 3.43 para p e @ concluimos que pg(g) = Orgzjgs{uQ(ti)}. Pelo Lema 3.41, como
deg(t;) < ne, temos fi,_,(t;) = pug(t;). Portanto, segue a igualdade.

|

Agora temos o que é necessario para a primeira demonstracao to resultado principal desta

seqao no caso em que u(Q) € 7K.
Teorema 3.45. Seja Q € K[z] um polindmio-chave para u. Seja a € K uma raiz de Q tal que
§(Q) =7i(xr — a). Se u(Q) € VK, entio i,_, = o em K(x).

Demonstracao: Consideremos o corpo K(r), com ¢ como no Corolario 3.40. A extensdo
K(z) | K(¢) ¢ algébrica e possui grau ne. Além disso, podemos ver K(z) como K(¢)(z). Cada

elemento f(x) € K(z) pode ser escrito na forma

ne—1

flz) =3 fil)a

em que f;(¢) € K(¢). Seja, para cada 1,

gial € K[C] ASSim7
= 90(O) + g1 (O + ...+ Gpera™?
1)

Reescrevendo o numerador de f como um polindmio em ¢ obtemos

to(z) + t1(x)C + ...+ ts(x)C?
1(C) ’

f=
em que t;(z) € K[z], deg(t;(z)) < ne para todo i, 0 < i < s. Temos

Exfa(f) = /_foa(to + th +.oo+ tSCS) - :Hzfa(l(C))
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Sabemos, pelo Lema 3.44 que 7i,_,(1(¢)) = uo(l(Q)) e
Fo—a(to + 110+ .+ 6:0°) = pg(to + 11 + ... +1:C7).

Portanto fi,_,(f) = uq(f)-

3.4.3 O caso u(Q) € 7K: segunda prova

A segunda prova para o Teorema 3.45 fard uso de uma estrutura de anel graduado que
associaremos as valorizagoes em questao. Esse ferramental tedrico nos levara a uma prova que
sintetizara os extensos argumentos da demonstragao apresentada na se¢ao anterior. Essa prova

foi elaborada por Bengus-Lasnier (2021).

Iniciaremos apresentando a estrutura de anel graduado associado a uma valorizagao que
pode ser descrita como um truncamento. Seja p uma valorizacdo em K[z| e suponhamos que
q € K[z] seja tal que p, é uma valorizacao. Para cada v € p,(K[z]), consideremos os grupos

abelianos

Py =A{f €Kla] | pg(f) 27} e PT ={f € Klz] | uo(f) >~}

Definicao 3.46. O anel graduado associado a i, € definido por

Gq = gL, (Klz]) = @ PV/P;F-

YEHq(K[z])

A soma em G, é feita coordenada a coordenada e o produto é dado estendendo o produto

de elementos homogéneos, que por sua vez é descrito por
(14 P3) 04 P5) = (0 + P,

Para f & supp(u,), denotaremos por in,(f) a imagem de f em Puq(f)/P:q(f)
Se f € supp(fy), entdo definimos in,(f) = 0.

Lema 3.47. Sejam f,g € K[z]|. As sequintes afirmagcoes sao verdadeiras.

1. G, € um dominio de integridade.
2. ing(f) - ing(g) = ing(fg).

3. in,(f) =1in,(g) se, e somente se, p,(f) = 1y(g) € pg(f —g) > py(f)-
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Demonstracao:

1. E suficiente provar a propriedade de integridade para elementos homogéneos. Se f —1—73;r e
g+P7 sdo diferentes de zero, entdo p,(f) = B e piq(g) = 7. Portanto, uy(fg) = B+7 € G,

e, assim, a classe fg + Pgﬂ é diferente de zero.

2. Segue direto da definicao do produto, pois
ing(fg) = (fg T 7D/jq(f)Jruq(g)> - <f T P/Z(f)) ’ (g T P/Z(Q)) = iny(f) - ing(9)-

3. (=) Observemos que ,(g) # pg(g) implica in,(f) # iny(g) pois esses elementos
homogéneos estardo em componentes distintas. Logo, se supormos in,(f) = in,(g),

entao fi4(g9) # pe(g). Mais que isso, nesse caso (f — g) € P;(f) = P/j—q(g)’ ou seja,
pg(f —g) > v(f).

(<) Se pg(f) = hq(g), entdo as componentes P,y /Py ) € Puyo)/ Py () 530 iguais.
Logo, se p14(f — g) > p14(f), entao (f —g) € PL(f) e por isso ing(f) = iny(9g).

Seja R, o subgrupo aditivo de G, gerado por

{ing(f) | f € Klz]a},

em que d = deg(q) e K[z]y = {f € K[z] | deg(f) < d}. Fixemos y := in,(g). O lema a seguir

nos diz que y pode ser entendido como um elemento transcendente sobre R,.

Lema 3.48. Suponhamos q ¢ supp(v). Se

apg+ay+...+asy’ =0

para certos ay, . ..,as € Ry, entao a; = 0 para todo i, 0 < ¢ < s.
Demonstracao: Suponhamos que existem ao, ..., as € R, tais que
ap+ary+ ... +asy® =0. (3.1)

Queremos mostrar que a; = 0 para todo 7, 0 < i < s. Observamos que todo elemento em R, é
1

da forma ZinQ(fi) para certos fi,..., f; € K[z]s;. Assim, a Equacdo (3.1) pode ser reescrita
como = . .
0= Z F; com F; = Z ing(fi;)y' para certos fi; € Klz],

j=1 =0
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tais que cada Fj pertence a componentes homogéneas distintas de Gg. Como um elemento em

Gg € zero se, e somente se, cada uma de suas componentes homogéneas é zero, podemos assumir

que a; = in,(f;) com f; € Klz]y para todo i, 0 <1i <.

Se a; # 0 para algum j, 0 < j < s, entdo f; ¢ supp(y,). Escrevemos a g-expansdo de f

como )
f= Z fiqi~
i=1

Seja S,(f) = {i | ue(f) = u(fig")}. Pela hipotese e pela definigao de p, temos que

0= Z a;y’ = in, Z fiq" | = ing(f).

i€5q(f) i€54(f)

Porém, isso contradiz f ¢ supp(p,). Logo, segue o resultado.

Lema 3.49. Temos

Demonstracao: Seja f € K[z| qualquer. Escrevemos sua g-expansao f = fo+ fig+...+ f-q°,

com f; € K[z]q U {0} para todo i, 0 < i < s. Entdo
wa (F= > fd | =w | D S| = Join {u(£ig)} > a(f):
i€8q(f) i#54(f) !
Dessa forma,

ing(f) = in, Z fid | = Z ing(f;)y' € Ryly).

i€Sq(f) i€5q(f)
Portanto, G, = R,[y|. [ |
Observacao 3.50. Se q ¢ um polinémio de grau um, digamos q = x — a,entao temos
R, o = gru(K). Assim, pelo Lema 3.49 temos G, = gr,(K)[2], em que z = in, (v — a).

v

Estabelecemos acima os conceitos de anel graduado que utilizaremos na prova alternativa

do Teorema 3.45. A seguir demonstraremos outros dois lemas gerais que serao necessarios.

Lema 3.51. Seja @ € K[x] um polinémio-chave. Temos, para todo f € K[z],

Tiz—a(f) = na(f).
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Demonstracao: Dado f € K|z], escrevemos sua @-expansao. Seja f = fo+ f1Q+ ...+ f.Q°,
com f; € K[z]|q para todo i, 0 < i < s. Logo, pelo Axioma (V2) temos

ﬁw—a(f) > min {ﬁw—a(lel)}

T 0<i<s

Pelo Lema 3.28 e pela Observacao 3.30, z,_,(f:) = pu(f) e ,_,(Q) = n(Q). Logo,

fir—o(f) = min {7i, ,(f;Q")} = min {n(£:Q")} = no(f).

0<i<s 0<i<s

Lema 3.52. Seja ¢ : R — S um homomorfismo entre dominios e uma extensdao
b : Rlx] — Sly| tal que o(z) = p(y) € Sly] \ S. Se ¢ € injetor, entio b € também inje-

tor.

Demonstracio: Seja f € R[z] um polinémio ndo nulo. Se f € R, entdo ¢(f) = ¢(f) # 0,

pois ¢ é injetor. Se deg(f) > 1, entdo deg(¢(f)) = deg(f) deg(p) > 1, pois R e S sdo dominios.
Logo, gg(f) # (0, mostrando que o nicleo de gg contém apenas o polinomio nulo. Portanto, qz~5 é

injetor.

Vejamos portanto uma prova alternativa para o Teorema 3.45.

Demonstracao: [Segunda prova do Teorema 3.45] Sejam Gg e G,_, os anéis graduados asso-

ciados as valorizacoes L e fi,_,, respectivamente. Pelo Lema 3.51, temos as inclusoes

P (Klz], no) € Py (Klzl, iy )

Py (Klz], o) € Py (Klz], 7, o)

v

para qualquer vy € poK[r] C 1, ,K[z]. Consideremos a seguinte aplicagdo bem definida:
o : gQ — Goa

dada por
ing o(f) sep(f) = pte—alf)

0 se [LQ(f) < ﬂx—a(f)

e estendida naturalmente para um elemento qualquer. Tal aplicacao é, por construcao, um

®(ing(f)) =

homomorfismo homogéneo de anéis graduados. Consideremos ker(®). Vemos que ker(®) = (1)

em que

I=A{ing(f) | Hy—a(f) > pe(f)}-
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Logo, mostrar que fi,_, = pg ¢ equivalente a mostrar que ker(®) = {0}, isto &, o mesmo

que mostrar que P é injetor.

Sabemos que Go = Rgly] e Goa = gr,(K)[z], em que y = ing(Q) e z = in,_,(v — a).
Consideremos a restrigio de ® ao conjunto Ry C Gg. Afirmamos que ®(Rg) C gr,(K) e que

a restricdo ®|g,, ¢ injetora. De fato, basta olharmos que a imagem dos geradores de R estdo

em gr;(K). Dado f € K[z] com deg(f) < deg(Q), como pug(f) = fiy_.(f) (Observacdo 3.30),
segue que P (ing(f)) = in,_,(f). Mas, pela Observagao 3.30,

fir—a(f) = 7(f(a)) € Ty —o(f = f(a) > T,—o(f(a)).

Logo,

(I)(IHQ(f)) = in:v—a(f) - inm—a(f(a)) S grU(K)
Para vermos a injetividade, sejam f, g € K[z] com deg(f),deg(g) < deg(Q) e suponhamos
P(ing(f)) = @(ing(g)). Entao,

in,—o(f) = (ing(f)) = (ing(g)) = ine—alg)-

Pelo Lema 3.47, isso implica que [, ,(f) = T,_a(9) € Ty_o(f —9) > T,_.(f). Mas,
Too(f) = po(f) e fi,_o(9) = po(g). Logo, pelo Lema 3.47 temos ing(f) = ing(g).

Por fim, como pelo Lema 3.28 temos 17, _,(Q)) = p(Q), vemos que ®(ing(Q)) = in,_(Q) # 0.
Como in,_, ¢ multiplicativo e x—a divide Q em K|[x], segue que z = in,_,(r—a) divide in,_,(Q).
Ou seja, ®(y) = ®(ing(Q)) € gry(K)[2] \ grz(K). Portanto, como temos que ®|g, ¢ injetor, o

Lema 3.52 nos diz que ® : Rgly] — gr;(K)[z] é também injetor, como queriamos.



78

3. Pares minimais e valorizagoes transcendentes




79

Capitulo 4
Bolas e Discoides

Terminamos o capitulo anterior estabelecendo relagoes entre valorizacoes dadas por trunca-
mentos em diferentes ambientes. Tomando v uma valorizacao em K, x uma extensao de v para

K[z], 7 uma extensdo de v para K e i uma extensdo comum de 7 e u para K[z], obtemos que

ﬁa,6|K[I] = ﬁxfahK[w] = KQ,

sendo como ) um polindmio-chave para p e (a,d) um par minimal definido a partir de ). Neste
capitulo caracterizaremos essas valorizacoes monomiais e esses truncamentos em polinémios-
chaves por meio de subconjuntos especiais de K. Buscaremos responder as seguintes questoes.

Seja p uma valorizacio em K[z]. Existe algum conjunto D C K tal que

p(f) = min{pu(f(d))}

deD

para todo f € K[z]? Esse conjunto pode ser unicamente determinado, isto é, conjuntos distintos
definem valorizagoes distintas? Veremos na primeira se¢ao que as valorizagoes monomiais fi, s
em K[z], com § € 7K, podem ser descritas a partir das chamadas bolas, subconjuntos de K
que se comparam as bolas ja conhecidas da teoria de Espacos Métricos. Mais especificamente,

mostraremos que

Tia,(f) = min{w(f(d))}

deD

em que D = D(a,d) serd a bola definida por a e §. Mostraremos que existe uma bije¢do
entre as bolas e as extensdes residuo-transcendentes de 7 para K(z). Como consequéncia,
bolas distintas descreverao valorizacoes monomiais distintas, que ¢ o que entenderemos como
unicidade. Em seguida, na segunda se¢do, buscaremos caracterizar pg em K[z] por meio de um
subconjunto de K, chamado discoide, de modo que itg poderd também ser descrita como um
minimo sobre esse conjunto, quando () satisfizer certas propriedades. Veremos que as bolas nao
serao suficientes para termos a unicidade nesse caso, uma vez que bolas distintas podem induzir

o mesmo truncamento pg em K[z]. Descreveremos discoides utilizando bolas, conectando assim
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os dois objetos. Com os discoides, conseguiremos vislumbrar, na terceira se¢do, uma relagao
entre esses e as extensoes residuo-transcendentes de v para K(z). Tal relagdo serd uma bijecdo

se assumirmos uma conjectura.

A principal referéncia para a composicao deste capitulo foi o trabalho de Bengus-Lasnier
(2021).

4.1 Bolas

Seja (K, v) C (K, 7) uma extensdo, em que K é um fecho algébrico de K fixado.

Definicdo 4.1. Fizemos a € K ¢ 6 € 7K. A bola fechada em torno de a e de raio § é o

subconjunto
D(a,d) :={d €K |7(d—a) > d}.

Vejamos o porqué desse nome.
Observacgao 4.2. Seja v : K — RU {oo} uma valorizacdo. Seja |- | a aplicacdo
|- K—R
T — e_”(z),

em que e designa o numero de Fuler. Tal aplicacdo define um valor absoluto nao arquimediano
em K. Dessa forma, dados a € K e § > 0, temos que o conjunto B(a,d8) = {d € K| |d—a| <}
¢ o que chamamos, no sentido usual dentro da teoria de espacos métricos, de bola fechada. Pela

definicao do valor absoluto,
|d—a| <6 e <§ <= v(d—a) > In())

isto €, d € D(a,In(d)). Dessa forma, temos uma ligagao direta entre as bolas fechadas dadas
pelo valor absoluto derivado da valorizacdo e os conjuntos que chamamos bolas na defini¢do

acima, justificando assim a escolha do nome.

v

Devido ao Axioma (V2), as bolas que definimos (e também as definidas através do valor
absoluto, como no exemplo acima) possuem uma propriedade que as afastam da interpretacao
geométrica usual do conceito de bola na métrica euclidiana. Veremos no lema abaixo que todo

ponto em D(a,d) é centro para essa bola.
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Lema 4.3. Sejam a € K e § € UK. Tomemos b € D(a,). Entio D(b,d) = D(a,?).
Demonstracao: Seja d € D(a,d). Temos
7(d—0b)=v(d—a+a—>b)>min{v(d—a),v(a—0b)} > 9

pois b € D(a,d). Logo d € D(b,§) e portanto D(a,d) C D(b,d). Pelo mesmo argumento

mostra-se a outra inclusao.
|

Utilizaremos as bolas para apresentar uma segunda maneira de vermos as valorizagoes mo-
nomiais fi, s em K[z] com ¢ € 7K. No teorema abaixo, que ¢ o terceiro dos resultados principais

deste trabalho, veremos que i, 5 fica definida como o minimo sobre uma bola.

Teorema 4.4. Seja D = D(a,d) uma bola fechada nao vazia. Seja f € K[z] um polinomio

qualquer. Entdao rdnig{ﬁ(f(d))} estd bem definido e
S

min{o(f(d))} = min{p(0,f(a)) + 0},

deD

Portanto, a aplicacao

ip : Klz] — 7K
f— min{w(f(d))}

¢ uma valorizagdo e fip = fi, 5. Ademais, Tip, quando estendida da maneira usual para K(z) €

uma extensao residuo-transcendente de U.

Demonstracio: Seja f € K[z]. Escrevemos

f@ﬁzézmy($;ay7

em que a; € Ke b € K é tal que 7(b) = 5. Como d € D se, e somente se, U (d_T“) > 0, pelo
Axioma (V2) das valorizacoes
~ 0<i<n ~ 0<i<n

7(f(d)) > min {ﬁ(aibi) +iv <d%ba>} > min {7(a;0")}.

Assim, {7(f(d)) | d € D} possui uma cota inferior. Mostremos que vale a igualdade para algum

d € D. Seja g = f/(a;VV), em que a; é tal que T(a;b’) = nin {v(a;b")}. Escrevemos

i 1o f T —Q ‘
o) = Do (“54) |
1=0
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em que a; = a;/(a;b), 0 < i < n. Assim, temos nin {D(a;p))} = 0 e D(a;b’) > 0 para todo i,
0 <1 < n. Logo, a;bi € Oy para todo i, 0 < i < ;1_ Reduzindo os coeficientes a;bi de g para

K7, obtemos um polinémio nao nulo

n

(y) = Y (a0 )wy' € Kly].

1=0

Q|

Como K é algebricamente fechado, também Ko é algebricamente fechado (Proposi¢ao D.12 do
Apéndice D). Logo, K7 ¢ infinito e, portanto, deve haver algum elemento dy € Oy tal que seu

residuo em Ko ¢ diferente de zero e ndo ¢ raiz de g(y), isto &, g(do?) # 0 e ¥(dy) = 0.

Escolhendo d = dyb + a € K para algum dy € Oy tal que g(do7) # 0, mostremos que

(d;a)vzdov

e d € D. De fato, caso contrario, teriamos v ("Z_T“) < 0. Isso implica que

v(d—a)=0(dob+a—a) <v(b).

Porém, disso resulta que 7(dy) + 7(b) < 7(b), o que implica 7(dy) < 0, contradizendo o fato de
dy € Oy. Logo, d € D. Além disso, 7(g(d)) = 0. De fato,

7(g(d)) > min {i(a;bi) + 0D (tba)} > min {7(a;b’)} = 0.

0<i<n 0<i<n

Se valesse 7(g(d)) > 0, entdo teriamos

S (db+a—a)
> (a;bp')w (%) 7 =0.

=0

Isso implica que
n

g(do7) = > (@t )v(dow)’ =0,

=0

o que é uma contradicao. Dessa forma,
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Portanto,
SOHA) — min  Blab’ d—a
(7 (d)) = gwin {olait') + v (=
= mnin {7(0:f(a)) + D(b') +iv (d — a) — D(b') }
= oréliignn {7 (0if(a)) +iv (dob+ a —a)}
= min {7(0,f(a)) + 7 (do) + i7 ()
= in {7(3:f(@) +id)
:ua,é(f)'
As tltimas afirmagoes do teorema seguem da igualdade 1, = 1,5 e do fato de § € 7K

(Corolario 3.21).
|

Assim, vemos que as valorizacoes monomiais podem ser descritas em termos de bolas. Como
as valorizacoes monomiais tém forte relagao com as extensoes residuo-transcendentes, podere-
mos estabelecer também uma relacao entre as bolas e esse tipo de extensao, apresentada no
teorema abaixo. Essa relacao nos dird que, dadas duas bolas D e D', temos que i, = Jip
implica D = D’. Assim, teremos a unicidade sobre a qual nos questionamos na introducao do

capitulo.

Teorema 4.5. Sejam p uma valorizacio em K|x), i uma valorizagio em K(z] estendendo p e

consideremos as restri¢ies v = plg e U = filg. Temos as sequintes relagoes entre os conjuntos

abaizo:
Pares Minimais (a, 9)
para p com § € TK
Bolas D(a,d) ~ FEztensoes
coma €K edevK Residuo-transcendentes

de 7 para K(z)

(a,9)

PN

D = D(a,0) ———> Has = Iip
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Demonstracgao: Olhemos inicialmente para a aplicacdo que toma um par minimal
(a,6) € K x UK e o leva na valorizagdo Ti,s. Pelo Corolario 3.21 sabemos que f, s | 7 é
de fato residuo-transcendente. Além disso, dada uma extensao residuo-transcendente de 7 para
K(x) qualquer, o Teorema 3.20 garante a existéncia de (a,d) € K x 7K tal que essa tera a
forma 7z, 5. Tomando a com grau minimal dentre os elementos que definem a mesma valoriza-
¢ao monomial que 71, 5, temos que (a,d) é par minimal para p. De fato, para todo b € K, se
A(b—a) =v(b—a) > 6, entdo fi,s = s (Lema 3.1) e, pela minimalidade de a, segue que
[K(b) : K] > [K(a) : K].

Vejamos agora que a aplicacdo que toma um par minimal (a,8) € K x 7K e o leva na
bola D(a,d) é sobrejetora. Dada uma bola D(d’,d), sabemos que D(a’,0) = D(b,0) para todo
b € D(d',6). Tomando a € D(a’,6) com grau minimal, teremos que (a,d) é um par minimal
para p. De fato, se fi(b—a) = 7(b—a) > §, entao b € D(a, ). Portanto, [K(b) : K] > [K(a) : K].

Logo, a aplicacao é sobrejetora.

Olhemos por fim a aplicagdo que toma a bola D(a,d) e leva na extensao residuo-
transcendente de v dada por fip = 11, 5. Tal aplicagao € sobrejetora pois, dada i, 5, basta tomar
no dominio D(a,d). Vejamos que a aplicagao é injetora. Sejam D = D(a,d) e D' = D(d’,d)
duas bolas e suponhamos Jip, = fip,. Entao fi, s = iy 5 €, pelo Lema 3.1, devemos ter § = 0’ e

v(a—a') > 0. Assim, D = D', mostrando que a aplica¢do é injetora.

4.2 Discoides

Gostariamos de obter teoremas semelhantes ao Teorema 4.4 e ao Teorema 4.5 para fip, com
() polinomio-chave, e para as extensoes residuo-transcendentes de v para K(z). Isto é, gosta-
riamos de encontrar uma colecio de conjuntos em K tais que o truncamento 1o seja definido
como um minimo sobre um tnico conjunto dessa cole¢cao. Uma ideia inicial é tentarmos utilizar
as mesmas bolas da se¢do anterior. Como jq = i, s|x[.] (Se¢ao 3.4), temos pelo Teorema 4.5
que fig € definida como um minimo sobre uma bola. Porém, veremos no Exemplo 4.7 que nao é
garantida uma bijecao entre truncamentos e bolas, pois bolas distintas podem induzir a mesma

valorizacao fug.
Lema 4.6. Considere a € K e 6 € VK. Se 0 € GU(V) := {0 € Aut(K | K) | o 0 = 7}, entio

7(D(a,8)) = D(o(a), ).

Demonstragdo: Como o € G4(7), temos, para qualquer d € K,

v(o(d) —o(a)) =v(c(d—a)) =7(d — a).
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Assim, sendo d’ € K tal que o(d') = d, temos

d € D(o(a),0)

v(d )
d e D(a,5).

Portanto, d € D(o(a),d) se, e somente se, o(d') = d para algum d" € D(a,d). Ou seja,
o(D(a,d)) = D(o(a),d).

Exemplo 4.7. Suponhamos jiq = Tip, 5|k Tomemos o € G (V) qualquer. Entao, para todo
f € K[z]| segue que

Bp(o(a),e) () = deDD(flai(l}l)’é)f(f(d))

— min #(f(0(d))

o(d)eo(D(a,0))

= min ¥(o(f(d)))

deD(a,)

= dergg{ 5)7(f (d))

= ﬁD(a,a)(f) = pq(f)-

Portanto, vemos que bolas distintas podem definir o mesmo truncamento em K|z].

Apresentaremos um subconjunto que promete ultrapassar tal problema que encontramos
com as bolas. Esses serao os chamados discoides, que como veremos se relacionarao bem com
as ja conhecidas bolas. Antes de Bengus-Lasnier (2021), esses conjuntos foram estudados por
Riith (2014) em sua tese de doutorado.

Definicao 4.8. Fizemos f € K[z] e p € K. O discoide centrado f e de raio p é o subconjunto

D(f,p) == {d € K|7(f(d)) > p}.

Vamos iniciar investigando a estrutura dos discoides a fim de conseguirmos um resultado

semelhante ao Teorema 4.4.
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Lema 4.9. Fizemos f € K[z], a € K uma raiz de f e p € UK. Estd bem-definido o elemento
e(a; f,p) == min{\ € 7K | D(a, A) € D(f,p)},
que pode ser descrito como

e(a: f,p) = max {w}em@@

1<i<deg(f)

Demonstragao: FEscrevemos

em que a; = 0;f(a). Entao,

D(a,)\) C D(f,p) <= para todo d € D(a,\) vale 7(f(d)) > p

= derggg»{?(f (d)} = p

= 1r£ii£1r{§(ai) +iA} >p
p—v(0:f(a)) } —

—1<i<r

<:>)\>max{
7

A existéncia e a equivaléncia entre os minimos acima sao garantidas pelo Teorema 4.4.
Assim, tomando A, como o maximo indicado na ultima equivaléncia, obtemos que D(a, A,,) é
a menor bola contida em D(f, p). De fato, se A satisfaz D(a,\) C D(f, p), entdo vimos pelas
equivaléncias que A > A\,,. Logo, \,, = €(a; f, p).

Quando @ é um polinémio-chave com u(Q) € 7K, se tomarmos @ uma raiz otimizadora de
Q, entdo €(a; Q, u(Q)) coincide com a quantidade €(Q) = §(Q) ja por nos conhecida. O lema a

seguir demonstra tal fato.

Lema 4.10. Seja QQ um polindémio-chave em K(x] com relacdo a p. Seja (a,6(Q)) um par tal
que a € K ¢ uma raiz de Q e 6(Q) = fi(z — a). Suponhamos u(Q) € VK. Entdo

€(a; Q, Q) = €(Q) = 6(Q).

Demonstracao: Por definicao,

e(a; Q, p(Q)) = 1§ir£1?g;(@) {H(Q) - Z(@Q(a)) } c K20
e - Q) — n(9:Q)
Q)= 1<i%den(@) { i } € p(Kz]) ® Q.
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Como deg(9;Q) < deg(Q) para cada i, 1 < i < deg(Q), segue da Observagao 3.30 que

w(2:Q) = 1(9:,Q) = v(9:Q(a)).
Portanto,
e(a;Q, n(Q)) = €(Q) = 0(Q).
Em particular, 6(Q) € 7K.
|

Os discoides podem ser descritos em termos de bolas. Essa forma de ver um discoide
permitird que definamos uma aplicacao semelhante & valorizacao dada pelo minimo sobre uma
bola. Essa seré a aplicagdo que associa um polinémio g ao minimo de 7(g(d)) quando d varia

no discoide.

Lema 4.11. Para cada f € K[z] e p € UK, temos que D(f,p) é uma unido finita de bolas

centradas em torno das raizes de f, isto €,

D(f.p) = |J Dla,e(a f.p)).

f(@)=0

Demonstracdo: Sejam aq,...,a, as raizes distintas de f em K com multiplicidades c1, . . ., ¢,
respectivamente. Para cada a;, temos definido ¢; = e(a;; f, p) tal que D(a;,¢;) € D(f,p) e este

é a bola centrada em a; com menor raio. E imediato que

D(f.p) 2 u D(a,e(a; f, p)).
fiar=o

Mostremos a outra inclusdo. Seja d € D(f,p), ou seja, d € K satisfazendo

Seja ig € {1,...,n} tal que

para todo i, 1 < i < n. Vejamos que D(a;,,7(d — a;,)) € D(f,p). Seja p € D(a;,,v(d — a;,)).

Temos
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v(p —a;,) > v(d — a;,), temos
v(p—a;, +a;,, —d+d—a;) > max{v(p — a;,),V(a;, — d),v(d — a;) } =7(d — a;).

Dessa forma,

i=1
i#iy

>v(d—a;,) + Y v(d - a)
=1

i#ig
> p

Logo, p € D(f, p). Assim, D(a;,,7(d —a;,)) € D(f,p). Como, D(a;,,€;,) é a bola centrada em

a;, contido em D(f, p) com menor raio, segue que ¢;, < v(d — a;,). Portanto d € D(a,,, €;,),

provando a outra inclusao procurada. Dessa forma,

D(f,p) = u D(a, e(a; £, p)).
oo

Proposicao 4.12. Seja f € K[z] e p € UK. Consideremos o discoide D(f,p). Seja g € K[z]

um polinomio qualquer. Estd bem definido

min {v(g(d))}-
deD(f,p)

Demonstragiao: Segundo o Lema 4.11, o discoide D(f, p) pode ser escrito como a unido das
bolas D(a;, €(a;; f,p)), 1 <i < mn,em queay,...,a, sdo as raizes distintas de f em K. Portanto,

para cada ¢, estd bem definido

m; = min 7(9(d)} = Tpia cta .
dED(ai75(ai§f7p)){ (g( ))} MD( i€( lvap))<g)

Assim, dado um d qualquer em D(f,p), este deve pertencer a D(a;, €(a;; f, p)) para algum i.

Com isso, m; < 7(g(d)). Logo, tomando m = min{my, ..., m,}, temos que m < 7(g(d)) para

todo d € D(f, p), isto &,

m = min {7(g(d))}.
deD(f,p)
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Com a proposicao acima, fica bem definida a aplicagao

BB(fp) Klz] — 7K U {oo}

g+~— min {v(g(d))} se g #0,
deD(f,p)

0 — o0.

Vejamos que fig; , satisfaz o Axioma (V2). Sejam g,h € K|[z] e consideremos B5s (9 + R).
Seja x € D(f, p) tal que 5y (9 +h) =T(g(x) + h(x)). Temos

Tin(1.p) (9 + h) =Ti(g(x) + h(x))
> min{7(g(x)), f(h(z))}
(

Porém, ED(f.0) pode ndo ser uma valoriza¢do, uma vez que nao é sempre que o Axioma (V'1) é

satisfeito. O exemplo a seguir ilustra isso.

Exemplo 4.13. Seja a € K tal que v(a) < 0. Consideremos as bolas D, = D(a,0),
Dy = D(0,0) e a uniédo D = D, U Dy. Tomando f(x) = z(x —a), como O (x(x —a)) =2z —a

e Oy(z(x —a)) =1, seque que

€(0; f,v(a)) = e(a; f,v(

Q
~—
~—

Logo,
D(f,v(a)) = D(a,0)U D(0,0) = D.

Também temos que
fipy () = 0, Tip, (x — a) = 0, fip, (x) = v(a) € fip,(x — a) = v(a).

Entao,



90 4. Bolas e Discoides

Por outro lado, Tip 7)) ((x — a)) = v(a). No entanto,

51500 (&) T BB 50 (T — @) = 2v(a) < v(a) =[5 5 (@(T — a)).

Ou seja, [ipf5(qy) N0 satisfaz (V1).

Na proxima se¢ao, veremos que fip ;) = [p;, p)|K[$] serd uma valorizacao se as raizes do
polindémio f se relacionarem com o grupo de decomposi¢ao de 7 por meio de uma agao de grupo

transitiva.

4.3 Bolas, discoides e o grupo de decomposicao

Sejam (K, v), (K,7), (K(z),u) e (K(x),7) de modo que temos o diagrama de extensdes

abaixo.
(K(z), )
\
(K, 7) (K(x), 1)
\
(K, v)
Figura 4.1: Diagrama das extensoes
Iniciaremos esta se¢do vendo como G4(¥) := {o € Aut(K | K) | 7o o = v}, o grupo de

decomposi¢ao (estudado no Apéndice E, Segao E.2), se relaciona com as valorizagoes monomiais
e com as bolas. Em seguida, uma acao do grupo de decomposicao no conjunto de raizes de
um dado polinémio f permitird concluir, sob certas hipoteses, que a aplicagao ID(f7(p)) € uma
valorizacao em Kz]|. Se o polinémio em questdao for um polinémio-chave @) € K[z] irredutivel
sobre a henselizagio K¢(7) (ver Se¢ao E.2), entdo teremos pg definida como um minimo sobre
um discoide, junto com a unicidade deste. Estabeleceremos entao um diagrama, analogo ao do
Teorema 4.5, relacionando as valorizagoes residuo-transcendentes de K]z], os polinémios-chaves

e os discoides.
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Vejamos antes alguns lemas técnicos.

Lema 4.14. Seja f1,5 a valorizagao monomial definida por um dado a € K e um dado
§ € iK(z). Se o € Aut(K(x) | K(z)) € tal que olz € G4(7), entdo

ﬁa,é o 0_1 = ﬁo(a),(s'

Demonstracdo: Temos um isomorfismo Aut(K(z) | K(z)) = Aut(K | K) dado através da

restrigio, isto ¢, olg € Aut(K | K). Assim, a € K implica o(a) € K. Seja f € K[z] qualquer.

Podemos escrever f como
T

flz) =Y ai(z—o(a)),

=1

para certos a; € K. Temos que oz € G4(¥) implica 0|z € G4(¥). Logo, segue que

(o 0 0 )S) = Tlus (Z o~ @) (x >>

= Iflin {w(o™ (a;)) +i6}

0<e<r
= gig o) +0}
= ﬁa(a),zs a; ('ZE - O—(a))l>
1=1
- Ea(a)ﬁ(f)

No capitulo anterior, vimos que dado um polinémio-chave () para pu, se considerarmos um
par minimal (a,d) que é definido por @ (isto é, com a raiz otimizadora de @ e § = (z — a)),

entao a valorizagao i, 5 € tal que
ﬁa,5|K[$] = HQ € ﬁa,6|K =T
Sejam &(7,K,K[z]) o conjunto das extensdes de 7 de K para K[z] e &(ug, K[z],K[z]) o

conjunto das extensdes de pio de K[z] para K[z]. Podemos descrever, usando os elementos de

G4(V), quem sdo as valorizacdes em K[z] que estendem simultaneamente 7 e fi.

Corolario 4.15. Nas condicoes do pardgrafo acima, temos

E@,K,Klz]) N E(nq, K], Klz]) = {Hip) s | 0 € (D)}

Demonstracao: Basta juntarmos o lema anterior com a Proposicao E.12 da Secao E.3.



92 4. Bolas e Discoides

Seja K4(7) = Fix(G%(¥)) a henselizagao de K com relacdo a valorizagio v (Apéndice E,
Secao E.2).

Lema 4.16. Seja f € K4©)[x] um polindmio. Suponhamos Ti(f) € 7K e seja a € K. Para

cada o € G4(V) temos

Demonstragao: Temos 7(o(g(a)) = 7(g(a)) e h(o(a)) = o(h(a)) para todo g, h € K4(7)[z],
pois o € G4(7). Logo,

c(o(a): f7(f)) = | _max ~7df(ele >>>}

N
:Kﬁﬁm{ ﬂ)»}
{

—V(?f ))}

max
1<i<deg(f)

= e(a; f,u(f)).

Dado um f € K4(7)[x], se a € K é uma raiz de f, entdo o(a) também ¢ uma raiz de f para
qualquer ¢ € G%(¥). Diremos que G%(7) age transitivamente nas raizes de f se, dadas
raizes a;,a; € K de f(x), existe 0 € G4(P) tal que o(a;) = a;. Isto é, se a acdo do grupo G4(7)
no conjunto das raizes de f, dada por (o, a;) — o(a;), for uma acao transitiva. Nessa situagao,

fixada uma raiz a de f, podemos descrever o conjunto das raizes de f como {o(a) | o € G4(D)}.

No teorema a seguir, veremos que fip ;s ¢ uma valorizagao em K[z] (mais ainda, em
K?(7)[z]) quando f € K7)[x] & um polinomio com 7i(f) € 7K e tal que G%(7) age transitiva-

mente em suas raizes.

Teorema 4.17. Seja [ € K4(v)[x] tal que GX(V) age transitivamente em suas raizes. Supo-
nhamos que Ti(f) € 7K e que (a,(f)) € K x 7K seja tal que a ¢ raiz de f e fi(x — a) = 3(f).

Para simplificar a notagao, vamos escrever €(b; f,u(f)) =: (b, f). Entao,

D(f:ﬁ(f)) = U D<ai7€(ai7ﬂ<f))) = U D(O’(G),E(a,f)).

a; €K 0eGi()

f(ai)=0
Também, LDy € uma valorizagao em K[z] (mais ainda, ED(rap) € uma valorizacao em
K4 (7)[z]) e as valorizagdes da forma Lip,(a)ca.f)), com o € GUD), estendem 1B () Para
K[z].
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Demonstracao: Como vimos acima, o conjunto das raizes de f pode ser descrito como
{o(a) | 0 € G4¥)}. Assim, o Lema 4.11 nos diz que a unidao no enunciado acima estd bem
indexada. Pelo Lema 4.16, e(o(a),7i(f)) = €(a,f(f)). J& vimos que cada Tip(,(q) e(a,r)) ¢ uma

valorizagao bem definida e que coincide com L, (q) c(a,r) = Hae(a,f) © oL

Seja g € K4 7)[z] qualquer. Mostremos que Tip(y(a)c(ar)(9) = Fp(aca,f)(9) Para todo
o € GUV). De fato, como o fixa os coeficientes de g e é a restrigio de um automorfismo em

Aut(K(z) | K(z)), vemos que (g) = g (e 0 mesmo vale para o). Logo,

BD(o(a)e(a)(9) = Po(a).ea,r)(9)
= (Ba,e(a,f) © o ")(g)
= g e(a,1)(9)
= ID(ae(arf)) (9)-

Assim, como temos pela Proposicao 4.12

[Tt g) = lnin ﬁgd = min ED(o(a).e(a g

€ Fip(o(a),c(a,f)(9) = FiD(a.c(a,p)(9), concluimos que Tip ;7)) = Fpaca) em K (@)[z], ou seja,

J— P

fi5(7a(fy) ¢ uma valorizagio em K(7)[z]. Em particular, up ;s ¢ uma valorizagao em Kz].
Como fip ¢(a,)) ¢ uma valorizagao em K[z] que estende simultaneamente R
temos pela Proposicao E.12 que as valorizacoes da forma

-1 _ —
HD(a,e(a,f)) ©9 = FD(o(a)e(a,f))’

com o € G(7), sdo todas as extensdes simultaneas de 5 ;5 © 7 para K|z].

Uma classe de polindmios que verifica a transitividade da acao do grupo de decom-
posicdo sobre suas as raizes sdo os polinoémios irredutiveis em K?(7)[z]. De fato, se
f € K4v)[z] ¢é irredutivel, entdo dadas duas raizes a; e a; de f, existe um isomorfismo
oo : KY7)(a;) = KU (P)(a;) com og(a;) = a; e oo|kem = id (Apéndice B, Lema A.43). Tal
oo se estende para um isomorfismo ¢ : K — K (Apéndice B, Lema A.44). Logo, como
o € Aut(K | K%(7)) = G4(v), segue que G(7) age transitivamente nas raizes de um polinomio
irredutivel f € K%(v)[z].

Juntando o teorema acima, o Lema 4.10 e os resultados da Secao 3.4, temos o quarto

resultado principal deste trabalho.
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Teorema 4.18. Seja Q um polinémio-chave com pu(Q) € 7K. Suponhamos que Q seja irredu-

tivel sobre K4(v). Seja (a,d) = (a,6(Q)) um par minimal associado a Q. Entdo

DQ.u@Q) = |J D(o(a).5(Q)),

ceGi(v)

1BQuq) € wma valorizagao em Klz] e
He = HD@ume)

Demonstragao: A descrigao do discoide e o fato de fipq ) ser valorizagdo seguem do

Teorema 4.17. Sendo (a,d) um par minimal associado ao polinémio-chave @) temos

1Q = Faslkl] = Fp(a,s)Kle) = BB(Q.u(@))-

Podemos agora demonstrar um anédlogo do Teorema 4.5, em que veremos que os discoides

nos fornecem a unicidade que buscamos, no sentido de que BD(0.u(Q) = HD(Q/ u(@) implicara

D(Q. 1(Q)) = D(Q, m(Q)).

Teorema 4.19. Seja v valoriza¢io em K. Sejam p uma valorizacao em Klz| e 7 uma valori-

zacao em K, ambas extensoes de v. Temos as sequintes relagoes entre os conjuntos abaizo:

Polindémios-chaves @)
com p(Q) € 7K

( Discoides D(Q, 1(Q)) ) / \
) C 4

com @ polinémio-chave,

N
J

FExlensoes

Residuo-transcendentes

nQ) €K e

. , d/—
| Q irredutivel sobre K(v) |

de v para K(x)

/Q \
D(Q,1(Q)) F—> HQ = IDQuQ)

Demonstragdo: A aplicacio que toma um polinémio-chave Q com u(Q) € 7K e leva no
discoide D(Q, 11(Q)) é sobrejetora se restringimos a cole¢io dos discoides aos discoides centrados

em polindmios chaves com valor em 7K.
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Olhemos agora para a aplicacio que toma um polinémio-chave @ com u(Q) € 7K e leva na
valorizagao pg. Como vimos no Corolario 3.40, pg é de fato uma extensao residuo-transcendente
de v. Agora, dada uma extensao residuo-transcendente p qualquer de v para K(z), temos que
essa é residuo-transcendente em K[x]. Logo, 1 = pg para algum polinomio chave Q e u(Q) € 7K

(Teorema 3.20 e Teorema 3.22), mostrando a sobrejetividade da aplicagdo em questdo.

Consideremos por 1ltimo a aplicacio que leva um discoide D(Q, u(Q)), com @ polinémio-
chave, 11(Q) € 7K e Q irredutivel sobre K%(7), na valorizagio g = 1B u)- Pelo Corold-
rio 3.40, pug é de fato uma extensao residuo-transcendente de v. Mostraremos a injetividade.
Sejam D(Q, 1(Q)) e D(Q', 1(Q")) dois discoides com Q e Q' polindémios-chaves irredutiveis so-
bre K4(7) tais que u(Q), u(Q') € K. Sejam a,a’ € K raizes, respectivamente, de Q e Q'
satisfazendo 6(Q) = fi(z — a) e 6(Q") = fi(x — a’). Pelo Teorema 4.18, temos

D@Q.u@) = |J D(o(a),s(Q)

ceGL(D)

D @)= |J D(o(a),sQ")).

ceGL(D)

Suponhamos 156 ) = Hb(Q uqy)- Pelo Teorema 4.18,

HD(Qu@) = 1@ = Pas@)lKki] € BD(q @) = He' = Pa 5@ K-

Dessa forma, ambas 1, 5) € Hy g 820 extensoes de pg e v para K[z]. Logo, deve existir
T € G4) tal que
Har 5(Q) = Hr(a),8(Q)-

Porém essas duas valorizagbes monomiais serdo iguais se, e somente se, § = §(Q) = §(Q') e

v(a' — 1(a)) > 4. Dessa forma, dado o € G4(¥) qualquer, temos que

pois
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uma vez que

Isto é,

D@Q.u@) = |J D(o(a).s@)= |J D(o(a),s6Q")) =DQ,uQ)),

ceGi(D) ceGi(D)

mostrando a injetividade da aplicacao.
|

No trabalho de Bengus-Lasnier (2021), sao levantadas as seguintes conjecturas: jg pode
ser definido como minimo sobre um discoide para qualquer polinémio-chave @ com u(Q) € 7K
e a fungdo acima, que leva um discoide D(Q, 1(Q)) com u(Q) € 7K em uma extensio residuo-
transcendente de v, é na verdade uma bijecao. Estas afirmacoes podem ser deduzidas da

seguinte conjectura.

Conjectura 4.20. Todo polindmio-chave Q € K[z] com u(Q) € 7K € irredutivel sobre K(v).

A condigao u(Q) € 7K implica que pg serd uma extensdo residuo-transcendente de v.
Assim, assumindo a conjectura, a sobrejetividade da fungao mencionada anteriormente segue do
fato que uma extensao residuo-transcendente y | v é igual a um truncamento em um polindémio-

chave @ com valor em 7K (Teorema 3.22).

Tal conjectura é um resultado imediato se o corpo K for henseliano, pois nessa situacao
K4(7) = K e sabemos que Q um polinémio-chave sempre é irredutivel em K[z]. No trabalho
de Bengus-Lasnier (2021, p. 425), outro caso particular, porém nao trivial, ¢ demonstrado. O
autor demonstra que a conjectura é verdadeira quando a valorizacao v em K é de posto um,
isto é, quando podemos mergulhar o grupo de valores VK no grupo aditivo (R, +,0). Segundo
Bengus-Lasnier (2021, p. 428), Kuhlmann é pessimista quanto a validade da Conjectura 4.20
em geral, isto é, para valorizagoes cujo posto de seu grupo de valores é maior do que um (veja

a definigdo de posto no Apéndice B).
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Capitulo 5
Todas as valorizagoes em K(x)

Neste ultimo capitulo descreveremos todas as valorizacoes no corpo de funcoes racionais
K(z). Ao longo do texto, foram definidas classes de valorizagbes em K(x). Sao estas: as
valorizagoes transcendentes, que se subdividem em dois tipos, e as valorizagoes algébricas.
Tratamos das valorizacdes transcendentes no Capitulo 3. Resta entao discutirmos sobre as

valorizacoes algébricas.

Na primeira secao, apresentaremos e discutiremos o conceito de sistema ordenado de va-
lorizacoes residuo-transcendentes. Abriremos entdo uma subsecdo, em que descreveremos
uma valorizacao algébrica como um limite de um sistema ordenado de valorizacoes residuo-
transcendentes. Em seguida, na segunda secio, faremos a descrigdo das valoriza¢oes em K(x)

com base na teoria que desenvolvemos ao longo deste trabalho.

As principais referéncias para a composicao deste capitulo foram os trabalhos de Alexandru,
Popescu e Zaharescu (1990a, 1990b).

5.1 Sistemas ordenados de valorizacoes

Nesta secao vamos estudar o conceito de sistemas ordenados de valorizacoes residuo-
transcendentes. Usaremos essa ferramenta para mostrar, na secao a seguir, que uma valorizacao

algébrica pode ser vista como um limite de um sistema dessa natureza.

Definicao 5.1. Seja v uma valorizacao em K e consideremos py e ps duas extensoes residuo-
transcendentes de v para K(z). Diremos que py < pa se ui(f) < ua(f) para todo f € Klzx|.
Se 1 < py e existe f € Kz] tal que pi(f) < po(f), entdo escreveremos py < pa.
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A desigualdade p1(f) < p2(f) acontece em vK ® Q, isto é, em 7K, uma vez fixados K e 7.
Isto porque vimos no Teorema 3.20 que para qualquer extensdo fi; de p e Ji, de py para K(z),

estas serdo também residuo-transcendentes e 1, K(z) C ,K(z) = 7K, i = 1, 2.

Proposicdo 5.2. Seja U walorizacio em K e consideremos i, e T, evtensoes residuo-
transcendentes de U para K(z). Seja (a;,0;) um par de definicio de i;, i = 1,2. As afirmagdes
a sequir sao equivalentes.

1. iy < Ji.

2. (51 S 62 € ﬁ(al — CLQ) Z (51.
Além disso, Tiy, < [iy se, e somente se, 01 < 02 € U(ay — ag) > 0.

Demonstracgao:

(1. = 2.) Do Teorema 3.20 sabemos que fi;(z — a;) = d;. Se fi; < iy, entao
0 =M (x —ay) < gz —ar) = min{dy, 7(a; — ag)}.

Ou seja, (51 S 52 (& E(al — ag) Z 51.

(2. = 1.) Se 7(a; — az) > 01, entdo, segundo o Lema 3.1, (ay, d1) é também um par de definigao

para fi;. Seja f € K[z| qualquer e o escrevamos como
fl@) = bl —a)’.
=0

Temos
Ay (f) = min {7(b;) + o1} e fip(f) = min {7(d;) + jda}.

0<j<s 0<j<s
Como 6; < 0y segue que 7(b;) + 761 < U(b;) + jde para todo 7, 0 < j < s. Logo, fi;(f) < Ty (f).

Por fim, suponhamos 7, < Ji,. Logo existe a € K tal que
Iy (x —a) = min{d,,7(a; — a)} < fiy(xr — a) = min{ds, v(azs — a)}.

Da equivaléncia acima ja sabemos que d; < d5. Se d; = do, entdo teriamos duas opgoes. Na
primeira op¢ao,
01 = min{d;,7(a; — a)} < min{dy, v(ay — a)} < do,

o que seria uma contradicao. Na segunda opcao,

v(a; — a) = min{d;,7(a1 — a)} < min{dy, 7(az — a)}.
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Isso implicaria que
0 <7(a; —az) = min{v(a; — a),v(as —a)} =v(a; — a) < do,

o que também é uma contradicao. Assim, devemos ter d; < 0s.

Por outro lado, se §; < 3 e U(a; —ay) > 01, entao pela equivaléncia anterior termos 71, < 7i,.
Mas,

Py (T — az) =61 < 02 = fip(z — a).
Ou seja, fi; < fiy.

Definicao 5.3. Seja v uma walorizagcao em K. Um sistema ordenado de exten-
soes residuo-transcendentes de v para K(z) é uma familia (u;)ic; de extensdes residuo-
transcendentes de v para K(z) tal que p; < p; se i < j, sendo I um conjunto bem-ordenado

sem mator elemento.

Seja (p;)ie;r um sistema ordenado de extensoes residuo-transcendentes de v para K(z).
Lembrando que ;;K(z) C 7K, para cada f € K[z] podemos considerar o subconjunto

{ui(f) | i € I} € 7K. Olharemos para sup{s;(f)}, que pode ou nio existir. Diremos que
iel

o sistema ordenado (y;);c; possui limite se para todo f € K[z| tivermos que sup{u;(f)} existe
i€l

em 7K. Nessa situacdo, vejamos que a aplicacio
w: Klz] — 7K U {00}

fr—=sup{pi(f)}, f#0

el

0+—— o0

define uma valorizagdo em Klz|, que serd estendida para K(z) da maneira canonica.

e (V1) Sejam f, g € K[z]. Por hipotese u(f) = sup{u:(f)} e p(g) = sup{pi(g)}. Portanto,
iel iel

p(f) +ulg) = pwi(f) + pi(g) = mi(fg)

para todo @ € I. Logo, u(f) + u(g) é um limitante superior para {u;(fg)}ier. Mas, por
hipotese, existe u(fg) = sup{p;(fg)}. Dessa forma,
icl

p(f) +pu(g) = u(fg).
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Suponhamos, por contradicao, que u(f)+i(g) > u(fg). Seja~y = u(f)+u(g)—u(fg) > 0.
Como 7K ¢é divisivel e livre de torcio, existe um tnico 7/ € 7K tal que 27/ = v. Mais que
isso, como 7 > 0 segue que também teremos 7' > 0.

Uma vez que pu(f) > pu(f) —+" e u(g) > p(g) — /', existem j, k € I tais que
pi(f) > p(f) = e pu(g) > ulg) =7
Seja m = max{j, k}. Assim,
pn(f9) = ttm(f) + pm(g) > p(f) ="+ nlg) =
= u(f) +nlg) =~
= u(f) + plg) — u(f) — nlg) + u(fg)
= u(f9),
contradizendo o fato de u(fg) ser supremo de {1;(fg)}ier.- Logo, u(fg) = u(f) + u(g).
e (V2) Sejam f,g € K|z] e suponhamos, sem perda de generalidade, que u(f) > p(g).
Suponhamos por contradigao que p(f) > u(g) > u(f+g). Entao u(f +g) ndo é limitante
superior para os conjuntos {u;(f)}ier e {pi(g) bier. Assim, existem j, k € I tais que
pi(f) > u(f +9g) e pilg) > p(f +9).
Seja m = max{j, k}. Entao
u(f +g)= S}elg{m(f +9)} > p(f + g) = min{p, (), m(9)} > p(f + 9),
o que é uma contradi¢do. Logo, u(f + ¢g) > min{u(f), u(g9)}-
e (V3) Temos (1) = sup{p;(1)} = sup{0} = 0. Por defini¢ao, p(0) = oo.

i€l el

Essa valorizagdo é uma extensdo de v para K(x) e serd chamada de limite do sistema

(14i)icr- Denotaremos p = sup p;.

el

Consideremos K um corpo algebricamente fechado e (J;);e; um sistema ordenado de ex-

tensoes residuo-transcendentes de 7 em K para K(z). Para cada i € I, fixamos um par de

definicdo (a;,d;) para fi;. Pela Proposicdo 5.2, {6;}ic; ¢ um subconjunto bem ordenado de 7K.

A seguir veremos uma condi¢ao para a existéncia de limite para o sistema (7, );c; com base nos

pares de definicao. E interessante notar que o limite de um sistema ordenado pode nao ser uma

valorizacao residuo-transcendente. Antes, mostraremos um lema.
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Lema 5.4. Seja ([i;)ic; um sistema ordenado de extensoes residuo-transcendentes de 7 em K

para K(z). Seja

n

f@)=c]](x—b) € K[z]
1=1
tal que, para cada by, existe j; € I tal que sup{p,;(x — b))} = @, (x —by). Entao, sup{g,(f)} estd
iel i€l
bem definido em 7K.

Demonstragao: Como sup{z;(r — b))} = 11, (x — by), segue que para todo i € [
icl

S=7(c)+ Y Fy(r—b) =)+ > Az —b) = (f(x)).

Isso mostra que S ¢ um limitante superior para {f;(f(z))}icr. Vejamos que S pertence a
{7:(f(2)) }ier, 0 que mostra que S é supremo do conjunto. Seja k € I tal que k > gﬁ};{jl}.
Tal k existe pois I nao possui maior elemento. Entao, como (fi;);e; é um sistema ordenado,
para todo [ vale i, > [i;. Isso implica que fiy (v —by) > 11, (x — b;). Mas, [i; (v —by) > T, (v — by)
pois i, (x — by) & o supremo. Logo, fi; (v — by) = fiy.(x — by). Assim,

S=v(c) + ) e —b) = mle) + Y mlr —b) = (f ().

Portanto, sup{f;(f)} esta bem definido em 7K.
iel
|

Proposicao 5.5. Sejam K um corpo algebricamente fechado e (fi,)ic; um sistema ordenado de
extensoes residuo-transcendentes de 7 em K para K(x). Para cada i € I, seja (as,6;) um par

minimal de definicao para i, fitado. As afirmacoes a sequir sao equivalentes.

1. O sistema ordenado ([i;)ier possui limite i que ndo € uma extensao residuo-transcendente
de 7 para K(z).

2. Para todo a € K eriste j € I tal que ai(r —a) < 4.

Demonstracgao:

(1. = 2.) Seja @ = supp;. Por hipotese, 7 ndo é uma extensado residuo-transcendente de 7.
iel

Pelo Teorema 3.20, isso significa que o conjunto

Mg = {fi(z —b) | b € K} C uK(z)

ou ndo & limitado em 7K (x) ou ¢ limitado mas nio contém seu limitante superior. Seja a € K.

Em ambos os casos, deve existir b € K tal que fi(z—a) < fi(x—b). Mas, fi(z—b) = sup{f,(z—b)}.
iel
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Pela defini¢gao de supremo, existe j € I tal que fi(z — a) < fi;(x — b). Ainda, pelo Lema 3.5,
temos 11;(x — b) < J1;(x — a;) = 6;. Como fi(x — a) = sup{f,;(z — a)}, temos
iel

iz —a) < (e —a) <py(x —b) <z —a;) = 0;.

(2. = 1.) Seja a € K. Por hipétese, existe j € J tal que fi(z —a) < d;. Mostremos que isso

implica sup{f;(v — a)} = fi;(x — a).
i€l

Como i, (z — a) € {f;(x — a)}ics, basta mostrar que fi;(z — a) é um limitante superior. De

fato, suponhamos por contradi¢dao que existe ¢ € I tal que
f;(r — a) = min{d;, 7(a; — a)} > fi;(x — a) = min{d;,¥(a; — a)} = v(a; — a).

A desigualdade acima nos diz que 7(a; —a) > 7(a; — a). Como (J1;);c; € um sistema ordenado,
com certeza i > j. Assim, pela Proposi¢ao 5.2,
ﬁi Zﬁ] <:>6j §5ieﬁ(aj—ai) 25]

Porém,

v(a; — ;) = min{v(a; —a),v(a — a;)} =7(a; — a).

Isso que implica 7z;(x — a) = (a; — a) > d;, contradizendo nossa hipdtese. Portanto, fi;(z — a)

é limitante superior e o supremo do conjunto.

Pelo Lema 5.4, sup{fi;(z — a)} = fi,(z — a) para todo a € K implica que sup{f;(f)} esta
i€l el
bem-definido para todo f € K[z]. Portanto, fi = sup fi; esta definido.
iel

Por fim, mostremos que 7 nao é uma extensao residuo-transcendente de 7. Suponhamos,
por contradicdo, que 1 é uma extensao residuo-transcendente de 7, logo é definida por um
par (a,6). Por hipétese, existe j € I tal que fi;(x —a) < 6;. Assim, f(xr — a) < §; pois
A(r — a) = sup{f;(z — a)} = [1;(x — a). Temos também que 7 > fi; para todo i € I. Dessa

el

forma,

(@ — a;) = 8 < ile — a;) = min{ie — a), Pla - a,)} < file - a),

o que é uma contradi¢ao. Portanto, iz nao é residuo-transcendente.
|

Uma condic@o necesséria e suficiente para que o sistema ordenado (fi;);c; possua um limite
que é uma valorizacdo residuo-transcendente é existir um elemento a € K tal que v(a—a;) > 0,
para todo i € I, e sup{d,} existir e pertencer a 7K (ALEXANDRU; POPESCU; ZAHARESCU,

il
1990a, p. 283).
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No teorema abaixo veremos que um sistema ordenado em K(x) induz um sistema ordenado
em K(z).

Teorema 5.6. Sejam K um corpo e (fi;)icr um sistema ordenado de extensdes residuo-
transcendentes de U de K para K(z). Denotemos por yu; a restricdo de ji; a K(x). As afirmagdes

a sequir sao satisfeitas.

1. Temos que (11;)icr € um sistema ordenado de extensédes residuo-transcendentes de v para

2. Suponhamos que esteja bem-definido @ = sup ;. Seja p a restricio de u para K(x).
iel
Entao p = sup p;.
iel

Demonstragao:

e Devido as equivaléncias do Teorema 3.20, sabemos que 7, é extensao residuo-
transcendente de 7 se, e somente se, p; ¢ extensao residuo-transcendente de v. Seja
f € K[z]. O fato de (f;);es ser um sistema ordenado implica que, para i,j € I com i < j,

temos

i f) = m(f) < 1(f) = p;(f).

Portanto, (1;);cr ¢ um sistema ordenado de extensdes residuo-transcendentes de v para

e Suponhamos & = sup fi;. Entdo p = sup p; pois, para todo f € K[z], temos
icl iel

sup{pi(f)} = sup{7,(f)} = A(f) = u(f) € 7K.

i€l el

5.1.1 Valorizagoes algébricas

Lembramos que uma valorizagao é dita algébrica se nao é transcendente. Ou seja, p é
algébrica se, e somente se, supp(u) = {0}, o valor de todo polinémio nao nulo de K[z] ¢ de
torgao sobre VK (isto &, uK(x)/vK é grupo de torgdo) e o residuo de todo elemento de O, é

algébrico sobre Kv (isto é, K(z)u | Kv é uma extensao algébrica).
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Lema 5.7. Se u € algébrica, entio uK(x) C 7K.

Demonstracao: Se u é algébrica, entao uK(x)/vK é de torgao, por isso para todo v € puK(z)
existe m € N tal que my € 7K. Mas, 7K é divisivel. Logo, para o mesmo ntimero natural
m existe v/ € DK tal que my = my’. Porém, o grupo 7K é livre de torcdo, logo a ignaldade

anterior implica v =+ € 7K, mostrando a inclusio desejada.
]

Veremos que as valorizacao algébricas podem ser descritas como limite de um sistema or-
denado de extensoes residuo-transcendentes de v = pulg. Ou seja, as valorizagoes algébricas
podem ser vistas em termos de valorizagoes transcendentes, mais especificamente em termos de

valorizagoes residuo-transcendentes.

Teorema 5.8. Seja [i uma estensio de 7 em K para K(x) tal que T ¢ valorizacio algébrica.
Entio existe (Ti;)ic; um sistema ordenado de extensdes residuo-transcendentes de U para K(z)
tal que 11 = sup 1.

iel
Demonstragdo: Como fi é valorizacdo algébrica, o quociente K (z)/7K é um grupo de
torcdo. Mostremos inicialmente que iK(z) = 7K. Ja sabemos que 7K C fK(x). A outra

inclusao segue do Lema 5.7.

Consideremos Mz = {fi(z —b) | b € K}. Como & ndo & residuo-transcendente segue
do Teorema 3.20 que ou My nao possui limitante superior ou esse conjunto nao contém seu
limitante superior. Sabemos que My C 7K é totalmente ordenado. Entdo My deve conter um
subconjunto {6; };c; bem ordenado e cofinal (HOWARD; RUBIN, 1998). Isto ¢, a ordem de My
torna {d; }ic; bem-ordenado e, para todo v € Mg, existe §; € {0;};es tal que v < §;. Ordenamos
I com a relagao i < j se, e somente se, §; < ; para todo i,7 € I. Como My nao contém um

limitante superior, concluimos que I é bem-ordenado e nao possui maior elemento.

Para cada i € I, escolhemos a; € K tal que

Consideramos ji; = f,, s,- Como 0; € 7K, o Corolario 3.21 nos diz que 7i; ¢ uma exten-
sdo residuo-transcendente de 7 para K(z). Mostremos que (7;)ie; ¢ um sistema ordenado de
extensoes residuo-transcendentes de 7 para K(x). Sejam i,j € I, com i < j. Como K é

algebricamente fechado, é suficiente mostrar que para todo b € K temos
fi(z —b) < fi;(x = b).
Como i < j se, e somente se, §; = fi(z — a;) < 0; = fi(x — a;), temos que

U(a; — a;) = fi(a; — aj) = fla; — x +x — a;) = f(a; — x) = 0;.
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Para todo b € K sabemos que

f;(r — b) = min{d;, v(a; — b)} e fi;(x — b) = min{d;,v(a; — b)}.

Portanto,
v(a; —b) =v(a; — a; + a; — b) > min{o;, v(a; — b)} = 1;(x — b)

fj(z —b) = min{d;, 7(a; — b)} > min{d;, 7(a; — b)} = f;(x — b).

Dessa forma, vemos que (fi;);cr € um sistema ordenado de extensoes residuo-transcendentes de
v para K(z).

Vejamos que i = sup fi;. Seja b € K. Mostremos primeiro que existe j € I tal que
iel

Ae — b) = fi;(x — b) = sup{7,(z — b)}.

el

De fato, temos que fi(z — b) é um limitante superior desse conjunto pois

(e — b) > min{fiz — a;), 7(a; — b)} = min{5, 7(a; — b)} = iy(x — b)

para todo i € I. Agora, como fi(z —b) € Mz e {6;}icr € cofinal, deve existir j € I tal que
fi(x —b) < 6. Assim,
i(x —b) > min{d;, v(a; — b)}

ou seja, fi(x —b) = U(a; —b) < &;. Logo, fi;(x —b) = U(a; —b). Portanto fi(x —b) = fi;(x —b) €
{fi;(x — D) }ie1, 0 que mostra que fi(z — b) = fi;(x — b) = Sup{lh(x s

Pelo Lema 5.4, segue que sup{7;(f)} esta bem definido em 7K e, por consequéncia, esta
il

bem definido sup iz;. Como 7(f) = sup{z;(f)}, conclui-se que i = sup 7.
i€l i€l i€l

Teorema 5.9. Seja p uma extensdo de v em K para K(x) tal que p € valorizacdo algébrica em
K[z]. Entao eziste (u;)icr um sistema ordenado de extensdes residuo-transcendentes de v para

K(x) tal que p = sup p;.
el

Demonstragdo: Tomamos 77 em K(z) e 7 em K de modo ji tradicional. Vejamos que [z
também ¢é valorizacio algébrica em K[z]. De fato, como u ndo ¢ residuo-transcendente temos
que 7 também nao o é (Teorema 3.20). Falta verificarmos que @ ndo é valor-transcendente.
Como vimos anteriormente, p valorizacdo algébrica implica puK(x) C 7K. Se supormos por
contradi¢do que 7z ¢ valor-transcendente, entiio existe v € K(z) tal que my € UK para todo

m € N. Mas, o grupo 1K (z)/uK(x) ¢ de tor¢io pois K(z) | K(z) é uma extensdo algébrica.
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Entdo deveria existir m € N tal que my € uK(z) C 7K, contradi¢io. Logo, i ndo é valor-

transcendente nem residuo-transcendente e concluimos que esta é valorizagao algébrica.

Pelo Teorema acima, existe (1, );c; um sistema ordenado de extensoes residuo-transcendentes
de ¥ para K(z) tal que i = sup%;. Denotando por y; := Ji;|g(), 0 Teorema 5.6 nos garante

i€l
que fi = Sup f;.
el

5.2 Caracterizagao das valorizagoes em K(x)

Nesta ultima se¢ao descreveremos as valorizagoes em K(z) com base no que foi desenvolvido

ao longo deste trabalho.

Seja 1 uma valorizagdo em K(z). Denotamos por v = u|g. Seja 7 uma extensao de v para
K. Seja 77 uma extensdo de ambas p e 7 para K(x). Um fato interessante demonstrado no
trabalho de Alexandru, Popescu e Zaharescu (1990b) é que existe apenas um namero finito de
valorizacoes em K(x) que estendem mutualmente 7 e . Com base em tudo o que discutimos
nesse texto e em outras referéncias a serem citadas, podemos dizer que a valorizacao pu se

encaixa em alguma das classes disjuntas a seguir:

1. As valorizagoes valor-transcendentes: sao aquelas tais que o grupo quociente
pK(z)/vK possui um elemento livre de tor¢do. Vimos que p valor-transcendente
implica © valor-transcendente. No Lema 3.25 prova-se que [ Mo €M que

§ = fi(z — a) € K(x) \ 7K é um elemento livre de torcio em uK(z)/7K.

O Teorema 3.26 nos diz que g = pg para algum polinémio-chave Q € K[z]. Este
polinémio-chave ¢ o polinomio minimal de a sobre K e o par (a,d) é um par minimal

de definicao para 7. Além disso,
Faslk(@) = Taalx(@) = 1 = po-

No artigo de Alexandru, Popescu e Zaharescu (1990a, p. 291) encontra-se ainda uma
caracterizagao do grupo de valores e do corpo de residuos de p. Sendo v/ a restricdo de v

para K(a) e v = u(Q), temos que

K(z)p = K(a)V e pK(z) = V'K(a) & ~Z.

No caso particular em que p é trivial em K, vimos no Teorema 1.23 que existem duas

possibilidades:
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(a) p(x) > 0: temos que p € equivalente a uma valorizac¢ao p-adica para algum polino-

mio irredutivel p € K[z]. Isto é, u ~ p?, em que

P(f) = mse f=p"gcomptg

oo se f=0.

(b) p(x) < 0: temos que p é equivalente a valorizacao fi. ISto é, i ~ pis, em que

(f) deg(g) — deg(f) se f e g sdo nao nulos,
Hoo | —

00 se f=0.

2. As valorizacoes residuo-transcendentes: sao aquelas tais que a extensao K(z)u | Kv
é transcendente. Vimos que p residuo-transcendente implica iz residuo-transcendente. No
Teorema 3.20, prova-se que fi = fi, s em que 0 = fi(z —a) € 7K é maximo do conjunto
{f(z =) | b € K}

Podemos também descrever 1z = 1, 5 utilizando bolas:

_ ~ uin (B
osll) = uin {570}

em que D(a,8) := {d € K | 7(d —a) > §}. Pelo Teorema 3.22, 1 = g para algum
polinoémio-chave @) € K|z]. Este polinémio é polinémio minimal de a sobre K e o par

(a,d) é um par minimal de defini¢do para . Ainda,
Faslk(@) = Fo—alk(@) = ko = p-

Se @ € K[z] for irredutivel sobre a henselizacio K%(7) e u(Q) € 7K, entdo podemos

também descrever p = pg utilizando discoides:

nol(g) = up g) = min v(g(d))}.

o(0) = ipiquien(e) = _min  {7(o(d))
em que D(Q, u(Q)) := {d € K| 7(Q(d)) > u(Q)}. Sobre os grupos de valores de 71 e de
i e o corpo de residuos de p, o Teorema 3.20 e a Desigualdade de Zariski-Abhyankar nos

dizem que K (z) = 7K, uK(z)/vK é grupo de torcio e tr.deg(K(x)u | Kv) = 1.

3. As valorizagoes algébricas: essas valorizacoes sao aquelas que nao sao do tipo
transcendente. Isto é, uK(x)/vK & grupo de torcao e K(z)u | Kv é uma extensao

algébrica.

Pelo Teorema 5.9, p é o limite de (u;);c; um sistema ordenado de extensoes residuo-
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transcendentes de v para K(z). Cada pu; é a restricio de uma valorizagio da forma i, 5.
em K(x), em que §; = fi(x — a;) e {J;}icr ¢ um subconjunto de {fi(x — b) | b € K} cofinal

e bem-ordenado.

Sobre o grupo de valores, o Lema 5.7 nos garante que uK(z) C 7K. Segundo Alexandru,
Popescu e Zaharescu (1990a, p. 291), se tomarmos cada a; com grau minimal sobre K
obtemos
K(x)pu = U K(a;)v; e pK(x) = U v;K(a;)
i€l iel

em que V; = U|g(a,)-

Decidimos terminar desta maneira nossa classificagdo das valorizagoes em K(x). Porém,
¢ possivel aprofundar mais os resultados acima, seja seguindo a abordagem de Alexandru,
Popescu e Zaharescu (1989, 1990a, 1990b), seja indo atras de outras abordagens. Por exem-
plo, os trés autores citados continuam os estudos sobre valorizacoes residuo-transcendentes
buscando caracterizar de forma mais precisa os pares minimais que definem esse tipo de valo-
rizagao. Eles mostram que para toda extensdo residuo-transcendente p de v para K(x), com
(K, v) henseliano, existe um par minimal de defini¢do (a,d) para u com a separavel sobre K
(1990b, p. 218). Além disso, os autores provam a existéncia de extensoes residuo-transcendentes
com corpo de residuos e grupo de valores predefinidos (1990b, p. 223). Resultados seme-
lhantes a este dltimo sao alcancados também para extensoes valor-transcendentes e algébricas
(1990a, p. 295)

Por outro lado, Kuhlmann (2004) trata o problema de classificagido das valorizagoes em K(z)
com outras ferramentas. Separando as valoriza¢oes nas mesmas classes que apresentamos (valor-
transcendente, residuo-transcendente e algébrica), o autor faz uso, por exemplo, de sequéncias
pseudo Cauchy para provar seus resultados (2004, p. 4579). Nesse trabalho Kuhlmann tam-
bém trata da existéncia de extensoes com grupo de valores e corpo de residuos predefinidos
(2004, p. 4569).

E possivel ir além e buscar formas de caracterizar as extensdes de uma valorizacdo v de K
para K(zy,...,z,). Nos trabalhos de Oke (2010, 2013), os resultados de Alexandru, Popescu e
Zaharescu (1990a) sao pensados de forma generalizada para o corpo K(z1, ..., z,). Por exemplo,
Oke prova que uma extensio residuo-transcendente de v para K(zy, ..., z,), sob determinadas
hipoteses, ¢ na verdade uma extensdo comum de valorizagoes py, ..., i, para K(zq,...,z,),
em que p; ¢ uma extensao residuo transcendente de v para K(z;), para j = 1,....n
(OKE, 2010, p. 250). Outro resultado interessante é que uma valorizagdo algébrica em
K(xy,...,x,) é, como no Teorema 5.9, o limite de um sistema ordenado de extensdes residuo-
transcendentes de v para K(z1, ..., z,), sendo estas extensoes residuo-transcendentes definidas
como extensoes comuns de valorizagdes em K(z;), j = 1,...,n, como descrito anteriormente

(OKE, 2013, p. 5).
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Consideracoes finais

Neste, trabalho estudamos alguns objetos de destaque na Teoria das Valorizagoes, como por
exemplo os polinémios-chaves, os truncamentos, os pares minimais e as valorizacoes transcen-
dentes. Desenvolvemos desde topicos iniciais e classicos envolvendo tais objetos, até questoes

recentes de pesquisa sobre os mesmos.

Como fruto deste trabalho, o aluno responsével por esta dissertacao e seu orientador escre-
veram um artigo (NOVACOSKI; SILVA DE SOUZA, 2022), que foi aceito para publica¢do no

Journal of Pure and Applied Algebra e ja esta disponivel on-line.

O aluno pretende continuar seus estudos sobre valorizagoes no doutorado. Uma direcao
possivel para seus estudos sera entender com profundidade os anéis graduados associados as

valorizagoes definidas por polinémios-chaves limites.

Em suma, foi um trabalho que acrescentou muito & formacgao do aluno, tanto através do
conhecimento especifico da drea em que ele pretende se aprofundar nos estudos futuros de pos-
graduacao, quanto através da solidificacao de conceitos gerais importantes que serao ferramentas

ateis também em outros contextos matematicos.
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Apéndice A

Apanhado geral de Teoria de Anéis e

Mobdulos e Teoria de Galois

Neste apéndice listamos definicoes, resultados e exemplos envolvendo a Teoria de Anéis
comutativos e Modulos, Teoria de Corpos e Teoria de Galois que foram utilizados ao longo

deste texto. Nao daremos provas para os resultados apresentados.

As principais referéncias para a composicao deste apéndice foram os livros de Borges e
Tengan (2015), Fraleigh (2002), Hungerford (1974), Isaacs (1993) e Weintraub (2006).

A.1 Anéis e ideais

A menos que seja especificado o contrario, trabalharemos sempre ao longo deste apéndice
com anéis comutativos com unidade. O elemento neutro do produto sera representado por
1. Se A = {0} & o anel nulo, entdao 1 = 0. Caso contrario, sempre teremos 1 # 0 e a unicidade
de 1 em A. Um elemento a € A é dito uma unidade se existe a~! € A satisfazendo aa™* = 1.
Chamamos de A* o conjunto das unidades de .A. Um subconjunto S de A é chamado subanel

se é um anel com a operacao restrita e contém a unidade de A.

Um homomorfismo de anéis é uma aplicagao ¢ : A — B do anel A no anel B satisfazendo

P(a+0) =(a) +1(b) e p(ab) = P(a)ip(b)

para a,b € A. Para nos, exigiremos que (1) = 1p, sendo 14 e 1z unidades de A e
B, respectivamente. Se o homomorfismo for injetor, entdao o chamamos de monomorfismo
(ou também imersao/mergulho/inclusdo). Caso o homomorfismo seja injetor e sobrejetor,

entao estamos lidando com um isomorfismo de anéis. Dizemos nesse caso que os anéis A
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e B sao isomorfos e denotamos A = B. Todo homomorfismo 1 nos fornece os conjuntos

ker(y) = {a € A | ¢(a) = 0}

im(¢) = {¢(a) | a € A},

chamados nucleo e imagem de 1, respectivamente. Para B’ subanel de B, o conjunto
7B = {a € Al(a) € B}

é chamado imagem inversa. O ntcleo e a imagem inversa de um subanel sdo subanéis de A.

A imagem é um subanel de B. Temos que ¥ ¢ um monomorfismo se, e somente se, ker(¢)) = {0}.

Um ideal a de é um subconjunto de A que é fechado por combinagoes A-lineares:
ar +by € aparaa,be Ae x,y € a.

O ntcleo de um homomorfismo de anéis é um ideal de dominio. Um ideal a C A é dito préprio
quando a é um subconjunto préprio de A. Prova-se que a é proprio se, e somente se, 1 € a, o

que é equivalente a dizermos que A* Na = (.

Tomando um conjunto de elementos X = {by}rea de um anel A, o conjunto
{aiby, + -+ aiby, | k € Ne a; € A} das combinagoes lineares (somas finitas) dos elementos
de X é um ideal de A, chamado ideal gerado por X. Tal ideal é o menor ideal que contém
X. Quando X ¢é finito, denotaremos o ideal b gerado por tal conjunto por (by,...,b,). Caso
contrario, podemos utilizar a notagdo b = (X). Um ideal é dito principal se é gerado por um

tnico elemento.

Seja i ideal de um anel A. Definiremos a seguinte relagao de equivaléncia:
a=b(modi) <= a—bei.

Denotaremos a classe de equivaléncia de um elemento a € A por essa relagdo como a +1i ou a.

O conjunto das classes de equivaléncia sera denotado A/i. Com as operagoes

G+b:=a+bea-b:=ab,

temos que A/i é um anel, chamado anel quociente. Um homomorfismo associado ao anel

quociente é a aplicagao

T A— A/i

a— a,
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um homomorfismo de anéis sobrejetor denominado projecgao.

Sejam A e B anéis, i ideal de A e o homomorfismo proje¢ao 7 : A — A/i associado. De-
notamos por Hom(A, B) o conjunto de todos os homomorfismos de anéis de A em B. Seja
Homi(A,B) = {¢ € Hom(A,B); ¢(i) = {0}} o conjunto dos homomorfismos v tais que
i C ker(¢)). A seguir, enunciamos trés importantes resultados sobre homomorfismos, que podem

consultados no livro de Borges e Tengan (2015, pp. 13-15).

Teorema A.l. (Propriedade Universal do Quociente) Eziste uma bijecao natural entre
Hom(A/i, B) e Hom;(A, B) dada por

Hom(A/i, B) =+ Hom;(A, B)
Y Ypom
P
com @ : A/i — B definida por p(a) = ¢(a).
|

Teorema A.2. (Teorema do Isomorfismo) Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de anéis,

este induz um isomorfismo

Teorema A.3. (Teorema da Correspondéncia) Sendo A um anel e i ideal, temos a sequinte

correspondéncia:
{ ideais j C A tais que i C i} — { ideais h C A/i}

j — (i)
7] «— b

Um ideal p proprio do anel A é dito ideal primo se satisfaz uma das duas condicoes

equivalentes a seguir.

1. Dados a,b € A, se ab € p, entdao a € p ou b € p.

2. Dados a e b ideais de A, se ab C p, entao a C p ou b C p.

Um elemento p € A\ (A* U{0}) é dito primo se o ideal principal (p) é primo.



118 A. Apanhado geral de Teoria de Anéis e Md6dulos e Teoria de Galois

Seja A um anel e a um ideal proprio de A. O ideal a é dito ideal maximal se, dado um

ideal b, temos que a C b implica a=b ou b = A.

Se a e b sao dois elementos nao nulos do anel tais que ab = 0, entao ambos sao denominados
divisores de zero. Um anel nao nulo D é dito um dominio de integridade (ou simplesmente
um dominio) se nao possui divisores de zero. Ou seja, para todo a,b € D vale que ab = 0 implica
a = 0oub=0. Em um dominio D, dizemos que a divide b, denotado a | b, se existe ¢ € D
tal que b = ca. Um elemento p € D\ (D* U{0}) é dito irredutivel se p = ab implica a € D*
ou b € D*. Em um dominio, p primo implica p irredutivel. Dizemos que D é um dominio de
fatoragao dnica se, para qualquer d # 0, este pode ser escrito como um produto de irredutiveis
de forma tnica, a menos de ordem dos fatores e produto por unidades. Em um dominio de

fatoracao tnica, os conceitos de elemento primo e irredutivel sao equivalentes.

Um anel K é dito corpo se todo elemento nao nulo é uma unidade. Ou seja,
K* =K\ {0}. As afirmacoes a seguir estao demonstradas no livro de Borges e Tengan (2015,
p. 16 e p. 97).

Proposicao A.4. Sejam A um anel e p,m C A ideais. Temos as sequintes propriedades.

1. p € proprio se, e somente se, p estd contido em algum ideal maximal m.

S

u € A € uma unidade se, e somente se, u nao pertence a nenhum ideal mazimal.

o

. A € corpo se, e somente se, possui apenas (0) como ideal proprio.

4. m C A € mazimal se, e somente se, A/m é um corpo.

I

. p C A éprimo se, e somente se, A/p é um dominio.

Dados a e b ideais de A, definimos a soma a + b como sendo
at+b:={a+blacaebecb}.
O produto a - b é definido como sendo
a-b:={ahy+...4+ab. | reNay,...,a. €aeby,...,b €b}.

Dois ideais a e b sdo ditos coprimos se a + b = A. O teorema a seguir estd demonstrado no

livro de Borges e Tengan (2015, p. 19).



A.2. Médulos 119

Teorema A.5. (Teorema Chinés dos Restos) Sejam A um anel e iy, 1 < k < n, ideais

dois a dois coprimos. Entao

2. A aplicagao

A A ~ A A
- — = : — —7 T X X —
oo, B N- Ny, i i,
a mod (i;N---Ni,) — (¢ modiy,...,a modi,)
€ um isomorfismo. [ |

A.2 Mobdulos

Defini¢ao A.6. Seja A um anel qualquer (nao necessariamente comutativo). Um A-mddulo
M & esquerda é um grupo abeliano (M, +) junto com uma fung¢io o : A x M — M, chamada

uma A-agao em M e denotada o(a, m) = am, satisfazendo, para a,b € A e m,n € M,

e (a+b)ym=am+ bm;

e a(m+n) =am+ an;

e a(bm) = (ab)m;

e Se A possui unidade, 1m = m. Nesse caso, o A-mddulo M € dito unitdrio.

De forma anéloga definimos um A-mo6dulo M a direita. Quando A é comutativo, definindo
ag: M x A — M por ag(m,a) := a.(a,m) (a A-acdo em M do moddulo a esquerda), vemos
que
o as(m,a+0b):=a.la+bm)=a.am)+ a.(bm):=ay(m,a)+ as(m,b);

e ag(m+n,a):=a.(a,m+n) = a.la,m)+ ac(a,n) := ag(m,a) + a.(n,a);
o ay(ag(m,b),a) = ac(a,a.(b,m)) = a.(ab,m) = a.(ba, m) := ag(m, ba).

Logo, para A comutativo, um A-médulo M é tanto modulo & esquerda quanto a direita e

podemos dizer que am = ma.

Muitas das defini¢oes e resultados da Teoria de Grupos e Anéis ganham analogos quando

tratamos sobre modulos. Por exemplo, definimos um A-submédulo de M como sendo um
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subgrupo N de M tal que se n € N e a € A, entdao an € N. Se M e N sao A-modulos, um
homomorfismo de A-mdédulos é uma aplicacao 1 que, para todo ai,as € A e my,my € M,

satisfaz
Y(aiml + agmsa) = arh(ma) + agp(mz).
Aqui também 1 é injetor se, e somente se, ker(¢)) := ¢ ~(0) = (0).

Para N um A-submoddulo de M, com a relacao de equivaléncia
a=b(modN)<=a—-be N

definimos o A-médulo quociente M/N, sendo a A-acao dada por am = am, a € A,
m € M. E importante notar que tal quociente é bem definido pois, visto como grupo quo-
ciente, N é normal uma vez que M é abeliano. Temos entdao o homomorfismo projecao
T : M — M/N,m(a) = @, homomorfismo de A-mo6dulos sobrejetor com ker(m) = N.
O Teorema do Isomorfismo e o Teorema da correspondéncia valem nesse contexto e as de-

monstragoes seguem o mesmo raciocinio.

Exemplo A.7. Quando trabalhamos com um corpo K, um K-mddulo unitdrio M ¢é chamado

um espaco vetorial sobre K.

v

n vezes
Exemplo A.8. Todo grupo abeliano (G,+) é um Z-mddulo, com ng = g+ ...+ g para
n # 0 e 0g = 0 Um homomorfismo de grupos €, mneste contexto, um homomorfismo de

Z-modulos.

v

Exemplo A.9. Todo anel A é um A-mddulo sobre si mesmo. Para um ideal i C A, o anel
quociente A/i é um A-mddulo, em que o(a,m) = w(a)m. A projecio 7 : A — A/i é um

homomorfismo de A-mddulos.

Exemplo A.10. Dada uma familia de A-mddulos {M;}icr, consideramos o conjunto

HMZ»:{f:]—)UMZ'|f(i)EM¢parat0d0i€I}.

i€l el

Identificamos f := (m;)icr, em que m; = f(i) para todo i € I, e definimos a soma
(mi)ier + (Mi)ier == (my + ny)
e o produto por escalar

a(a, (mi)ier) = (ami)ier para todo a € A.
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Entao [[,c; M; é um A-mddulo, chamado produto direto. Consideramos agora o subcon-

junto do produto direto

@Mi = {(mi)ig € HMZ | m; # 0 apenas para uma quantidade finita de indices z} )

el el

Com as operagoes restritas de [[,.,, temos que @,.; € um A-submddulo de [],.,, chamado

el icl?

soma direta.

v

Seja M um A-moédulo. Se existe um conjunto {wy}rea tal que todo elemento de M se
escreve como combina¢do A-linear finita dos elementos wy, entdo {wy}rea é um conjunto de
geradores de M. Caso o conjunto de geradores seja finito, M ¢é entao dito finitamente ge-
rado. Generalizando o conceito de independéncia linear da Algebra Linear, uma quantidade
finita de elementos wq,...,w, € M sao linearmente independentes sobre A se a equacao
awi + ...+ apw, =0, com a; € A, tem a; = as = ... = a, = 0 como Unica solucdo. Seja
agora {w; }ie; C M uma cole¢ao qualquer de elementos, com I um conjunto de indices qualquer.
A colecao {w;}ier € dita linearmente independente sobre A se, para qualquer subconjunto
finito I’ C I e qualquer subconjunto {w;}ier C {w;}ier ,temos que {w;}iep € linearmente inde-
pendente. Se M admite um conjunto de geradores linearmente independentes, este é uma base

para M e, nessa situacao, dizemos que M ¢ um moédulo livre.

Exemplo A.11. Nem todo mddulo é livre. Se tomarmos A = Z e M = Z/{n) = Z, o
conjunto {T} é um conjunto de geradores. Porém, na equacao al = 0 podemos tomar qualquer

a = 0 (modn) como solugcao e, portanto, hd solugcdes ndo triviais.
v
Como nos espacos vetoriais, os modulos livres possuem como invariante a cardinalidade

de suas bases, conforme a proposicdo a seguir enuncia (ver o livro de Borges e Tengan

(2015, p. 28) para uma prova deste fato).

Proposicao A.12. Sejam A anel nao nulo e um M um A-mddulo livre finitamente gerado.

Entao as bases de M possuem a mesma cardinalidade.

A.3 Produto tensorial

Sejam M e N dois A-modulos. Consideremos o A-modulo livre

@ Aepn

(m,n)eMxN
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gerado pela base {e,,, | (m,n) € M x N}. Seja R o submodulo gerado pelos elementos da

forma,
eam,n — ACmyn,s em,an — ACmyn,s
€mi+ma,n — Emin T Cman,
€m,ni+ne — Emni — Cmynas

com m, my,my € M, n,ni,ny € N eac A

Definicao A.13. O mddulo quociente

@(mm)eMxN Aermn
R )

M®ANZ:

¢ chamado produto tensorial de M e N sobre A. [ |

A imagem de cada e,,,, em M ®4 N serd denotada por m ® n e denominaremos tensor

elementar. Os tensores elementares geram M ® 4 N e satisfazem
(am)®@n=a(m®n) =m® (an),

(mi+my)@n=m; @n+my@n e
m® (ng+mng) =men; +mae ns.

Dessa forma, a aplicacao
X :MxXN-—=>M®sN

(m,n) — m®n

é bilinear. Uma observacao importante é que para definir um homomorfismo saindo de M ® 4 N
basta defini-lo nos tensores elementares, pois todo elemento do produto tensorial é uma soma

finita desses tensores elementares.

O produto tensorial M ®4 N possui a seguinte propriedade, que motiva sua construcgao:
para qualquer A-moédulo T, se ¢ é uma aplicacao bilinear de M x N em T, entao existe um

unico homomorfismo de A-modulos f: M ®4 N — T que faz o diagrama abaixo comutar:

MxNL;T

.-
® .
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De fato, ¢ induz a seguinte funcao

1 @ A — T

(m,n)eMxN

Z i€y Z a;p(ms, n;).

Por ¢ ser bilinear, R C ker(f’). Pela Propriedade Universal do Quociente, f’ nos da uma
aplicacao
f-M@&4N—T
Z a;m; @ n; — Z a;p(m;, n;)

que satisfaz f o ® = ¢. Se g é outro homomorfismo de M ®4 N em T satisfazendo g o ® = ¢,

entao, nos tensores elementares, g(m @ n) = ¢(m,n) = f(m ®@n). Logo, g = f.

Observacao A.14. Quando A = Z, escreveremos apenas M & N.

A.4 Anéis e Algebras graduadas

Definicao A.15. Seja (G, +) um monoide comutativo. Um anel A ¢é dito G-graduado se seu

grupo aditivo (A, +) admite uma decomposi¢ao como soma direta de subgrupos abelianos A, de

A=A,

geG

modo que

e, para todo g, h € G vale: se a, € Ay e ap € Ay, entao agan € Agip.

Os elementos a, € A, C A sao ditos homogéneos de grau g. Todo elemento em A
pode ser unicamente escrito como uma soma de elementos homogéneos a4, com g € G. Um
homomorfismo ¢ : A — B entre dois anéis G-graduados ¢ um homomorfismo homogéneo
se 9(A,) C B, para todo g € G.

Definigao A.16. Seja A um anel. Uma A-dlgebra R (ou uma dlgebra sobre A) é um anel R
tal que (R,+) € um A-mddulo unitdrio e a(rs) = (ar)s = r(as) para todoa € A er,s € R.

|

Uma subdlgebra de uma A-algebra R é um subanel de R que é também um A-submodulo

de R. Um homomorfismo de A-algebras 1) : R — S é um homomorfismo de anéis que é também

um homomorfismo de A-modulos.
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Exemplo A.17. O anel de polinémios Alxy,...,x,] é uma A-dlgebra.
v
Exemplo A.18. Sejam A e B dois anéis e ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Temos

que B é uma A-dlgebra pois (B,+) é um A-mddulo com A-a¢io o : A x B — B dada por

ala,b) = ¢(a)b e o produto em B ¢é associativo.

v

Definigao A.19. Seja (G,+) um mondide comutativo. Um anel R € dito uma A-dlgebra
G-graduada se R é uma A-dlgebra e seu grupo aditivo (R,+) admilte uma decomposi¢io

como soma direta de subgrupos abelianos R, de modo que

R=EPR,

gelG

como A-mdodulos e, para todo g,h € G vale: sery € Ry ey, € Ry, entao ryry, € Ryin.

]
Exemplo A.20. O anel de polinomios Alxy,...,x,| € uma A-dlgebra G-graduada, em que
(G, +) = (No, +), pois
A[xla S 7':En] = @A[zla s 7$n]d7
d>0
sendo Alxy,...,x,)a 0 A-mddulo livre cuja base é composta pelos mondomios x{ x5 - - - x5 de
grav d =e1+ex+ ...+ ey.
v

A.5 Localizacao

Definicao A.21. Seja A um anel. Um congunto multiplicativo S C A é um subconjunto
tal que 1 € S e, para todos s,t € S, vale st € S.

Definicao A.22. Seja S C A um conjunto multiplicativo. Consideremos o conjunto

STA=(AxS)/ ~,

em que ~ € a relagcdo de equivaléncia dada por (ay,s1) ~ (ag, S2) se, e somente se, existet € S
tal que t(aysy; — agzs;) = 0 em A. Sendo ¢ := (a,s), a classe de (a,s), munimos S™'A das

operacoes

aq 1 a9 ai1S52 —+ 251 a1 Qg a1a9
— + — = e — - — .
S1 S2 5152 S1 S2 5152
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Com estas operacoes S~'A é um anel, chamado localiza¢do do anel A com relacdio a S.

A localizagao S~™'A nos fornece uma aplicagao p : A — S~1A dado por p(a) = a/l,
chamada localizacao. Uma forma de interpretarmos S~!'A é como o maior anel em que todos
os elementos de S se tornam unidades (BORGES; TENGAN, 2015).

De forma analoga, podemos localizar um A-moédulo M com relagao a um conjunto multi-
plicativo S de A, que sera o S~ A-modulo S™'M = (M x S)/ ~, em que ~ e as operagoes sao

definidas como acima.

Exemplo A.23. Seja p um ideal primo de A. Considerando S = A\ p, por p ser primo, S é

um conjunto multiplicativo de A. Denotamos por A, a localizagao S™1A.

v

Exemplo A.24. Se ¢ : M — N € um homomorfismo de A-mddulos, temos um homomorfismo
induzido de S~ A-mddulos

Sy S8 'M — STIN
LI gb(m)'

S S

v

Teorema A.25. Seja S um conjunto multiplicativo de A, S e M N 2 P uma sequéncia
ezata de A-mddulos, isto é, im(¢) = ker(y)). Entao

51 51
S 22y 5N 2P, golp
¢ uma sequéncia exata de S™' A-mddulos. [ |

A demonstracao do teorema acima e do corolario abaixo podem ser encontradas no livro de
Borges e Tengan (2015, p. 123).

Corolario A.26. Sejam A um anel, S um conjunto multiplicativo e um homomorfismo de

A-mddulos ¢ - M — N. Temos as sequintes propriedades.

1. ker(S7'¢) = S~'ker(¢) e im(S'¢) = S tim(¢).
2. Se ¢ € injetor (respectivamente sobrejetor, bijetor), entdo o mesmo vale para S~'¢.

3. Se M ¢é um submddulo de N, entao S~Y(N/M) = S~IN/S~1M.
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Exemplo A.27. Seja A, a localiza¢io de A com relagdo ao conjunto multiplicativo S = A\ p,
para um ideal primo p de A. Qualquer outro ideal préprio de A que nao estd contido em p
deiza de ser proprio em A, pois seus elementos se tornam unidades em A,. Dessa forma A,

possui um tnico ideal mazimal S™'p, denotado também por pA,. Temos

A _5TAL (4)

pA,  S7'p p
:{%\a,zef ezgm(p)}
:{% 1@, b f 657&6}

|

e

2

@]
N
v m

AR

A.6 Extensoes de Corpos

Para um anel A, denotaremos por A[z] o anel de polindmios na indeterminada = (veja
o livro de Hungerford (1974, p. 149) para uma apresentacao formal desse anel). Um elemento

genérico de A[z| serd denotado por
p(z) = ap2™ + ap12™ ..+ arx + ag,

em que a; € A para cada i, 1 < i < n. Os elementos a; sdo chamados coeficientes de p(z).
Para um polindémio nao nulo (a; # 0 para algum i, 0 < ¢ < n), o menor n tal que a, # 0 e
a; = 0 para todo j > n é chamado grau do polinémio p(x) e o denotaremos por deg(p(z)).

Convencionamos que deg(0) = —oo. O polinémio p(x) serd dito ménico quando a,, = 1.

Teorema A.28. Sejam p(x) e t(x) polinomios de K|z], ambos nao nulos e com deg(t(x)) > 0.
Entao existem unicos q(x),r(x) € Klz| tais que p(x) = t(x)q(z) + r(x), com r(z) = 0 ou
deg(r(x)) < deg(t(x)). [ |
Teorema A.29. O anel K[z]| é dominio de ideais principais (isto é, todos os seus ideais sao
principais).

Tomando um elemento o € A, temos um homomorfismo v, : A[z] — A sobrejetor definido
por Y, (p(z)) = pla) := a,a” + ... + aya + ap se a € A. Tal homomorfismo serd chamado

homomorfismo avaliacao.

Se a € A é tal que p(a) = a,a" + ...+ aja+ ag = 0, entdo chamaremos « de raiz ou zero

de p(x). Uma aplicacao imediata do algoritmo da divisao e do conceito de raiz é que a é um
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zero de p(z) € K[z] se, e somente se, p(z) = (x — a)q(z), com ¢(z) € K[z].

Definicao A.30. O corpo L € uma extensao de um corpo K se K € subcorpo de 1L, isto €,

K C L ¢ um subanel de L que é também um corpo. Denotaremos por L | K.

Sendo X C L um subconjunto e K C IL um subcorpo, podemos tomar a intersecao de
todos os subcorpos de L que contém X UK e isso resultard em um corpo (HUNGERFORD,
1974, p. 232). Se X = {ay,...,q,}, entao escrevemos K(ay,...,a,). O processo de criar
extensoes como K(aq,...,,) é chamado de adjungdo de elementos. A extensio K(«)
criada pela adjun¢do de um elemento é dita extensao simples. Intuitivamente, K(aq, as)
pode ser visto como o menor corpo que contém K, oy e ap. Dessa forma, tal corpo é também

identificado como (K(a1))(az), isto é, a extensao simples de K(ay) por as. Indutivamente,
K(ag,...,an) = (K(ag, ..., a¢n1)) ().

Definicdo A.31. Sejam L extensio do corpo K e a € L. Se ezistir f(x) € Klx] tal que
f(a) =0, entao o é algébrico sobre K. Caso contririo, o € dito transcendente sobre K. o

corpo I € uma extensao algébrica de K se todos os elementos de I sao algébricos sobre K.

Os resultados e definicoes a seguir podem ser consultados no livro de Fraleigh
(2003, pp. 269-285).

Proposicao A.32. Seja o € L elemento algébrico em K . Eziste um dnico polinémio monico
irredutivel mqo(z) € Klz] com a como raiz. Tal polinémio satisfaz: se f(x) € K[z] se anula

também em «, entao me(x) divide f(z).

Definicao A.33. Chamamos o polinomio my(z) de polinémio minimal de o sobre K.

Dizemos que o grau de my(x) € o grau de o sobre K.

Teorema A.34. Sejam mq(z) € Kz] o polinomio minimal de o de grau n e
K(a) = im(¢),) a extensio simples de K. Entdo o conjunto {1,a,a? ..., a" '} forma uma

base para K(«) como espago vetorial sobre K e

K<Oé) = {a%floéni1 +...taa+ag ‘ a; € K}
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Proposicao A.35. Sejam o € L algébrico em K, K(a) a extensao simples de K por « e

me(z) € K[z] polinomio minimal de o. Temos
——— 2 K(a).

Definicao A.36. O grau da extensao I do corpo K € a dimensao de I como espago vetorial

sobre K, denotada por [L : K]. A extensio € dita finita quando [L : K] < co.

Corolario A.37. Temos as sequintes propriedades.

e Seja L | K uma extensdao de corpos. Um elemento o € L é algébrico sobre K se, e somente
se, K(a) é uma extensao finita de K. Nesse caso, [K(a) : K] = deg(mq(x)).

e Toda extensao finita é algébrica.

o SeE|L eL | K sdo extensoes algébricas, entio E | K é também algébrica.

Teorema A.38. (Teorema da Torre) Sejam L | K eF | L extensoes finitas de corpos. Entao
F ¢ extensao finita de K e [F : L][L : K] = [F : K].
|

A.7 Extensoes transcendentes

Seja K[zy,...,x,] o anel de polinémios em n indeterminadas (veja o livro de Hungerford

(1974, p. 151) para uma apresentacao formal desse anel).

Definicao A.39. Seja L | K wma exstensio de corpos. Dados s1,...,s, € L,
diremos que esses sao algebricamente independentes sobre K se para qualquer
f(x1, ..., zn) € K[z, ..., x,] vale

f(s1,.00,8,) =0= f(x1,...,2,) =0.

Um subconjunto S C 1L serd dito algebricamente independente sobre K se para quaisquer

S1,...,8, € S esses sao algebricamente independentes sobre K.
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Uma base de transcendéncia de L sobre K ¢ um subconjunto {2 de IL algebricamente
independente sobre K que é maximal, com relacao a ordem dada pela inclusao, dentre to-
dos os subconjuntos algebricamente independentes sobre K. Prova-se que quaisquer duas ba-
ses de transcendéncia de L sobre K possuem a mesma cardinalidade (BORGES; TENGAN,
2015, p. 479).

Definicao A.40. Sejam L | K uma extensdo de corpos e £ uma base de transcendéncia de
L sobre K. Chamamos a cardinalidade de ) de grau de transcendéncia de I sobre K e
denotaremos por tr.deg(L | K). [ |

A.8 Corpo de raizes e fecho algébrico

Definicao A.41. Seja f(z) € K[z] um polindmio nao constante. SelL. O K € tal que I contém
todas as raizes de f(x), entdo dizemos que f(z) se fatora em L[x]. Caso f(x) se fatore em

L[z], mas nao em F[z], para qualquer subcorpo de F de 1L, entao L. € o corpo de raizes de
f(@).
|

Equivalentemente, I é o corpo de raizes de f(z) se L contém todas as raizes de f(z) e
nenhum subcorpo proprio de L contém todas as raizes de f(x). Dessa forma, considerando E

um corpo que contém todas as raizes a,...,a, de f(z), temos L = K(ay, ..., qa,) C E.

Os proximos quatro resultados podem ser consultados no livro de Weintraub
(2006, p. 22 e p. 24) ou no livro de Lee (2018, pp. 223-224).

Proposigao A.42. Seja f(x) € K[z]| polindmio nao constante. Entao f(x) possui um corpo de

raizes.

Para 0 : A — B um homomorfismo de anéis e f(z) = a,a™ + ... + a9 € Alz], definimos
o(f(x)) :=0o(ay)x™+ ...+ o(ag) € Blx].
Lema A.43. Seja oy : Fy — Fy um isomorfismo de corpos. Sejam fi(x) € Fi[z] um polinomio
irredutivel e By = F1(B1), em que py € tal que fi(B1) = 0. Seja fo = oo(fi(x)) em Fylx] e
consideremos By = Fo(5s), em que s € tal que fo(B2) = 0. Entdo oy se estende unicamente a

um isomorfismo o : E; — Ey com o(p1) = [a.
|
Lema A.44. Seja oy : Fy — Fy um isomorfismo de corpos. Sejam f; € Fi[z] e

fa(x) = oo(fi(x)) € Fo[z]. Seja Ey o corpo de raizes de fi(x) e seja Ey o corpo de raizes

de fo(x). Entdo o se estende a um isomorfismo o : E; — Es.
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Teorema A.45. Quaisquer dois corpos de raizes de f(x) € F[X] sao isomorfos.

Definicao A.46. Um corpo K € dito algebricamente fechado se a tinica extensao algébrica

de K € o proprio K.
|
O resultado a seguir esta demonstrado no livro de Borges e Tengan (2015, p. 449).

Proposigao A.47. Seja K um corpo. As afirmacgoes a sequir sao equivalentes.

1. K ¢ algebricamente fechado.
2. Todo polinomio ndo constante f(x) € Klx] é um produto de fatores lineares em Klx].
3. Todo polinomio nao constante f(z) € Klx] possui uma raiz em K.

4. Um polinomio f(x) € K[z] € irredutivel se, e somente se, deg(f(z)) = 1.

Exemplo A.48. Se K ¢ algebricamente fechado, entao K € infinito. De fato, suponhamos que

F seja um corpo finito com n elementos e consideremos o polinémio
flx)=2"—x+ 1.

Os coeficientes de f(x) pertencem todos a F e deg(f(x)) > 0. Portanto f(z) € Flz]. Como
consequéncia do Pequeno Teorema de Fermat, temos que em F wvale a™ = a para todo a € F
(WEINTRAUB, 2006, p. 10) . Logo, f(a) = 1 # 0 para todo a € F, isto é, f(x) nao possui
raiz em [F. Dessa forma, um corpo finito nao é algebricamente fechado. Pela contrapositiva, se

K ¢ algebricamente fechado, entio K € infinito.

v
Definicdo A.49. Seja K um corpo. Um fecho algébrico K de K é uma extensio algébrica
de K que € algebricamente fechada.

A prova do teorema abaixo pode ser consultada no livro de Weintraub (2006, p. 152) ou no
livro de Borges e Tengan (2015, p. 450).

Teorema A.50. Seja K um corpo qualquer. Entdo K possui um fecho algébrico K e este é

Unico a menos de isomorfismo.
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Exemplo A.51. O fecho algébrico do corpo dos nimeros racionais € o corpo dos niumeros
algébricos Q = {a € C | f(a) =0 para algum f(z) € Q[z]} (WEINTRAUB, 2006, p. 154).

v

Exemplo A.52. O corpo dos nimeros complexos C ¢ algebricamente fechado. Este é o conhe-
cido Teorema Fundamental da Algebra (WEINTRAUB, 2006, p. 155).

v

Todo homomorfismo ¢ : . — T entre corpos é injetor, isto é, todo homomorfismo entre
corpos é um mergulho. Quando L | K é uma extensao de corpos, F | K e p|x = id, chamaremos
¢ de um K-mergulho. Quando é uma extensao de corpos L | K e ¢ : L. — IL é um isomorfismo

que ¢ um K-mergulho, chamaremos ¢ de um K-automorfismo de L.

A proposigao a seguir esta demonstrado no livro de Fraleigh (2002, p. 428).

Proposicao A.53. Seja L | K uma extensao algébrica. Seja K' um corpo tal que exista
o: K —= K" um isomorfismo. Entao o pode ser estendido a um isomorfismo 7 : L. — F, tal que

FCK etlg=o0.

Corolario A.54. Sejam L | K uma extensio algébrica e K um fecho algébrico de K. Entdo

existe um K-mergulho o : L — K.

Exemplo A.55. O coroldrio anterior diz que, dada uma extensdo algébrica L | K, podemos
considerar L contido em um fecho algébrico fivado K de K. Dessa forma, como teriamos entdo
K | L, temos um L-mergulho (em particular um K-mergulho) que nos permite olhar K C L.
Ainda, isto nos permite olhar para a extensio L | K e, aplicando novamente o coroldrio,

podemos, quando conveniente, tomar L. = K.

v

Exemplo A.56. Seja K algebricamente fechado e suponhamos que o : K — F, com
F C K, é um isomorfismo tal que K ¢ algébrico sobre o(K) C F. Entao o é um automorfismo de
K. De falo, consideremos o isomorfismo c=' : 0(K) — K. Como K € algebricamente fechado
e K| 0(K) ¢ uma extensio algébrica, pela Proposicao A.53 seque que o~ pode ser estendido
a um isomorfismo 7 : K — L tal que L C K e 7|y, = 0!, Assim, K = 7(0(K)) C 7(K).
Como 7(K) C K, seque que 7(K) = K e, portanto, T € um automorfismo de K.

v

Exemplo A.57. Seja L | K uma extensao algébrica. Entao todo isomorfismo de L em um

subcorpo de K que deiza K fizado pode ser estendido a um automorfismo de K. De fato, seja
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o:L —TF C K um isomorfismo que fiza K. Vimos que podemos tomar K% =1L, F C K e, além
disso, a extensao K | L € algébrica. Pelo Teorema A.58, o pode ser estendido a um isomorfismo
7 de K em um subcorpo de F C K. Assim, pelo exemplo anterior, T é um K-automorfismo de

K que estende o.

v

Corolario A.58. Seja K um fecho algébrico de K. Entdo todo automorfismo de K pode ser

estendido a um K-automorfismo de K.

A.9 Extensoes separaveis e puramente inseparaveis
Definicdo A.59. Seja K um corpo e K um fecho algébrico de K.

o Se f(x) nao possui raizes repetidas em K, entdo f(x) ¢ dito um polinémio separdvel.

Caso contrdrio, f(z) € dito um polinémio insepardvel.

e Seja I um extensao algébrica de K. Um elemento o« € L € dito separdvel se seu po-
linomio minimal my(x) € Klx] € separdvel em K|z]. Caso contrdrio, o elemento é dito

insepardvel.

o Uma extensao algébrica I de K € dita separdvel se todos os elementos de 1L sao separd-

vets. Caso contrdrio, a extensdo € dita insepardvel.

Definicao A.60. Dizemos que um corpo possui caracteristica p € N se wale

p vezes

—
pl=T+.. +1=0

e p € o menor inteiro positivo tal que isso ocorre. Caso tal p nao exrista, dizemos que o corpo

possui caracteristica 0. Denotamos por char(K) a caracteristica do corpo K.

Definicao A.61. Uma eztensao L | K de corpos com caracteristica p > 0 é dita puramente

insepardvel se satisfaz uma das sequintes condigoes equivalentes.

1. Para todo o € L existe n = n(«) tal que o” € K.

2. Nenhum elemento de L\ K € separdvel.
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3. O polinémio minimal de um elemento o € L tem a forma my(z) = 2P" — a para algum

inteiro n > 0 e algum elemento a € K.

As equivaléncias acima estao demonstradas no livro de Isaacs (1993, p. 298). Ja o resultado

a seguir estd demonstrado no livro de Borges e Tengan (2015, p. 458).

Proposigao A.62. Um polinémio nao nulo f(x) € Klx] € separdvel se, e somente se, f(x) e
f'(x) (a derivada formal de f(x)) sao primos entre si. Além disso, se f(x) € irredutivel em

K[z], entao f(z) € separdvel se, e somente se, f'(x) # 0.
|
Um corolario imediato da proposicao acima esta enunciado a seguir.

Corolario A.63. Se L | K ¢ uma extensdo algébrica de corpos com char(K) = 0, entdo L | K

€ separdvel.

]
Definimos o fecho separavel relativo de K em L como sendo
LNK*:={z €L |z éseparavel sobre K}.

Definimos também o chamado fecho separavel K¢ de K como sendo o fecho separavel relativo
de K em K. Temos que LNIK?® & um corpo e é uma extensio intermediaria de K e L, sendo

uma extensao separavel de K.

Chamamos de grau de separabilidade [L : K|, de L sobre K o nimero de K-imersoes de
L em K. Se a extensdio L | K for finita, entdo [L : K], < [L : K], valendo a igualdade se, e
somente se, L | K é separavel (BORGES; TENGAN, 2015, p. 460). Temos ainda o seguinte
resultado, que pode ser consultado em Borges e Tengan (2015, pp. 460-462).

Proposicao A.64. Sejam IL O F D K extensoes algébricas de corpos. As sequintes afirmacoes

sao satisfeitas.

1. L | K € separdvel se, e somente se, L | F e F | K sao separdveis.
2. Se L D F D K sao extensoes finitas, entao [L : K]; = [L : F4[F : K];.

3. Se L | K ¢é puramente insepardvel, entio [L : K], = 1. Se L | K ¢ finita, entao vale a

reciproca.
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4. LNK® é um subcorpo de . e L | LNK® € puramente insepardvel. Se . | K € finita, entdo
L:K]s=[LNnK*:K].

Exemplo A.65. Sejam K e K® como anteriormente e suponhamos que F seja um corpo tal
que K CF C K°. Considerando F = K, vejamos que F* = K*. Pela forma como K* € definido,
sabemos que K* | K € uma extensao separdvel. Pelo Item 1 da proposi¢do anterior, temos que
K* | F ¢ separdvel. Logo, todos os elementos de K* sdo separdveis com relagao a F, portanto
K* C F*. Novamente, F* | F ¢é separdvel por defini¢ao. Assim, F* | K® € separdvel pelo Item 1.
Portanto, temos F* 2 K* D K, com ambas extensdes F* | K® e K* | K separdveis. Pelo Item 1,
F* | K € separdvel, isto é, todos os elementos de F* sao separdveis sobre K. Logo, pela definicdo

de K*, devemos ter que F* C K*, donde concluimos que F* = K5, v
’ q ’ q

A.10 Extensoes normais e galoisianas

Definicao A.66. Uma extensdo algébrica L | K € dita normal se, para todo polindmio

irredutivel f(x) € Klz], f(a) =0 para algum o € L implica que f(x) se fatora em L[x].

|
Exemplo A.67. Se K* ¢ o fecho separdvel de K (dentro de K), entio K* | K ¢ normal.
De fato, se f(x) € Klz] € irredutivel e f(a) = 0 para algum o € K°, entio, sem perda
de generalidade, podemos tomar f(x) = my(x). Como « € separdvel, m,(x) se fatora como
produto de fatores lineares em K*[x], ou seja, as outras raizes de my(x) também sao separdveis.

Logo, se f(x) € K|x] possui uma raiz em K°, entdo todas as outras raizes de f(x) também estio

em K* e concluimos que K* | K € normal.

v

Se L D F O K com L | K normal, entao L | F é também normal (BORGES; TENGAN,
2015, p. 454). A proxima proposicdo nos da uma caracterizagdo de extensoes normais e a

demonstracao pode ser vista no livro de Borges e Tengan (2015, p. 455).

Proposicao A.68. Seja L | K uma extensao algébrica. As afirmagoes a sequir sao equivalentes.

1. A extensao L | K € normal.
2. L € o corpo de raizes de um famdlia de polinomios S C Klz].

3. Todo K-mergulho o : L < L% se restringe a um K-automorfismo de L.
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Definicao A.69. Seja L uma extensao algébrica de K. O grupo de automorfismos

Aut(L | K) € o conjunto de todos os K-automorfismos de L, isto é,

Auwt(L | K) ={o:L — L | o é automorfismo e o|lg = id},
munido da operacao de composicao. [ |

Os seguintes resultados estao demonstrados no livto de Borges e Tengan
(2015, p. 456 e p. 463).

Proposicao A.70. Seja L | K uma extensio normal finita. Seja F tal que LOF DK eF | K
¢ normal. Entao todo K-automorfismo de 1L se restringe a um K-automorfismo de F e temos

um homomorfismo sobrejetor de grupo
Aut(L | K) — Aut(F | K)
o +— olp.

Proposicao A.71. Seja L | K uma extensao algébrica e seja L.NK® o fecho separdvel de K
em L. Todo K-automorfismo de I se restringe a um K-automorfismo de L. NK* e temos um

homomorfismo injetor de grupo
Aut(L | K) — Aut(L NK* | K)
o +— O-’]LFTKS-

Se L | K é normal, entao LNK® | K € normal. SelL | K é normal e finita, entao a aplica¢ao

acima € um isomorfismo.

Exemplo A.72. Se na proposicio acima L = K, entdo € possivel mostrar que a aplicacio
vista € um isomorfismo e assim Aut(K | K) = Aut(K® | K). De fato, vimos no Evemplo A.57
que todo isomorfismo de K em um subcorpo de K que deiza K fizado pode ser estendido a um
K-automorfismo de K. Assim, dado o € Aut(K® | K), eziste 5 € Aut(K | K) tal que &

Portanto, a aplicacao é sobrejetora e assim temos o isomorfismo de grupos.

KS:U-

v

Definicao A.73. Seja G um subgrupo do grupo de automorfismos de um corpo L.
O corpo fixado por G é definido como Fix(G,L) = {a € L | o(a) = a para todo o € G}.
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O corpo Fix(G,L) ¢ um subcorpo de L. Ainda, temos K C Fix(Aut(L | K),L)
(WEINTRAUB, 2006, p. 27).

Definicao A.74. Seja I uma extensao algébrica de K. Dizemos que I é uma extensao

galoisiana de K se Fix(Aut(L | K),L) = K. Nesta situagao, o grupo Aut(L | K) passa a ser

chamado grupo de Galois da extensio e serd denotado Gal(L | K).

A seguir veremos uma forma de caracterizar extensoes galoisianas. Para a prova da propo-

si¢ao, consultar o livro de Hungerford (1974, p. 262)

Proposicao A.75. Seja L | K uma algébrica. As afirmacées a sequir sio equivalentes.

1. L | K € galoisiana.
2. L | K € normal e separdvel.

3. L € o corpo de raizes de um conjunto de polinémios separdveis em Klz].

Assim, se L D F O K com L | K galoisiana, entdo L | F é também galoisiana (BORGES;
TENGAN, 2015, p. 465).

Exemplo A.76. O fecho separdvel K* de um corpo K € uma extensao galoisiana pois é normal
e separdvel. Em particular, se K | K for separdvel (por exemplo, quando char(K) = 0), entéo

K* = K e concluimos que, neste caso, K| K é uma extensdo galoisiana.

A.11 Teorema Fundamental da Teoria de Galois

Os resultados desta secao podem ser consultados no livto de Borges e Tengan
(2015, pp. 467-472).

Dada uma extensdo L | K diremos que F é um subcorpo ou extensdo intermediaria se
LDOFDK.
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Teorema A.77. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja L | K uma extensio Galois
finita. Temos:

e |Gal(L | K)| = [L: K].

e Fxiste uma bijecao

{ subgrupos H de Gal(L | K)} «— { subcorpos intermedidrios F de L | K}
H — Fix(H,L)
Gal(L | F) «— F.

e Seja F um subcorpo intermedidrio de L | K. Temos que F | K € galoisiana se, e somente
se, Gal(LL | F) é subgrupo normal de Gal(L | K).

|
Como K* é uma extensao galoisiana de K, chamamos de grupo de Galois absoluto
Gal(K* | K).

Proposicao A.78. Se F é um corpo intermedidrio de K* | K e F | K é galoisiana, entao todo

elemento de Gal(K* | K) se restringe a um K-automorfismo de F e a aplicacao
Gal(K* | K) — Gal(F | K)

o+ olp

é sobrejetora com nicleo igual a Gal(K® | F).

Quando a extensdo galoisiana L. | K nao é finita, ndo temos a correspondén-
cia descrita no Teorema Fundamental da Teoria de Galois. Segundo Borges e Tengan
(2015, p. 470), em geral ha mais subgrupos do que subcorpos intermediarios. No entanto,
é possivel elaborar uma correspondéncia parecida com a do Teorema A.77 se considerarmos

Gal(K® | K) como um grupo topologico.

Lema A.79. Sejo Gx = Gal(K*® | K) o grupo de Galois absoluto. Consideremos o seguinte

conjunto

B = {Gr := Gal(K* | F) | a extensao intermedidria F | K € galoisiana e finita }.

O conjunto B = {oGy | 0 € Gg e Gp € B'} € uma base para uma topologia em Gy, a

chamada Topologia de Krull.
|
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Teorema A.80. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois Infinita) Seja K um corpo e Gx

o seu grupo de Galois absoluto, equipado com a topologia de Krull.

e Para todo subcorpo intermedidrio F, Gy = Gal(K* | F) é um subgrupo fechado de Gx.

e Temos uma bijecao

{ subgrupos fechados H de Gg} <— { subcorpos intermedidrios F de K* | K}
H — Fix(H, K®)
Gr = Gal(K*? | F) «— F.

o Seja F um subcorpo intermedidrio de K* | K. Temos que F | K ¢é galoisiana (respecti-
vamente finita) se, e somente se, Gp é subgrupo normal de Gy (respectivamente Gy tem

indice finito em Gk).
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Apéndice B

Grupos totalmente ordenados e fecho

divisivel

Neste apéndice, trazemos algumas defini¢coes e resultados sobre grupos totalmente ordenados
que melhoram a compreensao do texto principal. Faremos também uma apresentacao detalhada

do fecho divisivel de um grupo abeliano.

As principais referéncias para a composi¢ao deste apéndice foram os livros de Deitmar e
Echterhoff (2009), Endler (1972) e Engler e Prestel (2005).

B.1 Grupos totalmente ordenados

Definicao B.1. Um grupo abeliano (I',+,0) serd chamado um grupo totalmente ordenado

se existir uma relagdo bindria < em I satisfazendo, para todo v,0,\ € I':
OT1) v <
OT2)v<ded<~v= v=09;

(OT1)
(0T2)
(OT3)y<ded<A=~vy<)X
(OT4) v <6 ou d <~

(OT5)

OT5) y<d=~v+A<d+ A
Lemos v < 0 como “y é menor do que ou igual a §”. Escreveremos em alguns momentos

d > (1é-se “6 & maior do que ou igual a v”) para dizer v < §. Se sabemos que v < 0 e vy # 4,

entao escreveremos v < d (lé-se “y é menor do que 0”).
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As propriedades a seguir consequéncias diretas da defini¢ao.

e Sea<fey<d, entao a+v < fB+4. De fato, pela Propriedade (OT5)
a<f=a+y<B+7.
Também,

V<O0=y+ <o+ B

Como T' é abeliano, entdo v+ = 5 + . Assim, pela Propriedade (OT'3),
aty<ftref+ty=7+6<0+p

o que implica a +v < 6§ + .
e Em particular, para qualquer n € N, por inducao obtemos que v < ¢ implica ny < nd.

e Se 0 <, entdo —v < 0. De fato, pela Propriedade (OT5),
0<y=0+(=) <7+ (=) =0=>—-y<0.

Vale também a reciproca, isto é, se —y < 0, entao 0 < 7.

Exemplo B.2. Sejam I' e A grupos totalmente ordenados e consideremos o grupo dado pela
soma direta ' & A. A ordem lexicogrifica em I' & A é dada pela sequinte relagcao: para
v,7 €Tl ed,d €A, temos

(7,0) <70 & (v <) ou (y=19"ed <9).

A wverificacao de que a relacao acima torna I'® A um grupo totalmente ordenado requer apenas

cilculos diretos. Denotamos por I @i A 0 grupo I' @ A munido da ordem lezicogrdfica.

v

Um subgrupo A de um grupo ordenado I' é dito convexo em I se, dado § € A, todo v € T’
satisfazendo 0 < v < ¢ tal que v € A. A colecao de todos os subgrupos convexos proprios de
I" satisfaz as condi¢oes (OT1), (OT2), (OT3) e (OT4) da Definicdo B.1 quando considerada a

relacao dada pela inclusao.

Definicao B.3. Chamamos de posto de I' o tipo de ordem da colegao de todos os subgrupos

convexos proprios de I'.

Denotamos o posto de I por rk(I"). Se o nimero de subgrupos convexos for finito, digamos

n, entao I' possui posto n.
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Definicao B.4. Uma ordem < em um grupo abeliano I' € chamada arquimediana se, para

todo v,e € I' com € > 0, existe n € N tal que v < ne.
|

Exemplo B.5. Todo subgrupo A do grupo aditivo (R,+,0) é arquimediano com respeito a

ordem candnica induzida de R.

v

Um grupo totalmente ordenado com uma ordem arquimediana serd chamado de grupo
ordenado arquimediano. Um grupo totalmente ordenado arquimediano nao possui subgrupos
convexos diferentes do trivial, tendo entdo posto 1 (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 26). A
proposicao a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada no livro de Engler e Prestel (2005,

p. 26), complementa o exemplo acima.

Proposicao B.6. Um grupo abeliano totalmente ordenado ' € de posto um se, e somente se,
existe um isomorfismo entre I' e um subgrupo nao trivial de (R,+,0), com a ordem candnica

induzida de R, e tal isomorfismo preserva a ordem.

A seguinte nogao de elemento de torcao serd amplamente utilizada no texto principal.

Definicao B.7. Seja G um grupo qualquer com elemento neutro e. Um elemento g € G € dito
um elemento de tor¢ao se g" = e para algum n € N, isto é, g possui ordem finita. Um grupo
G € dito de torg¢ao se todos os seus elementos sao de tor¢ao. Um grupo G qualquer € dito livre

de torgcao se nao possui elementos de torcao.
|
No caso abeliano, com a notacao aditiva, GG é livre de tor¢ao se, paran € N e g € GG, vale
que ng = 0 implica g = 0.
Proposicao B.8. Se I' é um grupo abeliano totalmente ordenado, entao I' € livre de torcao.
Demonstracao: Suponhamos, por contradi¢ao, que para algum v € I', v # 0 e algum n € N

vale ny = 0. Entao, também n(—v) = 0. Dessa forma, sem perda de generalidade, suponhamos
0 < ~. Assim, pelas Propriedades (OT3) e (OT5) da Definicao B.1, obtemos

0<~y<2vy<L ... <ny=0.

A Propriedade (OT2) entdo nos diz que deveriamos ter v = 0, o que é uma contradigdo. Logo,

I' ordenado nao pode conter elementos de torcao.
|

Em particular, vemos que grupos finitos nao sao totalmente ordenados, pois um grupo livre

de torcao deve ser infinito.
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B.2 Fecho divisivel

Definicao B.9. Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G ¢ divisivel se para qualquer g € G
e todo n € N existe h € G tal que g = nh.

Exemplo B.10. O grupo aditivo (Q,+,0) € divisivel pois, para qualquer a/b € Q en € N

temos

v

Exemplo B.11. O grupo (Z,+,0) nao é divisivel. Por exemplo, para g =3 e n = 2, uma vez
que 213, ndo existe h € Z tal que 3 = 2h.

v

Lema B.12. Seja G um grupo abeliano divisivel e livre de torcao. Entao existe uma unica

aplicacao - : G x Q — G que torna G um Q-espaco vetorial.

Demonstracao: Comecamos mostrando que, por GG ser divisivel e livre de torcao, entao para
cada g € G e n € N existe um tnico h € G tal que g = nh. De fato, como G é divisivel, existe
pelo menos um h com essa propriedade. Suponhamos que h' é outro elemento de G tal que
g =nh'. Entao

n(h—h")=nh—nh'=g—g=0.
Como G é livre de tor¢ao, a equacao anterior implica que h —h’' = 0, logo h = h’. Denotaremos
o tinico h tal que g = nh por +g.

Definimos a aplicacao
GxQ — G

(1) = (o) =0 (o).

em que ¢ ¢ tomado como fragao irredutivel, a € Z e n € N. Tal acao ¢ bem definida pois
tomamos o representante irredutivel de e %g estd unicamente determinado. Como G ja é
grupo, basta verificarmos os axiomas de espago vetorial que envolvem o produto por escalar

[

que sera dado por

a 1
e Temos E(gl + 92) =a (ﬁ (91 + 92)) .

No entanto,

1 1 1 1 1
n{—(+g)|=n+gp=n|-a|+n|-g|=n-n+—-9].
n n n n n
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1 1 1
Pela unicidade, — (g1 + g2) = —¢1 + —go. Portanto,
n n n

a 1 1 1 1 1 a a
—(tg)=al-(n+g))=a(l-g+-g|=al-g]|+tal=-g]=—g+—g.
n n n n n n n n

a b am + bn 1 1 1
e Temos [—+— |g=(———)g:=(am+bn){ —g ) =am|—g|+bn|—g|.
nom nm nm nm nm

1 1
No entanto, am (—g) =a (m—g). Como
nm

1 1 1 1
pela unicidade devemos ter m——g = —g. Analogamente, temos n—¢g = —g. Portanto,
nm n nm m
a b 1 1 1 1 a b
—4+—]g=am|—g|+bn|—g)|=a(—9g|+b|—g9)=—-9g+ —9.
n o m nm nm n m n m
b 1/ 1 1
n \m n \m n\ m

No entanto,

£ (25) o (2 ()< )~ o) (2

1 1
e Temos Ig =1 (Ig) =1lg=g.

1 1 1
Pela unicidade, — (b—g) = b—g. Portanto,
n

Vejamos que o produto por escalar definido é inico. Suponhamos que * seja outro produto

por escalar tornando G um Q-espaco vetorial. Para k € N temos

kxg= (Zl) *g=Zg=kg=k(%g)=-(g,k)

Para k£ = —1 temos

g+ (—1xg)=1xg+(-1)xg=(1—-1)xg=0xg=0,
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logo (=1)*xg=—g =-(g,—1), de modo que concluimos que k x g = - (g, k) para todo k € Z e
para todo g € G. Para ¢ = 2 € QQ temos

n(gxg)=-(qgxg,n)=nx*(qgxg)=(ng)xg=axg=-(g,a) =-(g9,nq) = n(-(g9,9)).

Cancelando n obtemos que ¢g*xg = - (g, q) para todo (g, q) € G x Q, donde segue a unicidade.
[ |

Dessa forma, em um grupo livre de torcao e divisivel fica bem definida a divisao de um
elemento do grupo por um ntmero natural nao nulo. Gostariamos de levar essa nocao de
divisdo para grupos abelianos livre de torgao (nio necessariamente divisiveis), como por exemplo
os grupos totalmente ordenados. Faremos isso encontrando um grupo livre de torcao que
contenha nosso grupo inicial e que seja divisivel. Construiremos tal grupo com base no raciocinio
desenvolvido no livro de Deitmar e Echterhoff (2009, p. 91).

Proposicao B.13. Seja G um grupo abeliano livre de torcao. FExiste um Q-espaco vetorial
G, divisivel e livre de torgao, e um monomorfismo de grupos ¢ : G — Gg tais que se V é
um Q-espaco vetorial e 1 : G — V' é um homomorfismo, entao existe um tinico homomorfismo
Q-linear Yg : Gg = V tal que ¥ =Yg o ¢. Mais que isso, o espago vetorial Gy € gerado por
6(G).

Demonstracao: Consideremos no cartesiano G x N a seguinte relagao de equivaléncia:

(g1, m1) ~ (g2, m2) <= Mags = M1go.

De maneira simples verifica-se que ~ é uma relacao de equivaléncia. Definimos

G@::GXN.

~J

Vamos denotar a classe de equivaléncia de (g, m) por £. Definimos em G a seguinte operagao:

£+2 o m291+m192.

my ma mims

Tal operacao torna Gg um grupo abeliano, com elemento neutro 7. A verificacao é feita sem

2

0
1
complicagdes. Também vemos que a aplicagao ¢ dada por g + ¢ é um homomorfismo injetor

e portanto temos um mergulho de G em Gg.

Vejamos que Gq ¢ livre de tor¢ao e divisivel. De fato, se nZ = %, entao
0 0 g
—=m- =mn— =n=-
1 1 m 1

Logo, olhando a equagao em G através do homomorfismo, temos 0 = ng, o que implica, g = 0.
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Isto é, £ = % = % Assim, G é livre de tor¢ao. Sabemos que

g g
n— = —.
mn m

Portanto, dados n € N e £ € Gg, tomamos h = -Z- e vemos que Gq é divisivel.

Pelo lema anterior, Gg é um Q-espago vetorial. Dessa forma, como

g (g 1Y) 1
m 1"'m)  m

segue que Gg é gerado pela imagem de G em G via combinagoes Q-lineares. Mais do que isso,

9

<

Go/¢(G) é um grupo de torcao.

Por fim, seja ¢ : G — V um homomorfismo de grupos chegando em um Q-espago vetorial
V. Definimos
Qﬂ@ : GQ —V

A lw(g)-
m m

Assim, ©» =9go ¢ e, se f: Gg — V é outro homomorfismo Q-linear tal que ¢y = fogp e

F(E2)=1(54) =21 () = 7000 = (o) = ve (£).

m m

Portanto, f = 9q.
|

O Q-espago vetorial Gg ¢ chamado fecho divisivel (ou envoltéria divisivel) de G. A
dimensdo do Q-espago vetorial G ¢ chamada posto racional de G, denotado por rat.rk(G).
Nao é dificil verificar que se G é divisivel e livre de torgao, entao Gg = @, definido a inversa

de ¢ como a funcao que leva a classe de (g, m) no nico elemento h tal que mh = g.

Notemos que, na proposicao acima, a hipotese de G ser livre de tor¢ao so6 foi necessaria
para estabelecer que Gg é também livre de torcao e que o produto por escalar é unicamente
determinado (Lema B.12). Ou seja, podemos definir G, fecho divisivel de G, para qualquer
grupo abeliano. Esse serd também um Q-espaco vetorial, se definirmos o produto por escalar
por

Gog xQ — Gy

a
o) = ()
m'n nm
com # tomado como fragao irredutivel de denominador positivo. A definigao de posto racional

também se aplica. Temos a seguinte propriedade do posto racional.
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Proposicao B.14. Dado um grupo abeliano G, temos que rat.rk(G) = 0 se, e somente se,

G € de torgao.

Demonstragao:

(=) Pela contrapositiva, se G nao é de tor¢do, entdo existe g € G tal que ng # 0 para todo

n € N. Assim, ¢ € G satisfaz, para todo racional nao nulo a/m € Q, com m € N,

—
38
H‘IO

£

a
m
Logo, ¢ ¢ Q-independente, isto é, rat.rk(G) > 1.

<) Se (G é de torgao, entao para todo g € G existe n, € N tal que ng = 0. Seja < um elemento
g m
qualquer de Gg. Entao
ng g Ngg 9

1 m m 1
pois ngg = 0m = 0. Logo, todo elemento nao nulo é linearmente dependente sobre Q. Portanto,
rat.rk(G) = 0.

O nome fecho divisivel se justifica por meio da proposicao a seguir. A proposi¢do nos dira
que existe uma copia de Gg em todo grupo divisivel que contenha uma copia de G e que Gg
¢, a menos de isomorfismo, o inico grupo divisivel que contém uma copia G tal que Gg/¢(G)

é de torcao.

Proposicao B.15. Seja G um grupo abeliano e seja V. um Q-espaco vetorial tal que existe um
homomorfismo ¢ : G — V. Se ) € injetor, entdao existe uma copia de Gg contida em V. Se

além disso o grupo quociente V/{(G) € de tor¢io, entio V = Gyg.

Demonstracao: Consideremos a aplicacao ¢g : Gg — V definida anteriormente por

Yo(g/m) = (1/m)i(g). Mostremos que g é injetora se i é injetora.
Sejam g1/mq, ga/me € Gg. Temos

1 1
Yo (i—) = Y (i—) = (o) = ()

2

1 1
<= mima—1Y(g1) = mima—1(g2)
my mo

<= matp(g1) = M1 (g2)
= Y(mag1) = P(m1ga).

Pela injetividade de 1, a ultima igualdade implica msg; = mygs, que é o mesmo que dizer

A — 5722. Assim, g é injetora e gp(Gg) C V é uma copia de G em V. Suponhamos agora

mi
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que ¢ é injetora e V/¢(G) é um grupo de tor¢ao. Mostremos que g é sobrejetora. De fato,
dado h € V, existe m € N tal que mh = ¥(g) € ¥(G), pois V/(G) é de tor¢ao. Assim,

o(2) = Lota) = L

Portanto, V = Gg. u

Veremos a seguir que Gg = G ® Q. Na literatura, ¢ comum definir o fecho divisivel de ¢
simplesmente como G ® Q. Por exemplo, nos trabalhos de Bengus-Lasnier (2021) e no livro
de Engler e Prestel (2005), a defini¢do via produto tensorial é a escolhida. Aqui preferimos
trazer as duas apresentacoes. Definir Gg como fecho divisivel torna este objeto independente
da nocao de produto tensorial e traz, a principio, uma melhor visualizacao de como sao os
elementos do fecho divisivel. No entanto, o produto tensorial é uma estrutura muito rica, sendo

entao interessante vincular o fecho divisivel as suas propriedades.

Proposicao B.16. Seja G um grupo abeliano. Temos
Go=2G®Q.

Demonstracao: Para simplificar a notacao, escreveremos apenas G ® Q. Iniciamos vendo

que todo elemento de G ® Q é da forma g ® q. Seja
t:Zgj®qj ceGRQ
j=1

um elemento qualquer. Temos ¢; = a;/b; para cada j, 1 < j <s. Seja

i=1

Assim,
a; _a;n/b; _my

Qj:b_j_bjn/bj_ 717

com m; = a;j(n/b;). Portanto,

tzzgj@)quzgg‘@%
j=1 j=1
- 1 - 1
= jzlmjgj@)ﬁ = (jzlmjgj) ® -

=9®q.
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Definimos

¢:GQ—>G®Q

g 1
br—>g®b.

Vejamos que ¢ e ¢ sao homomorfismos. Para quaisquer g1 @ 7+, g2 ® 2 € G ® Q, definindo

n = biby e m; = a;(n/b;) verifica-se diretamente que Z—j = " para j = 1,2. Assim,

ay

by

ag

+92®62

) =1 ((m191 + M2ga) ® %)

_ Mg + Mago _ g n mago
n n n

:¢<g1®%)+¢(92®%>

a a
=v (g ) +v(ee).
by by
Para quaisquer £, £ € (G temos

b1 by
g1 n 92\ _ b2g1 + b192
14 b1 b2 7 ble

1
= (bag1 + b192) @ —

¢<91®

b1by
szgl®i+blgz®L
biby b1by
b by
=01 ® @ + 92 @ @
1 1
=n® b_l + 92X b_2

91 g2
= A 22
() =+ (%)
Para concluir, vejamos que 9 e ¢ sdo inversas uma da outra. Para quaisquer € Gg e
g® ¢ €G®Q temos

(p o) <g®%> ao(%) Zag®%=g®%.

Portanto, Gg = G ® Q. |
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Proposicao B.17. Sejam I' um grupo totalmente ordenado e I'o = I' ® Q. Entao, o fecho

divisivel de ' pode ser totalmente ordenado.

Demonstracao: Sejam 71,732 € I'g. Definimos a seguinte relagao

N

> s bg’yl < bl’}/g em [
by — by

Vejamos que tal relagao satisfaz as cinco propriedades da Definicao B.1. Vamos nos referir

as propriedades de ordem de I' por (OT1)r, ..., (OT5)r. Sejam £+, £, £ € T'g.

(OT1) % < % pois, em I', b1y < byy.
1 1

(OT2) Se % < % e % < %, entdo, em I, byy; < b1ye € biye < boyy. Por (OT2)r, segue que
1 2 2 1

byy1 = b17y2. Logo n_x

by by

(OT3) Suponhamos

Assim, em T,

bay1 < biya € byya < bays.

Usando também (OT3)r para os naturais bs e by, temos
b3b2’}/1 S bgbl’}/g € blbg’}/g S blbg’)/g = bgbg’}/l S blbz’}/g.

Portanto, pela definicao da nossa relagao,

84! bam V3
bsb < byb == < =,
3bov1 < b1boys by boby = by

(OT4) Suponhamos que n nao estd relacionado com 12 por meio de <, o que denotaremos

bl b2
por % % % Assim, em I', byy1 £ biye. Por (OT4)r, temos byys < by, isto ¢, % <
1 2

o — by

(OT5) Suponhamos % < %, isto &, byy; < by7y.. Entao,

1 2

b3byyy < b2biys.
Pela Propriedade (OT5)r, podemos somar bybsbsys de modo que

b3bay1 + bibabsys < b3biye + bibabsys <= bobs(bsyy + b1y3) < bibs(bsya + bay3).
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Aplicando a defini¢ao da relacao < em I'g, obtemos

bsy1 + b1y < bsya + bays e < RERNCY
b1bs bobs by b3 b b3

De maneira analoga definimos em I' ® Q e seguinte relacao

1 1
71®b_§72®b—(:>6271§bl’726m1—‘.
1 2

Lembremos que todos os elementos de I' ® Q tem a forma 7 ® § = ay ® %. Tal relacao faz com
que I' ® Q se torne um grupo ordenado.

Além disso, o isomorfismo ¢ : I'g = I' ® Q preserva as ordens, isto é,

N

b <P
by = by 271 = 0172

1 1
SN —< 1n®—
by b

4! Y2
= (bl) =Y (52)
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Apéndice C

Propriedades iniciais das valorizacoes e

exemplos

Neste apéndice, provaremos as propriedades iniciais de uma valorizacao e exibiremos os

calculos envolvidos nos exemplos apresentados no Capitulo 1.

As principais referéncias para a composicao deste apéndice foram os trabalhos de Engler e
Prestel (2005), Kuhlmann (2077a) e Novacoski (2021).

C.1 Propriedades iniciais das valorizagoes e dos anéis de

valorizacao

Seja v uma valorizacao em R. Para todo a,b € R temos as seguintes propriedades.

Se a é unidade, entao

0=v(l)=v(aa™ ") =v(a) +v(a™").

Logo, v(a™') = —v(a).

e Temos, pelo item anterior, que v(—1) = —v(-1), isto ¢, v(—1) + v(—-1) = 0.
Como I' é totalmente ordenado, todos os seus elementos nao nulos sao livre de torcao
(ver Apéndice B). Assim, v(—1) = 0.

e Como consequéncia do item anterior, segue que v(—a) = v(—1) + v(a) = v(a).

Pelo Axioma (V1), se a € R, entdo v(a™) = mv(a). Em particular, se ™ = 1, entdo

v(a™) = mv(a) =0, isto é, v(a) = 0.
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e Suponhamos que v(a) # v(b). Pela ordem total de I, podemos supor, sem perda de
>

generalidade, que v(b) > v(a). Assim,

v(a) =v(a+b—b)
> min{v(a + b),v(-b)}
= min{v(a+0b),v(b)}

Se v(a+b) > v(b), entao
v(a) > min{v(a+0b),v(b)} = v(b) > v(a),
o que é uma contradi¢do. Dessa forma, devemos ter v(a + b) < v(b). Portanto,
v(a) > min{v(a +b),v(b)} = v(a+b) > min{v(a),v(b)} = v(a).

Logo, se v(a) # v(b), entdo v(a + b) = min{v(a),v(b)}.

e Suponhamos by, b, ...,b, € R. Mostremos por inducao que, para todo n > 2,
y<bl + b2 +.o.+ bn) > min{u(bl), y(bQ)a SRR V(bn>}

Para n = 2 o resultado se resume ao Axioma (V2), que vale pois v é uma valorizacao.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para n — 1. Temos

v(by +by+ ...+ by) > min{v(by + by + ...+ by1),v(by)}.

Como
min{min{v(by),v(b2),...,v(by_1)},v(by)} = min{v(bhy), v(bs),...,v(b,)},
segue que

v(iby + b+ ...+ b,) >min{v(by + by + ...+ by 1), v(bn)}
> min{min{v(by),v(ba),...,v(bn-1)},v(b,)}
= min{v(b),v(ba),...,v(by_1),v(bn)}.

e Suponhamos a,by,by...,b, € R com v(a) < v(b;) para todo i, 1 <i < n. Assim,

v(by + by + ...+ by) > min{v(by),v(ba),...,v(b,)} > v(a).
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Logo, v (by + by + ...+ b,) > v(a) e portanto

via+ (by +bo+ ...+ b)) =v(a).

O lema abaixo mostra que o suporte de uma valorizagao é um ideal primo de R.

Lema C.1. Suponhamos que v : R — ['y, seja uma aplica¢io que satisfaz os Ariomas (V1)

e (V2). As afirmagoes a sequir sao equivalentes.

1. A aplicagao v satisfaz (V3).
2. A aplicacao v nao € constante.

3. O conjunto supp(v) é um ideal primo de R.

Demonstracao:

(1. & 2.) Se v(1) =0 e v(0) = 0o, entdo v nao é constante. Para a reciproca, suponhamos que

v nao ¢é constante. Dessa forma, existe a € R tal que v(a) = v # co. Assim,
7= v(a) = vla-1) = v(a) + (1) = 7 + (1),

o que implica v(1) = 0. Como v ndo é constante, existe b € R tal que v(b) = § # 0. Dessa
forma, temos

v(0) =v(b-0) =v(b) +rv(0) =+ v(0).
Essa igualdade s6 ¢ possivel se v(0) = oo.

(2. < 3.) Suponhamos que v nao é constante. Mostremos inicialmente que supp(v) é um ideal

proprio de R. Sejam a,a’ € supp(v) e b € R. Temos

v(a+a") > min{v(a),v(a)} = oo

v(ab) = v(a) + v(b) = 0.

Assim, a+a’ e ab sdo elementos de supp(rv), mostrando que este é um ideal de R. Como v nao
é constante, existe b € R tal que v(b) # oo, logo supp(v) é ideal proprio. Vejamos que tal ideal

é primo. Sejam a,b € R tais que ab € supp(v). Dessa forma,
oo = v(ab) = v(a) + v(b).

Logo, v(a) = oo ou v(b) = oo, mostrando que supp(v) é um ideal primo.

Para a reciproca, se supp(v) é um ideal primo de R, entdo 1 ¢ supp(v) e 0 € supp(v). Logo,

v(1) # oo e v(0) = oo, mostrando que v ndo é constante. [ ]
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Exemplo C.2. Seja v uma wvalorizagio.  Como supp(v) € um ideal primo, o quoci-
ente R/supp(v) é um dominio de integridade. Definindo V' : R/supp(v) — T's por
V'(a + supp(v)) = v(a), temos uma valoriza¢ao neste dominio de integridade que possui
supp(v') = {0}. De fato, vejamos que V' estd bem definida e satisfaz os axiomas de valori-
zagdo. De fato, se a + supp(v) = b+ supp(v), entdo a — b € supp(v). Logo, oo = v(a —b) >
min{v(a),v(b)}. Assim, v(a) = v(b). Os Aziomas (V1), (V2) e (V3) sequem direto do fato de
v ser valoriza¢ao. Ademais, V'(a + supp(v)) := v(a) = oo implica que a € supp(v). Isto é,

a + supp(v) = 0, donde concluimos que supp(v') = {0}.

A proposicao a seguir é a responsavel pelo conceito de equivaléncia entre valorizacoes que

utilizamos ao longo deste trabalho.

Proposicao C.3. Sejam v e p valorizacoes em um anel R. As afirmagoes a sequir sao equi-

valentes.

1. Para todo a,b € R, temos que v(a) > v(b) < p(a) > wu(d).
2. Existe um isomorfismo que preserva a ordem ¢ : VR — puR tal que p = ¢ owv.

3. Temos supp(v) = supp(p) e para quaisquer @/b € Frac(R/supp(v)) = Frac(R/supp(i))

su
temos que V'(a/b) > O se, e somente se, pi'(a/b) > 0.

Demonstracao:

(1 = 2) Suponhamos que v(a) > v(b) < u(a) > p(b) para quaisquer a,b € R. Definimos
¢ VR — uR por ¢(v(a)) := p(a) para a € R e estendemos para R canonicamente. Como
1 = ¢ o v, basta vermos que ¢ é um isomorfismo de grupos que preserva a ordem. E suficiente
mostrar isso para os geradores {v(a) | a € R,v(a) # co}. Sejam a,b € R. Pelo Axioma (V1)

temos

Por hipotese, v(a) > v(b) se, e somente se, p(a) > u(b). Logo, ¢ preserva a ordem. Ainda,
isso implica que ¢ é injetora. Para u(a) € pR, temos pela defini¢ao de ¢ que, para este a,
o(v(a)) = u(a). Logo, ¢ é sobrejetora. Assim, temos que ¢ é um isomorfismo de grupos que

preserva a ordem e j = ¢ o v.
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(2 = 3) Suponhamos que exista ¢ : YR — pR um isomorfismo que preserva a ordem tal que

1= ¢ov. Para cada a € R temos

a & supp(v) <= v(a) € VYR
> p(a) =(gov)(a) € uR
< a ¢ supp(p).

Portanto, supp(r) = supp(u). Agora, para /b € Frac(R/supp(v)), temos

(3 = 1) Suponhamos que vale a Afirmagdo 3 e sejam a,b € R. Se b € supp(v) = supp(u),
entao ambos v(a) > v(b) e u(a) > p(b) ndo acontecem. Dessa forma, suponhamos b ¢ supp(v).

Se a € supp(v) = supp(u), entdo segue o resultado. Caso contrario,

Sobre os anéis de valorizacao, dentre as diversas propriedades destes, evidenciamos duas

que sao basicas.

Proposicao C.4. Seja O C K anel de valorizagao. Entao, Frac(O) = K. Além disso,
O ¢€ local.

Demonstracao: Seja a € K nao nulo. Dessa forma, a € O oua™! € O. Se a € O, entao
identificamos a = a/1. Se a™' € O, entao identificamos a = 1/a™'. Logo, Frac(0) =K

Vejamos agora que O é local. Se O é um corpo, entao segue o resultado. Caso contrario, O
possui um ideal nao nulo e maximal m. Se m’ é outro ideal maximal de O distinto de m, entao
sejam a,b € O taisquea e mbZ me a & m',b € m'. Consideremos ab™! e (ab™1)™! = ba™!
elementos de K. Se ba=! € O, entdo b = ba~'a € m, o que nao é verdade. Logo ba~! nio pode
pertencer a O. Analogamente, ab~' nio pode pertencer a O. Porém, isso contradiz O ser anel

de valorizacao. Portanto, m é o tnico ideal maximal de O.
|

Ademais, pode-se provar também que O ser anel de valorizagdo de K é equivalente as

afirmacoes abaixo.
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e O conjunto dos ideais principais de O é totalmente ordenado pela inclusao.
e O conjunto dos ideais de O é totalmente ordenado pela inclusao.

e O ¢é um anel local e todo ideal finitamente gerado de O ¢ principal.

Além disso, O = {a € K| f(a) = 0 para algum f € O[z]}, isto ¢, O ¢é integralmente fechado
em K.

C.2 Exemplos de valorizacoes e de anéis de valorizacao

Exemplo C.5. Um anel R que admite uma valorizacao de Krull v deve ser um dominio. De
fato, como supp(v) = {0} € um ideal primo, seque que R = R/{0} é um dominio. Com
1880, consequimos estender a valorizacao de Krull v para uma aplicacao no corpo de fragoes

K = Frac(R), que também denotaremos por v, definida por

a

v <E> =v(a) — v(b).

Vejamos que v em K estd bem definida, satisfaz as propriedades de valorizagao e € a unica que

estende v para K, isto é, a unica valorizagao em K tal que vig = v.

De fato, se 3+ = 32,entdo aiby = azbr. Logo, v(ay) + v(by) = v(ag) + v(by), o que implica
v(ay) — v(by) = v(az) — v(be). Portanto, v estd bem definida em K. Vejamos que v é uma

valorizacao.

e (V1) Para 2,2 € K, temos que

b1 by
aya aia
v <b_11b_z> =v <i) = v(araz) — v(b1bs)

= v(ay) + vas) — v(by) — v(bs)
(i) (3)

e (V2) Para 3,32 €K, temos

b b
v ﬂ + % =y w = I/(albg + (lle) - V(ble)
bl b2 blb2

= v(a1by + asby) — v(by) — v(bs)
> min{v(aiby), v(agh)} — v(b1) — v(bs).
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Sejam i,j € {1,2}, i # j, tais que min{v(a,by),v(azby)} = v(a;b;). Assim,

v <% + Z—z) > min{v(abs), v(ash)} — v(by) — v(bs)

v(ab;) —v(by) — v(b)
v(a;) +v(b;) —v(b1) — v(ba)
v(a;) — v(bi)
min{v(a1) — v(b1), v(az) — v(b2)}

=) (3)}

POLS
v(a;by) < wvlab;) = v(a;) +v(b;) <wv(aj) +v(b;) = via;) —v(b) < v(a;) + v(b)).
o (V3) Temos, para b # 0,

v G) — (1) =v(1) =0 ev <%> — 1(0) = (b) = 00 — (b) = 0.

Por fim, tomemos V' uma valorizagao em K = Frac(R), tal que V'|gr = v. Entao

/)= (+5)

donde seque a unicidade.
v
Exemplo C.6. Sejam D um dominio de ideais principais (e.g. 7 ou F[zx], com F um corpo)

e K seu corpo de fragoes (e.g. Q ou F(x)). Para cada elemento irredutivel p € D, a aplicagio
vP D — Zy dada por

m  se a=p"a comptd
P (a) = p ptd,
00 se a=20

¢ uma valorizacao em D. De fato:
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e (V1) Sea=pma eb=p™b, comptad eptl, entio
vP(ab) = vP(p" T/t = mg, + my, = 1vP(a) + VP (b).

Isso porque D € dominio de ideais principais (logo, dominio de fatorac¢ao unica). Assim

p irredutivel é também primo. Portanto, se pta’ e ptb, entdo pta'b.

e (V2) Sea=pma eb=p™b comptad eptl, entdo suponhamos que my, < my. Assim,
a+b=pr(a+ p™m "), isto €, p™ | a+b. Como vP(a + b) é o maior expoente m
tal que a +b=p™c, comptec, e p™ | a+b, pela unicidade da fatoragao em irredutiveis

temos que m > my. Logo,

vP(a+b) =m > m, = min{m,, my} = min{v’(a),*(b)}.

e (V3) Por definicio, vP(0) = oo e, como 1 = p°1, seque que (1) = 0.

Ainda, vemos que supp(v?) = {0}. Logo, VP é uma valorizagao de Krull e fica bem definida

em K. Chamamos a valorizacio VP em K de valorizacao p-ddica.

v
Exemplo C.7. Para a valorizagao p-ddica VP temos
a a
O = {5 EK’p{b} =Dy, ml,p:{geK‘p]a ep)(b}
e o corpo de residuos é Kv? = O, /m,» = Frac(D/(p)) = D/(p) (Exemplo A.27).
v

Exemplo C.8. Consideremos a aplicac¢io

Ve (M) _ deg(g(z)) — deg(f(x)) se f(x) e g(x) sao nao nulos,

9(x) 00 se f(x) é o polinémio identicamente nulo 0

definida em F(x). Vamos mostrar que vs € uma valorizagao em F(x) com grupo de valores Z.
Chamamos tal aplicacdo de valorizagdo grau em F(z). Ocultaremos a indeterminada x para

simplificar a notacao.
o (V1) Sejam ¢, 5 € F(x)*. Dessa forma,

Voo (% : 2) = Uso (%) := deg(bd) — deg(ac)
= deg(b) + deg(d) — deg(a) — deg(c)

NORNC)
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Se ¢ =0 ou 5 =0, digamos o primeiro destes, enlao

<o

e (V2) Basta vermos que, para f,g € F|x], temos

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

Assim, tomando os elementos ¢, € F(x)* e supondo, sem perda de generalidade, que

b’ d
Voo (%) > Vo (5)7 temos

a c ad + cb
Ve (g + E) — v (—) = deg(bd) — deg(ad + cb)

= deg(b) + deg(d) — deg(ad + cb)
> deg(b) + deg(d) — max{deg(ad), deg(cb)}

Se max{deg(ad), deg(cb)} = deg(ad), entdo

deg(b) + deg(d) — max{deg(ad), deg(cb)} = deg(b) — deg(a) = vu <%) .

Se max{deg(ad), deg(cb)} = deg(cb), entdo

deg(b) + deg(d) — max{deg(ad), deg(cb)} = deg(d) — deg(c) = v (2) :

Em qualquer um dos casos, temos

Voo (% + c_ci) > deg(b) + deg(d) — max{deg(ad), deg(cb)}
)

i (2) < 5}



160 C. Propriedades iniciais das valorizagoes e exemplos

Se ¢ =0 ou 5 =0, digamos o primeiro destes, enlao

voo (0+ 2) = Voo (2)
> min {vs (0). v () }

o)

o (V3) Pela defini¢io, vs(0) = 00 € v (1) = deg(1) — deg(1) = 0.

<o

Exemplo C.9. Para a valorizacao grau Vs, temos

0,. = {%ew deg(g(w))zdeg(f(x))} ‘
= @ €T e X (§] T
. = { 18 € o) | dentoti) > deur) |

O corpo de residuos é isomorfo a F. De fato, basta vermos que

_ @)
0. = { g €7

p,q € Fla] e q(0) # 0} :
De fato, vejamos que um conjunto contém o outro. Se § €0,._, com

f(x) =anx" + ...+ ag, g(x) = bpx™ + ...+ by, m>n e ay, by # 0,
entao tomamos

p(z) = anz™ " 4+ ..+ ar™ M Fapr™ e q(z) = by ..+ D™+ bpa™

f@) _ plz™h)

glz) = q(z~1)" Agora, sejam

e vemos, por cdlculos diretos, que q(0) #0 e
p(x) = a,a" + ... +ag e q(x) = bpax™ + ... + by,

com q(0) # 0. Sen > m, entio tomamos f(z) = z"p(z™') e g(x) = 2"q(xz™') e vemos

: x
que Zgijﬁ = % e deg(f(z)) < deg(g(x)). Se m > n entio tomamos f(x) = z™p(z~!) e

€T
g(z) = a™mq(x™t) e seque a mesma conclusao.

Ademais, vemos que
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Consideremos a aplicacao

»:0, —F

p(a™t)  p0)
oz ) g(0)

Por cilculos diretos vemos que ¢ € um homomorfismo de anéis. Além disso, ¢ € sobrejetor. De

iéij; = { e obtermos ¢ (%) = c. Temos ainda que ker(¢) = m,,__.

Logo, pelo Teorema do Isomorfismo,

fato, dado c € F, tomamos

One Oy

ker(¢) — my,

v

Exemplo C.10. Sejam I' um grupo abeliano totalmente ordenado e K um corpo. Consideramos
0 conjunto

K((t") :={a:T — K| I'\ Z(a) é bem ordenado }

em que Z(a) = {y € T'| a(y) = 0}. Denotaremos a € K((t")) por

a= Z ayt’,  comay:=a(y) € K.
yel’

Definimos duas operagoes em K((t1)):

Z at” + Z byt? = Z(CL’Y + by)t7

yerl’ ~yel’ yerl’

(Z mt”) : (Z bﬁ) = ( > ang> £,

yel yel yel' \o+7=v

O termo g a,b; sao estd bem definido pois, para o1 + 7T = = 09 + o € 01 < 09, temos
o+T="y
71 < Ty €, como conjuntos bem-ordenados nao permitem sequéncias descendentes infinitas, seque

que sao finitos 0s o’s e T's tais que o + T = 7.
A identidade em K((tV)) € aplicagao 1 : T — K dada por 1(0) = 1 e 1(y) = 0 para todo

v # 0. Com tais operagoes K((tV)) € um corpo, chamado corpo das séries de poténcias
formais em I
A aplicacao
min{l'\ Z(a)} se a#0,

v (a) ==
00 se a =20

¢ uma valorizacao, chamada valorizagao t-ddica. De fato:
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e (V1) Para a,b € K((tV)), ambos nio nulos, sejam v, = min{l \ Z(a)} e
Y = min{l'\ Z(b)}. Dessa forma, para todo o0 < v, e T < Y, temos a, = b, = 0.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que v, < . Assim,
Vt(ab) =l ( Z ( Z aob7> t7> = Ya + Vb,
Y2YaFW \O+HT=Y
pois, a, b, # 0. Portanto, v(ab) = v (a) + v4(b). Se a =0 ou b =0, digamos a = 0,
entdo vi(ab) = 14(0) = 0o = 00 + 14(b) = vi(a) + (D).
o (V2) Para a,b € K((t")), ambos nio nulos, sejam v, = min{l' \ Z(a)} e
v =min{I'\ Z(b)}, com v, <. Dessa forma,
vi(a+0b) =1y (Z (ay + bm,)ﬂ) :
YZ>Ya
Se a,, +b,, =0, entao v(a +b) > ~,. Agora, se a,, +b,, # 0 entdo vi(a +b) = 7,.
Assim,
vi(a+b) > v, = min{y,(a), 14(b)}.
Sea =0 oub =0, digamos a = 0, entao seqgue que vi(a +b) = 11(b) > w(b) =
min{oo, 14(b)} = min{w;(a), 14(b)}.
e (V3) Temos (1) =0 e, por defini¢io, 1,(0) = co.

O grupo de valores de vy ¢ I'. Em particular, quando I' = 7, temos que vy € uma valoriza¢ao

no corpo K((z)) das séries de Laurent.

v

Exemplo C.11. Considerando a valorizacdo v; no corpo K((t1)), que possui como grupo de

valores T', sejam I'c = {y € T' | v <0} e« = {7y € T | v < 0}. O anel de valorizagao

assoctado a vy € o conjunto

O, ={a € K((t")) | T< € Z(a)}.

Ainda,

m, ={a € K((t")) | T< € Z(a)}.

O corpo de residuos de v, € isomorfo a K. De fato, todo elemento a € O,, pode ser escrito

como agt’® +b, com b € m,,. A aplicacio a — ag € um homomorfismo sobrejetor de O,, em K

com nicleo igual a m,,. Pelo Teorema do Isomorfismo,

0.,
m,,

= K.
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Esse exemplo nos mostra que € sempre possivel construir uma valorizacao com grupo de valores

e corpo de residuos pré-determinados.

v

Exemplo C.12. Sejam R e D anéis e um homomorfismo ¢ : R — D. Consideremos v' uma
valorizacao em D. Entdo, a aplicacao v(a) = vV'(Y(a)) € uma valorizacdo em R. Além disso,
se V' € de Krull, entao supp(v) = ker(¢). De fato:

o (V1) Para a,be R,

o (V2) Para a,be R,

v(a+b) =V(¥(a+0b))
=V (¢(a) + (b))
> min{v'(¥(a)), v

= min{v(a),v(b)}.

"((b))}

o (V3) Temos v(l) =1v'(¢(1)) =1 (1) =0 e v(0) =v'(1(0)) = '(0) = 0.

e Suponhamos que V' € de Krull. Vejamos que supp(v) = ker(v)). Se a € supp(v), entdo

Logo, a € supp(v) se, e somente e, a € ker(v)), mostrando a igualdade entre os conjuntos.

v

Exemplo C.13. Seja K um corpo de caracteristica positiva p. Seja L = K(t)#» = 0 sequinte
subcorpo de K((t9)):

K(t)r%” = {b e K((tY) | 0" € K(t) para algum n € Np}.

Este corpo é chamado envoltéria perfeita de K(t) em K((t?)). Consideremos o anel

R = Llx] e um homomorfismo ¢ : R — K((t®)) que leva x em um elemento firado
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a € K((t9) \ L. Pelo que vimos no exemplo anterior, 1 e a valorizacio t-ddica de K((t?))

induzem uma valorizagio v em Lx].

Por exemplo, seja

G SN 1 1 -1 -1 1L Q
a= t | =t F+tr+t P4+ 1+t T+t 2+ e K((t))\ L.
i=0 \ j=0

Dessa forma,

1
—va—t—tTh— . =t )

1—

S VA A S S B A A S

1
P
v

Exemplo C.14. Seja F um corpo finito com m elementos. Olhando para o grupo multiplicativo
F*, este possui ordem m —1. Pelo Teorema de Lagrange, a ordem de qualquer elemento a € F*
divide m — 1. Logo a™ * =1 para todo a € F* (esta é a versio do Pequeno Teorema de Fermat
para corpos finitos). Dessa forma, qualquer valoriza¢ao em um corpo finito F € trivial. De fato,
para qualquer que seja v valorizacdo em F e para todo a € F*, temos a™ ' = 1 e, portanto,
v(a) = 0.

Mais geralmente, seja & uma extensao algébrica de um corpo finito F e v uma valoriza¢ao
em E. Para todo a € E, temos que F(a) é um corpo finito. Logo, v(a) = 0. Assim, concluimos

que toda valorizacao em E € trivial.
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Apéndice D

Extensoes e prolongamentos de

valorizacoes

Neste apéndice estudaremos as propriedades das extensoes e dos prolongamentos de valori-

zagoes/anéis de valorizagao.

Na primeira secao, veremos, através do Teorema de Chevalley, que sempre é possivel prolon-
gar um anel de valorizacao de um corpo para uma extensao qualquer deste, bem como algumas
propriedades desses prolongamentos. Na segunda secao provaremos que toda valorizacao admite
uma extensao. Na terceira secao, estudaremos alguns invariantes associados a esses prolonga-
mentos. Veremos na quarta segao certos comportamentos desses prolongamentos quando as
extensoes de corpos sao algébricas e, na quinta se¢ao, conheceremos uma desigualdade muito
importante no estudo das valorizacao transcendentes. Por fim, na sexta secao daremos ca-
racterizacoes dos prolongamentos de uma valorizacao em termos de composigoes com certos

automorfismos.

As principais referéncias para a composicao deste apéndice foram os trabalhos de Engler e
Prestel (2005) e Kuhlmann (2077a, 2077b).

D.1 Teorema de Chevalley

Seja Ky extensao de K; e O; C K, anéis de valorizacao, com ¢ = 1,2. Diremos que Oy é um
prolongamento de O; se O, NK; = O;. Podemos dizer também que O, prolonga O;. A
notagao (Ki,0p) C (Ky, Os) indica que K; C Ky e O, prolonga O;. Se m; é o ideal maximal
de O; e O, prolonga Oy, entao my NK; =meNO; =my e O NKy =05 NO; = OF.
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Em termos de aplicagoes, tomando uma valorizacao v, em K; e uma valorizagao 5 em Ko,
temos que (Kq,1q) C (Ky, 1) indica que K; C Ky e 15|k, ~ v1. Isto é, existe um isomorfismo

¢ entre os grupos I’ e '), que preserva a ordem, tal que 1,|x, = ¢ o 1. Nesta situacao,

valk,
diremos que v, é um prolongamento de vq, ou ainda que v, prolonga v;. Quando vs|x, = 14,

diremos que 1, é uma extensao de v, ou ainda que 15 estende v;.

O primeiro teorema desta secao, o Teorema de Chevalley, nos permitird concluir que pro-
longamentos de anéis de valorizacao sempre existem, independente da natureza da extensao de

COrpos.

Lema D.1. Seja S um subanel de um corpo K e seja i um ideal proprio de S. Para cada ¢ € K,

temos que S[c]i é um ideal préprio do anel S[c] ou S[c™']i é um ideal préprio do anel S[c™!].

Demonstracao: Suponhamos

Slcli= S| e S[c7']i = S[c!)].

Existem ag, ..., an,bg,...,b, €1 tais que
n m
1= E a;ctel= E b;c".
i=0 i=0

com n e m minimais, isto é, a, # 0, a; = 0 para j > n e n é o menor ntimero natural com estas
propriedades (analogo para b,,). Suponhamos que m < n. Multiplicando a equacdo a esquerda

por 1 — by e a equagao a direita por a,c”, obtemos

n

1— bg = Z(]_ — bo)aiCi e

=0

m

(1 —bp)a,c" = Z a, bt

=1

Dessa forma,
n—1 m n—1
1=>0y+ Z(l — by)a;c + Z anbic ™t = Z el
i=0 i=1 i=0

Os coeficientes no lado direito da equacao sao todos elementos de i. Assim, encontramos uma
forma de escrever 1 em S]c]i de modo que a maior poténcia de ¢ na expressdo é no maximo
n — 1, contradizendo a minimalidade de n. Portanto, no caso em que m < n, devemos ter

S|cli # S[c] ou S[c i # S[c]. A prova é analoga quando n < m.
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Proposicao D.2. Seja S um subanel do corpo K e seja i um ideal proprio de S. FEntao existe

um anel de valorizacao O de K tal que S C O e o ideal maximal m contém i.
Demonstracao: Consideremos o conjunto
Q={S'CK|S ésubanel de K,S C S' e S'i # S'}.

Temos §) # 0, uma vez que S € €2. Ainda, ) pode ser parcialmente ordenado. De fato,
para cada S} € Q) (j =1,2) diremos que

S| <8 = §C8

Dada uma cadeia qualquer {S; | j € J} C €, isto ¢, um subconjunto totalmente ordenado,

temos que
’r /
Sy=Js;
jeJ
é um anel. Temos & C S). Agora suponhamos Sji = §;. Existem elementos sq,...,s, € §; e

ai,...a, €1itais que
n

Z S;a; = 1.

=1

Mas, uma vez que &) é uma unido de conjuntos totalmente ordenados, existe um anel
S € {S; | j € J} que contém todos os s;, donde concluimos que S'i = S'. Isso contradiz
S’ € €). Dessa forma, Sii # S e Sy € ).

Como qualquer cadeia possui limitante superior, pelo Lema de Zorn temos que €2 possui um
elemento maximal, que chamaremos de O. Temos S C O e Oi # O. Mostremos que O é um
anel de valorizacao. Seja ¢ € K e suponhamos ¢, ¢ ¢ O. Assim, O & O] e O & O[c™!]. Pelo
Lema D.1, segue que Olc|i é um ideal proprio do anel O[c] ou O[c™!]i é um ideal proprio do
anel O[c™!]. Portanto, Olc] € {2 ou O[c™!] € {2, contradizendo a maximalidade de O. Dessa
forma, O é um anel de valorizagao. Como m é o tinico ideal maximal de O, ele deve conter o

ideal proprio Oi e, em particular, i C m.

Teorema D.3. (Teorema de Chevalley) Para um corpo K, seja S C K um subanel e seja p um

wdeal primo de S. Entao existe um anel de valorizacao O de K tal que
SCOemNnS =p,

em que m € o ideal mazximal de O.
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Demonstracao: Seja S, a localizagao de S em p com tnico ideal maximal
a
pS, = {Slaepsgp}.

Temos pS, NS = p. De fato, a inclusao pS, NS O p segue de § C §,. Suponhamos,
buscando uma contradicao, pS, NS ¢ p. Com isso, pS, conteria um elemento de S\ p. Porém,
este elemento ¢ invertivel em S,, o que contradiz pS, ser ideal maximal. Logo, segue a igualdade

Pela Proposicao D.2, existe um anel de valorizacao O D S, D S tal que o ideal maximal
m C O contém pS,. Como S, \ pS, somente contém unidades e m é maximal, segue que
mNS, =pS,. Logo, mNS=mN(S,NS)=pS,NS =p.

Teorema D.4. Seja Ky uma extensao do corpo Ky e seja O C Ky um anel de valorizacao.

Entao existe um prolongamento Oy de O em K.

Demonstracao: Como O; é um subanel de Ky, pelo Teorema de Chevalley existe um anel
de valorizacao Oy em Ky com O; C O, e tal que os ideais maximais satisfazem my N O7 = my.
Como O,NK; e Oy sao anéis de valorizagao com o mesmo ideal maximal, estes devem coincidir.
De fato, se fossem distintos, entao existiria uma unidade a € Oy NK; \ me N O; tal que a € O;.
Mas, com isso terfamos a~! € Oy e concluiriamos que a~! € m; = my N O, contradizendo o

fato de a ser uma unidade.
De maneira imediata, temos o seguinte corolario.

Corolario D.5. Seja Ky uma extensao do corpo Ky e seja v1 uma valorizacdao em Kq. Entdo

existe uma valorizacao vy em Ky tal que volg, ~ 1.

Demonstracao: Seja O; = O, o anel de valorizagao associado a 1. Pelo Teorema D.4, existe
Oy C Ky anel de valorizacao que prolonga O,,. Seja v, a valorizacao definida por O,, cujo anel
de valorizacdo é O,, = Oy. Entao, 1|k possui como anel de valoriza¢do O,, NK = O,,. Ou

seja, I/2|K1 ~ V1.
|

Fecharemos esta secao trazendo propriedades dos prolongamentos de um dado anel de va-

lorizacao que serao uteis nas proximas secoes.
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Lema D.6. Suponhamos O, ..., O, anéis de valorizacao de um corpo K com ideias maximais

my,...,m,, respectivamente. Sejam

i=1

Entao, para cada i, 1 < i <r, temos O; = R,,

Demonstragao: Mostremos as duas inclusoes. Inicialmente, temos
R {“| ERebeR) } uy beh(’) bdm b C
=17 e i =37 1 & i€ i =
Pi b a p b a P

Q{%|a,be(’)ieb§zmi}:{%|a60iebe(9§}:(’)i.

Para a outra inclusdo, sejam a € O; e I, = {j | a € O;}. Escrevemos a; = a + m; € K;

para cada j € I,. Escolhemos p € N primo tal que, para cada j € I,, temos p > char(K;) e «;
nao seja uma raiz primitiva p-ésima de 1. Definimos b =14+ a + ... + a?~ 1. Observamos que
#0emK; e

a=1=b=1+1+...+1=

3

ajA1=b=(1-a))(1-—a;)'#0emK;.

Portanto, b € O para todo j € I,. Assim, para j € {1,...,7} \ I,, temos a ¢ O}, ou seja,
a~! € m;. Vejamos que
l+a'+...+a "V eOr.

De fato, suponhamos, buscando uma contradicio, 1 +a ' +...+a~®1 ¢ m;. Logo, teriamos
(1—aP)(1—a')' €m;. Comisso,1—a?€m;ou(l—at)"!€m; Sabemos que a™' € m;
implica a™” € m;. Assim, se 1 —a™” € m;, entao 1 —a? +a"? € m;, o que é uma contradicao.
Agora, se (1—a™ ') emj,entao 1 —a™' ¢ O;. Porém, 1 € Ojea ' € O;,logol —a! ¢ O;
é uma contradicdo. Portanto, devemos ter 1 +a '+ ... +a @ ¢ (’)jx. Com célculos diretos,
vemos que

1—a?\""
b l=a P VA 4a 4. 4a P D)t =g D (1_—2_1) € 0;.

Assim,
ab ' =a " V1 +a 4. 4a "))

Portanto, para todo j, com 1 < j <7, temos ambos b~',ab™ € O;. Ou seja, b= ab™' € R e
bt gdm;NR =p,;, poisb e OF. Logo, a=ab™ ' /bt € R,,.
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Teorema D.7. Suponhamos O1, ..., O, anéis de valorizacio de um corpo K com ideais maxi-

mais my, ..., m,.. Seja

R = ﬂ(’)i ep;:=RNm,;.
i=1
Suponhamos O; € O; para i # j. As sequintes afirmagoes sao satisfeitas.

1. Vale p1 ¢ p; para i # 7,

2. Temos que {p1,...,p,} € o conjunto de todos os ideais maximais de R.
3. Para cada r-upla (ay,...,a,) € Oy X -+ x O,, existe a € R tal que a — a; € m;.
Demonstracgao:

1. Pelo Lema D.6, se p; C p;, entao O; = R, € Ry, = O;. Logo, se i # j, entao p; Z p;.

2. Mostremos que todo ideal a # R estd contido em algum p,;. Suponhamos, buscando uma
contradi¢ao, que existe um ideal a # R tal que para todo i, 1 < i < r, existe a; € a \ p;.

Para cada j # i, existe b;; € p; \ p;. Entdo o elemento

Cj = H bij

J#

é tal que c¢; € p; \ p; para todo ¢ # j. Assim, ajc; € p; para todo i # j e ajc; € p; para
todo 7, 1 < j < n. Portanto,

d= Zajcj Zp; paratodo, 1 <i<r.
j=1

Para visualizarmos isso, peguemos por exemplo p;. Como a;c; € p; para todo 7,
2 < j < mn, segue que asCo + ...+ a.c, € py1. Se d € py, entdo d — ascy + ... + a.c,. € py.

Ou seja, ajc; € py, 0 que é uma contradicao.

Dessa forma, d € p; = RNm,;. Comod € R (pois a; € a C Rec; € p; C R), segue
que d € m;. Assim, d~! € O; para cada i, 1 < i < r. Por conseguinte, d* € R. Como
d € a, teremos 1 = dd~! € a, contradizendo a # R. Portanto, cada ideal proprio de R

estd contido em algum p;. Dessa forma, se p; C a # R, entao p; C a C p,. Isso implica

a=p;=7p;

3. Se i # j, entao, pelos itens anteriores, p; + p; = R. Pelo Teorema Chinés dos Restos,
temos um isomorfismo

R — R/p1 X ... x R/p,.
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R ~ R R
Ty X e X —
pr---Mpy p1 pr

a mod (p1N---Np,)— (¢ mod py,...,a mod p,).

Para cada i, 1 <i <7, vale R/p; = R,,/piRy,, em que p;R,, é o ideal maximal de R,,.
Além disso, pelo Lema D.6 temos R,, = O;. Ou seja,

R ~ O O,
—_>_ X o« 0. X RN
pr---Np, 1 m,
a mod (pyN---Np,)— (@ modmy,...,a modm,).
Logo, para cada r-upla (ay,...,a,) € O; x ... x O,, existe a € R tal que

a; mod m; =a mod m; para cada i, 1 <7 <r.

D.2 Indice de ramificacdo e grau de residuo

Seja (Ky,0;) C (Ky,O2) um prolongamento. Para cada O; temos uma valorizagao cor-
respondente v; : K; — 1 K; U {oo}, com i = 1,2. A aplicacdo vlgx : K — 1K; é um

homomorfismo de grupos com niicleo O;°. Pelo Teorema do Isomorfismo, temos K /O = y;K;.

A composicao Ki° — K5 — 15Ky =2 K5 /O possui nicleo OF NK{ = Of. Entao

l/lKl = K?/O? — K;/O; = I/QKQ,
donde podemos ver 141K; como subgrupo de 15Ky, Chamaremos

€ = 6(02 ’ 01) = [I/QKQ . VlKl]

de indice de ramificagdo da extensao (denotamos a imagem isomorfa de I'; dentro de I'y
também por I'1). Seja m; ideal maximal de O;. A composi¢ao O; — Oy — Oy/my = Kouy

possui nicleo my N O7 = my. Portanto,

KlVl = 01/m1 — Og/mQ = KQUQ

e assim temos a extensao de corpos Kyvy | Kyvy. Definimos

f = f(OQ | 01) = [KQVQ . Kll/l],
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que é chamado grau de residuo ou indice de inércia da extensao.

Veremos que o indice de inércia e o grau de residuo sempre sao finitos se o grau da extensao

de corpos é finito. Antes, provaremos um lema.

Lema D.8. Suponhamos (Ky,0;) C (Kq, Os) e v; : K; — v K; U{oo} uma valorizacio corres-

pondente a O;. Tomemos as colecoes {w;}ticr C OF e {m;}jes CKJ tais que

1. para qualquer quantidade finita de elementos wy,,...,w;, € {witier, s € N, o0s residuos

Wiy Va, . . ., w; Ve € Koy sao linearmente independentes sobre Kivy e

2. para qualquer quantidade finita de elementos m; ..., m;, € {m;}jes, t € N, o0s valores
vo(mjy), ..., 2(m;,) s@o representantes de classes laterais de 15Ky /11Ky de modo que va-

lores com indices distintos representam classes distintas.
Entao {w;m; |i €1, j € J} € um conjunto linearmente independente sobre K;.

Demonstracao: Sejam s,t € N e tomemos wj,,...,w;, € {witier € mj,..., 7, € {7mj}ies
quaisquer. Seja {a;; | 1 <i < s, 1 < j <t} C Ky. Suponhamos que nem todos os a;; sao
nulos. Sejam K € {1,...,s} e L € {1,...,t} tais que

volaemy,) = min {va(apm;)}.

1<i<t

Vejamos que vy(axmj,) < vo(awm;,) para todo | # L. De fato, como vy(axpmj,) é o
minimo, com certeza vo(akm;j, ) < va(agm;,). Agora, como va(arxpm;, ) = valaxr) + va(m;,), se

vy(axrmj,) = va(aym;,) para algum [ # L, entdo teriamos
vo(mj,) — va(mj) = valam) — valaxr) € ks,

contradizendo a segunda hipotese.

Escrevemos
s t

Z = aklwikﬁjl.
k=1 I=1
Temos
vp(2) > m = lfgnljgs{’/2(akzwzﬂjl)}'
<i<t

Suponhamos, por contradi¢do, que v5(z) > m. Dessa forma,
vo(2(akrm,) ™) = wa(2) — ma(axrmy,) > m — w(aremy,) > 0,

o que implica z(agxpmj,)”" € my. Ainda, aym;, (axrm;,)"' € my para todo [ # L, pois

vo(anmy, (arrm;,)™") = velaum,) — vaaxrmy,) > 0.



D.2. Indice de ramificacio e grau de residuo 173

Portanto,

S

—1 1
g L wi, = 2(axrmj, )" E g apw;, 5, (ax T, )" € my,

k=1 k=1 I=1
I£L

o que implica
S

1
E (appagpwi,)v2 = 0 em Koy,
k=1

contradizendo a primeira hipotese. Logo 1v,(z) = mk}n {va(anw;, m;,)}-
1<
1<I<t

Assim, se

v
~+

AR Wiy, T4 = 7
k=1 I=1

entao 0o = 1p(2) = 1mkm {va(agwi, )}, 0 que implica
1<I<t

va(apws, mj) = va(aw) + va(wi,) + va(m),) = oo

para todo k € {l,...,s} e I € {1,...,t}. Porém, sabemos pelas hipoteses que
{witier € OF. Logo, 1a(w;,) = 0 para todo k. Também pelas hipoteses sabemos que os
valores vo(mj,),...,2(m;,) sdo representantes de classes laterais de 1,Ky/11K;. Logo, estes
pertencem a 1,Kj,. Com isso, a tnica forma de termos vo(ay) + v2(w;,) + va(m;,) = 0o é se
vs(ag) = oo para todo ag. Como a valorizagdo em um corpo é Krull, isso implicaria que todos
os elementos ay; sao nulos, o que é uma contradicao. Portanto, {w;m; | i € I, j € J} é um

conjunto linearmente independente sobre Kj.

Teorema D.9. Suponhamos (Ki,01) C (Ky,Oy) e sejan = [Ky : Ky], e = e(Oy | Oy),
f=f(Oy] O1). Sen € finito, entdo ambos o indice de ramifica¢io e o grau de residuo sio
finitos e

ef <n.

Demonstracao: Sejam I, J conjuntos de indices tais que |I| = f e |J| = e. Pelo Lema D.8,
o conjunto {wm; | ¢ € I,j € J} (com w; e m; sdo tomados satisfazendo as hipoteses do
lema) é linearmente independente sobre K;. Como n é a dimensao de Ky sobre Ky, seque que
Hwimj |ielje J} <n. Assim, e e f devem ser finitos. Mais ainda, [{w;m; |[i € [j € J}| =
ef e segue que ef < n.
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D.3 Valorizacoes em extensoes algébricas de corpos

Nesta se¢ao focaremos no caso em que L | K é uma extensdao algébrica. Veremos uma
condicao para se ter unicidade no prolongamento de um anel de valorizacao e veremos alguns

dos resultados deste apéndice em acao em um exemplo.

Proposicao D.10. Seja (K, Ok) C (L, Or) um prolongamento com L algébrico sobre K. Sejam
v e p valorizagoes associadas a Ok e a O com grupos de valores VK e ull e corpos de residuos

Kv e Lu, respectivamente. Denotamos a imagem isomorfa de vIK em ull também por vK.

1. Para todo v € ul exziste m € N tal que m~y € VK, isto é, plL/vK € um grupo de tor¢ao.

2. 0 corpo de residuos Ly € uma extensao algébrica de Ku.

Demonstracao:

1. Sejam v € ul qualquer e a € L tal que u(a) = v € pl. Consideremos K(a) 2 K,
O =0LNK(a) e p = pilg@)- Seja I' C pll o grupo gerado por ¢'(K(a)). Entdo vK C T'.
Como a é algébrico sobre K, segue que [K(a) : K] < oo. Pelo Teorema D.9, I'/vK é
um grupo finito com ordem e = e(O | Ok). Assim, para 7 = u(a) = p/(a) € I', temos
ey € vK.

2. Sejaa € Of qualquer e sejam K(a), O e p' como no Item 1. Pelo Teorema D.9, o corpo de
residuos K(a)u' ¢ uma extensao finita de Kv, logo algébrica. Como ap’ € K(a)y' C Ly,
temos que ap’ € Ly é algébrico sobre Kuv.

Proposicao D.11. Seja v uma valorizacao em K e consideremos uma extensao U de v para
um fecho algébrico K de K fizado. Entio o grupo 7K é divisivel. Além disso, 7K = vK @ Q.

Demonstragdo: Sejam v € 7K e m € N. Tomemos b € K tal que 7(b) = 7. Como K
¢ algebricamente fechado, existe a € K tal que ™ = b. Entdo v = mv(a), mostrando que
7K é divisivel. Como 7K/vK é de tor¢do pela Proposi¢io D.10, temos que 7K = vK ® Q
(Proposicao B.15 e Proposigao B.16).

A proposicao a seguir pode ser consultada no livro em construgdo de Kuhlmann (2077b,
p. 160) ou no livro de Engler e Prestel (2005, p. 66). Nao apresentaremos sua demonstracdo

devido a certas tecnicidades.

Proposicao D.12. Consideremos (K,v) C (K,7), em que K é um fecho algébrico para K.

Temos que Kv € um fecho algébrico para Kv. [ |
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Proposicao D.13. Suponhamos L | K uma extensao algébrica de corpos, O anel de valoriza¢ao

de K e sejam O1 e Oy anéis de valorizacao de I que prolongam O. Se O1 C O, entao O = Os.

Demonstracao: Como O; C O, implica my C my, temos que O; é mapeado em um anel
de valorizacdo O = O;/my dentro do corpo de residuo Oy/my. Como O; estende O, temos

O/m — O'. Pela Proposicao D.10, Oy/m, & uma extensao algébrica de O/m.

Vejamos que O é anel de valorizaggo de Oy/ms. Seja T € Oy/m;. Entdo z ¢ ms,.
Suponhamos 7 ¢ O'. Logo, devemos ter x & O;, o que implica 27! € ;. Assim,
L =71 € Oy /my = O. Além disso, vejamos que O & um corpo. Seja T € O’*. Dessa forma,
r€ O exdmy ComomyCmy, segue que x € O e x € my. Isso implica que 27! € Oy, ou

seja, vl =71 € O.

Portanto, sendo (O’ um corpo e um anel de valorizagdo de O;/ms, concluimos que
O' = Oy/my. Por hipotese, ja sabemos que O; C O,. Mostremos que O = Oy/my im-
plica Oy C O;. Seja x € Oy. Logo, T € Oy/my = O1/my. Ou seja, T € Op/my. Isso significa
que existe a € O; tal que @ = 7, ou seja, a —x € my C my. Suponhamos, buscando por
uma contradicao, que x € O;. Com isso, x71 € O, e, além disso, 27! € m;. Portanto, como
a—1x €m ex ! € my, concluimos que (@ — x)z™ = az™! — 1 € my. Porém, —ax™' € my,
implicando que —1 € my, o que é uma contradi¢ao. Dessa forma x € O; e concluimos que
0, = 0.

|

Sejam L N K* o fecho separavel relativo de K em L e [L : K]; := [LNK* : K] o grau de

separabilidade de L sobre K (ver Apéndice A, Se¢ao A.9). Veremos no teorema a seguir que o

grau de separabilidade (quando finito) é¢ um limitante superior para o ntimero de prolongamentos

de um anel de valorizacao.

Teorema D.14. Seja L extensio algébrica de K com [L : Kl finito. Seja O um anel de

valorizacao de K. Entao o nimero r de todos os prolongamentos de O para 1L € finito e

r <L :K]s.
Demonstracao: Sejam Oq,..., O, uma colecao de r prolongamentos distintos de O para LL
com ideais maximais my, ..., m,, respectivamente. Pela Proposicao D.13, estes prolongamentos

sao dois a dois incomparaveis segundo a ordem dada pela inclusao. Portanto, aplicando o

Teorema D.7, existe (¢1,...,¢.) € O X --- x O, tais que para quaisquer i,7 € {1,...,r} vale

cj—lemjeciemjparai#j.

Se char(K) = p > 0, como L | L NK*® é puramente inseparavel (ver Apéndice B), entao
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tomamos k£ € N grande o suficiente para garantir que

k

& e LNK.

Se char(K) = 0, entdo tomamos p* = 1. Os r elementos listados sao K-independentes. De

fato, suponhamos que existam agy, ..., a, € K, nem todos nulos, tais que

T

=1

Seja j tal que v(a;) = min{v(a1),...,v(a,)}, sendo v a valorizacao associada a O. Entao,

v(a;) # 00, o que implica a; # 0. Logo,

k k
_ ~1
c?-—g a; a;c; € my,
i#]
o que implica ¢; € m;. Mas, como ¢; — 1 € mj, isso significaria que —1 € m;, o que é uma

contradi¢ao. Logo, c’fk7 . ,cffk sao K-independentes. Consequentemente, r < [L : K];.

Assim, se [L : K], é finito, ndo é possivel termos infinitos prolongamentos distintos de O para

L pois qualquer quantidade finita de prolongamentos é menor que o grau de separabilidade.
|

Passando o teorema acima em termos de valorizacoes, se v é uma valorizagdo em Ke L | K
¢ uma extensdo algébrica com grau de separabilidade finito, entao existem no maximo [LL : K],

prolongamentos nao equivalentes de v para L.

Corolario D.15. Seja IL uma extensdo puramente insepardvel de K. Entdo todo anel de valo-

rizacao O de K possui exatamente um prolongamento para L.

Demonstragao: Se a extensao L | K é puramente inseparavel, entao temos
[L : K]y = 1 (Proposigao A.64). Logo, sendo r o nimero de prologamentos de O, vemos que

r < [L:K]s =1, implicando que r = 1.
[ |

Em termos de valorizacoes, se v é uma valorizagao em K e L | K é puramente inseparavel,
entao existe um unico prolongamento de v para L. Neste caso, o inico prolongamento é de fato

uma extensao.

Exemplo D.16. Seja v? a valorizacio 2-ddica em Q. Consideremos a extensio Q(i) | Q.
Como char(Q) = 0, temos que esta extensao € separdvel, logo [Q(i) : Qs = [Q») : Q] = 2.
Portanto, temos no mdzimo dois prolongamentos de v* para Q(i). Vamos exibir nesse exemplo

um deles.
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O anel de inteiros Z[i| C Q(i) é dominio de fatorag¢io unica. Consideremos o ideal
primo (1 — i) C Z[i]. Temos (2) = (1 —4)?, pois 2 = (1 — )% e (1 —i)®> = 2(—i). Seja
V=t a walorizagao (1 — i)-ddica em Q(i), isto é, para x € Z[i| temos v "' (x) = n com

n=max{m € Z | x € (1 —10)™} e, para a = x/y € Q(i) = Frac(Z[i]), definimos

vl x) — v (y)  se a # 0,
00 se a = 0.

O grupo de walores de v'™" € Z. Seja v = %Vl_i, que € equivalente a wvalorizagao
(1 —4)-ddica. O grupo de valores de v é %Z subgrupo aditivo de Q. Olhando para o anel
de valorizagao associado O, = {a € Q(i) | v(a) > 0}, mostremos que O, N Q = O,2. Obser-
vamos que O, NQ = {% € Q| v(z) —v(y) > 0}. Assim, basta verificarmos que v(z) = v*(x)
para todo x € Z. Com 1isso, concluiremos também que v € extensio de v>.

Mostremos inicialmente que se ¥ € Z e x = (1 — i)k(a + bi), com k > 0 e a + bi € Z][i],

entao x € par. Provaremos por inducao em k.

e Parak =1, sex = (1—i)(a+bi) = a+b+bi—ai, entdo a+b=x e a—b = 0 donde vemos
que x = 2a. Analogamente, para k = 2, se v = (1 —14)*(a+bi) = —2i(a+bi) = —2ai+ 2b,

entao a =0 e x = 2b.

e Suponhamos que para j, 2 < j < k—1, vale que x = (1—1i)7(a+bi) implica x par. Entao,

= (1—10)"a+bi)=a(l—q)*+bi(1 i)
=a(l—9)2(1 =92+ bi(1—14)*(1—1q)kF?2
= —2ai(1 — )" 2 4 2b(1 —4)F2
=2(1—4)*2%(b— ai) € Z.

Assim, ' = (1 —i)*2(b — ai) € Z. Pela hipdtese de inducio, ¥’ é par. Logo, v = 22" ¢é

par.

Como Zl[i] € dominio de fatoracdo inica e 1 —i é um irredutivel, todo x € 7 se escreve como
z = (1—14)*(a+bi) para algum k € NU{0} e a+bi nio divisivel por 1 —i. Logo, se x é impar,
entao k=0 e v(z) =0 =1v*(z).

Suponhamos entio x par. Escrevemos x = (1 —1)%(a + bi) para algum k € NU {0} e a + bi
nao divisivel por 1 —i. Se v(x) = k/2, com k = v'7(x), entao temos duas possibilidades: k é

par ou k € impar.
Se v(x) = k/2 com k impar, entdo

k-1

z=(1—Dka+bi)=...=2"7 (=i)"T (a+bi)(1—1)
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=29 ()7 (a+b+bi —ai) € Z.

Se (k—1)/2 € par, entdo b —a = 0 e portanto a + bi = a(l+1i) = ai(1 —1i). Se (k—1)/2
¢ impar, entdo a +b = 0 e portanto a + bi = a(1l —i). Ambos os casos contradizem o fato de

tomarmos a + bt nao divisivel por 1 — 1. Portanto, k deve ser par.

Se v(z) = k/2 com k par, entao
= (1—149)"(a+bi)=2(1—i)"2b—ai) =
=221 — )" a4+ bi) = ... = 2"*(=i)"*(a + bi) € Z.

Se k/2 é par, entao b = 0 e, como a+bi = a nao € divisivel por 1—i, também a nao € divisivel
por 2 (pois (2) = (1—1)? C (1—1)). Analogamente para k/2 impar. Assim, v*(x) = k/2 = v(z).

2 %

. Como v ¢é equivalente a V',

Portanto, v é um prolongamento da valorizacao 2-ddica v
temos que

0,-iNQ = Z[i](1_¢> NQ=0,NQ= 0, = Z(g).

Além disso, se x/y € Q, entdo

v(z/y) = viz) —viy) = v (x) — v (y) = v*(z/y).

Ou seja, v|g = V2. Por fim, como %Z/Z = 7./27, temos que e(O, | O,2) = 2. Assim, uma vez
que ef <n =2, seque que f(O, | O,2) = [Q(i)v: Q] = 1.

D.4 Desigualdade de Zariski-Abhyankar

Nesta secao, apresentaremos uma desigualdade muito importante no Capitulo 3, quando
tratamos das valorizagoes transcendentes. A definicdo de elementos algebricamente indepen-

dentes, usada a seguir, encontra-se no Apéndice A, Secao A.7.

Lema D.17. Seja L | K uma extensao de corpos. Seja v : K — vKU {co} uma valorizagao e
consideremos i : L. — plLlU{oo} um prolongamento de v para L. Seja O C 1L anel de valorizagao
de pi. Tomemos {z;}icr C O e {y;}tjes CLX, com |[I| =r e NU{0} e |J| =s € NU{0} tais

que:

1. o0s residuos xip, ...,z € Ly sao algebricamente independentes sobre Kuv.

2. w(), .-, 1(ys) € pl/vK sao Z-independentes.

Entao x1...x.,y1...,ys sao algebricamente independente sobre K.
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Demonstracao: A prova seré feita por inducao sobre r +s. Para a base de inducao, vejamos

que o resultado é valido quando r + s = 1.

e Se r = 1e s = 0, entao precisamos mostrar que x; é transcendente sobre K. Por
contradi¢ao, se 7 fosse algébrico sobre K, entdo a extensao K(z;) | K é algébrica. Logo,
K(xz1)p | Kv é algébrica pela Proposi¢ao D.10. Mas, com isso z/ seria algébrico sobre

Kv, contradizendo a Hipotese 1.

e Ser = 0e s = 1, entao precisamos mostrar que y; é transcendente sobre K. Por
contradigao, se y; fosse algébrico sobre K, entao [K(y;) : K] < oco. Pelo Teorema D.9,
temos [V : I'] < oo, sendo I" C ull o contradominio de ji|k(y,). Mas, pela Hipotese 2,
w(y1) € Z-independente em ul/vK, isto é, lu(y;) & vK para todo | € Z\ {0}. Assim,
vemos que (y;) é também Z-independente em I"/vK, donde concluimos que I'/vK é

infinito, uma contradi¢do com o que vimos antes.

Suponhamos que o resultado é valido para todo par m,l € N U {0} tal que
m+1 <k k>1 Seam r,s € NU{0} com r + s = k. Temos dois casos: s # 0 ou
r#0. Se s # 0, como r + (s — 1) < k, entdo pela hipdtese de inducao

Tiyee oy Ty Y1y e oo Ys—1 eLI:K(xla"'7$ray17"'7y571)

sao algebricamente independentes sobre K. Aplicando o que foi feito na segunda parte da
base de inducao para y, e os corpos L e L., vemos que y, é transcendente sobre . Portanto,
T1y.eos T Y1, - -, Ys sa0 algebricamente independentes sobre K. Para o caso r # 0 basta fazer

um raciocinio analogo, aplicando o que foi feito na primeira parte da base de inducao para x,.
|

Dado um prolongamento (K,v) C (L, u), a Desigualdade de Zariski-Abhyankar relaciona
o grau de transcendéncia da extensdo Ly | Kv e o posto racional do quociente plL/vK com o
grau de transcendéncia da extensao L | K. A definigdo de grau de transcendéncia encontra-se

no Apéndice A, Secao A.7. A definicao de posto racional encontra-se no Apéndice B, Secao B.2

Teorema D.18. (Desigualdade de Zariski-Abhyankar) Seja L | K uma extensao de corpos.
Seja v : K — vKU{oo} uma valorizagio e consideremos p : L — plLU{oo} um prolongamento

de v para L. Entao vale

tr.deg(Lu | Kv) + rat.rk(uL/vK) < tr.deg(L | K).

Demonstracao: Tomemos {x;u};c; C Ly uma base de transcendéncia para Ly sobre Ky

e {u(y;) ® =—}jes C (pL/vK) ® Q uma base para o Q-espago vetorial (uL/vK) @ Q (pela
Proposicao B.16, todos os tensores em (uL/vK) ® Q se resumem a tensores elementares).
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Como {x;u}ie; C Lu é uma base de transcendéncia para Ly sobre Kv, vemos que {z;1}icr
¢ um conjunto algebricamente independente sobre K. Logo, para qualquer r € N, os elementos

Tl ..., Trp sa0 algebricamente independentes.

Como {u(y;) ® =}jes C (uL/vK) ® Q é uma base para o Q-espago vetorial (uL/vK) @ Q,
J
tomando o conjunto {/(y;)} e, este é Z-independente em plL/vK. Isto é, para qualquer s € N,

os elementos yy 1, . .., yspt sao Z-independentes.

Consideremos o conjunto {x;}icr U {y;}jes C L, pensando essa unido com possiveis repe-
ticoes. Este conjunto é algebricamente independente sobre K pois, para qualquer quantidade
finita de elementos que tomarmos, podemos aplicar o Lema D.17 e concluir que esses sao alge-

bricamente independentes. Portanto,

tr.deg(Lu) + rat.rk(pL/vK) = [{z; }ier U{y; }jes] < tr.deg(L | K).

D.5 Teorema da Conjugacao e os prolongamentos de uma

valorizacao

Nesta segao, veremos como o grupo de automorfismos de uma extensao se relaciona com
os prolongamentos de um anel de valorizacdo. O Teorema da Conjugacdo (Teorema D.20) nos
permitird alcancar todos os prolongamentos de um dado anel de valorizacao a partir de um

prolongamento fixado. O mesmo serd possivel para as valorizacoes.

Teorema D.19. Sejam L | K uma extensiao normal e finita com G = Aut(L | K) e O anel de

valorizacio de K. Sejam O e O prolongamentos de © para L. Entdo eziste o € G tal que
o(0)=0".

Demonstragao: Separamos a extensdo L | Kem L | LNK® e LNK® | K. Pelo Corolario D.15,
todo prolongamento de O para L N K* possui apenas um prolongamento para L. Além disso
Aut(L NK* | K) e G podem ser identificados, pois sao isomorfos (Proposicao A.71). Assim,
podemos considerar somente o caso em que L é extensao separavel de K.

Sejam H = {c € G| o(O') =0} e H ={r € G| 7(0") = O"}. Ambos H' e H" sao
subgrupos de G e para todo o € H' temos o(m’) = m’, em que m’ é o ideal maximal de O". O

mesmo vale para o ideal maximal m” de O”.

Escrevemos (G como unido das classes laterais de H' e H”:

G = OH'Ji_l e G = OH”T]-_I,
i—1 =1
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em que 0q,...,05 € Tq,...,Tm SA0 0S representantes das classes laterais.

Suponhamos 0;(O’) Z 7;(0") e 7;,(0") € 0;(O’) para quaisquerie j, 1 <i<sel < j<m.

Como o;*,...,07!

¢ um sistema completo de representantes para as classes laterais de H',
vemos que para k # t temos o, (O') Z 0,(O’). De fato, se tivéssemos o,(O') C 0,(0’), entao,
pela Proposicdo D.13, seguiria que 04,(0') = 0,(Q’). Assim, o; ‘o, € H', o que implica k = t.

Analogamente, 7,(O") € 7,(O') se k # t.

Tomamos

R = (ﬂ Mo’)) N (ﬂ Tj(o")) .
i=1 j=1
Pelo Teorema D.7, existe a € R tal que a — 1 € o(m’) para todo i, 1 <i <s, e a € 7;(m”)
para todo j, 1 < j < m. Dessa forma, tomando ¢ € G e escrevendo o = po; ' para algum i e
p € H', segue que o(a — 1) € po; ' (o;(m’)) = p(m’) = m’. Analogamente, escrevendo o = pr;

obtemos o(a) € m” para todo ¢ € G.

Tomando normas, vemos que

Nug(a) = [Jo@) e m + H)NK=m+1e

ceG

Nik(a) = H ola) em"NK =m,
oceG
em que m+1={b+1]|be&m} (andlogo para m’ + 1). Ou seja, Nyk(a) =b+1, com b € m
eu € OF, e Nyk(a) = ¢, com ¢ € m. Porém, isso implica que b +1 = c. Logo, terfamos

1=c—0be&m, oque é falso.

Portanto, 0;(0’) Z 7;(0") ou 7;(0") € 0;(O’) para algum i, 1 < i < s, e algum j,
1 < j < m. Pela Proposi¢ao D.13, ;(0') = 7;(0") e, por isso, 7; '0;(0') = O".

Quando dois prolongamentos @ e O de © C K para L estdo conectados por meio de
um automorfismo, isto é, existe o tal que o(0’) = 0", dizemos que este prolongamentos sdo

conjugados sobre K. Essa nomenclatura explica o porqué do nome do teorema a seguir.

Teorema D.20. (Teorema da Conjugacao) Sejam L é uma extensao normal de K e O um anel

de valorizacio de K. Sejam O e O" anéis de valorizacio de L prolongando ©. Entio existe

"

o € Aut(L | K) tal que o(O') = 0",

Demonstracao: Seja S o conjunto dos pares ordenados (K;, 0;), em que K C K; C L é uma
extensdo normal e o; € Aut(K; | K) satisfaz, para O, = O' NK; e O; = 0" NK;, a igualdade

0:(0;) = O;. O conjunto dos pares ordenados com estas propriedades é nio vazio, pois (K, id)
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satisfaz os requisitos anteriores. Colocaremos a seguinte ordem parcial em S:

(Ki,O'i) S (Kj,O'j) < Kz Q Kj € o; = O-j|Ki-

Seja C' C S uma cadeia em S. Consideremos

Ky= |J K
(K;,0;)EC

O'M:KM—>KM

a— o4(a),

em que o indice ¢ é tal que a € K; C K,;. Verifica-se diretamente que K,; é um corpo, que
ou € Aut(Ky | K) e que o par (Ky,op) € S é um limitante superior para a cadeia C.
Pelo Lema de Zorn, existe um par maximal (K,,,o,,) com K C K,, C L extensdo normal
e o, € Aut(K,, | K) satisfazendo, para (9;” = 0O NnK,, e (9;;1 = 0" NnK,, a igualdade
om(0,,) = O,

-
Mostremos que K,, = L. Por contradi¢do, suponhamos que exista a € L\ K,,. Seja
ma(z) € K[z] o polindémio minimal de o com relagao a K. Como K C K,,, podemos olhar para

me em K, [x]. Seja F o corpo de raizes de m, € K,,[z] dentro de L.

Sendo K fecho algébrico de K (e lembrando que podemos tomar K igual ao fecho algébrico
de K,, e igual ao fecho algébrico de L), estendemos o, para um automorfismo de K que fixa
K, que serd denotado também por o,,. Como L | K é normal, temos o,,(LL) = L. Ainda, temos
que FF pode ser visto como a menor extensao de K que contém a uniao de K,, com o corpo de
raizes de m,, sobre K dentro de L (isto &, o composito sobre K de K,,, com o corpo de raizes de
me sobre K dentro de ). Como K, | K é normal e o corpo de raizes de m,, é uma extensao

normal de K, segue que o composito F é uma extensao normal de K. Assim, o,,,(F) = F.
Sejam O* := O'NF e O := 0.'(O" NF). Temos

/

O*NK,,=0NFNnK,,=0NK,,=0, e

m

O*NK,, =0 NFNK,, =0 NK,, =0

m*

Logo, O* e O* sdo prolongamentos de O, para de K,, para F. Como F é corpo de
raizes, temos que F | K,, é uma extensao normal finita (WEINTRAUB, 2006, p. 23). Pelo
Teorema D.19, existe 0 € Aut(F | K,,,) tal que O** = ¢(O*). Entao,

(O 0 0)(O'NF) = (0, 0 0)(OF) = 0,(O*) = O" NF.
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Assim, (F,0,,00) € S, pois K CF C LL é uma extensdo normal e 0,, oo € Aut(F | K) satisfaz,
para O'NTF e O NTF, a igualdade (0, 0 0)(O'NTF) = O" NF. Além disso, temos K,,, C F e
Om = Om 00|k, ou seja, (K,,,0,,) < (F,0,, o 0), contradizendo a maximalidade de (K,,, o,,).

Dessa forma, segue o resultado.
|

Como consequéncia do Teorema da Conjugacao, traremos agora algumas formas de alcancar

os prolongamentos de uma dada valorizagao a partir de um prolongamento dado.

Teorema D.21. Sejam L | K uma extensio algébrica e v uma valoriza¢io em K. Entao
quaisquer dois prolongamentos de v para I sao conjugados. Isto é, se u e i’ sao prolongamentos
de v para L, entdo existe um K-automorfismo o € Aut(L | K) tal que p/ ~ (fio o)L, em que fi
¢ um prolongamento de 1 para o fecho algébrico L. Ademais, dado wm prolongamento qualquer

v de v para , o conjunto de todos os prolongamentos de v para I é

{(Woo)|L| o€ Aut(L | K)}.

Demonstragdo: Tomemos L = K. A extensio L | KénormaleL D L O K. Sejam p e p/ dois
prolongamentos de v para L. Sejam /i e ji’ prolongamentos de j e i/ para L, respectivamente.
Consideremos Oy e Oy os respectivos anéis de valorizagao. Como O; NK = Oy NK = O,,
segue do Teorema da Conjugacio que existe o' € Aut(LL | K) tal que 0~1(0;) = Ow. Por
calculos diretos, vemos que jioo é uma valorizacio em LL com anel de valorizacio igual a a(Op).

Isto é, ioo ~ fi’. Sejam
¢ﬂ/ : FM' — Fﬁ'hL e ¢ﬂ00 : Fﬂ/ — Fﬂoa

isomorfismos que preservam as ordens e tais que fi'(b) = ¢z (1/(b)) e (1o 0)(c) = ¢roo(f'(€)),

para todo b € L e ¢c € L. Assim, para todo b € L, temos
Piioo (D (1 (b)) = Do ([’ (b)) = (f1 0 ) (D).

Logo, p' ~ (fioo)lw.
Por fim, fixamos 7 um prolongamento de v para L. Tomemos y = |y e fi = . Assim,

qualquer prolongamento p' de v para L é da forma (7 o 0)|1,, sendo o um K-automorfismo de
L.

Nos dois corolarios a seguir temos casos particulares do Teorema D.21. Em seguida, revisi-

taremos o Exemplo D.16, aplicando os conhecimentos adquiridos nesta secao.
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Corolario D.22. Seja v uma valorizacio em K. Fizamos i um prolongamento de v para K,

fecho algébrico de K. O conjunto de todos os prolongamentos de v para K é
{Poo|ocAut(K | K)}.
|

Corolario D.23. Seja v uma valoriza¢io em K. Seja L | K uma extensao normal e fizemos v

um prolongamento de v para L. O conjunto de todos os prolongamentos de v para I é
{Doo|iteAut(L | K)}.
|

Exemplo D.24. No Ezemplo D.16, estendemos a valorizac¢io 2-ddica v* de Q para Q(i),

encontrando a valorizacao v = %1/1_2, sendo v~

[Q(i) : Qs = 2, vimos que existem no mdzimo dois prolongamentos de v* para Q(i). Como

a valorizagdo (1 — i)-ddica em Q(i). Como

Q(i) € o corpo de decomposi¢cao de uma familia de polinémios em Qlz|, entao Q(i) | Q é uma
extensao normal. Temos Gal(Q(i) | Q) = {id, conj}, em que conj : Q(i) — Q(i) € a aplicagao
definida por conj(a + bi) := a — bi. Pelo Coroldrio D.23, o oulro prolongamento de v* para
Q(i) deve ser v o conj. Esta composi¢do coincide com a valorizagio v/ = v, em que v'*
¢ a valorizagao (1 + i)-ddica em Q(i). Como 1+ i = i(1 — i), isto é, estes sao associados, a
quantidade de vezes que 1+ 1 estd presente na fatoracio de x € Z[i] coincide com a quantidade

142 e Vl—i 4.0

de vezes que 1 — 1 estd na fatoracao de x. Logo, O,1+i = O, e portanto v
equivalentes (e, por consequinte, v é equivalente a v'). Concluimos que v* possui um 1inico

prolongamento (a menos de equivaléncia) para Q(7).

v

Outra aplicacao para esses corolarios é a demonstracao do seguinte teorema, que trata da
possibilidade de tomar uma valorizagdo em K(x) que seja, simultaneamente, um prolongamento

de valorizacoes pré-determinadas em K, K(z) e K.

Teorema D.25. Seja v uma valorizagao no corpo K. Seja p um prolongamento de v para o
corpo K(x). Seja K um fecho algébrico firado de K e tomemos uma valorizacdo v em K que

prolonga v. FEntao existe uma valorizacao [t em K(a:) que prolonga v e tal que Jilgm) ~ 1 e

filg ~ 7.

Demonstracdo: Temos um isomorfismo entre Aut(K | K) e Aut(K(z) | K(z)) definido
da seguinte forma: dado o € Aut(K | K), levaremos este em & € Aut(K(z) | K(z)) tal
que, para f(x) = ag + ez + ... + a,z”, temos o(f(x)) = o(ag) + o(a)x + ... + o(a,)z” e

a(f(x)/g(x)) =a(f(x))/a(g(x)).
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Seja 7@’ um prolongamento de y para K(z) e seja 7 = If'|z. Sejam

¢M:FV_>F.U"K6¢E/:F,U’_>Pﬁ

|k

isomorfismos que preservam as respectivas ordens tais que p(a) = ¢,(v(a)) e @'(c) = ¢ (u(c)),

para todo a € K e ¢ € K(x). Temos, para todo a € K,

7' (a) = F(a) = ¢z (u(v(a))).

Logo, 7 & um prolongamento de v para K. Pelo Corolario D.22, existe o € Aut(K | K) tal que

U ~ 7' o0. Definimos i := i’ 07. Assim, pelo Corolario D.23, &7 ¢ um prolongamento de p para

K(z). Sejam
Ovoo : I'r — T'prop € ¢ﬁ : Fu — FﬁlK(m)

isomorfismos que preservam as respectivas ordens tais que (77 o 0)(b) = ¢wo,(V(h)) e
fi(c) = ¢u(p(c)), para todo b € K e ¢ € K(z). Assim, para todo a € K e b € K, temos

fi(a) = ¢p(p(a)) = da(¢u(v(a))) e

Ai(b) = F (@ (b)) = V'(0(b)) = Poras V(D).
Ou seja, @i é também um prolongamento de v e de 7 para K(z).
|

No diagrama abaixo ilustramos a situagao descrita no enunciado do Teorema D.25. Essa

configuragao foi largamente utilizada no Capitulo 3.

(K, v)

Figura D.1: Diagrama dos prolongamentos

Observacao D.26. Na literatura, é comum nao se fazer distingdo entre os termos prolonga-
mento e extensao, como fizemos neste apéndice. Se (L, n) C (K, v) é um prolongamento, entao
existe um isomorfismo ¢, entre Iy, e ', que preserva a ordem e tal que plx = ¢, ov. Por-
tanto, podemos trabalhar com ¢, ov no lugar de v (ambas possuem o mesmo anel de valorizagao,

mesmo ideal mazrimal associado e mesmo corpo de residuos). Assim, abusamos da notag¢ao e
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dizemos que plg = v. Neste apéndice, escolhemos deizar explicita o diferenca entre os dois
conceitos. No texto principal deste trabalho e no apéndice a sequir, ndao faremos disting¢ao entre
extensao e prolongamento, deizando implicitos os mergulhos entre grupos e tratando-os como

inclusoes.
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Apéndice E
Henselizacao

Neste apéndice continuamos a discussao sobre extensoes e prolongamentos de valorizagoes.
Estudaremos os pares henselianos, que sdo pares da forma (K, ) tais que v possui um tnico

prolongamento para qualquer extensao algébrica de K.

Na primeira secao veremos algumas propriedades desses pares e apresentaremos exemplos.
Em seguida, na segunda secao, estudaremos o grupo e o corpo de decomposi¢ao associados
a uma dada valorizagdo. Chegaremos ao conceito de henselizacao, que serd intuitivamente o
menor par henseliano que contém um dado par (K, ) ndo necessariamente henseliano. Por fim,
na terceira secio utilizaremos o grupo de decomposicio para descrever as valorizacdes em K]x]
que sdo ao mesmo tempo extensdo de 1 em K[z] e 7 em K. Os resultados deste apéndice foram

utilizados unicamente no desenvolvimento do Capitulo 4.

As principais referéncias para a composicao deste apéndice foram os trabalhos de Engler e
Prestel (2005), Kuhlmann (2077¢) e Bengus-Lasnier (2021).

E.1 Pares henselianos

Comecamos apresentando a definicao de um par henseliano.

Definicao E.1. Sejam K um corpo e v uma valoriza¢io em K. O par (K, v) € dito henseliano

se v admite um unico prolongamento para qualquer extensao algébrica de K.

A propriedade de ser henseliano é tal que, dada uma extensao algébrica (K, 1) C (K, 1),

se (Kq,v4) € henseliano, entdo (Ky, 1) é também henseliano.

Consideremos o fecho separavel de K, descrito como

K*® := {a € K|« é separavel sobre K},
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para K um fecho algébrico de K fixado. Para simplificar a notacio, nio diferenciaremos pro-

longamento de extensao e, por abuso de notagao, escreveremos p = p' quando p ~ p'.

Proposicao E.2. O par (K,v) € henseliano se, e somente se, v se prolonga de maneira inica

para K.

Demonstracao:

(=) Se (K, v) é henseliano, entao por definicdo v se prolonga de maneira unica para K*, uma

vez que a extensao K* | K é algébrica.

(<) Seja L uma extensdo algébrica de K. Todo prolongamento de v para L N K*® possui
um prolongamento v/ para K* tal que v'|x = v. Por hipdtese, temos que v possui um tnico
prolongamento para K°. Afirmamos que v possui um tunico prolongamento para L N K*. De

fato, se 11 e 15 sd0 prolongamentos distintos (isto é, ndo equivalentes) de v para L NK?*, entdo

existem prolongamentos V| e v} para K° tais que Vl|gs = 14, (i = 1,2). Portanto, 1| e v} sdo
distintos. Como v}|x = v;|g = v, entdo terfamos prolongamentos distintos de v para K°, o que

nao ocorre por hipoétese.

Pelo Corolario D.15, toda valorizacao de IL N K® possui um tnico prolongamento para L.
Portanto, v possui um tnico prolongamento para L. De fato, se v; e v5 s3o prolongamentos de
v para L, entdo v|rks € Va|Lnks s@o prolongamentos de v para L. N K®, que vimos que devem
ser equivalentes. Logo, v1|Lnks = a|lLaks = V. Entdo, vy e vy sdo prolongamentos de v/ de

L NK? para L e, pelo Corolario D.15, v, = vs.
|

Utilizando os mesmos argumentos acima, obtemos outra forma de caracterizar pares (K, v)

henselianos.

Proposicao E.3. (K,v) € henseliano se, e somente se, v se prolonga de maneira unica para

K.
|

Na proposi¢ao a seguir, veremos que a propriedade de ser henseliano pode ser transferida
de um par a outro quando os corpos envolvidos sao isomorfos e as valorizagoes se relacionam a

partir do isomorfismo.
Proposicao E.4. Sejam (K,v) e (L, u) corpos com valorizacées. Seja o : K — L um iso-

morfismo tal que poo =wv. Se (K,v) é henseliano, entao (IL, u) € henseliano.

Demonstracdo: Iniciamos estendendo o para um isomorfismo @ : K — L. Suponhamos
que f e 1o sao dois prolongamentos distintos de ;o para L. Seja ¢; um isomorfismo entre os

grupos de valores de e ;|1 que preserva a ordem e tal que ¢ o = ;| (¢ = 1,2). Entao,

(hi0)|k = pilx 0Tl = ¢ o poo = diov.
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Portanto, p11 0 @ e jip 0 @ sio prolongamentos distintos de v para K, contradizendo (K, v) ser

henseliano. Assim, (IL, ) deve ser henseliano.
|

O nome “henseliano” se deve ao fato de que o corpo K e o anel de valorizacao O, satisfazem
o que é conhecido na literatura como Lema de Hensel: para cada f € O,[z] e ay € O, com
v(f(ap)) > 2v(f'(ap)), existe um a € O, tal que f(a) =0ev(a—ag) > v(f'(ap)). De fato, o par
(K, v) é henseliano se, e somente se, O, satisfaz o Lema de Hensel (ENGLER; PRESTEL, 2005,
pp. 87-88). O Lema de Hensel ndo ganhara foco em nosso trabalho, por isso néo o discutiremos
mais a fundo. No entanto, os dois exemplos abaixo mostram onde podemos encontrar este

resultado na literatura e servirao para exibir um par henseliano.

Exemplo E.5. Consideremos K um corpo com uma valorizacao v tal que VK € subgrupo de
(R, +). Podemos definir um valor absoluto | - | em K através da expressio |a| := e @, em
que e representa o nimero de Euler. Um corpo K com um valor absoluto |- | € dito completo
se toda sequéncia de Cauchy em K converge para algum elemento de K. Em corpos completos
vale o Lema de Hensel (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 20). Assim, o par (K,v), nesse caso,

€ henseliano.

Suponhamos agora que K nao é completo com rela¢ao ao valor absoluto |-|. Podemos sequir
a construcao de R por meio de sequéncias de Cauchy de numeros racionais e obtemos, a partir
de (K,|-1]), um corpo que é o chamado completamento de K com respeito ao valor absoluto

|-|. O completamento de K com respeito a |-| € completo, estende K e possui um valor absoluto
que estende | - | (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 9).

v
Exemplo E.6. Dado um primo p € N, consideramos em Q a valoriza¢ao p-ddica vP. Como
vQ C R, podemos definir um valor absoluto | - |, em Q como no exemplo acima. O corpo Q
nao é completo com relagdo a | - |,. O completamento dos racionais com relagio a |- |, € o

conhecido corpo dos numeros p-ddicos, que serd denotado por Q,. Outra forma de vermos

esse corpo € a sequinte:

ng{Zaipi|ai€{0,...,p—1},m€Z}.

Estendemos vP para QP fazendo
o0
VP (Z am’) = min{i | a; # 0}.
i=m
O exemplo anterior nos diz que o par (Q,, v?) satisfaz o Lema de Hensel, portanto € henseliano.

v
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E.2 Grupo de decomposicao e henselizacao

Sejam K um corpo e v uma valorizacao em K. Seja v® uma extensao de v para o fecho

separavel K* de K (em relacdo a um fecho algébrico K de K fixado).

Definimos
GUv*) = {o € Gal(K* | K) | v* o 0 = v*}.

Temos que G4(v*) é um subgrupo de Gal(K* | K), chamado grupo de decomposigao de v*
sobre K. Tal subgrupo ¢ um fechado quando consideramos a topologia de Krull em Gal(K*® | K)
(KUHLMANN, 2021, p. 171).

Se tivermos uma valorizacao v
Giv®) =2 GYv) = {0 € Aut(K | K) | oo = 7}. De fato, temos o isomorfismo
Aut(K | K) = Gal(K® | K), dado pela restricio. Logo, se ¢ € G%¥), entdo v* o
ks = v°. Ou seja, podemos dizer, por abuso de notagdo, que o € G?(v®). Agora, se

ks € G4v*) (com 7 € Aut(K | K)), entdo ndo podemos ter 7 o 7 # ¥. De fato, se

em K DO K? entao tomando v°* = 7lgs veremos que

g

o=T
isso ocorresse, entao 7 o 7 seria uma segunda extensao de v* para K, o que nao pode acontecer,
uma vez que K | K® é puramente inseparavel. Assim, todos os resultados que veremos a seguir
para G4(v*) possuem os seus correspondentes se considerarmos G4(7) (que sera utilizado na

proxima secao e no Capitulo 4).

O corpo fixado de G%(v*) é chamado corpo de decomposic¢io de v* sobre K, denotado
K9(v*) ou simplesmente K¢, quando nao houver confusio sobre qual é a valorizagao em questao.

Explicitamente,
Kd(VS) ={a € K° | 0(a) = a para todo o € Gd(l/s)} C K°.

Associamos ao corpo de decomposigiao K¢ a valorizagao v¢ := v°|ga, que é uma extensao de

v para K% A seguir, veremos uma série de resultados que nos permitirdo entender melhor o
par (K¢, v%),

Proposicao E.7.
1. O par (K¢, v?%) é henseliano.

2. Seja p® outra estensio de v para K.  Seja K% (u®) o corpo de decomposicdo
de p* e seja p® = pflgags). Briste um dnico + € Gal(K® | K) tal que

U gaey  KAv®) — K(p®) € um isomorfismo satisfazendo p® = v o tga(,s).
Demonstracao:

1. Tomemos K? = K. Seja v? = v¥|ga valorizagdo em K¢ C K°. Seja u um prolongamento

de v* de K* para K. Como K | K* é puramente inseparavel, temos que p é unico. Como
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plgs = v°, segue que plga = % ou seja, u ¢ um prolongamento de v? para K. Pelo
Corolario D.22, fixando y, temos que o conjunto de todos os prolongamentos de v para
K é

{por]ee Aut(K | K%},

Porém,

Aut(K | K%) = Gal(K* | K%) = G4,

uma vez que G4 ¢ um subgrupo fechado de Gal(K* | K) com relagdo a topologia de Krull
(ver Exemplo A.65, Exemplo A.72 e Teorema A.80 no Apéndice A). Tal isomorfismo é

dado tomando ¢ € Aut(K | K%) e associando t|gs em G?. Vejamos que, para qualquer

1 € Aut(K | K9), temos que g ot = p. Chamado o = t|xs € G, temos

(pot)|gs = plgs oo =vioo =1

Logo, f1 0t é um prolongamento de v* de K* para K. Como s6 ha um prolongamento de

v* para K, concluimos que p ot = p. Portanto, (K% v9) é henseliano.

2. Seja p® outra extensao de v para K°. Pelo Corolario D.23, existe ¢ € Gal(K® | K) tal que
ps = vfour Logo, GYu®) = G4v® o). Vejamos que G¥(v® o) = 171G (v*)i. De fato, se

1 ror € TG (Vo) entdo o € GU(v®) e

1

vioror or=v’ocor=v°0L.

Assim, (7lor € G4(v* o). Por outro lado, se 7 € G4(v® o 1), entdo v orLoT = 1v° oL
Aplicando ¢~! em ambos os lados da equagao, temos v*o(1oT0:™!) = 1. Logo, 0 = toTo
17 e GUv®), o que implica 7 = 17 oo 01 € 1 TIGY(v*)r. Portanto, G4(p°) = ¢ 1GY(15)e.

Olhando agora para os corpos fixados K%(1%) e K¢(v*), vemos que

a € K¥(u*) <= o(a) = a para todo o € G*(i*)
<= (17'71)(a) = a para todo T € G(v*)
<= 71(1(a) = t(a) para todo 7 € G*(v*)
— 1(a) € K*(v*)

< a € 1 HKvY)).

Isto &, K%(p*) = o 1 (K4(v*)). Ouseja, 1™ [gag,s) : K (v®) — K(p*) & sobrejetora, logo um

isomorfismo. Concluimos que K%(v*) 2 K%(*) através do isomorfismo ¢~ !|ga(,«). Ainda,
[I,d = ,LLS|Kd(us) = (I/S o) L)|Kd(us) = VS|Kd(Vs) o) L|Kd(u5) = l/d e} L|Kd(,us)'

Suponhamos agora que o € Gal(K® | K) é outro automorfismo tal que o~ '|ga(,«) ¢ um
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isomorfismo entre K%(v*) e K¥(11*) e p = v 0 0[ga(,s). Logo, em K4 (u®) = .71 (K4 (v*))
temos

d

vioo=vloo=pl=10y,

o que implica v* o (6 0 171) = v*. Assim, v* e v° o (0 017 !) sdo duas extensoes de v¢
para K. Como (K%(v*®), %) é henseliano, segue que v* = v*o (0 o1™!) em K°. Porém,
isso ocorre se, e somente se, o ot~ € G¥(v*), pela forma como foi definido este grupo.
Pela definicio de K%(v*), como o o 1™t € G4(v®), segue que (o o t71)(b) = b para todo
b € K4(v®). Ou seja, o1 =171, mostrando que 1! ¢ o tinico isomorfismo entre K?(v*%) e

K4(p*) tal que pu® = 1% 0 tfga,s).

Proposicao E.8. Seja (L, 1) uma extensdao de (K, v) tal que L | K é uma extensao algébrica
separdvel e (I, ) € henseliano. Entdo existe um tinico K-mergulho 7 : K(v*) — L tal que
pot=uve Além disso, K4(u®) C L.

Demonstracao: Uma vez que L | K é algébrica e separavel, podemos considerar L. C K,
tomando um fecho algébrico comum para K e L. Como (L, u) é henseliano por hipdtese,
seja p° a Gnica extensdo de u para K°. Entdo, Gal(K® | L) € G%(u®) pois, para qualquer
o € Gal(K® | L), como o(a) = a para todo a € L, temos que

(1 oo)(a) = p(o(a) = p(a).

Porém, Gal(K® | L) C G%u®) se, e somente se, K4(u*) C L. Como p° também ¢é uma
extensao de v para K° vimos que existe um tnico ¢ € Gal(K® | K) tal que pu* = v* o e
K4 (p*) = 07 |gags) (K4 (v®)). Como K(p*) C L, vemos que 7 = ¢~ ![ga(,+ ¢ um K-mergulho de
K*(v*) em L.

1

Agora, como pfl, = pe p® =v®oy, isto é, u® o = v° temos

vl = V¥ gasy = (1 0 fl)h&d(us) =l o fl\Kd(us) =porT.

Vejamos agora a unicidade de 7. Seja x : K? — L outro K-mergulho tal que
por = vi. Como vimos na se¢io anterior, o par (k(K?), i//) é henseliano, com u' = ft(xay. Pelo
que foi provado acima, K¢(u®) C k(K?9). Por outro lado, (x~1(K%(1*)), ') é henseliano, com
V' =% 1 gy Logo, K4(v*) C k™ H(K%(u®)) e concluimos que K4(v*) = k1 (K%(p*)). Dessa
d dg 1

forma, 7 e s sdo dois isomorfismos entre K¢(v*) e K(u*) tais que u? = vior te ul =v

Pela unicidade vista no Item 2 da Proposicao E.7, devemos ter k = 7.
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Corolario E.9. Temos que (K,v) é henseliano se, e somente se, (K,v) = (K4(v*),v4).

Demonstracgao:

(=) Se (K,v) é henseliano, entdo seja v* a tnica extensao de v para K°®. Pelo resultado
anterior, K¢(v*) C K. Logo, como sempre K C K%(v*), segue que K = K¢(v*) = K% Ainda
pelo resultado anterior, existe um tunico K-mergulho 7 : K¢ — K tal que v o 7 = v%. Como a
identidade ¢ um K-mergulho de K? em K, devemos ter, pela unicidade, que 7 é a identidade e

portanto v = v o7 = %

(<) Imediato, pois (K9, v%) é henseliano.
|

Lema E.10. Seja (L, ) uma extensao de (K, v) tal que L | K € uma extensao qualquer e (IL, p)

¢ henseliano. Tomemos L = K e seja K* N 1L o fecho separdvel relativo de K em L. Entdo

(KsN1L, ) € henseliano, com p' = p|gsnL-

Demonstracao:  Comecamos observando que K* C IL°. De fato, se a € K entao seu
polinémio minimal m,(x) € K[z] é separdvel, ou seja, ndo possui raizes repetidas em K = L.
Assim, sendo m.,(z) € L[z] o polindomio minimal de « sobre L, devemos ter que m. (z) | mq(x).

Assim, m/ (z) é separavel, logo a € IL*.

Também observamos que (K* NL)* = K°. De fato, como K C K* e K C L, segue que
K CK°NL C K*. Como K* | K é separavel, temos que K° | KSNL e K°NL | K sdo separaveis.
Logo, K* C (K* N L)*. Por outro lado, K C K*NL C (K*NL)*. Como (K*NL)* | KSNL e
K* N L | K sdo separaveis, segue que (K*NL)* | K é separavel. Logo, K* O (K*N1L)*, donde

segue a igualdade.

Seja 1/* uma extensao de p’ para (K®*NIL)* = K*. Seja p® a tnica extensao de p em L para
IL* (tnica pois (L, i) ¢ henseliano). Mostremos que (K N L)% (y*) € K* NL4(u*). De fato,
como por definicao
(K* ALY (") © (K* 1LY =K,

basta vermos que (K® N L)4(u*) C L4u®). Seja a € (K*NL)¥(u*) c K C L% Seja
o € GYu*) C Gal(lL®* | L) qualquer. Pela Proposicio A.71 (Apéndice A), temos
ke € GU(u").
Mas, pela definicao de (K* N 1L)%(u'*), devemos ter o(a) = o|gs(a) = a. Logo, para qualquer
o € G4u’) e qualquer a € (K* N1L)4(u'*), temos o(a) = a. Portanto, (K* NL)4(x'*) C L(u?).

olgs € Gal(K* | K* NL). Como p® oo = p°, segue que u'* o olgs = 1'*, ou seja, o

Dessa forma, (K® N L)% (u*) c KN LYp*). Porém, como (L,u) é henseliano, entdo
LA(p*) = L. Assim, (K® NL)4(y*) Cc K® N L. Mas, sempre temos K* NIL C (K N L)%(u'*).
Portanto, (K*NL)%(1*) = K*NL. Vemos entdo que (K*NL, i/) é henseliano pelo Corolario E.9

Podemos agora estender o resultado da Proposi¢ao E.8 para uma extensao L | K qualquer.
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Corolario E.11. Seja (L, u) uma extensao de (K, v) tal que L | K é uma extensao qualquer e

(L, i) € henseliano. Entdo existe um tinico K-mergulho 7 : K¢(v*) < L tal que po 7 = 2.

Demonstracao: Seja (K° N L, ') com ¢/ = plgsan. Pelo que acabamos de ver, temos
que (K* N L,u) é henseliano. Como K* NL | K é uma extensdo algébrica e separavel,
aplicamos a Proposicao E.8 e garantimos dessa forma a existéncia de um tinico K-mergulho

Ki(v*) - KSNL C L tal que go7 = pu|gsnr o 7 = v

Devido & propriedade descrita no coroldrio acima, o par (K% v¢) sera chamado de hen-
selizagao de (K,v). Na literatura, é comum definir a henselizagdo de um par (K,») como
sendo um par (K", v") henseliano tal que, para qualquer extensao (L, ) de (K, v) com (L, i)
henseliano, existe um K-mergulho ¢ : K* — L tal que pot = v" (BENGUS-LASNIER, 2021,
p. 23). Nessa forma de apresentagao do conceito, o par (K¢, v?) é um exemplo de henselizacao.
Porém, quaisquer duas henselizagoes sao isomorfas (ENGLER; PRESTEL, 2005, p. 121). Logo,
nao perdemos em generalidade ao definirmos a henselizagdo de (K, ) como sendo o corpo de

decomposicio K% e sua valorizacio v¢.

Conforme vimos nos resultados acima, a henselizacao (K¢, v?) est4 mergulhada em todo par
henseliano que contém (K, v). Dessa forma, podemos enxergar a henselizagdo como o menor

par henseliano que contém (K, v).

E.3 Extensoes de valorizagoes de K e K|[r] para K[z]

Sejam v uma valorizacio em K, 7 uma extensio de v para K e 1 uma extensdo de v para
K[z]. Suponhamos que g seja uma valorizagdo de Krull. Queremos estudar as valorizagoes
que estendem ambas 7 e u para K[z]. Usaremos como base o trabalho de Bengus-Lasnier
(2021, p. 24).

Denotando também por x a tnica extensao de p em K[z] para K(z), seja &(u, K(z), K(x))
o conjunto de todas as extensdes de u de K(x) para K(z). Analogamente, definimos
E(u, K[z], K[z]) e £, K,K[z]). Suponhamos que 7 seja uma extensio de ambas p e U para
K[z]. Denotemos a tinica extensdo de i de K[z] para K(z) também por fi. Ou seja, i pertence
a E(u, K(x),K(x)). Uma vez que a extensdo K(z) | K(x) é normal, vimos no Corolario D.23
que se ¢ € Aut(K(z) | K(z)), entdo 77 ot em K(z) é um prolongamento de p em K(z). Para

além disso, como ¢|xp,) = idgp para qualquer ¢ € Aut(K(z) | K(z)), temos

(7 0 1) |kpz] = K[ © tk@) = o idkE) = p

Observamos que ((K) = K e, como x ¢ fixado por ¢, também ((K[z]) = K[z]. Concluimos

que (2 o )|z, ¢ uma valorizagao em K|[z] que estende p.
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Suponhamos agora que g’ seja outra extensio de y para K[z]. Levando u' para K(z), esta
se torna uma extensdo de u em K(z) para K(z). Assim, existe ¢ € Aut(K(z) | K(z)) tal que
donde concluimos que

i/ =Tiot Dessaforma, y/ em K[z] é igual a i o g

E(n, Klz], Klz]) = {T 0 tIgpy |+ € Aut(K(z) | K())}.
Lembrando que 7z é também, por hipdtese, uma extensio de 7 para K[z], vejamos o que

¢ necessario para que uma valoriza¢do da forma 7i o t[g,) seja uma extensdo de v para K[z].

Temos:

fiotlgy) € £@, K K[z]) <= (fio tlg)lg =7

A conclusao dessa argumentacao esta sintetizada na Proposicao E.12.

Proposicao E.12. Fizada i uma extensio de ju e de U para K|x] temos:
E@, K, Klz]) N E(p, K], Klz]) = {T 0 tlgpy | ¢ € Aut(K(z) | K(2)) e tfz € G ()}
|

No Capitulo 4, utilizamos essa proposicao e outros resultados para descrever essas extensoes
comuns quando a valorizacao i for trocada por uma valoriza¢ao monomial (apresentada no fim
do Capitulo 1, na Segdo 1.4) e a valorizagio u for trocada por um tipo especial de valorizacao,
a saber as que sao definidas por meio do processo de truncamento em um polinémio-chave.

Estas tltimas no¢oes (truncamento e polinémio-chave) foram apresentadas no Capitulo 2.
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Apéndice F
Derivada de Hasse

Neste apéndice, provaremos propriedades da derivada de Hasse, ferramenta utilizada no

estudo dos polindmios-chaves no Capitulo 2.

A principal referéncia para a composicao deste apéndice foram as notas de aula de Novacoski
(2020).

F.1 A Derivada de Hasse

Definicao F.1. Sejam f(z) = ap+ a1z + ...+ a,2" € Klz] e k € Ng. A derivada de Hasse

de ordem k de f € o polinémio O f definido como

n

(O f)(x) =) (;) a;zx'* € K[z].

i=k

Quando k£ = 0, temos 0y f = f. Quando k > n, temos Oy f o polindémio identicamente nulo.

Quando k£ = 1, temos

n

O =3 (ot = it = 1),

i=1
que ¢é a derivada formal de f.

Provaremos algumas propriedades da derivada de Hasse que sao importantes para o desenvol-
vimento do texto principal. Como caso particular, teremos provado as principais propriedades

da derivada formal de um polinémio.
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Proposicao F.2. Sejam f, g € K[z] polindmios quaisquer, a € K e k,l € Ny.

k dk
(i) Klopf = Wf’ em que s indica a aplicagao da derivada formal k vezes.
x x

(ii) OO, f = (IH_Z) Oy1f.

(i1i) (Ezpansao de Taylor) f(x a) + Z Ocf(a)(x — a)®, para algum m € Ny. Se f € nao

nulo, entao m = deg(f). Além dzsso 0s coeficientes O f(a), 0 < k < m, sdo os unicos

que fazem wvaler tal igualdade.
k
(iv) (Regra de Leibniz) Ox(fg) = Z (0;f)(Ok—;9)-
7=0

Demonstracgao:

(i) Vejamos inicialmente que a derivada de Hasse € linear, isto é, dados ¢,b € Ke f, g € Kz]
vale Oy(cf + bg) = cOf + bOkg. De fato, sejam

= 2”: cx' e g(r) = zm: bix'
i=0 i=0

com n > m. Colocando b; = 0 para ¢ > m, temos

Ok (cf + bg) = 0Ok <i(ccZ + bb;) ) (;) cc; + bb;)x

i=0
. i i—k i— k . ’L k i—k
= AT bb; i bb;
2 (k>(cc + bbw ;(>cc —1—2( > x
_ ~ (i ik v ik
—aZ(k)cix —i—bZ(k)bﬂ:
i=k i=k

Logo, é suficiente verificar a afirmacao para f(z) = 2™, n € Ny. Como ainda dxz™ = 0 se

k > n, podemos nos restringir a k < n. Temos

n n!
! = k! n—k _ 1" gnk
k'O f k(k)x k'k!(n—k)!x
e d
=nn—1)---(n—k+1)x =5
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(ii) Pela linearidade, é suficiente mostrar o resultado para f(z) = 2™ com k + 1 < n. Temos

war=a () (7))

_ (n=0! ik
kKl(n—1—Fk)! IY(n—1)!

_ n! n—l—k

TR U (1R

(k4D nl .

U (k+0D (n—1—k)

k+1 n n—l—
()G
—(k+l>3k+zf

(iii) Para f nulo o resultado é imediato, para qualquer que seja m. Se f é ndo nulo, novamente
mostraremos apenas para f(z) = ™ e o resultado se estende por linearidade. Para x # a

temos, utilizando o Teorema Binomial,

S oo =3 (1)) -

=0 %

|
3l
o
R
<. 3
N———
IS
3
L
=
|
&

Além disso, vemos que a expansio de Taylor de f é a (z — a)-expansdo de f. Segue que

os coeficientes O f(a) sdo tnicos, pois a (z — a)-expansio ¢ unica.

(iv) Para qualquer a € K| se 2 # a, temos pelo Item (iii) que

(fo)(x) = f (fr)g(w)
deg(f deg(g)

— Zaf x—a)i Z@Zg (x —a)

deg(f)+deg(9) / k
(Z@f)(ak—jg)> (a)(z —a)*,

k=0 §=0

Esta tltima expressao é justamente a (r — a)-expansao de fg, que como vimos coincide

com a expansao de Taylor. Logo, segue da unicidade dos coeficientes da expansao que

k
O(fg)(a) = <Z(3jf)(5k—jg)) (a)

=0
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para todo a € K. Portanto, temos o resultado.

Corolario F.3. Se, para algum a € K, (Orf)(a) = 0 para todo k € Ny, entao [ é o polinémio

identicamente nulo.

Demonstragao: Pela expansao de Taylor, para algum m € Ny, temos
f@) = f(a) + D (0f)(a)(w — a)*.
k=1
Mas, por hipotese, (O f)(a) = 0 para todo k € Ny. Ou seja, a expressdo acima representa o

polinémio nulo.

|
Corolario F.4. Para todo f € K[z] e todo a,b € K temos
F(0) = fla) =D (@) (a)(b—a)"
i=1
Demonstracao: Basta colocar x = b na expansao de Taylor de f para a.
|

A seguir, denotaremos por N, = {1,2,...,r}, parar € N, e Ny = (). Denotaremos por |/

o cardinal de um conjunto I.

Proposicao F.5. Suponhamos

n

flz) = H(m —¢;) com¢; € K.

i=1

Para todo k, 1 < k <n, temos

8kf:Z H (x —¢)

ICN, \ieN,\I

Demonstragao: Provaremos por inducao em n e em k. Porém, antes observemos que se

k = n, entao o resultado segue. Escrevendo

n

flz) = H(m —¢) = iaixi, com a; € K,

i=1 =0
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temos .
7 .
onf = ax' " =a,=1
=2(,)

e, por convengao,

Z H(a:—ci) = H (x —¢)=1.

ICNn, \ieN,\I 1EN\Np
[I|l=n

Suponhamos entao n # k. Para a base de induc¢ao, vejamos que o resultado vale para n = 2
e k = 1. De fato,

N((x—c1)(x—cz) =01 (2® + (—c1 — )T + c109)
=0 (2* + a1x + ag) = Z (D a; !

=1

= a; + 2a1 = 2z + (—c1 — )

Z H(m—ci) = H (x —¢) + H (x —¢)

ICN2 \i€eN\I i€EN2\{1} i€EN2\{2}
[|=1

=rx—c+1—0Cc=21+(—c; — ).

Suponhamos que, para algum n € N e para algum k, 1 < k < n, o resultado seja valido
para todo i, 1 < i <mn —1, e para k — 1. Lembrando que g;h = 0 se | > deg(h), temos, pela
Regra de Leibniz,

Ok (H(x - cz)) =0 ((m — Cp) l:l(x - cl)> = Zaj(x — Cp)O—j (ﬁ(x - cl)>

i=1 j=0 i=1

Pk—Ln—l
A

= (x — ¢,)0k (ﬁ(x — cl)) + Op_1 (I:I(x - CZ)>

=1 i=1

= (z—¢,) [a’“ ((x — Cn1) 1:[(95 - Ci))

=1

+ Pi_1p-1-

Aplicamos novamente a Regra de Leibniz, obtendo
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Ok <H(:E — cz)> =(z—cn) | Ok ((m — Cp-1) H(x — cl)) + Py
=(x—cy) |(x—cp1)0k (ﬁ(x — cz)> + O (ﬂ(x — CZ)> + Py

r

Aplicando sucessivamente a Regra de Leibniz em 0 (H(m — cz)> com 1l <r <n-—2,
i=1
chegamos a

Ok (H(w—cﬂ) = H (x — ¢;) 0k (Hx—cz)—k Z [H x—¢) Py,

i=1 i=k+1 j=k+2 Li=j

+Pk 1,n—1-

Porém, vimos que

=1
Logo,
8kf = ak: (H(Z’ — Cz)) = H (ZE — Ci) + Z [H(ZL’ — CZ‘)P]C_LJ‘_Q + Pk:—l,n—1~ (F].)
i=1 i=k+1 j=k+2 Li=j
Aplicando a hipotese de indugao, obtemos da Equacao F.1 que
1) [ @ ]
n n n -
hf = H(x—ci)+z H(m—cz)z H (x — &)
i=k+1 j=k42 | i=j ICN; 5 \ieN;_»\I
|I|=k—1
L o |

ICNp—1 \4€N,_1\I
|I|=k—1

Em (3) os produtos possuem exatamente n — 1 — (k — 1) = n — k fatores. Cada um destes
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nao possui o fator x — ¢,. Assim, em (3) obtemos todos os produtos de n — k fatores que ndo

envolvem x — ¢,.

Olhemos agora os produtos que possuem o fator x — ¢,. Vamos particionar o conjunto N,
como N, = N, U (N, \ Nx). Em (1), temos um produto com n — k fatores envolvendo todos os

x —c¢; com i € N, \ Ny. Em (2), para cada j, k+2 < j < n, os produtos de

S I e-a

ICNj—2 \i€N;_o\I
T|=k—1

possuem j —2 — (k—1) = j — k — 1 fatores. Assim, cada produto

n

H(w —¢) H (x —¢)

=7 i€N;_o\I

possuin —j+ 147 —k—1 = n — k fatores e envolve = — ¢,. Além disso, os produto em
(2) varrem todas as possibilidades de produtos com n — k fatores em que esta presente x — ¢,
porém apenas alguns x — ¢; com i € N, \ Ny estdo presentes (nao todos, eventualmente apenas

0x—Cp).

Dessa forma, passamos por todas as possibilidades de produtos de n — k fatores. Ou seja,

akfzz H (x —¢)

ICN, \ieN,\I
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Apéndice G
Poligonos de Newton

Neste apéndice, apresentaremos a noc¢ao de poligono de Newton. Tal objeto nos ajudaré a
visualizar o valor €(f) definido no Capitulo 2. Também usaremos os poligonos de Newton para

provar a igualdade €(f) = d(f), conforme prometido no Capitulo 2.

As principais referéncias para a composicao deste apéndice foram o trabalho de Bengus-
Lasnier (2021) e o livro de Koblitz (1977).

G.1 Definicoes e construcao do poligono de Newton de um

conjunto finito

Seja @ um grupo totalmente ordenado. Consideremos ®p = ® ® Q. Para ¢ € ® e g € Q,
denotamos ¢ ® q por q¢ = ¢q.

Definicao G.1. Sejam g € Q e o, B € ®q fizados. Uma reta L C Q x &g € um subconjunto

da forma
L=Lyop:={(x,0) € Qx Pq | qp+ azx+ =0}
Quando q # 0, chamaremos s(L) = —a/q := (—%) a € Oy de inclinagao de L.
|

Sempre existe uma linha passando por dois pontos distintos de Q x ®q, isto é, uma reta L
que contém ambos os pontos. De fato, para P, = (21, ¢1), Po = (29, ¢2) € Q X Pg, tomando

q=T3—T1, =01 — Py e =212 — T20; temos que a reta Ly, p contém o ponto P; pois

Q1 + oz + B = (23 — 21)P1 + (¢1 — P2)T1 + T12 — 221 =0

e, por uma conta analoga, L, , 3 também contém F». Neste caso, denotamos a reta L, 3 por

Lp, p, e podemos ver que s(Lp,p,) = —a/q = (2 — ¢1)/(x2 — 7).
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Considerando m, = min{z,22}, M, = max{z;,z2}, my = min{ey, g2} e

M, = max{¢1, ¢2}, o segmento definido por P, e P; é o conjunto

PPy :={(a',¢) € Lpp, | my <" < M, e mg < ¢' < My}

Para cada reta L = L, em Q x ®g ficam definidos os semiplanos
Hy ={(x,0) €Qx Pg | qdp+azr+5>0}e

Hé ={(z,9) € Qx Pg | ¢+ ax + < 0}.

Definicao G.2. Dado um subconjunto A C Qx ®q, a envoltéria convexa de A € a intersegao

de todos 0s semiplanos que contém A, ou seja,

Conv(A) := ﬂ H.
H semiplano
ACH

Uma face de A é um subconjunto F' = Conv(A) N L, em que L C Q x g é uma reta
satisfazendo
Conv(A) C HL ou Conv(A) Cc HE

e I’ contém no minimo dois pontos.

Definicao G.3. Para X C Q x ®g, o poligono de Newton associado ao conjunto X é dado
por
PN(X) := Conv({(z,0 +0) | (z,¢) € X, 0 € Py e > 0}).

Utilizaremos os poligonos de Newton em um contexto particular, quando X é um subcon-

junto finito especifico de Ny x ® C Q x ®. Suponhamos
X={F=(,v)|0<i<m}

e tomemos PN(X) o poligono de Newton associado ao conjunto X. Neste caso, é possivel
interpretar geometricamente a construcao da envoltoria convexa que da origem ao poligono de

Newton.
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Figura G.1: Exemplo de conjunto X, para ® = 7Z.

e Iniciamos tomando o par Fy = (0,7) e definimos ¢; = 0. Consideremos
Sil = {LPOPi ’ 1<i< m}

Seja B, tal que Lp,p, possul a menor inclinagao dentre as retas do conjunto Sp e i5 € 0
maior indice tal que isto ocorre. Tomemos o segmento F;, P;,. Este primeiro passo esta

representado na Figura G.2.

Pq

Figura GG.2: Passo da construgao do Poligono de Newton de X.

e Cousideramos entao
Siy = {LPz'QPi

Definimos P;, tal que Lp,, p,, possui a menor inclinagao dentre as retas do conjunto Si, e
i3 € o maior indice tal que isto ocorre. Tomemos o segmento P, F;,. Este segundo passo

estd representado na Figura G.3.

e Repetimos este processo sucessivamente até que cheguemos em FP,,. Sejam

11, %2,13, ..., 1gr1 0S Iindices destacados no processo anterior, em que 73 = 0 e ix11 = m.
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Figura G.3: Passo da construgao do Poligono de Newton de X.

e Tomemos os segmentos P;, P, ., com 1 <[ <k, e os conjuntos {(i,7; + ) | 6 > 0} para

t =0 et =m. Temos a seguinte regiao P delimitada no cartesiano determinada pela

I+17

intersecao

k
P _ (ﬂ Hi/PilPil+1) m H'YO m H’Y'm’

=1

em que H = {(z,¢) | x > 0} e H" = {(x,¢) | x < m}. Uma ilustragdo da regiao P
estd na Figura G.4.

Figura GG.4: Resultado dos passos da construcao do Poligono de Newton de X

Mostremos que P = PN(X). Seja Y = {(z,¢0+ ) | (z,¢) € X, J € g e 6 > 0}, de modo
que PN(X) = Conv(Y). Vejamos inicialmente que Y C P. De fato, seja (x,¢) € Y. Temos
duas opgoes para este elemento: para algum i, 0 < i < m, (x,¢) = (i,7;) ou (z,¢) = (i,7 +9)

para algum 6 > 0. Suponhamos o primeiro caso, (z, ) = (i,7;).

Consideremos os indices i1,...,ixy1 da construcao acima. Para simplificar a notacao, cha-

memos Lp, p, =~ = Lijp1. Mostremos que (i,7;) € Hé”“ para todo [, 1 < [ < k. Pela

RN
propriedade que define i; e 9,41, o coeficiente angular da reta que passa por P, e (i,7;) é maior
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do que ou igual ao coeficiente angular da reta que passa por P;, e P, Isto é,

+1°

’y/l - ’YZZ Z f)/.il+1 - 77,1 )
L= 41 — U

Manipulando esta desigualdade conseguimos:

(t41 — i) (v = 73) = (6= i) iy — 1)

se, € somente se,

(il+1 - Zl)(’h - Viz) > i(’}/il+1 - 7%) - il(fyiwl - ’yil)
se, ¢ somente se,

(il+1 - il)(% - ’Viz) + 4 (%’zﬂ - fViz) > i(7i1+1 - %z)
se, € somente se,

=l = @) (v = Ya) — Vi — Vi) < 1% — Vi )-
Assim, como a =y, — Vi1, ¢ = Q1 — i € B =iV, — Vili+1, temos
(i1 — i)y + iy — 1) + B > (i — )% — (i — ) (i — Yi) — 4y — %) + 8

= %‘l(ilﬂ — i) — il(%m - %’z) + 8
= 7i1i1+1 - il'Yil+1 + /8 = O

Ou seja, (i,7v;) € Hé““.
Agora, se (z,¢) = (i,7; +J) com § > 0, entao
(G141 — @) (v +6) + il — 1) + 8 = (e — )0 + (i1 — @)y +i(n — 1) + 8 >0,

pois (101 — i1)d > 0 e (ipr1 — @)% +i(% — Y1) + 8 > 0. Dessa forma, (i,7; +0) € HZ*.

Além disso, para todo 4, (i,7;) e (i,7; + ) pertencem a H? e H¥. Assim, vemos que
Y C H;““ para qualquer [ e Y C H"™ N H'. Logo,

k
ch:(ﬂﬂﬁm)mH%me
=1
Vejamos que PN (X) = P.

e PN(X) C P: pela definicao de PN(X), temos que PN(X) C H para todo semiplano
H que contém Y. Logo, consideremos os semiplanos Hi““ para todo [, 1 <l < k, e
os semiplanos H" e H". Pelo que vimos acima, Y C Hé““ para todo [, 1 <1 <k, e
Y € H N H'. Portanto, PN(X) C Hé”“ para todo [ e PN(X) C H™ N H'. Com
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isso, PN(X) C P.

e PC PN(X): Seja H = Hé um semiplano determinado por L = L, 4 tal que Y C H.
Mostremos que P C H. Seja (z,¢) € P. Se (z,¢) € Y, entao segue que (z,¢) € H.

Suponhamos que (z,¢) estd contido em algum segmento P, P Entao,

I+1°

m, < x < M, emg < ¢ < My, em que m, = min{s,ij41}, M, = max{i;, i1},
me = min{v;,, v, } ¢ Mg = max{v,, v, }- Entao,

qo + ax + > qgmy +am, + 5 >0,

logo (z,¢) € H.

Suponhamos por fim que (x,¢) € P nao corresponde aos dois casos anteriores. Consi-
derando os indices 41,19, ...,%x11, como estes sao distintos, i1 = 0 e i1 = m, temos
que estes formam uma particdo do intervalo [0,m]. Logo, existe [, 1 < [ < k, tal que

P, P, um ponto (z,¢), my < ¢ < M. Como

(x,®) nao esta contido em segmento algum, entdao ¢ > ¢'. Logo,

iy < x < iy1. Tomemos no segmento P P

g +ax+ B >qd +ax+5>0,

pois (z,¢’) pertence a um segmento, logo pelo caso anterior estd em H. Assim, P C H.

Como H é um semiplano qualquer que contém Y, entdao P C PN (X).

Dq

Figura G.5: Vértices e faces do Poligono de Newton.

Portanto P = PN(X). Os pontos P, 1 <1 < k+ 1, sdo os vértices do poligono. Os

segmentos P;, P, sdo as faces de PN (X). A inclinacdo da face/segmento P;, P,

- i1 € ainclinagao

da reta L;;y1, que serd denotada daqui em diante por

o Vi — Vi

0 = : .
qi Uyl — Y

Chamamos ¢q; = 1;11 — ¢; de comprimento da inclinacao ¢;.
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G.2 Poligonos de Newton e valorizacgoes

Seja K um corpo e v uma valorizacdo em K. Seja K um fecho algébrico de K fixado. Seja

© uma valorizacdo que estende v para K, sendo I' =T, C ', os grupos de valores de v e de p,

respectivamente.
Consideremos
x) = a;r) = 1—— ) eKlz
o) = Yo =] (1-2) e i
Jj=0 Jj=1
tal que ap = 1 e c1,...,¢, € K sao as raizes de ¢, listadas com possiveis repeticdes. Temos

¢; # 0 para todo j, 1 < j <n. Sejam \; = p(1/¢;), 1 < j < n. Reorganizamos os indices das

raizes c1,...,c, de modo que Ay < Xy < ... < A\,

Seja
X={(U,v(a;) | 0<j<nea; #0} CQxT,,.

Consideremos o poligono de Newton PN (X)), com os bem definidos §; e q;, 1 <[ < k.

Proposicao G.4. Para cada inclina¢io 6; de PN(X), temos

{71 Aj=da}=a.

Mais precisamente, tomemos ri,ra,...,1 € {1,2,...,n} tais query +ro+ ... +1r,=ne
>\1:)\2:---:)\r1 <)\r1+1 :)\r1+2:---:)\r1+r2
< )‘T1+T2+1 = )‘T1+T2+2 =...= )‘T1+T2+T3
< )‘T1+T2+...+m71+1 = ... = >‘T1+T2+..~+Tz = An.

Entao, t =k, 0, = A4+ 4+r, e @ =17 para todo 1, 1 <1 < k. Além disso,

0 < 0y < ... < 0.

Demonstracao: Digamos que A\y = Ao = ... = A\, < A, 41. Vamos mostrar inicial-
mente que o primeiro segmento em PN (X), P, P,,, é o segmento FPyP,, em que Py = (0,0) e

Prl = (7’1, Tl/\l)-

Para cada j, 0 < j < n, escrevendo j = n — p; temos, pelas Formulas de Viéte,

- 3 (="
t =y, = a0 D (Tl )| e ==

1<j1 <ja <. fip; <n \t=1
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Ou seja, sendo N, = {1,2...,n},

b=V ¥ I -

. . - . . . . C'
1<1<Ga<ennp; <0 \G€N\{j1520dp;} 7"

Calculando o valor de a;, vemos que

v(a;) = plag) = ju(=1) + o 3 I =

C.
1Sj1<j2<‘..<jp§n jteNn\{j17j27~~-vjpj} It

) 1

> min v H —

1<j1<j2<...<jp; <n A R 67

' ]teNn\{]hJQv---v]pj}
Porém,
T | ) D DRI 5 EED DR RN
) -4 . Cj, . — ) Cj, . . .
Jt€Nn\{Jj1.52,--p; } Jt€Nn\{J1:525-:0p; } GE€N {1,725 -00p; }
para qualquer escolha de 1 < j; < jp < ... < j,, < n. Assim, v(a;) > jA;. Portanto,

wlaj) = vlao) _ (@) o JA 3 todo 4.1 < j < .
J

j—0 J
Isto &, o coeficiente angular de qualquer reta do conjunto S;, = {Lp,p, | 1 < j < n} é maior
ou igual a A, ou ainda, 6; > A;.

Olhemos agora para a,,. Na expressao

ary = (=1 ) . (G.1)

1§j1<j2<---<jn7rlgn thNn\{jl,u-,jn—rl}
temos que

1 T1 1 T1
M(Cl"'crl) ;“(Cj) ; ' i

Além disso, esta é a tnica parcela da soma presente na Equacao G.1 que possui valor 71 \q,
pois qualquer outro produto que é parcela em G.1 envolve pelo menos um dentre os indices

r1+1,...,n. Portanto, quando tomamos o valor deste produto, teremos uma soma que envolve
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pelo menos um dentre A, ;1,...,\,, que sao todos maiores do que A;. Por exemplo,
1 r1—1 1 1 r1—1

M( )ZZM(_>+M( )ZZ)\1+)\T1+1>7”1)\1-
€1 Cry—1Cry 41 = Cj Cri+1 1

Logo, qualquer outro produto, parcela em G.1, possui valor estritamente maior do que r{Aq,

isto é,

1§.71<‘72<---<.7n77‘1 S?’l jteNn\{Jlranfrl} Jt
Jje<r1

Portanto, como

1 1
PR S o L)
C1* " Cpy L . . . . Cj,
1<1<ge < <gn—ry S \ Gt €ENp \{J1,--sJn—rq
Fje<r1

temos que

1
V(a’m) - :u(am) = (Cl L c ) = 701/\1-

Olhando para a inclinacao de Lp, P, obtemos

via,) rmi \
=" =\

(A1 1

. ~ . - 1
Tomemos agora j > 7. Na expressao de a;, cada produto é composto por j fatores o

1 L Portanto, todos

Cr1+17..' cn

Logo, como j > r1, cada produto possui pelo menos um dentre
os produtos na soma que define a; possuem valor estritamente maior do que jA;. Assim, a

inclinacao de Lp,p, é

v(a;) _ jM
,] > —_—0 = )\1.
J J
Dessa forma, vimos que todos as inclinagoes das retas em \S;, sao maiores do que ou iguais
a A1, que Lpoprl possui inclinacao exatamente A; e r; ¢ o maior indice com tal inclinacao, pois
para ¢ > r; tem-se inclinacao estritamente maior do que A;. Assim, o segmento PP, ¢ a

primeira face de PN(X), com inclinacao d; = Ay e ¢; = r1. Segue também que
|{j ’ )‘j :(51}’ = ‘{1,2,...,7’1” =T =q.

Digamos entao que A\, < A 11 = Ayt2 = ... = Ayir < Ar4rt1.  Repetire-

mos o raciocinio acima para provar que PP, = P, P i, em que P, = (r;,m\) e
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PT1+7'2 = (rl + T2, Tl)\l + T2)\711+1).

Tomamos agora j > r;. Com p; = n — j, temos

(02

. .. . Cjt . . . Jt
Jt€Nn\{j1,52;---Jp; } JtENn\{J1,525---5p;
= E )\jt 2 Tl)\l + (] - Tl))\m—‘rl)
FENn\{J1.52,--.p, }

para qualquer escolha de 1 < 71 < jp <... <, < n. Logo,

v(a;) —v(ay,) vi(a;) —rih S MAL (j—7r1) A1 — A

J—r J—r - J—r

= )‘T1+l'

Ou seja, dy > Ay 41.

Para r; 4+ ro, temos

1 ri+ro 1 r1 r1+72
() =S (B) = S =

o e c
1 it j=1 J j=1 j=r1+1

e esta é a Unica parcela na expressao de a,,,, com tal valor. Além disso, todas as demais tem
valor estritamente maior do que 71 \; + 79\, 11. Assim, v(a,, 4r,) = T1A1 + T2\ 41 € com 1880

vemos que

V(ar1r,) —v(ar) T oA — A
- - >‘7‘1+1‘
™ +1re—17T1 T2

Por fim, para j > r; + 2, pelo mesmo argumento acima vemos que v(a;) > A\ + 72\ +1,

donde segue que a inclinagao de Lp, p; é estritamente maior do que A, 41.

Portanto, o segundo segmento de PN (X) é P,, Py, 4r,, com inclinagio ds = A\, 11 € g2 = 2.
Mais uma vez,
|{] | /\] = 52}| = |{T’1 + 1,7’1 +2a"'77ﬂ1+r2}| =T2 = (2.

O proximo segmento de PN(X) é o segmento que liga (r; + 79,71\ + oA 41) a

(r1 4+ 7ro 4+ 13, 71AL + oA 41 + T3 Ak 4rp41), €M que 73 € tal que

)‘7’1+T2 < )‘7’1+T2+1 = )‘7’1+T2+2 == )‘7’1+T2+T3 < >‘T1+T2+7’3+1'

De modo geral, se Ay < Agy1 = ... = Agiu < Asius1, entao o segmento que liga
(s, + Ao+ ...+ X)) a (s+u, A\ + X+ ...+ As + ulsy1) serd um segmento do poligono

de Newton, com inclinacao d; = A\s11 de comprimento ¢, = u para um certo [, de modo que

|{J ’ >\j25z}| =Uu=q-
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Como em algum momento s+ u = n, passaremos por todas as faces de PN (X) e obteremos

assim o resultado.

Seja agora

g(z) => a2’ € Klz]

J=0

com ay # 0. Tomamos novamente o poligono de Newton associado ao conjunto
X ={(,v(a;)|0<j<nea; 0} CQ xT,.

Corolario G.5. Para cada I, 1 < | < k, o polinémio g possui uma raiz com valor —d; e
multiplicidade no mdximo q;. Mais do que isso, cada raiz ¢ de g estd associada a um determinado

0 a partir da relagao v(c) = —9;.

Demonstracao: Como ag # 0 e ao dividir g por ag nao se alteram as raizes, basta aplicarmos

a proposicao anterior para ¢ = %g. Sejam ¢y, ..., ¢, as raizes de g (que sdo as mesmas de ¢').

1
v ()
J

para cada j, 1 < j < n. Entao, para cada [, 1 <[ < k, existem ¢ indices j tais que \; = ¢;.

Definimos

Isto é, existe pelo menos uma raiz ¢ = ¢;, 1 <1 < n, tal que

Isso implica u(c) = —d;.

Agora, seja ¢ = ¢;, 1 <1 < n, uma raiz qualquer de g. Pela Proposicao G.4, \; = Ay, 4ot 40,
para algum [, 1 < [ < k. Assim, pela mesma proposicao citada, \; = ;. Também segue que

Seja K um corpo algebricamente fechado e v uma valorizacao em K(x). Seja f € Klz]

poliné6mio nao nulo de grau n e consideremos

X = {0, v(0;f(x)) [1<j <n}.

Seja PN (X) o poligono de Newton associado ao conjunto X, com k, §; e ¢ bem-definidos e
1<I<Ek.

Teorema G.6. Para cada l, 1 <1 <k, o polinomio f possui uma raiz ¢ de multiplicidade no
mdzimo q; e tal que v(x —c¢) = —6;. Mais do que isso, cada raiz ¢ de f estd associada a um

determinado 6; a partir da relagao v(x — c) = —4;.
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Demonstracao: Consideremos o polindémio

Vejamos inicialmente que ¢ é raiz de f(z) se, e somente se, ¢ — z é raiz de g(z). De fato, temos

éaﬁn(c =y (n) P e—a) = (@ + (c—a)" =

=0 \J

Logo, usando a linearidade da derivada de Hasse, vemos que para qualquer ¢ € K temos

fle) = Z((?jf)(x)(c —a) =g(c—x)
Assim, f(c) = 0 se, e somente se, g(c —x) = 0.

Como ag = f # 0, podemos aplicar o Corolario G.5 para o polindémio g(z) e o poligono de

Newton associado ao conjunto
X' ={(j,v(a;) |0<i<n}=X.

Entao, para cada [, 1 < [ < k, g possui uma raiz ¢ — x com multiplicidade no maximo ¢; e
tal que v(c — z) = v(z — ¢) = —9;. Como vimos, isso é o mesmo que dizer que para cada [,
1 <1<k, f possui uma raiz ¢ com multiplicidade no maximo ¢; e tal que v(x —c¢) = —¢;. Pelo
Corolario G.5 e usando o mesmo raciocinio com as raizes de g, concluimos que cada raiz ¢ de

f esté associada a uma inclinagao ¢; tal que v(x — ¢) = —§;.

G.3 Igualdade entre ¢(f) e §(f)

Seja K um corpo e v uma valorizacio em K[z]. Seja K um fecho algébrico de K fixado.
Suponhamos que exista uma valorizagao u que estende v para K(m) Sejam I', e I', os grupos

de valores de v e de p, respectivamente. Lembremos que I', =T, ® Q.

Relembramos que, para f € K[z], deg(f) =n > 0, se f & supp(v), entdo definimos

1) = o { A= 0

1<j<n j

w&ﬂeF}eF®Q

§(f) ==max{u(zr —c)|ceKe f(c) =0} €T,,.
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Teorema G.7. Temos e(f) = 6(f). Além disso, §(f) nao depende da escolha da extensio p e
do fecho algébrico K.

Demonstracao: Consideremos o poligono de Newton de
X ={0,v(0;) |1 <j<nev(df) # oo}

mo vim raiz c A i uma inclinaca m u
Como os, cada ra de estd associada a a inclinacdo 9; de modo e
p(x —¢) = —0; e cada inclina¢do estd associada a uma raiz. Entdo, existe uma raiz c¢ tal

que p(z —¢) = —d;. Temos —d; > —¢; para todo [, 2 <1 < k. Portanto,
5(f) = max{u(z —c) | c € K, f(¢) = 0} = —dy.

Agora, pela definicdo do poligono de Newton de X, vemos que

b= i {22010y 1)
RS { M v(0;f) € r}
= —€(f).
Portanto, e(f) = —8, = d(f). Conclufmos também que 6(f) ndo depende da escolha da

extensdo p e do fecho algébrico K, pois €(f) depende apenas de v em K.
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