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Resumo

Seja €y um conjunto ilimitado do plano R? em forma de V, isto é, uma faixa infinita com
um canto, e considere —Agg o operador Laplaciano de Dirichlet em €2y. Neste trabalho, vamos
estudar o problema espectral de —AZL , € mostrar que suas propriedades espectrais dependem
essencialmente de um tnico parametro, o angulo de abertura da regiao. Caracterizaremos o
espectro essencial do operador e, além de garantir a existéncia do seu espectro discreto, também
encontraremos algumas propriedades para tal conjunto. Em particular, sua finitude e como a

abertura da faixa influencia essa quantidade.

Palavras-chave: Laplaciano de Dirichlet; faixas com cantos; espectro; formas quadraticas;

espectro essencial; espectro discreto.



Abstract

Let € be an unbounded V-shaped set of the plane R? | that is, a strip with a corner, and
consider —A59 the Dirichlet Laplacian in €2y. In this work, we will study the spectral problem
of —Af , and show how its spectral properties essentially depend on a single parameter, the
opening angle of the region. We will characterize the essential spectrum of the operator and,
in addition, to ensure the existence of its discrete spectrum, we will also find some properties
for such a set. In particular, about its finiteness and how the opening of the strip influences

this quantity.

Keywords: Dirichlet Laplacian; strips with corners; spectrum; quadratic forms; essential

spectrum; discrete spectrum.



Notacao

Espaco de Banach complexo.

Espaco de Hilbert complexo.

Operador identidade.

Y subconjunto denso de X.

Operador linear.

Dominio de T'.

Operador resolvente de T em .

Resolvente de T'.

Espectro de T

Espectro essencial de T

Espectro discreto de T

Operador limitado inferiormente por f.
Adjunto de T

Sequéncia fracamente convergente.

Forma sesquilinear.

Forma sesquilinear limitada inferiormente por S.
Conjunto de operadores lineares limitados de B em B.
Gradiente de v nas coordenadas usuais em R".
Laplaciano de v nas coordenadas usuais em R".
Parte inteira de um nimero real.

Fungao caracteristica do conjunto A.

Regiao aberta de R".

Fronteira da regiao 2.



Medida Borel positiva.

{¢: @ — C Borel mensuravel : [, |¢|*du < co}.
{v € £2(Q) : VY € LX)}

{p € H' (Q) : ¢ = 0 em 00}.

Derivada parcial de ¢ em rela¢ao ao conjunto de indices o = {a, ..

{ € L2(Q) : D* € L2(Q) para todo 0 < |a| < 2}.

Operador multiplicacao por ¢.
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Introducao

Seja Q@ C R? um subconjunto aberto de R? em forma de “faixa”. Denote por —AL o
operador Laplaciano de Dirichlet em €. Formalmente, —AL pode ser definido como o operador

autoadjunto associado com a forma quadratica
v [IVepdx, ve H®).
Q

Se Q) é uma faixa limitada, ¢ conhecido que o espectro de —AL ¢ puramente discreto, ou
seja, formado apenas por autovalores de multiplicidade finita. No entanto, a situacdo muda
se considerarmos {2 uma faixa ilimitada; a existéncia de autovalores discretos se torna um
problema nao trivial e depende da estrutura geométrica de €.

No caso particular em que Q2 = R x (0,a), a > 0, ou seja, €2 é¢ uma faixa reta infinita, tem-se

que o espectro de —AL ¢é puramente essencial e é o intervalo

G2 )

Agora, seja v: R — R? uma curva de classe C?, parametrizada pelo seu comprimento de
arco s, e denote por k(s) sua curvatura na posicao s. Defina (2, como sendo a faixa obtida
pela translagao de um segmento de comprimento constante, a > 0, ao longo de v tal que,
em cada ponto, esse segmento é paralelo ao vetor normal da curva (veja Figura 1). Suponha
também a ||k||, < 1. Sob a condigdo de que (2, é assintoticamente reta no infinito, ou seja,
lims) 00 k(s) = 0, tem-se a estabilidade do espectro essencial (quando comparado com o caso

da faixa reta infinita do paragrafo anterior):

oues (~08)) = [(%)zoo)

Em adigao, se k # 0, entao —Agy admite pelo menos um autovalor discreto; esse, esta abaixo
do valor (7/2a)?. A regiao €, pode ser vista como uma “deformagao” da faixa reta R x (0, a),
deformagao esta governada pela curvatura k(s). Durante anos, entender como k(s) afetava a
estrutura do espectro foi alvo de muitos trabalhos. Para uma consulta e mais detalhes sobre

esses resultados indicamos [9], [12] e [13].
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Figura 1: A regiao €2,.

Nesse trabalho, vamos considerar faixas ilimitadas de R? de largura constante (mais preci-
samente de largura 7) cuja fronteira nao seja suave, que possua um “canto”. Mais precisamente,
vamos considerar regioes exatamente como as da Figura 2. Tais regioes sao denotadas por €2y.
Observe que o parametro 6 representa o angulo denotado em vermelho e vamos consideré-lo
pertencente ao intervalo (0,7/2). Assim como na situagdo anterior, em que o interesse era
entender o papel da curvatura na estrutura do espectro, aqui estamos interessados em entender

o papel do “canto”.

Figura 2: A regiao (2.

O caso particular em que 6 = 7/4 foi estudado em [12]. Neste trabalho, os autores provaram
que o operador _Agml possui exatamente um autovalor discreto e mostraram que ele assume
o valor (0.93)72. Por outro lado, em [3], para todo # suficientemente pequeno, os autores
provaram a existéncia de pelo menos um autovalor para —Age.

Em [7], os autores revisitaram os resultados de [3] e provaram uma série de propriedades
adicionais para o problema. Mais tarde, em [14], outras propriedades foram alcangadas. Sendo
assim, neste trabalho, apresentamos resultados dessas duas tltimas referéncias, os quais sao
descritos abaixo com mais detalhes.

Seguindo [7], vamos:
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(i) Caracterizar o espectro essencial de —A§ . Sera mostrado que é dado pelo intervalo [1, 00).
(ii) Para cada 6 € (0,7/2), assegurar a existéncia de espectro discreto para —Ag .
(iii) Para cada 6 € (0,7/2), mostrar que o namero de autovalores discretos de —A§ ¢ finito.

(iv) Mostrar que o niimero de autovalores discretos de —Agﬁ cresce & medida que @ se aproxima

de zero.
Seguindo [14], vamos:

(v) Mostrar que existe o < m/4 tal que o nmero de autovalores discretos de —Af ¢ exata-

mente 1, para todo o* < 6 < 7/2.

(vi) Apresentar um comportamento assintotico para o ntimero de autovalores discretos de —Agg,

para 6 suficientemente pequeno.

Este trabalho esté dividido da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos algumas defi-
nic¢oes e resultados sobre a teoria de operadores que serao tteis ao longo do texto. No Capitulo
2, definimos detalhadamente a regiao {2y, o operador Laplaciano com condi¢oes de contorno
de Dirichlet em 0€)y e também apresentamos um problema auxiliar, que facilitard o estudo
nos capitulos seguintes. No Capitulo 3, apresentamos resultados correspondentes ao item (i) e
algumas caracteristicas a respeito do espectro discreto de —Age. O Capitulo 4 é dedicado aos

itens (ii), (iii) e (iv). Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos os resultados correspondentes a

(v) e (vi).
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Capitulo

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados bésicos e notagoes que utilizaremos ao
longo do trabalho. Iniciaremos com defini¢oes e resultados da teoria de operadores autoad-
juntos, operadores compactos e operadores multiplicacao. Em seguida, veremos alguns topicos
relacionados aos operadores que sao definidos por formas quadraticas. Apresentaremos o Princi-
pio Min-Méax e os Quocientes de Rayleigh, que apesar de estarem em sec¢oes diferentes possuem
praticamente a mesma finalidade neste trabalho e que nos fornecerao um algoritmo para en-
contrar autovalores de um operador. Por tdltimo, falaremos um pouco sobre as parti¢oes da
unidade, da féormula de localizagao IMS e finalizaremos com alguns exemplos importantes para
o desenvolvimento do trabalho. Em particular, comentaremos sobre o espectro essencial do
operador Laplaciano de Dirichlet. As principais referéncias usadas neste capitulo sao [6], 7],
8], [13] e [15].

1.1 O espectro de um operador

Nesta secao, B ¢ um espago de Banach complexo nao nulo e dom 7" C B um subespaco

vetorial.

Definicao 1.1. Seja T': dom T" — B um operador linear. Definimos o conjunto resolvente de

T como o conjunto dos A\ € C para os quais o operador resolvente de T em A,
R\(T): B—dom T, R\(T):= (T —\Id)™*,
existe e ¢ limitado, isto ¢, Ry(T") € B(B).
Notagao: p(T).
Definicao 1.2. O espectro de T' é definido como o complementar do conjunto resolvente em C.

Notagao: o(T) :=C\ p(T).
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Observacao 1.3. Todos os autovalores A do operador T' pertencem ao espectro, pois nesse

caso (T'— A1d) nao é invertivel.

Teorema 1.4. Sejam T: dom T — B e \g € p(T'). Entao, para todo \ do plano complexo tal
que |\ = Aol < 1/|[Rag(T)], temos

(e 9]

RAT)€B(B) e R\(T)=> (A=) Ry (T)",

J=0

em que a série € absolutamente convergente.
Corolario 1.5. p(T') é um conjunto aberto e o(T) é um conjunto fechado de C.

As provas dos resultados enunciados nesta segdo podem ser encontrados em |[8].

1.2 Operadores autoadjuntos

Nesta secao, H é um espago de Hilbert complexo e dom 7" C ‘H um subespaco vetorial.

Definicao 1.6. Um operador linear T": dom T — H é dito simétrico se

(T¢,n) =(,Tn), V¢&nedomT.

Dizemos que T' é hermitiano se é simétrico e dom T' C H.

Queremos introduzir a definicao de operador adjunto, mas para isso precisamos definir o

conjunto dom 7.

Definicao 1.7. Considere H; e Hy espacos de Hilbert e seja T: dom T' C H; — Hs um
operador linear. Definimos dom 7™ como o espago vetorial dos elementos n € Hs tais que o

funcional linear

(. T€), §€domT,
pode ser representado por ( € Hq, ou seja,

(n,TE) = ((,&), VécdomT.

Definicao 1.8. O operador adjunto de T é o operador T™ cujo dominio é dom T™ definido

acima e, para n € dom T%, T*n = (. Assim,
(n, TE) = (T™n, &), VEedom T e VnpedomT".
Observe que a hipétese dom T C H; € essencial para que o operador T™ esteja bem definido.

Definicao 1.9. Um operador linear T": dom T'E H — H é dito autoadjunto se T = T*.

16



Observagao 1.10. Se T' é um operador autoadjunto, entao (T¢, ) € R, para todo £ € dom T.
De fato,

(T€,8) = (£, T7¢) = (£, T¢) = (T€,¢),

para todo £ € dom T'. Além disso, todo operador autoadjunto é simétrico. E, como dom T é

denso em H, segue que todo operador autoadjunto é hermitiano.

Um resultado bastante tutil quando se trabalha com operadores autoadjuntos é o seguinte.
Teorema 1.11. Se T' é autoadjunto, entao o(T) é um subconjunto nao vazio de R.

Definicao 1.12. Um operador hermitiano 7" é dito limitado inferiormente se existe 8 € R tal
que
(€.T¢) = BlEl*, Ve edomT.

Dizemos que 8 é um limite inferior para T. Caso = 0 entao dizemos que 1" é um operador

Ppositivo.
Notacao: T > S1d.
Teorema 1.13. Seja T um operador autoadjunto com T'> f1d. Entao o(T) C [, 00).

Teorema 1.14. Seja T' um operador autoadjunto. Se A é um ponto isolado de o(T') entdo \ é

um autovalor de T
Baseados no resultado acima, usaremos a seguinte decomposicao espectral.
Definicao 1.15. Seja T' um operador autoadjunto. Definimos:

o O espectro essencial de T' como o conjunto oess(7") dos pontos de acumulagao de o (7))

junto com os autovalores de T de multiplicidade infinita.

e O espectro discreto de T' como o conjunto o4;5(T") :== o(T) \ 0ess(T), que é o conjunto dos

autovalores isolados de 7', cada um com multiplicidade finita.

Além disso, se 0..s(T) = ), dizemos que T possui espectro puramente discreto e, se og;5(T) =

(), entao dizemos que T possui espectro puramente essencial.

Observacao 1.16. Pelo Corolario 1.5, sabemos que o(7") é fechado, dessa maneira, segue que
Oess(T) C a(T).

O proximo resultado apresenta uma caracterizagao importante do espectro essencial.
Teorema 1.17. Se T ¢ autoadjunto, sao equivalentes:

(Z) AE Uess<T);

17



(13) Existe uma sequéncia normalizada (§,) C dom T (isto €, |||l = 1, para todo n) de tal

modo que &, — 0 e
(T'=XId)&, — 0, n— oc.

Tal sequéncia é chamada de sequéncia de Weyl para T em ).
Corolario 1.18. Se T' ¢ autoadjunto, entao oess(T) € um subconjunto fechado de R.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao podem ser encontrados em [8].

1.3 Operadores compactos

Definicao 1.19. Um operador linear T: dom T'E H — H é dito compacto, ou ainda comple-

tamente continuo, se T(A) é compacto em H para todo subconjunto limitado A C dom T.

Observagao 1.20. Equivalentemente, T: dom 7" C H — H é compacto se T (§,) possui uma

subsequéncia convergente em H para toda sequéncia limitada (§,) C dom T.

1.3.1 Perturbacdo compacta

Definicao 1.21. Seja A um operador autoadjunto. Dizemos que um operador C' tal que
dom C' C dom A é relativamente compacto com respeito a A se C (A +iId)™" é um operador

compacto.

Observagao 1.22. (i) Se C é relativamente compacto com respeito a A, entdo C' (A — z1d) ™"

¢ compacto para todo z € p(A).

(i) Se C' (A — zI1d)™" é compacto para algum z € p(A), entdo C' & relativamente compacto

com respeito a A.
(iii) C é relativamente compacto com respeito a A se, e somente se,
C: (dom A, [| - [la) — (H, |- )

¢ compacto, em que [[¢[[3 = [[¢]]* + | Av]*.

Corolario 1.23. Sejam A um operador autoadjunto e C' uma perturbacao relativamente com-

pacta de A. Entao:
(1) B= A+ C, definido com dom B = dom A, é um operador fechado.
(17) Se C' € simétrico, entdo B € autoadjunto.

(111) Oess (A) = Oess (B).
Corolario 1.24 (Teorema Classico de Weyl). Se A € autoadjunto e C' € autoadjunto e com-

pacto, entao Tess (A) = 0ess (A + C). Isso € vdlido porque C' € automaticamente relativamente

compacto.
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1.3.2 Operadores com resolvente compacto

Aqui faremos uma caracterizacao dos operadores autoadjuntos com espectro puramente
discreto, e por conta de tal caracterizacao, esses operadores também serao chamados operadores

com resolvente compacto.

Teorema 1.25. SejaT': dom T'C H — H um operador autoadjunto e assuma que dim H = oco.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

e 0. (T)=10.

o Kriste uma base ortonormal (ﬁj);il de H de autovetores de T', TE; = A;&;, para todo j,

com autovalores reais \j, contando suas multiplicidades, satisfazendo lim |\;| = oo (e,
‘]%OO

portanto, cada um deles de multiplicidade finita).
e R.(T) € um operador compacto para algum z € p(T') (e assim para todo z € p(T)).

A prova dos resultados enunciados nesta secao podem ser encontrados em [8] e [15].

1.4  Operadores multiplicacao

Seja 1 uma medida de Borel positiva sob um espago métrico X tal que u(E) < oo, para

todo conjunto de Borel limitado £ C X.

Definicao 1.26. Fixado um conjunto de Borel F, seja ¢: ' — C uma funcao mensuravel.

Definimos o operador multiplicacao por ¢ como o operador linear

(M) () = () P(x), Vi€ dom My,
em que dom M, = {¢ € L2(E) : (1) € L(E)}.
Proposicao 1.27. dom M, ¢ denso em L7(E) e M}, = M.
Corolario 1.28. M, ¢ autoadjunto se, e somente se, ¢ € uma funcgao real.

Exemplo 1.29. Seja Q@ C R™ um subconjunto aberto, limitado e com fronteira de classe C*.

A inclusao ¢ dada por

v HY(Q) — L£2(Q)
(CHE
& um operador compacto. Se substituirmos H' (Q) por H} (2), a hipotese de que 92 ¢ de classe

C' pode ser omitida e o resultado continua vélido (veja [11, Segao 5.7]). Como consequéncia,

se p: Q@ >R étal que p € C (ﬁ), entao o operador multiplicagao M., ¢ compacto.
As provas dos resultados enunciados nesta segdo podem ser encontrados em [8].
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1.5 Formas sesquilineares

Nesta secao considere dom b um subespago denso no espaco de Hilbert H.

Definicao 1.30. Definimos uma forma sesquilinear b em H como uma aplicagao
b: dom b x dom b — C,

que ¢ linear na segunda variavel e antilinear na primeira.
Em algumas situa¢oes podemos denotar dom b x dom b apenas por dom b.

Definicao 1.31. Dizemos que uma forma sesquilinear b é hermitiana se

b(&;m) =0b(n,§), VEne€domb.

Definigao 1.32. Se £ € dom b entdo a aplicagao £ — b(, &) = b(&) é dita forma quadrdtica

associada a b.

Observagao 1.33. Para todos &£, € dom b, vale

4b(&,m) = b(E+n) = b(§ —n) —ib(§ +1in) +1b(§ — in).
Esta igualdade é chamada identidade de polariza¢ao para formas quadraticas.

Proposicao 1.34. Uma forma sesquilinear b € hermitiana se, e somente se, a forma quadrdtica

associada € real.

Demonstracao. Suponha que b é uma forma hermitiana. Entao, para cada £ € dom b, temos

b(€) = b(E, &) = b(E, &) = (&),

que significa que b(§) ¢ real.

Agora, suponha que b é uma forma quadratica real. Pela Observacao 1.33, para todo

&,m € dom b,
DEm) = 7 [BE )~ b(E —n) — ib(E +in) +ib(E — in)
= L[pr+ & — bt - &) — vt~ ig) + vy + )]
= L[br+ &~ btn - &) v i) — ivn i)
= b(n, %),
ou seja, b é hermitiana. m
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Definicao 1.35. Uma forma sesquilinear b ¢ dita limitada se ||b]| < oo, em que,

b
||b|| — sup | <§17€2)‘.
e1,6edom b |&1 | [|€2]]
£1,£27#0

Exemplo 1.36. O produto interno (-,-) num espago de Hilbert ¢ uma forma sesquilinear

limitada, de norma 1.

Proposicao 1.37. Seb: H x H — C é uma forma sesquilinear limitada, entao existe um

unico operador Ty, € B(H) que satisfaz

b(gﬁn) = <bea77>7 Vfﬂ?EH

E também ||T|| = ||bl|. Além disso, se b € hermitiana, entdo Ty, é autoadjunto.

Observacgao 1.38. Em H, existe uma correspondéncia biunivoca entre as formas sesquiline-
ares limitadas e os operadores limitados. Respectivamente no caso das formas sesquilineares

hermitianas e os operadores autoadjuntos.
Definicao 1.39. Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. Entao:

e b ¢ dita positiva se a sua forma quadratica associada satisfaz b(¢,£) > 0, para todo

& € dom b.
e b ¢é dita limitada inferiormente se existe § € R tal que

b(&,€) = BEl*, ¥ &dom D.

Neste caso, dizemos que [ é um limite inferior de b.
Notacao: b > g 1d.

Observagao 1.40. Se b é uma forma sesquilinear limitada inferiormente, entao sua forma

quadratica associada é real. Assim, pela Proposicao 1.34, temos que b é hermitiana.
Definigao 1.41. Sejam b uma forma hermitiana e (§,) C dom b. Dizemos que:

o (&,) é uma sequéncia de Cauchy com respeito a b se

b(&, — &n) — 0, quando m,n — oo.

e (&,) converge a £ com respeito a b se £ € dom b e

b(& — &) — 0, quando n — oo.
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e b é fechada se, para cada sequéncia de Cauchy (§,) em (dom b,b) com &, — & em H,

tivermos que £ € dom b e

b(& — &) — 0, quando n — oo.

Definigao 1.42. Seja § um limite inferior de uma forma sesquilinear b. Definimos o produto

interno (-,-), em dom b C H por

Em particular, [[¢]|% = (¢, &), = b(&) — Bl + €]* = €[>, Portanto,

€11, > 1€l -

Definicao 1.43. Seja b uma forma fechada e limitada inferiormente, b > g 1d. Dizemos que D

¢ um cerne de b se D C dom b e ele é denso em dom b com o produto interno (-, ).

Lema 1.44. Seja b uma forma sesquilinear hermitiana e limitada inferiormente. Entdao, b é

fechada se, e somente se, (dom b, (-,-)+) € um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Primeiramente, suponha b fechada. Seja (,) é uma sequéncia de Cauchy em
(dom b, (-,-)+). Em particular, (§,) também é uma sequéncia de Cauchy em (dom b,b). Ja
que b é fechada, existe £ € dom b tal que b (&, —§) — 0, consequentemente, ||&, —&|[, — 0.
Portanto, (dom b, (-,-),) é um espago de Hilbert.

Agora, vamos supor que (dom b, (-, ), ) é um espago de Hilbert e considere (¢, ) uma sequén-
cia de Cauchy em (dom b,b) tal que existe £ € H com &, — £ em H. Mais ainda, note que (&,)
também é uma sequéncia de Cauchy em (dom b, (-,-);) que, por hipotese, é completo. Logo,

concluimos que £ € dom b e b(§, — &) — 0. Portanto, b é fechada. |

Definicao 1.45. Um operador hermitiano 7': dom 7' C ‘H — H define uma forma sesquilinear

hermitiana b? da seguinte forma:
bT(5777) = (£, Tn), dom bl =dom T.

Ainda mais, b7 é limitada inferiormente se, e somente se, 7' ¢ limitada inferiormente. Dizemos

que b’ & uma forma sesquilinear gerada por T.
Exemplo 1.46. Considere T: H? (R) — L2 (R) o operador T (¢) := —1)". Neste caso,
b (6, 0) = (0. —¢"),  dom b7 = H* (R).
Mais ainda, observe que utilizando integracao por partes temos
b () = (.= ) = (¥,¢)
Logo, podemos definir a forma sesquilinear b (1, ) = <w', 90'> com dom b = H' (R).

As provas dos resultados enunciados nesta segdo podem ser encontrados em |[8|.
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1.6 Operadores associados as formas quadraticas

Definicao 1.47. Seja b: dom b x dom b — C uma forma sesquilinear hermitiana com dom b =

‘H. O operador T} associado a b é definido por
dom 7, ={{e€domb:3¢(e€H comb(nE) = (n(),Vnedom b}.
Tb§ = C, V§€d0m T,.

Ou seja, b(n, &) = (n, T, €), para todos n € dom b e & € dom T,

Observe que se b é hermitiana entao o operador T; é simétrico pois

M, Tp&) =b(n,&) =0b(&n) =& Tyn) = (Tyn, &), VEnedom b

Mais ainda, se b é uma forma sesquilinear hermitiana limitada entdao o operador T} da

Definigao 1.47 coincide com o operador da Proposi¢ao 1.37.

Teorema 1.48. Sejam dom b & H e b: dom b x dom b — C uma forma sesquilinear fechada
e limitada inferiormente por 5 € R (consequentemente, b é hermitiana). Entao, o operador T,

associado a b € o unico operador autoadjunto satisfazendo T,: dom Ty, — H com
b(n.€) = (n,T5(€)), Vnedomb, &€ dom Ty

Ainda mais, T, > B1d e dom T}, € denso em dom b com a norma || - ||+ .

Exemplo 1.49. Sejam dom b= H! (R") C L (R") e

b, ) = (Vy, Vo), 1, ¢ € dom b.

Entédo, b(¢) = [|[V¥|> > 0 ¢ hermitiana e positiva.

Além disso, b é fechada. De fato, seja () uma sequéncia de Cauchy em (dom b,b) com
Y, — ¥ em L£?(R"). Em particular, (¢,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em H'(R"). Logo,
Y e H' (RY) e

U, — 1 em H' (R™).

Assim, b (¢, —¥) — 0, quando n — oo.

Agora, considere o operador autoadjunto 1" definido por

T: H2[R") — L2(R")
v = Ay

Vale a relagao b (v, p) = (v, Tp), para todos v € H' (R") e p € H?(R"). Mas podemos

observar, utilizando integracao por partes, que

(0, Te) = (¥, =Ap) = (Vy, V),

para todos ) € H' (R") e p € H? (R"). Portanto, T' é o operador autoadjunto associado & b.
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Para finalizar esta secdo vamos enunciar o seguinte resultado que é uma versao do Teorema

1.17 que utiliza a forma quadratica associada ao operador.

Teorema 1.50. Sejam T: dom T'C ‘H — H um operador autoadjunto e positivo e b a sua

forma quadrdtica associada. Entao, sao equivalentes:
(1) X € 0ess(T);
(i) FEziste uma sequéncia normalizada (&,) C dom b, de tal modo que &, — 0 em H e
(T'— A1d) &, — 0 quando n — oo,

em (dom b)*, que denota o espago dual do espago dom b.

A sequéncia satisfazendo o item (i) do Teorema 1.50 também é chamada de sequéncia de

Weyl para T em \.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao podem ser encontrados em 8] e [13].

1.7 O principio Min-Max

Proposicao 1.51. Seja T': dom T' C ‘H — H um operador autoadjunto e limitado inferior-

mente. Suponha que, contando a multiplicidade, os autovalores de T sejam
M(T) < X(T) < X3(T) < -+ < infoes(T).
Entao,

. (6, T¢) .7 _
)\1(T> = 0¢£ég£m T ”5”2 3 El = N(T /\1 Id),

)\2 (T) = inf <§’ Tg) s E2 = E1 @ N (T — )\2 Id) s
0£¢edom TNEL  |[€]|2

)\k(T) = inf <€7 T£> Ek—l = Ek_g e N (T — >\k—1 Id) .

0£eedom TnEL | [[E]|? ’

A Proposicao 1.51 é conhecida como caracterizagao variacional do espetro discreto.

Teorema 1.52 (Principio Min-Méx, forma do Operador). Seja T um operador autoadjunto e

limitado inferiormente, isto €, T' > B 1d para algum 3 real. Defina

)\n (T) = sup UT (wl,...,wn_l),

d)l 77777 wn—l
em que
U e WUyq) = inf T
T (wb 7w 1) weg)lm T W, ¢>
[l0ll=1
we["pl 77777 wn—ﬂl
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e [th,. .., 0n_1] € uma abreviatura para {p : (@, ;) =0,Vi=1,...,n—1}. Observe que o0s 1,

nao sao necessariamente independentes. Entao, para cada n fixo:

(a) Ezistem n autovalores (contando para autovalores degenerados o mimero de vezes igual
a sua multiplicidade) abaizo do infimo do espectro essencial de T e \,(T) € o n-ésimo

autovalor contando multiplicidade;

ou

(b) A\, € o infimo do espectro essencial de T, isto €, N\, = Inf{\ : X\ € 0.(T)} e neste
caso Ay = Agy1 = ... e existem no mdzimo n — 1 autovalores abaixo de A, (contando

multiplicidade).
Definicao 1.53. Seja {2 uma regiao aberta de R™.

e O Laplaciano de Neumann em €, denotado por —AY, ¢ definido como o tinico operador

autoadjunto em £? () associado a forma sesquilinear

of.9) = [ VFVgax
com dom g = H' (Q) ={f € L?(Q): Vf € L2(Q)}.

e O Laplaciano de Dirichlet em €, denotado por —Af, ¢ definido como o tinico operador

autoadjunto em £? () associado & forma sesquilinear

q(f,g)z/V_ngdx,
com dom ¢ = H} () ={f € H' (Q): f =0 em 0Q}.

Observagao 1.54. O operador Laplaciano de Dirichlet definido sobre um conjunto limitado
possui espectro puramente discreto. E os autovalores podem ser ordenados de modo a formarem

uma sequéncia monétona nao decrescente que diverge.

Definicao 1.55. Sejam H; um subespago do espaco de Hilbert H, A e B operadores autoadjun-
tos e positivos, em que dom A E H e dom B C H;. Escrevemos 0 < A < Bsedom B C dom A

e

0< (¥, AY) < (¢,BY), Vi €dom B.

Lema 1.56. Se 0 < A < B entao A, (A) < A\, (B) para todo n, em que \, € dado pelo Principio
Min-Mdz.

Proposigdo 1.57. (i) Se Q CQ, entdo 0 < —AD < -A§.

(ii) Para todo Q, 0 < —AY < —Af.
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(1ii) Se Qy e Qy sao subconjuntos abertos disjuntos de um conjunto 2 aberto tais que Q\ QU Qs

¢ de medida nula e (Q; U Qy)™ = Q, entdo
O S _Ag S _Agluflg
0 S _AglLJQQ S _Ag.

Existem varias versoes equivalentes ao Principio Min-Méax. A seguir enunciaremos uma

dessas versoes que sera usada ao longo do texto (veja [5, Segao 10.2, Teorema 2|):

Teorema 1.58 (Principio Max-Min). Seja T um operador satisfazendo as hipdteses do Teorema
1.52. Entao,

T
A (T) = max inf< QO’@,
FCdom T @eF ||pl?
P70

em que dim (dom T\ F) <n — 1.

As provas dos resultados enunciados nesta se¢ao podem ser encontrados em [8] e [15].

1.8 Os quocientes de Rayleigh

Definicao 1.59. Os quocientes de Rayleigh associados a um operador autoadjunto T em H,

de dom 7', sao definidos, para cada j € Z,, por

Tu,u
N(T) = inf sup g, (1.1)
{u1,...,uj}€dom T uE[ur,...,u;] <U,U>H
independentes u£0
em que [ug,...,u;] denota o subespago gerado pelos j vetores linearmente independentes

Ury .oy Uy

O teorema a seguir fornece a relagao entre os quocientes de Rayleigh e os autovalores de um

operador autoadjunto:

Teorema 1.60. Seja T um operador autoadjunto com dominio dom T. Assumimos que T €
limitado inferiormente. Considere v == min o.s5(17). Entao os quocientes de Rayleigh \; de T

formam uma sequéncia nao decrescente que satisfaz:
(1) Se \j(T') <, entdo é um autovalor de T';
(17) Se X\;j(T) >, entao N\;j(T) =~;
(i13) O j-ésimo autovalor menor que v de T (se existir) coincide com \;(T).

Observagao 1.61. Pelos itens (i) e (4i7) do Teorema 1.60, se um operador 7" autoadjunto e
limitado inferiormente possuir espectro discreto, entao conseguimos caracteriza-lo totalmente

através dos quocientes de Rayleigh.
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Lema 1.62. Seja T um operador autoadjunto em H associado a uma forma sesquilinear her-
mitiana b fechada e limitada inferiormente. Entao, os quocientes de Rayleigh de T' sao iguais
a

N(T)= inf sup

Uty u; €V U€ug,...,uj] <u’ u>7‘l
independentes u£0

Corolario 1.63. Sejam T e T operadores autoadjuntos em H e H associados as formas ses-
quilineares hermitianas b e b, respectivamente, as quais sao fechadas e limitadas inferiormente.

Assuma que
HCH, dombCdomb, blu,u)>buu), Yuedomb.
Sejam A\;(T) e \;(T) os quocientes de Rayleigh associados a T e T, respectivamente. Entdo
MN(T) > N(T), Vj>1

Note que o Corolario 1.63 é uma versao do Lema 1.56 que usa as formas sesquilineares

associadas aos operadores.

Exemplo 1.64 (Monotonicidade dos autovalores de Dirichlet). Seja 2 um subconjunto aberto

de R" e Q2 C Q. A extensao por 0 de O para € realiza uma incorporagao natural de H; (Q) em
H} (Q), e de £2(Q) em £2(Q). Entdo,

A (ZAZ) = A (<AB) . W= 1.

As provas dos resultados enunciados nesta segdo podem ser encontrados em [15].

1.9 Particoes da unidade e a férmula de localizacao IMS

Em alguns resultados vamos trabalhar com parti¢oes de unidade apropriadamente escolhidas

no seguinte sentido:

Definigao 1.65. Uma familia de fungdes {7, }sc4 indexadas por um conjunto A, é chamada

de particao de unidade de classe C* se satisfaz:
(i) 0 <794 (x) <1, para todo x € R™;

(i) > 7.%(x) =1, para todo z € R™;
acA

(iii) {7v.} é localmente finito, ou seja, em qualquer conjunto compacto K, temos 7, = 0 para

todos, exceto um numero finito, a € A;
(iV) Ya € C°;
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(v) sup 3 |V7a (2)]° < .

zER™ qc A
Observe que a defini¢ao de parti¢do de unidade que é mais comum pede que » 7, () =1
em vez do item (i7). No entanto, para nos o quadrado serd muito conveniente.

A chave para a abordagem geométrica apresentada aqui é a seguinte formula de localizagao:

Teorema 1.66 (Formula de localizagao IMS). Seja {7.} uma particao de unidade de classe
C®, de acordo com a Defini¢ao 1.65, e seja H = Ho+V', em que Hy € um operador autoadjunto

e V € um operador compacto e autoadjunto. Entao,

H = Z’YaH’Ya - Z ’v7a|2-

ac€A a€A

Chamamos o termo Y. |Va|* de erro de localizacdo.
acA

A prova desse teorema pode ser encontrada em [6].

1.10 Exemplo de espectro essencial
Exemplo 1.67. Considere a forma quadréatica
b(¢,¢) = /E IVo|* dady,

em que dom b= HJ (X), X = (0,00) xS e § C R""! ¢ um conjunto aberto, limitado e conexo.

Notacoes:

e O operador autoadjunto associado a b é dito Laplaciano de Dirichlet em ¥ e serd denotado

por —AL.

e Se escrevermos (z,y) € X, estamos afirmando que z € (0,00) e y € S. Deste modo, se

o(x,y) := ¢, denotamos

8%0 ’ ’
— = Vp:= \Y%
o= v e Vei= (9. V),
0 0
em que V, p 1= 1d . Li denota o gradiente de ¢ restrito & S.
ayl aynfl

e Denotamos o Laplaciano de Dirichlet restrito & S por —AZ.

Lembremos que o operador Laplaciano de Dirichlet definido sobre um conjunto limitado
possui espectro puramente discreto.
Primeiramente, como S é um subconjunto aberto, limitado e conexo segue que o (—Ag ) =

() e os autovalores do operador podem ser ordenados da seguinte forma
By <EBEy,<E3<---,
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em que F; é um autovalor simples (veja [11, Segao 6.5, Teorema 1]). Vamos denotar por xi(y)

a autofuncao normalizada associada a FEj, isto significa que

CAZ () = Braly) enmwaLM@szL

O objetivo deste exemplo é mostrar
Oess (—Ag) = [E, ).
Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em duas partes:
Parte 1. [E1,00) C 0. (—AR) .
Vamos mostrar que dado qualquer X € R, existe uma sequéncia de Weyl para —AL em E; + \2.
Mais precisamente, dado A € R, vamos construir uma sequéncia (¢,,)-, € dom b, que satisfaca:
(1) ||ton]] = 1, para todo n € Z,;

(2) ¥, — 0, quando n — oo;

(3) (-AR — (Ey + M) 1) ¢, — 0, quando n — oo, em (dom b)*, em que (dom b)* denota o

espago dual do espago dom b e

H (_Ag - (El + )‘2) I) 2ﬂn“(dom b)* = sup b (¢7 ¢n) — (El i /\2) <2¢’ 77/)71)
ocdom b\ J(6,0) + ol

Para tal construgao vamos precisar de uma fungao auxiliar. Tomemos ¢ € C§°(R) com
supp (¢) € (0,1) e

WW—Aﬁwmww4. (1.2)

Para cada n € Z,, vamos definir:

Observe que:
(i) supp(on) € (n?,n*+n).
De fato, note que supp (¢) C (0,1) e, pela defini¢ao de ¢, temos que

X
0<=—n<l & 0<zx—n%’<n

n
s nP<r<n®+n.

29



(i) / T u@) de = 1.

De fato, usando (1.2), temos que

* 9 <11 x 2
(@) dz = — (T n)| a
| te@ra= [T ze(E-n)| @
1 [ 2
ST
n Jo n
1 [ 9
- = d
+ [ e@rnan
— [ P du
= | el de=1.
0
> / 2 ]. 1 / 2
(iii)/ op(2)| dz=— ¢ (x)| dz.
0 n=Jo
De fato, como
,() 1 /<.T >
T)=—— ——n
Pn n\/ﬁ(p n ’
e lembrando que supp (gol) C (0,1), temos
e IVINE <1 2
/ 0, () dx:/ —— <£—n> dz
0 o |nyvn n

T [, 2
= — © (E—TL>’ dx
n® Jo n
[ R 2
= 3 ¢ (u)| ndu
1 [, 2
= = go(u)‘ du
L[y 2 4
oz, p (r)| dz.
. & " 2 1 ! 7 2
) [ o] = [ @]

De fato, como

e supp ((,0”) C (0,1), segue que
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e ” 2 d e 1 1 (T 2 d

1 0 " 2
n° Jo n
1 [, 2

- ¢ (u)| du
LYo, 2

= i ¢ (z)| dz.

Agora, para cada n € Z,, vamos definir
Un(2,Y) = nl@) €2 X1 (y). (1.3)

Queremos mostrar que essa é a sequéncia que procuramos, isto é, que satisfaz os itens:

(1) ||ton]] = 1, para todo n € Z,.

De fato, como e* = cos Az + i sen Az, é facil ver que ‘ei’\xl = 1. Também sabemos, pela

hipotese, que ”X1H2 = 1. Assim, para cada n € Z,, segue por (ii) que

]l = / o) & 3 (9] dyda

- / / en (@ [ ()P dyde
0

= [Tl | [l @] ao
_ /OOO on()2 dz = 1.

(2) 1, — 0 quando n — oo.

De fato, fixe ¢ € C§°(X) e observe que, para n suficientemente grande, v, e ¢ possuem
suportes disjuntos. Logo, para cada ¢ € C§° (X), (¢, ¢) — 0, quando n — oo. Como

Cs° (%) é denso em L2 (), concluimos que

(Yn,9) =0, VoeL(¥),

ou seja, ¥, — 0.

_ 2
(3) sup 2 ) Z A <2¢’ =
ocdom s\ J(6,0) + o]

— 0 quando n — .

31



De fato, seja ¢ € H} (X) e observe que
ARy, = —AD <90n i X1>
= ppeN < - Ag Xl)
= ppe <E1 X1>
= k <90n e X1> = E1¢y.
Ou seja, —AL ), = E; 1, e, dessa forma, segue que
b(¢,vn) — (Er + A°) (¢, ¥n)

_ / V6 Vi, dady — (Br + \2) / 3 dady
5 b

V6 Vi — (By+22) G| dady

I
T

?%+VMVWWJE+VMWJM@

I
T

U ) 6 (=8 ) = (By +A) 6, | dady

I
M\
=T

Ur) + @ (B ) = (B +X2) @i dady

()
()
5 () + G - \) | dedy
5 (-vn) -

I I I
m\ m\ m\
= = =

Un) = NG| dudy

— / [ _ @b;; —\2 @Dn}adxdy.
Z L
Ou seja,

3

[— U — A2, | G dady.
Mas pela definigao de 1, em (1.3), temos que
o P, = [90; + i son}e””“’ x1(y);

o ¢, = [902 + 20X, — A2 wn} e x1 ().
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Portanto, segue que
—tn = X = = | + 202, | (y), (1.5)
Assim, substituindo (1.5) em (1.4), obtemos
b(0.) = (Bu+ ) (0.) = = [ 5[l + 206l ] xa(y) dady.
Agora, usando a desigualdade de Holder, temos

b(6, ) = (B + %) (6, 6)

= ‘_/5[90;;+2i>‘90;}6i)\$>(1(y> dxdy’
)

< /‘5 [w;+2iAs&;}eiAxxl(y)‘dﬂfdy
>

< (/Elcbl2 dﬂcdy>é (é‘(wlﬂL?M@;) emxl(y)rdxdy)% (1.6)

Além disso, observe que

2 3
dxdy)

‘ (90;; +2i) <P'n) e 1 (y)

en 20N,

2 |e]* xa(y)? dxdy)2

([ atr a) dxr

’ dxf | (1.7)

o +2iNg,

(
-
al

o+ 2iX g,

-

Assim, voltando em (1.6) e usando (1.7), (iii), (iv) e a desigualdade de Minkowski, segue

que

b(6, ) = (Br +X2) (9, 6,)

- () ([

17

Pn

n

2 3 %
dx) +2])\|(/
0

2 3 2 1
dx) +—|/\| (/
n 0

de);]
2dx>%],

- (forem) [/

1

'

I

'
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1

Logo, s¢ ¢ # 0, j4 que ( JG dxdy)2 < (b(6.6) + 6]) " temos

b(6,00) = (By +X2) (6,40)

< Vb(6,9) + [4IP [% (/01 “P"‘z dx)% * % (/01

Ou seja,

2 3
4,0/‘ dx)]

1 1
a2 0NE 2N 2 )
© dx) —|—L(/ dx) .

n 0

Observe que o lado direito tende a zero quando n — oo, para toda ¢ € H} (X) nao nula.

’

¥

Vo (6,0) + 6 Ao

Portanto,

L b(0.%) = (B W) (6,00)
p
scdom v\ [h(6,6) + lo)?

90

— 0, quando n — oc.

Desta forma, mostramos que (¢,), é sequéncia de Weyl para —AL em F;+\?. Pelo Teorema

1.50, concluimos que
E + N e Oess (—Ag) .

Como a estratégia acima pode ser aplicada para cada A € R, temos
[Ela OO) g Oess (_Ag) .
Parte 2. 0., (—AZ) C [E},00).

Observe que, para cada ¢ € H} () nao nula, temos que

b(6,6) = /E Vo dudy

- I

> / IV, 8 dedy
b))

¢l

2 2
+ ‘Vy<b‘ > dxdy

> B / 6I? dady
>

= B ¢l
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Isso significa que b (¢, ¢) > Fy ||¢]]%, ou seja,

S b (¢7 ;b) ,
]|

Mas, pelo Principio Min-Max, sabemos que

M (CAD) = e L0

CeeHi® ||of)*
¢#0

Vo€ Hy (X)), 0 #0. (1.8)

1

Logo, segue por (1.8) que E; < info (—AR) <info., (—AE), ou seja,
Oess (—AED) C [Ey,00).
Portanto, pelas Partes 1 e 2, concluimos que
Oess (—AE) = [Ey,00).
[ |

O exemplo acima é muito importante para o nosso trabalho pois a partir dele podemos fazer

as seguintes consideragoes:
e Pela Observagao 1.16: 0., (—AR) C o (—AR);
e Pela Parte 1: [F1,00) C s (—Ag) Co (_A€)5
e Pela Parte 2: 0 (—AZ) C [E), 00);

Portanto, o (—Ag) = [E1,0), ou seja, o espectro é puramente essencial.

Observacao 1.68. A mesma conclusao do exemplo acima é valida se considerarmos o operador

Laplaciano em ¥ com condi¢ao de Neumann em {0} x S e Dirichlet em 0% \ ({0} x S).
O exemplo a seguir serd muito util para caracterizarmos o espectro essencial do operador

discutido no Capitulo 3.

Exemplo 1.69. Seja 2 C R™ aberto tal que existe um compacto C de modo que
Q\K = U 2, (uniao disjunta),
7 finito
em que para cada j, o conjunto ; ¢ isometricamente isomorfo a um semi tubo 3, = (0, 00) X S;,

em que S; C R"™! ¢ um conjunto aberto, limitado e conexo. Entao

Oess (_Ag) = U [E{> OO) = |:II1]1DE{, OO) ’

j
em que B! =info (—Agj).
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Demonstracao. Primeiramente, observe que, para cada j, segue do Exemplo 1.67 que
(B, 0) C 00 (~A8)
Mas como j ¢ finito, segue que
{m]ln E{, oo) C Opss (—Ag) )

Agora, considere B= A+ C com A =—Af, B=—-AF+ M, e C = M,, em que ¢ é uma

fungao positiva, suave e com suporte compacto tal que ¢ > min E{ em KC. Observe que, pelo
j

Exemplo 1.29, o operador C' é compacto e, pelo Corolario 1.24, o espectro essencial é estavel

sob perturbacao compacta, ou seja,
Oess (A) = Oess (A4 C) = 055 (B). (1.9)

Desta forma, podemos estudar o espectro essencial do operador B. Seja b a forma quadratica

associada ao operador B:

B, ) = /Q Vo)l du+ /Q 6 1(w)? du,

dom b= H} (). E observe que
Lol de = [ oo du
Q K
> minE{/ o]* du. (1.10)
J K

Por outro lado, sabemos que o <—A€j) = [E{, oo) e, pelo Principio Min-Méx,

[ 19l du
El= inf 2

dom b '
¢€¢;0 / |'17Z)|2 du
Xj

Logo, para toda 1) € dom b nao nula, temos

/Z Ve du > B /Z Wl du. (1.11)
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Assim, usando (1.11), temos

/ VP du > / Vo du
Q QK

> [ 19l du
i U
S [ Il du
j )
> in 7 2 4d
> ;(rnjm 1)/2j!¢\ u
. 1 2
_ QFEXE;K;W\du

= minE{/ | du.
J Q\K

Ou seja,

/ﬁvwﬁduzrmnE{/‘|¢qu (1.12)
j ok

Assim, por (1.10) e (1.12) temos que

/w du+/¢|¢| du > m.inE{/ 2 du+m.inE{/!w|2 du
oK J K

J

= m1nE{/|¢|2 du.
j Q

Dessa forma, para todo ¢ € dom b nao nula, b (1, 1) > min E/ |4, ou seja,
j

Logo, min B! < inf 0(B) < inf 0eg(B), isto €, . (B) C [min E{,oo). Mas, por (1.9),
j J
temos que

Oess (—Ag) - mjin E{,oo) )

Assim, pelas inclusdes acima, concluimos que

Oess (—Ag) = mlnE{,oo) .

L J

Os exemplos desta secao foram detalhados a partir de [7].
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Capitulo 2

O problema do Laplaciano de Dirichlet em uma
faixa com canto

Neste capitulo, vamos definir a regiao do plano que iremos trabalhar e, usando formas
quadraticas, iremos definir o operador Laplaciano de Dirichlet nessa regiao. Denotamos as

coordenadas cartesianas do plano R? por X = (z1, 7).

2.1 Geometria da faixa

Estamos considerando conjuntos ilimitados do plano em forma de V| isto é, uma faixa infinita
de largura constante com um canto. Nosso interesse é estudar as propriedades que estao ligadas
ao operador Laplaciano com condi¢es de contorno de Dirichlet em tais conjuntos. Assumimos

sem perda de generalidade que a regiao satisfaz:
e O canto nao convexo esta na origem (0, 0);
e A regiao é simétrica em relagao ao eixo xy;
e A espessura da regiao é igual a .

O tnico parametro é a abertura da faixa, 6 € (0,7/2). A regiao sera denotada por €y e
descrita por
7T
Qp = {(l’l,{lfg) € R?: z; tanf < |z5] < <$1 + —) tan@}.
sen ¢

Veja a Figura 2.1.

2.2  Operador Laplaciano de Dirichlet

Considere a forma quadratica Qg definida por:
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Qo (1) = / IV ()2 dx, 2.1)
dom Qg = HS (Qg) .

Podemos observar que se 1 € dom g, entao ¥ = 0 em 02y.
Denotamos por —Agg seu operador autoadjunto associado que é chamado de operador La-

placiano de Dirichlet em €.

$

(~5r3°0) 00— - -~~~ -~

Figura 2.1: A regiao €.

E possivel mostrar que dom (—Af ) = {H' () : =AY € L2 (Qp) e ¢ = 0 em I}. No

entanto, nossas estratégias se basearao em estudar a forma quadratica (2.1).

2.3 A meila-faixa

Devido a simetria da regiao 2y também vamos trabalhar com a regiao (2, chamada de

meia-faiza, definida por
QF = {(z1,22) € Qp : 22 > 0}.

Em particular, defina dp Q2 = 9Qy N IQ . Veja a Figura 2.2.

Denotamos por —Ag}v o operador Laplaciano com condi¢oes de contorno mistas de Dirichlet-
Neumann em (2. Mais precisamente, —Agg ¢ o operador autoadjunto associado a forma
quadratica

Q)= [ Ve oo ax
& (2.2)
dom QF = {7,D € 0! (QZ) 2 =0 em GDQ;}.
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E possivel mostrar que

dom (—ABN) = {w e H' () : ~Av € £2(0f), & = 0 em p O
e Oyt =0 em x9 =0},

em que do?) denota a derivada parcial de primeira ordem de 1) em relagao a variavel xs.

Neumann

Figura 2.2: A faixa (g e a meia-faixa (.

Para mais detalhes sobre o dominio do operador Laplaciano, indicamos [4].
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Capitulo

Coincidéncia dos espectros

Neste capitulo, vamos caracterizar o espectro essencial do operador —Age. Além disso,
mostraremos que o seu espectro discreto coincide com o espectro discreto do operador —Agiv .
0
Tal identificagdo nos permitird (no proximo capitulo) investigar os autovalores de —Agiv em
0

vez de —Agﬂ, facilitando o estudo. Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [7].

3.1 Espectro essencial

O seguinte resultado é uma consequéncia do Exemplo 1.69.

Proposicao 3.1. Para cada 0 € (0,7/2), o espectro essencial do operador —Age coincide com

o intervalo [1,00).

Demonstrag¢ao. Observe que para cada 6 € (0,7/2), podemos tomar um compacto Ky C Qy de

modo que
Qo \ Ko = Q1 UQy,
em que €1 e €y s@o isometricamente isomorfos & ¥ = (0, 00) x (0, ).
Ja vimos que —Ag possui espectro puramente essencial e com o primeiro autovalor igual a

1 (veja mais detalhes em Apéndice B). Assim, segue, pelo Exemplo 1.69, que

Oess <_A£9) = [17 OO) :

[ |
Observagao 3.2. De forma similar & Proposicao 3.1, é facil ver que o, (—Agﬁv ) = [1,00).
0
Dessa forma, garantimos que o espectro essencial dos operadores coincidem.
3.2 Espectro discreto
Vimos que 04 (—Agﬁ) = [1,00) e, como oy (—Age) esta “abaixo” do espectro essencial,

podemos descrever a sua procura pelo estudo do problema
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CAD 4 —
{ A?;@iokq’b Ermngglg’ com A < 1lew #0. (3.1)

Lema 3.3. Se ¢ € uma autofuncao de —Agg, entdo ¥ € par e Oxtp = 0 em Qy N {(x1,22) €
R?: 29 = 0}.
Demonstracao. Considere A € oy, (—Age) e seja 1 uma autofuncao associada, ou seja, 1 €
dom (—Af)) e

—AL Y = A
Vale enfatizar que \ < 1.

Escrevemos v = ¢P¥ 4 ¢)™P3 em que

Y(x, ) + Y(21, —22)
2

¢(9517 $2) - ¢($1, —1’2)‘

PP (2, 2p) = 2

PP (21, 22) =

Observemos que:
e Continuidade: Claramente ¢P* e 1)™P¥ s3o continuas em ).

° _Aggl\f ,[ppar — )\wpar e _Agé\f r(/}impar — )\wimpar.

De fato, temos que

—ABPN yppar(py 25) = —AEN (1/)($1=172)+1/’(x1=—x2))

2

—A&N(w(wl,:w)) - A&N(w(xl,—xz))
2

)\@Z)([El, 172) + )\@Z)(ZEl, —[EQ)
2

= AYP(21, 32).

De modo semelhante, mostramos que

—ABN I (g ) = A (3 ).

e Condicoes de fronteira:

m Em 0Q: As funcgoes 1P¥ e ¢)™Par satisfazem a condi¢ao de Dirichlet.

Ja que (x1,z5) € 09y se, e somente se, (x1, —z3) € ISy, a propriedade segue do fato

que 1 = 0 em 99y e das expressoes de YPar e (p™Par,

m Em 2z, = 0:
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(i) ¥P* satisfaz a condi¢do de Neumann.

De fato, basta observarmos que

aprar(xl,O) _ 82¢($1a0) ; 621/}(1'170) — 07 vxl c <—Se7;0,0> '

(ii) +p™Par gatisfaz a condi¢ao de Dirichlet.

De fato, sabemos que
PP (1, —xg) = =P (21, 29),  V (21, 22) € Q.
Logo, ™3 (z;,0) = 0, para todo z; € (—7/sen,0).

Para finalizar, iremos mostrar que 1)™P*" = (). Para isto, defina as regioes Ay e A, como na

Figura 3.1.

Ay Ay

Figura 3.1: As regices Ag e A} .

Observe que A C Ay. Considere os operadores —A% e —Af\)g. Caracterizando seus
0
autovalores de acordo com o Principio Min-Max, encontramos as sequéncias nao decrescentes
o
(/\j (—A%))jl e (A (—Afe));il. Pelo Exemplo 1.64, temos que
N(=AR )z N (=48, viz1
Por outro lado, sabemos que o (—Afg) = [1,00). Logo,
A (—AD ) > 1.
1 Ag -

Consequentemente, o Laplaciano de Dirichlet em A} ndo possui autovalores menores que 1 e

isto mostra que 1™P¥ = (), pois caso contrario 1™P¥ seria uma autofuncao de —A% associada
0

a A < 1, o que nos levaria a uma contradigao.
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Portanto, concluimos que 1) = ¢** e satisfaz a condicio de Neumann em Q N {(zy,z5) €
R? : x5 = 0}. |

Proposigao 3.4. Para cada 6 € (0,7/2), 04is (—Agg) coincide com o gs <_A£9iv>-
Demonstracao. Primeiramente, considere A € 0y (—Agiv > e seja 1) uma autofuncgao associada,
2

ou seja, ¥ € dom <—A£§V> e
—Ageiw = M.

Defina ¢ como a extensao par de 1 com respeito a segunda variavel:

B U (x1,29), sexy >0
Sp(xhl'?)_{ w(I17—I2), seac2<0 .

Queremos mostrar que ¢ é uma autofuncao de —A39 associada a \. Observe que:

e Continuidade: Como 1 é continua em (2, segue pela paridade da extensdao que ¢ é

continua em (g.
e Condigao de Contorno: ¢ = 0 em 0€2. De fato,

(i) Se zy > 0, entao ¢ = ¢ em Qf e, por hipotese ¢ = 0 em 9N, logo ¢ = 0 em
00 N {(z1,22) € R? : 25 > 0}.

(ii) Se x9 < 0, entao (1, x2) = Y(x1, —x2) €, pela simetria da regiao €2y, temos ¢ = 0
em 0 N {(x1,12) € R?*: 15 < 0},

o —A{ ¢ = Xy. De fato,

(i) Se x5 > 0, entdo ¢ = 1) que por hipotese é uma autofuncao de —Agiv. Entao,
2

—Age © = Ap.
(ii) Se x9 < 0, segue que
0? o?
—Agéﬁv o(x1,0) = “ o5 (p(x1,22)) — Diry? (¢(21, 22))

0? 02

T 0n2 (bl —22) = 052 (o1, —2))

= )\1/1(351,—352)

= Ao(x1, ).
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As consideracoes acima e o fato que 1 € dom (—Ageiv ), implicam que ¢ € dom (—Agg) e

—AG, ¢ = Ap. Logo, A € gais (—AF)). Portanto,
Tdis (—Agﬁv ) C ouis (=Ag,) - (3.2)

Agora, considere A um autovalor de —A£9 e seja 1) uma autofuncao associada. Pelo Lema

3.3, a restrigao de 1 em Qg ¢ uma autofungao de —ADPY com autovalor . Assim,
6

ouis (~08,) € 0w (~A5Y) (33

Por (3.2) e (3.3), concluimos o resultado pois

oas (~A8,) = oais (~A5Y)
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Capitulo I

Espectro Discreto

Neste capitulo, discutiremos as caracteristicas do espectro discreto do operador Laplaciano

de Dirichlet em Q. Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [7].

4.1 Mudanca de coordenadas

Seré mais conveniente trabalharmos com uma forma quadratica cuja a regiao de integracao

em (2.2) nao dependa de 6. Para isso, defina a seguinte regiao
= { (x,y) € (—m,00) x (0,7) :y <z +m, sex € (—m,0) }

Considere dp) como a unido das fronteiras horizontais de Q. Veja a Figura 4.1.

Dirichlet

Neumann .~ ~

AK

Dirichlet
Figura 4.1: Regido = {2z e suas condigoes de fronteira.

De acordo com as consideracoes do Apéndice A, a forma sesquilinear resultante da mudanca

de variaveis é
59 (¢790) = /Q [tan20¢$ SO:B +¢y ‘Py} df[)dy, (41)

com dominio

V:{¢6H1(Q) : wz()emﬁpfl}. (4.2)

Observe que passamos a dependéncia de # para a expressao de by.
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Denote por Ty o operador autoadjunto associado a forma sesquilinear by em 2. Como os

operadores Ty e —Agﬁv sao unitariamente equivalentes, eles possuem o mesmo espectro.
0

4.2  Existéncia do espectro discreto

Nesta secao, estamos interessados em garantir que o espectro discreto do operador —Agg
€ nao vazio.

Observe que todo autovalor do espectro discreto, se existir, é necessariamente menor que 1.
Como o operador —Aggﬁv é autoadjunto, sabemos que o seu espectro discreto, se existir, pode
ser completamente determinado pelos quocientes de Rayleigh. Veja que o primeiro quociente
de Rayleigh de —Aggy é dado por:

Vel
)\1 (9) = inf W
oxvenr! (f) of
¥=0 em Op Qf

Assim, observe que, se A;(f) < 1, entao pelas consideragoes acima \i(0) € oy (—A%V), o

que garante a existéncia do conjunto. Portanto, é suficiente concluir o seguinte resultado:

Proposicao 4.1. Para cada 0 € (0,7/2), o primeiro quociente de Rayleigh A\1(0) de —Agfrv é
6

menor que 1.

Demonstragao. Considere a forma sesquilinear deslocada py dada por:

Bo (1, 0) = by () — / b dady,

e a forma quadrética associada
PG (w) :ﬁG W,W
Para concluir que A;(6) < 1, é suficiente mostrar que existe ¢ € V, nao nula, de modo que

Py (1) < 0, pois nesse caso

By () = o (0 0) <0 = Bo<w,w>—/ﬁ|w|2dxdy<o

= b (¥,0) < lvll3

b
— 0 (¢7;b) < 1’
10113
para toda ¢ € V nao nula. E, pela definigdo de \;(f), seguira que
b6’ (¢> 2/})
A1(0) = inf <1
O =8 Tl

Assim, vamos mostrar a existéncia de ¢ € V tal que Py (1) < 0 a partir de duas etapas:
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Etapa 1. Contruir uma sequéncia () C V tal que Py () — 0, quando n — oo.

Considere x uma funcao corte suave de modo que

(2) = 1, sexze€|—m0]
A N} sex € [1,00) ’

ou seja, supp (x) C [—m, 1]. Para cada n € Z,, defina y,(z) == x(z/n) e

Yn(,y) = Xn(x) seny.

Observe que supp (x,) C [—m,n|. E ainda, 1, € V, para todo n, pois sen() = senm = 0 e,

portanto, ¥, = 0 em 9pQ). Assim, segue da defini¢ao que

159(7%) = ﬁ@ (wmwn)
— By (s o) — /Q [ drdy

= [ [t 0102+ 000 — 04 ] . )
Mas, sabemos que
o (0,0 = X, (x) sen®(y):
o [9ythnl® = xn®(2) cos?(y);
o [tul* = xn®(2) sen®(y).

Entao, substituindo em (4.3), obtemos

Puwn) = [ [ran0x, (o) senl) + x,%(e) cost(y) = xi(a) sen(y)] dady

- /Q [tam2 0)(;12(:13) sen’(y) + x»”(z) (cos®(y) — senQ(y))] dzdy.

Pela definicao de x,,, podemos ver que x, = 1 e x,, = 0 em [—x,0]. Logo, segue que

= [ [ [ ox e sento) 4 xio) (eot) - sen(v)]
+ /000 /07r [tan2 Hx;f(:v) sen’(y) + x»”(z) (cos?(y) — sen2(y))} dydz
= /_i /Ox+7r (cos*(y) — sen’(y)) dydx

+ /OOO /07r [tan2 9)(;2«3) Senz(y) + XnQ(l") (COSQ(y) . Seng(y))} dydz.
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Mas também temos que

/_O /OW (cos(y) — sen’(y)) dydz = % / " sen (2 + 7)) dz = 0,

—T

Entao, reescrevendo temos

Pt = [ [0 @) sen) + ) (costo) s’ ()] dye
=[] o @) sent(o) dyao
; / " / " 2@ (cos?(y) — sen*(y)) dyds
_ /0 " /0 "tan?0 X, (x) sen’(y) dyd
= [Tutdn [ (o) —sert(y) dy
= vt [ @)de [ sen)dy

— tan29/ X;Q(x) dz [E}
0 2

mtan26 (™ o
- = /xn (2) da.
0

Derivando a fung¢ao x, (), obtemos

Xn () = X (E) L_x/m

n;,yn n

Fazendo a mudanca de variavel u = x/n, chegamos em

- mtan?@ [™ 2
P = 25 [ @
2 n , 2
_ T tan 9/ Xn(i)‘ da
2 0
rtan26 [|x (z) ’
= / n dx
2 0 n
o tan? 0 /1 2\ de
B 2 0 X\ n?
Ttan?6 [, 2
pr— d .
2n /0 X (u)’ Y
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L 9
Agora, tomando kg = 7tan? 6 / ‘X (u)‘ du, podemos observar que kg > 0 e nao depende
0

de n, logo

. K
Py (¢y,) < ﬁ, VneZ,.

Assim, fazendo n — oo, segue que Py (¥n) — 0, 0 que conclui esta etapa.

Etapa 2. Construir um elemento ¢ € ¥V de modo que py (¢, ¢) € diferente de zero e indepen-

dente de n, para algum n.

Considere n # 0 uma fungao corte suave de z com suporte em (—m,0) e f uma fungao de

y € [0, 7], que vamos determinar posteriormente, a qual satisfaz f(0) = f(7) = 0. Defina

o(x,y) = n(x) f(y)

Relembre a sequéncia (1,,) da etapa anterior. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, definimos

Ve (T,9) = ¥n (2,9) + e d(2,9).

Observe que wn (Z‘,y) = ¢(I’y) - 07 s€ Yy = 0e Yy = m. LOgO, 77Dn,s =0 em aDﬁa ou Sejaa
Une € V. Assim, segue que

By (Yne) = Py +ed)
= Do (Vn+e0, ¥y +e9)
= Do (Vn, ¥n +€0) + Po (€0, Uy + €9)
= Do (¥n,¥n) + € P (Un, 8) + € Do (6,1n) + €% Do (6, 9)

= Py () + 20 (Vn, 0) + 2 Py (9).

Isto é,
Py (Yne) = Py () + 2 Pp (Y, @) + 2 Py (0). (4.4)

A seguir, vamos realizar alguns célculos em que dividiremos a regiao €2 em dois subconjuntos

P e R como mostra na figura a seguir. Pela parametrizacao de P e R, temos

/ dyde = / dydzx + / dydx
Q P R
0 T4+T oo s
= / / dydx + / / dydz.
—r Jo o Jo

Assim, segue que
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/£
Ve
V4
7/
P R
o *
—T 0
Figura 4.2: Os subconjuntos P e R.
Do (Yn, @) = Do (xn() sen(y), n(z) f(y))

_ / tan? 0, () sen(y) 1 (2) /() + xa(2) cos(y) () f ()
~Xa(@) sen(y) () f(y)] dyda
_ /Q [taf@x;(m) sen(y) ' (z) f(y)
() xa(a) ( cos(y) £ (y) = sen(y) f()) ] dyda
_ / / " a0y, (@) sen(y) o () F(y) dyd
w7 o) sen) (@) £ dyde

+ /0 /ss+7r n(x) Xn(:r)(cos(’y) £ (y) — sen(y) f(y)> dydz

/ / COS (y) — Sen(y)f(y)) dydz
/_W/ ; COS Sen(y)f(y)) dydz

/_7r/+7r COS dydx
= /ﬂn(x) /0 H (cosw) F(y )) dyde

T+T

= [ o) [eost 5]

0
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Logo,
0

Do (U, @) = / n(z) cos(x + ) f(x + m) dz.

Lembrando que cos(x + m) = — cos(z), vamos escolher f(y) = n(y — ) cos(y — 7). Note que

essa funcao satisfaz as condigoes f(0) = f(m) = 0. Assim, temos

Do (Vn, @) = / n(x) cos(x + m)n(x + 7 —7) cos(x + 7 — ) dz.

—T

= / n*(z) cos(x + ) cos(z) d.

—Tr

Observe que 7 é independente de n. Além disso, como cos(x) = 0 em [—, 0] se, e somente se,
r = m/2, entao

0
/n2(x)cos2(x)dx:0 <~ n=0.

—T

Mas por hipotese n % 0, logo concluimos que —7 < 0. Ou seja, para todo n € Z,

159 (wnv ¢) 7é 0.

Isso conclui a Etapa 2.

Para concluir o resultado, observe que temos por (4.4) que

PG (¢n,€) - P@ (¢n) +25ﬁ9 (¢na¢) +52p0 (¢)

K
< —2eT + €2,
2n

em que ]59 (¢) = . Tomando ¢ suficientemente pequeno, temos que €% < €7, e entao

—2eT+ €2§ < —€T.

€
Por outro lado, tomando N suficientemente grande, temos que ;—]f] < ?T Assim,
Py(Yn.) < B
0 N,e = 9N
< &
— — €T
2
o eT
2
< 0.
Portanto, temos que Py (Yne) < 0, 0 que implica que () < 1. [ |
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4.3 Numero finito de autovalores no espectro discreto

Nesta segao, estamos interessados em garantir que independentemente da abertura 6, a
quantidade de autovalores no espectro discreto do operador —Age é sempre finita. Lembrando
que podemos trabalhar na regido () com a forma sesquilinear by; veja (4.1) e (4.2). Assim,

vamos fixar a seguinte notagao:

Definigao 4.2. Sejam T um operador autoadjunto e A € R, denotamos por N (7', \), o indice

maximo j tal que o j-ésimo quociente de Rayleigh de 7' é menor que .

Observagao 4.3. No caso em que T é um operador autoadjunto definido por uma forma
sesquilinear hermitiana, fechada e limitada inferiormente b, com dominio dom b, e () é a forma
quadratica associada, também usamos a notagao N(Q, \) para representar o numero N (T, \).

Note que ja discutimos que os autovalores do espectro discreto do operador —Agﬁv podem

0
ser descritos pelos quociente de Rayleigh menores que 1. Dessa forma, se concluirmos que

N (—Agiv : 1) ¢ finito, seguira imediatamente o resultado que queremos, isto é,
0

Odis (—Agf) ¢ finito.
0
Logo, resta garantir o seguinte resultado:
Proposigao 4.4. Para cada 0 € (0,7/2), N (—Agg, 1) € finito.

Demonstracao. Seja (Qy a forma quadratica associada a by, ou seja,

Qo (V) = / (tan29|&pw|2 + |8yw]2) dady,

Q

em que dom Qp = V. Agora, considere (X0, x1) uma parti¢ao da unidade de classe C*°, como
na Defini¢ao 1.65, em que
x)

{ Xo(z) (
Xo(2) (x)
Desse modo, podemos observar que supp (xo) C (—00,2) e supp (x1) € (1,4+00). Defina, para
R>0ele{0,1}, a fungao

L e xi
0ex1

sex > 2

0, sex<1
L,

X&R($) =Xy (R_1$) , (45)
e veja que (XoR,X1,r) ¢ uma particdo da unidade de classe C'* com supp (xor) C (—00,2R) e

supp (x1.r) € (R, +00).
Assim, segue pelo Teorema 1.66 que

2

2 ’
‘ 1/}_ X1,R wa

Ty = (XO,R Ty XO,R)¢ + (XI,R Ty XLR>¢ - ‘XELR
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1 € dom Ty. Consequentemente,

, 2
ey, (4.6)

Qo(v) = Qe(Xo,R V) + Qe(Xl,R V) — “Xé},R 1/JHZ - ‘

¥ € V. Além disso, segue de (4.5) que x,g(z) = x, (R"'z) R™!, e entdo

! 1 2
X¢ (R_ x)’

’ 2 _
XZ,R(x)’ =R

2
, temos

Definindo Wg(z) = |X£) (I?*lx)‘2 + |X/1 (R™'z)
2 , 2 )
R @) =R (@),

Xow (@)
Logo, podemos escrever

, 2 , 2 , 2
rvfy = [ Pos@f 1R+ [xia)] 10 dedy

= I

= [R_2WR(x) |v|* dady

Q

o], |

2

, 2
+ Xl,R(ﬂc)’ ) ||* dady

Xo,R(fL’)

= /QR—2 We(a) (Ixow 12 + 1.8 0I?) dady. (4.7)
Vamos introduzir os seguintes subconjuntos de Q (veja as Figuras 4.3 e 4.4):
e Ogr = {(x,y) eQ:x< ZR};
e Or= {(x,y) e x> R};
e também,
o V= {¢ € H' (Opr) : ¢ =0em dpQNAOyg e em {2R} x (0,71')};
eV, = Hj (O1R).
Assim, vamos definir duas formas quadraticas:

Qurlo) = [ [t 010.0 + 10,0 ~ R Wi(a) [07] dody (18)

em que dom Qur = Ve £ € {0,1}.
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Dirichlet

Neuman{j_,-" O 0, R Dirichlet

R 2R
Dirichlet

Figura 4.3: Regiao Oy r e suas condigoes de fronteira.

Dirichlet

Dirichlet O 1, R

R 2R
Dirichlet

Figura 4.4: Regiao O, e suas condigoes de fronteira.

Agora, observe que

Qor (XorY) + Q1R (X1.RY)

= [ [t 010 xon v + 10, xor o - R Wa(o) o of] dody
Oor
[ [0 xam v + 10, s vl - R Wao) b ] dody
O1r

= / [taHQ 010: xor ¥I* + |9, X0k WZ} dady — / R™2 Wr(z) [xor ¥|* dzdy
Oo R )

0,R

4 [ [ran6 o, vn ol + 10, xim v dody — [ R Wila) s vl dody
O1Rr o

1,R

= [ [tan2 010 xor V> + |0y, Xor w|2] dzdy — / R™2Wr(x) |xor %|* dzdy
Q Oo,r

+ [ [t 010 xiw vl + 10, xom o dedy — [ R We(e) g of dody
Q O1r

= Qs (ror®) + Qs (rird) — /O R? Wa(x) |xor 12 dady

- / R Wr(z) [x1,r ¥]* dzdy.
O1r
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Portanto, temos

Qor (XorY) + Q1r (X1RY) = Qo (XorY) + Qo (X1,RY)

- [ R Wi(a) s v dedy
Oo R

— / R—2 Wr(x) |x1R 1/)|2 dxdy.
O1r

Por outro lado, como supp (xor) € (—00,2R) e supp (x1r) C (R, +00), podemos reescrever

a Equacao (4.7) como

|

Vvl Iavlly = [ R W@ hor vl decy
0,R

(4.10)
+ / R™2Wx(z)|x1r ) dzdy.
O1r
Por (4.6), (4.9) e (4.10), concluimos que
Qo(¢) = Qor (Xor¥) + QLr (1R V) (4.11)
Para concluir a prova da Proposi¢ao 4.4, vamos mostrar os seguintes lemas:
Lema 4.5. N(Qg, 1) S N(QO,R, 1) + N(QLR, 1).
Demonstragio. Sabemos a formula dos quocientes de Rayleigh correspondentes a Qp:
Aj = inf sup @ (lg)
BV wer [Pl
dim E=j $#£0
Primeiramente, observe que
Il = (dr+xde) 1013
2 2
= Xor I¥lg +xir 1215
= lxor®lIG + Ix1r ¢ - (4.12)

Agora, vamos considerar a aplicagao
J:V — Vo x VWV
Y o (XO,R% X1R @/))-

Em particular, se considerarmos J: V — J (V) obtemos uma bije¢ao. Para ¢ € V, vamos

denotar vy := x¢r 9 € vale notar que

1elld = 12ello, . - (4.13)
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Logo, por (4.12) e (4.13), temos

Qo (v)

Il su
FCIV) pes-1(F) |03

im F=j

)‘j:

Qor (XorY) + Q1r (X1,RV)

1
fcﬁv) ves1(F)  |IxoR %ZJH?) + [Ix1,r ¢||?z
im j

Qor (Vo) + Q1r (1/)1)

inf sup
FEIO) (oamyer 1ol + 1111,

im F=j

Como J (V) CVy x Vi, pelo Corolario 1.63, obtemos a estimativa

Qor (Vo) + Q1r (V1)

in . = . (4.14)
FI er [l + 10105,

Aj >

Para ¢ € {0,1}, vamos considerar Tyg o operador autoadjunto com dominio dom (7 r)
associado a forma quadratica Qyr. Por (4.14), vemos que j; é o j-ésimo quociente de Rayleigh

do operador diagonal T, r dado por
Tor O .
’ com dominio dom (7yg) X dom (7} gr).
0 Tl,R ? ’

Observe que os quocientes de Rayleigh de T} r estao associados as formas quadraticas Qg r.

Logo, p; é o j-¢simo elemento de

{Ak (QoRr) } U {)\k (Q1Rr) },

em que A\ (QRr) representa o k-ésimo quociente de Rayleigh de Qyr. Desse modo, segue que

N(Qp, 1) < N(Qogr, 1) + N(Qig, 1).

Lema 4.6. Para todo R > 0, N(Qor, 1) € finito.

Demonstracao. Observe que Qg r esté definido sob Oy g que é um conjunto aberto e limitado.
Logo, Ty r possui espectro puramente discreto. Assim, podemos ordenar os seus autovalores em
uma sequéncia nao decrescente que tende a infinito. Portanto, a quantidade de autovalores de

(Qo,r menores que 1 ¢é finito. [ |

Lema 4.7. Eziste Ry > 0 tal que para, R > Ry, N (Q1r, 1) € finito.
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Demonstragao. Considere o subespago fechado Z := {®(z) sen(y) : ® € L2 (R,00)} do espago
de Hilbert £2 ((R,00) x (0,7)). Vale a decomposigao ortogonal

L2 ((Ry00) x (0,7)) =TT
Em particular, para ¢ € V;, tem-se
¢ (z,y) = B(x) seny + o(z,y), (4.15)

com ® € H' (R,0) e ¢ € VI NT .
Em alguns momentos usaremos as notagoes Iy ¢(x,y) = ®(z) sen(y) e I1;¢ = ¢(x,y). Devido
A (4.15),

/ / ) sen(y) p(z,y) dydx = 0, (4.16)
para toda ® € H! (R, 00) e toda » € V; N Z*. Logo,

/0 "sen(y) oz, y)dy =0, qtp. 2], (4.17)
O que também implica

/07T sen(y) 0, ¢(x,y)dy =0, q.t.p. [z]. (4.18)

Por (4.17), temos que

o0 Oy <(I>($) Sen(y)) Oy p(x,y) dzdy

_ / /  sen(y) 9, o, y) dyda
_ (/ 9,, sen(y) xy)dy)d
- /R o ([

= 0.

sen(y) p(x,y dy) dx

o\

E por (4.18), temos

/01 R tan® 60, (tb(x) sen(y)) 0 ¢(x,y)dedy

- / /tan28(I>/(x) sen(y) 0, p(z,y) dydz
r Jo

_ /ROO tan? 0 @ (z) (/07T sen(y) 0, ¢(z, y) dy) da

= 0.
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Assim, podemos escrever

Qir(0) = Qir(Ilpo +11,0)
= Qiro0) + Qur (I11¢)

+ 2/@ Oy (@(ac) sen(y)) 0y o(x,y) dzdy

+2 / tan® 6 0, (@(x) sen(y)> Oy p(z,y) dedy (4.19)
O1r

-2 / R™2 Wg(x) ¢ I11¢ dady
O1r

= Qiroo) + Qir (Ilio) — 2/ R™2 Wg(2)Ig ¢ IT1 ¢ dady.

O1r

Sejam € > 0, f = /Wgr(z)Ilg ¢ e g == /Wgr(z) II;¢. Vamos usar a desigualdade auxiliar

(Lf—\/gg)2 > 0.

\/E
Entao,
L 2
B f°=2fg+eg°>0
= —2fg=z—<'fP-eg’
= —2 fgdady > —&* fAdady — 6/ ¢* dady
OLR OI,R Ol,R
= — 2/ R? fgdady > —¢! / R™2 f2dady — 8/ R™2 g% dzdy.
O1r O1,r O1r
Ou seja,

- 2/ R™2 Wr(2)ITy ¢ I, ¢ dody > —5_1/ R™2Wr(z) |y ¢ dady
01 g o

1,R

—5/ R™2Wr(x) [TI¢|° dzdy.
O1r
Desta forma, de (4.19) segue que

Qir(9) > Qir(Ig¢) + Qg (ig) — et /o R™> Wr(z) [ ¢|2 dxdy
- (4.20)
—g/ R™2Wk(z) | ¢|* dzdy.
O1r
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Pelas consideracoes do Apéndice B, sabemos que, para o operador —85 em H}(0,7), os dois

primeiros autovalores sao \; = 1 e Ay = 4, sendo seny a autofuncao associada a A;. Assim, se

W = dom Qy \ <I N dom Qg), tem-se

Ay = inf Qe(“‘;).
vew ]|
70

Desse modo, para toda ¢ € [sen y]L, temos que

Qe( )
H 12

Em particular, como II;¢ L Il ¢, temos que

o Mmzjﬂ@m%y

/ 0, o2 dady > 4[| Tg]l3, .
O1r

Seja M o maximo de Wr, que existe pois xg, x1 € C* com suportes em (—o0,2) e

Logo, segue por (4.21) que

/ [tanQ 010, ILo|* + |9, Lo — 2R2 Wg(x) |H1¢|2] dady
O1r

v

/ tan® @ |0, H@dedy—i—/ |0, T ¢|? dedy
Ol,R OI,R

—2R—2M/ ITT, ¢ dzdy
O1r
> 4[Lol3, , — 2R*MIL[[5,

_ (4_ 9R 2 M) 613, .-

Agora, tomando € = 1 em (4.20), obtemos

Qir(0) > Qirlgo) + Qg (1) — /O R™2Wg(z) [Ty ¢|* dady

- / R2 Wa() [Tof* dady
O1r
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_ / [tan® 010, Ty o2 + 19, Ty 6 — R~ Wi () [Ty 6| ddy
O1r
+/ [tan29]8x Lo + 10, L ¢|* — R~ Wg(z) \Hl(p\?] dedy
O1r
—/ R™2Wr(z) |y ¢ dady — / R™2Wr(z) [ ¢|* dady
OI,R Ol,R

:/ [tan® 010, Ty 012 + 10, Tlo 0 — 2R~ W) [Ty of* | ddy
O1r

+/ [tan29]8x o + |9, L ¢ — 2R Wg(z) \Hl(pﬂ dedy
O1r

v

/ [tan20|8$ Ty ¢|? + |0, Ty 6|2 — 2R~ Wg(x) |HO¢|2} dady
O1Rr

+(4- 2R2M) Lo,

Sabemos que Iy ¢(z,y) = ®(z) sen(y),

/ [tan2 0 0, ®(z) seny|® + |9, ®(z) seny|” — 2R2Wr(z) |®(z) seny|2] dzdy
O1r

_ /ROO {tan29|8x<b(x)]2 </0ﬂsen2ydy>} dw+/ROO [\@(@\2 (/OWCOSdey)] do
—2R2/ROO {WR(@ D ()| (/OﬂseHdey)} dz

_ g/ [tan 010, B + [ — 2R We(2)| ] dr.
R

Portanto, considere ¢r(®) = g/ [tan2 010, ®* + |®|> — R™2Wg(x)|®|?| dz e observe que
R
Qi (¢) = r(®) + (4= 2R M) [ILg[,

Note que, se tomarmos R = v/M, teremos 4 — 2R2M = 2. Como —M < —Wg(z) para todo
z € [R,2R], definimos

G (D) ;:/ (a0 00, @ + B ~R M 1 on| 8] dr (4.22)
R

E obtemos a desigualdade
Qir () > Gr(P) + 2”H1¢||?91,R- (4.23)

Vale notar também que Gr(®) age em Hj (R, o), enquanto 2[|I1;¢[[3, . age em Vi N T+
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Denote por Tk o operador unidimendional associado a forma quadratica gr. Assim, por
(4.22) e (4.23), temos que o j-ésimo quociente de Rayleigh de 77 g tem como limite inferior o

j-ésimo quociente de Rayleigh do operador diagonal
Tk 0
0 2Id )°

N(Qir1) S N(Gr,1) + N(20d, 1) = N(Gr, 1).

Se mostrarmos que N (Gr, 1) é finito, concluimos a demonstracao deste lema. Defina o

Entao,

operador unidimensional U, agindo em £? (R, o0), por
Up=—tan®0¢ +V(z)0o,

em que V' é o potencial dado por

[0, sexe(R,2R)
Viz) = { 1, sex € (2R,00)

Vamos dividir o intervalo (R, c0) em dois conjuntos: I; = (R,2R) e I, = (2R, 00), com os

dominios associados:
o D, ={v e H'(L) : ¥(R) =0}
o D, = H'(L,).
Assim, temos que U < —A?IN b ( — Ag + Id) := 5. De fato,
e dom (U) C Dy, @ Dy,;
o S(¢p) =U(v), para todo ¢ € dom (U).

Logo, como U < S, segue pelo Principio Min-Méx que A;(U) < A;(S). Portanto, como I
¢ limitado segue, como discutido no Lema 4.6, que N (—A}?N , 1) é finito. Além disso, como
—Ag +1Id > 1, entao

N(S,1) < N (=APN 1) + N (-AY +1d,1)
= N(=Aan%1)
< 0.
Desse modo, concluimos o Lema 4.7, pois N (U, 1) = N (Q1 g, 1) é finito paraR > Ry = vVM. N
Com isso, também concluimos a Proposicao 4.4, pois, pelo Lema 4.5, temos
N(Qp,1) € N(Qogr,1) + N(Qur, 1).
E, pelos Lemas 4.6 ¢ 4.7, temos que N (Qor, 1) e N'(Q1 r, 1) sdo finitos, para todo R > Ry = v/M.

Portanto, para cada 6 € (0,7/2), o nimero de autovalores no espectro discreto do operador

Laplaciano com condigao de Dirichlet em 24 € finito. |
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4.4  Relacao dos autopares para angulos pequenos

Proposigao 4.8. N (—A{ . 1) cresce a medida que 6 — 0.

Demonstragao. Para qualquer caixa @ C )y como na Figura 4.5, temos, pelo Exemplo 1.64,

que
N (0) <X (Q), jeELs,

em que \; (/) e \; (Q) sao os quocientes de Rayleigh de —A{ e —Af, respectivamente.

Figura 4.5: A faixa {)y e uma caixa de Dirichlet Q em seu interior.

Vamos escolher o retangulo Q limitado pelas retas verticais x1 = —am e x1 = 0 e pelas retas

horizontais xy = +07, em que « e [ satisfazem

(e

aE(O 1) e pr=(—asenf+1)

"sen f cos@’

Desse modo, os autovalores do problema de Dirichlet em Q sao (ver Apéndice B)

k2 12
4—52 + ?, k,leZ,.
J& que estamos procurando os autovalores que sao menores que 1, temos que « deve ser escolhido

maior que 1 e, com isso,

—asenf +1
p = ot
cos 6
—senf +1
< -
cos
< 1
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Consequentemente, devemos ter k = 1. Portanto, os A; (Q) menores que 1 sdo da forma

1 j2
/\j(Q) = 4—524‘@
1 j2
— s+
(—asen6+1) o
P
cos
cos? 0 52

4(1—asenf)® o

Agora, vamos otimizar Q, isto é, vamos encontrar o minimo de \; (Q). Para isso, vamos

analisar a equacao
send cos? 0 27

2(1—asen)® ao?

Para 0 suficientemente pequeno temos cosf =~ 1. Sendo assim, passaremos a estudar a equacao

senf 25

2 a3’

cuja solucio é o = 43 j3 sen~3 6. Substituindo em A; (Q), obtemos

cos?d

Q)= (1—4%]% sens 9)

1
1 2+4%j% sen’ 0

: 1.2 2
Considerando Z = 43 j3 sens 6, vemos que

. . 7, =0, 4679
Z(7+Z>:1 < 2221,6527 .
(1-2) Zs = 3,8793

Veja que a tnica raiz da equagao que é menor que 1 é Z;. Assim, basta tomarmos Z < 00,4679

que obteremos \; (Q) < 1. Como Z = 45 j5 sens 0, temos que
Jj= 732 0,5 sen ' 6.
Portanto o nimero maximo J, tal que A; (Q) < 1, é maior que
0, 46792 0,5 sen 16~ 1,601 sen™' 6.

Fazendo § — 0, temos que J — 00, ou seja, o numero de autopares aumenta a medida que

o angulo diminui. |
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Capitulo 5

Numero de autovalores discretos

Neste capitulo, discutiremos algumas caracteristicas do espectro discreto do operador —Age
para valores de 6 proximos de m/2 e proximos de 0. Os resultados deste capitulo podem ser

encontrados em [7] e [14].

5.1 Monotonicidade dos quocientes de Rayleigh em rela-
cao ao angulo de abertura

Vamos relembrar a forma sesquilinear 59, associada ao operador Ty, definida no Capitulo 4:
bo (0) = [ [1a? 010,001 + 10,00, dad, (5.1
em que dom by ¢ 0 subespaco
V= {¢6H1(Q) : zp:c)emaDQ}.

Proposigao 5.1. Fizando um inteiro j > 1, a fungdo 6 — \; (6) € mondtona nao decrescente
em (0,7/2).

Demonstra¢do. Primeiramente, observe que, para cada 6 € (0,7/2), a regido {2 e o dominio V
da forma sesquilinear by definida por (5.1) néo se alteram.
Agora, considerando 6 € (0,7/2), a aplicagao 6 + tan®6 é crescente. Consequentemente,

se 61 > 6, entao
bo, (1, 9) > by, (1,9), Ve eV.

Isso significa que, fixado ¢ € V, 0 — 59(¢, 1) é mondtona nao decrescente.

Assim, pelo Corolario 1.63, temos que
i (01) > Aj(6), Vj>1.
Portanto, 6 — \; (6) também é mondtona nao decrescente. |
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5.2 Numero de autovalores discretos para angulos proxi-
mos de /2

Nesta secao, iremos encontrar um intervalo de variacao para 6 de modo que o espectro
discreto do operador —Agg possua um unico autovalor. De acordo com os resultados do Capitulo

4, a estratégia é estudar Ty. A principal referéncia desta segao é [14].
Teorema 5.2. Para todo 0 € [arctan 2/5,%/2), téem-se N (Ty,1) = 1.

Demonstracao. Queremos investigar valores de # de modo que Ty possua apenas um autovalor

discreto. A estratégia é a seguinte, suponha que A\;(#) e A\y(f) sdo autovalores discretos de Tp.

Logo, eles pertencem ao intervalo (0, 1) e sabemos, pelo Principio Max-Min, que
A;(0) = max inf Qo (V)

E; veb; [[9f?
40

(5.2)

em que F; denota qualquer subespago de V com codimensao j — 1, ou seja,
codmE; =dim(V\ E;)=75—-1, j=1,2.

Em particular, observe que codim E; = 0 implica em E; = V.

Considere o triangulo P como na Figura 5.1.

u

Figura 5.1: O triangulo P.

Denote por £ o segmento {(z,y) € R? :y =0e x € (—m,0)}. Defina o operador
Hy = —tan®0 0, — 0.

Vamos considerar o problema de autovalor auxiliar

Hyp=pe, emP
=0, emL . (5.3)
Oyp =0, em IP\ L
Sejam 1, (6) e u2(0) os dois primeiros autovalores do problema (5.3) e ©f e § as autofuncgoes
correspondentes.
Observe que, no caso particular § = 7/4, temos H,/, = —A. Ainda mais, pelas consideragoes
do Apéndice B,
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e go%(x,y) = cos (g) sen (g),

Vamos assumir, e demonstrar posteriormente, que s (6) > 1.

Consideremos o subespaco

Elz{wev:/gomdxdyzo}.
P

1
2
5 us 3 3
¢ [ (%) ) e @, (v,y)=cos (g) sen <7y) + cos <§) sen (%)

Quando ¢ € V, vamos denotar por ¢ a sua restricago em P. Observemos que, para cada

0 €€ ={pe H(P): p=0em L} tal que / ¢l o drdy = 0, tem-se
P

/ odedy < iz (6) / o2 dady
P P

IN

/ [tanQQ loz|? + |<py|2} dzdy.
P

Por outro lado, para cada ¢ € V,
|k dsty< [ [eantopuf? + ] dedy.
A\P Q\P

Desse modo, por (5.4) e (5.5), obtemos

/w\?dxdy g/ [tanzﬁ\z/}xIQ—l— \wyﬂ dedy, Vi € By,
Q Q

Assim, ja que codim E; = 1, segue por (5.2) que

Aol6) > inf & (“Z) > 1.
vein el
p#0

Portanto, A;(f) ¢ o tnico autovalor no intervalo (0, 1).

(5.4)

(5.6)

Agora, para finalizarmos esta demonstragao, vamos estimar valores de # de modo que

p2 (0) > 1. Lembremos, pelo Principio Max-Min, que

tan?0 |, ? + [, ] dedy
po (0) = max inf P

pely peFs ||(,0H2
P#0

Y

em que F, denota qualquer subespago de € com codimensao 1. Observe que
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5 ™
9 = ()
/[|§0x’2+|90y|2] dzdy
= max inf ZZ
vely pely el
p#0

[ [san 6.l + fo,?] ddy
max {cot?#,1} max inf 22

pEF> pEl Hg0||2
»#0

IN

= max{cot? 6,1} uy (0).
Portanto,

pi2 (0) > = min {tan®4,1} . (5.7)

DN | Ot

Logo, pela desigualdade (5.7), vemos que se 6 € [arctan 2/5,7r/2>, entao g (#) > 1. O

que conclui a demonstracao do resultado. |

5.3 Numero de autovalores discretos para angulos peque-
nos

Esta secao possui a mesma finalidade da Secao 4.4. Mas aqui vamos explicitar a taxa de
crescimento do niimero de autovalores discretos em relagao ao angulo de abertura. A principal
referéncia desta secao é [14].

Através de mudancgas de variaveis similares ao Apéndice A, serd mais conveniente traba-

lharmos com a forma quadratica
o 0) = [ [10al 104 ] ey
Ty
agindo na regiao
T
P:{ ) € (0, 0,7) :y < 2 tané, e((),—)}.
0 (z,y) € (0,00) x (0,7) :y < xtand, se x -~

Veja a Figura 5.2.

Dirichlet

™ y
/o
Ne umann 4

/

0 4l Dirichlet
tan @

Figura 5.2: A regiao I'y e suas condicoes de fronteira.
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Considere Ay o operador autoadjunto associado a forma quadratica ay em I'y.

Usaremos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 5.3. Se existe um subespaco G, C dom ag de dimensao p tal que

ag (¥)
[[40]|2

<1, V¢eg,

entao N (Ay,1) > p.

Demonstracao. Para verificar o resultado, basta relembrarmos a definicao dos quocientes de
Rayleigh associados ao operador Ay que, pelo Lema 1.62, podem ser escritos na forma
a
Aj(0)=inf  sup 0 (V)

 BCdom ag yep |92
dim E=j »#£0

Teorema 5.4. Para cada € > 0 e 0 suficientemente pequeno, tem-se

3
47

N(Ag, 1) >

| =

em que

1 (2(¢5_5)>g 10,3407
6

"% 3(1+¢) N(1+5)%'

Demonstragao. Inicialmente, vamos construir um subespaco G, C dom ag, de dimensao p, de

acordo com o Lema 5.3. Considere o setor circular
Sp={(r,p):0<r<m/fel<yp<b}.

Observe que Sy C I'y, uma vez que 1/0 < 1/sen@. Veja a Figura 5.3.

T -
4
7/
/
/7
Y
sy X

0

Figura 5.3: O setor circular Sy contido na regiao I'y.

Usaremos as notagoes a seguir para facilitar:
e R={s:0<r<n/lep=0}U{s:r=n/0e0<p<b}
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e C={s:0<r<m/fep=0>0}
Assim, vamos considerar o seguinte problema em Sp:

_A¢ = /“% e S@
v=0, emR
821D = O, em C

Tal problema pode ser visto geometricamente através da figura abaixo.

Neumann Dirichlet

So

Dirichlet

Figura 5.4: A regiao Sy e suas condi¢oes de fronteira.

De acordo com as consideracoes do Apéndice B, dentre as autofunc¢oes do problema acima

vamos selecionar as seguintes:

gn(s) = sen(ny) J, (Z\/m> )

- T
n= 20
em que J,, denotam a funcao de Bessel, e os valores p,, n = 1,2,...,p, sao escolhidos de modo
que
Iy <@) =0. (5.8)

Agora, devemos estimar o ntimero de valores y, satisfazendo (5.8) e a desigualdade p < 1.
Observe que a condi¢ao dada por (5.8) significa que \/fi,, /6 é 0 n-ésimo zero da funcao de

Bessel de ordem 7, o qual iremos denotar por J,, .

J& ¢ um fato conhecido de que o comportamento das fungoes de Bessel de ordem maior esta

conectado com as fungoes de Airy. Nesse caso, de acordo com [10],
1 3 1
Tnn <0+ Bu® + 7650m7, (5.9)

em que

e b, ¢ o n-ésimo zero da func¢ao de Airy Ai(b).

Para n suficientemente grande, de acordo com [1], temos

et (2 (1)), -
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em que

win

f(z) ~ 2

Assim, dado € > 0,
f2) <z (1+e),

para todo z suficientemente grande. Considere
ko1
— — — —
M=+, m=[M]

em que [M] denota a parte inteira de M. Temos que m < M e

SE_3
m 0 4.

De acordo com (5.10), (5.11) e (5.12),

5m = _bm27g

< (%)ign_222gu+@
< (3;)3<M—i>32‘§(1+5)
- (5) @) e
::(?Jsg<3d1@<ﬂﬁ_®>“+@2
_ (31)5%—5)

60 3
_ 73 (V55 -5)
o

3

Finalmente, por (5.9) e (5.14),

(V35 -5) 3 (V55 -5)

g < 2
N R

o1 5 1 1
1+ > 22 —)).
< * 48 22 36 24 o (26>)

= 2n.

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Assim, J, ,, < 1 para todo 6 suficientemente pequeno. Para finalizar, observe que, pela Equacao

(5.13), m aumenta & medida que o 6 diminui.

71



Apéndice

A Mudanca de variaveis na forma quadratica
Relembre a forma quadratica dada por

Q)= [ [10al + 10l drrde

domQ;:{zDEHl (QZ) :w:OemGDQ;}.

Inicialmente, perceba que a regiao 2 (Figura A.1) depende fortemente de 6. Logo, através
do Teorema de Mudanca de Variaveis, iremos transferir essa dependéncia da abertura para a

expressao da forma quadrética e trabalhar com uma regiao fixa.

”

—Tr

sen 6
Figura A.1: A regiao Q.

Vamos fazer a mudancga da regiao seguindo os passos:
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1°. Reflexao sobre o eixo x1: (x1,x9) — (21, —x9).

sen

Figura A.2: A regiao ap6s o passo 1.

o ~ ‘ _ cosf) —senf T
2°. Rotagdo por 0: (21, —x2) — < senf  cosf ) ( —Z9 > .

Ou seja, (x1, —x2) +— (21 cos + xosend, zy sen — x5 cosb)

T
tap 0

—T
Figura A.3: A regiao apods os passos 1 e 2.
39. Translagao por 7 em xq: (7 cosf + xosenf, xy sen — xocosd) — (Z,7), em que
(2,7) == (z1co86 + x9senf, xy sen§ — xo cosh) + (0, 7).

s

~ tanf

Figura A.4: A regiao .#, resultante dos passos 1, 2 e 3.
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4°. Dilatagio por tanf em z1: (Z,7) — (tan?0 ., 7)

/s

Figura A.5: A regido .
Assim, podemos descrever a regiao §) por

Q= Qax :{(az,y) € (—moo)x (0,m):y<zx+m, sex € (—W,O)}.

Considere dpf2 como sendo a uniao das fronteiras horizontais de €2 como na Figura A.6.

Dirichlet

Neumann .~ ~

JAK

Dirichlet

Figura A.6: Regido Q = Q2z e suas condigoes de fronteira.

Definimos a transformagao F'~': Qf — Q por

20
T senf on 1 0
. cos 0 4
L2 senf —cos6 L2 T
Observe que J~!, a matriz Jacobiana de F~!, é
senfl  senf
J = 9 e detJ !'=—tan6.
sen“ 0
—cos 6
cosf
Para ¢ € V,
senfl  senf
Py Y, sen 6 + 1, send
TV = sen? 6 -
sen2
ey cos y s 99 — 1, cosf
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e, portanto,

|JVYP = sen?0 [¢,]° + 2 sen?04p, ¥, + sen? 0 |1, |

sen49 sen? 6 ) 9
00826 |wx\ —2 - cos 0 1, 1y, + cos® 6 |1,
B 2 g sen? 0 5 ) ) )
= (sen®0+ ey [s|” + (sen? @ + cos?0) [y
sen? 6
= Ol

= tan20 [¢.]” + ¢,

Assim, segue pelo Teorema de Mudangas de Variaveis que

/ IV (21, 22)|* dayda, :/ ‘J’lvwﬁdetﬂ dzdy
Qf Q

1
:/Q [(tan26’ s |” + |¢yl2) m} dzdy.

Com isso, obtemos a forma

1
/Q{(tan 0 ]@bx| +]@Dy| ) anG} dzxdy.

agindo em £? (Q, l/tanﬁdxdy). Agora, considerando a aplicagao ¢ +— vtanf1, obtemos a

forma quadrética

Q) = [ [t 0 0af + 1" ] dody.

agindo em £? (Q) com a medida usual. Logo, podemos descrever a forma sesquilinear associada
aQ:
b (6.9) = [ [t 010, 0| + 10, 9y01] oy,
Q
com dominio
—{ven (@) :v=0emap0}.
Definigao. Considere H; e Hs espagos de Hilbert.

e Uma fungao bijetora U: H; — H, é dita transformagao unitdria se satistaz:

<U.’L’7 Uy>'r"[2 = <{E, y>7—[1a V$,y € Hl‘

e Operadores T e T sdo ditos unitariamente equivalentes se existe uma transformagao uni-
taria U de modo que T = UTU .
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Observagao. Se dois operadores autoadjuntos sao unitariamente equivalentes, entao eles pos-

suem O 1mesio espectro.

Considere Ty como o operador autoadjunto associado a forma sesquilinear by em 2. Como
todas as transformagoes que utilizamos nas mudancas de variaveis sao unitarias segue que os

espectros de —ALY e Tj coincidem.
0

Observagao. Seguindo os passos da mudanca de regido acima até o 3° passo, obtemos ..

Assim, se realizarmos a translacgao

%9 — Fg
T
(a,b) — <a+m,b>,

obtemos a regiao I'y introduzida no Capitulo 5.

T /

tan 6
Figura A.7: Regiao I'y.

B Os autovalores do Laplaciano de Dirichlet

Considere um subconjunto aberto e limitado 2 C R™. O problema de autovalor para o operador

Laplaciano em {2 consiste em encontrar todos os valores A € R de modo que a equagao

~AY =\

admite solugoes nao triviais, com alguma condi¢ao de fronteira imposta sobre 1. Aqui consi-

deraremos o problema de autovalor com condicao de Dirichlet, isto é,
—AY =X, em ()
=0, em 02
No caso unidimensional, temos o seguinte exemplo:

Exemplo B.1. O problema de autovalor do Laplaciano com condi¢ao de Dirichlet em I = (0, 1)

pode ser descrito por
{ —" =X, em 1
P(0) =) =0
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Assim, os autovalores sao da forma

Para o caso bidimensional, temos os exemplos:

Exemplo B.2. Os autovalores do Laplaciano de Dirichlet no retangulo R = (a,b) x (¢, d)

- (wxx + ¢yy) = )\fﬁ, em R
=0, em JR

Sa0
n2m? m2m?
b—a2  [d=or

E as autofuncoes correspondentes sao

) =sen (5 ) sen (L) nm ez

Exemplo B.3. Para o caso do circulo, utilizamos as coordenadas polares. Assim, o problema

n,m e Zy.

>\nm =

de autovalor do Laplaciano de Dirichlet em D = {x € R?: ||X|| < R} pode ser dado por

1 1
—(¢rr+;¢r+ﬁ¢99>=)\w, se0<r<Rel<0<2rm
=0, ser=Rel0<0<2rm

Usando o método de separacao de varidveis, alguns calculos mostram que

Q| 2
)\nm:< R ) , neNemeZ,,

em que a, , ¢ 0 m-ésimo zero positivo da fungao de Bessel do primeiro tipo J,

—1)* 7\ 2k+n
B =2 W O
E as autofungoes correspondentes sao dadas por
Yom(r,0) = Jo (Aom7) ,
L (r,0) = cos(nf) J, Aumr) € 2 (r,0) = sen(nb) J,, (A7) -
Observe que, para m € Z, , existem duas autofungoes distintas para o mesmo autovalor. Assim,

esses autovalores possuem multiplicidade no minimo igual a 2.

No caso do problema relacionado a Figura 5.4, a estratégia é similar.
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Exemplo B.4. Relembre o problema de autovalores na regiao P considerado na Segao 5.2
(veja Figura 5.1). Por simetria, construimos o quadrado Q = (—m,0) x (0,7), como na figura

abaixo, e o problema de autovalores do Laplaciano com as condigoes de contorno citadas.

(-m,7)  Neumann  (0,7)

Dirichlet Neumann

e~

A
—m,0)

( Dirichlet (0,0)

Figura B.1: A regiao Q e suas condigoes de fronteira.

Os autovalores do problema de autovalores em P coincidem com os autovalores do problema

em Q. Para facilitar, vamos assumir a notacao:
o Hi={(z,y):y=mex e (—m0)};
e Hy={(z,y):y=0ex € (—m0)};
e Vi={(z,y):zx=-—meye(0,m)}
o Vo={(z,y):x=0eye(0,m)}

Assim, o problema de autovalor do Laplaciano de Dirichlet-Neumann é dado por

- (wzz + 1/}yy> = )\¢; em Q
Yv=0, em HyeV
Oytp =0, em Hye Vs

Os autovalores sdo
(1+2n)% + (1 + 2m)?

4 Y

Anm = n,m & L.

E as autofuncoes correspondentes sao
142 142
Ypm () = cos ( _'—2 nx) sen < +2 my) , n,m € Zy.

Para mais detalhes sobre autovalores do Laplacino indicamos [2].
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