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Resumo

Apresentamos ferramentas, como um principio do maximo para operadores elipticos e propri-
edades dos polindmios a-hiperbdlicos, para estudar um principio de tangéncia entre duas hipersu-
perficies com curvaturas r-médias de uma variedade Riemanniana, que d4 condi¢des geométricas
suficientes, para que essas hipersuperficies coincidam em uma vizinhanca de um ponto de tangéncia.
Também estudamos o problema de calcular as curvaturas r-médias da esfera geodésica, para usar-lo

nas aplicacdes do principio de tangéncia.

Palavras-chave: Variedade Riemanniana, Hipersuperficie, Curvatura r-média, Esfera geodésica.
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Abstract

We present tools, such as a maximum principle for elliptic functions and properties of a-hyperbolic
polynomials, to study a tangency principle between two hypersurfaces with r-mean curvatures of a
Riemannian manifold, which gives sufficient geometric conditions for these hypersurfaces to coincide
in a neighborhood of a tangency point. We also study the problem of calculating the r-mean curvatures

of the geodesic sphere, to use it in applications of the tangency principle.

Keywords: Riemannian manifold, Hypersurfaces, r-mean curvature, Geodesic sphere.
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Lista de Simbolos

0;j: o delta de Kronecker;

M, (R): o espago das matrizes n X n com entradas em RR;

Sn(U): o espago das matrizes simétricas n x n com entradas num subconjunto U de R™;
Ry ={xeR|x>0};

C(U): o conjunto de todas as fungdes reais continuas definidas num subconjunto U de R";

C%(U): o conjunto de todas as fungdes reais continuas definidas num subconjunto U de R”,

com primeira e segunda derivada continua em U;;
Cut(po): o cut locus do ponto py;

0" = {(x1,x2,...,%,) € R"|x; > 0 para 1 <i<n} échamado do cone positivo;

By (po): abola geodésica fechada com centro em py e raio p no espaco ambiente;
Q! o espaco forma n-dimensional simplesmente conexo, com curvatura seccional constante c;

dp,(-): a funcdo distdncia Riemanniana de py, definida numa variedade Riemanniana que

contém o ponto po;

Uc: a funcao de R em R definida por

ty/—c coth (t\/—c), sec <0,
pe(t) =4 1, sec=0,
t\/c cot(t+/c), se ¢ > 0.



Introducao

Na Geometria Riemanniana, principios de tangéncia apresentam condicdes para que duas hiper-
superficies tangentes coincidam. O primeiro principio de tangéncia pode ser considerado datado do
final do século XVII a partir do conceito de curvatura de uma curva plana, feito pelos criadores do
célculo infinitesimal: Leibniz e Newton em seus trabalhos [ 1] e [2] respectivamente. L4 eles definem
a curvatura de uma curva num ponto p, como o inverso do raio do circulo osculador: k(p) = 1/r(p).

Com isso, um principio de tangéncia em R? poderia ser:

Exemplo 0.1. Sejam 7, e 7, curvas em R? que sdo concavas na mesma direcdo, tais que Y, € 7, sdo
tangentes num ponto p, ¥, estd acima de 7, localmente e k>(p) > ki(p). Entdo ¥, coincide com 7,

numa vizinhanga do ponto p.

As ideias iniciais de Leibniz e Newton sobre curvatura, depois de uns anos foram aprimoradas
por Leonardo Euler. Além disso, Alexis Claude Clairaut fez um trabalho sobre curvas espaciais, que
foi formalizado por Michel Ange Lancret. Lancret foi a primeira pessoa em desenvolver uma teoria
sistematica das curvas espaciais apds Euler, mas a formalizac¢ao definitiva foi feita por Cauchy, Frenet
e Serret. Em 1760, Euler inaugurou a Geometria Diferencial com seu trabalho [3] que apresentou
a Academia de Ciéncias de Berlim, este trabalho foi publicado em 1767 e fez uma contribui¢ao
decisiva a teoria de superficies apresentando as curvaturas principais de uma superficie num ponto.
Em 1827, Carl Friedrich Gauss apresentou na Sociedade Cientifica Real de Gotinga, uma forma de
medir curvaturas usando a conhecida Aplicagdo de Gauss. De resultados obtidos previamente por
Euler, Gauss também introduz a curvatura chamada Gaussiana. E, uns poucos anos antes de Euler
apresentar aqueles resultados, Sophie Germain introduz a curvatura média. Para mais informacao
sobre a histdria da curvatura veja [4].

No estudo de curvaturas, os principios do maximo desempenham um papel fundamental no desen-
volvimento de principios de tangé€ncia na geometria. Por exemplo, os principios do méximo aplicados
no infinito, estudam o comportamento de superficies com curvatura média constante, quando o ponto

de tangencia entre duas superficies estd no infinito:

2



Introducdo 3

Exemplo 0.2. Sejam S; e S, duas superficies conexas propriamente mergulhadas em R? com a mesma
curvatura média constante H > 0, tais que S, pertence 2 componente conexa de R?\ S| onde aponta
o vetor de curvatura média de S. Entdo S| = S,. A prova deste principio pode ser vista em [5, pag.

1436].

Um principio do maximo cldssico na geometria diferencial, € o principio do maximo de Hopf
para superficies em R3, com curvaturas médias constantes diferentes de zero. Ele afirma que se duas
superficies S1 e S> sdo tangentes num ponto interior p € §1 NS>, de maneira que uma dessas superficie
estd de um lado da outra, e além disso seus vetores de curvatura média no ponto p sdo 0s mesmos,
entdo S e 5> coincidem numa vizinhanga de p. Usando este resultado, Alexandrov provou em 1956
que as tnicas superficies compactas mergulhadas em R? com curvatura média constante sio esferas
(redondas).

Para hipersuperficies de dimensdes maiores e ambientes arbitrarios vejamos o seguinte:

Consideremos a aplicacdo exponencial usual exp : TN — N definida numa variedade Riemanniana
N"*1. Se M" é uma hipersuperficie de N**!, dado p € M e fixado um vetor unitario 1o normal a M
em p, definimos uma parametrizacdo ¢ numa vizinhanga de M, contendo o ponto p e contida em uma

bola normal de N como
oW — M
X () =exp, (+ 1 () ). W
onde W ¢é uma vizinhanga de 0, em 7,M ¢ u : W — R ¢ uma funcdo que satisfaz u (0,) = 0. Note

que a fungdo u € unica. De fato, suponhamos que existe outra funcdo it : W — R que satisfaz ¢ (x) =

exp, (x+ I (x) o) tal que [ (0,) = 0. Entdo

exp (x+ 1 (x) o) = exp, (x+ () 10) . @)

Sejam U, V duas vizinhangas onde exp,, € um difeomorfismo, entéo exp, € uma bijegioem Ue V, e
de (2) segue-se que

x+p(x)no =x+Hx)no = pu(x)=px)
para todo x em U NV. Note que, se xo € UNV entdo t(xg) = U(xp), portanto tomando W =U NV
obtemos que p(x) = f(x) para todo x € W, ou seja u é tnica. Agora, consideremos uma orientagao

. 1
localn : W — Tq)(W)

M de M tal que 1(0,) = Mo, € seja Ay () 0 operador de forma associado a M na
dire¢do n(x). Se A;(x) < A, (x) < ... < A, (x) sdo as curvaturas principais em x € W e se denotamos
por A(x) = (A1(x),A2(x),...,A,(x)) o vetor curvatura principal em x € W, as curvaturas r-médias H,

de M parar =1,2,...,n estdao definidas por

H,(x) := 707 (A (%)), 3)



4 Introducdo

onde o, : R" — R € a func¢do simétrica r-elementar definida por

0:(21,20,---,2n) = Z Zi1Ziy " Zipe 4)
1 <ip<---<ip

No caso de que r = 0 ou r = k > n, estdo definidos 0y(z1,22,...,2,) = 1 € ox(z1,22,...,20) = O

respectivamente. Além disso, parar = 1,2,...,n se satisfaz
Or(X1,X2, -y Xn) = Op—1 (X1, X2,y X 1) X + O (X1, X2, + -, Xp—1)- (5)
Observe que
e Ser=1en=2,Hi(x) = 1[A(x)+A2(x)] é a cuvatura média.
* Ser=2en=2, Hy(x) = A;(x)A2(x) é a curvatura gaussiana.

e Ser=1en=3, H(x)

1M (x) + A2 (x) + A3(x)] é a cuvatura média 3-dimensional.
e Ser=2en=3, Hy(x) = 5[ (x)A2(x) + A1 (x)A3(x) + A2 (x) A3 (x)].
* Ser=n, Hy(x) = A1 (x)A2(x) - - A, (x) é a curvatura Gauss-Kronecker.

Utilizaremos a notagdo de I', para a componente conexa em R” do conjunto {o, > 0} que contém ao

vetor ap = (1,1,...,1). Na sec@o 1.5 estudaremos aqueles conjuntos I';.

Defini¢ao 0.3. Sejam M7 e M5 hipersuperficies de N"*! que sdo tangentes em p, ou seja T,M; =
T,M,. Fixado um vetor unitdrio 1o que seja normal a M} em p, dizemos que M, estd acima de M, em
uma vizinhanga de p com respeito a 1, se quando parametrizamos em M; e M> por @' ¢ ¢ como

em (1), as correspondentes fungdes ! : W — Re pu? : W — R satisfazem
1 2
p(x) = pe(x)
para todo x em uma vizinhanca de zero em T,M; = T,M>.

A definicdo acima é equivalente a exigir que as geodésicas de N" ! que sdo normais na direcdo de
Mo a hipersuperficie (T,M; = T),M>) que € totalmente geodésica em p (ou seja, exp,, (W)), em uma

vizinhanga de p, interceptem M7 antes de M.

Exemplo 0.4. Consideremos as hipersuperficies M; e M, de R® que sdo tangentes no ponto p =

(0,0,0), onde M, é a esfera x> +y? + (z— 1)> = 1 centrada em (0,0, 1) com raio 1, e M, é o plano



Introducdo 5

Figura 1: Hipersuperficies tangéntes de R>

z =0, e tomemos o vetor unitario 19 = e3 de R3, que é normal a M; em p. Ver Figura 1. Como a

fungio exponencial em R? é dada por
exp), : TP]R3 — R3
(x,3,2) > exp,(x,3,2) = p+ (%,5,2) = (x,»,2).
Se tomamos o disco Bg(p) com 0 < € < 1 em T,M, e parametrizamos numa vizinhanga de M, como

em (1) obtemos

0 :Be(p) — M,
(6,5,0) — @2(x,5,0) = exp,, ((x,5,0) + u*(x,5,0)10) = (x,,0) + u*(x,y,0)es,

de maneira que a fungdo u? fica definida por

‘le:Bg(p) — R
(x,,0) — u?(x,y,0) =0,

ou seja, u? é a fundo nula. Note que, se u? nio for a funcdo nula, entio @;(x,y,0) ¢ M, para
(x,¥,0) € Be(p). Agora, parametrizando como em (1) a metade inferior da esfera M , obtemos que

¢1:Be(p) — My
(X,y,O) — (Pl(xayvo) :expp ((x7y70)+»u1(x7y70)n0) = (x,y,0)+/.11(x,y,0)e3,

onde a funcgdo u! fica definida por

u':Be(p) — R
(X,y,O) — ,Lll(x,y,O) =1- \% 1_x2_y2'
Como u!(x,y,0) > u?(x,y,0) para todo (x,y,0) € B¢(p), concluimos neste exemplo que M; estd
acima de M» em B¢ (p).

Em base a Defini¢do 0.3 e considerando os conjuntos I, nesta dissertacao estudaremos condigdes
para garantir que M| e M, com curvaturas r-médias ndo necessariamente constantes, coincidam numa

vizinhanga do ponto p, e este chamaremos de Principio de Tangéncia. O texto estd dividido em trés
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partes. Na primeira parte apresentamos as ferramentas necessarias para a prova do Principio. Além
disso, 14 calcularemos a curvatura r-média da esfera geodésica normal que usaremos na parte de
aplicacdes do Principio . Na segunda parte estudaremos a construcao de certos operadores elipticos
que serdo a chave na demonstracdao do Principio. Na tultima parte, nos dedicaremos a prova do Prin-
cipio e aplicacdes, onde estudaremos condi¢des para estimar o tamanho da maior bola que se encaixa
dentro de uma hipersuperficie compacta conexa mergulhada em um espaco forma de curvatura secci-
onal constante ¢ < 0, e no tamanho da menor bola que contém a imagem de uma imersao de uma va-
riedade Riemanniana compacta em uma variedade Riemanniana com curvaturas seccionais limitadas
superiormente. Também estudaremos condi¢des que garantem quando uma hipersuperficie compacta
e conexa do espaco forma com curvatura seccional constante, tal que tenha seu bordo contido numa

bola, esteja completamente contida em essa bola.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados de Geometria, Anlise e Algebra, que iremos
utilizar no decorrer desta dissertacdo. Na primeira se¢cdo, mostramos propriedades de algumas matri-
zes que usaremos no trabalho, e introduzimos a noc¢ao de perturbacdo analitica para autovalores. Em
seguida, serd apresentado resultados da Teoria de Subvariedades onde abordaremos a diferenciabili-
dade da func¢do distancia Riemanniana. Na terceira se¢ao calcularemos a curvatura r-média da esfera
geodésica. Depois introduziremos conceitos de operadores elipticos para apresentar um principio do
maximo com respeito a esses operadores. Ao final, estudaremos os polindmios a-hiperbdlicos, que

sdo um tipo especial de polindomios homogéneos.

1.1 Resultados de Algebra Linear

Lembremos que a funcgéo determinante det : M,,(R) — R é uma forma multilinear com respeito
as colunas das matrizes, ou seja, se denotamos por M(cy,cz,...,c,) uma matriz n X n com colunas
c1,¢3,...,Cp TESpEctivamente, entao
o det(M(ci,c2,...,ci+ ... cn)) =det(M(cy,ca,...,Ci,. .. cn)) +det(M(cy,ca,...,Ch . cn))s
e det(M(cy,ca,...,Qci,...,cn)) = adet(M(c1,c2,...,Ciy-..yCn));
para todas colunas c;,c; de M(cy,ca,...,¢p), com i = 1,2,....n, e para todo @ € R. Agora, sendo

EX € M,(R) a matriz com entradas

{0 REDE
ij 1, se(i,j)=(k1),

tal que k,/ € {1,2,...,n}, usando a multilinearidade do determinante provemos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1. Se A € M,,(R) é uma matriz diagonal, entiio as matrizes A e A+tE com k # 1, tém

0 mesmo polindmio caracteristico, para todo t € R.

7



8 Capitulo 1. Preliminares

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, vamos considerar EX = E2!| cujas entradas sio

00 --- 0
10 -0
Coe (1.1)
00 --- 0

Para os outros casos da matriz E¥, ¢ feito de maneira andloga. Vamos encontrar o polindmio carac-

teristico p(x) da matriz A +tE*, onde

a 0 - 0
0 a .. 0

A= . .2 . . ’
0 0 - a,

e usando a multilinearidade do determinante, mostraremos que p(x) coincide com o polindmio carac-
terfstico da matriz A. De fato, como p(x) = det(xI — (A +tE")), e por (1.1) a matriz xI — (A +tE)

tem a forma

x—ap 0 0
-t x—ap 0
0 0 S X—ay
da multilinealidade do determinante segue-se que
xX—ap 0 0 0 O 0
0 X—ay --- 0 r x—ap - 0
p(x)=det| . . _ .| —det]. : . -
0 0 e X—ay 0 0 e X—ay
e portanto p(x) = (x—ajp)(x—ap) -+~ (x —ap). ]

Para uma matriz arbitraria A € M,,(R), queremos expressar as entradas da matriz A’EX'A, em
termos das entradas da matriz A’.
Proposi¢do 1.2. Se A = (A;;) € M,(R), entdo a matriz A'EX A tem entradas (A'E¥A);; = ARAY.
Demonstracdo. Se A'EX = (A; i), entdo

. “ 0, sej#l,
Aij= Y Ajesj = { Al sej=1
1k? b

ou seja, a matriz A’EX tem a forma

0 ... Al, ... 0
AlEkl — AtZk O
0 ... A, 0

T

coluna /
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~ ~ n
Logo se A’EFA = (A;;), temos que A;; Z isAsj = ApArj = ARAY,. [ |

Para provar o seguinte resultado, usaremos as propriedades do determinante det(A) det(B) = det(AB)

e det(l) = 1, sendo A, B matrizes quadradas, e I a matriz identidade.

Proposicao 1.3. Sejam A, P € M,,(R) tal que P é ortogonal. Entdo, as duas matrizes A e P'AP tém o

mesmo polindmio caracteristico.

Demonstracdo. Das propriedades do determinante, e do fato de que P € uma matriz ortogonal, temos

det(x] — P'AP) = det(xP'IP — P'AP)

= det(P'(xIP — AP))

— det(P'(xI —A)P)

= det(P") det(xI — A) det(P)

= det(x] —A) det(P") det(P)

= det(xI —A) det(P'P)

= det(x] — A)det([)
( )

=det(x] —A),

e fica provado o resultado. [

Vamos calcular o nimero de entradas que estdo na diagonal e acima da diagonal de uma matriz

quadrada de ordem n X n.

Lema 1.4. Se A € M,(R), entdo o nimero de entradas da matriz A que estdo na diagonal e acima da

diagonal é n(n+1)/2.

Demonstra¢do. Se a matriz A tem entradas a;; com i, j = 1,2,...,n e consideramos somente suas

entradas que estdo na diagonal e acima da diagonal, organizadas da seguinte forma:

aylr aip ... Qaip

ayy ... Ay
(1.2)

Apn

observamos que a primeira coluna tem um elemento, a segunda coluna tem dois elementos, etc. Entao,
n(n+1
nint1) n

a soma dos elementos de cada colunaem (1.2)é 14+2+...+n= >

Com ajuda do lema anterior, vamos a provar o seguinte resultado:
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Proposicao 1.5. Um elemento que tem como coordenadas niimeros reais organizados da forma

(rlla"'7r1n7r227"'arznar(nfl)narm’hrla'"arn7Z7xl7"'7xn)7
tem no total (n(n+1)/2) +2n+ 1 coordenadas.

Demonstragdo. Pelo Lema 1.4 o niimero das coordenadas r;; com 1 <i< j<nén(n+1)/2. Agora,
como as coordenadas r; sdo n, z € s6 uma coordenada, e os x; sdo n coordenadas, temos que o nimero

total de coordenadas é (n(n+1)/2) +2n+1. |

Se A € S,(R) e B € M,(R) ¢ positiva semi-definida, com os seguintes resultados faremos uma
relacdo, entre os autovalores da matriz A e os autovalores da matriz A + B. A prova do préximo

teorema pode ser encontrada em [0, pag. 130].

Teorema 1.6. Seja V um espaco vetorial real de dimensdo n munido de um produto interno, A :
V — V uma transformagcdo linear auto-adjunta com autovalores A < A < ... < Ay, e V1,Va,...,V,
subespagos vetoriais de V tais que cada subespago Vi é de dimensdo (n—k+1). Entdo para cada
subespago V. temos que min{(A(x),x) | x € Vi com (x,x)} < A,. Além disso, cada subespago Vi pode

ser escolhido de forma que min{(A(x),x) | x € Vy com (x,x)} = A.

O Teorema 1.6 pode ser expressado pela formula

in (A(x),x) = A, 1.3
n%/itx@r’rxl;gl( (x),%) = A (1.3)
x€Vy

de maneira que o minimo é tomado sobre todos os pontos x € Vj, tais que (x,x) = 1, e 0 maximo é

tomado sobre todos os subespagos V; de dimensdo (n —k+1).

Teorema 1.7. Seja V um espaco vetorial real de dimensdo n munido de um produto interno, A :
V' — V uma transformagado linear auto-adjunta e B : V — V uma transformagdo linear positiva semi-
definida. Se Aj < Ay < --- < A, sdo os autovalores de A e ) < Uy < -+ < U, sdo os autovalores de

A+ B, entdo A, < W para cadak=1,2,...,n.

Demonstragdo. Como B é uma transformag@o linear positiva semi-definida, (B(x),x) > 0 para todo
x € V, entao

(A(x),x) < (A(x),x)+ (B(x),x) paratodox€V,

e como (A(x),x) + (B(x),x) = (A(x) + B(x),x), temos

(A(x),x) < ((A+B)(x),x) paratodoxeV.
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Logo, para qualquer subespago (n — k + 1)-dimensional V; de V obtemos que

min1 (A(x),x) < min1 ((A+B)(x),x).
<)§£?v; O;’?v;

Segue-se que o maximo da expressdo do lado esquerdo tomado sobre todos os subespagos Vi de

dimensdo (n —k+ 1) ndo excede o maximo do lado direito, assim, pela férmula (1.3)

max min (A(x),x) = A e max min ((A+B)(x),x) = W,

Vi {xx)=1 Vi (xx)=1
x€Vy x€Vy
e portanto Ay < w paracadak=1,2,... n. [

Como uma consequéncia do Teorema 1.7 obtemos o resultado:

Corolario 1.8. Se A € S,(R) e B € M,,(R) ¢ positiva definida, entdo satisfaz-se
Ai(A) <Ai(A+B) paracadai=1,2,...,n,

onde A1 (A) < A3 (A) <... <A (A) sdo os autovalores da matrizA, e A} (A+B) <A (A+B) <...<
Ay (A+ B) sdo os autovalores da matriz A + B.
n
Lembremos que se uma matriz (a;;) € M, (R) é positiva definida, entdo a expressdo Z a;j&i&; é
i,j=1
positiva para todo & = (&1, &,,...,&,) € R"\ {0}. Vamos limitar aquela expressdo em termos de seus

autovalores.

Lema 1.9. Se A é o menor dos autovalores de uma matriz positiva definida (a;;) € M,(R), entdo

0<AlEP < Zn: a;ij&i&; para todo & = (&1,&,,...,&,) € R"\ {0}.

ij=1

Demonstragdo. Consideremos o operador positivo A : R” — R” cuja matriz na base candnica € (a;;),
e definamos o operador linear L := A — A1, onde I é o operador identidade. Vejamos que (L(&),&) >0
paratodo & = (&1,&,,...,&,) € R"\ {0}. Com efeito, como A : R" — R” ¢ autoadjunto, pelo Teorema
Espectral existe uma base ortonormal {u,uy, ... ,u,} de R", formada por autovetores de A, de maneira

que A(u;) = Aiu;, i = 1,2,...,n, onde cada A; é um autovalor de A. Além disso, para todo & € R”
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tem-se que & = ojuy + opup + - - - + u, &y, onde cada o; é uma constante em R. Note que

(L(6),6) = (A=AI)(5),6)
= (A(§) —4¢8.8)

(Aictiu; — Aogui, au;) = Y o (A — A) (ui,ui) > 0.

4
i=1 i=1

Portanto (L(&),&) > 0, para todo & = (&1,&,...,&,) € R"\ {0}. Como L =A — A1, segue-se que

0<((A-AI)(E),8) = (A(G) —AI(S),8) = (A(§),6) —A(5,8).

n
Consequentemente, A|&|* < Z a;j&;i&;j, paratodo & = (&1,&,,...,&,) € R"\ {0}. Por dltimo, por ser

i,j=1
(a;;) positiva definida, seus autovalores sdo positivos, e como A é o menor dos autovalores, obtemos
n
A > 0. Concluimos 0 < A|E|* < Z a;;&&;, paratodo & = (€1,&,...,&,) € R"\ {0}. [
i,j=1

O lema anterior nos ajudard na prova do seguinte resultado:

Proposicao 1.10. Sejam a;j : U — R, i,j=1,2,...,n, fungbes continuas definidas num subconjunto
aberto U de R". Se (a;j(x)) € M,(R) é uma matriz positiva definida para qualquer x € U, entdo,
para cada ponto xy € U existem uma vizinhanga V de xo contida em U, e uma constante A > 0, tal

n
que M|E* < Z aij(x)&i&j para todo x € V e qualquer § = (§1,6,,...,&,) e R™.
i=1

Demonstragdo. Por hipétese, (a;j(x)) é positiva definida para qualquer x € U. Dai, se A(x) é o
menor autovalor da matriz (a;;(x)), temos que A(x) > 0 para todo x € U. Agora, consideremos uma

vizinhanga V de um ponto xo € U tal que V C V C U, e além disso V é compacto. Como A é continua

em U, a restrigdo A|; possui um minimo. Definamos A := w Entdo 0 < A < A(x) para

n
todo x € V. Portanto, do Lema 1.9 segue-se que A|&|* < A(x)|E|* < Y aij(x)&&;, paratodo x € V
i,j=1
equalquerﬁ = (517&27"'7&)1) € R" u

Agora, vamos demostrar uma proposi¢do que garante quando uma matriz definida em termos das
Hessianas de duas funcdes de classe C2, é positiva definida. Para as funcdes reais f e g de n varidveis,

. .. Jf _ dg .
denotaremos suas derivadas parciais o € 9y por fi e gi respectivamente.
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Proposicao 1.11. Sejam f : R" — R e g : R" — R fungées de classe C tais que f(x) > g(x) para x
em uma vizinhanga do zero, f(0) = g(0), fi(0) =0 e g;(0) =0 parai=1,2,...,n. Entdo a matriz
(Hess f —Hess g) (0) € semi-definida positiva.

Demonstracdo. Definamos h: R" — R por h = f — g, entdo das hip6teses obtemos:

(1) h(x) > 0 para x em uma vizinhanga do zero;

(2) h(0)=0;

(3) hi(0)=0parai=1,2,...,n.

Dositens (1), (2) e (3) segue-se que 0 € R" € ponto minimo de 4 numa vizinhanga dele, portanto

a matriz Hessiana de i em 0 dada por (Hessh) (0) = (h;;(0) ) é semi-definida positiva, isto &,
(&) (hij(0)) (&) >0 paratodo (&1,&,...,&,) € R”,

mas (&) (hi(0)) (&) = Y, hij(0)Ei&;, pois

ij=1
(&) (hij(0)) (&) = (&) (il hi;(0) 5:‘) =¢; 'ilhzj(o) &= 'Zn‘,l hij(0)&i;,
i,j= i,j= i,j=
logo
Z hij(0)€;&; >0 paratodo (§1,8,...,&,) € R". (1.4)
ij=1

Agora, como h = f — g, entdo Hessh = Hess f — Hess g, assim /;;(0) = (Hess f —Hess g);;(0), e de

(1.4) obtemos

n

Z (Hess f —Hessg);;(0)&;§; >0 paratodo (&1,&,...,8,) €R”,
i,j=1
isto é, (Hess f —Hess g) (0) é semi-definida positiva. |
Para derivar autovalores de matrizes neste trabalho, precisamos da noc¢ao de perturbacdo analitica

de autovalores, que vamos introduzir na continuagao.

Definicao 1.12. Dizemos que uma matriz A € M, (R) est4 sujeita a uma pequena perturbagio, quando
dada outra matriz A’ € M,,(R), consideramos uma familia de matrizes {A;},., da forma A, = A +tA’,

onde V C R € uma vizinhanca do 0.
Em [7, padg. 64], pode ser encontrada a seguinte afirmacao:
Afirmacao 1.13. As raizes Ai(t) do polinomio det(xI — A;), sdo ramos de fungées analiticas.

A afirmacdo acima nos da o conceito de perturbag@o analitica de autovalores. Convém observar

um exemplo.
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(1 0 , (0 1 - (1t .
Exemplo 1.14. Se A = (0 _1) eA = (1 0), entdo A; = (t _1> , de maneira que

det(x] —A;) = —1+x>—>=0.

Logo A, tem os autovalores A;(¢) = (1 +12)"/2 e Ay(r) = —(1 +12)"/2, que sdo ramos da fungio

analitica de duplo valor x(¢)? = 1412,

1.2 Resultados da Teoria de Subvariedades

Nesta secdo apresentaremos ferramentas da Teoria de subvariedades, que serdo crucias para a
prova de varios resultados da dissertacdo. A prova da seguinte proposi¢do pode ser encontrada em
[8, pdg. 26]. Lembremos que uma variedade de Hadamard € uma variedade Riemanniana completa,

simplesmente conexa, com curvatura seccional nao-positiva.

Proposicao 1.15. Seja ¢ : M" — M " uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
compacta M" em uma variedade de Hadamard M. Entao existem um ponto g € M e um vetor
& e M L de maneira que a aplicacdo linear
Ag:TyM — T,M
v Ag (1) = (AX)(9)
é definida positiva, onde X € X(M) e & € X(M)* sdo quaisquer campos tais que X (q) =v e &(q) = &,
sendo cada aplicagdo Ag : X(M) — X(M) o operador de forma de M relativo a §.

Agora, convém apresentar um resultado da comparacdo da Hessiana, porém, provaremos antes
uma proposicao respeito a diferenciabilidade da fun¢do distancia Riemanniana. Lembremos que se
M € uma variedade Riemanniana e U uma vizinhanca normal de p € M, dadas quaisquer coordenadas

normais (xi) em U centradas em p, a func¢do distancia radial r : U — R é dada por

(1) = () (202 (1),
e ainda 2 é suave em U.

Proposicao 1.16. Seja M uma variedade Riemanniana, e consideremos a funcdo distdncia Rieman-

niana dp,(-) de po definida em M, entdo

g:Bp(pop)CM — R
x — glx) = %dpo(x)zv

é diferencidvel numa vizinhanga da bola geodésica normal Bp(po). Além disso ||Vg(x)|| = dp,(x),

para todo x € Bp(po).
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Demonstragcdo. Consideremos a aplicacdo exponencial
exp,, : Bp(0) C TpyM — M,

de modo que exp, (Bp(0)) N Cut(pg) = 0. Seja p’ < p e definamos a vizinhanga normal U =
exp,, (Bp/(0)) da bola geodésica By(po), assim U N Cut(pg) = 0. Como d,(.) definida em U €

dada por
dp,: U —
x > dpy(x) = |exp,l (x)|
o\

e ela é suave em U \ {po}, pois exp;ol (x) # (0,0,---,0) para todo x € U \ {po}, podemos definir a

funcao
8: Uu — [Ovoo)

x > g(x) = 3d5, (x) = 3lexp,) (1),

e como d,, € uma fung¢do radial, entdo g € diferencidvel em U. Por outro lado, note que

V) =2 3an(0)) Ve () =iy 1)V 1),

logo a norma de Vg(x) é dada por

Ve ()l = ldpy () [[Vapy (X[,

e como dj,, é uma fungéo radial, pelo Lema de Gauss (ver [9, pdg. 159]) temos que ||Vd,, (x)|| =1

para todo x # po, assim || Vg(x)|| = |dp,(x)]|. [

A afirmacdo a seguir, cuja demonstragdo estd em [ 10, pag. 713], relaciona o gradiente e a Hessiana
da funcao %d Do (.)? definida em uma variedade Riemanniana, com o gradiente e a Hessiana da restri¢io

da fungdo Jd,,(.)? a uma subvariedade.

Afirmacio 1.17. Sejam M" e N"*! duas variedades Riemannianas. Se:
(1) F :M" — N"t! ¢ uma imersdo isométrica suave;

(2) g:N"M — R é a funcdo definida por g(x) = %dpo (x)? em N"*1;
(3) @ : M" — R ¢ a funcdo definida por ¢ = goF;

entdo a Hessiana de @ no ponto p € M", para todo u,v € T,M satisfaz

Hess @, (u,v) = Hess gp () (dFy(u),dF,(v)) + (Vg(F(p)),otp(u,v))

onde o, € a segunda forma fundamental de F em p, e Vg(F (p)) é o gradiente da fungdo g no ponto
F(p).
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O resultado abaixo recebe o nome de Comparacao da Hessiana. Sua demonstracdo pode ser vista

em [0, pag. 713].

Lema 1.18. Sejam N"™ uma variedade Riemanniana com curvatura seccional K. Se:

(1) po e p sdo pontos de N, de maneira que p ndo pertence ao cut locus de py;

(2) 7:[0,a] — N™ é o segmento de geodésica minimizante normalizada, que liga a y(0) = po com
Y(a) = p;

(3) 8 é um niimero positivo fixado;

(4) g:N™ — R é a fungdo definida por g(x) = %dpo (x)2, onde dy,(.) é a fungdo distancia Rieman-
niana de py em N™;

entdo, a Hessiana de g no ponto p, para todo v € T,N tal que v L Y (a) e ||v|| = 1, satisfaz

T
adcot(ad), se m}ng: 8% com a< 5
Hess g,(v,v) > 1, se m}ng =0;
adcoth(ad),  se m;lxK =52

Encerraremos esta secdo com o préximo resultado, que nos dd uma condi¢do suficiente para uma
isometria entre uma bola geodésica de uma variedade Riemanniana e uma bola aberta do espaco

forma. Sua demonstragdo esta em [ 1 1, pag. 409].

Proposicao 1.19. Seja N uma variedade Riemanniana com curvatura seccional K < c, tal que:

(1) Bp(po) € uma bola geodésica normal em N;

T
(2) sec >0, entdo p < —=

2/c

(3) se H?Bo (") denota o vetor curvatura média na esfera geodésica dBy(po), entdo o comprimento
H H9Bp (o)

satisfaz

- V/—ccoth(py/—c), sec<0,
HHaBP(pO)(x)H =< 1/p, sec=0,

Ve cot(py/c), sec >0,

para todo x € By (po);

entdo, By (po) € isométrica a uma bola aberta de raio p em Q.

1.3 Curvatura r-média da esfera geodésica

Nesta secao vamos calcular as curvaturas r-médias da esfera geodésica. Lembremos que um ponto

p de uma superficie regular S C R? é chamado umbilico quando as curvaturas principais de S em p
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sdo iguais, ou equivalentemente, quando o operador de forma de S em p for multiplo da aplicagao

identidade I, : T,M — T,M. Esta defini¢do estende-se para hipersuperficies.

Definicao 1.20. Uma imersao isométrica ¢ : M"* — M"" ¢ chamada umbilica em um ponto p € M,
se para todo vetor 1 € T,M L, existe um nimero Ay € R tal que o operador de forma Ay, : T,M — T,M
da imersdo ¢ satisfaz

Ap =M1,
onde / ¢é a aplicagdo identidade de T,M. A hipersuperficie ¢(M) ¢ chamada umbilica, quando a
imersdo ¢ for umbilica em todo ponto. Se ¢ (M) é uma hipersuperficie umbilica, entdo em qualquer

ponto de ¢ (M), as curvaturas principais sdo iguais a constante A.

Lembre-se que n campos de vetores {Ej, E»,...,E,}, definidos em um subconjunto aberto U de
uma variedade Riemanniana M", sdo chamados de referencial local (ou global, se U = M) para M,
se E1,E»,...,E, sdo linearmente independentes, isto é, os vetores E|(p),Ex(p),...,Ey(p) sdo line-
armente independentes em 7,M, para cada ponto p € U. Além disso, se para cada ponto p € U,
os vetores E1(p),E>(p),...,Ex(p) sdo ortonormais, com respeito ao produto interno , ), do espaco
tangente 7,M, os campos {E},E,, ..., E,} sdo chamados de referencial ortonormal local. No seguinte

teorema calculamos as curvaturas r-médias da esfera geodésica em um espaco de curvatura constante.

Teorema 1.21. Se M""! ¢ uma variedade Riemanniana conexa com curvatura seccional constante
¢, entdo qualquer esfera geodésica normal dB;(pg) de M é umbilica. Além disso, a sua curvatura

r-média, parar = 1,2,...,n, estd dada por

sobre qualquer ponto x € dBy(po).

Demonstragdo. Seja y: 1 — M uma geodésica normalizada em M, tal que [a,b] C I e y(a) = po.
Escolhamos um referencial ortonormal {E},E>,...,E, 1}, de modo que os campos E|,E>, ..., E,
estdo definidos numa vizinhanga do ponto pg, € além disso, o campo de vetores E, | € tangente ao
longo de y. Como os vetores E{(po),E2(po), - - -, Ent1(po) sdo linearmente independentes em 7),, M,
da Proposicao 2.6 de [12, pag. 42], obtemos os transportes paralelos E{,E;,...,E, ;| dos vetores
E1(po),E2(po),---,Entr1(po) respectivamente, ao longo de ¥, e portanto {E|,E;,...,E, 1} é um
referencial ao longo de y. Sejam Jy,J,,...,J,+1 campos de Jacobi ao longo de ¥, com as condi¢des

iniciais

(1.5)
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e formemos uma matriz F' de tamanho (n+ 1) X (n+ 1), a partir das componentes de cada campo J;
com respeito ao referencial {E,E,...,E, |}, de maneira que a primeira coluna de F sejam as n+ 1

componentes de Ji, a segunda coluna sejam as n+ 1 componentes de J;, etc. Logo
FE,=J;, i=1,2,...,n+1. (1.6)

Note que a derivada covariante de cada termo FE; é

DF DE; DF DF

—E;+F E,+F0=—E;
dt T dt dt + dt
DE; .
onde usamos que el 0 por ser cada E; paralelo. Se derivamos (1.6) obtemos
DF DJ;
—E=—/ i=1,.2,... 1. 1.7
dt 1 dl ) l )= 7n + ( )

Seja Ay : T,dB;(po) — T, dB:(po) o operador de forma associado a esfera geodésica dB;(pg) com

N € (Eyr1) = Tp8B,(po)Le p € dB/(po). Se Ay € a matriz associada ao operador Ay, de [13, pag.

52], segue-se que
DJ;
dr’

para um ponto p € dB;(py), e todo vetor ) € E,, ;1. De (1.6), (1.7) e (1.8) obtemos

AnlJi= j=12,...n, (1.8)

DJ; DF .
ATIFEJ:AHJJ:E:EEJ’ ]:1,2,...,I’l,
logo
DF
A F = —
n dt’

e como as colunas da matriz F sdo linearmente independentes, entdo F € invertivel e consequente-
mente

Ay =FF "
Consideremos o tensor curvatura de ordem 4 em M definido por
R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y),ZW), XY ZWeX(M).
Entdo, como M tem curvatura seccional constante c, de [12, pag. 86], segue-se que
R(Ei,Eyi1,E i1,E)) =0parak #1comk,l=1,2,...,n,

e portanto a equacgao de Jacobi é
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com as condigdes iniciais F(0) =0, F'(0) = I, cuja solugéo é
F(t)=1A(1), (1.9)

onde

senh (1v/—c)/v/—c,  sec <0,
Alt)y=1 t sec =0,

s7en (t\/c)/+/c, se ¢ >0,

de maneira que

F'=1} (1.10)
com
cosh(ty/—c), sec<O,
A=< 1, se c =0,
cos (t/c), se ¢ > 0.
De (1.9) segue-se que
I=F 2. (1.11)

Escrevendo (1.10) da forma F’I = IA’, e usando (1.11) temos

F'I=1I)
F'(FA) =12
2//
FFl=21
A
/
Como Ay = F'F~1 e ainda MT(I) = i((tt))’ obtemos

Portanto da Definigdo 1.20, a esfera geodésica dB;(pp) é uma hipersuperficie umbilica, com curvatu-

ras principais U.(f)/t em qualquer ponto sobre dB;(pg). Logo a curvatura r-média de dB;(pg) sobre
- (1 r
[,u()] parar=1,2,...,n. [

qualquer ponto x € dB;(py), segundo (3) é H,(x) = ”

1.4 Operadores elipticos e operadores uniformemente elipticos

Nesta secao introduzimos algumas notacdes e definicdes que serdo usadas nos proximos capitulos.
Além disso, usando um Principio do Maximo de Serrin, obteremos um Principio do Méximo para ope-
radores elipticos, que serd uma ferramenta importante para a demonstracio do Principio de Tangéncia

no Capitulo 3.
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Parad = (n(n+1)/2) +2n+ 1, comecemos denotando os elementos em R?. Pela Proposicio 1.5,
Rd 4 ; d i d
€ 0 conjunto dos pontos (rn,...,rln,rzz,...,an,r(n,l)n,rnn,rl,...,rn,z,xl, ... ,xn) tais que cada

coordenada r;j, r;, z, x; com 1 < i < j < n € um namero real. Por notagdo, escrevemos
d . .
R® = {(rij,ri;zx) [ 1 <i<j<mex=(x1,...,x,)}.

Por outro lado, dada uma funcdo f : U — R de classe C2, definida num subconjunto aberto U C R”,

e dado um ponto x € U, associamos a funcio f e o ponto x, com um ponto de R?, denotado por

A(f)(x) = (fij(x), filx), f(x),%),

2
onde f;;(x) e fi(x) representam as derivadas parciais ai aJ; y (x)e g—)ﬁ(x) respectivamente, com 1 <i <

j<n,ex=(xy,x,...,x,). Agora, apresentamos uma definicdo que mostra a propriedade que deve

satisfazer uma operador definido num aberto de R¢, para que ele seja eliptico pontualmente.

Definicao 1.22. Se ®:I" — R é um operador de classe C! definido num aberto I" de R¢, dizemos que

&dD
® & eliptico num ponto p € T, se Z EP (p)&i&j > 0 para todo (&;,&,,...,&,) € R\ {0}. Além
i<j=l1
disso, se @ for eliptico em todos os pontos de I, diz-se que ® € elipticoem I'.

Um operador definido num aberto de R?, também pode ser eliptico com respeito a certas funcgdes:

Definiciio 1.23. Sejam ® : I" — R um operador de classe C' definido num conjunto aberto I" de R?,
e f: U — R uma fungio de classe C? definida num conjunto aberto U C R”. Se

(1) A(f)(x) € I" para cada x € U;

(2) & € eliptico no ponto A(f)(x) para todo x € U;

dizemos que P € eliptico com respeito a f.

No resto da se¢do, vamos considerar operadores diferencidveis lineares do tipo
L:C*(U)nC(U) — C(U)
n 82 f
f — L(f Za,]a Zb—+ cf,

i,j=1
onde U € um subconjunto aberto de R", e a;;, b;, c sdo fungdes que tomam valores reais, continuas em

U,tais que a;j =aj parai,j=1,2,...,n

Definicao 1.24. Seja L um operador diferencial linear definido em C?>(U)NC(U). Dizemos que

L é um operador uniformemente eliptico em U, se existe uma constante A > 0 tal que Mi\z <

Z a;j(x)&;&; para todo ponto x € U e qualquer & = (&1,&,,...,8,) € R™.
i,j=1
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A referéncia que usamos para o Principio do Maximo de Serrin € [ 14, pag. 29].

Principio do Maximo de Serrin 1.25. Seja L um operador uniformemente eliptico em U. Se para
uma fungdo f € C2(U)NC(U) se satisfaz que L(f) > 0 em U, e além disso f <0 em U, entdo, ou
f<0emU,ouf=0emU.

A 1deia agora, € obter um principio do maximo para operadores elipticos, a partir do Principio do

Maximo de Serrin. Antes de fazer isto, provaremos o seguinte lema:

Lema 1.26. Seja T : U — R um operador de classe C' definido num aberto U de R". Entdo, para

cada par de pontos x,y € U, tais que o segmento (1 —t)x+ty, t € [0,1] estd contido em U, temos que

T(y)—T(x) = im—xi) [ SE =i

Demonstra¢do. Consideremos a fungdo Toy: [0,1] — R, tal que y(r) = (1 —¢)x+1ty. Note que

d oT
ETOY(I) = ;(yl xl)a_IY(t>7
. d B in 9T, - \oT 3
pois ET oy(t) =VT(y(t))y'(t) = [X—Z} (yi—xi) = i:Zl(y, _xl)8_x,-Y(t>' Entdo, usando o Teorema

Fundamental do Cdlculo com a fungéo T o ¥, obtemos que T oy (1) —T oy (0 / d_T oy(t)dt, e
lor

n
portanto 7T (y Z \ ox
Xi

i=1

— (1 =1)x+1y)dt. |
Agora sim, provemos o Principio do Maximo deste trabalho para operadores elipticos:

Principio do Maximo 1.27. Sejam f,g: U — R funcées de classe C* definidas num conjunto aberto
UdeR" e ®:T" — R um operador de classe C' definido num conjunto aberto T de R? tais que:
(1) f<gemU;

(2) D(A(f)(x)) > P(A(g)(x)) para todo x € U;

(3) @ é eliptico com respeito as fungcdes (1 —1t)f +tg, t € [0,1].

Entdo, ou f < g em U, ou f = g numa vizinhanga de qualquer ponto xo € U tal que f(xo) = g(xo).

Demonstragdo. Vamos mostrar este Principio do Médximo em sete passos. Para isto, consideremos
uma vizinhanga V de um ponto xo € U tal que V C V C U com V compacto.

Passo 1. Provar que os pontos A(f)(x) e A(g)(x) de RY, pertencem ao aberto I para todo x € V: de
fato, parat =0 et = 1 na hipdtese (3), temos que P € eliptico com respeito as funcdes f e g, entdo
pela parte (1) da Definicao 1.23 segue-se que A(f)(x),A(g)(x) € I paratodo x € V.

Passo 2. Provar que o segmento (1 —7)A(f)(x)+tA(g)(x), t € [0,1] estd contido no aberto I', para
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todo x € V: como ® é eliptico em relagdo a (1 —1) f+tg,t € [0, 1] pela hipétese (3), entdo pela parte
(1) da Defini¢do 1.23 temos que A((1—17)f+1g)(x) = (1—1)A(f)(x) +tA(g)(x), r € [0, 1] pertence
ao aberto I" paratodox € V.

Passo 3. Provar que ®(A(f)(x)) —DP(A(g)(x)) =L((f—g)(x)) paratodox € V, onde L é um operador
diferencial linear: pelos passos 1 e 2, e do fato de que o operador ® : I" — R é de classe C' por
hipétese, podemos usar o Lema 1.26 com o operador ® nos pontos A(f)(x) e A(g)(x), que tém a

forma

(i), £i(x), f(x),%) e (gij(x),8i(x),g(x),x) com 1 <i<j<nex=(xi,...,%),

respectivamente, e obtemos que

SA)(W) ~ AR = Y ()~ gis(x) 1g:;((l—t)A(g)(X)—tA(f)(X))dt

# X () =) | S0 =DAGE)E) ~1A L) )l

(W —80) [ S (1 -DA)) ~ A0

0

* iém i) /01 33((1 —1)A(g)(x) —tA(f) (x))dt.

para todo x € V. A tltima somatdria de acima € zero. Agora, denotando por

a5(5) = | 5o (1=DAEW +AC ),
18@

i) = [ 52 (1 -DAE) HAL) ),
Lod

)= | 5o (I=DAQ)(x)+IA(f)(x))dr,
acima, e relembrando as notagdes

92 d 02 J
f,J(x) = Waij(x)a fl(x) = a_)];(x)a gij(x) = axiaé_)xj (x)a gi(x) = a_fl(x)

9%(f—g) d(f—g)(x)

de maneira que fjj(x) —gij(x) = S, (x), e fi(x) —gi(x) = a—Xi(x), obtemos que
n 2
DA () - = ¥ a0 55 80+ Lo 2L ) et )0
i,j=1 iOAj i= i

para todo x € V. Ou seja, D(A(f)(x)) — P(A(g)(x)) = L((f — g)(x)) para todo x € V, onde L é o

operador diferencial linear que satisfaz

iau I(f-g L a(f—g)

L((f IR CAS WG e CRIGI D

i,j=1
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paratodox € V.
Passo 4. Provar que L € uniformemente eliptico em V: da hipdtese (3) e pela parte (2) da Defini¢ao

1.23 temos que & € eliptico nos pontos A(((1 —1)f +1g)(x)), t € [0, 1] para todo x € V. Assim, pela
LA L
P (A((1—1)f +18)(x))E&; > 0 para qualquer (§;,8,...,8,) €

Defini¢do 1.22 segue-se que Z
i<j=l1
1
R"\ {0} e todo x € V com ¢ € [0,1]. Entdo, Z / ((99(13 (1 =0)A(f)(x) +1A(g)(x))dt&&; > 0
rij

i,j=1

para qualquer (&1,&,,...,&,) € R"\ {0} e todo x € V, isto é, Z a;j(x)&;E; > 0 para qualquer
i,j=1
(&1,82,...,&,) € R"\ {0} e todo x € V. Consequentemente (a;;(x)) é uma matriz definida positiva

para cada x € V. Agora, restringindo V se for necessario, pela Proposicdo 1.10 existe uma constante
A > 0 tal que A|&|? < a;j(x)&E; para todo x € V, e portanto da Definigdo 1.24 se tem que o operador
L é uniformemente eliptico em V.

Passo 5. Provar que L(f —g) > 0 em V: da hipétese (2) e do Passo 3, segue-se que ®(A(f)(x)) —
P(A(g)(x)) =L((f —g)(x)) > 0 para todo x € V, portanto L(f —g) > 0em V.

Passo 6. Provar que, ou f < gem V, ou f = gem V: da hipétese (1) temosque f—g<0OemV.
Agora, usando este fato, junto com os passos 4 e 5, podemos aplicar o Principio do Médximo de Serrin
com operador L e a func¢do f — g em V, e obtemos que,ou f —g<0emV,ou f —g=0em V. Dai,
concluimos que, ou f < gemV,ou f=gemV.

Passo 7. Provar que, ou f < g em U, ou f = g numa vizinhanga de qualquer ponto xo € U tal que
f(x0) = g(xp): definamos o conjunto A := {x € U : f(x) = g(x)}. Note que, se A = 0, entdo da
hipétese (1) tem-se f < gem U. Se A # 0, entdo pelo Passo 6 existe uma vizinhanca V de um ponto

xo € U tal que f(x) = g(x) paratodox € V. [

1.5 Polindmios a-Hiperbdlicos

Nesta secao apresentamos propriedades dos polindmios a-hiperbdlicos, para estudar os conjuntos

I, introduzidos na introducao da dissertagao.

Definicao 1.28. Se P : R" — R € um polindbmio homogéneo de grau m e a € R" é um vetor fixo,
dizemos que P(x) € a-hiperbdlico ou hiperbdlico com respeito ao vetor a, se o polindmio P(as + x)

com respeito a varidvel s € R tem m raizes reais para todo x € R".
Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.29. O polindmio homogéneo P(x1,x2) = x7 + x1x2 de grau 2 é (3,4)-hiperbdlico, pois

P((3,4)s + (x1,%2)) = Bs+x1)? + (3s +x1)(4s +x2) = (35 +x1)(7s +x1 +x2) tem as duas rafzes
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) X1 X1 +Xx2
reais s| = -3 esy) =

, para todo (x1,x3) € R2.

Geometricamente a defini¢ao de que um polindmio homogéneo P(x) de grau m seja a-hiperbdlico,
significa que fixado qualquer ponto xo € R”, areta y(s) = as + x¢ corta a hipersuperficie P(x) = 0 em

m pontos Y(s1),...,Y(sm,) onde s1,..., s, sdo as m raizes do polindmio P(sa + xo).

Exemplo 1.30. Note que o polindmio homogéneo P(x1,x2) = x7 —x3 de grau 2 € (2, 1)-hiperbdlico,

pois P((2,1)s+ (x1,x2)) = (2s4x1)? — (s +x2)% = (s4+x1 —x2) (35 +x1 +x2) tem as raizes s; = x, —x;
X1 +x2

es) = — para todo (x1,x;) € R?. Em particular para (x;,x;) = (2,4) temos que s; =2 e 55 =

—2, e areta y(s) = (2,1)s+ (2,4) passa por x — x5 = 0 nos pontos ¥(s;) = (6,6) e y(s2) = (—2,2).
Ver Figura 1.1.

Yis1) = (6,6)

(2,1) X

Figura 1.1: Nocdo geométrica de um polindmio ser a-hiperbdlico

No estudo de polindmios a-hiperbdlicos trabalhamos com os seguintes conjuntos:

Definicao 1.31. Dado um polindmio a-hiperbdlico P(x) de grau m, definimos o subconjunto C(P,a)

de R" por C(P,a) = {x € R"|P(as +x) # 0,Vs > 0}.

Geometricamente um ponto xp € R” estd no conjunto C(P,a) se a semirreta y(s) = as + xop com

s > 0 ndo passa pela hipersuperficie P(x) = 0. Vejamos dois exemplos deste conjunto.

Exemplo 1.32. Como P(x|,x;) = x} —x3 é um polindmio (2, 1)-hiperbdlico, entdo C(P,(2,1)) é o

conjunto {(xl,xz) eER?|x; < xl} N {(xl,xz) cR?|x; > —xl} . Ver Figura 1.2.
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X=X =

Figura 1.2: Nogdo geométrica do conjunto C(P,(2,1))

Exemplo 1.33. O polindmio homogéneo P(x1,x;) = x7 +x1x, é um polindmio (3,4)-hiperbélico, e

C(P,(3,4)) é o conjunto { (x1,x2) € R*|x; >0} N{(x1,x2) € R*|x; +x, > 0}. Ver Figura 1.3.

x12+x1x2 =0

Figura 1.3: Nogdo geométrica do conjunto C(P,(3,4))

No resto da se¢do denotaremos por ag o vetor (1,1,...,1) de R”. Queremos mostrar que as fung¢des
r-elementais o, : R" — R definidas em (4), sdo polindmios ag-hiperbdlicos de grau r. Para isto

usaremos os seguintes lemas.
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Lema 1.34. Se P(x) é um polinomio a-hiperbdlico de grau m, entdo

(1) C(P,a) é um cone convexo aberto de R", que coincide com a componente conexa do conjunto
{P # 0} que contém o vetor a, onde {P # 0} é o conjunto (P~1(0))¢ = {x € R"| P(x) #0};

(2) O polinémio homogéneo de grau m — 1 dado por Q(x) = %P(sa +x) » é a-hiperbdlico;

(3) C(P,a) C C(Q,a).

Demonstragcdo. (1) Uma prova deste item pode ser encontrada em [ 15, pag. 960-961].
(2) Como P(x) é a-hiperbdlico de grau m, o polindmio P(as -+ x) com respeito a varidvel s tem m
raizes s; < sy < ... <, para qualquer x € R". Se s; < s2, note que f(s) := P(as+ x) é diferencidvel

no intervalo (sy,s2) e f(s1) = 0= f(s2), entdo pelo Teorema de Rolle existe r| € (s1,s2) tal que

Fn) = SPas+n)| = 0(nat+) =0,

S=r1

assim, r; € raiz do polindmio Q(sa + x) respeito a varidvel s. Usando o Teorema de Rolle no-
vamente para a fun¢do f(s) nos intervalos (s7,s3),(53,54),-..,(Sm—1,5m), obtemos as outras raizes
r2,r3,...,ry—1 do polindmio Q(sa + x), e portanto Q(x) é a-hiperbdlico. No caso de que 51 = 52,
tem-se que s; é uma raiz do polindmio Q(as + x) respeito a varidvel s, entdo usando o Teorema de
Rolle para f(s) nos intervalos (s2,s53),(53,54),-..,(Sm—1,5») obtemos em total m — 1 raizes para o
polindmio Q(as + x) e consequentemente Q(x) é a-hiperbdlico. Para os outros casos dos s; < s;11 é
feito de maneira andloga.

(3) Vamos fazer a prova por contradi¢do. Tomemos xg € C(P,a), isto é
P(as+x0) #0, V¥s>0, (1.12)

e suponhamos que xp ¢ C(Q,a). Como x( ndo pertence ao conjunto C(Q,a), existe so > 0 tal que
QO(asp+xp) = 0. Agora, pelo Teorema de Rolle cada raiz do polindmio Q(as + xo) esta entre dois
raizes do polindbmio P(as + xg), assim, existe s; > 0 tal que 51 > 5o de maneira que P(as; +x¢) =0,

mas isto contradiz (1.12) e portanto xy € C(Q,a). [ |
Lema 1.35. A funcdo simétrica n-elemental 6, : R" — R é um polindémio ay-hiperbdlico de grau n.

Demonstracdo. Se r = n, entdo 6,(21,22,---,2n) = 2122 - - - Zn € um polindmio homogéneo de grau n.
Além disso, o polindmio o,((1,1,...,1)s+(z1,22,---,2n)) = (s+21)(s+22) - - - (s+2,) com respeito a
varidvel s, tem n raizes reais para todo (z1,z2,...,z,) € R". Portanto o, é um polindmio ao-hiperbdlico

de grau n. |

Lema 1.36. As funcoes simétricas r-elementais o, : R" — R podem-se expressar como

1 dn—r
On(sap+x)| , parar=12,... n.

or(x) = (n—r)! ds"=r 520
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Demonstragdo. Para provar este resultado, precisamos demostrar por indugdo sobre n, que

dt
—ou(sap+x)| =tlo,—(x), paratr=0,1,....n—1. (1.13)
ds’ =0
dO
Por notagao, para t = 0 vamos fazer ﬂcn (x) = 0,(x). Comecemos a prova por indugéo.
s

Passo base para k = 1: Note que o1 (x;) = x1 e 61(sap +x1) = (s+x1), portanto

dO

——o01(sap+x1)

450 = 0!0'1(x1).

s=0

= o1(sap+x1)
s=0

Passo base para k = 2: Note que 0, (x1,x2) = x1x2 € 02 (sag + (x1,x2)) = (s+x1)(s +x7), portanto

dO
ﬁGz(Sao-i-(xh)Q)) :O'Q(Sd()+()€1,xZ)) :0!0'2(x1,x2),
s s=0 s=0
e também
d
—Gz(Sao-i-(xl,)Q)) =25+x1 +x2 =X1+x2 = 1!61()61,)62).
ds s=0 s=0

t
Hipétese de inducio: E verdade que 75 Ok (sap+ (x1,...x%))
5

dek=1,2,....n—1comt=0,1,2... . k—1.

=110_4(x1,...,x;) para os valores
s=0

Agora, assumindo a hipétese de inducao, vamos provar que para k = n € valido que

d!
—th(sao—l—(xl,...x,,)) =110y (X1y. 00, X0),
ds s=0
parat =0,1,...,n— 1. De fato, note que
t d[ t—1
on(sap+ (x1,...,%,)) Cn1(S+x1, ..y S+x0-1)(s+x0) +t——0Cn1(s+X1,...,8+Xn—1), (1.14)

ds' - ds' ds'—!

dl
parat =0,1,2... ,n—1. Agora, avaliando ﬁcn(sao-l—(xl,...,xn)) ems=0paratr=0,1,...,.n—1,

usando a hipétese de inducdo e também usando (5), de (1.14) temos que

t dt t—1
wcn(sao—k(x],...,xn)) » = wcr,,,|(s—|—x],...,s—&—xn,l) S:Oxn+tmcn,1(s+xl,...,s+xn,1) »
dl
Ecn(sao—i—(xl,...,xn)) :t!crn,l,l(xl,...xn,l)xn—i—t(t—1)!6,,,1,(,,”()51,...,xn,l)
s=0

dl

Ean(sao—i-(xl,...,xn)) :t!G(n,,),1<xl,...,xn_1>xn —i—t!G(n,,)(xl,...,x,,_l)
s=0

dt

5 On(sa0 + (¥t xn)) =11 [O ()1 (X1, Xn1)Xn + Oy (X155 X0 1)
s=0

d[

ﬁcr,,(sao—i—(xl,...,xn)) =110, (x1,...,X,)

§ s=0
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para t = 0,1,...,n— 1, e portanto fica provado (1.13). Finalmente, isolando o,_;(x) de (1.13) e
1 n—r

on(sap+x) parar=1,2,...,n. [

fazendo n —t = r, obtemos que G,(x) = —_—
que o (x) (n—r)ds*r A

Agora sim, provemos o resultado das fun¢des o,

Proposicao 1.37. As funcoes simétricas r-elementais 6, : R" — R comr =1,2,...,n, sdo polinomios

ao-hiperbolicos de grau r.

Demonstragcdo. Como o polindmio o, : R” — R € ap-hiperbdlico de grau n pelo Lema 1.35, podemos

usar (n— 1)-vezes a parte (2) do Lema 1.34 em cada uma das (n — 1) derivadas de o, e temos que

n—r

dsn—r

on(sap+x) (1.15)

s=0
€ um polindmio ag-hiperbdlico de grau r para r = 1,2, ..., n. Por notacdo, quando r = n fazemos
dO

@ = Gn<X).

s=0

O (sap +x)

Entdo, se multiplicamos (1.15) por ﬁ segue-se que o polindmio

1 d}’l*}"

(n—r)! gy Onlsa0 1) 5=0
também € ag-hiperbdlico de grau r parar =1,2,--- ,n. Agora, pelo Lema 1.36 temos a igualdade
n—r
or(x) = ﬁ % o, (sap +x) i
parar=1,2,--- n, e consequentemente tem-se que o, € um polindmio ag-hiperbdlico de grau r, com
r=1,2,---,n. |

Como as fungdes simétricas r-elementais o, sdo polindmios ag-hiperbélicos, podemos definir os
conjuntos C(0;,ap) que denotaremos I',. Provaremos o seguinte resultado interessante:
Proposicao 1.38. I', C I, C---CI CI7.
Demonstracdo. Como o, : R" — R é um polindmio ag-hiperbdlico pelo Lema 1.35,e 6,1 : R" - R
. d
satisfaz 0,1 (x) = 20 (sap+x)| , podemos usar a parte (3) do Lema 1.34 e obter
S s=0

C(on,a0) C C(0y—1,a0)-

d d
Igualmente 6,5, ..., 0] satisfazem 6,,_»(x) = d—Gn_l (sap +x) yeeny O1(x) = d—62 (sap+x) ,
S s=0 S s=0
entdo pela parte (3) do Lema (1.34) novamente, obtemos as inclusdes

C(0y-1,a0) C C(0y—2,a0) C ... C C(02,a0) C C(0o7,a0),

e consequentemente I, C I, C--- C I, CI7. [ |
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A seguinte proposi¢do € consequéncia dos resultados anteriores apresentados nesta secao.

Proposicao 1.39. Para o cone O" e os conjuntos I, tem-se que:

(1) Iy coincide com o cone positivo O";

(2) O"CTIyparacadar=1,2,...,n;

(3) Cadal, é aberto em R";

(4) Cada T, é um cone convexo e coincide com a componente conexa em R" do conjunto {c, > 0}

que contém ao vetor ap.

Lembremos de (4) que para cada r = 1,2,...,n as fungdes simétricas r-elementais o, : R" — R
estdo definidas por 6,(z1,22,...,2,) = Z Zi,Zi,  * * Zi,- Encerramos esta se¢do com um resultado
1<ip<--<ip

que garante quando as derivadas parciais das funcdes o, sdo positivas num ponto. Uma prova da

seguinte proposi¢ao pode ser encontrada em [ 16, pag. 269].

Proposicao 1.40. Se a € I',, r = 1,2,...,n, entdo as funcoes simétricas r-elementais 6, : R" — R

O,
“(a) >0 paratodoi=1,2,...,n.
dzi

satisfazem



CAPITULO 2

Curvatura r-média e Elipticidade

Neste capitulo vamos construir de uma maneira muito natural, n operadores elipticos que vao a
coincidir com as funcdes de curvatura r-média H,, r = 1,2,...,n. Na primeira secdo, serd feita a

construgdo desses operadores, € na segunda secao se provard a elipticidade de cada um deles.

2.1 Curvatura r-meédia

Dados uma hipersuperficie M" de uma variedade Riemanniana N"*!, ¢ um ponto p € M". Para-
metrizando numa vizinhanga de p em M por ¢(x) = exp,,(x + L (x)1o) como em (1), nesta se¢do que-
remos encontrar um operador @, definido em algum aberto de R¢, de maneira que a funcio curvatura

r-média H, avaliada em x € W, coincida com o operador @, no ponto A(f)(x) = (u;j, ti(x), U (x),x),

ou seja

H,(x) =®,(A(u)(x)), paratodoxecW.
Para este fim, vamos fixar uma base ortonormal {ey,e»,...,e,} de T,M, para introduzir um sistema de
coordenadas em T,M em relagdo a base {ej,es,...,e,}. Assim, para cada vetor x € T,M, vai existir

um tnico vetor de coordenadas (x1,x2,...,x,) € R" tal que x = Y7, x;e;. Também vamos denotar por

v(x) o vetor Y' _ | xmem + W (x)No, € para as derivadas parciais de ¢ e [ usaremos as notagoes:

A @(x) = @i(x),  Iu(x) = li(x), O, (X) =1 pij(x).

Relembremos que n : W — T(pL(W)M ¢ uma orientacdo local para a hipersuperficie M tal que n(0,) =
Mo, € Ay (y) € operador de forma associado a M". Se A(x) = (a;j(x)) € M,(R) é a matriz associada
ao operador de foma Ay (,) na base {@;(x), p2(x), ..., ¢,(x)} de T,M, queremos relacionar a matriz
A(x) com as matrizes da primeira e segunda forma fundamental de M. Antes de fazer isso, provemos

o seguinte resultado.

30
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Lema 2.1. O operador de forma Ay satisfaz Ay (9i(x)) = X}_; aji(x)@;(x), i=1,2,....n, para

todoxeW.

Demonstragdo. Como A(x) = (a;j(x)) é a matriz associada ao operador de forma A, ) : T,M — T,M

na base {@;(x), ¢2(x),...,¢,(x)} de T,M, temos que

Ao (@1(x)) = a1 (x) @1 (x) +a21 (x) 2 (x) + - -+ + a1 Qu(x)
Ap o) (@2(x)) = ar12(x) @1 (x) + a2z (x) @2(x) + -+ + an2@u(x)

Ap ) (@n(x)) = a1 (x) @1 (x) + a2 (X) P2(x) + -+ + apn Pu (x)

e portanto Ay () (@i(x)) = Xj_ a;i(x)@;(x), paracadai=1,2,...,n. [

Se I(x),1I(x) € S,(R) sdo as matrizes da primeira e segunda forma fundamental de M com as

entradas

I(x)ij = (@i(x),0;(x)) e H(x)ij = (Agw)(0:(x),0;(x)) = ((Vp9;) N (X)),

respectivamente, onde V € a conexdo de Levi-Civita em N, o préximo resultado relacionard a matriz

do operador de forma A;(,) com as matrizes / (x)"'ell(x).

Proposicao 2.2. A matriz associada ao operador de forma Ay ) pode-se expressar por Ax) =

I(x)~'I(x), para todo x € W.

Demonstracdo. Multiplicando as matrizes I(x), A(x) com ajuda das propriedades da métrica (,) e

usando o Lema 2.1, obtemos

I(x)A(x) = i <¢i(x)v¢k(x)>akj(x)>

Il
—
AS
S

1=
Q
Z
G
=
&
~— —
N——

Agora, como /(x) é uma matriz invertivel, pois ¢ uma matriz definida positiva, e pelo fato de 71(x) ser

uma matriz simétrica, de acima segue-se que A(x) = I(x)~'II(x). |
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O seguinte resultado nos ajudara a expressar as entradas da matriz 7(x) ™! em termos de x, u(x) e

das derivadas p;(x).
Lema 2.3. Cada vetor ¢;(x) é da forma @;(x) = d(exp,,),(x) (€: + i(x)No), para todo x € W.

Demonstragdo. Usando a regra da cadeia para derivar ¢(x) = exp,,(x + i(x)1no) obtemos

i(x) = Iy p(x) = d (exp,,) ) [0 (x+ 1 (x)70)]
= d (exp) ) 0ux + ot (3)70]
=d (exp,),, ) (9 (Xp=1 ¥mem) + It (x) 0]
=d (expp)v (ei+ 3x,li x)Mo)
=d (expp)v (e; + pi(x)MNo)
e fica provado o resultado. |

Em particular, do Lema 2.3 segue-se que as derivadas parciais de primeira ordem da funcdo u
avaliadas no zero satisfazem

1i(0)=0, i=1.2,...n 2.1)

Agora, consideremos ao maior subconjunto aberto e conexo em R"*! que contém a origem, definido
por N := {(z,y1,y2,...,yn) € R**1: d(eXpp)(x2, yier+zn) € um isomorfismo linear}. O conjunto ma-
ximal N existe pelo fato de que d(exp,)o € a identidade. Mostremos que a matriz / (x)~! pode-se

identificar com uma matriz do espago S, (R"” x N).

Proposicao 2.4. Existe uma matriz simétrica definida positiva F(r;,z,y;) € S, (R" x N) que satisfaz

F(u;i(x), u(x),x;) = I(x)~1, para todo x € W.

Demonstra¢do. Como as entradas da matriz /(x) dependem somente dos vetores ¢;(x), pelo Lema 2.3
a matriz I(x) pode-se reescrever em fungdo de u;(x), t(x) e das coordenadas de x. Se trocamos p;(x)
por r;, i (x) por z, € x; por y;, em cada entrada da matriz I(x), obtemos uma matriz simétrica F (r;,z,y;)
de ordem n X n, que tem inversa nos pontos (r;,z,y;) tais que d (expp)):;y:] yiei +zMo € um isomorfismo
linear. Assim, restringindo F a R” x N e fazendo F(r,z,y;) := F(r;,z,y;)~', temos que F(r;,z,y;)
pertence a S, (R” x N) e além disso /(x) ™! = F(u;(x), u(x),x;) para todo x € W. Que F(r;,z,y;) seja

definida positiva, segue-se da métrica Riemanniana de N"*1, |
Agora, provaremos uma igualdade que relaciona derivadas de @, e ft, onde i ;= pro !

Lema 2.5. Os vetores @;(x) satisfazem @;(x)(H ;) = pij(x), para todo x € W.
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Demonstragdo. Para cada x € W vamos considerar o diferencial de ¢ em x dado por

dq)x LW — T(p(x)M
ei — doe(e):C*°(M) — R
B — do(e)(B) =ei(Boo@).

Observe que, como W C T,M, entdo T,W = T,M. Além disso, a fungdo (I = o ¢~ ': M — R avaliada
no operador d@y(e;) : C*(M) — R éigual a

do.(ei) (1) = 0@ (x) (1), (2.2)

pois d@.(e;) (i) = d(exp,)y(x)(€i(x + 1(x)N0)) () = d(expp)y(x) (i + It (x)10) () = 0P (x) ().

Provemos que
Oy, (Mo @)(x) = Iy, pu(x). (2.3)

De fato, como u(x) = (it o @) (x), usando (2.2) temos que dy, (Lo @)(x) = dy, @(x) (1) = d@y(e;) (1) =
ei(to@)=e;j() = dyuu(x), e fica provado (2.3). Agora, note que

Ox, @(x) (O, IE) = Oy 1 (), 2.4)

pois usando (2.2) e (2.3) obtemos que dy, @ (x)(dy; k) = dx(e;) (I, ) = ei(dx; (Ko @)) = ei(dy;1h) =
yix; 1 (). Mudando as notagdes das derivadas em (2.4) concluimos que ;(x) (I ;) = (). [

O préximo resultado permitird caracterizar as entradas da matriz I7(x) em termos de x, u(x) e das

derivadas de primeira e segunda ordem de U.

Lema 2.6. O termo (V,Q;)x da entrada da matriz 11(x) pode-se expressar da forma
Vo) @i (X) = Vo, 0d(€xp,) ) (€)) + Wi (x)d (exp), ) y(x) (T0) + 1 (%) V g, ) (€XP, )y (x) (100) -

Demonstragdo. Note que @;(x) = d(exp,),(x)(e;i + 1i(x)10) € @;(x) = d(exp,),(x) (e + 1;(x)M0),
entdo, usando o Lema 2.5 e as propriedades da conexdo V para o termo V) @; (x) obtemos que
Vi) @i (X) = Vi, (0)d(exp,, ) yx) (€ + 1j(x)M0)
=V [d(exp, )y (e)) +d(eXPp) (o (1 (x)10) ]

= Vi d(@xp,)y(x) (€)) + Vg d(exp), )y ) (14 (x)10)

= V. 0d(€xp,)v(x)(€)) + Vg [1Lj (X)d (exp,, ) () (M0)]

= V4 d(exp,)vx)(e)) +N/( IV oix)d(€XP,)y(x) (M0) + @i (x) (1) d (€xp ) y(x) (M0)
= Vo d(exp, v (€)) + 1 (X)V g0 (€xP) )u(x) (Th0) + 1ij (x)d (€xP,y v ) (T10)

e fica provado o resultado. [
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Com ajuda do lema anterior, provemos que a matriz II(x) da segunda forma fundamental de M,

coincide com uma matriz do espaco S, (R("(”“)/ 2+ N) :

Proposicdo 2.7. Existe uma matriz simétrica G(rij,ri,2,yi) € Sy <R(”(”+l)/ 2)+n N), que satisfaz

G(1ij(x), ui(x), u(x),x;) = I (x) para todo x € W.

Demonstragdo. Do Lema 2.6 segue-se que as entradas da matriz /7(x) tem a forma
1(x)ij = (Vg 0)d (eXp ) )ywy€), M (X))
+ i (%) (d(expp, )y M0 M (%)) (2.5)
+ (%) (Vo) d(€xp,, )y M0, M (X)) -
Portanto, a matriz /I(x) pode-se escrever, em fungdo de u;;(x), t;(x), it(x) e das coordenadas x; de x.
Se em (2.5) trocamos L;;(x) por r;j, U;i(x) por ri, L(x) por z, e x; por y; com 1 <i < j < n, obtemos
uma matriz simétrica G(r; i» ri,2,yi) de ordem n X n que pertence a S, (R(”(”H)/ 2)+n N) e satisfaz

11(x) = G(uij(x), ui(x), u(x),x;) paratodox € W. [

Agora, vamos construir uma funcio definida num aberto de R¢, que tem como contradominio ao

espaco das matrizes M, (R), para depois definir o operador @, em termos dela.

Proposicio 2.8. Existe uma fungdo A definida no aberto RO(HD/2)+1 5 N de RY, que tem a forma
A RECED/24n N 5 M,(R)
(rijsri:2,3i) = A(rijiri;z,yi) = F (11,290 G (rij 1is 2, 3i)
tal que para cada x € W, a fungdo A avaliada no ponto A(u(x)) = (W;;(x), ti(x), u(x),x), coincide
)

com a matriz A(x) do operador de forma Ay ), isto ¢, A(A(u)(x)) = A(x) para todo x € W.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 2.2, Proposicdao 2.4 e Proposi¢do 2.7, podemos definir a fungao
A(rij,risz,yi) = F(ri,z,5i)G(rij, ri,2,y:) definida no conjunto aberto R®E+H1)/2) 41 5 N de RY que sa-
tisfaz A(A(u)(x)) = A(x) para todo x € W. Além disso, pelo fato de ser F(r;,z,y:) € G(rij, 7i,2,Yi)

matrizes de ordem 7 x n, segue-se que o contradominio da funcio A é o espaco M, (R). |

Denotemos simplesmente por 4, a fungdo A : M[,(R) — C” que a cada matriz M € M,,(R) com au-

tovalores [A;(M)| < | (M)| < ... <|A,(M)|, faz corresponder a n-upla (A; (M), A, (M), ..., A,(M)).

Teorema 2.9. Existe um operador ®, : ROTD/241n o N s R tal que para x € W, o operador ®,
avaliado no ponto A(1)(x) = (Wij(x), Wi(x), 1(x),x), coincide com a fungdo curvatura r-média Hy no

ponto x, isto é, (A1) (x)) = Hy(x) para todo x € W.

Demonstracdo. Fazendo a composicdo entre as funcdes A, A e o, : R” — R, podemos definir o

operador ®, em R*+1D/2+7 5 N da forma ®, = ﬁar oA oA, que satisfaz ®,(A(u)(x)) = H,(x)

paratodox € W. |
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2.2 Elipticidade

O objetivo desta secao € provar que os operadores ®,, r =1,2,...,n, do Teorema 2.9 sdo elipticos.

Para isso, comegaremos provando a diferenciabilidade da funcdo c,0 A : M[,(R) — R.
Lema 2.10. A fungdo o, 0 A é diferencidvel.

Demonstragdo. Como a funcio o, € um polindbmio homogéneo de grau r pela Proposi¢do 1.37, entdo
para qualquer matriz A € M,,(R) temos que 6,0 A(A) é um polindmio homogéneo de grau r com

respeito as entradas da matriz A, e portanto o, o A € diferencidvel. [
Com o seguinte resultado, vamos caracterizar as derivadas parciais da fun¢do o, 0 A.

Proposicao 2.11. Se Ay € M, (R) é uma matriz diagonal que satisfaz A(Ao) € Iy, entdo

Aoroh) o sek#1,
A B “(A(Ag)) >0, sek=1I,
Az
Demonstracdo. Como o, o A é diferencidvel pelo Lema 2.10, da regra de cadeia obtemos que
d(o,0A) " do, oA
———(Ap) = A(A Ap). 2.6
T (o)=Y 57 (240) 1 (o) 6)
. . I :
Agora, vejamos como € a cara de cada termo A, (Ap) de acima, quando k #l e k = .
kl

k # I: Consideremos a matriz EX € M, (R), entdo como k # [, da Proposi¢do 1.1 segue-se que as
matrizes Ag e Ao +tEX tém os mesmos autovalores, isto é, A;(Ag) = A;(Ag+tEX) comi=1,2,....n

8/1,- ll‘ A I‘Ekl —Ai(A 0
et € R. Assim ——(Ag) =lim (Ao +1E7) — Ai( 0):lim—:O,eportantoparacadai:1,2,...,n
8Akl t—0 4 =0t

temos que
A
aAkl

k = I: Consideremos a matriz E* € M,,(R), entdo como Ay é uma matriz diagonal, para ¢ sufici-

(Ag) =0, sekl. 2.7)

entemente pequeno, os autovalores A;(Ag + tEX) da matriz Ay + tEX satisfazem A;(Ag + tEX) =

(Ag)ii +t(EX);;. Portanto, para cada i = 1,2,...,n obtemos

oA o AN(AgHIE™) —2i(A0) e [0, sek#i,
A (A0) = 50 t = (ED)ii = 1, sek=i. (28)
s - oA
Como j4 sabemos como s@o os termos A (Ap) quando k # 1 e k =1, de (2.6), (2.7) e (2.8) segue-se
ki
a(orox)(A - %G sek #1,
Ay - “(A(A)), sek=L.

8zk
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d
Agora, pela hipétese A(Ap) € I',, podemos usar a Proposicao 1.40 e obtemos que a—Gr(l (Ag)) >0
Tk
paracada k =1,2,...,n. Consequentemente
A(0r08) 1 _ %G sek#1,
AL B “(A(A0)) >0, sek=1,
8zk
e fica provado o resultado. [

Provemos outra propriedade da fungio c,0A.

Lema 2.12. Se P € M,(R) é uma matriz ortogonal, entdo 6,0 A(P'AP) = o0 A(A) para qualquer
matriz A € S, (R).

Demonstracdo. Da proposi¢ao 1.3 segue-se que as duas matrizes A e P'AP tém os mesmos autovalo-

res, dai A (P'AP) = A(A), e consequentemente (0,0 A)(P'AP) = (6,0A)(A). |

O seguinte resultado serd uma ferramenta importante na prova de elipticidade dos operadores ®,..

. x : . w d(or0l)
Proposicao 2.13. Se Ag € S,(R) satisfaz A(Ag) € I, entdo E Ry
ij

ij=1
(61,82,..-,6) € R\ {0} J

(A0)&i&j > 0 para todo

Demonstracdo. Como Ag é simétrica, existe uma matriz ortogonal P € M,(R) tal que P'AgP é uma

o , J(c,01) .
matriz diagonal. Agora, fazendo C := P'AP, vamos calcular aT(AO) com respeito as entradas
kl
de C e A. Com efeito, pela regra da cadeia
d(o,0A) " Jd(c,0) aC;j
—5,—(Ao) = Ao Ao),
entdo pelo Lema 2.12 a expressdo de acima pode se reescrever por
d(o,0A) " d(o,0A) aC;;
——(Ag) = — "2 (P'AGP Ap). (2.9)
Thy 0= X TG, (PR 4
_— . . . d(oro0A),
Usando a Proposicao 1.2, vejamos que caras tém as derivadas T(P AoP) em (2.9). De fato,
ij
Jd(P'AP);; (Ao) = lim (P'(Ag+hE)P)ij — (P'AgP)ij _ . (P'AgP+P'hENP);; — (P'AgP)i; _
0Ay 0 50 h h—0 h
P'AgP);; + (hP'EXP);; — (P'AoP);
— }lg’%( 0 )l]+( h )l] ( 0 )l] — (PlEklP)U :Pllkpjlla

entdo a expressao (2.9) pode-se reescrever por
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e paratodo & = (&1,&,,...,&,) € R\ {0} temos que

" J(0,0Q) " Jd(o,0A)
Y S ——A0)&é& =), T(PIAOP) wPiESi
k=1 ki ijkl=1 ij
" Jd(o,0A)
- Z 8rC (P'AgP) Py &P 151
i,j k=1 ij
" d(o,o0A
ij=1 ij
onde w = P'E #£0, isto é
"0 O'rO)u " d(o,0A
Y S A0)&é =), %(PZAOP)WM]’. (2.10)
k=1 i,j=1 ij
- : . : d(oroA),
Agora, usando a Proposicao 2.11 vejamos que forma t€m as derivadas T(P AoP) da ex-
ij

pressdo de acima. De fato, usando a Proposi¢cdo 1.3 com as duas matrizes P'AgP e Ay obtemos
que A(P'ApP) = A(Ap), logo da hipétese A (Ap) € I'y, segue-se que a matriz diagonal P'AyP satisfaz
A(P'ApP) € T',, dai pela Proposigdo 2.11 temos que

0, se i j,
agrc(;/l (PAoA) = %j’ (A(P'AgP)) >0, sei=j.
Entao ,
0, se i+ j,
agﬁff (PoA)wiw; = aaj (A(P'AgP))(wi)2 >0, sei=j,
e portanto (2.10) satisfaz i a(%zl)’)(Ao)ékél > 0 para todo (&1,&,...,&,) € R"\ {0}. |
k=1

Lembremos da segdo anterior, que as entradas G(r;j,ri,z, i)k, k < [, da matriz G(r;j, r;,z,y;) foram

obtidas das entradas da matriz I1(x).

Observacao 2.14. Seja k <. Se em (2.5) trocamos L (x) por r;, Uy (X) por ry, W(x) por z, e x,, por

Ym, com 1 <m < n, obtemos que as entradas da matriz G(r;j,r;,z,y;) t€ém a forma

G(rij,ris2yi)u = (Vyd(exp,)ver, 77> ) (d(exp,)vM0,M)

(ri,z,yi) ("i-ZM)

(2.11)

+ 1y <VW1< epr)"nO’ n>(r,-,z,yi) ’

n
onde v(z,yi) = Y, Ymem +2N0 Wi(ri,2,5i) = d(eXP,,)y(z.y,) (ek + Tkny) € M(7i,2,5i) € 0 Vetor unitario
m=1
que é normal ao hiperplano gerado por y,,(ri,z,vi), | <m <n.
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Agora, relembrando que as entradas G(r;j,7i,2,yi)u =: G, k < I, da matriz G(r;j,r;,z,y;) sdo em
fungdo de r;j, ri, zy;, 1 <i < j <n, vamos calcular as derivadas parciais de primeira ordem de G
avaliada num ponto do aberto R +1)/2]+n o N de RY , com respeito as varidveis r;j, 1 <i < j<n.

Para isto, definamos a fun¢dao ®

0:R'*xN — R
(Vi,Z,yi) — w(”i,Zayi) = <d(eXPp)v(z,xi)TIO,n(”i7Z,Xi)>7

n
com v(z,x;) = inei+zn0.
i=1

Lema 2.15. Para k < [ temos que

aGmt (p ) — w(r?,zo,x?), se <6mk6tl+5m15lk) 7&07
dry 0, em outro caso,
onde po = (rl(.)j7 r?,zo,x9) € um ponto do aberto R +D/214n o N,

Demonstracdo. Usando (2.11) note que

0 0 0 .0 0 0 .0 0
8Gmf( ) li G<rll"'-7rk1+h,.._7rnn,l"i,Z,yi)mt—G(rl'j,ri,Z,yi)mt
po) = lim
8rkl h—0 h
0 0,0.0 0 0.0.0
. +h (r:,z2°,X; ) — O\r; 2 X
limy,_,q U T)O07,2 x;l) T Oy ), se ), = r,?l ourd = r?k,
0 0.0 .0 0 0.0 .0
. I [w(r‘ prages )—i" Iw(r‘ x4 7xi) 0 0 0 0
llmh_>() = L : hm : ) Sermt#rklourmt%rlk’
0.0 .0 0o _.0 0o _.0
o(r;,2°,X]), S€rp, =1y 0ur, =71,

0, S€ 1oy 7 1y OU oy # 1y
o(rf, 2%, %)), se (m,1) = (k,1) ou (m,r) = (I,k),

0, se (m,t) # (k,1) ou (m,1) # (I,k),
o(r?,20,x0), se (8 + S i) # 0,
0, em outro caso,
1, se (m,t)=(k,l), 1, se (m,t)=(l,k),
onde 5mk5ll = € 5m131k = n
0, se(m,1)# (k,1), 0, se(m,r)# (k).

O seguinte resultado garante que a funcdo @ é positiva em R” x N.

Lema 2.16. A funcdo o satisfaz que ®(r0,2°,x) > 0 para todo (1?,7°,x9) € R" x N e em particular

®(0,0,0) = 1.

Demonstracdo. Da Observagdo 2.14, para qualquer ponto (r?,zo,x?) € R" x N, o vetor unitario

n(r¥,2%,x9) ¢ ortogonal ao espago gerado pelo vetor yy(r?,z°,x9) = d(expp)v(zo xo)(eg +rn0), £ =

1
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0.0 .,0

1,2,...,n,¢e d(expp)v( ) ¢ um isomorfismo linear, daf, a fungao w(r;,z’,x;) ndo muda de sinal em

2049
R" x N. Além disso, se ¥ =0, 2 =0 e x) = 0, os vetores unitdrios d(exp,)y(0,0)M0 € 1(0,0,0) sdo
paralelos. Consequentemente (d(exp,,),0,0)M0,1(0,0,0)) = ||d(exp,,),0.0)M0|| 17(0,0,0)|| = 1, isto

é, 0(0,0,0) = 1, e portanto (r?,2%,x¥) € positivo em R” x N. |

Lembremos que na Secdo 2.1 introduzimos um sistema de coordenadas em 7,M em relagdo a
base ortonormal {ey,e,...,e,} e definimos a matriz I(x) com entradas I(x);; = (@;(x), @;(x) ), onde
cada vetor @;(x) € da forma @;(x) = d(exp,,),(y) (i + i(x)No) com v(x) = ¥ _| Xmem + 1(x)No. O

seguinte lema ajudard na prova da elipticidade dos operadores ®, e também serd usado na Secao 3.1.
Lema 2.17. A matriz F(1;(0),1(0),0) € S, (R" X N) coincide com a matriz identidade de M, (R).

Demonstra¢do. Como a fungdo p : W — R satisfaz p(0) = 0, se usamos (2.1) e relembramos que os

vetores ey, ez, ...,e, S0 ortonormais, temos que

1(0);; = {@i(0), 9;(0))
= <d(expp)v(0)(€i + 1:(0)10) , d(epr)v(o)(ej +Hj(0)n0>>
= (d(exp,)oler)  d(expy)ole;)

1, sei=j,
:<e,~,ej>:{ 0, sei##j.

Logo 1(0) é a matriz identidade em M,(R), e sua inversa 1(0)~! = F(u;(0),1(0),0) também & a

matriz identidade. u
Encerramos esta se¢cdo mostrando a elipticidade dos operadores ®P,..

Teorema 2.18. Para os operadores ®, temos que:

(1) @ € eliptico no aberto R +1/2A+n 5 N e R

(2) para cadar =2,3,...,n, o operador ®, é eliptico em qualquer ponto do tipo pg = (r?j,0,0,0)
de RY tal que A (A(py)) €T\

Demonstracdo. (2) Consideremos ar=2,3,...,n. Para k <[, daregra da cadeia temos que
d(c,0A oA) . d(o,0A), - A
_— = —— (A ) 2.12
arkl ( 0) m;1 aAmr ( (p())) arkl (p()) ( )
~mt

Vejamos que formas tém as derivadas parciais (po) da expressdo acima. Pela defini¢do da fungéo

Ir
A temos que A(rij, FisZyVi)mt = ZF(r,-, 2,Yi)me G(¥ij;7i,2,¥i) e, € como F(0,0,0) é a matriz identidade
l
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0A, G G
pelo Lema 2.17, segue-se que 8th (po) = ZF(0,0,0)mg aTlflt(po) = 87":1(1)0). Dos Lema 2.15 e

1

Lema 2.16 obtemos que as as derivadas ( po) tém a forma

8rkl
dG [ 1, se (8 + 8mbi) #0,
dry (po) = { 0, em outro caso, (2.13)

Como ja sabemos bem a forma das derivadas ( Po), a expressdo (2.12) pode-se reescrever por

At
Iy

(2GR 4 AR (A(po)), sek <.

A A 8rk, ar,k
E2 2 (o) = @14
Tkl oA}, ~
X8R (X (po)), sek=1.

0) € Su(R) pois A(pg) = F(0,0,0)G(po) = G(po),
(A(po))&k& > 0 para todo (&1,&,...,&)R"\ {0}.

oA)

n
Dai e da expressdo (2.14) segue-se que Z 8 po)ékél Z a(gr—(ﬁ(po))ékfjl > (0, para
k<l ) ki=1 9Tkl

todo (&1,&,...,&) e R"\{0}er=2,3,...,n. Da Defini¢d@o 1.22 concluimos que os operadores P,

Agora, como A (A(po)) € T’ por hipétese, e A(p

LR—e A
da Proposicao 2.13 obtemos que Z M
k=1 dru

r=2,3,...,nsdo elipticos no ponto py.

(1) Consideremos a r = 1. Seja ¢ = (r,],rl,z y,) e Rl ("+1)/2]+” x N. Como A(q) =F(q)G(q) e

Di(q) = ﬁ(cl o2 0A)(q), temos que @ (g ZA = ZF , € lembrando que a
matriz F ndo depende das entradas ry;, obtemos que
0P, 1 Gt
—(g)=-) F —(q). 2.15
FPC) nkZJ (@) 5, (@) (2.15)

Dos Lema 2.15 e Lema 2.16 segue-se que

G o(ri;2,xi) >0, se (8udtl+ 6 ) # 0,

0, em outro caso .

e para qualquer ponto (§;,&,,...,&,) € R"\ {0} tem-se que

o(ri,2,5)(&)* >0, se (8ubtl+ 8 y) #0
o §& = (2.16)
0, em outro caso .

Das expressf)es (2.15), (2. 16) e do fato de que F(g) é uma matriz simétrica positiva definida, segue-se

que Z 8 (9)& = ZF(CI)k,l & > O paratodo (§1,&,...,&,) € R"\ {0}. Portanto, dado que
k<l ol

o ponto g € R[”(”H)/ 241 % N é arbitrdrio, da Defini¢ao 1.22 concluimos que @, € eliptico no aberto

R[n(n—i—l)/Z]—i—n < N de Rd. ]



CAPITULO 3

Um Principio de Tangéncia e Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos um principio de tangéncia para hipersuperficies € mostraremos al-
gumas de suas aplicagdes. Na primeira secao, provamos resultados extras que precisaremos para a
prova do principio, e para suas aplicagdes. Na segunda se¢ao demostraremos o principio e obteremos

quatro resultados como consequéncias imediatas dele. Na ultima se¢do faremos quatro aplicagdes.

3.1 Resultados Auxiliares

Nesta secdo mostramos algumas propriedades adicionais que satisfazem os conjuntos I', e as
fungdes A, .. Relembremos que na Secio 1.5 definimos os conjuntos I'y, r = 1,2,...,n da forma
I, ={x € R"| 6,(sap+x) # 0 para todo s > 0} onde ag denota o vetor (1,1,...,1) em R". Lembre-
mos também que o cone positivo de R” é definido por 0" = {(z1,22,...,21) € R" | z; > 0 para cada i =
1,2,...,n} e portanto seu fecho é o conjunto O" = {(wy,wy,...,w,) € R" | w; > 0 para cada i =

1,2,...,n}.
Proposi¢do 3.1. Se p € T, ev € 0" entdo (p+1tv) €T, paratodot > 0ecadar=1,2,...,n.

Demonstragdo. Faremos a prova por contradicio, isto é, se p € I', e v € O, entdo vamos supor que
existe um 7y > 0 tal que (p +1gv) ¢ I',. Como o ponto (p +#pv) ndo pertence a I',, existe so > 0 tal

que o,(spap+ (p+1ov)) = 0. Sem perda de generalidade, consideremos sy = 0. Logo
o(p+tyv) =0. 3.1
Além disso, das hipéteses p € I e v € O segue-se que

o-(p+1tv) >0 parat € [0,1). (3.2)

41
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Entdo de (3.1) e (3.2) temos que a fun¢do o,(p +1v) é decrescente no intervalo (0,7y) e portanto

<0 paraalgum?’ € (0,z). (3.3)

t=t'

d

A ideia agora é procurar uma contracdo de (3.3). Note que, se consideramos a p € v com suas

respectivas coordenadas, isto é, p = (p1,p2,...,pn) € v=(v1,V2,...,V,), da regra da cadeia obtemos
d do, d i
d—O'r(p+tv) Z ( p+tv (—(pi+tvl) ) Z (3.4)
t ,7,, di ) &

Como ¢’ € (0,19), entdo (p+1'v) € I'» e podemos usar a Proposi¢do 1.40 para obter que

do,
0z

“(p+1tv)>0 paracadai=1,2,. (3.5)
Usando novamente a hipétese de que o ponto v pertence ao conjunto 0", temos que
v;i >0 paracadai=1,2,...,n. (3.6)

d
Logo de (3.4), (3.6) e (3.5) obtemos Ecr(p +1v) > 0 que contradiz (3.3). [

t=t'

Lembremos que a fungio A construida na Proposicdo 2.8 estd definida num aberto de R? e seu
contradominio € o conjunto das matrizes M, (R).
Proposi¢ao 3.2. Cada entrada A (A(1)(0) ), da matriz simétrica A (A(p)(0) ) satisfaz A (A(u)(0)),; =

D
<$ d(exp,)seex] g » Tlo> + 141 (0).
Demonstragdo. Note que a fun¢do A avaliada no ponto A(1)(0) = (u;(0), 1:(0),1(0),0) corres-
ponde a matriz A(A(u)(0)) = F(u;(0),1(0),0) G(u;j(0), 1i(0), 1(0),0). Entdo do Lema 2.17 obte-
mos A(A()(0)) = G(1;(0), 1;(0), 1£(0),0). Daf, usando (2.1), o fato de que a fungdo p: W — R

satisfaz 1 (0) = 0, e a expressdo (2.5) temos que
A(A()(0)y = G(ij(0),0,0,0)y
= < Vo0 d(exp,)y (e)] _y» 1 (0)> + i (0) (d(exp,,)y(0)(M0) , Mo)
+ 1(0) (Vg (0) d(exp,,) 0y (M0) , 1(0))
= <Vek d(exp,)yi (e)] g » 770> + W (0) (d(exp,)o(Mo) , Mo)

D

DD
_ <dt 7 epr( (tek) +Sel)‘t:0,S:0 , n0> +,ukl(0)

D
= <$ d(epr)sgl€k|s:0 ’ 770> +.u'kl(0)

e fica provada a proposi¢ao. [
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Encerramos esta se¢do com um resultado respeito a func¢ao . que usaremos na se¢do de aplicacdes.
Afirmacao 3.3. A funcdo u.(t)/t é decrescente parat > 0.

Sao

1
Demonstracdo. Segue-se do fato de que as fungdes f(r) = coth(z), g(t) = cot(t) e h(t) = A

decrescentes para valores positivos em R. [

3.2 Principio de Tangéncia
O Principio de Tangéncia que apresentaremos nesta secao, foi estudado de [17, pag. 214].

Principio de Tangéncia 3.4. Sejam M e M} hipersuperficies de uma variedade Riemanniana N
tais que:

(1) M} e M3 sdo tangentes num ponto p;

(2) Mo € um vetor fixo unitdrio normal a My em p;

(3) M{ estd acima de My em uma vizinhanga de p com respeito a Mo,

(4) se W é uma vizinhanga de 0, € T,M; = T,M>, e H}(x), H(x) denotam as curvaturas r-médias
em x €W de M e M3 respectivamente, para algum r = 1,2,...,n tem-se que H>(x) > H}(x) para
todox e W;

(5) se A%(0,) é o vetor curvatura principal de M no ponto 0, € T,M,, tem-se que A*(0,,) € T, para
cadar=2,3,...,n.

Entdo as hipersuperficies M} e M5 coincidem em uma vizinhanga do ponto p.

Demonstragdo. Sejam @' (x) = exp,(x + ul(x)) e o*(x) = exp,(x + u?(x)) as parametrizacdes
como em (1) de M; e M, respectivamente. Entio, pelo Teorema 2.9 parap! : W — Re u?: W — R

existe o operador ®, : R +1)/21+n 5 N 5 R tal que
@, (A(u")(x)) =H!(x) e ®.(A(u?)(x)) = H?(x) para todo x € W. 3.7)

Agora, vamos a usar o Principio do Maximo 1.27, com u!, u? e ®, para provar que y; e U coincidem

numa vizinhanga do ponto 0,. Pelas hipéteses do Principio do Médximo, devemos mostrar:
(i) u?(x) < u'(x) para todo x em W;
(i) ®,(A(u?(x))) > P (A(u")(x)) para todo x em W;

(iii) ®, é eliptico com respeito as fungdes (1 —#)u? +tu', ¢t €[0,1].
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Verificagdo de (1): segue-se da hipotese (3) e da Defini¢do 0.3.

Verificagdo de (ii): segue-se da hipétese (4) e de (3.7).

Verificagdo de (iii): vamos fazer isto em seis passos.

Passo 1. Provar que a matriz A((1 —1)A(u?)(0) +tA(u')(0)) — A(A(u?)(0) ) é semi-definida posi-

tiva parat € [0, 1]: De fato, usando o Proposi¢do 3.2 note que

A((1=)AU?)(0) +1A(u")(0))y = A((1 = 1) (43 (0), 17(0), 1(0),0) +1 (1150, 1! (0),1£(0),0) ),
(1—1) (17(0),0,0,0) +1 (1,(0),0,0,0) )y,
= A((1 —1)p?(0) +14,(0),0,0,0)

< d(exp )], 770> (=D (0) + 1 (0)
D
_ <— dexpy)seei] g no> 12 (0) — £12(0) + 148} (0)

d
(2 dtexpy)wenl, g 0 )+ 3 0)) 113 0)-+14h O
= ACA)(0) )y + 1 (1 (0) — i (0))

e como (u;(0)) e (u3(0)) sdo as matrizes Hessianas (Hess ') (0) e (Hesspu?) (0) de p' (x) e pu?(x)

no ponto x = 0 respectivamente, temos que

A((1—=0)AU)(0) +1A(u")(0) — A(A(p?)(0)) =1 [(Hessp!) (0) — (Hessp?) (0)] . (3.8)

Agora, como p'(x) > p?(x) para todo x em W pela hipétese (3), e além disso ,ul-j (0) = 0 para cada
i=1,2,...,ne j=1,2por (2.1). Podemos usar a Proposicdo 1.11 com as funcdes u', u? e obtemos
que a matriz [ (Hess ') (0) — (Hess ,uz) (0)], ¢t €0, 1] é semi-definida positiva, portanto de (3.8)
temos que A((1 —1)A(u?)(0) + 1A (') (0)) —A( A(u?)(0) ) é uma matriz semi-definida positiva para
os valores 7 € [0, 1].

Passo 2. Provar que A(A((l —1)A(u?)(0) +tA(u )) QL(A(A ))) € Onparat €0,1]:
com efeito, como a matriz A(A(/.Lz)( ) ¢ simétrica pela definicio de A, podemos usar o Coroldrio

1.8 com essa matriz e a matriz do Passo 1, e obtemos que

1(AA02)0) < A(AA W ©0) + (1 -DAE)0) +1Aw")(0) — A(AW)(0)))

paracadai=1,2,...,n. Logo /1,.(4((1 —1)A(u?)(0) —i—tA(/,tl)(()))) - /l,-(A(A(/,Lz)(O))) > 0 para
cadai=1,2,...,n, e portanto l(ﬁ((l —1)A(1?)(0) +tA(u1)(O))) — A(A(A(uz)(O))) € O" para
todot € [0,1].

Passo 3. Provar que A(A((l —1)A(u?)(0) +tA(/.Ll)(0))) €T, parat €[0,1]er=2,3,...,n: com
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efeito, da hipdtese (5) temos que A(A(A(uz)(O))) €T, parar=2,3,...,n. Agora, com este fato

junto com o Passo 2, podemos usar a Proposicao 3.1 e obtemos que

)L(A( 1—1)A(u?)(0) +tA(u )) /I(A(A )))+/1(A(A(u2)(o))) er,

parat € [0,1] e r =2,3,...,n. Portanto A(A((l —1)A(u?)(0) +tA(u )) €l parat € [0,1] e
r=23,....n

Passo 4. Provar que cada ponto (1 —1)A(u?(0)) +tA(u')(0), ¢t € [0,1] é do tipo (7',],0 0,0): note
que, para todo ¢ € [0, 1] tem-se

(1 =) A(1*(0)) +1A(u')(0) =
= (1=1)(15(0), 17 (0), u*(0),0) +1(;(0), 11/ (0), " (0),0)
= (1= 1)y (0) +11}5(0), (1 = 1) (0) + 44 (0), (1 = 1) (0) — £t (0),0)
= ((1=1)uj5(0) +1445(0),0,0,0).

Consequentemente cada ponto (1 —#)A(u?)(0) +tA(u')(0) é do tipo (r 9],0 0,0).
Passo 5. Provar que para cada r = 1,2,...,n o operador ®, é eliptico nos pontos (1 —¢)A(u?(0)) +
tA(u")(0), t € [0,1] : com efeito, se r = 1, pela parte (1) da Proposi¢ido 2.18 temos que ®; é
eliptico em todo R +1)/247 5 N Dai &, ¢ eliptico nos pontos (1 —1)A(u?(0)) +rA(u')(0), ¢ €
[0, 1]. Por outro lado, com o Passo 3 e o Passo 4 podemos usar a Proposi¢io 2.18. Entdo, pelo
item (2) desta proposi¢dao, obtemos que para r = 2,3,...,n, o operador ®, € eliptico nos pontos
(1-)A(2(0)) + A1) (0), 1 € [0,1].
Passo 6. Provar que ®, é eliptico como respeito as fungdes (1 —#)u? +tu', t € [0,1]: de fato, como
a elipticidade provada no passo 5 é uma condicdo aberta, restringindo W se € necessario, concluimos

da continuidade das fun¢des

(=)l () + el (), (1—1)pf () +2p (x), (1—1)p?(x) —2p’ (x)

e do fato de ser o intervalo [0, 1] compacto, que ®, é eliptico nos pontos (1 —#)A(u?)(x)+tA(u')(x),
x €W, tel0,1]. Assim, da Defini¢do 1.23 concluimos que @, é eliptico com respeito as fungdes
(1—t)u>+tu', t €0,1].

Como estd provado (i), (ii) e (iii), pelo Principio do Maximo 1.27 as fun¢des u' e p? coincidem em

uma vizinhanga de 0,,. Portanto M; e M, coincidem em uma vizinhanga do ponto p. |

Uma questdo que surge das hipdteses do Principio de Tangéncia € pensar se a hipdtese (5) €

necessdria. O seguinte exemplo mostra a importancia de esta hipdtese.
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Exemplo 3.5. Consideremos as hipersuperficies M; e M, de R® que sdo tangentes no ponto p =

(0,0,0), de maneira que M; é aesferax? +y>+ (z—r1)> =12 e My é aesferax’ +y* + (z+1)* =13

com 1 < rp < ry, ver Figura 3.1.

Figura 3.1: Hipersuperficies tangéntes de R

Entdo M| e M, satisfazem as quatro primeiras hipéteses do Principio de Tangéncia, isto é:
(1) M; e M, sdo tangentes em p;
(2) Mo =e3 € normal a M| em p;

(3) M esta acima de M»;

1 1
2 1 .
(4) Hr=2(x) =3 > > = Hr=2(x)’
N
1 1
mas respeito a 1), 0 vetor curvatura principal QLZ(OP) = (——, ——) de M, no ponto 0, € T,M; ndo
rnon

pertence ao cone I, ver Figura 3.2, ou seja M| e M; ndo satisfazem a hip6tese (5) do Principio de

Tangencia. Portanto as hipersuperficies M} e M5 ndo coincidem em uma vizinhanga do ponto p.

X2

X1

Figura 3.2: Representagdo de 1%(0,) ¢ I
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Como uma consequéncia da prova do Principio de Tangéncia 3.4, obtemos o seguinte principio de

tangéncia para hipersuperficies com bordo:

Teorema 3.6. Sejam M e M5 hipersuperficies de uma variedade Riemanniana N"t1 com bordos
dM; e IM, respectivamente, tais que:

(1) Mi’ e M3, assim como dMy e M, sdo tangentes num ponto p;

(2) Mo € um vetor fixo unitdrio normal a My em p;

(3) M{ estd acima de My em uma vizinhanga de p com respeito a Mo,

(4) se W é uma vizinhanga de 0, € T,M; = T,M>, e H}(x), H(x) denotam as curvaturas r-médias
em x € W de My e M} respectivamente, para algum r = 1,2,...,n tem-se que H?(x) > H!(x) para
todox e W;

(5) se A%(0,) é o vetor curvatura principal de M no ponto 0, € T,M,, tem-se que A*(0,,) € T, para
cadar=2,3,...,n.

Entdo as hipersuperficies M e M5 coincidem em uma vizinhanga do ponto p.

A prova do Teorema 3.6 € analoga a prova do Teorema 3.4. A tnica diferenca é que W nao €
considerado como um aberto usual, pois quando se parametrizam as hipersuperficies com bordo M| e
M, como em (1), W é uma meia bola. Outras consequéncias da prova do Principio de Tangéncia 3.4

sdo os seguintes trés resultados:

Corolario 3.7. Sejam M} e M} hipersuperficies de uma variedade Riemanniana Nt tais que:

(1) MY e M5 sdo tangentes num ponto p;

(2) Mo € um vetor fixo unitdrio normal a My em p;

(3) MY estd acima de My em uma vizinhanga de p com respeito a Mo,

(4) se W é uma vizinhanga de 0, € T,M| = T,M>, e H!(x), H?(x) denotam as curvaturas r-médias
em x €W de M e M} respectivamente, para algum r = 1,2,...,n tem-se que H?(x) > H} (x) para
todox e W;

(5) as curvaturas principais 21(0,) < 22(0,) < -+ < 24,(0,) de My no ponto 0, € T,M> sdo positi-
vas;

Entdo as hipersuperficies M| e M5 coincidem em uma vizinhanga do ponto p.

Corolario 3.8. Sejam M{ e M5 hipersuperficies de uma variedade Riemanniana N n+1 com curvatu-
ras r-médias constantes H' e H? respectivamente, tais que:
(1) M} e M3 sdo tangentes num ponto p;

(2) Mo € um vetor fixo unitdrio normal a My em p;
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(3) MY estd acima de My em uma vizinhanga de p com respeito a Mo,
(4) H? > H};
(5) as curvaturas principais 21(0,) < 12(0,) < --- < A,(0,) de M no ponto 0, € T,M> sdo positi-

vas ;

Entdo as hipersuperficies M| e M5 coincidem em uma vizinhanga do ponto p.

Corolario 3.9. Sejam M} e M5 hipersuperficies de uma variedade Riemanniana N n+1 com curvatu-
ras escalares K' e K? respectivamente, tais que:

(1) M} e Mj sdo tangentes num ponto p;

(2) Mo € um vetor fixo unitdrio normal a My em p;

(3) M7 estd acima de My em uma vizinhanga de p com respeito a 1o,

(4) K*(p) =K' (p);

(5) as curvaturas principais 21(0,) < 15(0,) < --- < A,(0,) de M no ponto 0, € T,M> sdo positi-

vas ;

Entao as hipersuperficies M| e M5 coincidem em uma vizinhanga do ponto p.

3.3 Aplicacoes

Vamos apresentar algumas aplicagdes do Principio de Tangéncia 3.4 estudadas em [ 17, pag. 215].
Na primeira subsecdo se fard uma generalizacao do Teorema 1 de [ 18], na segunda se generalizard o

Teorema 1 de [19], e na altima estendera-se o Teorema 2 de [20].

3.3.1 A maior esfera geodésica contida numa hipersuperficie

A primeira aplicacdo do Principio de Tangéncia , d4 uma estimativa do tamanho da maior esfera

geodésica que se encaixa numa hipersuperficie de uma variedade de Hadamard.

Teorema 3.10. Seja M" uma hipersuperficie mergulhada, compacta e conexa de QZ‘“, ¢ <0, tal que

suas curvaturas r-médias H,, para algum r = 1,2,... n satisfazem

|H,(x)| > [%} para todo x € M" e para algum p > 0.

Entdo, a maior esfera geodésica que cabe dentro de M", tem raio menor que p, a menos que M" seja

uma esfera geodésica.

Demonstragdo. Vamos fazer a prova por contradi¢do, isto €, se:

(a) M" é uma hipersuperficie mergulhada, compacta e conexa de Q7!, ¢ < 0;
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-

(b) paraalgum r=1,2,... n, tem-se que |H,(x)| > [%} para todo x € M" e algum p > 0;
(c) aB /(po) é a maior esfera geodésica que cabe dentro de M".

Entdo, vamos supor como verdade que p’ > p, e procuremos uma contradi¢do. De fato, como p < p/,

da Afirmag@o 3.3 temos que U.(p")/p’ < U:(p)/p,logo de (b) segue-se que

|H,(x)| > [ucl()p)} > ['ucl()l,)/)} para todo x € M". 3.9

Agora, por (a) podemos usar a Proposicdo 1.15. Dai, existe um ponto g € M" e um vetor unitério
& € Tqu apontando para dentro de M", tal que o operador de forma Ag : T,M — T;M associado
a segunda forma fundamental do mergulho M" — Qﬁ“, € positivo definido. Assim, as curvaturas

principais 41(q) < A2(g) < ... < A,(g) de M" no ponto g sdo todas positivas. Logo
H,(q) > 0. (3.10)

Além disso, se (A1(q),42(q),-..,Ax(q)) é o vetor curvatura principal de M" no ponto g, temos que

(A1(q),2A2(q),---,An(q)) € O". Da Proposigdo 1.39 segue-se que
(M(g),22(q),- -, Au(q)) €Ty r=1,2,... 0. (3.11)

A ideia agora € usar o Principio de Tangéncia 3.4 com M" e QW. Segundo as hipéteses do
Principio devemos provar:
(i) M"e 8B (po) sdo tangentes em um ponto p;

8B ( po) estd acima de M" em uma vizinhanca de p com respeito a um vetor unitario 1 fixo
que € normal a 8% em p;

. 9B,/ (po) ..
(iii) para algum r = 1,2,...,n tem-se que H,(x) > H, (x) para todo x numa vizinhanga do

_ dB/(po)
ponto 0, € T,M" = T,dB, (po), onde H, ” " denota a curvatura r-média de B, (po);
(1v) o vetor curvatura principal A(0,) de M" no ponto 0, pertence aI', parar =2,3,...,n.
Vamos a mostrar cada um desses quatro itens.
Verificagdo de (i): Por contradi¢do. Suponhamos que M" e dB,/(po) ndo sdo tangentes. Entdo se

€ > 0 € a distancia minima entre d(M")“ e dBy(po), e consideramos a esfera geodésica dB e (po),

segue-se que 8% estd dentro de 8Bp/+% (po) e 8Bp/+% (po) C M", mas isto contradiz (c).
Verificagdo de (1i): Segue-se doitem (c), pelo fato de 8% estar dentro de M".
Verificagdode (1ii): De (b) temos que, ou H, >0em M", ou H, <0em M". Dai e da continuidade
de H, em M", obtemos que H, ndo muda de sinal em M". Logo de (3.10) segue-se que H,(x) > 0 para
todo x € M", e assim

|H,(x)| = Hy(x) para cadax € M". (3.12)
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Além disso, pelo Teorema 1.21 temos que

H;?Bp/(PO)(x) _ |:,LLC(I/)/)

.
} para cada x € dB,(po). (3.13)

p’(p())

/ JB
pr (7o) (p), e portanto H,(x) > H,

De (3.9), (3.12) e (3.13) concluimos que H,(p) > H,aB (x) para
todo x em uma vizinhanga do ponto 0.

Verificagdo de (iv): Seja A : M" — R" a fungdo continua que associa a cada ponto de M" seu vetor
curvatura principal com as escolhas A; < A, < ... < A, das curvaturas principais. Agora, como M"
¢ conexa, e A é continua, entdo A(M") é um conjunto conexo de R”. Dai, de (3.11) e da parte (4)
da Proposigao 1.39 segue-se que A(M") C I, para r = 1,2,...,n. Em particular, A(0,) € I, para
r=273,...,n.

Como estd provado (i), (ii), (iii) e (iwv), do Principio de Tangéncia 3.4 obtemos que M" e

dBy(po) coincidem numa vizinhanga do ponto p. Entdo para qualquer ponto x de aquela vizinhanga,

dB,, nN1r
se satisfaz H,(x) = H, (m)(x) = [%} , mas isso contradiz (3.9). Portanto p’ < p.

Finalmente, no caso em que p = p’, vejamos que dB,(py) = M". Com efeito, definamos o conjunto

A= {x € M" | x é ponto de tangéncia entre M" e dB,, (po)}. Entéo,

o A #0,pois p € A.

e Provemos que A € aberto: seja a € A, entdo pelo Principio de Tangéncia 3.4 existe uma vizinhanga
V de a, onde M" e HW coincidem. Dai cada elemento de V € ponto de tangéncia entre M" e
8W e portanto V C A. Logo A é aberto.

e Mostremos que A é fechado: seja a € A, entio existe uma sequéncia (a,,) em A, tal que a,, — a.
Note que A C M", entdo (a,,) é também uma sequéncia em M", e como M" é compacto, temos que
(am) converge em M". Logo a € M. Por outro lado, note que A C 8%, entdo (a,) é também
uma sequéncia em 8%, e como 9B, (pg) é fechado, temos que (a,,) converge em 9B, (po).

Logo a € dBy(po). Portanto a € M" N dBy(po), € consequentemente a € A. Concluimos que A é um

conjunto fechado.
Dos trés itens de acima e da conexidade de M" segue-se que A € igual a M", e consequentemente

M" = 9By (po). n

3.3.2 Hipersuperficies contidas em bolas geodésicas

O seguinte resultado apresenta condi¢des para que toda hipersuperficie esteja contida numa bola.

Teorema 3.11. Seja M" uma hipersuperficie compacta e conexa em Q?“, com bordo dM, tal que:

(1) M C B:(po);
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(2) para algumr =1,2,...,n a curvatura r-média H, de M" satisfaz

.
|H,(x)| < [%1 para todo x € M" e algum p > 0,

) N T
de maneira que se ¢ > 0 entdo p < —=;
c

2/e

Entdo M" C B¢(po).

Demonstragcdo. Vamos a fazer a prova considerando dois casos, quando p < 7 e quando p > 7.

7z

Caso 1. Provar que se M" é uma hipersuperficie compacta e conexa em Q”"*!, com bordo dM, de

maneira que se satisfazem (1), (2), (3) e p <1, entdo M" C B¢(po): de fato, como p < T, temos

que By (po) C Bz(po), dai e usando (3), segue-se que M" C Bz(po).

Caso 2. Provar que se M" é uma hipersuperficie compacta e conexa em Q"*!, com bordo dM, de
maneira que se satisfazem (1), (2), (3) e p > 7, entdo M" C W: vamos provar este caso por
contradi¢do, isto é, sendo M" uma hiperfuperficie compacta e conexa em Q’Z-H, com bordo dM, de

maneira que se satisfazem (1), (2), (3) e p > T, entdo vamos supor como verdade que

M" ¢ B:(po), (3.14)

(ver Figura 3.3) e procuremos uma contradicdao. De fato, sejam p € M" o ponto mais distante de py,
g P ¢ d |y

e p’ :=d(po,p). Provemos os trés seguintes itens.

Br(]’O)
M" oM
pe Po
Bp (PO)

Figura 3.3: Caso 2 por contradi¢do

(a) peM" —IM:

Provemos este item por contradi¢do. Suponhamos que p € dM. Dai, por (1) e pelo fato de ser p o
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ponto de M mais distante de pg, segue-se que M" C W e isto contradiz (3.14). Portanto p ¢ dM,
e como p € M", obtemos que p € M" — M.

(b) p' > 1:

Mostremos isto por contradi¢do. Vamos supor que p’ < 7, isto é, d(pg, p) < 7. Dai e pelo fato de ser
p o ponto de M mais distante de pg, temos que M" C m e isto contradiz (3.14). Portanto p’ > 7.
(c)B, B,(po) é a menor bola centrada em py que contém M™:

Demostremos isso por contradi¢do. Suponhamos que B,/(po) ndo é a menor bola centrada em po

que contém a M", entdo existe uma bola m com r < p’ tal que M" C B,(py). Dai, segue-se que
d(po,p) = p’ < r e temos uma contradigdo.

Os trés itens de acima nos ajudardo a usar o Principio de Tangéncia 3.4 com M" e Bm. Segundo
as hipoteses do Principio temos que verificar as quatro seguintes condicoes:

(1) Provar que M" e 8B (po) sdo tangentes no ponto p: segue-se do item (c).

(11) Provar que M" estd acima 8% em uma vizinhanca de p com respeito a um vetor unitario
Mo fixo que é normal a M" em p: segue-se do item (c) pelo fato de estar M" contido em 8%.

aBp’ (P())

(1ii) Provar que para algum r = 1,2,...,n, tem-se que H,

(x) > H,(x) para todo x numa
vizinhanga de 0, € T,M" = T,dB,/(po): com efeito, note que p’ < p, pois se p < p’ = d(po,p)
entdo M" ¢ B, (po) e isto contradiz (3) . Dai, e pela Afirmacdo 3.3 temos que t.(p)/p < uc(p’)/p’.

Logo, por (2) segue-se que para algum r = 1,2,...,n, se satisfaz
!/ r r
{'ucl()ll) )] > [Iicl()P)] > |Hy(x)| > Hy(x) paratodox e M". (3.15)

aBp/ (P())

Agora, pelo Teorema 1.21 temos que o termo de acima € a curvatura r-média H, da

pe(p)]”
p/
esfera 8B /(po)- Entdo, se orientamos a M" em p com o vetor unitario 770 apontando para dentro de

Iy (po )(x) > H,(x) para todo

8B (po), de (3.15) segue-se que para algum r = 1,2,...,n se satisfaz H,
x numa vizinhanca de 0,,.

(iv) Provar que o vetor curvatura principal A (0,) de 3B '(po) em 0, pertence ao conjunto I, para
cadar=2,3,...,n: Seja A : 8B /(po) —> R™ a fungdo continua que associa a cada ponto de 8B /(po)
seu vetor curvatura principal com as escolhas A} < A, < ... < A, das curvaturas principais. Como as
curvaturas principais em qualquer ponto de dBp’(pg) sdo positivas, entio A (&m) C O". Dai e
pela parte (2) da Proposigdo 1.39 concluimos que A(0,) € I', parar =2,3,...,n
Como estd provado (i), (ii), (iii) e (iv), podemos usar o Principio de Tangencia 3.4, e

obtemos que as hipersuperficies M" e dB,/(po) coincidem numa vizinhanga do ponto p. Esse fato
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nos ajudara a provar a inclusao

— M C 3By (po). (3.16)

Com efeito, definamos o conjunto A = {x € M" | x é ponto de tangéncia entre M" e 8%} , entao
e A é ndo-vazio, pois p € A.

e Vejamos que A é aberto: se a € A, entdo pelo Principio de Tangéncia 3.4 existe uma vizinhanga V
de a, onde M" e 8W coincidem. Dai, V C A e portanto A € aberto.

e Mostremos que A é fechado: seja a € A, entdo existe uma sequéncia (am) em A, tal que a,, — a.
Note que A C M", entdo (a,,) é também uma sequéncia em M", e como M" é compacto, temos que
(am) converge em M". Logo a € M. Por outro lado, note que A C 8%, entdo (a,,) é também
uma sequéncia em 8B (po), € como 8m ¢ fechado, temos que (a,,) converge em 8%.
Logoa € 07B /(po). Portanto a € M" N aB (po), e consequentemente a € A. Logo A é fechado.

e Provemos que A C M"—dM: de (1) e (b) segue-se que IM ¢ 8B (po) e portanto A C M" — M.
Agora, como M" é conexa por hipdtese, entdo M" — dM também é conexa. Dai e dos quatro itens de
acima temos que A = M" — dM, e por (c) segue-se que M" —IM C 8B /(po) e fica provada (3.16).
Note que (3.16) implica

— M C 9B, (po) = M" C 9B, (po) = IM C B (po),

epor (1) segue-se que dM C dBy(po)NBe(po). Mas dByy(po) "Bz (po) =0 por (b). Logo dM C 0

¢ uma contradic¢do e portanto M" C B¢(po). [

3.3.3 Uma coincidéncia da esfera geodésica e uma isometria no espaco forma

Dada uma hipersuperficie contida numa bola geodésica fechada B, o seguinte resultado d4 condigdes
para que aquela hipersuperficie coincida com o bordo da bola B, e além disso, garante uma isometria

entre B e uma bola aberta dos espagos forma.

Teorema 3.12. Seja F : M" — N""! uma imersdo isométrica suave, de uma variedade Riemanniana
compacta e conexa M", numa variedade Riemanniana N'*, tal que:
(1) F(M) estd contido numa bola geodésica normal By (po);

(2) ¢ é o supremo das curvaturas seccionais de N'*' em By (po) de maneira que se ¢ > 0 entdo

< —
N
.
(3) Para algum r = 1,2,...,n, a curvatura r-média H, de M", satisfaz |H,(x)| < [HCI(DP)] para

todo x € M".

Entdo, F(M) é o bordo de B, (po), e Bp(po) € isométrica a uma bola aberta de raio p em Q1.
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Demonstragdo. Consideremos a fun¢do g dada por

g:Bp(po)CN'”rl — R
x — g(x) = 3dy,(x)?

onde d,,(-) é a fungdo distdncia Riemanniana de py em N"1 Por (1) podemos definir a fungio

@ :M L5 F(M) C By(po) 5 R,

ou seja, ¢ = go F. Entdo,
Provemos que F (M) é o bordo da bola B, (po): vamos fazer isto em trés passos. Fixemos um ponto
p € M" de maneira que d,,(F (p)) seja o raio da menor bola geodésica centrada em pg que contém a

F(M).

Passo 1. Mostrar que By (po) € a menor bola centrada em pg que contém a F(M): Por contradicdo.

Suponhamos que B, (po) ndo é a menor bola geodésica centrada em pg que comtém a F (M), entdo

existe uma bola B, (po) com p’ < p tal que F (M) C By/(po) e além disso dp,, (F(p)) = p’. Agora, se

1 € o vetor unitdrio que é normal a M" em p, apontando para dentro de dB,(po), entdo

n—— Vo(p) _ Va(F(p)) 3.17)

IVo(p)ll - IVe(F(p))I

de maneira que

/

(a) ||Vg(F(p))|| = p’: segue-se da Proposi¢do 1.16 e do fato de que d,,,(F(p)) = p’;
(b) ¢ alcanca um méximo em p: segue-se do fato de que d,, (F(p)) = p’.

Observemos que

e F(p) é um ponto de N"*! que nio pertence ao cut locus de py, pois F(p) € W;

e Do item anterior, e pelo Corolério 2.8 da Proposi¢do 2.2 em [12, pag. 195], existe uma geodésica

minimizante normalizada y: [0,p"] — R, que liga ao ponto ¥(0) = po com y(p’) = F(p).

Por (2) e pelos dois itens acima podemos usar o Lema 1.18 e obtemos que
Hess gr(p) (z,2) > Ue (p/) (3.18)
para todo vetor unitdrio z € Tp(,)N tal que z L Y (p’). Além disso, pela Afirmagdo 1.17
Hess @, (v,w) = Hess gp () (dF,(v),dF,(w)) +(Vg(F(p)), ot (v,w)) (3.19)

para todo v,w € T,M, onde a, € a segunda forma fundamental da imersdo F' no ponto p segundo o

vetor normal 1. De (3.18) e (3.19) segue-se que

Hess @, (u,u) > pe(p") + (V(F(p)), o (u,u)) (3.20)
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para todo vetor unitario u € T,M. Seja Ay : T,M — T,M o operador de forma de ;. Como Ay
€ um operador auto-adjunto, existe uma base ortonormal de 7,M, constituida pelas dire¢des princi-
pais e} = e1(p), e2 = ea(p), ..., en = en(p), associadas as curvaturas principais A; = A;(p), A, =
L(p), ...y An=Ay(p), de M" em p. Tomemos uma de aquelas curvaturas principais A; de M" em p,
junto com sua diregdo principal e;, respectivamente. Por (b) temos que 0 > Hess ¢, (e;,¢;). Dai e de

(3.20) segue-se que 0 > Hess @, (e;,e;) > Ue(p’) + (Vg(F(p)), a(ei,ei)) , ou seja

0> pe(p’)+(Vg(F(p)),otp(eisei)) . (3.21)
Além disso,

(Ve(F(p)), ap(eirei)) = —Aip’, (3.22)
de fato, vamos multiplicar (Vg(F(p)), otp(ei, ¢;)) por %, eusar (3.17) e (a), para expressar
(Vg(F(p)), 0 (eisei)) em termos do operador forma Ay, e assim obter (3.22), isto é

oy —IVe(F ()

<Vg(F(p)),(Xp(el,el)> - va(F(p))H <ap(elael)7vg<F(p))>
Ve(F(p)) >
= —||Vg(F iH€i)y —
IVe(E oDl { aplered. ~ o
= —P/<05p(€i,€i)7’7>
=P <An(€i)aei>
— _p’)Li
De (3.21) e (3.22) obtemos
2i=Ni(p) > “Cl()’,’ ) (3.23)

Como A; € arbitraria, de (3.23) segue-se que a curvatura r-média H, de M" em p satisfaz

/ r
H,(p) = {“ CI()’,) )} : (3.24)
/
Da Afirmagdo 3.3 e do fato de p’ < p obtemos .Ltcl()[/) ) > “cf)p). Dai, e de (3.24) segue-se que

.
H,(p) > [ucl()p)} , e isto contradiz (3). Portanto p’ = p e By(po) é a menor bola centrada em po

que contém a F (M). Consequentemente

dpy(F(p)) = p. (3.25)

Passo 2. Mostrar que as hipersuperficies F (M) e B, (po) de N"*! coincidem em uma vizinhanga do

ponto F(p): Para isto, vamos aplicar o Principio de Tangéncia 3.4 com F (M) e dB,(po) no ponto

F(p). Segundo as hipéteses do Principio devemos verificar,
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(1) F(M) e dBy(po) sao tangentes em F(p): com efeito, da expressao (3.25) segue-se que F(p) €
F(M)N dBy(po). Dai, Vg(F(p)) calculado em F (M) e em dBy(po) coincidem, logo Ty, F (M) =

Tr(p)9Bp(po) e portanto F(M) e dBp(po) sdo tangentes no ponto F(p).

(11) F(M) estd acima de dBy(po) em uma vizinhanga de F(p) com respeito a um vetor unitdrio 1o
fixo que é normal a F(M) em F(p): segue-se de (1).
(1ii) Hpr(pO)(x) > ff ™ )( ), para todo x numa vizinhanga de 0, € T, \F(M) =T, dBp(po):

de fato, pelo Teorema 1.21 temos que

HOPo ) () — [“Cl()p )} para todo x € 9B, (o). (3.26)

Agora, de (3) e do fato de ser F uma imersao obtemos que

{“czip)} E H,(p)| > H(p) = H ™ (F (p)). (3.27)

Logo, de (3.26) e (3.27) segue-se que HraBp(pO)(F(p)) > gf' ™ (F( )), € portanto Hpr(pO)(x) >

Hf (M)( ) para todo x numa vizinhanga de 0, € Tp(,)F (M) = 8Bp (po)-
(iv) Parar=2,3,...,n, 0 vetor curvatura pr1n01pa1 A0 F(p>) de 8Bp (po) no ponto 0, () Pertence a0

conjunto I',: de fato, seja A : 8W — R a fun¢do continua que associa a cada ponto de 8%
seu vetor curvatura principal com as escolhas 4} < A <... < A, das curvaturas principais. Como as
curvaturas principais em qualquer ponto de dBp(po) sdo positivas, entdo A (8%) C O". Daie
pela parte (2) da Proposigdo 1.39 concluimos que A(0,) € I', parar =2,3,...,n

Como estd provado (i), (ii), (iii)) e (iv), do Principio de Tangéncia 3.4 temos que as

hipersuperficies dB, (po) e F (M) coincidem em uma vizinhanga do ponto F(p).

Passo 3. Mostrar que F (M) é o bordo da bola geodésica By (pg): com efeito, definamos o conjunto

A= {x € F(M) | x é ponto de tangéncia entre F (M) e dB, (po)} . Entdo,
o A £ 0, pois F(p) € A.

e Provemos que A ¢ aberto de F(M): seja a € A, entdo pelo Principio de Tangéncia 3.4 existe uma

vizinhanga V de a, onde F (M) e dB,(po) coincidem. Dai, V C A e portanto A ¢ aberto.
e Mostremos que A é fechado em F(M): seja a € A, entdo existe uma sequéncia (a,,) em A, tal que
am — a. Note que A C M", entdo (a,,) é também uma sequéncia em M", e como M" é compacto,

temos que (a,,) converge em M". Logo a € M. Por outro lado, note que A C dBp(po), entdo (a)

¢ também uma sequéncia em dB,(pg), e como dB,(pg) é fechado, temos que (a,,) converge em

dBp(po). Logo a € dBy(po). Portanto a € M" N IBy(po), e consequentemente a € A. Logo A é
fechado.
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Agora, como M é conexo e F' é uma imersdo, temos que F (M) é conexo. Dai, e dos trés itens acima

segue-se que A = F(M). Consequentemente F (M) = &W, isto &, F (M) é o bordo de By (po) e
fica demostrada a primeira tese do Teorema.

Provemos a segunda tese do Teorema.

Mostremos que By (po) € isométrica a uma bola aberta de raio p em Q"1 com efeito, do fato que F
¢ uma imersao e da primeira tese deste teorema, temos que H, = Hf ) H,(9 W. Daie de (3),

obtemos que H;9 Bo(p 0)(x) < [Iicl()P)

A
} para todo x € dB, (po). Consequentemente todas as curvaturas

N te(p)

principais A1 (x),A2(x), ..., A,(x) de dB,(po) em qualquer ponto x satisfazem A;(x) < . Usando

te(p)

isso junto com (3.23) obtemos que dB,(po) tem todas as suas curvaturas principais iguais a ——.

Além disso, se H?5»(P0) denota o vetor curvatura média na esfera dBy(po), do anterior segue-se

HHaBp(p())(x)H _ HC;()p) para todo x € 9B, (po). (3.28)

Finalmente, com (2) e (3.28) podemos usar a Proposi¢do 1.19 e concluimos que B (po) € isométrica

a uma bola aberta de raio p em Q7. |
Uma consequéncia imediata deste teorema é o seguinte resultado.

Corolario 3.13. Seja F : M* — N"*!' uma imersdo isométrica suave, de uma variedade Riemanni-
ana compacta e conexa M", em uma variedade Riemanniana N1 tal que:

(1) F(M) estd contido numa bola normal Bp(po);

(2) a funcdo curvatura seccional Ky em N"™ satisfaz Ky < ¢, para alguma constante real c, de

. - T
manetira que se ¢ > O, entao p < —=;

2\/c
.
(3) Para algum r = 1,2,...,n, a curvatura r-média H, de M", satisfaz |H,(x)| < {%] para
todo x € M".

Entdo, F(M) é o bordo de B, (po), € Bp(po) € isométrica a uma bola aberta de raio p em Q1.
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