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Resumo

Apresentaremos alguns aspectos da teoria de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s),

o teorema de existéncia e unicidade de solucao classica do problema de Cauchy

U + fl(u)ux =0,
u(0, x) = up(x),

na faixa Iy = [0,7) x R, onde f € C*(R) e ug € C*(R). Além disso, mostraremos alguns
resultados sobre solucoes generalizadas e construiremos uma solucao generalizada das
fungoes f(u) = u3 e f(u) = sinu, ambas com cinco retas de descontinuidades. Em seguida,
veremos algumas nogoes de solugdo de entropia generalizada de Kruzhkov. Por fim,
abordaremos solugoes do problema de Riemann para uma funcao f concava ou convexa
e como as envoltorias concava ou convexa nos permitem resolver o problema de Riemann

para uma fungio f € C'(R).

Palavras-chaves: EDP, EDP quasilinear de primeira ordem, caracteristicas, solucao
generalizada, onda de choque, onda de rarefacao, condicao de admissibilidade, entropia,

problema de Riemann.






Abstract

In this thesis we study some aspects of the theory of Partial Differential Equations
(PDE’s), the theory of the existence and the uniqueness of classical solutions to the Cauchy
problem

u + f(w)u, =0,
u(0, %) = uo(x),

in the range IIy = [0,7) x R, where f € C*(R) and vy € C*(R). Furthermore, we will
show some results on generalized solutions and build a generalized solution for functions
f(u) = v and f(u) = sinu, both with five discontinuities lines. Next, some notions
of Kruzhkov’s generalized entropy solution are presented. Finally, we will discuss the
solutions of the Riemann problem for a concave or convex function f and how concave or

convex envelopes allow us to solve the Riemann problem for a function f € C'(R).

Keywords: PDE, first-order quasilinear PDE, characteristics, generalized solution, shock

wave, rarefaction wave, admissibility condition, entropy, Riemann problem.






Xv

Lista de Figuras

(.1 Dependéncia experimental v = v(u).|. . . . . .. ... 0 0L 7
(1.2 Funcaosmal . . . .. .. . ... 10
(1.3 Graficode {F,}.| . . . . . 11
(1.4 Envoltoria concava de f(u) = v’ em [—1,1]| . . ... ... ... ... ... 16
1.5 Envoltéria convexa de f(u) =w’ em [—1,1]| . . . . .. ... ... .. ... 17
3
1.6 Envoltoria concava de f(u) = % em [—2,2]f . . ... 18
"3
1.7 Envoltoria convexa de f(u) = u? em [—2,2]. . .. ... 19
1.8 Envoltoria concava de f(u) =sinwem [0,37[| . . . .. ... ... ... 20
1.9 Envoltoria convexa de f(u) =sinwem [0,37]) . . . ... .. .. ... ... 21
2 5t 5
1.10 Envoltéria concava de f(u) = ——COS; ) em _IW’ Zﬂ ........... 23
2 5t 5

1.11 Envoltoria convexa de f(u) = —w em —Iﬂ, Zﬂ o 23
[2.1  Exemplo de um ponto caracteristico.| . . . . . . ... ... ... ... ... 27
[3.1  Evolucao do grafico micial.| . . . . . . .. ..o o000 33
3.2 Graficodewg. . . . . . . 39
3.3 Graficodasretas y =x —up(y)t.|. . . . . .. ..o Lo oL 44
B.4 Graficodeu(l,z)). . . . .. 45
.1 Descontinuidade forte (salto).| . . . . . ... .. .. L. 49
[4.2  Solucao suave por partes.. . . . . . ..o 52
.3 Graficode f(u) =sinu. . . .. ... 61
.4 Grafico das caracteristicas de f(u) =sinw.| . . . .. .. ... L. 61
[>.1 Condicao de Lax: curva de descontinuidade admissivel (a) e curva de |

descontinuidade nao admissivel (b).] . . . . . .. ..o 66
[6.2  Visualizacao de saltos admissiveis, .| . . . . .. .. ..o o000 71
[5.3  Visualizacao de saltos admissiveis, II1.] . . . .. ... ... ... ... ... 72
[5.4  Crescimento de S para a equacao de Hopt.| . . . . . . ... ... ... ... 74
[5.5 Area que determina a taxa de decrescimento de energia.. . . . . . ... .. 77
(6.1 Solugao onda de choque do problema de Riemann (6.3).). . . .. ... ... 90




(6.2 Solugao de onda de rarefagao do problema de Riemann (6.3).[. . . . . . .. 91
(6.3 Solugao do problema de Riemann (6.8). . . . . . .. .. ... .. ... ... 95
(6.4 Solugao do problema de Riemann (6.9). . . . . . .. .. ... .. ... ... 96
6.5 Graficodeu=cos& (1) . . .. ... o 97
[6.6 Solugao do problema de Riemann (6.10).) . . . . .. .. ... .. ... ... 98
6.7 Graficodeu=cos€ (2)] . . .. ... L o 99
(6.8 Solugao do problema de Riemann (6.11).) . . . . .. .. .. ... ... ... 99
6.9 Graficode u=sin(28).l . . . . . . ... Lo 101
(6.10 Solugao do problema de Riemann (6.12)[ . . . . .. .. ... .. ... ... 102

(6.11 Solugao do problema (6.13)-(6.14). . . . . ... ... ... ... ... ... 106




Sumario

3
T Proliminames .
A feoria classica local 24

[3 Solucoes classicas do problema de Cauchy e formacao de singularidades| 31

[4  Solucoes generalizadas de equacoes quasilineares| 47
6 A nocao de solucao de entropia generalizadal 63
[6 O problema de Riemann| 88

[Refteréncias Bibliograficas| 107







Introducao

O estudo das equagoes diferenciais parciais (EDP’s) de primeira ordem é tao antigo
quanto a nocao de derivada parcial. As EDP’s de primeira ordem aparecem em muitos
problemas com aplicacoes fisicas e geométricas pela velocidade do movimento e pela
tangente do angulo.

A teoria local das EDP’s nasceu no século XVIII. Em muitos problemas, uma das
varidveis é o tempo e os processos podem durar um intervalo suficientemente grande. Nesse
periodo, algumas singularidades de solugoes classicas podem aparecer. Consideraremos
apenas descontinuidades fracas, que sao saltos das derivadas da solucao e descontinuidades
fortes, que sao saltos da solucao. Através das singularidades, definimos derivadas fracas
e solugoes fracas. Tais nocoes foram introduzidas na linguagem matemética apenas no
século XX.

Neste trabalho, utilizamos as notas de aulas do curso de teoria nao local de
equacoes diferenciais parciais quasilineares de primeira ordem, também chamadas de
leis de conservacao, ministrado pelo professor Stanislav Nicolaievich Kruzhkov, na
Universidade Estadual Lomonosov Moscow durante os anos de 1994 a 1997. Tais notas
foram escritas pelos seus alunos Gregory A. Chechkin e Andrey Yu. Goritsky. Aqui,
apresentaremos diversos exemplos, bem como as técnicas fundamentais para as suas
resolugoes. Consideramos questoes de existéncia local de solucoes suaves para problemas
de Cauchy para equacoes lineares e quasilineares. Além disso, uma teoria detalhada de
solucoes fracas descontinuas para quase lineares equagoes com uma variavel espacial seré
exposta aqui. Deduziremos a condicao de Rankine-Hugoniot, apresentaremos algumas
condigoes de admissibilidade para solugbes generalizadas (fracas) e relacionaremos a
condi¢ao de admissibilidade com as noc¢oes de entropia e de energia. Ainda, construiremos
algumas solucgoes generalizadas utilizando a geometria analitica e resolveremos o problema
de Riemann nao apenas para uma fun¢ao convexa ou concava, mas para qualquer funcao
fluxo de classe C! qualquer.

No Capitulo 1, apresentaremos alguns resultados de analise matematica que serao
utilizados ao longo da teoria que serd desenvolvida nesse trabalho.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns resultados da teoria geral das equagoes
diferenciais parciais.

No Capitulo 3, estudaremos solugao classica do problema de Cauchy, encontraremos

o tempo maximal dessa solu¢ao. Além disso, abordaremos descontinuidade da solucao ou
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das derivadas parciais dessa solucao.

No Capitulo 4, apresentaremos a definicao e alguns resultados de solucao generalizada
da equacado u; + f'(u)u, = 0. Além disso, usaremos a teoria desenvolvida nesse capitulo
para construirmos uma solugao u = u(t, z) das equagoes u; + (u®), = 0 e u; + (sinu), = 0,
ambas com u(0,z) = 0 para todo x € R.

No Capitulo 5, abordaremos as condigoes de admissibilidade de uma solucao
generalizada, o método de viscosidade nula, a condicao de aumento de entropia. Além
disso, apresentaremos a definicao de solucao de entropia generalizada de Kruzhkov e
deduziremos alguns resultados dessa teoria.

No Capitulo 6, construiremos solugoes generalizadas autossimilares v = u(t, x) para o
problema de Riemann, de modo que tais solu¢oes convirjam para a fun¢do = — u(0, x)
quando t — +0 em R\{0}.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas motivacoes e alguns resultados de anélise

matematica que serao utilizados ao longo da teoria que serd desenvolvida nesse trabalho.

Motivagao 1.1. Considere um meio unidimensional que consiste em particulas se
movendo sem interacio e na auséncia de forcas externas. Seja u(t,z) a velocidade da
particula no instante t e na posicao x. Se x = p(t) € a trajetdria de uma particula fiza,
entdo a velocidade dessa particula € ©'(t) = u(t,p(t)) e com a aceleragio ¢"(t) = 0 para

todo t € [0, +00). Consequentemente

d?p d ou  Ou ou  ou
e &(U(Mﬁ(t))) = + N (t) = e + P

A equacao obtida
up + uuy, = 0, (1.1)

que descreve o campo de wvelocidade u de particulas que nao interagem, € chamada

equacao de Hopf.

Defini¢ao 1.2. Seja a(x) = (a1, -+ ,a,) € R™ um campo vetorial. O divergente do

campo a, denotado por div a, € definido por
diva= (al)gc1 + (an)mn.
Teorema 1.3. (Teorema da Divergéncia). Sejam Q < R™ aberto e C*(Q) 3 F: Q —>

R™. Entao
J F-deszidex,
o0 Q

onde v € o vetor normal unitdrio apontando para fora de 02 e dS € um elemento de drea

infinitesimal em 0S2.

Proposicao 1.4. Sejam 2 < R™ aberto e f: QQ —> R continua. Se

f f(x)dz =0 VG < Q aberto,
G
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entdo f(z) =0 para todo x € ).

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(xg) # 0 para algum xy € . Sem perda de
generalidade, podemos supor f(zg) > 0. Como 2 é aberto e f é continua, existe ¢ > 0

tal que f(x) > 0 para todo x € B.(zo) < €. Dai,

J f(z)dx >0,
Be(x0)

absurdo. Portanto f(z) = 0 para todo x € Q. |

Motivacao 1.5. (Equag¢do de continuidade ou conservag¢do de massa). Sejam
v(t,x) = (vy,-+ ,v,) a velocidade e p(t,x) a densidade de um fluido (um liquido ou um
gds) em R"™ que néao possui po¢os e nem fontes para todo V< R" aberto. Entdo a massa
My, do fluido contido em V € dada por

My (t) = f p(t, ) da.

v
Entao Y 5
1% P

= | —(t,x)dz.

at fv o (@) de

Por outro lado, como nao hd pocos e nem fontes em V', entao

S = sttt vas, = - [ i (pit.a)ote.0)do

onde v-v € o produto escalar do vetor velocidade v pelo vetor normal unitdrio v apontando

para fora de AV no ponto x € dV e dS, € um elemento de drea em 0V. Dai,

f (@(t,x) + div (p(t, x)v(t, :1:))) dr = 0.
v \ 0Ot
Pela Proposi¢ao seque que
pt + div (pv) =0, (1.2)

conhecida em hidrodinamica como equagao de continuidade.

Motivacao 1.6. (Equac¢do da infiltra¢cdo de fluidos na areia). Suponhamos que
o fluido se mova sob a acao exclusiva da gravidade, ou seja, a direcao do movimento €
vertical e ndao hd dependéncia de coordenadas horizontais, nem pocos e nem fontes. A
velocidade de infiltracao v é uma fungao da densidade p = u(t,x), ou seja, v = v(u).
Ezperimentalmente se verifica que o grdfico de v tem a forma da Figura[1.1. No segmento

[0, uo], se pode supor que a dependéncia é quase parabdlica, ou seja, v(u) = Cu?.



v(u)

—3=
0 U, u

Figura 1.1: Dependéncia experimental v = v(u).

Considerando o caso unidimensional, a equacao (1.2) serd reescrita da seguinte

maneira:
u + (uv(u)), =0, (1.3)
ou
ug + p(u)u, =0, onde p(u) = v(u) + v'(u)u,
pois
0 =u + (uv(u))e = u + ugv(u) + wv' (Wu, = u + ug(v(u) + 0'(w)u).
=p(u)
u?
Assumindo v(u) = 3 obtemos
2
2
p(u) = v(u) + v (v)u = % + ?uu = u?

e consequentemente

ug + vuy = 0.

Motivacao 1.7. (Equacao do trdfego). Seja u(t,x) a densidade de carros na estrada
no instante t e na posicao x. Experimentalmente se verifica que a velocidade v dos carros

com densidade u € afim, ou seja,

v(u) = C —ku, C,k = constantes > 0.
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Nesse caso, a equagao (1.3) é
uy + (Cu — ku?), = 0.

Teorema 1.8. (Formula de Ostrogradskii-Gauss). Sejam Q < R™ um aberto

limitado com 05 suave e w € CY(Q). Entdo

ow J
dr = w cos(v, x;) dS,,
L ox; 0 ( )

onde cos(v,x;) € o cosseno do angulo entre o vetor normal unitdrio v = (cos(v, 1),

-, cos(v,x,)) que aponta para fora de 02 e o eizo Ox; e dS, € um elemento de drea

infinitesimal.

Corolario 1.9. (Férmula de integrag¢do por partes). Sejam Q < R™ limitado com
0Q suave e u,v € C(Q). Entdo

ou J J ov
v dr = uv cos(v, x;)dS, — | u dzx, 1.4
L ox; 1g) ( ) o 01 (14)

onde cos(v,x;) € o cosseno do dngulo entre o vetor normal unitdrio v = (cos(v, x1),
-, cos(v, x,)) que aponta para fora de 02 e o eizo Ox; e dS, € um elemento de drea

infinitesimal.

Definicao 1.10. Seja Q < R™ aberto. Dizemos que v € CE () se p € C*(Q) e

spto={reQ:p(x)#0}cQ

€ compacto.

Exemplo 1.11. Seja ¢ : [0,T) x R — R definida por

eI ge (t,z) € [0,T) x (—VT? — 2,/T? — 12),,

p(t,r) =
A 0 se (t,x)e[0,T)x (R\ (—vVT?—2,VT?—1?)).

Entao ¢ € CE((0,T) x R).

Proposicao 1.12. Sejam Q < R" e f : Q0 — R continua. Se

| sode=0 voecz@,
Q

entao f = 0.
Demonstragao. [2], pagina 15. [ |

Proposicao 1.13. Sejam 2 < R" e ¢ : 2 — R continua. Entao sptyp é compacto se, e

somente se, existe G aberto e limitado com G < Q tal que o(Q\G) = {0}.



Demonstracao. Suponhamos que spt ¢ é compacto. Observe que

{reQ:p(x)#0} c{re: p(x)#0} =sptyc

Como spt ¢ é compacto, entao spt ¢ é limitado e consequentemente G = {x € Q : p(x) #

0} é limitado. Mostremos que G também é aberto. De fato,

Nz eQ:p)#0}={reQ:p)=0}=¢ '({0}).

Como {0} ¢ fechado e ¢ é continua, entdo ¢~ *({0}) & fechado, ou seja, {x € Q : p(x) # 0}
¢ aberto. Além disso, p(z) = 0 para todo z € ¢~ ({0}).
Suponhamos que existe G < Q aberto e limitado com G < Q tal que p(Q\G) = {0}.

Como G ¢é limitado, entdo G é limitado. Além disso,

e(Q\G) ={0} & NGc{reQ:p() =0}
{reQ:px)#£0}cd
= Sptgpca,

logo spt ¢ é limitado. Como spt ¢ também é fechado, segue que spt ¢ é compacto. [
Lema 1.14. Se ¢ € CZ(Ily), entdo existem 1,92 € CE(Ilr) nao negativas tais que
Y =¥ — 2

Demonstracao. Observe que

e(IIr) = p(spt o U 1({0})) = w(spt ) U (v '({0})) = p(spty) U {0}.

Como ¢ é continua e spt ¢ é compacto, entdo p(spt ¢) é compacto. Além disso, como {0}
também é compacto, segue que ¢(Ily) é compacto, ou seja, ¢(Ily) é fechado e limitado.
Como ¢(Il7) é limitado, existe sup ¢ e é nao negativo, pois 0 € p(Ily). Além disso, como

o(Ily) é fechado, segue que supp € p(Ilr). Se supy = 0, entdo ¢ < 0. Neste caso,

tomemos ¢1 = 0 e py = —p. Por outro lado, suponhamos que sup ¢ > 0. Como sup ¢, 0 €

o(Ily), existem (tq,x1), (t2, z2) € Iy, com (t1,x1) # (to, x2), tais que p(t1, 1) = supp e
d((t1, z1), (ta, ti+ts x1 +

o(ta, 9) = 0. Sejam r = (G $1)2 (t2, 72)) >0e B=B, ( ! 5 2 7 5 IQ). Definamos

supp se (t,z)e€ {(f, z)elly: <p(f, z) # 0}\B,
pi(t,z) = Ysupp —p(t,z)  se (t,z)e€
0 se (t,x)ell\({(t,%) eIl : ¢(t,7) # 0} U B)

supp — @(t,r) se (t,z)e{(t,7)ellr: p(t,7) #0} U B,

902(t7x) = B
0 se (t,x)ell\({(t,7) eIl : ©(t, %) # 0} U B).



10 Preliminares

Além disso, @1, 02 € CH(IlT), p1 =0, p2 = 0 e p1 — 2 = . u

Lema 1.15. Sejam Q < R? f: Q — R continua e x = z(t),y = y(t) diferencidveis com

grificos em €. Definamos
y(t)

F(t) = J u(t, z) dz.

a(t)

Entao "
y
PO = [t ds +ult g0/ (0) - ult.a(0)2' (),
(1)
Demonstracao. [4], pagina 198. [ |

Definicao 1.16. A funcao definida por

1 se x>0,
sgnr =<0  se x =0,

-1 se x <0,

¢ chamada de funcao sinal.

y=sgn(x)

Figura 1.2: Funcao sinal

Proposic¢ao 1.17. Eziste {E,,} < C*(R) tal que E,,(x) — |z — k| uniformemente quando
m — o, E! € limitada para todo m e N e E! (x) — sgn(x — k) para todo x # k quando

m — 00.
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Demonstracao. Definamos para cada m € N

1
—xrx+k se x<k——,
(@—k2 1 "o 1
m R
En(r)= ——2 4+ — se k—— <z <hk+—,
2 2m 1 m m
r—k se x>=2k+ —.
m
1.4
k X

Figura 1.3: Grafico de {E,,}.

AFIRMACAO 1: E,(z) — |z — k| uniformemente quando m — co.

1
O caso |r — k| = — é imediato. Suponhamos que |z — k| < —. Seja € > 0 dado. Pela
m m

2
Propriedade Arquimediana, existe Ny € N tal que A < e. Assim, para todo m = N,
0

m(x —k)? 1 mlr — k> 1
MR ekl o< ML ek
5 oy kA 5 Ty Tl A
lz—k|< L 1 1 1
< [EE— —_— —_
2m  2m m
B 2
N m
2
< -
No
< €.

AFIRMACAO 2: E,, é diferenciavel para todo m € N.
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De fato, para todo m € N,

1
-1 se v <k——,
m

1 1
E (x)=<m(z—k) se k——<x<k+—,
m m

1 se z>k+ —.

m
Como
1 1
Em(ﬂf)—Em<k——) —x+k—<—k+—+k;)
lim — = lim m
MO r—RKR+ — Tm r—k+ —
(k 1) k- r—k k‘
m m
1
-z +k—-—
= lim1 1m
w—»k—ﬁ T —k + =
m
1 —k)? 1
Enlo) = En (k- 2) e KR (ke L)
lim m = lim 2 2
Ly z—ok—L
z— (k=) x—k+ — - k=
m m
m(x — k)2 1 1
= lim 2 2’{72 m
Tk rz—k+ —
m
m(zx —k)? 1
= lim 2 2m (: 9)
1
r—k—=— r—k L 0

L’Hospital



1 — k)? 1
Bo(z) — En [k + — mr =k L (e,
. m . 2 2m
lim T = lim 1
() o " vk
m m
m(r—k? 1 1
_ lim 2 2m . m
1 1
a:—)k:-&-; T — l{? -
m
m(x — k)2 1
_ lim 2 _2m <: 9>
z—k+— r—k— = 0
m
L’H(ipltal lim m(l’ . k‘)
I%k#’%
= 1
e
1 1
En(x)—E, | kE+ — r—k—(k+——F
. m ) m
lim 1 = lim 1
(k)" x—k—— Tkt r—k——
m m
1
x—k——
= lim 7711
x—>k‘+% r— k- —
m
para todo m € N, entao
1
E' (k—i) =—1 e E;,I(k—l——) =1
m m
para todo m € N.
AFIRMACAO 3: E!, & continua para todo m € N.
De fato,
1
lim FE (x)= lim (-1)=-1=FE (k — —) ,
x—»(k—%)i w_’k_i m
. / . , 1
lim FE ()= lim m(zx—k)=-1=E, (k = —> :
m—»(k—i)-'— r—ok— L m

I*)(k+i) x—>k+% m

1
lim  E (z) = lim m(x—k:)zle;n(k:—i-—),

1
lim FE (z)= lim 1:1:Em(k+—).

z—>(l€-‘r%)+ skt m
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Portanto
. / / ]' . / / 1
lim E (x)=FE |k—— e lim E (z)=E, (k+—].
I*)k’*% m kaJr% m
AFIRMACAO 4: E' ¢ limitada para todo m € N.
1
De fato, para todo me Ne |z — k| < —,
m
e—kl< 1
m(z — k)| =mlzx—k|] < m—=1
m
Logo |E! (z)] < 1 para todo m € N e para todo x € R.
Além disso, E! (x) — sgn (x — k) para todo x # k quando m — o0. |

Definigao 1.18. Seja f : [a, f] — R uma fun¢ao. Definamos

= {f [, 5] — R | f ¢ concava e f(u) = f(u) VYue [0475]}

F= {f [, ] — R | f ¢ conveza e f(u) < f(u) Vue [a,ﬂ]}.
Proposicdo 1.19. F ¢ limitado inferiormente e E € limitado superiormente.

Demonstracao. De fato, como

ﬁ’c{f:[a,ﬁ]—ﬂR | f(u))f(u)Vue[a,ﬂ]}

- ~/
~

limitado inferiormente por f

e
Fed{flafl—R | fu) < f(u) Vue o8]},
limitado supe;irormente por f
segue que F' ¢ limitado inferiormente e F' é limitado superiormente. [

Definig¢ao 1.20. Seja f : [a, f] — R uma fungdo. Dizemos que a fun¢éio f la, 5] — R
dada por

f(u) = inf f(u) Yue [a, 5]

feF

¢ a envoltéria concava de f e a funcio f : [a, f] — R dada por

f(u) =sup f(u) Vue [a,b].
feF

¢ a envoltoria convexa de f.

Proposigao 1.21. Seja f : [, 5] — R uma fungao.

(i) Se [ € concava, entao f = f e o grdfico da envoltdria convera é o segmento de reta
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que liga (a, f(@)) e (B, f(8)).

(ii) Se [ é convera, entao [ = f e o grifico da envoltdria concava é o segmento de reta

que liga (v, f(@)) e (B, [(5))-

Demonstragio. (i) Por definicdo, f(u) < f(u) para todo u € [, 8]. Como f é concava,
entdo f(u) < f(u) para todo u € [o, 8] , logo f(u) = f(u) para todo u € [, 8]. Além

disso, como f é concava, entao

flta+ (1 —=1t)B) =tf(a)+ (1 —t)f(B) Vtel0,1].

Para cada € > 0, definamos g. : [0,1] — R por

ge(t) =tfla) + A=) f(B) +e— flta+ (1 -1)5) Vte[01].

Como ¢.(1) = & > 0 e g. é continua, entdo existe § € (0,1) tal que g.(tf) > 0 para todo
t € [1—6,1], ou seja,

tfla) + (1 —=8)f(B)+e> fta+ (1 —t)5) Ve>0eVie[l—01]

Portanto o grafico da envoltéria convexa de f é o segmento de reta que liga os pontos

(o, f(a)) e (B, f(B)).
(ii) Por definicdo, f(u) < f(u) para todo u € [, 3]. Como f é convexa, entao f(u) < f(u)
para todo u € [a, 5], logo f(u) = f(u) para todo u € [a, 8]. Além disso, como f é convexa,

entao

f(ta+ (1—0)8) <tf(a)+ (1 -0f(B) Vtelo].

Para cada ¢ > 0, definamos h, : [0,1] — R por

he(t) = f(ta+ (1= t)8) + & — tf(a) — (1 — 1) f(B) Vtelo,1].

Como h.(1) = ¢ > 0 e h. é continua, entdo existe § € (0, 1) tal que h.(t) > 0 para todo
t e[l —4,1], ou seja,

flla+ (1 —=t)B)+e>tf(a)+(1—-t)f(B)+e Ve>0eVte[l—41]

Portanto o grafico da envoltoria concava de f é o segmento de reta que liga os pontos
(a, f(a)) e (B, f(B)). u

Exemplo 1.22. Vamos construir as envoltdrias concava e convera da funcao f(u) = u?

m [—1,1]. Como f(u) = u?® para todo u € [—1,1], entdo f'(u) = 3u® para todou € (—1,1)
e consequentemente f”(u) = 6u para todo u e (—1,1). Assim, f é concava em (—1,0] e é

convezxa em [0,1). Agora, vamos encontrar a equacio da reta tangente a f que passa por
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(1,1) e a equacdo da reta tangente a f que passa por (—1,—1).

o L@ f(1)— f (@ 1
a2 iz 120 _ S0 f(“)—f’(a):3@2@2%—@—1:0@@:—5.

1 = =
+u+u —a —a
1 3
Logo f (1) = —5 ¢ f(u) = 7
we1 —1— @ f(=1)— f (i 1
1— i+ "= @ _JEVZTW@ ey s e ot i—1=0= - )
—1—-u —1—-u 2
1 3
Logo f(u)=§ef’(u)=1 Portanto
R u?  se ue€ —1,—5],
flu) = 3 1 1
Cut 1
4u+4 se ue[ 2,]
e
3 1 . 11
—u—— se ue|—1,=
; 4 4 207
flu) =
ud o ose ue[—,l
o f f=f(u)
0.4
u

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Figura 1.4: Envoltoria concava de f(u) = u® em [—1,1].



17

0.8

0.6

0.4

02

U
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Figura 1.5: Envoltoria convexa de f(u) = v® em [—1,1].

w3

Exemplo 1.23. Vamos construir as envoltdrias concava e convera da funcao f(u) = EY
3

m [—2,2]. Como f(u) = % para todo u € [—2,2], entdo f'(u) = u? para todo u € (—2,2)

e consequentemente f”(u) = 2u para todo u € (—2,2). Assim, [ é concava em (—2,0] e é

convezxa em [0,2). Agora, vamos encontrar a equacio da reta tangente a f que passa por

8 8
(2, 5) e a equacao da reta tangente a f que passa por <—2, —g)

8
442044 40 8—4° 373  f-f@) 2 2
- _ —P0) = 0% e 202 —20—4 =0
3 32-a) 2-a 7 W= ier 2 ’

ou seja,

logo = —1, f(u) = —% e f'(u) = 1.

8
4—20+ 1% gp0 8+ T3 3  f(=2)—f(a) 2 2
— = = = ) = U 2V 2V_4:0
3 32+u) —2—u —2—1 ) =4 o 20+ 2 ’

ou seja,
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1
logou =1, f(u) = 3¢ f'(a) = 1. Portanto

w3
. —  se ue|[-2,—1],
fluy=13 2

u—i—g se ue|—1,2]

2
u—= se ue[-21],
fwy=1% 7

U
— el 2].
3 se we|l,2]

~n,

-3

3
Figura 1.6: Envoltoria concava de f(u) = % em [—2,2].
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6 5 i -3

-3

3
Figura 1.7: Envoltoria convexa de f(u) = % em [—2,2].

Exemplo 1.24. Vamos construir as envoltérias concava e convera de f(u) = sinu em
[0,37]. Como f(u) = sinu para todo u € [0,3n], entao f'(u) = cosu para todo u €
(0,37) e consequentemente f"(u) = —sinu para todo u € (0,37). Assim, f € concava em
(0,7] U [27,37) € € convexa em [7,2m]. Vamos encontrar a reta que passa em (0,0) e é

tangente a f:
sinu =sinu— 0= f(u) — f(0) = f'(u)(u—0) = ucosu < sinu = ucosu.
Definamos g : (0,37) — R por

g(u) = sinu — u cos u.

3
Observe que g(r) =m>0¢eyg (g) = —1 < 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio,

) 3 ..
existe uy € | m, > tal que g (u1) = 0, ou seja, sinwuy = uy cosuy. Agora, vamos encontrar

a reta que passa em (3m,0) e € tangente a f:
sinu =sinu — 0= f(u) — f(0) = f'(u)(u—37) = (u— 37) cos u.
Definamos h : (0,37) — R por

h(u) = sinu — (u — 37) cos u.
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Observe que h (3;) =—-1<0eh(2r) =7 > 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio,

3
eriste ug € (;, 27r> tal que h (ug) = 0. Entdo

Fa) — sinu  se ue€ [0,%] v [%T,?m] )

5
1 se ue[z T

272
ucosu;  se u€ [0,u],
flu) = {sinu se ue fuy,uy],

(u—3m)cosuy se u € |ug,3m|.

-2

Figura 1.8: Envoltoria concava de f(u) = sinu em [0, 37].
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u

-3

Figura 1.9: Envoltéria convexa de f(u) = sinwu em [0, 37].

cos(2u)

Exemplo 1.25. Vamos construir as envoltdrias concava e convera de f(u) = —

S5t 5 5m 5
em l—f,%] Como f(u) = para todo u € [——W ﬂ]; entao

44
, . om Om "
f'(u) = sin(2u) para todo u € )¢ consequentemente f"(u) = 2cos(2u) para
om O
47 4

cos(2u)
2

. o 3m o7 T 37 )
. Assim, f € concava em |——,—— | U |—,— | e € convera em
4 4 4’ 4

57 3w T T 3r 5w N
—— |y [ ] U . Vamos encontrar a equacao da reta que passa em

todo u € | —

47 4 44l T4
5
(——W, O) e € tangente a f:

4
_cos;2u) _ _coséZu) S0 = fu) - f (_%) = f'(u) <u n %r) — (u + %) sin(2u).
Definamos g : (—%, %) — R por

cos(2u)
5

g(u) = (u + %”) sin(2u) +

1 1
Observe que g(—m) = 5 >0eg (—g) =3 < 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio,

2 )
existe uy € (—W,—g) tal que g (uy1) = 0, ou seja, —w = (u1 + Zﬂ) sin(2uy).
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T
Agora, vamos encontrar a equacGo da reta que passa por (Z,O) e € tangente a f:

e py - (F) = @ (=) = (o= T ) sntzo)

Definamos h : (—E%T, %) — R por

h(u) = <u - %ﬂ) sin(2u) + COS;QU).

1 1
Observe que h (g) =—<0eh(n) = 5 > 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio,

2
2 )
existe uy € (g,w) tal que h(uy) = 0, ou seja, _M = (UQ—ZW) sin(2us).
Portanto
+57r in(2u,) . _om
ut | sin(2u) - se u o
cos(2u) [ w]
— se ue lu,—=|,
1 2 2
; T
f(u):<§ se UE[—§,§],
cos(2u) T
——5  se ue |:_,u2:|,
5 5
< __7r> sin(2ug)  se [UQ, W]
4
e
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i

2

1.5

]

f=1f)

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 25 3 3.5

-0.5

-1

-1.5

2

2 om D
Figura 1.10: Envoltoria concava de f(u) = —w m [—f, Iﬁ]
f

2

1.5

1

0.5

-35 -3 25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 yll
f=7(u)

-1

-1.5

-2

2 5T 5
Figura 1.11: Envoltéria convexa de f(u) = —COS; w) m [—Iﬂ, Zﬂ]
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Capitulo 2
A teoria classica local

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados da teoria geral das equagoes

diferenciais parciais.

Definigao 2.1. Sejam Q < R" aberto e v = v(z) = (vi(x), -+ ,va(x)) € CHQR™) um

campo vetorial. Dizemos aqui que a equacao

L,[u] Evl(x)j—ZJr---Jrvn(x)&—u =0 (2.1)

é uma equagao diferencial parcial (EDP) linear homogénea de primeira ordem.

Definigao 2.2. Uma fung¢ao u = u(z) definida em Q < R™ aberto é chamada de solugdo
cldssica da equagio (2.1) se ue C1(Q) e se u satisfaz a equacdio (2.1) para todo x € €.

Definicao 2.3. O operador

L 0 +-- 4 0
v =V Vp—=—
183:1 oxy,

¢ chamado de operador derivada em torno do campo vetorial v.

Observagao 2.4. Geometricamente, a equacao (2.1) significa que o gradiente

ou ou
Vus|—=—, -, —
011 Oxy,
da fungao desconhecida u = u(z) € ortogonal ao campo vetorial v em todos os pontos do

aberto ).

Proposigao 2.5. Uma fun¢io suave u = u(z) € uma solugao da equacao (2.1)) se, e

somente se, u for constante ao longo das curvas de fase do campo v, ou seja, u € solucao
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do sistema de equacoes

131 = Ul('rla 7xn)
72 = Va1, Tn) (2.2)
z = vp(x, 0, Ty)

d ’ /
L@ o®) = Vuln). ) @O 50)
=x(t) =x(t) =z’ (t)
- 5u da:l

2:1
n
- sz
— é’xz

0.

.

Hipotese

Portanto u é constante ao longo do campo v.

Suponhamos que u é constante ao longo das curvas de fase do campo v. Entao

- ou dz; Hipotese
i = t = 0.
DuO)g = NI = Gea)
Portanto u = u(x) é solugdo de (2.1J). |

Definicao 2.6. O sistema (2.2)), que pode ser escrito na forma vetorial ' = v(x), €

chamado de sistema caracteristico da equacgdo linear (2.1)).

Definicao 2.7. A solucao de um sistema caracteristico € chamada de caracteristica
e o campo vetorial v = v(x) sobre o espaco n—dimensional de x é chamado de campo

vetorial caracteristico da equacao linear.

Definicao 2.8. Uma EDP linear nao homogénea de primeira ordem € uma equacao da

forma
Lylu] = f(), (2.3)

onde f = f(x) é uma fun¢ao nao nula.

Observagao 2.9. A equacao (2.3) significa que se movermos ao longo da caracteristica

z = z(t), ou seja, ao longo da solu¢do v = x(t) do sistema (2.2), entdo u(x(t)) estd se
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movendo com a velocidade dada f(x(t)), pois

%(Ugl‘l(t)a (1)) = Vu((@(t),- - za(t)) - (21(1), -+, 27, (1))
() (1) /()
= ou dua;
a ;é’xi dt
" Ou
= Za—%%(%(t))

= J(a). ).
(1)

Assim, no caso de uma equagdo linear nao homogénea, o sistema caracteristico (2.2)) deve

ser complementado com a equacao adicional em u:

w1 (t), - wn(t)) = flaa(t), -, aalt)). (2.4)

Definicao 2.10. O problema de Cauchy de uma EDP de primeira ordem consiste em
encontrar uma solugao u = u(x) da equagao (2.3) satisfazendo a condigdo inicial

ul, = uo(z), (2.5)

onde v < R™, com dim~y = n — 1, é uma hipersuperficie no r—espago e ug € C*(7).

Observagao 2.11. Para resolver o problema de Cauchy (2.1)-(2.5) para uma equagao
linear homogénea, € suficiente mostrar que a func¢ao u|7 ¢ constante ao longo das
caracteristicas x = x(t). No caso do problema (2.3))-(2.5) para a equacdo nao homogénea,

0s dados iniciais devem ser tomados de acordo com a equagao (2.4)).

Observacao 2.12. O problema de Cauchy é definido localmente, ou seja, em wuma
vizinhanga de um ponto xy em . Caso contrdario, como pode ser visto na Figura |2.1
as caracteristicas que passam por um determinado ponto x podem cruzar v duas ou mais
vezes, atribuindo diferentes valores de u para este ponto. Assim, a soluc¢ao para o problema
- existe apenas para o dado inicial ug. Além disso, pode acontecer que o conjunto
de todas as caracteristicas que tém pontos em comum com a superficie inicial v nao cobre
todo o aberto onde queremos resolver o problema de Cauchy. Nesse caso, nao temos

unicidade de solucdao para o problema de Cauchy.
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Figura 2.1: Exemplo de um ponto caracteristico.

Definigao 2.13. Dizemos que xo € v € um ponto caracteristico se o vetor v(xg) for

paralelo a tangente em .

Observacao 2.14. A existéncia e a unicidade de uma solucao para um problema de
Cauchy podem ser garantidas apenas na vizinhanca de um ponto nao caracteristico de .
EDPs lineares de primeira ordem podem ser impossiveis de serem resolvidas na vizinhanca
de um ponto caracteristico mesmo quando cada caracteristica intersecta v em um unico

ponto, como veremos no exemplo a sequir.

Exemplo 2.15. Considere o problema de Cauchy

ou
i 0, ul,_ps =2 (2.6)
Como 9 _ 0, entao
ox 3 3
u u
128 402 — o,
ox oy
d
logo o campo vetorial caracteristico da EDP (2.6) ¢ v(xz,y) = (1,0). Como d—f =1le
d
d_gz{ =0, entao
dy
dy_a _0_,
de  dz 1 ‘

dt
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Assim, as caracteristicas de (2.6)) sao as retas y = C, com C € R, logo cada caracteristica

. .o . . ou 1 ~
intersecta vy em um tnico ponto. Além disso, como — =0 e x = y3, entdo

ox

wlo

u(a:,y) =Yys.

Observe que u nao € solugdo cldssica de ([2.6)), pois u nao é de classe C' na reta y = 0.
De fato, para todo x € R,

2
lim uz, k) — u(z,0) = lim LA lim il = 4o
k—0+ k k=0t K k-0t k3
e 2
— 3 1
lim uz,k) — ulz,0) _ lim L lim — = —oo,
k0~ k k—0— k k-0~ k3

ou
logo i—(x,0).
g ﬂay( )
T+ T —
Escrevendo v = ' + vy ey =12 —1v', obtemos ' = zyey'z 23/‘ Dai,

0 5u_5u5_x’ 5u5_y’_16u 1 ou ou  ou

% awdr T oyor 20w 20y aw oy

ul, = (@ + )%
onde v = {(z',y) e R2: ' —y = (2’ + )3} e u(x',y') = (' —¢/)3 nio possui derivadas

parciais em x' e nem em y' na reta ¥’ —y = 0.

Definicao 2.16. A equacao

ou ou
Ly@wlu] = Ul(x’u)é‘_xl +-F Un(x,u)% = f(z,u) (2.7)

é chamada EDP quasi-linear de primeira ordem. Se na equacdo (2.7) todos os
coeficientes v; sao independentes de u, ou seja, v; = vi(x), entdo a EDP é chamada

semi-linear.

Definicao 2.17. O sistema

-

xll :Ul('xla"' ,l'n,U),

3 (2.8)
x;m = Un(xla"' 7$n7u)7

\'u’/:f(mla'“ 7':En7u)'

¢ chamado de sistema caracteristico da equag¢ao quasi-linear (2.7)).
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Definigao 2.18. As solugies (z,u) = (z(t),u(t)) € R"™! do sistema (2.8) sio chamadas

de caracteristicas dessa equacao.

Definicao 2.19. Um campo vetorial caracteristico da equagao quasi-linear (2.7)

¢ um campo vetorial de classe Ct com componentes

(vi(z,u), - vp(z,u), f(z,u))

no espago (n + 1)—dimensional com coordenadas (x1,- -+ ,Tp,u).

Proposicao 2.20. Se a hipersuperficie M < R de classe C' é o grifico de uma

fungao u = u(zx), entdo o vetor normal a essa superficie em (r,u) é (Vyu,—1) =
ou ou .
61‘17 ’ &xn’ ’

Demonstracao. De fato,

ou ou ou
A= 2 ) = . o
e o), ) (G0 1) = Yutr gy - s
~(Vau—1)
= 0.
Portanto (V,u,—1) é normal a M em (z,u). |

Teorema 2.21. Uma fung¢io v = u(x) € CH(Q) € uma solucio da equacio [2.7) se, e

somente se, o grifico M = {(z,u(z)) : x € Q}, que é uma hipersuperficie em R" ™! ¢

tangente em todos os seus pontos ao campo vetorial caracteristico (vy, -+ ,Un, f).

Demonstracao. De fato,

u = u(x) ésolugao de (2.7) < (v1, -+, o0, f)- (Veu,—1) =0
—

é normal em (z,u)

< (v, ,vp, f) € tangente a M.

No corolario a seguir e na sequéncia, assumiremos que o sistema caracteristico esta
em conformidade com os pressupostos da existéncia padrao e teoremas de unicidade da
teoria de EDOs.

Corolario 2.22. O grdfico de toda solugio u = u(x) da equacao (2.7) € formado por

caracteristicas.

Demonstra¢ao. Como as caracteristicas (z(t),u(t)) sdo tangentes ao campo vetorial
caracteristico, entao toda caracteristica que intersecta o grafico de u em um ponto estéi

inteiramente contida no grafico de u. [
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Para o caso de uma equagao quasi-linear, o problema de Cauchy (2.7)), (2.5) pode ser

resolvido geometricamente da seguinte forma: seja
I = {(z,up(z)) : x ey} = R""' diml = n,

o grafico da funcao inicial ug = up(z). Emitindo uma caracteristica de cada ponto de
I', obtemos alguma superficie M de codimensao um. Abaixo mostraremos que o ponto
(20, ug(xo)) ndo é caracteristico. A hipersuperficie M representa o grafico da desconhecida

solugdo u = u(x) localmente, ou seja, em alguma vizinhanga do ponto (g, ug(zo)) € T.

Defini¢ao 2.23. Um ponto (xg,ug) € I' é chamado de ponto caracteristico se o vetor

v(xg, ug) € tangente a vy neste ponto.

Observacao 2.24. No caso de uma equacao quasi-linear, nao se questiona se rg € 7 C
R™* ¢ wm ponto caracteristico, pois o campo vetorial caracteristico também depende de

u. Neste caso, deve-se questionar se (zo,up(xo)) € T < R™ é um ponto caracteristico.

Se (xg,up(xp)) ndo é um ponto caracteristico, entdao o hiperplano 7' tangente a M
neste ponto projeta-se isomorficamente sobre o x—espaco, pois o hiperplano T' é formado
pelas diregoes tangentes a I' (essas proje¢oes formam o hiperplano em R™ tangente a )
e 0 vetor caracteristico (v(xg, ug(xo)), f(xo, uo(z0))) (essa projecao é o vetor v(xg, ug(xo))
transversal a 7). Consequentemente, localmente em uma vizinhanca de (zg, uo(zo)) € T,
a hipersuperficie M construida acima representa o grafico de uma funcdo suave u = u(x),

que é a solucao desejada.
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Capitulo 3

Solucoes classicas do problema de

Cauchy e formacao de singularidades

Neste capitulo, estudaremos solucao classica do problema de Cauchy, encontraremos
o tempo maximal dessa solucao. Além disso, abordaremos descontinuidade da solucao ou

das derivadas parciais dessa solugao.

Considere o problema de Cauchy

w+ f(u), =0, (3.1)
——
=f"(wue

u(0, ) = up(x). (3.2)

A funcao f de (3.1) é chamada fungao fluxo.

Observagao 3.1. Seja u = u(t, x) solugao de (3.1). Como

3—? = Vu(t,z) - (t'(s),2'(s)) = ue + f'(w)us =0,

entao o sistema caracteristico da EDP quasi-linear (3.1)) €

dt

— =1,
g—i = f'(u), (3.3)
Yo

ds
Observacao 3.2. Como t'(s) = 1 para todo s € [0,+), entdo existe C' € R tal que
t(s) = s+ C para todo s € [0,+00). Além disso, C' = 0, pois caso contrdrio teriamos

que t(0) = C < 0 e isso contradiz t € [0,+o0). Por (3.2)), 0 € t([0, +0)). Entdao existe
5§ € [0,4+mw) tal que 5+ C = t(5) = 0, logo 5 = 0 = C e portanto t(s) = s para todo
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s € |0, +0), ou seja, a varidvel independente s do sistema (3.3) coincide com a varidvel
t do sistema (3.1)).

Assim, (3.3)) fica
( dx

dx_&_ ,
E_E_f(u)’

o

du_&_o
KT A
\ ds

Nesse caso, v = {(0,z) : x e R} e I' = {(0,y,uo(y)) : y € R}.

Observacao 3.3. Os pontos de v nao sao caracteristicos pois, caso contrdrio, o vetor
(1, f'(u)) seria paralelo a ~y. Assim, os vetores (1, f'(u)) e (0,z) seriam linearmente
dependentes para todo x € R, ou seja, existiria A € R tal que (1, f'(u)) = M0, z) = (0, \x),

o que € um absurdo.

Assim, podemos reescrever o sistema caracteristico (3.3) (com os dados iniciais

correspondentes a (3.2)) na forma

dx

3—5 (3.4)
pri 0, u(0,2(0)) =u(0,y) = uo(y).

Como q
ult,2(1) =0

para todo t € [0, +00), entdo u(t, z(t)) é constante para todo t € [0, +o0), logo u(t, z(t)) =
u(0,2(0)) = u(0,y) = up(y) para todo t € [0, 4+00). Dai,

PO = fult o) = Flun) = [ #6)ds = | Fluf)ds

= a(t) —y = f(u(y)t
= () =y + ['(uo(y))t
as solucoes deste sistema estao na reta
u(t,z) =uoy), = =y+ f(uo(y))t. (3.5)

Observagao 3.4. Pelo Coroldrio o grifico da solugao u = u(t,z) do problema
13.1) — (3.2) € a uniao das caracteristicas emitidas a partir dos pontos da curva inicial I.
Assim, o grifico de u consiste das retas (3.5). Portanto, a solugdo do problema (3.1])—(3.2)

em diferentes instantes de tempo t > 0 (ou seja, as segoes do grifico da solugao u = u(t, x)

deste problema por diferentes hiperplanos t = constante) pode ser construida da sequinte
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forma: o grdfico da fun¢ao inicial u = ug(x) deve ser transformado deslocando cada ponto
(x,u) deste grdfico horizontalmente (ou seja, na direcio do eizo x) com a velocidade
f'(w). Se f'(u) = 0, entdo o ponto (z,u) nao se move. Se f'(u) > 0, o ponto se move
para a direita; e, quanto maior f'(u), mais rdpido o movimento. Analogamente, no caso
f'(u) <0, o ponto (x,u) se move para a esquerda (ver Figura[3.1)).

u u =

A\
\.

uy(x)

S

\
[N

. A
IR

_—

Py

Figura 3.1: Evolucao do gréfico inicial.

Observacao 3.5. Pontos de uy que intersectam a mesma reta horizontal tém a mesma
velocidade. De fato, sejam x1,x9 € R com ug(x1) = uo(xs). Entdo x7(0) = f'(up(z1)) =

f'(uo(x2)) = 25(0).

Observacao 3.6. Os comprimentos dos segmentos horizontais que unem o0s pontos do
grifico permanecem inalterados. De fato, sejam x1,xo € R tais que ug(xy) = wug(za).
Definamos x1(0) = 1 e 22(0) = x9. Pela equagao (3.5)), temos que

r1(t) = 1+ f'(uo(21))t,
To(t) = o + f'(uo(w2))t

para todo t € [0, +0). Como f'(ug(x1)) = f(uo(z2)), temos que x1(t) — x1 = x2(t) — a9,

ou seja, ro(t) — x1(t) = xo — 1, logo |xa(t) — x1(t)| = |xe — 21| para todo t € [0, +00).

Observacao 3.7. Em um determinado tempo T > 0, pode aconlecer que a curva
transformada deize de representar o grafico de uma funcio suave u(T,x) na varidvel
x. Considere a equacao de Hopf

up + uuy, =0

e duas particulas x1,z9 com x1 < 9 no instante t = 0. Se uy = uo(x) for uma funcao
mondtona nao decrescente, entao ug(x1) < ug(zg) e consequentemente ug(r1)t < ug(xe)t

para todo t € [0, +00). Mostremos que as particulas x1 = x1(0) e xo9 = x9(0) nao colidem.
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De fato, sejam
w1(t) = o1 + up(x1)t,
Z'Q(t) = T2 + Uo(l’z)t.

para todo t € |0, +00). Entdo
xo(t) = xo + ug(wa)t > 1 + ug(x1)t = 21 ()

para todo t € [0, 4+00) e portanto x1 e x93 nao colidem. Caso contrdrio, se a distribui¢do de
velocidade inicial ug = ug(x) nao for uma fun¢ao mondtona nao decrescente, entao eriste

T > 0 tal que x1(T) = 2o(T), ou seja, x1 e xo colidem.

Podemos resolver o problema de Cauchy para a equagao quasi-linear (3.1]) diretamente,
sem usar a teoria de EDPs quasi-lineares de primeira ordem apresentada acima.
Suponhamos que ja temos uma solu¢ao u = u(t, ) de classe C* do problema (3.1]) — (3.2)).

Proposicao 3.8. A funcio u = u(t,z) € constante ao longo das curvas integrais da

equacao diferencial ordindria

dx

) (3.
Demonstragao. De fato, diferenciando a fungdo u = wu(t,z) ao longo da curva integral
{(t,x(t)) : t € [0,+00)}, onde

o) = a(0) + | fluts.a(s) s
obtemos
d , ou Ju dz ,
E(u(t,m(t))) = Vu(t,z) - (1,2'(t)) = (E’ 6—17) : (1, E) =u + f(u)u, = 0.

Portanto u = u(t,x) é constante ao longo da curva integral {(¢,z(t)) : t € [0,+0)}. N

Observagao 3.9. Seja (to, zo) € [0,+0) x R com xy = x(ty). Entdo a curva integral
{(t,x(t)) : t € [0, +0)}, onde

z(t) = xo + L [ (u(s, x(s)))ds,

passa por (to, zo). Como u € constante ao longo das curvas integrais, entdo as solugoes

de (3.6)) sao as retas x = f'(u)t + C, pois como
t

2(t) = w0 + L f'(uls, x(s))) ds = zo + L f'(u(to, z0)) ds = wo + f'(ulto, z0)) (t — to)-

0

Seja C = xog — f'(ulto, xo))to. Entdo

x = f'(u(to, z0))t + C. (3.7)
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Agora, seja (0,y0) o ponto de intersec¢ao da reta (3.7) com o eizo x. Entao
Yo = C = xo — f'(u(to, 20))to.
Como u € constante ao longo da reta (3.7)), temos que

U(fo, ZE()) = U(O, yo) = Uo(yo) = UO(ZEO - f,(u(to, l’o))to)

Como (to,xo) € arbitrdrio, obtemos a seguinte identidade para a solu¢io u do problema

de Cauchy — :
u(t, ) = ug(z — f'(ult, x))t). (3.8)

Por outro lado, o problema de Cauchy (3.1))-(3.2) pode ser resolvido estendendo a solugdo

u(t, z) do ponto inicial (0,y) pelo valor constante ug(y) ao longo da reta
y ==z — f(u(y))t, (3.9)

ou seja, u(t,r) = wug(y) para quaisquer t,x que satisfazem (3.9). Como y = y(t,x),
obtemos

Nesse caso, estender a solugcao se reduz ao problema de encontrar o aberto cuja equacao

(13.9) com a incégnita y pode ser resolvida de maneira inica.

Teorema 3.10. Sejam f € C*(R) e ug € C*(R). Entdio existem T > 0 e uma tnica
solugdo u = u(t,x) € C([0,T) x R) do problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

Demonstracao. Definamos
O(t,x,u) =u—up(z — f'(u)t).

Entao

Oty 2, u) = ug(z — f'(w)t) f'(u),

O, (t,z,u) = —uy(x — f'(u)t)

Ou(t, x,u) = 1+ ug(w — f(w)t) f*(w)t,

que sdo continuas, logo ® é de classe C'. Como

®(0, z,up(x)) = up(x) — ug(x) =0

q)u(ovxuu()('r)) =1# OJ
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entao para cada r € R, o Teorema da Funcao Implicita garante a existéncia de 7} > 0,

e > 0 e uma tnica fun¢ao u = u(t, z) € C'([0,T1) x (x—e, z+¢)) tais que D(¢, 7, u(t,z)) = 0

para todo (¢,%) € [0,T}) x (x — &, + €), ou seja, u = ug(T — f'(u)t) para todo (t,%) €

[0,77) x (x — €,z + £). Pela unicidade da solucdo, segue que
u=uo(zx— fl(u)t) V(tx)el0,T1) xR.

Por outro lado, como
®,(0,z,u) =1>0

e &, é continua, existe Th > 0 tal que

O, (t,z,u(t,x)) >0 V(t,z)e[0,Ty) x R,

ou seja,
L4+ uy(z — fflu)t) f"(u)t >0 VY (t,x)e[0,Ty) x R.
Definamos
T = min{T, T»} > 0.
Entao

14+ up(z — fllw)t) ff(u)t >0 V(t,z)e[0,T) x R.

Além disso, para todo (t,z) € [0,T) x R,

u(t, ) = —up(x — f'(u(t, 2))t) (f" (u(t, 2))u(t, 2)t + f'(u(t, x)))

ua(t, w) = up(w — f'(ut, 2))) (1 = f*(u(t, 2))us(t, )t),

logo
u (t :E) _ ui)(x — f/(u(tv x))t)f,(u(tv IE))
0o L4+ f"(ut,x))uy(z — f'(u(t,z))t)t’
ot ) = uh(w — f(ult, 7))
o L+ f"(ult, ))up(z — f(u(t, z))t)t
Consequentemente

u+ ff(wu, =0 e u(0,x)=ug(z) VzeR

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Proposigao 3.11. Sejam f € C*(R) e ug € CY(R). Entdo a fungdo ugoy, ondey = y(t, z)

¢ dada por y = x — f'(up(y))t, é uma solugao de classe C* do problema de Cauchy

B-1-B-2).
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Demonstracao. De fato,

—f"(uo(y))

ye = =" (uo(y))uo(y)yet — f'(uo(y)) = v =

1
L+ f"(uo(y))up(y)t’

Yo =1 — f"(uo(y)uo(y)yat = Yo =

logo y € C! e consequentemente uy o f € C*.

Além disso,

(wo 0 y)s + f'(uo 0 y)(uo 0 y) = uo(y)yr + (o (y))uo(y)yz = 0

(1o © ) (0, 2) = uo(y(0, 2)) = uo().

L4 f"(uo(y))up(y)t’

Observacgao 3.12. Pelo Teorema se f e C*(R), up,y € CH(R), e up(y(t,z)) €
solugao do problema de Cauchy (3.1)-(3.2), entdo as equagdes (3.8) e (3.10) definem a

mesma solucao desse problema.

A partir daqui, denotaremos 7' como sendo o tempo maximal de solugao de classe C!

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2). Por (3.11]), pela Proposi¢ao e pela Observagao

B.12
1> —f"(uo(y))up(y)t VyeR e Vtel0,+00),

logo existe sup(—f" (uo(y))us(y)t). Dai,
yeR

1> syl;}g(—f”(%(y))%(y)t) = —tinf(f"(uo(y))uo(y)).

Se inf(f"(uo(y))ug(y)) < 0, entao

1
B o)
e assim definimos
T— 1 B 1
R L O A R
~f (0w

Por outro lado, se inﬂg(f”(uo(y))ug(y)) > 0, entao definimos 7' = +o0.
ye

Exemplo 3.13. (Equa¢do do Transporte). Seja a € R fizado. Entaio

u(t, z) = uo(x — at)

(3.14)
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é a unica solugdo cldssica do problema de Cauchy em (0,+00) x R do problema de Cauchy

up + aug, = 0,

(3.15)
u(0, ) = ug(x),
onde ug € C1(R).

Proposigao 3.14. Sejam f e C*(R) e ug € CY(R). Se inﬂg(f”(uo(y))u{)(y)) = —o0, entdo
YE
nao existe uma faiza Uy = (0,T) x R, com T > 0, tal que existe uma solucao cldssica do

problema de Cauchy (3.1)-(3.2) nessa faiza.

Demonstragao. De fato, se existisse T' > 0 tal que u = u(t, z) fosse uma solugao cléssica

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) na faixa (0,7) x R, entdo por (3.14), teriamos que
inﬂg(f”(uo(y))u{)(y)) € (—0,0), absurdo. |
ye

Veremos a seguir um exemplo de singularidade de uma solucao do problema de Cauchy.

Exemplo 3.15. Considere o problema de Cauchy abaizo na equacao de Hopf, ou seja,

Uy + uuy = 0,

u(0,x) = —x.

x
Entao u(t,z) = T3 Entao pelo Teorema |3.10, u € a tunica solucao cldssica desse

problema na faiza (0,1) x R.  Claramente, (1,z) é uma singularidade de u para todo
rzeR.

Exemplo 3.16. Considere o problema de Cauchy abaizo na equacao de Hopf, ou seja,
u +uu, =0,  u(0,2) = ug(x) (3.16)

com )
2 se r<—3,
22 + 62 + 1
-
—xr se —1<z<1,
2?2 —6x+1
4
—2 se x =3.

se —3<xr<-—1,

Il
A\

uo ()

se 1 <x <3,




up(z)

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-3

Figura 3.2: Grafico de wuy.

Entao
0 se <=3,
+3
_ZL‘2 se —3<x<—1,
up(z) =< -1 se —l<z<l,
x—3

l<x<3
5 se T ,

0 se x>3.

AFIRMACAO 1: uy € diferencidvel.

De fato,
— — 2—-2
i @) —u(=8) ~ im0 — 0,
T——3" r+3 z>-3x+3 z—>-3x+4+3
22+ 6z +1 5
lim Uo(w) — tio(—3) = lim 4
r——3+ r+ 3 z—>—3 r+3

1 .. 2246x+9

—— lim —M =

4 z—-3 T+ 3
2

oy @3

z—>-3 x4+ 3

= lim (z + 3)

r—>—3
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2 +6x+1 .
_ 1 —_—
lim to(z) — uo(=1) = lim 4
z—>—1— r+1 z——1 x+1

1 .. 2246x+5
—~ lim —48M8M—

4 z——1 z+1

1 y (x+5)(x+1)

- _Zxﬂnjl r+1
1 .
e —1’

— (1 -1 1
TG e ol R O el PO O
ro—1+ r+1 z—-1 1+ 1 r—-11 + 1

— 1 — 1 —1
i Y@ =) ekl el
r—1— ZL'—l r—1— .T—]_ x—>1_l'—1

:(;2—6:c+1+1
— 1
hmM — lim +
o1t x—1 r—1 x—1
11_ 22 —6x+5
= -1
4 2—1 r—1
11_ (x =5)(xz —1)
= -1
4xﬁ1 rx—1
= 11' 5
= plm(z—9)
e —1’
x2—6x—|—1+2
iy Y0(2) —uw@) T4
z—3~ r—3 z—3 Tz —3
1. 22—6x+9
= —lim
4 z—3 r—3
1 _ 2
B T )
4a-3 x—3
— llim(e—3)
= i
=0
¢ 3 2+2 0
i Y@ @) 7242 ~0.
z—3+ zr—3 =3 T — 3 =371 — 3

Logo up(—3) =0, up(—1) = =1, uj(l) = —1 e uj(3) = 0.
AFIRMAGAO 2: u}y é continua.
De fato,

lim ug(z) = lim 0= 0 = ugy(—3),

r——3— r—>—3



41

) , _ ox+3
xEIE;Jr up(x) = xlgﬁl?) 5 0 = uy(—3),
3
imup(e) = = Jim T2 = 1 = (1),
. 1) o . . R .
xl}gh ug() = xl}r_rb( 1) = =1 = up(—1),
Tim uy(x) = lim(<1) = —1 = (1),
-3
lim () = lim = = =1 = uj(1),
-3
lim wf(x) = lim == = 0 = uf(3)
e
lim wg(z) = lim 0 =0 = ug(3),
—3 T—
entao
Tim () = uh(3), lim () = uy(~1), T uh(z) = up(1) ¢ lim ui(o) = u(3).

AFIRMACAO 3: |uj(z)| < 1 para todo x € R.

De fato,
d<r<—-1 = 0<zx+3<?2
= —2<—(r+3)<0
3
= —1<—$+ <0<«1
;_\/—_J
=ug ()
= |uy(z)| <1
€

-3
1<x<3:—2<x—3<0=>—1<xT<O<1:>|u6(x)|<1.

—
=ug(z)
Como f"(u) =1 para todo u € R, entdo
1 1
T = — = =1.
—infup(y)  —(-1)

yeR

Ainda, como f € C*R) e ug € C'(R), entdo existe uma tunica solugio u = u(t,z) €
C1([0,1) x R) de (3.16). Agora, seja ® como na demonstracio do Teorema[3.10, Nesse
caso,

O(t,x,u) = u — up(x — ut).
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Entio ® ¢ de classe C*. Além disso,

u + se —3<zx—u<-—1,

O(l,z,u) =u—uy(r—u)=u+z se —1l<zr—u<l,

U — se l<x—u<3,

1 se x—u< -3,

_x—Tu—i—l se —3<x—u<-—l1,
P, (lz,u)=1+uyy(z—u)=<0 se —l<z—u<l,

x—Tu—l se l<x—u<3,

1 se x—u>3.

Como
(1,2,2) =0 e P, (1,2,2)=1#£0 Vze(—oo,—1],

(I)(l,I,.Z‘—I-l-i-Q\/—ZL’) =0 e 9, (1,x,x+1+2\/—x) =—v—x#0 Yxe(-1,0),
®(Lz,z—1-2yz)=0 e &, (Lz,z—1—-2yz) =x#0 Vre(0,1),
(1,2,-2)=0 e P,(l,2,-2)=1#0 Vazel[l,+o0),

entdo para cada x € R\{0}, o Teorema da Func¢do Implicita nos garante a eristéncia de

e;>0,75=12,3,4, de modo que
(x —e,x+e) < (—o0,—1], (x—e9,2+e9) < (—1,0),

(x—e3,x+e3) < (0,1), (x—e4,2+¢e4) <L, +00),
e uma unica u;(1,2) € C((x —e;,x +¢5)) tal que P(1,7,u;(1,7)) = 0, ou seja, u;(1,7) =
up(T —u;(1,2)) para todo T € (x —ej, v +¢;) e j =1,2,3,4. Pela unicidade da solugao,
existe uma unica u(1,x) € C1(R\{0}) tal que
u(l,z) = ug(x —u(l,z)) VaeR\{0}.
Assim, pela unicidade de solugao, para todo (t,z) € ([0,1] x R)\({1} x {0}),

u(t,r) = uo(y), ondey =z — f'(uo(y))t = — uo(y)t. (3.17)

Suponhamos que y < —3. Entao ug(y) = 2, logo v — 2t = y < —3 e consequentemente
r <2t —3.
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Suponhamos que y = 3. Entdo uo(y) = —2, logo x + 2t = y > 3 e consequentemente
T = =2t + 3.
Observe que as retas y = x — 2t e y = x + 2t se intersectam quando t = 0.
. y?+ 6y +1
Suponhamos que y € (—=3,—1). Entdo ug(y) = T logo

2
+ 6y + 1

T t e ty® + (6t —4)y + (4o +t) = 0.

Set =0, entioy =x. Set #0, uma vez que

(6t—4)*—4t(4z+t) = 36t°—48t+16—16tzx—4t> = 32t*— 16tz —48t+16 = 16(2t°—tz—3t+1),

temos que
—3t+2+2/2t2 —tx — 3t + 1 1
Yy = t2£2¢ ’ i se r<2t—3+ —.
t t
Mas
—3t+2+24/2t2 —tx — 3t + 1
3 tEEE Vt TZOT L o] o 3t<-3t+242V22 —fx 341
< —1
& 2< A2V —tr -3t +1<2t—2
e —1<+V22 —tr —-3t+1<t—1<0,
logo
—3t+2—2/2t2 —tx — 3t + 1 1
Yy = \/t ‘ se 2t—3<x<2t—3+¥.
2—6y+1
Suponhamos que y € (1,3), entdo ug(y) = %, logo
2 -6y +1
yzx—%t@lﬁgf—i—(4—6t)y+(t—4a:)=0.

Set =0, entioy =x. Set #0, uma vez que
(4—6t)*—4t(t—4x) = 16—48t+361°—4t*+16tx = 16—48t+32t>+ 16tz = 16(1—3t+2t*+tx),

temos que

3t — 24+ 241 — 3t + 262 + tx
y:
t

1
se x>—2t+3—z.

Mas

1<3t—24_r2\/1—3t+2t2+t:r
t

<3 & t<3t—2+2V1—-3t+22+tx <3t

o U +2< 421 -3t +22 +tx <2
e 0<—t+1<V1-3t+22+tx <1,
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logo
3t—24+2v1—-3t+2t2+1t 1
Yy = v z ‘ se —2t+3—¥<x<—2t+3.
2 2
+6y+1 — 6y +1
Observe que as retas y = x + %t ey =o— M15 nao se intersectam.
Suponhamos que y € [—1,1]. Entdo ug(y) = —y e consequentemente y = x + yt, ou seja,

y(l—t) =a. Set =1, entdo v =0. Set # 1, uma vez que

z) =yl =) =yl —t| E yll-t) <l—tet—1<z<1—t

seque que
y:%, se (tx)e[0,1) x [t—1,1—1].
M
4
3 \
2
1
0
s ;
-1
-2
5 /
4
-5
Figura 3.3: Gréafico das retas y = x — ug(y)t.
Logo

-

2 se x<—1,
l+z+2y/—2x se —1<z<0,
u(1,x) = { qualquer ponto do segmento [—1,1] se x =0,

—l4+z—2yx se O0<z<l,

-2 se x=1.
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Observe que u ndao é continua em (1,0), pois

lim w(1,x) = lir% (I+z+2vV—z)=1#-1= lin% (-14 2z —2yz) = lim u(l,z).

z—0— z—0t

Uu

u(l, x)

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6T

-3

Figura 3.4: Grafico de u(1,z).

Defini¢ao 3.17. Sejam B < R aberto e (to, ) € |0, +o0) x 0B. Dizemos que (to,xo) €

uma descontinuidade forte se

lim w(ty, x) # lm u(toy,x).

T T

Proposigao 3.18. Sejam f € C*R) e ug € C*R). Se f"(uo(y))up(y) = I para todo
ye [y,,er], onde
I = inf(f"(uo(y))ug(y)) <0,
yeR

entao todas as retas de (3.9) com y € [y_,y.] se intersectam em um dnico ponto.

Demonstragao. Sejam yy,ys € [y_, y4] com y; # ys €

y1 = — f'(uo(y))t,
Y2 == — f'(uo(y2))t

duas retas. Como
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entao f'owg é estritamente decrescente em [y_,y,| e consequentemente

o 1 —f"(uo(wn)) _ o
o <1 _f/(uo(yz))> [ (uo(y1)) — f'(uo(y2)) # 0.

(14@@»)
I —f(uo(y2))

Assim, a matriz

é invertivel e a sua inversa é

1 —f"(uo(y2))  f'(uo(y1))
f'(uo(yr)) — f'(uo(y2)) -1 1 '

<1 —f/(uo(yl))> (35) _ (%)
L —f'(uo(y2)) ) \ t Yo

A 1 —f'(uo(y2)) f'(uo(vr))\ [
t f(uo(y1)) — f'(uo(y2) -1 1 Yo

Dai,

)
y1f (uo(y1)) — v f' (uo(y2))
@<ﬂ: ) = )
t Yo —
f'(uo(y1)) — fI(UO(yQ))

Definicao 3.19. Seja T' dado por (3.14). Dizemos que (T, o) é uma descontinuidade

fraca de u = u(t,z) se x —> u(T,x) € continua em xy mas nao é diferencidvel em x.
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Capitulo 4

Solucoes generalizadas de equacoes

quasilineares

Neste capitulo, apresentaremos a defini¢ao e alguns resultados de solucao generalizada
da equacao u; + f'(u)u, = 0. Além disso, usaremos a teoria desenvolvida nesse capitulo
para construirmos uma solugao u = u(t, z) das equagoes u; + (u®), = 0 e u; + (sinu), = 0,

ambas com u(0,z) = 0 para todo = € R.

Teorema 4.1. Sejam Q) < R? aberto, u = u(t,zr) € C1(Q) e f € CY(R). Entio u = u(t,z)

€ uma solucao cldssica da equacao
u + f(u), =0 (4.1)

na faiza Q =Tlr = (0,T) x R se, e somente se,

L(ucpt + f(u)p,)dtde =0 Ve CE(Q). (4.2)

Demonstra¢ao. Suponhamos que u é solugao classica de (4.1) na faixa II;. Entdo para
cada p € CX(Q), existe G aberto e limitado com G <  tal que ¢(Q\G) = {0}. Como G
¢ aberto, entdao 0G < Q\G, logo ¢(0G) = {0}. Além disso, como ¢(Q\G) = {0}, entdo
oi(t,z) =0 e p,(t,x) = 0 para todo (t,x) € Q\G. Dai, temos que

|| e+ s e - |

G(ugot + f(u)p,)dtde = —f (ur + f(u),)p dtde = 0.

G

Suponhamos que u € C'(II7) ¢ uma solugao generalizada de (4.1)). Entao

0= Lwt + F(u)ps) dide = — Lwt Ffw)pdide Yo e CE(Q).

Pela Proposigao [1.12] segue que u; + f(u), = 0 para todo (¢, z) € Q. |
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Definigao 4.2. Dizemos que u é uma solu¢do generalizada (ou solug¢do fraca) da
equagao (A1) se ue Ly, e u satisfaz (4.2).

loc

Proposigao 4.3. Sejam f € C*(R) e ug € CY(R). Entao existe uma solugio generalizada

do problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

Demonstragao. Pelo Teorema existem 7" > 0 e uma tnica solugao classica u = u(t, r)
do problema de Cauchy (3.1)-(3.2) em (0,7) x R. Pelo Teorema [4.1] segue que u satisfaz
([4.2). Além disso, como u € C'((0,T) x R), entao u € L} ((0,T) x R). Portanto u ¢ uma

loc

solucao generalizada. [

Exemplo 4.4. (Equac¢ado do transporte). A solucio u(t,z) = up(z—at) € uma solugdio
generalizada do problema de Cauchy (3.15)).

Proposigao 4.5. Sejam Q < R? aberto e limitado, u = u(t,z) € CYQ), f € C*(R) e
U = (u, f(u)) o campo vetorial associado a u definido em Q). Entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:
(i) u € uma solugdo cldssica da equagao ({.1)).
(ii) divge) & = 0.
(iii)

J (0,v)dS =0 VG < Q aberto, (4.3)

oG

onde v € o vetor normal unitdrio apontando para fora de 0G.

Demonstracao. (i) = (ii) : De fato,
diV(m) U= u; + f(u)x Hipoztese 0.
(17) = (i17) : De fato, seja G um aberto de €. Entao
J (#,v)dS = f div i dtdz P2 0.
oG a
(1ii) = (1) : De fato,

L(ut + f(w),) dtdz — f

diV(t,x)ﬁ dtdz = J (17’ ,/) ds Hipotese 0.
Q

80
Portanto segue da Proposigao que

u+ f(u), =0 V(t,z)e.

Defini¢ao 4.6. A identidade (4.3) é chamada lei de conservagdo.
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Definicao 4.7. Seja u = u(t,x) uma solucio generalizada suave por partes da equagio
definida no aberto Q < R2. Suponhamos que Q estd dividido em duas partes Q_ e Q.
separadas por uma curva de descontinuidade T'. Suponhamos que u € C1(Q2_) n CH(,)
e que existem limites laterais u_ e u, de u quando aproximamos de I' por Q_ e Q,

respectivamente. Para cada (to, o) € T, definimos

u_(tp,xg) = lim  wu(t,z e uy(ty,rg)= lim  wu(t,x).
(to, o) (t,2)—>(t00) (t,7) +(fo, 70) (t,2)—(to.0) (t,z)
(t,x)eQ_ (t,z)EQ+

Essas descontinuidades sao chamadas de descontinuidades de tipo 1, ou desconti-

nutdades fortes, ou saltos.

x4

—¥

Figura 4.1: Descontinuidade forte (salto).

Veremos a seguir uma caracterizagao das solugoes generalizadas.

Teorema 4.8. Sejam Q < [0,400) x R um aberto dividido em duas partes Q_ e
separadas pela curva de descontinuidade T' de tipo 1 dada pelo grifico de uma funcao
x = z(t) de classe Ct, f € CYR) e u = u(t,z), definida em Q, solugio cldssica em
Q_u Q.. Entio u é uma solucio generalizada suave por partes da equacdo se, e
somente se, satisfaz

dz_ [f(u)] _ flus) — flu-)
dt [u] T us—u- (4.4)
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em I, onde [u] = u, —u_ € o salto de w em T" e [f(u)] = f(uy) — f(u_) € o salto de

f= ). .
t
Além disso, a relagao S —M, onde v = (cos(v,t),cos(v,x)) € o vetor normal
dt cos(v, x)

unitdrio apontando para fora de 0S2_, pode ser reescrita na forma equivalente

|u] cos(v,t) + [ f(u)] cos(v, ) = 0. (4.5)

Demonstragao. Suponhamos que u é uma solugao generalizada suave por partes de (4.1)).
Entdo para cada ¢ € CZ (), existe G aberto e limitado com G < Q tal que ¢(Q\G) = {0}.

Como u é uma solugao generalizada suave por partes de (4.1]), entdo

0 = L(«wt T f(u)p) dide

= f (upr + f(u)p,) dtde + f (upr + f(u)p,) dtde
Q_nG I'mG

" J
g

=0

+f (uge + F(u)ps) dtdz
QinG

_ |- J (g + f(u)s)p dtda+
Q_nG

. ~/
Y

=0

X ng(u_ cos(v,t) + f(u_)cos(v,x))p dS) +

+ —J (ug + fu),)p dtdz+
QinG

" J
g

=0

r

+ (uy cos(—v,t) + f(uy)cos(—v, z))p dS)
JI'nG

= — | ([u]cos(v,t) + [f(u)] cos(v, z))pdS.

JI

Dai,
J (|u] cos(v,t) + [ f(w)] cos(v, x))pdS =0 VYo € CZF ().
r
Como u, e u_ sao continuas, entdo |u] é continua. Além disso, como f é continua, entao

f(uy) e f(u_) s@o continuas e consequentemente [f(u)] também é continua. Ainda, para
cada (t,z(t)) € I, o vetor (1,2'(t)) é tangente a (¢,z(t)) e assim (2'(t),—1) e (—2'(t),1)
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sdo normais a (¢, x(t)). Se v = ( () - ! ), entao
V(@) +1 0 A J(@(t)?+ 1
1 /
[u] cos(v, 1) + [f (u)] cos(v, z) = NCIOED (@' (®)[u] = [f(W)]), (4.6)
2'(t) 1

que é continua. O caso v =

VEOP T V0P
Pela Proposicao segue que

[u] cos(v,t) + [f(u)] cos(v,x) = 0,
ou seja,

[u] — cos(v,z)’

l’/(t) i [f(U)] . COS(V7 t)

Observe que cos(v, ) # 0 pois, caso contréario, por (4.5) teriamos que [u] cos(v,t) = 0.
Como [u] # 0, entdo cos(v,t) = 0, logo v = (0, 0) e isso contradiz o fato de v ser unitario.

Suponhamos que u é solugao classica de (4.1)) em Q_ U Q, e que (4.5) valha. Como
u+ fu), =0 V(tz)e_uQ,,
entao

L(U% + f(u)p,) dtde = — L([u] cos(v,t) + [f(u)] cos(v, z))p dtdz 0

para toda ¢ € CZ(Q).
Portanto u ¢ uma solu¢ao generalizada suave por partes de (4.1)). [

Definicado 4.9. As expressoes (4.4) e (4.5) sao chamadas condi¢des de Rankine-
Hugoniot.

Definicao 4.10. Uma onda de choque é uma descontinuidade da solucao generalizada

da equagdao (4.1)).

Observagao 4.11. A condi¢ao de Rankine-Hugoniot (4.4) relaciona a velocidade z'(t)
de propagacao de uma funcao fluzo f = f(u) e os estados limites u, e u_ da solu¢do das

ondas de choque u = u(t, ).

Corolario 4.12. Seja u = u(t,z) uma fun¢do suave por partes definida em um aberto
Q com um niumero finito de componentes de suavidade 2,9, -+ ,,, € com um nimero

finito de curvas de descontinuidade de tipo 1 'y, Ty, --- Ty tais que
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Entao u é uma solu¢ao generalizada da equagio (4.1) em Q se, e somente se, u € uma
solugao cldssica de equagao (A.1) em cada Q; comi=1,--- ,m e a condi¢cao de Rankine-
Hugoniot (4.5) € satisfeita em cada curva de descontinuidade I'; com i = 1,--- |k exceto

para o numero finito de pontos onde as I'.s se intersectam.

x 1 O HT

~a
L i

| .
L ¢

I

Figura 4.2: Solucao suave por partes.

Demonstracao. Para cada I';, sejam €2;, e €2;, as componentes de suavidade de u adjacentes

a I';. Entao pelo Teorema [4.8| segue o resultado. |

Proposicao 4.13. Seja u = u(t, z) uma solugdo generalizada suave por partes da equagio
(4.1) no aberto Q. Entao o campo vetorial ¥ = (u, f(u)) satisfaz (4.3)).

Demonstracao. Sejam €2q,--- , €, as componentes de suavidade de u e G um aberto de
2. Como u ¢ solugao classica de em §); para todo i = 1,--- ,n, entao u é solucao
classica de em cada €; 0 G. Além disso, cada §2; N G é aberto, pois cada €); e GG sao
abertos de Q. Logo o fluxo de ¥ = (u, f(u)) através de cada d(€; N G) é zero. Por
outro lado, sejam I'y, - -- , ', as curvas de descontinuidades de u. Paracada j =1,--- ,m,

definamos

Pelo Corolario , u satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot em cada I'; e

consequentemente satisfaz a condi¢ao de Rankine-Hugoniot em cada r inG.
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Como . .
U (QnG)=aGu | JT;nG)
1=1 Jj=1
€ m
WGl JTinG) =2,
j=1
entao para cada j =1,--- ,m,
> J (7,v)dS =0
j=1 fjﬂG
e como cada Fj\fj é finito, entao para cada j =1,--- ,m,
f (U,v)dS =0
(CAL)NG
e consequentemente para cada j =1,---,m,
f (5,)dS = 0.
r;nG
Logo

LG v)ds = ZJQmG ZJ v)ds =0,

%_/
-0 =0

onde v é o vetor normal unitario apontando para fora de ). Portanto v satisfaz (4.3). W

Teorema 4.14. Seja u = u(t, z) uma solu¢ao generalizada suave por partes da equag¢do

[4.1)) com suporte compacto em x tal que x = x(t) € Ct € a inica curva de descontinuidade
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de u. Definamos

Entao S € constante.

x(t)te
x(t)
x(t)-¢

Demonstracao. De fato, seja e > 0 dado. Como spt u é compacto em z, existe um intervalo
aberto (a,b) tal que uw =0 em (0,7) x ((—o0,a] U [b, +20)), logo

u(t,y) dy + J u(t, y) dy.

z(t)+e

z(t)+e

S(t) = J "t di f O ) dy 4 f

a a z(t)—e

Como
x(t)+e

Jim o s ult,y)dy = lim JR Xlz(®)—ea+e)u(t, y) dy = 0,

fazendo ¢ — +0, obtemos

z(t)—0 b
S(t) = J u(t,y) dy + J u(t,y) dy.
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Dai,

z(t)—0 b
SO= [ wtndrs [t dy+ ) —0) - o) + 00

Mas
2(t)—0 b
j uilt, ) dy f wilt,y) dy + (u_ —u )2 (t)
a z(t)+0
z(t)—0 b
o LT T R TR TR R
=)+ flult @) — (b)) + Flu) + (o — )l ()
—_— —
=f(0) =f(0)
= flu) = flu) = (uy —u)a'(2)
I (f <“J+> —fu) _ xf<t)>
Logo

) = (s — ) (f<u+> ~fus) z,(t)) |

Uy — U_
Como u é uma solucao generalizada por partes da equacao (4.1)) na faixa Iy = (0,7) x R,

entdo u satisfaz a condigdo de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade z = z(t).
Portanto S’(t) = 0 para todo t € (0,7), ou seja, S é constante. |

Corolario 4.15. Seja u = u(t, z) uma solugdo generalizada suave por partes da equagao
(4.1)) com suporte compacto em x com wm nimero finito de curvas de descontinuidades
x; =xz;(t)e C' dew com j=1,--- ,N. Definamos

400

S(t) = J ult, ) dz.

—0

Entao S € constante.
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X HT
L i

§ —
1} {

L

Demonstracao. Seja e > 0 dado. Como spt u é compacto em x, existe um intervalo aberto

(a,b) tal que u =0 em (0,7) x ((—o0,a] v [b, +00)), temos que

S(t) = Jbu(t,x)dx

a

z1(t)—¢ x1(t)+e x3(t)—¢
- | e | e [ e

a z1(t)—€ x1(t)+e
z3(t)+e x5(t)—e z5(t)+e
P ey |ty [ty
z3(t)—¢ z3(t)+e z5(t)—¢
b
+ f u(t,y) dy.
xs5(t)+e
Como
zj(t)+e
lim u(t,y)dy = lim f Xa; (t)—ez; () +eu(t,y) dy =0 Vj=1,3,5,
e—+40 z;(t)— e—+40 R

fazendo ¢ — +0, obtemos

z1(t)—0 z3(t)—0 z5(t)—0
Sit) = f u(t,y)dy + J u(t,y) dy + f u(t,y)dy

zl(t)—i-O 1‘3(t)+0
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Dai,
@1(t)—0 23(t)—0
S0 = | w0 -0+ [ ut)dy
a — z1(t)+0
)
ras(t)—0
+u(t, z3(t) — 0)a5(t) — ult, x1(t) + 0)xy(t) + uy(t, y) dy
—_— R Jaz(t)+0
—u® e
- +
rb
+u(t, x5(t) — 0)a5(t) — ult, x3(t) + 0)as(t) + u(t,y) dy
%’_J %(_/ J:c5(t)+0
_u® —u®
- +
—u(t, x5(t) + 0)ay(¢)
—_
—u®
+
xl(t)fo (1) , :tg(t)fo
= -] v a0~ | o
a x1(t)+e

x5(t)—
+uP () — Pl () — f 0( Flu(t,y))), dy + u®al (1)

z3(t)+0

—u (1) - j (Flult, 9)))y dy — uD(8)

x5(t)+0
= — ) + fut,a) + D24 1) — Fu®) + F@D) +uP (@)
=f(0)
a2y () — ) + F@) + uP (1) — uPah(t) — flu(t D))
=7(0)

+f W) — uDal(1)
= (flul) = flul) = (u} —ul)a (1) +
() = Ful) — (u2 —u? ) (t)) | |
L) <f<uj> :Zz(ul_) . (t)> Lt ) (f(ui) — f(u?)

= (u+ 1 1
+

ooy + i — ) (LEELE )

ul —u

Como u é uma solucdo generalizada suave por partes da equacdo (4.1) na faixa Iy =
(0, T) xR, entao u satisfaz a condi¢do de Rankine-Hugoniot nas curvas de descontinuidades
['1,T3 e T, logo S'(t) = 0 para todo t € (0,T) e portanto S é constante. [ |

Proposicao 4.16. Se u = u(t,x) tem uma descontinuidade fraca em I' = {(t,x(t))},
entao u satisfaz a condi¢ao de Rankine-Hugoniot (4.5) em T.

Demonstracao. De fato, para todo t, temos que

us(t) =  lim  u(t,x) = u(t,z(t) £ 0) = u(t, x(t)).

x—x(t)£0
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Logo [u] = uy —u_ = 0 e consequentemente [f(u)] = 0. Portanto (4.5)) é satisfeito. W

Observacao 4.17. Se u tem descontinuidade fraca na curva I' = {(t,z) : x = x(t)} de
u = u(t,x), passando o limite ux — u em (4.4)), obtemos

d
— = f(ult,x)). (4.7)
De fato, sejam u = u(t,x) e v = v(t,x) solugdes classicas da equagio (4.1) separadas pela

curva de descontinuidade fraca I'. Entao
u(t,z(t)) = v(t,z(t)) V.

Como u e v sao constantes ao longo de I', entao

du dv

dat — dt’

ou seja,

wi(t, 2(8)) + f(ult, z(0))ua(t, 2(1)) = vi(t, z(8)) + [ (ult, (1)) va(t, 2(1)).

Dai,
(s (L, 2(2)) — va(t, 2(0))) (2'(1) = f'(ult, 2(1)))) = 0.

Como u, e v, sao descontinuas em I, seque que

7'(t) = f(u(t, z(1))).

Exemplo 4.18. (Ndo unicidade de uma solugcdo generalizada). Considere a
equagao ([4.1)) com a fungdio fluro f(u) = u? e dado inicial como sendo a fungio nula, ou

seja,

up + 2uu, = 0,

u(0,z) =0 VzelR 45

Observe que a funcao u =0 € solucao cldssica e portanto é uma solugcao generalizada de

(4.1). Por outro lado, para cada § > 0, definamos

.
0 se x < —at,

-0 se —dt<x<0,
us(t, x) = < (4.9)
0 se 0<ux<ot,

k0 se x > Ot.
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X=5t £y flu)=u?

0 X=-0t

Entao us € solugao classica de (4.1) fora das retas de descontinuidades x1(t) = —t,
zo(t) =0 e x3(t) = 6t para todo § > 0. Além disso, para todo § > 0,

fQu(t,z1() +0)) — fu(t,z1(t) —0)) _ (=0)*—0 _ & _

ut,z () +0) —ult, 1 (H) —0) —6-0 -6 —0 = n(),
a0 +0) = Jult )~ 0) _F = (6P _0
u(t, zo(t) + 0) — u(t, z2(t) — 0) d—(—0) 20 2
a0 +0) = Jlultra)) ~0) _0-8° _
u(t, x3(t) +0) — u(t, z3(t) — 0) 0—9¢ B

logo us satisfaz a condi¢ao de Rankine-Hugoniot nas retas de descontinuidades 1 = x1(t),
Ty = xo(t) e x3 = x3(t). Portanto us € solugao generalizada de (4.1) para todo § > 0.

Observacao 4.19. (Interpretagao geométrica da condi¢ao de Rankine-Hugoniot
para uma solugcao constante por partes com descontinuidade sobre uma reta).
Seja u = u(t,x) solugao constante por partes da equacio u; + f(u), = 0 com u(0,x) =
0 para todo x € R, onde u satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot sobre a reta de
descontinuidade x(t) = kt. Como

b e - J) = )

Uy — U

onde uy e u_ sao as regioes acima e abaizo da reta x(t) = kt respectivamente, entdo
o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (u_, f(u_)), (uy, f(uy)) € igual ao

coeficiente da reta de descontinuidade x(t) = kt.
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x4

(u_, f(u.)) x=kt

A
(u+ 2 f(u +) )
Considere o problema de Cauchy

u + f'(u)u, =0,
u(0,2) =0 VzeR.

(4.10)

Exemplo 4.20. Vamos construir uma solugao generalizada nao trivial do problema (4.10))

com f(u) = ud.

A funcao

0 se x<t,

1 se t<ax< T,

2 se Tt<ux<12t,
u(t, z) = <
—4  se 12t <z < 21t,
5 se 21t < x < 25t

0 se x> 25bt.

¢ uma solucao generalizada nao trivial do problema (4.10)), pois u é solucdo classica fora
das retas de descontinuidades z1(t) = t, xo(t) = Tt, x3(t) = 12t, x4(t) = 21t, x5(t) = 25t e

f)-fO) _1P-0* 1-0_ . dn
1-0  1-0 1-0 — dt’
f@Q-fQ) _2-1 8-1 7 __ dn
2-1  2—1 2—1 1 —  dt’

[ /@) (4P -2 —64-8 -2 . day,
—4-2  —4-2  —4-2 -6 ° at’
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fB) = f(=4) 5 —(—4)® 125-(—64) 125+64 189 o dzy.
5-(—=4)  5-(-4)  5-(-4)  5+4 9 T dt’
fO) - fG) _0°-5" 0-125 125 _ dws
0o—-5  0-5 0-5  —5 7 dt’

ou seja, u satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot nas retas de descontinuidades z; =
z;(t) com j =1,2,3,4,5.

Exemplo 4.21. Vamos construir uma solugao generalizada nao trivial do problema (4.10))

com f(u) = sinu.

5%l —

T

o
S B
V]

Figura 4.3: Grafico de f(u) = sinwu.

Figura 4.4: Gréafico das caracteristicas de f(u) = sinu.
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A funcao
( 2
0 se x<—3—t,
3m 5t< 3
—— se ——t<zxr<-— ,
2 gm 14
5%
— se ——1t<2x<0,
u(t,z) = < 7r6 l4m
— se 0<ax< —1,
6
i
— se —t<ux < —t,
2 T T
0 se x>—t
s

¢ uma solucao generalizada nao trivial do problema (4.10)), pois u ¢ solugdo classica fora

das retas de descontinuidades x; = z;(t) com j =1,2,3,4,5 ¢

3 ) 3T .
f(—T)—f(O)_&n(—?)—smO_ -0 1 __i_diﬁ

3 37 3T 3 3r dt’
_2r ~_Z 0 _27 _2r
2 0 2 2 0 2
om 3T L 3T 1 1
(5)-1(5) »F-o(F) 11 4 5
5 3 T 3 b 3w Tm 14x dt]
- R, - o __|__ -
6 2 6 2 6 2 3
f(z)_f(fm) 7r 57 1 1
6 6 :Slng—SlnE: 5—5 _ 0 :O:%
T o7 T o T o 2 dt’
6 6 6 6 6 6 3
T T LT .o 1 1
F(5)-7(5) smg-sng 1-5 5 3 dn
T_T7m L S
2 6 2 6 2 6 3
T _ Y
f(O)—f(E)_81n0—81n§_0_1__1_2_dx5
_T B I U
0 2 0 2 0 2 2

ou seja, u satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot nas retas de descontinuidades x; =
z;(t) com j =1,2,3,4,5.
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Capitulo 5

A nocao de solucao de entropia

generalizada

Neste capitulo, abordaremos as condicoes de admissibilidade de uma solucgao
generalizada, o método de viscosidade nula, a condicao de aumento de entropia. Além
disso, apresentaremos a definicao de solucao de entropia generalizada de Kruzhkov e

deduziremos alguns resultados dessa teoria.

Seja u = u(t,z). Considere o problema de Cauchy

u + f(u)e =0, (5.1)

u(0, ) = up(x). (5.2)

Proposi¢ao 5.1. Sejam f € C3(R), ug € C*(R) e u como no Teorema [3.10,. Entdo
ue C*[0,T) x R).

Demonstracao. Pelo Teorema [3.10] existe T" > 0 tal que
U(t,I) = uO(:E - f,(U(t, {L‘))t)
¢ a tinica solugao de classe C' do problema de Cauchy (5.1)-(5.2) em [0,7) x R. Como

up(x = f'(w)t) f'(w)

ur(t, x) = 1+ f(u)ul(x — f(u)t)t
e B ug(w — f'(u)t)
U (t, ) = 1+ f"(u)uh(z — fru)t)t’
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temos que
) = U= 0 = Pt ) + e = )0 )
o L+ fr(uyup(e = fr(u)t)t
ug(a:' _ f/(u)t)f,(u) " ! — 'y
+ (1+ fr(w)up(z — f'(u)t)t)? (f"(u)uzug(z — f'(u)t)t
+ /" (wug(e = f1w)t)(1 = f(wust)t),
S e i 1) i O R ) B C 1)
o L+ fr(uyup(e = fr(u)t)t (1 + f(u)up(z = f'(u)t)t)?
(f"(wwug(x = fwpt)t = f(wug(z = f () (" (whut + f'(u))t
+f" (wug(z = f'(u)t)),
) = 18 = DG+ f1w) | uhle = w0 w)
A L+ frwyug(z = fr(u)t)t (1 + fr(wyug(z = f'(u)t)t)?
(f"(wuwug(e = f(wt)t = fY(wug(e — (@) (f (@t + f'(w))t
+ 1" (wug(x = f'(u)t))
R e (1) e 1) W Gy 1)
o L+ fr(uyup(e = f/(wt)t - (1 + fr(u)up(z = f'(u)t)t)?
(f"(wuzug(x = fw)t)t + f*(wug(z = f(w)t)(1 = [ (w)uat)t),
que sdo continuas. Portanto u € C%([0,T) x R). |

Proposigao 5.2. Sejam f € C3(R), ug € C*(R) com v} limitada, v = u(t,z) € C*(R) a
solugao do problema de Cauchy — e (T,x*) um ponto de descontinuidade de tipo
1 de u. Entao

(i) uy <wu_ se f é conveza.

(ii) uy >u_ se f € concava.

Demonstragao. (i) Seja p(t,x) = u,(t, ). Derivando a equagao (5.1) em z, obtemos

0 = u(tx) u(t, )y, (t, x)
t,x

(
(u(t, 7)) ua(t, )

ety @) + f"(ut, 2)p*(t 2) + f'(u(t, 2))po(t, 7)

Il
<
g
=
8
p—

Wyl
S
N

~

K
e

_l’_
]
=
N

~

K
=
=
8
=

&
N—r
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Ao longo das caracteristicas © = x(t), 2/(t) = f'(u(t, 2(t))), logo

d

3 Pt 2(0) = pe(t, 2(t) + 2" (Op.(t, 2(1)) < 0,

ou seja, p é decrescente ao longo de x = x(t). Assim,

p(t, (1)) < p(0,2(0)) = ue(0, 2(0)) < supugp(x).

zeR

—_—
=Ky

Como a equacao (b.1)) é satisfeita em [0,7T) x R, entdo existe uma tnica caracteristica que

passa por cada ponto de [0,T) x R. Logo
pt,z) < Ky V(t,z)e[0,T) xR. (5.3)

Sejam 1,9 € R com x1 < 5. Pelo Teorema do Valor Médio existe £ € (1, x2) tal que

t —ult
ulbas) zulbt) o) < Ky e [0,T). (5.4)
To — T1 ~—
=p(t,§)

De (5.4)) segue que u(t, z2) — u(t,z1) < Ko(x2 — 21). Fazendo z3 —» 2* +0 e 1 — 2* — 0,
obtemos
upy =u(t,z* +0) <u(t,z*—0)=u_.

Mas uy # u_, logo

Uy < U_. (5.5)

(i) Sejam u = —v e f(v) = —f(—v). Como

0=u+ f(w)e =—v + (f(—0))a

entao
0 =0+ (=f(=v))e = ve + (f(V))a,
ou seja,
(2 (f(v))a: = 0.
Como f"(v) = —f"(—v) = 0, segue do item anterior que —u, = v, < v_ = —u_, ou seja,
Uy > U_. [ |

Definicao 5.3. A desigualdade (5.5)) ¢ chamada de condi¢do de admissibilidade nos

saltos das solugoes suaves por partes.

Proposicao 5.4. Sejam u uma solucao generalizada suave por partes do problema de
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Cauchy (5.1)-(5.2]). Se f ¢é estritamente conveza ou estritamente concava, entao

fluy) = flu)

Uy — U

filug) < < f'(u-). (5.6)

Demonstragao. Como u ¢ uma solucdo generalizada do problema de Cauchy (5.1))-(5.2),
entao u satisfaz a condigao de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x = z(¢),

ou seja,
d_13 _ fluy) —f(u,)‘

dt Uy —U_

Pelo Teorema do Valor Médio, existe @ entre u_ e u, tal que

fluy) = )

Uy — U_

£(@) =

Se f" > 0, entdo uy < @ < u_ e como f' & estritamente crescente, segue que f'(uy) <

fi(@) < f'(u_). Se f" <0, entdo u_ < u < uy e como f' é estritamente decrescente segue
que f'(u-) > f'(@) > f'(us). u

Definicao 5.5. A expressao (5.6)) é chamada de condigao de admissibilidade de Lax.

x f-/e/ {g K{
3

W=

b 3

Figura 5.1: Condi¢do de Lax: curva de descontinuidade admissivel (a) e curva de

descontinuidade nao admissivel (b).

Exemplo 5.6. No FEzemplo temos que f"(u) = 2 > 0 mas a condi¢cdo de
admissibilidade (5.6) nao é satisfeita na reta de descontinuidade x = 0, pois

fllun)y=2 06 >-20=2(=4) = fl(u) V§>D0.

—U+ =u_

Por outro lado, a solucao cldssica u = 0 é admissivel, pois pela Proposi¢cao Uy <

u_. Além disso, como [ € estritamente convexa seque que f' é estritamente crescente e
portanto f'(uy) < f'(u_).
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Para generalizar a condi¢cao de admissibilidade para o caso de uma fung¢ao fluxo que
nao é nem convexa e nem concava, faremos a seguinte observacao e reformulacao desta
condigao em termos da respectiva localizacao do grafico e das cordas das func¢oes convexas

ou concavas.

Observacao 5.7. Sejam x = z(t) a trajetdria de uma particula de um gds ideal em um
tubo paralelo ao eizo x e u = u(t, r) a velocidade desta particula na posi¢io x e no instante
t. Entao x'(t) = u(t,xz(t)) e

2"(t) = %(u((t,x(t))) = w(t, x(t)) + u(t, x(t))u(t, z(t)) = 0.

Assim, gases ideais sO existem teoricamente, pois sao limites quando a viscosidade de um

gds real é desprezada por ser pequena.

Definicao 5.8. Seja € > 0 o coeficiente de viscosidade de um gds real. Entao, sob certas

condigoes, a forca de atrito viscoso que atua sobre a particula x no tempo t e em relagao

a unidade de massa pode ser escrita como uy,(t,z(t)). Dai, x"(t) = a(u(t,x(t))) =
Elg,(t, (1)) e assim obtemos a igualdade
Up + Uy = EUgy, (5.7)

que é chamada equacao de Burgers.

Observacao 5.9. Suponhamos que todas as solucoes generalizadas admissiveis da equacao
de Hopf podem ser obtidas como o limite de algumas soluc¢ées u® = u°(t,z) da equagio
(5.7) quando € — 0. A introducao de euy,(t,x) em uma equagao de primeira ordem e o

estudo de u® = u®(t,x) quando € — 0 é chamado método de viscosidade nula.

Observacgao 5.10. (Método de linearizacdo da equag¢do de Burgers). Como

U + YUy = EUgy,

u2
Ut = EUgy — UlUy = (euz — ?) .
x

Seja U = U(t,x) o potencial dado por

entao

w2
dU = udx + (auz — ?) dt.

Neste caso,
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ou seja, U satisfaz a equacao

1
Us + §U§ = Uy, (5.8)
Fazendo U = —2¢ln z, obtemos
2e
Ut = ——Zt,

z

2 2 2

z z \ 2

Substituindo em (5.8)), temos que

2e 2e% ,  2e% (22
_;Zt"i‘z_z =—\ - —Zw=),

ou seja,
2 = EZggp. (5.9)

Logo a solugao da equacgao (5.7) € da forma

onde z = z(t,x) é a solugcdo da equagdao do calor (5.9)).

Definicao 5.11. Dizemos que u = u(t,z) € uma onda simples se

_ u_  se T < wt,

u(t,r) = u_ + U1 4 sgn (@ — wt)) = (5.10)
2 Uy se T > wt,

onde w = constante.

Observacao 5.12. Suponhamos que a onda simples v = wu(t,x) é uma solugdo
generalizada da equagdo (5.1), ou seja,

fn (upr + fu)py) dtdz — 0 Ve € C2(TTy). (5.11)

Entao vale a condicao de Rankine-Hugoniot

de flu)—flu)
T (5.12)

Uy — U

W

na reta de descontinuidade x(t) = wt. Nesse caso, o método de viscosidade nula pode ser

aplicado da sequinte maneira:

r — wt

u (t,z) =v(), com¢= (5.13)

€
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Como

(@)

™

™
N

entao a equacgao (5.7) pode ser reescrita como

—wv' + (f(v)) =" (5.14)
. - ) T — wt .
Proposicao 5.13. Sejam © # wt ¢ £ = . Entao v = v(§) — u quando ¢ — +0
3
se, e somente se,
i o©) = us (.15
Demonstracao. Como
T — wt
&= e x # wt,
€

entao

e>+0e (x<wt e £ > —o) ou (r>wt e £&— 40w0).

Suponhamos que u® = v(§) — u quando € — +0. Entao

. T o T<wt
i 0(6) = Jim v(6) = "=

. IR T — x>:wt
Jm v(§) = lim v(§) =u =" uy

Suponhamos que (5.15) valha. Se x < wt, entao

1. _ 1 —u r<:wt )
Jim v(€) = lim v(§) = u u
Por outro lado, se x > wt, entao
. . r>wt
Jimiv(§) = lim v(§) =u. "="u.
Portanto
81—1>I-Ii-lov(§) -

Observagao 5.14. A solugio v = v(§) de (5.14) e (5.15) ndao € dnica. De fato, se
v=uv(§) € solugao de (5.14) e (5.15), também o é v = v({ — &) para cada & € R.

Observacao 5.15. Integrando (5.14)), obtemos

V' =—wv+ f(v)+C, C = constante. (5.16)
—_—
=F(v)
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Entio a EDO (b.16) é auténoma, de primeira ordem e F(v) + C € de classe C', pois f

também o é.

Proposicao 5.16. A EDO admite uma solucao que tende a estados constantes u_
(quando § — —0) e uy (quando & — +o0) se, e somente se, as sequintes condigdes $ao
satisfeitas:

(i) u_ e u. sio pontos estaciondrios da EDO (j.16]).

(i1) Nao existe ponto estaciondrio no intervalo aberto entre u_ e u,. Nesse caso, o lado
direito F(v) — F(u_) = F(v) — F(uy) de restrito a esse intervalo deve ser

(a) positivo se u_ < u., ou seja,

Fv)—F(u_)>0 Vve (u_,uy). (5.17)
(b) negativo se uy <u_, ou seja,

Fv)—F(uy) <0 Vove (ug,u_). (5.18)

Demonstracao. Suponhamos que a EDO admite uma solucao que tende a estados
constantes u_.

Mostremos que (i) vale. De fato, como u_ e u, sao constantes e solugoes da EDO ,
entdo u_ e u; sdo pontos estaciondrios da EDO (5.16). Mostremos que (ii) vale. Para
isso, suponhamos que existe 0 = () solucdo estacionaria de entre u_ e uy com
U # us. Entdo v'(§) = 0 para todo & € R, ou seja, 0 = 9(§) é constante, absurdo
pois gglpoof;(ﬁ) = uy e u_ # uy. Além disso, se u_ < u,, entdo v’ > 0, pois v' # 0 e

lim v(¢) < 6lim v(€). Entao v = v(§) é crescente e portanto
——00 — 400

F(v) — F(u) Dy>0 sewve (u_,uy).

Se u_ > uy, entao v < 0, pois v # 0 e 6lim v(€) < 5lim v(€). Entao v = v(§) é
— 400 ——0

decrescente e portanto
F(v) — F(uy) Wy <0 se ve (uy,u_).

Suponhamos que as condi¢oes (i) e (ii) sdo satisfeitas. De fato, seja v = v(§) uma solugao
de satisfazendo (i) e (ii) e que estd entre u_ e u, mas v # us. Queremos mostrar
que v nao intersecta u_ e u. Suponhamos que v intersecta u,. O caso em que v intersecta
u_ é analogo. Entdo existe & € R tal que v(§y) = u,. Como F' é localmente lipschitziana

entao, pelo Teorema de Picard, o PVI

w' = F(w) +C

w(&o) = us
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tem solucdo tinica em B;(&), absurdo pois u; # v. Se u_ < u,, entdo v é crescente e
portanto 611111 v(€) = ug. Se uy < u_, entao v é decrescente e portanto 5liriq V(&) = ug.
— T 00 — T 00

Em ambos os casos, segue que lim v(§) = uq. [ |
-+t -

Observacao 5.17. Quando as condicoes (i) e (ii) da Proposi¢ao sao satisfeitas,
entao v = v(§) € injetora e portanto bijetora sobre a sua imagem. Pelo Teorema da

Funcgao Inversa, obtemos

v 1 v 1 " , - . )
J;)o F(w) — F(u.) dw = Lo w'(€) dw = Lof(w) dw = 5(5 ) 5(5 0) ;

Uy + U

2
Observagao 5.18. Como F(v) = f(v) — wv, entdo

onde vy =

f)—flu)>wv—u_) VYve(u_,uy) se u_ <uy,

f) = fluy) <w(v—wuy) Vove(ug,u) se uy <u_,

ou seja,

Fw) = fus) ) = f(u)

— > W . Vue (u ,uy) se u_ <ug, (5.19)
M <w= flug) = fluo) Vue (up,u_) se uy <u_. (5.20)
f f f(u) '\f o
f(u,) f(un) Ch
u, x=ot
f(l] _) / “Ch f(ll_'_) 4__ /A
f(u) 0 -
L= U, u, u_u

Figura 5.2: Visualizacao de saltos admissiveis, II.

Vamos representar o grdfico de uma funcio fluzo f = f(u) (veja Figura [5.9). A
condi¢@o significa que o segmento com os extremos (u_, f(u_)), (uy, f(uy)) tem
uma inclinagao menor do que a inclinagao do segmento que une os pontos (u_, f(u_))
e (u, f(u)), onde u € (u_,uy). Consequentemente, o ponto (u, f(u)) e, portanto, todo

o grdfico {(u, f(u)) : uw € (u_,u,)} estd acima do segmento Ch. Da mesma forma, a
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condicao (5.20) significa que o grifico {(u, f(u)) : u € (uy,u_)} estd abaizo do segmento
Ch.

Observagao 5.19. Uma solug¢io u da equacao (5.1) pode ter um salto de u_ para u,
quando a sequinte condi¢cao de admissibilidade de salto ¢ vilida:
e no caso u_ < uy, {{u, f(u)):ueu_,u.l} estd acima do segmento que une os pontos

(u, flu-)) e (uy, fluyg)).

e 10 caso u_ > uy, {(u, f(u)):ue [ug,u_]} estd abaizo do segmento que une os pontos

(u—, flu-)) e (uy, fluy)).

1 f X

g
=
=
=\
e
]
=\

ot

Figura 5.3: Visualizagao de saltos admissiveis, III.

Vamos dar outra expressao analitica da condicao obtida. Considere uma curva na qual
a solugao salta de u_ para u,. Nas coordenadas (u, f), desenhamos o grifico da fun¢ao
fluro f = f(u) definida no segmento de reta de ertremidades u_ e u, e o segmento de
reta de extremidades (u—, f(u—)) e (uy, f(uy)). Suponhamos que os eizos (u, f) estdo
alinhados com os eizos (t,x). Agora, no mesmo grdfico, vamos indicar o vetor normal
unitdrio v = (cos(v,t), cos(v,x)) apontando para fora de u_ na curva de descontinuidade
(veja a Figura[5.3). Sejam A = (u_, f(u_)),B = (uy, f(uy)) e C = (u, f(u)), onde u
é um ponto do segmento de reta de extremidades u_ e uy.Como u = u(t,x) satisfaz a

condi¢ao de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x = x(t), entdo

AB v = (uy —u_)cos(v,t) + (f(uy) — f(u-)) cos(v,x) = 0,

—

ou seja AB e v sao ortogonais. Além disso, v foi construido de modo que cos(v,x) > 0.
. n P . T

Se u_ < u,, entdo o dngulo entre v e o vetor AC pertence ao intervalo [O, 5}, logo o

cosseno desse dngulo € nao negativo e consequentemente o produto escalar entre esses

vetores € nao neqativo, ou seja,

(u—wu_)cos(v,t) + (f(u) — f(u_))cos(v,z) 20 Vue (u_,u.). (5.21)
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~ o s . 7T
Se u_ > u,, entao o dngulo entre v e o vetor AC pertence ao intervalo [E,W], logo
o cosseno desse dngulo € nao positivo e consequentemente o produto escalar entre esses

vetores € nao positivo, ou seja,
(u—wuy)cos(v, t) + (f(u) — f(ug))cos(v,z) <0 Vue (uy,u). (5.22)

Definicao 5.20. Seja u = u(t,x) uma solugdo do problema de Cauchy (5.1)-(5.2). A
funcdo S definida por

S(t,x) = f(u((t,z)))
¢ chamada de entropia.
Definicao 5.21. Sejam I' uma curva de descontinuidade de uma solucdo generalizada

suave por partes e S uma funcao de entropia. Dizemos que S satisfaz a condi¢cao de

aumento de entropia se

S(t+0,z) = S(t—-0,2), V(tz)el. (5.23)

- ~/

" "
ES+ =S_

Exemplo 5.22. A condicdo de aumento de entropia € satisfeita na equacdo de Hopf

b
quando u satisfaz a condi¢cao de admissibilidade no salto. De fato, como f(u) = %
entao, pela condicao de Rankine-Hugoniot,
d_x:f(u+)_f(u*) _ 2 2 :u++u,. (5'24)
dt Uy — U_ Uy — U_ 2
Como [ € convexa, entao pela Proposicao
u_ —ug > 0. (5.25)

2 2
Se T > 0, entao S_ = % eSSy = % (veja Figura . Dai,

1 1
Sy —S_ == —u}) = =(u_ +us)(u_ —uy) >0,
2 2 —_—

H_J -0
>0
ou seja, S_ < Sy.
d 2 2
Se d_at: <0, entao S_ = % eSS, = % Day,
1, 9 1
S_—8. = §(u_ —uy) = §(U_ +uy)(u_ —ug) <0,
—_——
<VO >0

ou seja, S_ < Sy.
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X4 dx x4t dx
Tl 4t <0
u‘l‘
x—SN's,
u_

Figura 5.4: Crescimento de S para a equacao de Hopf.

Defini¢ao 5.23. Seja v = u(t,z) a velocidade de uma particula de massa m = 1 no

instante t € [0, +00) e na posicio x € R. Definimos a energia cinética total por

+00 1 )
B(t) = Jw St ) o (5.26)

Proposicao 5.24. Seja u = u(t, z) uma solucao cldssica da equagao (5.1) com

zlirinw u(t,z) = 0.

Entao

E = constante,

ou seja, a energia cinética total (5.26) € uma integral primeira da equacao (5.1).

Demonstracao. Como
+00 1
E(t) J L2, o) de,
—0 2

entao

B — J+Oou(t,x)ut(t,x)dx

—Q0

= [t a

—a0
Yy

= — lim u(t, z)(f(u(t,x))), dz

o8]
y—too |,

N [
= lim —(u(t,x)f(u(t,x)))|myy—|—f flu(t, x))ug(t,z) de

y—+x0 \\ v —
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Portanto E é constante. [ |

Agora, considere a equagao correspondente com viscosidade
up + (f(u%)), = eu,. (5.27)
Proposigao 5.25. Seja u® # 0 uma solugdo da equacao (5.27) tal que

lim v (t,z) =0 e lim u (t,x) =0

T—+00 r—+00

uniformemente em t. Entdo a energia cinética E = E(t) dessa solu¢io é decrescente ao

longo do tempo.

Demonstracao. De fato, como

entao

E'(t) = J (t, x)ui (t,x) de
f Wt 2) — (F(uf (1, 2)))e) da

_ . foo (o)l (1, 2) da — f (1) (P (1 1)), o

—00

Mas

ijua(t,:v)(f(ua(tw)))xdx = lim Jr‘y u (t, z)(f(u(t, z))), do

- y—+o J_

y—>+00

= lim J u®(t, ) f (s (t, x))u(t, z) da

= lim j u® f'(uf) du®

y—>+00
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Logo

1 _ e 5 5

E'(t) = ¢ u(t, v)ul,(t, z) dz
— 1' £ £

e lim _yu (t, x)ui, (t,z)dz

- e i (e, - [ o) a)

el
y—+ —y

— li € € € o € o _ li € 2
5%3?@(“ (t, y)uz(t,y) — u(t, —y)uz(t, y)z i (ug(t,z))” dz

=0

= —¢ Jj: (Ul (t,z))” dx
0.

N

Queremos mostrar que a desigualdade ¢ estrita. De fato,

+00
F-0 —gf (i (£, 2))? d = 0

—Q0

e>0 o e 2
& (ui(t,z))” de =0

T
—00

ou seja, se B’ = 0, entdo u° = u(t,x) é constante em z. Como lirf us(t,z) = 0
Tr— 10

uniformemente em ¢, segue que u° = 0, absurdo. Portanto E' < 0, ou seja, E = E(t) é

decrescente. [ |

Observacao 5.26. Como a solugcao admissivel de entropia generalizada w da equacao
(5.1) foi obtida como limite da solugdo u® da equagio (5.27). Nesta dltima solu¢do, a
energia cinética € dissipada. Portanto, pode-se esperar que também nas solucoes limites

u, a energia cinética nao aumenta com o tempo.

Teorema 5.27. Seja u = u(t,z) uma solugio limitada generalizada suave por partes

admissivel de entropia da equagao (5.1) com lirf u(t,z) = 0 e com uma curva de
T—>T 0
descontinuidade x = x(t). Entdo a velocidade de decrescimento da energia cinélica

E = E(t) dessa solugcdo no instante t =ty € igual a drea S(ty) delimitada pelo grifico da
funcao fluxo f = f(u), com u pertencente ao segmento de reta com ertremidades u_ e

uy, e o segmento de reta de extremidades (u_, f(u_)) e (uy, f(ur)), ou seja,
E'(to) = —S(to). (5.28)

Como anteriormente, denotamos u4(ty) = u(to, z + 0).



77

Demonstra¢ao. Suponhamos que u_ < u,. O caso u; < u_ é anélogo.

—
U, u

Figura 5.5: Area que determina a taxa de decrescimento de energia.

Entao
fluy) + flu_)
2

(uy —u).

S = Lu+ f(u)du —

Por outro lado, para cada € > 0,
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U

x(t)t+e
x(t)
x(t)-¢

Blt) — rw%u?(t,x)dx

z(t)—e 1 z(t)+e 1 +too
= J §u2(t, x)dz + f éuz(t, z)dz + J §u2(t, x)dx.

— x(t)—e x(t)+e
Como
' z(t)+e ) ' 1 )
81_1}50 o U (t,r)dz = El_lglo . U (t, ) X[2(t)—e,2(t)+e] d = 0,

fazendo € — +0 temos que

z(t)—0 1 +00 1
E(t) = J —u?(t, x) dz + J —u?(t,r)dx.
2 z(t)+0 2
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z(t)—0 1
|t ayuta) do+ 5il,a - 00
[ 7wttt n) e = S, a0) + 000

z(t)+0
z(t)—0 1
lim u(t, v)u,(t, v) do + u?(t, x(t) — 0)2'(t)
Yy—+00 —y 2
: Y L, /
+ lim u(t, v)u(t, ) doe — U (t,x(t) + 0)2'(¢)

Y=+% Jr)+0

u?(t, z(t) — 0) g u?(t, x(t) + O)x'(t)

2(t)—0 v
— lim (J_ u(t, x)(f(u(t,x))), dz + J u(t, ) (f(u(t,x)))s d:c)

x(t)+0
w20 20 PO 0 ) -t (ut, ) f(ut )0

2 Yy—>—+00

- ~/
Y

=0

z(t)—0

lim | futa)ute) de — lm (ut2) falt )0
_y ~ g
-0
vaim [ fult )t ) de
Y=F0 Ja)+0
2 _ .2 4 '
SO )+ [ du e s+ [ s
0 b
U —qu ’

(0~ ) f) = [

Mas u = u(t,z) é uma solugao generalizada suave por partes, logo u satisfaz a condigao

de Rankine-Hugoniot na curva de descontinuidade x = z(¢). Dai,

) =

_ ol §u+ (uu) = iim) o fu) g fuy) — uu+ f(u) du
_ (u o u+)(f(2u) — fluy)) u_ flu) + up (fuy)) — r+ f(u) du

Corolario 5.28. O Teorema ¢ wvdlido para um nidmero finito de curvas de

descontinuidades de u = u(t, x).
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X HT
L T3

=y

[
I3

Demonstracao. De fato, para cada ¢ > 0,

+00 1
Bl) — J W2(t, ) da
w0 2"
.rl(t) € 1 1‘1(t)+5 1 1‘3(t)—5 1
= J w?(t, z) do + J —u*(t,z) dw + J —u?(t,r)dx
o0 2 z1(t)—¢ 2 z1(t)+e 2
x3(t)+e 1 z5(t)—¢ 1 x5(t)+e
+ J 2(t,z)dx + J —u*(t,r)dz + J —u*(t,z) dw
(t)—e 3(t)+e 2 zs5(t)—¢ 2
+ J x)dx.
t)+€
Como
Ctj(t)+5 ) ;
Jim e su(t,z)de = Jim 3 (t, %) X(a;()—ea;)re) dr =0, j=1,3,5,

fazendo € — 40 e denotando qu') = u(t,z;(t) £ 0) para j = 1,3,5 temos que

x5 (t) -0

z1(t)—0 1 z3(t)—0 1 1
E(t) = J §u2(t, x)dz + J §u2(t, z)dz + J u?(t, ) dx

—0 z1(t)+0 x3(t)+0 2

+00 1
—i—f §u2(t, x)dx.

.725(t)+0
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Dai, temos que

(H)—0
) — 1_ ma@maﬁym+%ﬁawmw—mﬁa)

v}

x3(t)
+f Mt@m@JMM+%ﬁ@wdw—®%@)

z1(t)+0
1 x5(t)70
——u?(t, 21 (t) + 0)2) (1) + J- u(t, x)u(t, z) da
2 3(6)+0
(1 () — 0)h (1) — S (1, () + 0)h (1)
+0 1
+ J u(t, ¥)uy(t, 2) do — ~u?(t, x5 + 0)ak(t)
z5(t)+0 2
a:l(t)—o 1
= lim u(t, v)uy(t, ) do + ~u?(t, 21 (t) — 0)2) (¢)
y—oto J_ 2

z3(t)
+J m@@m@@ym+%ﬁ@wgn—m%@)

z1(t)+0

x5(t)
—%uz(t, 21 (t) + 0)x) (t) + J u(t, x)u(t, v) da

x3(t)+0

(1, a5() — O) (1) — 5 (1, () + 0)h (1)

+ lim u(t, v)u(t, ) do — 1u2(25, x5 + 0)as (1)
Y=+ z5(t)+0 2
2 2 2 2
() (), 0) ()
!/ / (t)
2
1(£)—0 23(6)—0

NONN SO
( B ) ( + ) / x (t) +
— lim u(t,x)(f(u(t,x)))xdx—f u(t, z)(f(u(t,x))), dz

= i (t) + 5 3
y—+o —y z1(t)+0

x5 (t) Y
= j u(t,z)(f(u(t,x))), dz — lim u(t, z)(f(u(t,x))), dz

x3(£)+0 Y= 70 Jos )40
2 2
() —(«©)
/
(t)

WOV _ (y®
(7) <+>$3(t)+ T

2 2

xl(t)f()

— lim (u(t,2) f(ut, )72 00 4+ lim Flult, z))uy(t, z) dz

Yy——+00 r=-y Yy——+w0 —y

z3(t)
— (u(t, ) f(ult, ) =20 0 + J‘ Fult, z))ug(t, z) da

z1(t)+0

x=x5(t)—0 #5()=0
= (ult, 2) f(ult, )], Zos )0 + J((mo flu(t, z))us(t, x) da

— lim (u(t,2)f(ult, ) 40 + lim f(ult, ) (¢, 2) da

Y=+ Y= FD Jas(6)+0

O\ _ (, D) @\ _ (@) AN
(uj) 2(u+) ()+< 3) 2<uf>xé(t)+(U5> 2(u+5> ,(t)
Wy <u<_1>> <3>f< <3> +uDf ( <1>> <s>f< (5)) +uf (u@)
f(u

MC)) (5)

—l—ugf) J f(u) du + J f f(u)du + f@ f(u) du.
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Como u = u(t, ) é uma solu¢do generalizada suave por partes, entao u satisfaz a condigao

de Rankine-Hugoniot nas curvas de descontinuidades z; = z1(t), x5 = x3(t) e x5 = x5(t),

ou seja,
o () ()
xj(t) = ug) B u(_j) . =135

Logo

1) (1) (3) (3)

T+ -+ :

P = (1 (0) ()« E (1 (1) - ()
(5) (5) ‘
+% (f (u(f’)> —f u@)) —uVy (u@) +u¥f (u@)
(

(
—I—ugrl)f (u(f)) - u(f)f (uf’)) - uf)f (u(f)) - u(f)f (u(f))

) ®) ®) 0

+ Lu_ f(u) du + :_ f(u)du + L;) f(u)du + o (u) du
- ) e () [ s

Proposicao 5.29. (Invaridncia sob transformacdo). Se u = u(t,x) € solu¢io da
equacao 5.1 na faiza lp = (0,T) x R, entdo u(t,xz) = uw(T —t, —x) também o € para todo
(t, ZE) e Ilr.

Demonstragao. Como (t,z) € (0,T) x R, entao (T —t,—x) € (0,T) x R = IIy. Dai,

a(t,z) + fl(a(t, 2))u(t, ) = —u (T —t,—x)— f'(w(T —t,—x))u (T — t, —x)
= —(u(T —t,—z) + f'(u(T —t,—2))u, (T — t, —x))
= 0,

para todo (t,x) € Iy. |

Defini¢ao 5.30. Seja u : [0,7) x R — R uma fun¢ao mensurdvel limitada. Dizemos
(S

=Ip
que u = u(t,z) € uma solugdo de entropia generalizada de Kruzhkov do problema

B-1-(-2) se

(1) para todo k € R e para toda ¢ € CE(Ilr) nao negativa,

L (I — klige + sgm (u— K)(f(u) — F(R))p) dardlt > 0 (5.29)
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(ii) uw — ug quando t — +0 na topologia de Li,.(R), ou seja,
b
Jim, J u(t, z) — up(@)|dz =0 V[a,b] < R. (5.30)

Proposicao 5.31. Se u = u(t,x) € uma solugao de entropia generalizada de Kruzhkov
do problema (5.1)-(5.2), entdo u é uma solug¢ao generalizada da equagao (5.1)).

Demonstragao. Como toda fun¢ao constante ¢ uma solugao classica de (5.1)), entao toda

fungao constante é uma solugao generalizada de ({5.1), ou seja, para todo k € R,
| tois s st =0 veoeczam,
It

Agora, seja ¢ € CZ(Ilr) com ¢(t,x) = 0 para todo (t,z) € IIp. Como w é uma solugao

de entropia generalizada de Kruzhkov, tomando k > sup ess u(t,z), temos que k >

(t,z)GHT
u(t,z) q.t.p. (t,x) € Iy. Reescrevendo (5.29)), obtemos

L(@—uwﬁwﬂM—fwwa¢uu>a

logo
0= f (ks + F(R)py) dadt > f (e + f(u)pn) dadt. (5.31)
Il 11

T

Por outro lado, se tomarmos k < inf ess u(t,x), entdo k < u(t,z) ¢.t.p. (t,x) € Ilr.

(t,x)EHT
Reescrevendo (5.29)), temos que

L(@—kwﬁwﬂu—ﬂmwgdun>a

logo
0— f (ks + f(k)apx)dxdtsf (s + F(u)epy) dadt. (5.32)
IIr II

T
De (E31) e 3, segue aue
f (s + F(u)ps) dadt = 0 ¥ g € C2(TIy), 0 > 0. (5.33)
IIr

Pelo Lema para cada ¢ € CZ(Ilr), existem ¢1, ¢ € CZ(Il7) ndo negativas tais que

@ = 1 — a. Por ‘)

L (u(e1): + f(u)(p1)s) dadt = 0

| twten + ey dsct o
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Dai,
[ ok sean = [ o= et 100 - ey an
~ [ (atle = (220 + 70Co0e ~ (o)
- [ o0+ s anar

—L(Mw%+ﬂ@@ﬂﬂ®&
= 0,

logo u satisfaz (4.2)).

Como u é mensuravel e limitada, entao u € L}

loc*

Portanto u ¢ uma solucao generalizada. |

Proposicao 5.32. Sejau = u(t, x) uma funcao suave por partes que € solugao de entropia

generalizada de Kruzhkov da equagdo (5.1)). Entdo em cada curva de descontinuidade de

u valem as condigoes de admissibilidade (5.21) ou (5.22).

Demonstra¢ao. Sejam I uma curva de descontinuidade de u e (¢, o) € I'. Definamos

u4(to, ko) = lim  u(ty, x).

rx—xot0

Suponhamos que u_(ty, xg) < u(to, o). Seja k € (u_(to, zo), us(to, o)) fixado. Como u

é suave por partes, entao existem d; > 0 e 9, > 0 tais que

||(t, ) — (to, o)|| < 01 = |\u(t,x) —u—(tg, xg — O)J <k —u_(ty,xo —0)

n'g

=u(t,x)—u—(to,x0—0)

||(t, ) — (to, x0)|| < dp = Lu(t,x) — uy (to, xo + 0)| < uy(to,xo +0) — k.

7

~
=u4 (to,x0+0)—u(t,r)

Definamos 6 = min{dy,d2} > 0 ¢ O = Bs(to, o) < 7. Entao

u(t,z) <k se (t,x)e O_={(t,x)e Oz < x(t)}

u(t,z) >k se (t,x)e O, ={(t,x) e O : x> x(t)}.

Como u é uma solugao de entropia generalizada de Kruzhkov, entdo para toda ¢ € CZ(O)
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nao negativa,

0 < fouu Kl + s (u— ) (F() — F(R))pn) dadt

. f (( — k) + sgn (u— B)(f(u) — F(R))ps) da

+L F(|u — k|os +sgn (u—k)(f(u) — f(k))p,) do dt

" J
ng

=0

# ] (w0 s = W)~ F)er) do .
Oy

Como 004+ < 00 u (I' n O), ¢ tem suporte compacto em O e 00 < IIp\O, pois O é

aberto, segue que a integral de (5.29) é zero sobre dO. Usando integracdo por partes,
obtemos

0 < J(ut+f(u)x)g0dasdt
~ |t =y eostt) + () = £ (1) costos ) s
_ L(ut b F(u)a)p da dt
|G = Ryeostint) + () = £0) oz )

onde v é o vetor normal unitario apontando para fora de dO_. Como u é uma solucao
de entropia generalizada de Kruzhkov, segue da Proposicao que u = u(t,x) é uma
solucdo generalizada da equagao (5.1). Como u e C'(O_ u O.), entao u ¢ uma solugao
classica da equacao em O_uOy. Dai, temos que para toda ¢ € CZ(0O) nao negativa,

Lmo((% — u_ —uy)cos(v, t) + (2f (k) — f(u-) = f(us)) cos(v,z))pdS = 0.
Entio para todo (t,) € T n O,
(2K —u_ —uy)cos(v, 1) + (2f (k) = f(u-) = f(u+)) cos(v, ) = 0, (5.34)
pois se existisse (£,7) € I' n O tal que
(2k — u- —uy) cos(v, 1) + (2f (k) — f(u-) — f(us)) cos(v,7) <0,

entao tomando ¢ do Exemplo e denotando

P=Tn0n ([0.7) % (V2= VT2 = 2)),
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teriamos que

L O((% — u_ —uy)cos(v, t) + (2f (k) — f(u-) = f(uy)) cos(v,z))pdS

r
< 0,

= f ((2k —u_ —uy)cos(v,t) + (2f (k) = f(u-) = f(uy)) cos(v,x))pdS

contradicao. Como u é uma solugao generalizada, entao u satisfaz a condicao de Rankine-

Hugoniot na curva de descontinuidade I, ou seja,

(uy —u_)cos(v,t) + (f(uy) — f(u_))cos(v,x) = 0. (5.35)
Mas
0 < (2k —u_ —uy)cos(v,t) + (2f (k) — f(u_) — f(uy)) cos(v, x)
= 2((k —u-)cos(v,t) + (f(k) — f(u-)) cos(v, x))
—(£u+ —u_)cos(v,t) + (]j((qu) — f(u_)) cos(v, xz)
= 2((k—u_)cos(v,t) + (f(z — f(u_)) cos(v, x)).
Logo

(k —u_)cos(v,t) + (f(k) — f(u_))cos(v,z) =0 Vke (u_,u),
ou seja, vale (5.21).

Se uy (to, xo) < u_(tg, o), entdo pelo mesmo argumento obtemos
(s — k) cos(,2) + (F(us) — F(R)) cos(,2) <O Vhe (uy,u),

ou seja, vale (5.22)). [ |

Proposigao 5.33. A desigualdade (5.29) pode ser obtida por aprozimagao da viscosidade

nula.

Demonstragao. De fato, seja u = u(t, r) um limite na topologia de L{, .(R) quando ¢ — +0

das solugoes classicas u® = u®(t, z) do problema de Cauchy
ur + f(u)uy = ey, (5.36)

com u(0,z) = up(x).

Seja £ = F(u) € C*(R) uma funcao convexa. Como

Ey = E'(u)uy,
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( [REGEG dg)x ~ P E ),

(B())ez = (E'(u)ug)r = E”(u)ui + B () ta,

multiplicando a equacao (5.36)) por E’'(u), obtemos

o ( [ reome ds)x _ (B} — e (u)u?

E"(u)z0 VueR e £>0
< e(E(u))ax,

logo
g By + (f: FOEE) dé)x < e(E())aa- (5.37)

Multiplicando (5.37) por uma fung¢ao nao negativa ¢ € CZ(Ilr) e integrando por partes

sobre Il7, obtemos
—f (gptE(u) + o J OB @ dg) dudt < gJ o E(1) dadt.
r k Iy

Fazendo ¢ — +0, obtemos

LT (%E(u) + s f: FEOE(€) df) dzdt > 0. (5.38)

Seja {E,,} definida na Proposicao Como E! ¢ limitada, existe M > 0 tal que
|E! (&) < M para todo £ € R. Como |f'(§)E!,(§)] < M|f'(€)] para todo £ € R, segue do
—_——

e CO(R)
Teorema da Convergéncia Dominada que

J:f@ﬁk@ﬁk . ﬂﬂwa%n@—kﬁm

k) :f@ﬁﬁ
= (F(u)— F(R))sgn (u— ).

= sgn(u

Desse modo, deduzimos (5.29) de (5.38). |
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Capitulo 6
O problema de Riemann

Neste capitulo, construiremos solugoes generalizadas autossimilares u = u(t, x) para o
problema

u_ se x <0,
u + fu), =0, w(0,z) =ug(x) = (6.1)
uy se x>0

na faixa IIp = (0,7) xR, onde u_ e u. sdo dois estados constantes arbitrarios e distintos,

de modo que tais solugbes convirjam para a fungao ug quando ¢t — +0 em R\{0}.

Proposigao 6.1. A equagdio (6.1) é invariante sob a mudanca t — kt e x — kx, o dado
wmictal permanece inalterado sob a agcao de homotetias x — kx com k > 0 e a condicao

de aumento de entropia € invariante sobre essas transformacoes.

Demonstracao. De fato, seja k > 0 fixado. Definamos
u(t, z) = u(kt, kx).
Entao

W (t, ) + f(alt, ). (t, ) = k(u(kt, kx) + f(u(kt, kz))u,(kt, kx)) = 0.

k>0

u_ se x <0, u_ se kxr < 0
)

up(z) = = uo(kz) = k>0
uy se x>0 uy se kxr > 0

St+0,2) = St—0,2) V(t,x)eR*= S(kt +0,z) = S(kt — 0,7) Vk > 0.
|

Observacao 6.2. Admitindo a unicidade de uma solucao generalizada admissivel do
problema (6.1), concluimos que qualquer mudanca de varidveis t — kt, x — kx com

k > 0 transforma a solugdo inica uw = u(t,x) do problema em si mesma, ou seja,

u(kt, kx) = u(t,z) Vk>0.
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Ou seja, a funcdo u = u(t,x) permanece constante em cada reta x = &£t, com t > 0,

2

SHRS)

emitida a partir da origem (0,0), de modo que u(t,x) depende apenas da varidvel £ =
18to €,
(T
u(t,z) =1 (?) , t>0. (6.2)

Definicdo 6.3. Solugoes de (6.1) que dependem apenas de % sao chamadas de

autossimilares.

Observacao 6.4. As curvas de descontinuidades de salto de solucoes autossimilares so

podem ser semirretas de origem (0,0).

Considere o problema de Riemann (6.1)) na equagao de Hopf, ou seja,

u_ se x <0,
u +uu, =0, u(0,2) = up(x) = (6.3)

uy se x>0

Proposigao 6.5. O conjunto de todas as solugoes autossimilares de (6.3) na faiza p =

(0,T) x R € formado por todas as solucoes constantes e a solu¢ao u(t,r) = —.

t
Demonstracao. De fato,
x x x
0 = (4(3)),+1 () (+(3))
t t t t x
- 2 () () ()
o2\ttt t
1.,/ T (T
- G (55
t t t t
~ . x - (T ~ o~ .
Como t > 0, entao @' =0 ou —— + (— = 0. Se @' = 0, entao u = constante, ou seja,
u = constante. Se —% + 1 (%) =0, entdo « (%) = %, ou seja, u(t, r) = % [ |

Proposicao 6.6. Existe uma solucao generalizada suave por partes autossimilar do

problema de Riemann (6.3)).

Demonstracao. Se u_ > u,, definamos

U
u_  se r< ———it,

U, se x> —1.
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_ 1.2
[ fw=4u? x
1,2 / u_+u
EU._ u+ X= 2 +t
u,
15,2 u._
§u+ u e
u, u_ 0 L
u._

Figura 6.1: Solucao onda de choque do problema de Riemann (6.3).

Como u é uma solugdo constante por partes de (6.3), pela Proposigao u é

uma solu¢ao autossimilar do problema de Riemann (6.3). Além disso, na reta de
Uy + U

descontinuidade z = t, u satisfaz a condicao de Rankine-Hugoniot

ut o u?
flu) = fu) 5 "5 ustu
Uy — U_ Uy — U_ 2

e, pelo Exemplo [5.22] u satisfaz a condicao de aumento de entropia. Além disso, u dada

por (6.4)) ¢ admissivel.

Por outro lado, se u_ < u,, definamos

u_  se xr <u_t,
u(t,z) = % se u t <z <ut, (6.5)

Uy se x> uyt.



91

<t X=u,t
u,

X=u_t

Figura 6.2: Solucdo de onda de rarefagdo do problema de Riemann (6.3)).

Entao u é continua, pois como

lim w(t,z) = lim v =u_,
z—(u_t)~ Tou_t
. .
lim w(t,z)= lim = =u_,
q;—)(u,t)Jr z—ou_t t
lim wu(t,z) = lim -
im wu(t,r)= lim —=u
z—(uyt)~ r—uyt T *
e
lim w(t,z) = lim uw, =u,,
z—(uqpt)t ( ) Toust N +
segue que
lim w(t,z) =u_ e lim u(t,z) = uy.
r—u_t U4t

Além disso, u nao é diferenciavel, pois

t —U_
zo(u_t)~ T —Uu_t zou-t T —uU_t rou-tx —u_t
e
T T—u_t
t _ _ — — U_
TG0 Rl (S T — lim —t == %0
z—(u_t)yr T —u_t zou t T —U_t zout x—uU_t t

Pela Proposicao , u é uma solugao autossimilar do problema de Riemann (6.3). Além
disso,

7__2 T+ u_t
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2
2 J—
z Uy t) £
fa)-7(7) 55wt wisa
T T
Uy — — Uy — —
Tt Tt
logo .
T+ u_
T = ter=u_t,
2t
ULt +
r=— zt@xzuﬂ
2t

e assim a condicao de Rankine-Hugoniot é satisfeita nas retas de descontinuidades © = u_t
e x = uyt. [ |

2
Observacgao 6.7. Desenhando o grdfico da funcao f(u) = % em relag¢ao aos eixos (u, f),

) u? u? )
paralelo aos eizos (t, x), vamos marcar os pontos | u_, 5 ) elur 5 ) no grdfico. Como

a reta de descontinuidade da solugdo (6.4)) € paralela ao segmento que une esses dois pontos

(veja a Figura . Observe também que as retas x = u_t e x = u,t de descontinuidade

fraca da solu¢ao u = u(t, z) dada por (6.5), sao paralelas as retas tangentes ao grdfico da
2

fungao f(u) = % nos pontos (u_, f(u_)) e (uy, f(uy)), respectivamente (veja a Figura

Observagao 6.8. A formula (6.4) nao satisfaz a condicio de aumento de entropia quando
uy > u_. Além disso, a formula (6.5) ndo faz sentido quando u_ > u,, pois se u_ > u,,
entdo u_t > u,t para todo t > 0 e consequentemente x € (u,t,u_t) satisfaz u(t,z) = u_

eu(t,x) =uy. Masu_ # uy e isso contradiz o fato de u ser uma fun¢ao.

Observagao 6.9. Sejam f estritamente convera e u solug¢ao do problema de Riemann

(6.1). Entao existe uma funcao ¢ tal que u(t,z) =) (%) De fato, seja u(t,z) = u (§>

e (2) ( (6(5) ) o

T T
Entao ' = 0 ou [’ (ﬂ (;)) =3 Se @' = 0, entao u = constante, ou seja, u =

e x . . . ‘
constante. Se f’ (u (;)) =7 entao como f" > 0, entao [’ € estritamente crescente
e consequentemente f' € injetora e portanto bijetora sobre a sua imagem. Assim, eriste

g o (5735 e = 1 5.

Exemplo 6.10. No caso da equacio de Hopf, f'(u) = u para todo uw € R. Assim,
0 (E) =(f) ! (£> =2 ou seja, u(t,x) = z
t t t’ ’ ’ t

Definigao 6.11. A solucao u(t,z) = 1 (%) de (6.1), que é descontinua em (0,0) e é

continua em (0,4+00) x R, é chamada onda de rarefa¢do centralizada.

Teorema 6.12. Se f é convexa, entao existe uma solucao generalizada suave por partes

autossimilar do problema de Riemann (6.1).
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Demonstracao. (i) Se u_ > u,, definamos

u_  se xr< f(u;) — i(u)t,
u(t,z) = Ny 6.6
B (Y (BN (6:6)
Uy — U_

O salto na solugao obtida é admissivel com a condigao de aumento de entropia. De

fato, se f' > 0, entdo f é estritamente crescente, logo f(u_) > f(uy) e consequentemente

Sy =fu)eS_ = f(uy). Além disso, o Teorema do Valor Médio nos garante a existéncia
de @ € (uy,u_) tal que flu) = Jus) _ f'(@). Dai, temos que
—uy
f u-_)— f Uu 1/~
S = 5= flun) — ) = Ty e e —uy >0,
o = %

ou seja, S, > S_.
Analogamente, se f' < 0, entao f é estritamente decrescente, logo f(u_) < f(uy) e

consequentemente S, = f(u,), S_ = f(u_) e consequentemente

flus) = fluy) (i —uy) = (—f' (@) (ue —uy) > 0,

U — Uy —_—

Sp = 5- = fluy) — flu-) = -

ou seja, S. > S_. Além disso, ¢ admissivel.
Se u_ < uy, a funcao dada por ¢ uma solucao generalizada mas nao satisfaz a

condicao de aumento de entropia. Nesse caso, definamos

u_  se x< f'(u_)t,
T

u(t,z) =X 1 (;) se fllu)t <z < f'(uy)t, (6.7)

uy  se x> f'(uy)t.

A fun¢ao dada por (6.7) estd bem definida no semiplano ¢ > 0. Como a fun¢ao fluxo

f" > 0, entdo f' é estritamente crescente, ou seja, f'(u_) < f'(u;) se u- < uy. Como
x .

a onda de rarefacao ¢ = ¢ (?> é continua para todo t > 0, entao 1 esta definida para

todos os pontos entre u_ e u, e como v é a funcao inversa de f’, entao

P (%) =td< = f(0)t Yientre u_ e u,.
Ou seja, a onda de rarefagao 1) = ¢ (%) leva @, entre u_ e u,, na reta x = f'(a)t, t > 0.
Observe que esta reta é paralela a reta tangente ao grafico f = f(u) no ponto (u, f(@))
deste grafico. Assim, as retas de descontinuidade fraca da solugdo u = u(t,z) dada por
(6.7, ou seja, as retas x = f’(uy )t sdo paralelas as direcoes tangentes ao grafico f = f(u)
nos pontos extremos (u, f(uy)) (veja Figura[6.2). |
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Observacao 6.13. A converidade sé € necessdria no intervalo fechado entre u_ e u. .

Observacao 6.14. Se a funcio fluzo f = f(u) € estritamente concava e suave no
segmento entre u_ e u,, uma solucao generalizada suave por partes autossimilar do
problema de Riemann pode ser construida trocando as duas situacoes descritas acima.

Ou seja, se u_ < uy, obtemos a onda de choque e se u_ > u, entao a solucao

u = u(t,x) é dada por (6.7)).

Para resolver o problema de Riemann para uma fungao f € C'(R), construiremos
a envoltoria convexa de f = f(u) em [u_,uy] se u_ < wuy ou a envoltéria concava
de f = f(u) em [uy,u_] se uy < u_. Pela Proposigao o grafico da envoltoria
convexa/concava é formado pelas partes do grafico da f onde f é convexa/concava e
segmentos de retas que ligam essas partes. Cada segmento de reta corresponde a uma
reta de descontinuidade, ou seja, a uma onda de choque na solucao do problema de
Riemann . Cada reta separa duas componentes de suavidade da solucao, que podem
ser os estados constantes u_ ou u,, ou uma solucao autossimilar de classe C* da forma

u(t,z) = (%), ou seja, uma onda de rarefacdo centralizada. Aqui, 1 = 9 (%) ¢ uma

fungao localmente invertivel tal que f'(u(t,z)) = %

Exemplo 6.15. Vamos resolver o problema de Riemann

3 1 se <0,
u + (), =0, u0,z)= (6.8)
-1 se x>0.

Como u_ =1> —1 = u., usaremos a envoltéria concava de f(u) = u® em [—1,1]. Pelo
Ezemplo
R uw?  se uc —1,——],
fwy=<, A
Zﬂ”z se ue€ [——,1]
logo

Dai,
z=3uQ Vuel—-1,—=]<su=+ —u:<>0u:_ xr
3t 3t
€ assim
1 1 1 3t
-1 < — £<——<:>—< £<1<:>—<£<1<:>—<:n<3zt.

3t 2 2 3t 4 3t 4
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Por (6.7)
3
1 < -t
se x 43,
u(t,z) =< — % se Zt<x<3t,

-1 se x> 3t.

5 y y — 3115 + 2 T _
r =3t
3
4
2.5
3 2
1.5 — I L= __1t
2 V3t
3t
3 N 1 1
y = =1 _—
1 / 4 4
05 1
/| u
1 0 1 2 5 0 05 1 15 2 25 t
y= f(u) o5 1
-1
Figura 6.3: Solucao do problema de Riemann .
Exemplo 6.16. Vamos resolver o problema de Riemann
3 -2 se x <0,
u + (u_) =0, u(0,z)= (6.9)
3/ 2 se x>0.
u
Como u_ = —2 < 2 = u,, usaremos a envoltéria convera de f(u) = 5 em [—2,2]. Pelo
Ezemplo
2
y —3 e ue[-2,1],
flu) = 3

— ell,2
3 se we[l,2],
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logo
y 1 se ue(-2,1),
flw) =
u?  se ue(1,2).
Dai,
T2 Vue(l,2) e u=+ T e
t t t
€ assim
x x
1<\/;<2<:>1<?<4<:>t<x<4t.
Por (6.7),
-2 se x<t,
x
u(t,z) = \/; se t <z <A4t,
2  se x > 4t.
1 16 .
o Y y = du — - 41' r =4t
3
4 2 3.5
= U — —
: i 3
3
3 2
25
i t
U 2 T t=
2 3 4 5 6 7 _
1.5 t
1
—2
0.5
t
0 0.5 1 1.5 2 25 3
—05 _2

Figura 6.4: Solucao do problema de Riemann .
Exemplo 6.17. Vamos resolver o problema de Riemann

3 se x <0,
up + (sinu), =0, u(0,z) = (6.10)
0 se xz>0.

Como u_ = 3w > 0 = u,, usaremos a envoltéria concava de f(u) = sinu em [0,37]. Pelo
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Exemplo

logo

Além disso,

f

!/ —
(u) = <7r 57r)
0 seuel|—-,—|.
27 2

5
cosu Sse ue€ (O, z) U <—7T,37r> ,

0< cosu <1 Vue(0,2>@0<x<t
R,_J 2

s

t

—1< cosu <0 VYue (5—7T,37r) &S —t<x<O.
R/—/ 2

x
t

£ = arccosu

F
& =cosu A
N VIN /N EB. L TNC AN u
/720 —18W14 12 Ws Js v 0 ','\_/ 6 ?\.I;;/ 12 11\_16/ 18 20\
Y

Assim,

2
’

|
%
.

Figura 6.5: Grafico de u = cos& (1).

N -1 arccosf+27r se —t<x<O,
() () t

t X
arccos? se O<x<t.
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Por ,

.
3mr  se x < —t,

x
arccos — + 2m  se —t <z <0,

u(t, r) = %

arccosz se 0<zx<t,

—_—

0 se x>t.

\

0

T
arccos —
t

z=0 t

1 2 3 4 5 6 7

‘7: ¢
- arccos n + 27

3r

Figura 6.6: Solucao do problema de Riemann (6.10]).
Exemplo 6.18. Vamos resolver o problema de Riemann

) 0 se z<0,
us + (sinu), =0, u(0,z) = (6.11)
3m se x> 0.

Como u_ = 0 < 31 = u,, usaremos a envoltdria convexa de f(u) = sinu em [0, 37].
Sejam uy e uy definidos no Exemplo [1.24. Pelo Exemplo

ucosu;  se ue€|0,u],
f(u) = {sinu se we [u,u],

(u—3m)cosuy  se u € [ug,3n],

logo
cosu; se ue (0,u),
f'(u) =< cosu se ue (ug,us),

cosus  se u€ (ug,3m).
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Além disso,

COSU] < COSU < COSUsg
——

Vu€e (u,uy) < tcosuy < x < tcosus.

o

§

.
.
.

AY
A)
@} & =21 — arccos u

& = arccosu

Figura 6.7: Gréafico de u = cos¢ (2).

o\ — €T T
(f’) ' (?) =27r—arccos? se tcosuy; < x < tcosus.

0 se x <tcosuy,

T = tcosum

x
u(t,z) = < 2w — arccos 7 se tcosuy < x < tcosus,
3m  se x > tcosus.
Y s|T
3 2
2
; 3
1
-1 0 2 3 4 5 6 7 8 10 1 0 1 271- — arccos t 4
ot = flu
-1
2 0
7 = (u— 3m) cosuy Y = ucosuy
-3 -2

Figura 6.8: Solucao do problema de Riemann (6.11]).

T = tcosuy
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Exemplo 6.19. Vamos resolver o problema de Riemann

5
cos(2u) -7 e r<0
z —  se x>0.
4
5t 5 2
Como u_ = _Zﬂ < Zﬂ' = uy, usaremos a envoltéria convera de f(u) = _Cosé u) em
Y
l—f, %] Pelo Exemplo|1.25,
cos(2u) 5T o
3 _2 SGUG—I,WUW>Z>
flu) = 1
-5 e u€ [—m, 7],
logo

) o om
/() = sin(2u)  se ue (—I,—ﬂ') U (7?, Z) ,

0 se we(—m, ).

Além disso,

)
—1 <sin(2u) <0 VYue (——ﬂ,—w) s —t<xr<0
—— 4

~+ | 8

5
0 < sin(2u) <1 Vue(ﬂ,l)®0<x<t.
—— 4

~+ | 8



101

~5G

W arcsin u

£ = Sin(?u) (11(3111 U

N 7aNii aNi ) ZoNEIVA\EVAN
7NN \/ VARVAR

. 2
//

)u = sin(2€)

61 _ "

Assim,
.
arcsm;
1T — -7 se —t<x<,
(fl) (?): 23:
arcsin —
5 Lig se O<a<t
Por (7,
o -
——  se xr < —t,
4' "
arcsin —
t

U(t,l’) = 9 2 xr 7
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) o
Y t) xr =1t
6
b 57 5T
y=-u—— 2 y=u—— —
y Yy 1 4
arcsin —
2 “ o+
2
-5 2 3 4 61U r =0
/ 0 2 6 8 0 2 t
1 o
Yy = 5 2 aresin —
-
2
5
. 4
r = —t

Figura 6.10: Solucao do problema de Riemann (6.12))

Exemplo 6.20. Seja u = u(t, ) uma solugao de entropia generalizada de Kruzhkov do

problema de Cauchy

U + (|u| ) =0, zeR, ace(0,1), (6.13)

sgn{xz +1) — sgnx 1 se z€(-1,0),
= = = .14
w0, 2) = wala) 2 0 se xeR\(-1,0). (614

AFIRMAQAO: u(t,x) = 0 para todo (t,2) € Iy = [0,T) x R.
Tomando ¢ definida no Exemplo obtemos

2t 1
B — ta) e (0,7) x (—VI2 =& VT2 =),
Qi(t,x) = t2—|—x2—T26 " se (t,2) € (0,T) x v v

0 se (t,x)e (0,T) x ((—o0,—VT?—12) u (VT? — 2, +0))

2x 1
R e t.2)e(0,T (— T2 2, T2—t2>,
ata) =4 Pro—T2 % (t,2) € (0.7) x (v v

0 se (t,x)e(0,T) x ((—o0,—/T?—12) U (VI? — 2, +0)) .

Como u € solucao de entropia generalizada de Kruzhkov, entao u € limitada. Definamos

m= 1I_I[1Tfu(t, x).
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Sabemos que m < 0. Queremos mostrar que m = 0. De fato,

o< | (( )wt+<'“' M) @) dtds
r (0 (0
_ f (u@rir [« @) dtd — f (m¢t+ il sax) dtda
Iz @ ) Ir «

v

= —m J Py dtd
0,1)x (—VT?=2 NT?=#?)

-

VT2
Py dadt

VT2 2

-~
£<0
(6%

_ _mg_mf @( W)—@(t,—\/m) dt

~/ /

v Y

=0 =0

Entao —m <0, ou seja, m = 0. Mas m <0, logo m = 0 e consequentemente
u(t,z) =0 V(t,x)e Iy

Assim,

Jf® w0t fllu) =u*" = f"(u) = (a— Du*"2 <0

flu) =

e portanto f € concava.

(07 «

Proposicao 6.21. A funcao

( t
0 se r<——1,
Q

1 se ——1<z<t,

u(t, ) = < I

t _
(—)1 & se x>t
k 'I

define uma solugao generalizada admissivel suave por partes do problema (6.13)-(6.14) no

) «
tervalo 0 < t <
1l—«

Demonstragao. De fato, se u = 0 ou u = 1, entdo u é solucao classica de ([6.13)).
1

t —
u(t,z) = (—)1 “ . entéo
T
a
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Z_Z(t’x) 22(1—a) (2)
f(@w=%

logo w ¢é solugdo classica de (6.13). Resta mostrar que u satisfaz a condigdo de Rankine-

Hugoniot nas retas de descontinuidades z1(t) = — — 1 e z5(t) = t.
a

1
OO a1 dn
-0 1 o dt
e
1 Q
R e B R ) E
_ a a
1 1
t — —
(_)1 @ _ 4 (_)1 @ _ 4
x x
a
t\1—a
)
= - T
<£>1—a_1
x
Definamos
o} 1
t — t —
\I/(t,x,oz)z<—)1 “_1-a (—)1 *_1
x x
Entao
1
t o' t\1—a at 1
‘I]Oé ta ) = 1 -\ - — 1 1
(tz,0) (1l — a)? "Ta <x) (1 — a)? T T
1
t(lna —In(1 — a)) t\1—a oatln(l —a)
— (= e Y
(1 — «)? T * (1 — «)? *
Como .
\11<t,t,§)=0 Vie (0,0)
e

1
v, (t,t, 5) = —2In2#0 Vte(0,6),

entao para cada t € (0,0), o Teorema da Fung¢ao Implicita nos garante a existéncia de
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r =r(t) € (0,0) e uma tnica fungao o € C*((0,7) x (0,7)) tal que ¥ (¢, z, a(t,z)) = 0 para
todo (t,z) € (0,r) x (0,r). Dai, para todo (t,z) € (0,7) x ((0,7)\{t}), temos que

Q@
(f)l—a_l
x
1 = q.
(f)l—a 1
x
Logo
1
t\1 -«
) |-

dt -
<t)1—a 1
x

Portanto u é solugao generalizada admissivel suave por partes do problema (6.13])-(6.14)
no intervalo 0 < ¢ < 4.

Observe que as retas r; e x5 se intersectam em t = J, pois

T (t)

t
) e ——l=tet=
a

[ |
Exemplo 6.22. Estenda a solugio acima u = u(t,z) do problema (6.13)-(6.14) para
o

o autoespaco t > § = T— o ou seja, encontre a equacao da curva de descontinuidade
-«
x = x(t) da solucao

0 se z<z(t),

Demonstracao. De fato,

1 @
_ t\1—
e o ()
o x
1 - 1 at

DR

Como u é solucao generalizada suave por partes, entao u satisfaz a condi¢ao de Rankine-
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Hugoniot na curva de descontinuidade x = z(t), ou seja,

1 1 1
v _de  Ldo f—%dt—f——l—(]o@lnx—f@zlnt}m—i—Co
e

at  dt :EE ot x dt
e assim
z(t) = Cyta.
Mas z(d) = 4, logo
1 a—1
a . a o _ a o
1—a_01(1—a> =G (1—a>
Portanto
a—1

-2

Figura 6.11: Soluc¢do do problema ([6.13])-(6.14).
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