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Resumo

Neste estudo ¢ feito primeiramente uma introducao a Relatividade Geral, publicada em
1915 por Albert Einstein. No primeiro capitulo sao mostrados os conceitos de geodésicas
e simbolos de Christoffel, seguidos por uma breve apresentacdo de simetrias e leis de
conservacao, estas representadas pelos vetores de Killing. Apds isso, sdo introduzidas as
equacoes de Einstein e como estas sao compostas por tensores de curvatura e o tensor
de energia-momento. No capitulo seguinte sao apresentadas propriedades de um buraco
negro descrito pela métrica de Schwarzschild, as trajetérias seguidas pelas geodésicas nessa
métrica e os respectivos diagramas conformes. Além disso, sdo explicitados os parametros
da ISCO (Orbita Circular Estavel mais Interna) e uma breve explicagao das singularidades
presentes na métrica. As propriedades de buracos negros com rotagao sao apresentadas
no capitulo 4. Nele, primeiramente ¢é feita uma introducao a métrica de Kerr, seguido da
apresentacao dos dois horizontes de eventos presentes nesta métrica e as singularidades
que estes exibem. A compreensao destes horizontes pode ser feita a partir de trés casos, que
também sdo mostrados nessa secao. Apds isso é apresentada a ergosfera e seu significado,
e como particulas se comportam em seu limite. Neste capitulo também sao mostrados
os parametros da ISCO, mas agora para um buraco negro com rotacdo, e uma breve
descrigao da ideia do processo de Penrose, que serve para teoreticamente extrair energia

de um buraco negro com rotacao a partir do decaimento de uma particula.

Palavras-chaves: Relatividade Geral. Buracos Negros. Métrica de Schwarzschild. Mé-

trica de Kerr. Tensores. Geodésicas.



Abstract

In this study, firstly General Relativity, defined by Albert Einstein in 1915, is introduced.
In the first chapter, the concepts of geodesics and the Christoffel symbols are demonstra-
ted, followed by a brief presentation of symmetries and conservation laws, those described
by Killing vectors. After this, the Einstein equations are introduced, and how these are
composed of curvature and the energy-momentum tensors. The following chapter presents
the properties of a black hole described by the Schwarzschild metric, the trajectories fol-
lowed by the geodesics in this metric, and the corresponding conformal diagrams. In
addition, the ISCO (Innermost Stable Circular Orbit) parameters and a brief explanation
of the metric singularities are given. The properties of rotating black holes are presented
in Chapter 4. First, an introduction to the Kerr metric is made, followed by the exhibition
of the two event horizons present in this metric and the singularities they possess. The
understanding of such horizons can be acquired from three cases, which are also shown in
this section. Next, the ergosphere and its definition are presented, as well as how particles
behave at the ergosphere’s limit. In this chapter the ISCO parameters are also evidenced,
now, however, for a rotating black hole. There is also a brief description of the idea behind
the Penrose process, which stands for the theoretical energy extraction from a rotating

black hole from a particle’s decay.

Keywords: General Relativity. Black Holes. Schwarzschild Metric. Kerr Metric. Tensors.

Geodesics.



Figura 1 —

Figura 2 —

Figura 3 —

Figura 4 —
Figura b —

Figura 6 —

Figura 7 —

Figura 8 —

Figura 9 —

Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Lista de ilustracoes

Raio em fun¢dao do quadrado da velocidade radial de colapso de uma
estrela para um observador no infinito. (Figura produzida pela autora)
Raio em funcao do quadrado da velocidade radial de colapso para um
observador na superficie da estrela. (Figura produzida pela autora)
Diagrama de Kruskal mostrando que um observador caindo em um
buraco negro pode escapar antes de chegar no horizonte V' = U. (ZEE,
2013) ..
Diagrama de Penrose do buraco negro de Schwarzschild. (ZEE, 2013) .
Potencial efetivo em func¢ao do raio para diferentes valores de momento
angular. Plot feito a partir da equagao 3.26 com M = 1. (Figura pro-
duzida pela autora) . . . . .. ...
Gréfico de r/M em fungao da razdo L/M dada pela equagao 3.29, a fim
de encontrar o valor do momento angular para o qual ocorre a ISCO.
(Figura produzida pela autora) . . . . . . ... .. ... ... .....
Ponte de Einstein-Rosen, sublinhando a diferenca entre uma singulari-
dade coordenada e uma singularidade fisica. (ZEE, 2013) . . . . . . ..
Diagrama de Penrose de uma estrela colapsando em uma singularidade
nua. (TOWNSEND, 1997) . . . . . . . . . ...
Diagrama conforme da solucdo de Kerr com M? > a%. Assim como na
solugao com carga, existe um nimero infinito de copias da regiao fora
do buraco negro. (CARROLL, 2014) . . . ... ... ... ... ....
Diagrama conforme da solucao de Kerr no caso extremo, quando M? =
a’?. (TOWNSEND, 1997) . . . . . . . . o e
Esquema das regioes r4 e rg+. Como visto, cada par se iguala nos pélos
norte e sul no eixo de rotagao. (ZEE, 2013) . . . ... ... ... ..
Esquema de extracao de energia de um buraco negro através do pro-
cesso de Penrose. (TOWNSEND, 1997) . . . . . ... ... ... ....

17

18



Lista de abreviaturas e siglas

BH Buraco negro (Black Hole)
ISCO Orbita circular estdvel mais interna (Innermost Stable Circular Orbit)

RG Relatividade Geral



Lista de simbolos

Constante cosmologica
Energia

Escalar de curvatura
Lagrangiana

Massa

Momento angular
Simbolo de Christoffel
Tempo proprio

Tensor de Einstein
Tensor de energia-momento
Tensor de Ricci
Tensor de Riemann

Vetor de Killing



2.1
2.1.1
2.2
221
2.2.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.5.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

/ =
Sumario
INTRODUCAO . . . .. ittt e e e et e et e e e e 9
RELATIVIDADE GERAL . . . . . . . @ i i i e e e e e e e e e 11
Geodésicas e simbolos de Christoffel . . . . . . .. .. ... .. ... 11
Simetrias e leis de conservacao . . . . . . ... ... 12
Equacdes de Einstein . . . . .. ... 13
Tensores de curvatura . . . . . . . . 13
Tensor de Energia-Momento . . . . . . . . ... ... .. 14
BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD .. .......... 16
Métrica de Schwarzschild . . . . . . . . . . ... ... 16
Diagramas de Penrose . . . . . . . . .. ... L. 20
Geodésicas . . . . . . . . 21
Orbitas circulares estaveis mais internas . . . . . . . . . . ... ... 23
Singularidades . . . . . . . . ... 26
Singularidades Nuas . . . . . . . . . ... 27
BURACOS NEGROS COM ROTACAO ................ 29
Métrica de Kerr . . . . . . . . . 29
Horizontes de eventos e Singularidades . . . . . . . ... ... .... 30
Ergosfera . . . . . . . .. 33
Orbitas circulares estaveis mais internas . . . . . . . . . . ... ... 35
Processo de Penrose . . . . . . . . . ... 37
CONCLUSOES . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e 39
APENDICE . . . . . . o et e e e e e e e e e e 40
Coordenadas de Eddington-Finkelstein . . . . . . .. ... ... ... 40

REFERENCIAS . . . . . . . e e e e e e e e s s s i 41



1 Introducao

Na teoria Newtoniana, a gravidade ¢é tratada como um campo analogo a um campo
elétrico em muitas de suas propriedades. No entanto, duas ideias basicas sugerem que o
campo gravitacional deve ser tratado de maneira diferente de outros campos. A primeira
ideia é que a gravidade ¢é universal, todos os corpos sao afetados por ela. Essa é a base do
principio da equivaléncia (WALD, 1992), expressado na teoria Newtoniana pela afirmagao
que a forca gravitacional em um corpo é proporcional a sua massa, fazendo com que a
aceleracao seja independente da massa. A segunda é um conjunto de ideias um pouco
vagas chamado principio de Mach. Este conjunto era uma hipétese que tentava explicar
como objetos com rotagao, como giroscopios e corpos celestes giratérios, mantinham um
quadro de referéncia (BAEYER, 1993). Einstein aceitou a ideia principal do principio de
Mach e se baseou inicialmente nele, mas estava motivado a procurar uma nova teoria, na
qual o principio acabou por nao ser usado em sua forma original. Nesta teoria, Einstein
queria que efeitos da gravitacao fossem expressados em termos da estrutura do espago-
tempo e essa estrutura afetada pela matéria presente no espago-tempo. Criando, entao, a
teoria da relatividade.

Apos a apresentagdo da Teoria da Relatividade Especial, Einstein desenvolveu a
Relatividade Geral (RG) em 1915, com o objetivo de explicar a interagao gravitacional
entre corpos massivos (HARTLE, 2021). O principio fundamental da Relatividade Geral é
explicar tal interacao através da deformacao do espago-tempo, de modo que objetos mais
massivos produzem uma deformacao maior. Deste modo, a RG afirma que o movimento de
uma matéria distante afeta algumas propriedades inerciais locais, mas nao as determina
completamente. Em particular, a rotagao sempre pode ser determinada localmente, mesmo
na auséncia de matéria distante.

A partir disso, tornou-se possivel o estudo de buracos negros, previstos também
pela teoria da relatividade geral. Com o passar dos anos, diversas métricas foram elabo-
radas para descrever o comportamento de um buraco negro. Dentre elas esta a métrica
de Schwarzschild, a primeira solu¢ao moderna das equagodes de Einstein, cujas solugoes
exatas sao bastante dificeis de encontrar devido a alta nao linearidade das equagdes. A
métrica de Schwarzschild descreve o espago-tempo ao redor de uma massa esférica e sem
rotacao. No entanto, ainda seria interessante encontrar solugdes mais gerais e, depois de
alguns anos, Roy Kerr encontrou a solucao exata de um buraco negro em rotagao. Esse
descobrimento possibilitou solugdes assimétricas e o no-hair theorem (HARTLE, 2021),
que afirma que um buraco negro estacionario pode ser descrito completamente por trés
parametros: massa, momento angular e carga elétrica.

A motivagdo e objetivos deste trabalho sd@o descrever brevemente a base matema-

tica necessaria para o estudo dos buracos negros de Schwarzschild e de Kerr a partir das
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respectivas métricas, para um aprofundamento dos conhecimentos fisicos e matematicos
dos elementos constituintes da Relatividade Geral e maior entendimento do comporta-

mento desses tipos de buracos negros.
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2 Relatividade Geral

Na Relatividade Geral, em contraste com a Relatividade Especial, o espago-tempo
nao é mais necessariamente tratado como plano, como descrito pelo elemento de linha
ds® = napdz®dx? (HARTLE, 2021). Agora, o espaco-tempo contém uma curvatura, e 1,4
é trocado por gng(x), onde a métrica g,g(x) ¢ uma matriz simétrica e dependente da

posicao, fazendo com que o elemento de linha tome a forma

ds? = gagda®da” . (2.1)

Essa curvatura produz, por exemplo, o “dobramento” da luz, e outros elementos
que conseguem descrever o espago-tempo com mais realismo, como geodésicas no espago
curvo e as equacgoes de Einstein, que relacionam a curvatura com a densidade de energia

da matéria. Tais elementos serao tratados a seguir.

2.1 Geodésicas e simbolos de Christoffel

Com o desenvolvimento da RG, tornou-se possivel a andlise do trajeto de particulas
testes e raios de luz através de espagos-tempos curvos. O trajeto mais curto e o qual uma
particula tende a seguir na auséncia de forcas externas é chamado de geodésica.

A ideia principal de uma geodésica é maximizar o tempo proprio entre dois pontos
que formam uma linha de mundo do tipo tempo. O tempo préprio em uma linha de mundo

entre dois pontos A e B para uma métrica qualquer g,, ¢ dada pela equacao

B B
TAB = / dr = / (—Gpu () datda®) (2.2)
A A
na qual foi usada a notagdao de soma de indices repetidos.

Parametrizando as quatro coordenadas através de um parametro A, em que A = 0

no ponto A e A = 1 no ponto B, pode-se reescrever a equacao do tempo proprio como

1/
1 dz* dx”
TAB:/O (—gm,(x)d/\ d)\> d\ . (2.3)

Tratando o integrando da equagao acima como uma Lagrangiana £, é observavel que as

linhas de mundo que extremizam o tempo proprio obedecem a equacao de Euler-Lagrange

0% d 0L
ozt dA (8(dzﬂ/d)\)> =0 (24)

Uma vez que a Lagrangiana envolve necessariamente uma raiz quadrada de uma
soma de termos, a derivagdo de sua derivada resultard em um fator da forma 1/.Z. No

entanto, como £ = dr/d\ = 1/ = d)\/dr, pode-se usar essa relacao para alterar as
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derivadas com respeito a A para aquelas com respeito a 7. Em adigao, o segundo termo
da equacao 2.4 implica que as equagoes resultantes terao segundas derivadas com relagao
a A que podem ser trocadas. Desta forma, cada uma das quatro equagoes (uma para cada

dimensao do espago-tempo) que descrevem o movimento da particula terd a forma

P, da® da®
+
dr? B dr dr
onde, com a juncao de todas elas, chega-se na equacao da geodésica.

~0 (2.5)

Na equagao acima, os coeficientes Fgﬁ sao os simbolos de Christoffel. A forma geral

desses simbolos ¢ dada por:
iz 1w
Faﬁ = §g (8ﬁgw —+ aagw — 87ga5) . (26)

2.1.1 Simetrias e leis de conservacdo

Nos casos em que a métrica é simples, é facil resolver a equagao da geodésica.
No entanto, caso a métrica seja mais complexa, torna-se viavel a evidenciacao de leis de
conservacao. De acordo com o primeiro teorema de Noether, toda simetria diferenciavel
da agado de um sistema tem uma lei de conservagao correspondente (LEMOS, 2007). No
caso da acao ser o tempo proprio, as simetrias ocorrem na métrica.

Uma maneira de encontrar essas simetrias é observando se a métrica é independente
de alguma de suas coordenadas, de modo que uma transformacao infinitesimal desta
coordenada, z# — x* + dx*, ndo ocasiona em nenhuma alteracao na métrica.

E adequada a definicdo de um campo vetorial, também chamado de vetor de Kil-
ling, para cada uma das simetrias tal que, em cada ponto, um vetor aponte ao longo da
direcao na qual a métrica nao muda devido a essa simetria. Por exemplo, em uma métrica

independente da coordenada !, o vetor de Killing associado a essa simetria é da forma

£ =(0,1,0,0) . (2.7)

Uma simetria implica que existe uma quantidade conservada ao longo da geodésica.
Através da equacao de Euler-Lagrange, da qual a equacao da geodésica é derivada, é pos-
sivel perceber este fato considerando ainda a métrica como independente da coordenada

x!. Assim, a equacdo de Euler-Lagrange tem a forma

ddA (auiﬁm) =0 (28)

Esta equagao implica que a quantidade dentro da derivada ¢ constante ao longo

da geodésica, de modo que
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783 = — id—xﬁ (2.9a)
adatjdN) TPz an ‘
dxP
— gy 2.
G183 (2.9b)
= —ga/jfo‘uﬁ (2.9¢)
- f-u | (2.9d)

onde £ é o vetor de Killing e u” a quadrivelocidade. Através das equacdes 2.8 e 2.9,

percebe-se que € - u = cte é uma quantidade conservada.

2.2 Equacoes de Einstein

As equacgoes de campo de Einstein relacionam a geometria do espago-tempo com
a distribuicao de matéria dentro dele, expressos através dos tensores de curvatura e do

tensor de energia-momento.

2.2.1 Tensores de curvatura
A partir da métrica e de suas primeiras e segundas derivadas, pode-se obter o
tensor de curvatura de Riemann

R, =000, —9,I0, +T,I), —T0I, . (2.10)

opy
A derivagao da equacao acima pode ser baseada no transporte paralelo ou na equacao do
desvio da geodésica. (CARROLL, 2014)

Por ser um tensor, é possivel subir e descer os indices através da métrica e, tomando
a forma puramente covariante, é possivel simplificar o calculo das componentes fazendo o

uso das simetrias a seguir:

Rapys = —Rpays (2.11a)
Rogyvs = —Ragsy (2.11b)
Rogys = +Rysap (2.11c)
Ragys + Raspy + Rarsp =0 (2.11d)

Essas simetrias mostram que as iniciais 256 componentes do tensor contém somente 20
termos independentes, que também sao as 20 combinacoes das segundas derivadas da

métrica que nao desaparecem com uma transformacao de coordenadas.
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Apébs encontrar o valor da medida local da curvatura gravitacional, é praticavel a
contracao de dois dos indices do tensor de Riemann para chegar no tensor de Ricci através

da relagao

Ros = Rlans . (2.12)

ou seja, quando expresso diretamente em termos dos simbolos de Christoffel, o tensor de

curvatura de Ricci tem a forma
Rog = 0,105 — 0T, + T2, — T2, (2.13)

A generalizacdo relativistica da expressio V2® = 0, ou equacao de Einstein no

vacuo, é expressa pela equalizacdo deste tensor a zero:

Ros =0 . (2.14)

Fora do vacuo, as equacoes de campo sao obtidas através da contracao deste tensor, a fim

de chegar no escalar de curvatura

R=R,=g¢"R,; , (2.15)

e sua combinac¢ao com o tensor que descreve a distribuicdo de matéria.
A forma final das equacgoes de Einstein (CARROLL, 2014) é descrita pelo tensor de
Ricci e o escalar de curvatura multiplicando a métrica do lado esquerdo, e uma constante

que multiplica o tensor de energia-momento do lado direito, como descrito pela equacao

1
R, — ing, =rT, , (2.16)
onde
8rG
K= (2.17)
2.2.2 Tensor de Energia-Momento
O tensor de energia-momento citado anteriormente tem a forma da matriz
densidad
ensica .e fluxo de energia
de energia
™ = , (2.18)
densidade
tensor de estresse
de momento
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na qual densidade de energia corresponde & componente T, tensor de estresse as com-
ponentes 7%, para i, = 1,2, 3, densidade de momento a T, e fluxo de energia a T%.

Para um fluido perfeito, o tensor de energia-momento pode ser escrito como

™ = (p+puu” +g"p (2.19)

onde p representa a densidade de energia do fluido, p a pressao, e " a quadrivelocidade.
Este modelo que considera um fluido perfeito é usado para descrever a energia-momento
dentro de estrelas de néutrons, em fontes de radiagao gravitacional, radiacdo césmica de
fundo e energia do vacuo, por exemplo.

Em sua publicagao original, Einstein mostrou a equacao como em 2.16, mas, pos-
teriormente, incluiu um termo com a constante cosmoldgica para permitir um universo

sem expansao ou contracao, e as equacoes tomaram a forma

G +ANgu = kT, (2.20)

onde

1
G =R, — §R9‘W . (2.21)

Algum tempo depois, a equacao original sem a constante foi resgatada por dois
motivos: (i) qualquer solu¢ao de estado estacionario descrito pela equagdo era instavel, e
(17) observagoes feitas por E. Hubble mostraram que o universo estd se expandindo. No
entanto, observagoes astrondmicas mais recentes mostraram que tal expansao é acelerada
e, para explicar esse fenOmeno, é necessaria uma constante com um valor positivo. Por
isso, a constante cosmoldgica A foi reincorporada nas equagoes, sendo entao equivalente
a existéncia de energia de vacuo e a uma pressao negativa.

Em contraste com a gravidade Newtoniana ou eletromagnetismo, as equacoes de
campo na Relatividade Geral nao sao lineares. Outras solugoes, posteriormente descober-
tas, incluem a geometria de Schwarzschild e a ondas gravitacionais.

E possivel linearizar essas equacoes através da aplicacio da teoria da perturbacio
na métrica. No entanto, este método ¢é efetivo somente quando o campo gravitacional é

fraco, como no caso das ondas gravitacionais.
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3 Buracos negros de Schwarzschild

Como citado no capitulo anterior, apos a publicacao da Teoria da Relatividade Ge-
ral por Einstein em 1915, foram descobertas algumas solugoes para as equagoes de campo
de Einstein. Dentre elas estao a de Schwarzschild, escrita alguns meses apdés 1915 e que
descreve um campo gravitacional fora de uma massa esférica sem carga elétrica nem mo-
mento angular; a de Reissner—Nordstrom, descoberta entre 1916 e 1921, que corresponde
a uma massa esférica sem rotagao, mas carregada; a de Kerr, que descreve uma massa
sem carga e com uma rotagao simétrica em torno de um eixo; e a de Kerr-Newman, uma

generalizagao da solucao de Kerr e que inclui a presenca de carga na massa com rotacao.

3.1 Meétrica de Schwarzschild

Embora seja impossivel afirmar com total confianca que uma estrela de massa
M > 3M, se tornard um buraco negro depois de entrar em colapso, é possivel assu-
mir estrelas idealizadas, mas fisicamente possiveis, que definitivamente irdo colapsar em
buracos negros. Considerando esta estrela como uma bola de “poeira” esfericamente si-
métrica (em outras palavras, um fluido de pressdo zero), é possivel afirmar, através do
teorema de Birkhoff (TOWNSEND, 1997), que a métrica fora dessa estrela é a metrica

de Schwarzschild. Em unidades naturais ¢ = G = 1, esta é da forma

2M 2M\
ds* — — (1 _ ) di* + (1 _ ) dr? 4 12d0? | (3.1)
r r
onde d? = db? + sin?0d¢?, e M corresponde a massa.
A equacgao 3.1 vale na regiao fora da estrela e, por continuagao da métrica, também

na superficie dela. Se r = R(t) na superficie, tem-se que

2M 2MN\ ! . o d
== |(-5)- (- %) #|erema, (h-gr) . oo

escrevendo R(t) = R para simplificar a notagdo. Este R nao é o escalar de curvatura
mostrado anteriormente, ele agora corresponde ao raio em funcao do tempo.

Nesta regiao, pressao zero e a presenca de simetria esférica implicam que um ponto
na superficie segue uma geodésica radial do tipo tempo, de modo que d2?> = 0 e ds? =

—dr? e fazendo com que a equacao 3.2 possa ser escrita como

- [0-30-0-2] (2)

Mas, como 0/0t é um vetor de Killing, existe a conservagao de energia:
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2M
dt (1 — > dat (energia/unidade de massa) (3.4)

E:— _— =
gOOdT R /) dr

onde F é constante na geodésica e FF < 1 para particulas gravitacionalmente ligadas.

Substituindo a equacao 3.4 em 3.3, obtém-se

. 1 2MN\? /2M
2 2
R = T2 (1—> (—1—|—E> (35)

De acordo com a equagao acima, é possivel plotar um grafico da velocidade ao

quadrado em funcao do raio R, em que este é da forma da figura 1.

Rz

2M 2iv12
° 1E

Figura 1 — Raio em fun¢ao do quadrado da velocidade radial de colapso de uma estrela
para um observador no infinito. (Figura produzida pela autora)

Nesta figura, é mostrada que a velocidade radial R ¢ zero nos pontos

2M
R {2
Por isso, é considerado que o colapso comeca com velocidade R=0em R = R,,,,. O raio
entao diminui e se aproxima de R = 2M assintoticamente na medida que ¢t — oo, fazendo
com que um observador “veja” a contragao da estrela somente até R = 2M.
No entanto, no ponto de vista de um observador na superficie da estrela, o tempo
relevante é o tempo proprio ao longo de uma geodésica radial, de modo que é usada a

relacao

d a\"td 1 IMN d
o) o (122 .
dt <d7'> dr FE ( R ) dr (3.6)

para reescrever a equagao 3.5 como
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(i) () -aom(Ben) e

A representacgao grafica da equagao 3.7 estd na figura 2.

(dR/dT)?

2M 2iv12
" 1E

Figura 2 — Raio em funcao do quadrado da velocidade radial de colapso para um obser-
vador na superficie da estrela. (Figura produzida pela autora)

A partir da figura acima, é facilmente observavel que a superficie da estrela vai de
R = Ry até R = 2M em um tempo préprio finito, de modo que chega-se em R = 0

quando

M
(1B

Como também pode ser notado na figura 2, nada de especial acontece para um

(3.8)

T =

observador na superficie da estrela quando R = 2M, indicando que a singularidade pre-
sente neste ponto pode ser somente uma singularidade de coordenadas e nao uma sin-
gularidade real. Este problema pode ser resolvido com uma troca de coordenadas, por
exemplo, escrevendo a métrica em coordenadas de Eddington-Finkelstein (ver Apéndice)

ou Kruskal-Szekeres, sendo a tltima da forma

32M3
r

ds® = e (—dV? 4 dU?) + 7%dQ* (3.9)

Nesta equacao, as coordenadas inicialmente apresentadas como t e r na métrica de

Schwarzschild sao trocadas por U e V', de acordo com as transformagoes
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r 2
NPV Ll © s 1)1/26 eosh (i) (3.10a)
V= (2" — 1) e*Msinh <ﬁ)
NV
< OM = U= (1 -5 )1;6 /4M gin (ﬁ) (3.10b)
V= (1 — 5 ) e/ cosh (ﬁ)

Manipulando as coordenadas, percebe-se que r segue a relagao

,
1) = -V 3.11
(2 1) 1)

A fim de entender melhor essa transformacao de coordenadas e a natureza da
geometria de Schwarzschild, é possivel fazer um diagrama de coordenadas r e ¢ constantes

nos eixos U e V. Esse diagrama ¢ chamado de diagrama de Kruskal e pode ser visto na
figura 3 a seguir.

observador
escapa

r=3M
) , sinal de luz
impossivel
escapar depois ,
desse ponto
>U

r=2M observador caindo

em direcao ao
buraco negro

Figura 3 — Diagrama de Kruskal mostrando que um observador caindo em um buraco
negro pode escapar antes de chegar no horizonte V' = U. (ZEE, 2013)

A partir da figura acima e da equacgao 3.9, observa-se que nao existe uma sin-
gularidade em r = 2M, novamente mostrando que a singularidade presente na métrica
de Schwarzschild neste ponto é apenas uma singularidade de coordenadas. Além disso, é

facilmente percebivel que, seguindo a linha do “observador caindo em direcao ao buraco
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negro”, é impossivel escapar da queda depois de r = 2M, ou seja, depois do horizonte
de eventos. Depois deste ponto, seria necessaria uma velocidade superior a velocidade da
luz para sair e, até o momento, nenhuma particula conhecida consegue ultrapassar este
limite. Ainda na imagem, as curvas r = M e r = 3M sao curvas arbitrarias, que servem
para exemplificar a representacao do diagrama para um r constante antes e depois do
horizonte e como um sinal de luz seguiria essas curvas; tais sinais de luz fazem um angulo

de 45° com os eixos U e V.

3.2 Diagramas de Penrose

Uma ferramenta que conseguisse deixar mais clara a estrutura causal completa de
buracos negros e os espagos-tempos em volta deles (ou seja, que conseguisse explicitar qual
a influéncia dos eventos ocorrendo dentro dos buracos negros sobre eventos ocorrendo nos
espagos-tempos fora deles e vice-versa) seria bastante util para estudos nesta area, e, com
esse pensamento, Roger Penrose criou os diagramas de Penrose, que trazem uma Variedade
completa em uma regiao compacta tal que todo o espago-tempo pode ser descrito pelo
diagrama.

Para a métrica de Schwarzschild, o diagrama é o da figura 4. Nela, as linhas Z©
e 7~ representam o futuro e o passado nulo, respectivamente. Os pontos i™ e ¢~ sa0 0s
futuros e passados do tipo tempo, também respectivamente. Os infinitos do tipo espago
sao denotados por . Analogamente a figura 3, a regiao II representa o espaco-tempo
dentro do buraco negro, de modo que linha que divide as regioes I e II ¢ o horizonte de
eventos. Assim, quando um observador vai para a regiao II, ele ndo consegue voltar para I,
nem para a regiao IV. IV representa um universo paralelo e III um buraco branco, ambos

somente idealizados teoreticamente.

i+ r=0 i+

Figura 4 — Diagrama de Penrose do buraco negro de Schwarzschild. (ZEE, 2013)
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Como representagoes usuais do espago-tempo, o caminho da luz é representado por
uma linha com um angulo de 45° com os eixos U’ e V'. Esses eixos sdo adaptacoes da
geometria de Schwarzschild em coordenadas de Kruskal-Szekeres, de modo que U e V sao
substituidos por u e v através da relagao

V—U v+u
5 VT
Os eixos formados por u e v sdo somente U e V rotacionados em 45°, para que

U:

(3.12)

os raios de luz se movam em curvas de u e v constantes. Novas coordenadas U’ e V' sao

introduzidas pela relagao

W =tantu) =V U | W =tan () =V + U (3.13)

Raios de luz se movem em curvas de u' e v’ constantes, de maneira que os intervalos
infinitos de u e v sdo mapeados no intervalo (—m/2,7/2) de «’ e v’ e todo o espago-tempo
“cabe” dentro da representacao com os novos eixos. O horizonte V' = U mapeia a mesma

linha em 45° quando no plano U'V"’.

3.3 Geodésicas

As equagoes de geodésicas em um espago-tempo especifico podem ser derivadas da

Lagrangiana a partir da equacgao

dx' da?
2.8 — g, 2L 3.14
Jis dr dr ( )
Para o espaco-tempo de Schwarzschild, a Lagrangiana é da forma
1 2MN . 2MN\ ! . .
= K - > 2 - (1 . ) 222 r2sin29d?| (3.15)
r r

onde o ponto em cima das coordenadas representa uma derivada em relacao a 7. A partir
da reescala do pardmetro 7, é possivel definir 2. como igual & +1 para geodésicas do
tipo tempo e . igual a 0 para as do tipo nulo (trajetéria da luz) (CHANDRASEKHAR,
1983). Geodésicas do tipo espago nao serao discutidas, visto que uma particula precisaria
viajar a uma velocidade superior a da luz para seguir uma trajetéria do tipo espaco.

Para uma trajetéria do tipo tempo, as equagoes de movimento de uma particula

(Z_)Q + (1 - 254”) (1 + g) = E? (3.16)

tém a forma

—=== (3.17)
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onde F denota a energia total no infinito por unidade de massa de repouso da particula e
L o momento angular por unidade de massa de repouso da particula. Quando o momento

angular é 0, a geodésica é radial. Neste caso, uma particula saindo de um raio r; (que

se relaciona com a massa e energia através da equacao r; = %) cruza o horizonte de

eventos e chega na singularidade em tempos proprios finitos. Estes sao

r3 1/2 fr3 1/2
=\ s ' == 1
TH <8M> (Mg + sinng) e T <8M> T, (3.18)
onde ng = 2sin~! E. O tempo t obtido por um observador de fora é dado a partir da
equagao
dt E

T
e também pode ser resolvido em termos de n (CHANDRASEKHAR, 1983). Quando
1 — Ny, t = 00, de modo que um observador localizado no “infinito” veria uma particula
em uma geodésica radial do tipo tempo levar um tempo infinito para cruzar o horizonte,
enquanto que no referencial da particula, o tempo levado é equivalente a 7y da equacao
3.18.

Para trajetorias do tipo luz, as equagoes de movimento sao

dr\* L? 2M
<dT> wa(1-50) = (820
2MN dt
dp L

Novamente considerando uma geodésica radial, onde L = 0, relacionando as equagoes

3.20 e 3.21 e integrando a equagao resultante, obtém-se

t = 4r, + constantes (3.23)

onder*:r+2Mln(ﬁ—1),e

r = £ BT + constantey . (3.24)

As equagodes 3.23 e 3.24 mostram novamente que, enquanto uma particula seguindo uma
geodésica radial cruza o horizonte de eventos do buraco negro em seu tempo préprio 7
sem ao menos perceber alguma diferenca no espago, é necessario um tempo ¢ infinito para
chegar em tal horizonte, significando que um observador externo nunca veria a particula

chegar no horizonte de eventos.
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3.4 Orbitas circulares estaveis mais internas

Ao analisar a trajetoria de uma particula de teste massiva e sem rotacao orbitando
um buraco negro central, pode-se obter um raio minimo no qual uma particula consegue
sustentar uma 6rbitar circular estdvel. Este raio é chamado de Orbita Circular Estavel
mais Interna (ISCO, em inglés), sendo bastante importante pois ele delimita o limite no
qual, apds o atravessamento, uma pequena perturbacao na orbita ja causaria um rapido
espiral em dire¢do ao centro do buraco negro. (HARTLE, 2021)

Em problemas de uma particula em um campo central é conveniente expressar as
equacgoes de movimento da coordenada radial em termos da energia potencial efetiva. No

espaco-tempo de Schwarzschild, essa equacao é dada por

dr\’ 2M L?
<d:> = [ — (1 - T) <1 + T2> =E*-UZ, . (3.25)

A partir a equacao acima, obtém-se o potencial efetivo

Usen(r) = J <1 — 254\4) (1 + fj) : (3.26)

Aqui, o momento L é o pardmetro que define a forma da curva Uge,(r), como visto na

figura 5.
— =0
L=1.5
— L=2*sqrt(3)
— =5
=
=~

r

Figura 5 — Potencial efetivo em func¢ao do raio para diferentes valores de momento angu-
lar. Plot feito a partir da equagdo 3.26 com M = 1. (Figura produzida pela
autora)

Quando L > 2v/3M, como na curva vermelha (L=>5) do grafico acima, o potencial

efetivo possui dois extremos: maximo e minimo, em raios nos quais movimentos circulares
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instaveis e estéveis sdo respectivamente possiveis. Quando L = 2v/3M (curva verde), os
dois extremos do potencial se fundem em um sé6 ponto de inflexdo, onde este valor critico
de L define os parametros da ultima orbita estavel, também chamada de érbita circular
estdvel mais interna. No dltimo caso, quando L < 2v/3M, representado pelas curvas
azul (L=0) e laranja (L=1.5) da figura, o potencial efetivo ndo possui um extremo, para
esses valores de momento angular nenhuma forma de movimento estavel é possivel e uma
particula de teste inevitavelmente caird no buraco negro, independente dos valores de E
que ela possa ter.

Para a obtencao de um movimento circular, é necessario satisfazer duas condigoes:
(1) a velocidade radial ser igual a zero, que corresponde a igualdade E = Ugy, € (ii)
a aceleragdo da coordenada radial deve estar ausente. Diferenciando a equagao 3.25 em

relacdo a 7 e dividindo por 7, obtém-se

_a
Cdr

Para um determinado F, tem-se que

2F (E* —U3,,) - (3.27)
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dUg'ch
dr
Resolvendo a equacao 3.28 e aplicando a igualdade E = Ug.,, obtém-se as ex-

=0, Uger, > 0. (328)

pressoes para o raio da Orbita circular r e para a energia E da particula em funcao de
L:

_ﬁ 144/1 12M* (3.29)
"T oM L2 ‘
oMy [ 1
E=L(1-2%2 . .
1-20) ) -

Na equagao 3.29, o sinal positivo (ry) corresponde as érbitas circulares estaveis
no minimo do potencial efetivo, e o sinal negativo (r_) as érbitas circulares instéveis no
maximo. Nesta mesma equacao, é facilmente perceptivel que o raio se torna complexo
para L < 2v/3M e ndo existe uma 6rbita circular. Matematicamente, isso significa que o
potencial para esses valores nao possui um extremo. No caso em que tal extremo ainda
pode ser achado, ao encontrar-se o tltimo valor de L, encontra-se também a tltima érbita
estavel (ISCO).

Como mencionado no inicio da se¢ao, a ISCO acontece quando os pontos de maximo
e minimo sd@o os mesmos. Isso ocorre quando a condigao (iii) é satisfeita, essa condigao

implica que o ponto de inflexdo do potencial efetivo satisfaz a relagao

d2 ULS%ch
dr?

Essa condi¢ao também pode ser encontrada através da equagao 3.29, ao plotar um grafico

-0 . (3.31)

da razdo r/M em funcgao de L/M, no qual o valor do L;gco serd encontrado quando as
curvas de r, e r_ se encontrarem, como visto na figura 6.

Da figura 6, é evidente que os pontos de maximo e minimo do potencial se juntam
quando L/M = 24/3, no qual o raio corresponde & 6. Aplicando esses valores na equacio

3.30, obtém-se por fim

8
rrsco=6M , Lisco=2V3M, Ersco = 9 (3.32)

que sao os parametros da ISCO para o espago-tempo de Schwarzschild.
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Figura 6 — Grafico de r/M em funcao da razao L/M dada pela equagao 3.29, a fim de
encontrar o valor do momento angular para o qual ocorre a ISCO. (Figura
produzida pela autora)

3.5 Singularidades

Como ja citado na secao 3.1, a singularidade do horizonte de eventos da métrica de
Schwarzschild é uma singularidade de coordenadas, e nao uma singularidade real, quando
a propria geometria se torna singular. Isso significa que a troca de coordenadas faz com
que ela desapareca, como acontece com as coordenadas de Kruskal-Szekeres na métrica
de Schwarzschild.

Para melhor visualizacao desta diferenca, é possivel considerar uma superficie des-

crita por

1

1—7s
T

ds® =

dr? +r?d¢* | (3.33)

onde rg é uma constante positiva. Essa superficie pode ser incorporada a E3 (espaco
Euclidiano tridimensional) usando coordenadas cilindricas normais ds? = dr?+r?d¢*+dz?
e definindo 2z? = 4rg(r — rg). A figura 7 mostra uma representagdo esquemdtica desta

superficie.
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S
AT BN
S\t s

Figura 7 — Ponte de Einstein-Rosen, sublinhando a diferenca entre uma singularidade
coordenada e uma singularidade fisica. (ZEE, 2013)

Nesta figura, conhecida como ponte de Einstein-Rosen (ou também “buraco de mi-
nhoca”), as linhas circulares representam r = constantes, de modo que uma delas pode
ser r = rg. Com isso, é perceptivel que a superficie é perfeitamente lisa em r = rg. Um
observador poderia perfeitamente viajar do plano de cima para o de baixo sem notar qual-
quer singularidade, novamente afirmando que a singularidade r = rg é uma singularidade
de coordenadas. A analogia desta superficie com um buraco negro de Schwarzschild ocorre

quando o horizonte r = 2M é comparado com rg.

3.5.1 Singularidades Nuas

Na métrica de Schwarzschild, a solucdo M < 0 leva a uma singularidade nua, ou
seja, neste modelo ndo existe um horizonte de eventos. O diagrama de Penrose desta
solucao é o da figura 8.

Em tempos posteriores, o espago-tempo descrito na figura abaixo é o de Schwarzs-
child com M < 0, mas, antes disso, € mostrado um espago-tempo nao singular. Sob essas
circunstancias, pode ser mostrado que M > 0 para uma matéria fisicamente razoavel, de
modo que a possibilidade da formacao de uma singularidade nua em um colapso esferica-
mente simétrico nao pode ocorrer. Ou seja, buracos negros de Schwarzschild nao podem

ter singularidades nuas.
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sinal da singularidade
consegue alcangar It

I+
singﬁlaridade
nua em r=0

i

. limite da estrela

Figura 8 — Diagrama de Penrose de uma estrela colapsando em uma singularidade nua.

(TOWNSEND, 1997)
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4 Buracos negros com rotacao

Sabemos que objetos astronomicos fisicamente razoaveis, devido ao seu processo
de formacao, devem apresentar alguma rotagao. Para estrelas normais, a quantidade de
rotacao é desprezivel, visto que esta é medida pela velocidade rotacional v na superficie
dividida pela velocidade da luz no vacuo c. Nestes casos, é apropriado usar a métrica
de Schwarzschild para descrever o espago-tempo fora das estrelas. No entanto, em torno
de um buraco negro, a queda de detritos faz com que tal buraco negro gire, tornando
necessaria uma métrica que descrevesse esse comportamento giratorio. Em 1963, Roy
Kerr descobriu uma métrica que era a generalizacao da métrica de Schwarzschild para

objetos com rotacao, esta ficou conhecida como métrica de Kerr.

4.1 Meétrica de Kerr

A métrica de Kerr é importante astrofisicamente pois apresenta uma boa apro-
ximagao da métrica de uma estrela em rotacao em grandes distancias, onde todos os
momentos multipolares (exceto [ = 0 e [ = 1) ndo sao importantes. Até o momento, a
unica solucao conhecida das equagoes de Einstein para a qual Kerr é exata para r > R
¢ a propria solucao de Kerr (em que 7, = 0), significando que nao foi obtida nenhuma
solugao conhecida sem vacuo que poderia representar o interior de uma estrela.

Em sua publicacao original, Kerr apresentou a métrica na forma

2mr ~
2 _ e N . 9 2
ds® = (1 T a%os%) (dv — a sin“0de)
+ 2(dv — a sin0dd)(dr — a sin*0dg) (4.1)

+ (r® + a®cos*0) (d6* + sin®0do) .

Quando a = 0, a métrica acima se reduz a métrica de Schwarzschild em coordenadas
de Eddington-Finkelstein “entrando” (vide Apéndice). A singularidade em r = 0 de
Schwarzschild ¢é substituida por r% + a%cos?0 = 0, ou seja, a singularidade de Kerr ocorre
quando r = 0 e § = 7/2. Partindo somente dessas coordenadas, ndo é muito evidente qual
¢é a geometria da singularidade, de modo que é possivel interpretar as coordenadas r e 6
como coordenadas esféricas usuais. Em vista disto, usando a métrica na forma Kerr-Schild
(TEUKOLSKY, 2015), obtém-se que a singularidade r = 0 corresponde ao anel

?+y*=ad, z=0, (4.2)

onde as coordenadas cartesianas se relacionam com as do espago Euclidiano tridimensional

pelas equacoes:
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z = (r? + a?)"?sin 0 cos ¢
y = (12 4 a®)*sin 6 sin ¢ (4.3)
z=rcosf .

Um sistema de coordenadas bastante conveniente de escrever a métrica de Kerr

foi posteriormente introduzido por Boyer e Lindquist (1967). Neste sistema, ela toma a

forma
2M 4M im0 b
ds? = — (1 _ T) 2 — ZOTS Ga 4 2 s>
X by A (4.4)
2Mra? sin*0 ‘
- (7"2 +a® + mzsm> sin?0de? |
onde
a=J/m , S=r’+ad*cos’d , A=r’—2Mr+ad® . (4.5)

Fazendo r — oo, é facilmente perceptivel que a métrica é assintoticamente plana,
M ¢ identificado como a massa e J = aM como o momento angular. Novamente quando
a = 0, retorna-se a Schwarzschild em coordenadas usuais.

E possivel obter a generalizacio da solucdo de Kerr com carga total @, chamada

de métrica de Kerr-Newman. Isso é feito substituindo A por A = r? — 2Mr + a® + Q>.

4.2 Horizontes de eventos e Singularidades

Assim como em Schwarzschild, a métrica de Kerr também possui horizontes de
eventos. Eles sao obtidos a partir da percepcao que existe uma singularidade quando
A = 0. Essa é uma singularidade de coordenada, uma vez que a forma de Eddington-
Finkelstein “entrando” é regular nesta regiao. Este comportamento remete a Schwarzschild
quando A = 0 em r = 2M, no horizonte de eventos. Na verdade, é facilmente verificavel

que o vetor normal as superficies r = constante satisfaz a relacao

nangg™ =g =5 (4.6)

Assim, o vetor normal é nulo quando A = 0, e as superficies A = 0 sdo entao hipersuper-
ficies nulas. A analise das geodésicas nulas de Kerr perto dessas superficies mostra que

elas sdo de fato horizontes, de modo que as raizes de A = 0 sdo

ry =M+ VM?—a? | (4.7)

que representam os horizontes externo e interno, respectivamente.
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Para entender completamente esses horizontes, é preciso considerar trés casos,

sendo estes:

(i)

M2 < a2 : r; sdo complexos, de modo que A nao possui zeros reais e nao existem
singularidades de coordenadas neste ponto. A métrica ainda possui uma singulari-
dade de curvatura em > = 0 quando
T
r=0, 6=— . (4.8)
2
M2 > a? : a singularidade ainda tem a forma z? 4+ y? = @2, como citado na secao

anterior, mas agora a métrica também é singular nos horizontes r, e r_. Aqui, as

hipersuperficies » = r4 sao horizontes de Killing cujos vetores de Killing sao

a
=k — | M 4.9

com gravidades de superficies
ky = ——> . 4.10
=202 + a?) (4.10)

A partir do diagrama conforme da métrica neste caso, é possivel concluir que, ao
entrar no anel da singularidade, um observador sai para outro espago-tempo assinto-
ticamente plano, mas este descrito pela métrica de Kerr com r < 0. Como resultado,

A nunca se anula e nao ha horizontes, como na figura 9.
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T~ (r=to)

B trajetorias do
— tipo tempo

T~ =)

It (@=+x)

Figura 9 — Diagrama conforme da solucao de Kerr com M? > a%. Assim como na solucao
com carga, existe um niimero infinito de cépias da regiao fora do buraco negro.

(CARROLL, 2014)

Como a métrica de Kerr nao é esfericamente simétrica, o diagrama nao é tao fiel
como outros; um unico ponto no diagrama representa valores fixos de t e r, e terd
geometrias diferentes para diferentes valores de 6. Além disso, a regido proxima
a singularidade do anel possui curvas fechadas do tipo tempo (CTCs). Caso essas
curvas fossem reais, seria possivel se encontrar no passado, com tudo que isso implica,

mostrando a improbabilidade da realidade deste caso.

(iii) M2 = a? : neste caso, o horizonte de Killing ¢ degenerado (£ = 0) em r = M e o

diagrama conforme é da forma da figura 10.
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horizonte de
“eventos futuro (e

" horizonte de
Cauchy futuro) em
r=M

singularidade
em anel em
r=0

co interno

Figura 10 — Diagrama conforme da solucao de Kerr no caso extremo, quando M? = a?.

(TOWNSEND, 1997)

De acordo com o diagrama, somente é possivel existir um vetor de Killing £ para o

qual ¢ - &€ — —1 quando r — oo.

4.3 Ergosfera

E possivel estabelecer duas superficies em um buraco negro para as quais o redshift
¢ infinito para um observador estacionario, ou seja, quando a componente g, da métrica

se anula. Para a métrica de Kerr, a componente relativa ao tempo ¢ a seguinte:

A — a?sin?0 2Mr
= =—(1l-—— 4.11
Jut b < r2 4+ a200329> (4.11)
Resolvendo para o raio, a superficie em que g, = 0 é dada por
rsx = M £V M? — a’cos?0 . (4.12)

Essas superficies, juntamente com os horizontes de eventos interno e externo, podem ser

vistos graficamente na figura 11 a seguir.
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ergoregiao

Ny,
_

Figura 11 — Esquema das regioes r+ e rg4. Como visto, cada par se iguala nos pélos norte
e sul no eixo de rotagao. (ZEE, 2013)

Embora seja obtido teoreticamente, rs_ nao tem muito significado fisico, de forma
que pode ser ignorado. A parte em cinza na figura é denominada ergosfera, que compreende
a regiao do buraco negro fora do horizonte r, e dentro do limite rg,. Dentro da ergosfera,
¢ inviavel um observador estacionério cuja quadrivelocidade do tipo tempo é da forma
= (uly,,0,0,0) . (4.13)

«a
Uobs

Quando a = 0, rg; = r, e obtém-se os resultados da solugao de Schwarzschild;
lembrando que em Schwarzschild nao é possivel um observador estacionario dentro do
horizonte r» = 2M, onde g; > 0 e a coordenada t se torna do tipo espaco. A presenca
de rotagdo permite a extensao dessa regiao proibida para observadores estacionarios para
além do horizonte externo.

Embora nenhuma quantidade de energia de foguete permitiria que um observador
permanecesse em 1, # e ¢ fixos dentro da ergosfera, é factivel manter ao menos r e 6 fixos ao
girar na mesma dire¢do que o buraco negro. Este observador teria uma quadrivelocidade
da forma

Ugps = Ugps(1,0,0, Qo) - (4.14)

obs

Agora, suponha um féton emitido na direcao ¢. No instante da emissao, as com-
ponentes do momento na dire¢ao r e 6 sao nulas e, portanto, a condi¢ao para a trajetoria

ser nula é

ds® = 0 = gudt® + gis(dtde + dodt) + geedd® . (4.15)

Resolvendo a equacao acima para ¢ e pegando o limite g; = 0, obtém-se que as duas

solugoes sao
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d_, do___a

dt = dt  2M?+ a2
A solugao igual a zero significa que o féton direcionado contra a rotacao do buraco

(4.16)

negro nao se move de maneira alguma neste sistema de coordenadas. A solucao diferente
de zero tem o mesmo sinal de a; é possivel interpretar isso como o féton se movendo ao
redor do buraco na mesma direcao de sua rotacdo. Ao mostrar que a velocidade instanta-
nea é zero, observa-se um exemplo do fendmeno chamado “arrastamento de referenciais
inerciais” (HARTLE, 2021). Particulas massivas devem se mover mais lentamente do que
os fotons e sao necessariamente arrastadas junto com a rotagao do buraco, uma vez que
estdo dentro da superficie estacionaria limite; este arrastamento continua a medida que
o observador se aproxima do horizonte de eventos 7. Definindo a velocidade angular do
proprio horizonte, (g, como a velocidade angular minima de uma particula no horizonte,

obtém-se através da equacgao 4.16 que

do a
Qu = <dt>(7’+)_ ) (4.17)

r? + a?

que é o equivalente a Qps min, de um observador.

4.4 Orbitas circulares estaveis mais internas

No espaco-tempo de Kerr, as érbitas circulares podem ser analisadas no plano
equatorial e o raio da ISCO depende da direcao do movimento da particula em comparacao
com a direcao de rotagao do buraco negro, sejam elas co-rotacao ou contra-rotagao. Neste
caso, co-rotagao e contra-rotacao correspondem a orientacao paralela e antiparalela dos
vetores do momento angular da particula e do momento angular do buraco negro. No
caso de Kerr extremo (caso (ii7) introduzido na segao 4.2), a diferenca entre essas duas
variantes é bastante consideravel: tem-se r = 9M para a orientagao antiparalela e r = M
para a orientacao paralela.

Os valores dos parametros da ISCO (raio, momento angular total, energia, frequén-
cia angular orbital) sdo determinados pelo parametro de Kerr a. De maneira andloga aos
calculos feitos na secao 3.4, a equagao de movimento da coordenada radial de uma parti-

cula no plano equatorial (8 = 7/2) é dada por

2 2( 2 2 2
(Z:) :EQ_l1_2i\4_a(E 7’21) L _Q.M(Lr3 ak) ' (4.18)
Na equacao acima, L = L, é a componente do eixo z do momento angular por
unidade de massa, que é igual ao momento angular total por unidade de massa quando o
eixo z ¢é paralelo ao eixo de rotacao do buraco negro. Quando L > 0, o vetor do momento

angular orbital da particula tem uma orientacao paralela em relagao ao momento angular
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do buraco negro; no caso em que L < 0, essa orientagdo é antiparalela. a é sempre um
parametro positivo. Como os termos dentro dos colchetes da equagao 4.18 dependem da
energia F, a fim de definir o potencial efetivo, pode-se reescrever a equac¢ao do movimento

radial como

() = ;(aEQ —28E+7) , (4.19)

onde

a=(*+a*)?—-Ad®>>0 ,
B =la(r*+a®) — Ad®’]L =2MLra (4.20)
v=a’L* - A(r* + L?) .

Reescrevendo a equacao 4.19 como

dr\ 2 /B2 — B
r <T> =« (E _0EVh a7> X <E _5 P OW) , (4.21)
dr Q@ Q@
o potencial efetivo no espaco-tempo de Kerr é entao definido como
7 _
Uscors(r, L) = 22VP" =07 (4.22)
a

A raiz positiva foi escolhida a fim de manter a analogia com o potencial de Schwarzschild.
No caso de um buraco de Kerr extremo (M? = a?), os parametros da ISCO podem
ser encontrados primeiramente com a introducao de uma funcao V' que é o equivalente ao

lado direito da equagao 4.19. A expressao da aceleracao é dada pela primeira derivada da

1dvV.
2 dr

dada pelo sinal da segunda derivada 657‘2/. Com o objetivo de simplificacao dos calculos, é

velocidade 7 = (de maneira semelhante & 3.27), e a estabilidade da 6rbita circular é
conveniente usar as variaveis u = % er=0L—akL.
Para o movimento ser circular, as condigoes (i) e (i) precisam ser satisfeitas si-

multaneamente. Portanto, para a métrica de Kerr, tem-se que

V=0 (4.23)
G =0 |

A partir do sistema de equagoes acima, percebe-se que o uso da variavel u ao invés

de r nao interfere na forma do sistema, visto que 4% = V4 fasendo com que & = 0
) dr du dr’ dr
seja equivalente a % = 0. A solucao do sistema 4.23 define os pardmetros z e E para

orbitas estaveis e instaveis como fungoes de u. Para dérbitas estaveis, tem-se

av/u £+ VM
[u(1 — 3Mu F 2av/ Mu?)]"/?

z(u) = — (4.24)
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1—2Mu=F avMu?
E(u) = ,
(1 —3Mu F 2av Mu3)"/>

Voltando para a variavel L, ou seja, fazendo a substituicio L = x + aF, obtém-se a

(4.25)

expressao para o momento angular em funcao de

L) = VM (1 4 a®u? £ 2av/Mu?)
- [u(1 — 3Mu F 2av Mu?)]"/?

Na equacao acima, o sinal negativo corresponde a orientacao antiparalela entre o momento

(4.26)

angular L da particula e o spin a do buraco negro (contra-rotagio), e o sinal positivo &
orientacao paralela entre eles (co-rotagao).

Agora, satisfazendo a condicao (ii7) escrita em termos de V' e u, juntamente com
as outras duas condigoes anteriores, o sistema fechado dos trés parametros z, F e u da
ISCO é dependente apenas da massa M e o pardmetro de Kerr a. A equacao para o raio
da ISCO é entao da forma

r? — 6Mr — 3a*> F 8avVMr =0 (4.27)

A partir da substitui¢ao da equagao 4.27 (usando a relagao entre r e u) em 4.25 e

4.26, obtém-se os parametros da Orbita Circular Estével mais Interna no limite de Kerr

extremo
22 5
risco =9M , Lisco = _ﬁM . Ersco= 33 (4.28)
para orbitas contra-rotativas, e
2 1
risco =M, Lisco = %M . Ersco = 7 (4.29)

para érbitas co-rotativas.

45 Processo de Penrose

Nas devidas condigoes, é possivel extrair energia de um buraco negro através do
processo de Penrose. De uma maneira bastante simplificada, supondo que uma particula
se aproximando de um buraco negro de Kerr em uma geodésica tem um quadrimomento

p, é apropriado a identificacdo de uma constante de movimento

E=-p-¢ (4.30)

como sendo sua energia, considerando £ = p° no infinito, onde ¢ corresponde ao vetor de
Killing. Agora, suponha que a particula decai em duas outras, uma delas cai no buraco

negro enquanto a outra escapa para o infinito, como na figura abaixo.
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_.--~horizonte

Figura 12 — Esquema de extragao de energia de um buraco negro através do processo de
Penrose. (TOWNSEND, 1997)

Através da conservacao de energia

EQ = E - E1 ; (431)

observa-se que a energia da particula 2 pode ser maior do que E, ja que, visto pela equacao
4.30, a energia da particula 1 nao é necessariamente positiva na ergoregiao, tendo em
conta que & pode ser do tipo espaco nesta regiao, como visto na se¢ao 4.3. Portanto, se o
decaimento da particula ocorrer na ergosfera, é possivel ter F, > E e energia rotacional

¢é entao extraida do buraco negro.
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5 Conclusoes

A consequéncia principal da realizacdo deste trabalho foi um maior aprofunda-
mento nos conceitos da Relatividade Geral e de buracos negros.

Cada uma das métricas apresentadas descrevem uma forma de corpo astrondémico;
a primeira (Schwarzschild) trata bastante precisamente de massas esféricas assumindo
que a carga elétrica, momento angular e constante cosmolédgica destas sao todos zero; a
segunda (Kerr) descreve com clareza buracos negros axialmente simétricos. Ambas sao
solugoes exatas das equagoes de Einstein e poderiam detalhar perfeitamente um buraco
negro, caso fosse provado que este possui ou nao pardmetros como carga e/ou momento
angular.

Como a teoria da relatividade ja foi confirmada diversas vezes através de experi-
mentos, ¢ seguro afirmar que estas métricas estao corretas ao descrever a realidade. No
futuro, mostra-se interessante o desenvolvimento de pesquisas e experimentos que con-
seguiriam detectar e provar as caracteristicas locais de buracos negros, para que estas

possam ser determinadas mais assertivamente.
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A Apéndice

A.1 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

A fim de remover a singularidade do horizonte r = 2M na métrica de Schwarzschild,
esta pode ser escrita usando as coordenadas de Eddington-Finkelstein (HARTLE, 2021).

Para isso, existem duas formas:

(i) “entrando”: quando a coordenada t é substituida por v = ¢ + r*, onde r* =

7+ 2M In|55; — 1|. A métrica toma entdo a forma

oM
ds* = — (1 _ > dv? + 2dvdr + r2d0? (A1)
r

(ii) “saindo”: a coordenada t é substituida por u =t — 7*, e a métrica é dada por

20
ds? = — (1 - T) du® — 2dudr + r2d0? . (A.2)

Em ambos os casos d2? = df? + sin?0dd?.
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