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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados de existéncia, nao existéncia e multiplicidade
de solucoes positivas de problemas elipticos envolvendo o operador p-Laplaciano
fracionario e o Laplaciano fracionario no caso critico, por meio de métodos variacionais,

sub-super solu¢ao e Teorema do Passo da Montanha.

Palavras chave: p-Laplaciano fracionario, Laplaciano fracionario, método de sub-

supersolugao, métodos variacionais, expoente critico.



Abstract

In this work, we present results of existence, non-existence and multiplicity of positive
solutions to elliptic problems involving the fractional p-Laplacian operator and the
fractional Laplacian in the critical case, through variational methods, sub-super solutions

and Mountain Pass Theorem.

Keywords: Fractional p-Laplacian, fractional Laplacian, sub-supersolution method,

variational methods, critical exponent.
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Notacoes

Representa um subconjunto aberto limitado de R com fronteira suave.
{r € Q:a(x) > 0}.

{r € Q:a(x) <0}.

Denota o espaco das funcdes suaves com suporte compacto em R” .
Denota a norma em L”.

Representa a seminorma de Gagliardo.

Denota o espaco de Sobolev fracionario com p = 2.

E espaco de Sobolev fracionario.

Denota a norma do espago de Sobolev fracionario

E o subespaco de W*?(R™) das funcées com suporte em ().
Denota o subespaco de H*(RY) das fungdes com suporte em (.
Denota a norma do espago X (€2).

Denota o expoente de Sobolev critico fracionario.
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Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é estudar existéncia, nao existéncia e multiplicidade de
solucoes positivas para equacoes elipticas envolvendo o operador p-Laplaciano fracionério
(—A,)%. O operador p-Laplaciano fracionario ¢ um operador ndo-linear, nao-local definido
sobre funcoes suaves por

() — o) P> (p(x) — (y))

N
[z — [V dy, zeR

(—A,))°¢(x) = 21lim
? N0 JRN\ Be ()

sendo B.(z) = {y e RY : |[x—y| < e} es € (0,1). Esta defini¢do & consistente, a menos de
uma constante normalizada dependendo de N e s, com o operador Laplaciano fracionério
linear (—A,)® no caso p = 2. Para as motivagoes que levam ao estudo de tais operadores
ver [34] e |27].

O p-Laplaciano fracionério ¢ um operador que aparece em muitas aplicacoes, tais
como: fase de transicao, processamento de imagens, mecanica continua, teoria dos jogos,
entre outros, ver Andreu-Mazon-Rossi-Toledo [2] e suas referéncias.

Nesta tese, primeiramente, estudamos a seguinte equacao

(—A)*u = Mul"*u + a(x)u?%u em Q,
u >0 em (), (0.1)
u = 0 €1m RN \ Q,

onde  é um dominio limitado de RY com fronteira suave, 1 < p < ¢ < p*, N > sp,

a : ) — R uma funcao continua que muda de sinal e

pN
N —sp’

Ps =
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é o expoente de Sobolev critico fracionario.

O segundo problema que abordamos é o seguinte

(—Ap)u + V(@)|ulP~?u = Nul’ u+a(2)ul*u  em Q,
u>0 em (0.2)
u=0 em RY\Q,

onde Q C RY & um dominio limitado, suave com 1 < p < ¢ < p*, s € (0,1), A é um
parametro real, a :  — R uma funcdo continua que muda de sinal e V € L"(2) com
r > N/(ps).

O terceiro problema que estudamos envolve o operador Laplaciano fracionério no caso

critico
(=APu+V(z)u = u+a(x)u®>"1 em Q,

u>0 em €, (0.3)
u=0 em RN\ Q

onde 2 ¢ um dominio limitado de RY com fronteira suave, N > 2s, V € L"(Q) com r > 2—1\2,

a é uma funcao continua que muda de sinal em Q e

0% _ 2N
N —2s
é o expoente de Sobolev critico fracionario, A é um parametro real.

O espaco de funcoes em que procuramos solugoes é o subespaco linear fechado do

espaco de Sobolev fracionario, a saber
X3(Q) ={ueWR"):u=0 acem RV\Q}.

Este tipo de problemas tem sido objeto de estudo por diversos pesquisadores. O
problema de p-autovalores fracionario para foi estudado nos artigos Brasco-Parini [9],
Franzina-Palatucci [2I] e Lindgren-Linqvist [32]. Del Pezzo, Fernandez e Lopez estudaram
o problema de autovalores para os problemas e . Os resultados de regularidade

foram obtidos por Di Castro-Kuusi-Palatucci em |11, Tannizzotto-Mosconi-Squassina [26],
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Kuusi-Mingione-Sire [30] e Lindgre [31]. Resultados da existéncia e multiplicidade para
problemas quasilineares com p-Laplaciano fracionario foi investigado por lannizzotto-Liu-
Perera-Squassina [27], Perera-Squassina-Yang [37] e Xiang-Zhang-Radulescu [43].

Problemas elipticos superlineares com non-linearidades indefinidas no caso nao
coercivo tem sido extensamente estudados. O problema coms =1ep=2 ou
seja, no caso do Laplaciano, foi estudado em [I], 4, [5, 35]. O caso envolvendo o operador
p-Laplaciano, i.e. s =1 em (0.1]), foi estudado em [6], 28, 17]. Para Q = RY o problema
com p-Laplaciano foi estudado em [19] e para a equagao de quarta ordem no artigo
[13].

Em [25], Goyal e Sreenadh estudaram a existéncia e multiplicidade de solugdes

positivas do problema

9 [ P ) ) g A2y a(z)uft%u em Q,

|z —y|tPs

(0.4)
u=0 em RY\Q,

onde © & um dominio limitado de RY com fronteira suave, N > ps, p > 2, A > 0,
p<q<piea:)— R éuma funcao continua que muda de sinal. Os autores usaram
andlise da aplicacao fibracao e variedade de Nehari para obter resultados locais, mostraram
a existéncia de duas solucoes positivas para a equacao quando \; < A < A\; 44, para
algum 0 > 0.

Um resultado de existéncia no caso semilinear p = 2, foi obtido por Fu-Li em [23].
Em [23], os autores provaram que existe \' > \; tal que tem uma solucao positiva
para A\; < A < X e nao tem solugoes positivas para A > \. Resultados sobre existéncia e
multiplicidade de solu¢oes nao negativas nao triviais para o problema coms=1e
V e L>(£2) nos casos sub-critico e critico, foi obtido por I. Birindelli e F. Demengel em
[6]. A equacdo com s = 1 e p = 2 foi estudado em [5], os autores utilizaram métodos
variacionais para obter resultados de existéncia de solucoes.

Nossa motivagao para o estudo do problema foi partir dos resultados de Fu-Li
em [23], neste trabalho estendemos e melhoramos esses resultados obtendo uma segunda

solucao para este problema. O estudo de existéncia e multiplicidade de solucoes para os
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problemas e visa estender alguns resultados obtidos em [6] e [5].

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentamos os
conceitos preliminares sobre os espacos de Sobolev fracionario, defini¢oes dos operadores
p-Laplaciano fracionario e Laplaciano fracionario, destacamos alguns teoremas tais como
de imersao, regularidade, densidade e o teorema de sub-super solucao.

O Capitulo 2 é destinado ao estudo do problema , neste capitulo provamos os
resultados de existéncia e nao existéncia de solugoes para a equacgao . Aplicamos a
desigualdade de Picone, baseado nas ideias dos artigos [I], [6] e [16]; e usamos o método
de sub-super solucao com o Teorema do Passo da Montanha para obter resultados de
multiplicidade. A prova deste resultado segue argumentos similares aos feitos em [I].

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo do problema . Demonstramos resultados de
existéncia e nao existéncia de solugoes por meio do método de sub-super solucao. Em
seguida apresentamos resultados de multiplicidade, obtemos solu¢oes da equagao ((0.2))

como os minimos dos problemas variacionais

— inf p ~ )l : |
ong = ut Ll [ = s [ a1

— inf N RSN i—1\.
o= nt Lol [ = nps [ alor=1]

As técnicas variacionais utilizadas em [6] serviram de fonte de inspiragdo para o estudo
do problema neste capitulo.

No Capitulo 4, primeiramente demonstramos condi¢oes necessarias para a existéncia de
solucoes utilizando uma desigualdade similar a desigualdade de Picone para o Laplaciano
fracionario. Uma das principais dificuldades no estudo deste problema é a perda de
compacidade, ou seja, a condicao de Palais-Smale nao se satisfaz. Para superar essa
dificuldade usamos o Principio de Concentracao e Compacidade estabelecido por P.L.
Lions em [33]. Provamos resultados de multiplicidade de solu¢oes do problema ((0.3) por

meio de métodos variacionais, mais precisamente, consideramos os seguintes problemas
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de minimizacao

2% — _1}

= inf u2—|—/V—)\ u2:/au2§:1},
P (L KUV

e mostramos que as solu¢oes da equagao (0.3 sdo obtidas como os minimos de «y e [y;

ay = inf u2+/V—)\u2:/au
O A (L KV R

a prova deste resultado foi baseada sobre as ideias de [0].

Finalmente no Apéndice listamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste

trabalho.
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Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo relatamos alguns resultados de fundamental importancia para o
desenvolvimento dos capitulos posteriores. Faremos uma breve revisao de alguns topicos
relacionados com os espacos de Sobolev fracionarios, método de sub-super solucao,
definimos o operador Laplaciano e p-Laplaciano fracionario e apresentamos algumas de

suas propriedades.

1.1 Espagos de Sobolev fracionarios

Para qualquer funcdo mensuravel v : RV — R e 1 < p < oo definimos a seminorma de

// Jul@) = w)P ;)
sp — RN |x_y|N+sp :

Em particular, para p = 2, temos

= (/ /R?N |z — y!N”)‘*'Qdmy) ) '

Defini¢ao 1.1.1. Seja s € (0,1) e p € [1,00). Definimos o espago de Sobolev fraciondrio

Gagliardo por

WeP(RYN) como
WP(RY) = {u e LP(RY) : [u],, < 00} .
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Em particular, para p = 2, definimos o espaco de Sobolev fracionéario como
HY(RY) = {ue L*R"Y) : [u]; < o} .

Teorema 1.1.2. Sejam Q0 um subconjunto aberto de RN, s € (0,1) ep € [1,00). O

espago de Sobolev fraciondrio WP(RN) munido com a norma

lullp = (Jul?+ [u]?,), (1.1)

5P

onde |.|, denota a norma em LP(RY), é um espago de Banach.

Prova. Ver [18, Proposicao 4.24].

Proposi¢ao 1.1.3. Sejap € [1,0), 0 < s < ' < 1 e Q um subconjunto aberto de R .

Seja u : 2 — R uma funcao mensurdvel, entao

[ullsp < Cllul

s'\py
para alguma constante adequada C = C(N,s,p) > 1. Em particular
WeP(Q) C W*P(Q)

Prova. Ver |34, Proposicao 2.1].

Teorema 1.1.4. Sejam s € (0,1) e p € [0,00) tal que sp < n. Se  é um dominio
limitado de RY, entao existe uma constante positiva C = C(n,p,q, s,Q) tal que para toda

w € W9P(Q) temos

[ulza(e) < Cllullwsr@),
para todo q € [1,pt], ou seja, WP (Q) estao continuamente imersos em L%(2), com
q € [1,p] e € uma imersao compacta para q € [1,pk).

Prova. Ver [34, Teorema 6.7 e Corolario 7.2].

Assim como no caso classico em que se s € um numero inteiro, toda fungao no espaco

de Sobolev fracionario pode ser aproximada por uma sequéncia de fun¢oes infinitamente
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diferenciaveis.

Proposicao 1.1.5. Para todo s € (0,1), o espagco CX(R™) das fungoes suaves com suporte

compacto é denso em WP(RY).

Prova. A demonstragio se pode encontrar em [18, Proposicao 4.27|.
Seja WP (£2) denotando o fecho das funcoes C2°(€2) na norma || - ||5,, definida em (L.1).

Da Proposi¢ao segue que Wi*(R") = W*P(R"). Porém em geral, para 2 C R",
W5 () # WP (Q),

ou seja, o espago C2°(£2) nao é denso em W*P(Q).
Os problemas a serem considerados neste trabalho envolvem €2 um dominio limitado
de RY e condicao de fronteira de Dirichlet. A seguir introduziremos o subespaco linear

fechado do espago de Sobolev fracionario W*P(RY) dado por

X)) ={ueWR"):u=0 aecem RY\Q},

com a norma ||. || =[.]s,. Em particular, para s = 2 definimos

X5(Q)={ue H*R"):u=0 aeem RY\Q},

dotado com a norma

Teorema 1.1.6. O espaco X;(Q2) = (X (), ||) € um espago de Banach uniformemente

convero. Em particular, X;(Q) € reflezivo.

Demonstragao. Seja 1 < p < co. Pelo Teorema 7.1 em [34], temos que X;(€2) é um
espaco de Banach. A seguir provaremos que X;(Q) ¢ uniformemente convexo. Considere
a funcao

F: X5(Q) — LP(R*Y)
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para cada w € X;(Q) e z,y € R2Y definida como

w(z) = w(y)

F(w)(z,y) = Ty

Note que, F' é uma isometria linear, pois

\mm—wwW)W

o =y

|F(’LU)‘Lp(]R2N) = (

= |u]

xs@) Daracada w € X ().

Afirmacao 1. F(X;(Q)) ¢ uniformemente convero.

De fato, sejam € > 0 e f,g € F(X;(2)), tais que

|f|Lp(R2N) S 1
9ler@eyy < 1 e

|f — glirmeyy > e

Como F(X3(Q)) € LP(R*N), entdo f,g € LP(R*Y) e ja que LP(R*Y) ¢ uniformemente

convexo, entao existe o > 0 tal que

Hiiﬁ <1-4.

2 Lp(RQN)

Logo, F(X;(€2)) é uniformemente convexo.
Finalmente, provaremos que X (£2) é uniformemente convexo. De fato, consideremos que

e >0 e w,ve X;(Q) satisfazendo

lwllf <1, flof] <1 e flw—v] >e

Como F' é uma isometria, seque que

[F(w)]l <1, [[F(v)] <1.
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Como F é linear, entao

[F(w) = F(v)] = [F(w =)

= ||lw—o| >e.

Assim, pela convexidade uniforme de F'(X(2)), existe § > 0 tal que

ORI
2 Lp(R2N) ’
e pela isometria, temos
‘F(w)—F(v) _Hw—v
2 Lp(R2NV) 2
Portanto, X(€2) é uniformemente convexo. O

A seguir apresentamos os Teoremas de imersao dos espagos X;(Q) nos espacos de

Lebesgue. Lembramos que o expoente critico de Sobolev fracionario p% é dado por

Np
N —sp’

*

bs =

Como 2 C RY & um dominio aberto limitado com fronteira suave, temos que o espaco

C5e(2) é denso em X§(9):

Teorema 1.1.7. Seja Q C RY um conjunto aberto com fronteira continua. Entdo para
todo uw € X§(Q) existe uma sequéncia p. € C*(Q) tal que ||p. — u|| — 0 quando ¢ — 0,

ou seja, C§°(2) é um subespago denso de X§(S2).
Prova. Ver [20], Teorema 6.

Teorema 1.1.8. A imersao X;(Q) < LI(QQ) € continua se q € [1,p}] e € uma imersao
compacta se q € [1,p%). Em particular, existe uma constante C > 0 que depende s6 de N

e s, tal que para todo v € X§(2)

2 2
o, < ol

Prova. Ver [34], Teorema 6.5 ¢ Teorema 7.1.
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Lema 1.1.9. Seja (u,) uma sequéncia limitada em X;5(S2), entao existe u € X (€2) e uma

subsequéncia (un,) a qual denotamos por (uy,), tal que valem as sequintes convergéncias:

u, — u em X;(9Q),
u, — u em LP(Q), para 1l < q <ps,

un(z) — u(x) q.t.p em Q.

Prova. Como (u,) ¢ uma sequéncia limitada e X;(€2) é um espago de Banach reflexivo,
pelo Teorema existe uma subsequéncia na qual denotaremos por (u,) e u € X;3(Q)
tal que u, — u em X>(Q). Logo pela imersao compacta de X (€2) — LP(Q2), segue que
un, — w em LP(2). Além disso, pelo Teorema 4.9 em [I0], concluimos que wu,(z) — u(z)

q.t.p em €. 0

1.2 O operador p-Lapaciano fracionario

Seja p € (1,400), s € (0,1), N > sp, o operador p-Laplaciano fracionario (—A,)® é um

operador nao-linear, nao-local definido sob funcoes suaves por

) o lo(z) — o()P?(e(x) — ©(y)) N
(_Ap> %0<5U) a 23{‘% RN\ Be(x) |'Tj - y|N+8p W Tk

para cada ¢ € C®(R). Esta definigdo é consistente, até uma constante normalizada

% no caso

dependendo de N e s, com o operador Laplaciano fracionario linear (—A,)
p = 2. Para as motivagoes que levam ao estudo de tais operadores ver [34] e [27]. Devido
ao carater nao-local do operador é natural trabalhar no espago W*P(RY) e expressar
a condigao de Dirichlet em RY \ Q ao invés de 92. Definimos variacionalmente o p-
Laplaciano fracionrio como o operador nao-linear (—A,)% : X>(Q2) — (X;(£2))*, onde
(X, (§2))* o espago dual de X3(€2), dado por:

() = [ 1) 0le) o) = o),
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para u,v € X;(€2). Além disso,

(=Ap)"u, u) = [lull’, Vue X3(Q).

O préximo lema nos serd util no Capitulo 2, para mostrarmos que o funcional J) satisfaz a
condigao de compacidade de Palais-Smale, a demonstracao pode ser encontrada em |[[22],

Lema 2.1].
Lema 1.2.1. O operador (—A,)° : X () — (X;(2))* € mondtono, continuo e um

(S)4 operador, ou seja Se u, — u em X (2) e

lim sup ((—A,)*uy, u,, —u) <0,

n—oo
entdo u, — u em X3(€2).

Teorema 1.2.2. O espaco X§(Q2) = (X5 (Q2),].|]) € um espaco de Hilbert com produto

mterno

<(—A)SU,U> _ /RZN (U(ZE) — u(y)) (U(ﬁ) — U(y))dl‘dy.

o — 728

Prova. Ver [7, Lema 1.29].

1.3 Problemas quase-lineares

Este operador leva naturalmente ao estudo do problema quase-linear

(—A)u = f(z,u) em £ (12)

u=0 em RV\Q,
onde f é uma funcao de Carathéodory sobre (2 x R satisfazendo uma condi¢ao de

crescimento

|z, <C(t " +1) V(2,t) e QxR, (1.3)



1.4 Método de sub-supersolucao 21

para alguma constante C' > 0 e r € (1,p;]. Seja I : X;(€2) — R o funcional associado ao

problema (1.2, dado por
1
Ia) = 3 ulP = [ Fla,w)da,
p 0

para todo u € X5(Q2), onde F(x,u) = [ f(z,t)dt.
Definigdo 1.3.1. Dizemos que u € X;(2) € uma solugdo fraca de (1.2)), se I'(u)p = 0
para todo v € X;5(9).

O seguinte resultado mostra que as solugoes fracas do problema (|1.2)) sdo limitadas

em L>(Q) e a demonstracao pode ser encontrada em [[27], Teorema 3.1].

Teorema 1.3.2. Se f satisfaz a condigio (1.3) e u € XJ(2) ¢ uma solugao fraca da
equacao (1.2)), entao u € L>=(Q).

Para a demonstracao do Teorema acima no caso p = 2, ver [[26], Teorema 3.2].

1.4 Método de sub-supersolucao

Definigdo 1.4.1. Dizemos que u € X (S2) € uma supersolucao (subsolugdo) fraca de (1.2)

seu >0 a.e em RN\ Q e satisfaz a sequinte desigualdade para todo v € X;(Q)

_ p—2 — —
[ 1) = o) O =D 4y (<) [ o
R2N |z — y|VEep 0
E claro que, u € X3(Q) ¢ uma solugdo fraca da equacao (T.2) se a0 mesmo tempo é
uma subsolu¢ao e uma supersolucao fraca.
A seguir, fornecemos o seguinte resultado de sub-supersolucdo correspondentes ao
problema ((1.2)), a prova es adaptada da Proposi¢ao 3.1 em [I5] que lida com a equagdo

eliptica (1.2)) com p-Laplaciano.

Lema 1.4.2. Suponha que w e u sao subsolugdo e supersolugio da equacao (1.2),

respetivamente. Fntao

inf I(u), M={uec X;(Q): u(x)<u(zr) <u(z)ae ve€Q},

ueM
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é alcangado em uma solugao de (1.2).

Demonstragao.  Note que, X;(£2) é um espaco de Banach reflexivo e M ¢é fechado
e convexo, assim M é fracamente fechado. Como [ é um funcional coercivo em M e
fracamente semicontinuo inferiormente, entao o infimo de I sob M é alcancado em algum
u.

A seguir, provaremos que u ¢ uma solu¢ao fraca da equagao (1.2)). Seja ¢ € C5°(Q),
e > 0 e defina

Ve = min{w, max{u,u +ep}} = u+ e — ¢ + ¢,

onde

¢° = max{0,u + ¢ — u}

¢° = —min{0,u + £¢ — u}.

Desde que M é convexo, segue que (1 — t)u + tv. € M. Além disso, como v minimiza [
sobre M, tem-se

I(u) < T((1 =t +tv.),

entao

I+ t(v. —u) — I(u) > 0,

I é diferenciavél na direcao v. — u e tomando t > 0, obtemos que

I t(ve — -1
I'(u) - (v, —u) = lim (uttve —w) = Iw) o
t—0+ t
Logo, segue que

0 < {I'(w),ve —u) = (I'(u),e¢ — ¢ + ¢c) = £ (I'(u), 9) — (I'(u), &) + (I'(u), &c) -

Dai, concluimos que

<[/(u)7¢> > <I/<u>,¢a> B <I/(u)7¢€> (14)

€
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Como u é uma supersolu¢ao da equagao (1.2)), temos

(W), ¢) = ('@ + ') — I'@), 6°)
(@), 6) + (I(w) - (@), )
> (I'(w) - I'3), &°)
= (AU (AT ) gy~ [ [Fla) = fa )0 da

— (AU (A1) 0~ [ [Flen) = S w6 do

Qe

v

(=80 = (=BT +26 =)0y = [ 1F(o0) = Fa)] 20— Wi
(=Ap)u = (=4p)7, €¢>X;(Qe) +{(=Ap)u = (=Ap)* T, u — ) —

/Q 1 (2, u) = f(z, w)lleg| — | f(2,u) — f(z,u)|lu—ul] d

v

v

(D) u — (=)W, 6) s € / £ (2.u) — f(, @) |¢lde

onde Q. = {z € Q:u(z) +ep(x) > u(x) > u(x)}. Note que |Q.| = 0 quando € — 0. Dai

pela continuidade absoluta da integral de Lebesgue, segue que
(I'(u), %) > o(e), as € — 0.
De maneira similar obtemos que (I'(u), ¢.) < o(¢), e de podemos concluir que
(I'(u), ¢) = 0.
Invertendo o sinal de ¢, tem-se
(I'(w), =) = — (I'(u), 9) = 0.

Portanto,

(I'(u),d) =0, Vo e C(Q).

Ja que C§°(§2) é denso em X3(Q), segue que I'(u) = 0. Dai, conclui-se que u resolve (1.2).
|
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A seguir apresentamos um resultado do Principio do Maximo Forte para (—A,)%:

Teorema 1.4.3. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de RY. Seja s € (0,1), p €
(1,00) e u € X3(Q2) uma super-solugdo fraca de (1.2) tal que u > 0 em Q e suponha que

u#0. Entao u >0 a.e em (.

Ver demonstragao em [[39], Teorema 1.2].

Seja u € X5(€2) uma solugdo fraca do problema (—A,)%u = f(x,u™), ou seja,
(—Ay) u, ) = / f(x,ut)pdz, paratoda ¢ € X ().
Q

Como estamos interessados em solugbes positivas do problema (P,]), entdo
consideremos uma solucao fraca de (—A,)*u = f(z,u") e fazendo ¢ = u~, provaremos

que u~ = 0. De fato, desde que u ¢ uma solucao fraca, temos que

I'(w)e = ((=A,)*u,u”) — /Qf(x,qu)u_dx = 0.

Assim, ((—A,)*u,u”) = 0. Como

Ay = [ )= sOPH0e) o) =),

|z — y[V e
a) Para p =2
(w(z) —uy)(u(z) —u"(y)) = (' (2)—u (x) —u(y) +u () (u (r) — v (y))

= [(u™(z) = u"(y)) = (u(2) +u” W)(u"(x) = u”(y))
= (u'(@) —u" () (u (@) —u (y) — (u (2) —u(y)*,

integrando, segue que

[ ) -y, f (@) =W gy —0,  (15)

‘x_y‘N+sp R2N ’x_y’NJrsP
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como

/ (u(z) —u™(y))(u (r) —u"(y)) _ _/ u(@)u(y) +ut(yu(@) 0.

‘x_y‘N+sp ‘x_y‘N+sp

segue que, C' > 0. Por outro lado, de (1.5) temos que —C — |ju™||*> = 0, logo
—C=|u?>0 = C<O0.

Assim, C' = 0. Portanto, ||u~||* = 0, dai concluimos que u~ = 0.

b) Para p > 2,

o - [ lule) = uO ) ) ),

|z — y| N

/|u —u(y) Pt (@)u” (y) +ut(y /|u —u(y) P (x) —u(y))

|(L'_ |N+5P ’x_ ’N+Sp

_I_/(\U( v) —u@)"? = Ju” () —u” ()P Ju (@) —u” @) (u”(2) —u” ()

|z — y|N+sp

_ I / (Ju(@) = u(m) P~ = Ju™(z) — = (Y["~*) (u"(x) — v (y))*

|z — y| Nt

_/ u”(2) —u” (Y2 (u”(x) —u”(y))?

|z —y| Nt

- / (Ju(z) —u()"™* = Ju”(z) —u”(W)P~?) (u”(z) —u"(y))* .

|z — y| Nt

Como |u(z) — u(y)[P~2 > |u=(z) — u=(y)[P~2, entdo
[Ju”[|” = 0.

Dai, u= = 0. Logo, segue que u > 0 em 2, pelo Teorema do Principio do Méximo
1.4.3] temos que u > 0 em €, ou seja, todas as solugoes para (—A,)°u = f(z,u’) serdo

positivas.
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Capitulo

2

Multiplicidade, existéncia e nao existéncia

para (—=Ap)”

Neste capitulo, focaremos nossa atencao a problemas fracionarios nao locais. Para ser

mais preciso, cosideramos o seguinte problema subcritico nao linear:

(=A% = Nul"*u + a(z)ud?u em  Q,
u>0 em (), (Px)

u=0 em RN\ Q

onde ¢ um dominio limitado de RY com fronteira suave, 1 < p < ¢ < p:, N > sp,

s €(0,1), a:Q — R uma fungao Holder continua que muda de sinal,

pN
N —sp

Py =

é o expoente de Sobolev critico fracionario.

Definimos A; o primeiro autovalor de (—A,)® em €2 como:

A = inf P =1y. 2.1
V=t (P < fuly = 1) 2.)

e @1 a primeira autofun¢do associada a A;, na qual atinge o infimo em (2.1]) ver ([21],
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Teorema 4.1) , ou seja 1 € X (€2) satisfaz a seguinte equagao:

(_Ap)sépl = >\1‘901’p72901 em ),
p1=0 em RN\ Q.

(2.2)

A1 é simples, isolado e tem uma tnica autofuncio positiva o1 € X7(Q) tal que |py], = 1.
Neste capitulo estudaremos as solucoes positivas do problema no caso nao
coercivo, ou seja, A > Ap.
Defina
A={X: x> ) e (P,)tem uma solugdo }

e \* = sup A. No decorrer do texto consideramos

O ={zeQ:a(z) >0}

Q" ={reQ:alx) <0}

conjuntos abertos e nao vazios de ).

Nosso resultado principal para este capitulo é o seguinte:

Teorema 2.0.1. Suponha que 2 <p<q<pt, QT #0e

[ atarst <o

Entao existe \* > A1 tal que (P)) tem pelo menos duas solugoes se \y < A < \*. Para
A = X* o problema (P,)) possui pelo menos uma solu¢ao. Além disso, se A > \*, entdo o
problema (P,) ndo tem solugoes.

Note que, o caso A = Ay o problema tem uma solugao e foi provado por Fu-Li em
[23].

A prova é baseada sobre as ideias dos artigos [I], [6] e [16] e outras referéncias citadas.
Primeiro, provamos o resultado de existéncia e ndo existéncia de solugdes como em [6].
Logo, usamos o método de sub-super solu¢ao com o Teorema do Passo da Montanha para

obter resultados de multiplicidade.
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2.1 Formulacao variacional

Nosso objetivo é encontrar solugoes fracas para problema (P,]), ou seja, determinar fungoes

u € X;(Q) que para toda v € X3(€2) satisfazem

(-afu -2 [

Q(u P~ udr — /Qa(x)(u ) vdr =0

Ao problema estd associado o funcional de Buler-Lagrange J : X3(€2) — R definido
por

1 p_2 +px—1 a(x)(u™)? u s
(mwzgnun—ﬁéw>d qL()(ﬂ, € X3(9).

Pela desigualdade de Sobolev fracionario e como a(z) ¢ uma fun¢ao Hélder continua,

temos que Jy € C*(X;(Q),R) e com derivada dada por

<waw=«—mwww—A/

P ode — | a(x)(u™)T ode
[y tude [ o)) v

para toda u,v € X;(Q). Dessa forma as solugoes fracas de (P,)) sdo os pontos criticos do

funcional J,.

2.2 Desigualdade de Picone e nao existéncia de Solugoes

Apresentamos alguns resultados que serdo usados no desenvolvimento deste capitulo. Pela

Proposigao 4.2 em [§] e com p = ¢, temos:

Proposicao 2.2.1 (Desigualdade de Picone). Seja 1 < p < oo, u e v duas fungoes

mensurdveis com v > 0 e u > 0, entao

Dividindo a equagdo (2.3) por |z — y|N¥P, temos

. —2 o v(@P v()P
() = )2 (u(e) = wly) (55 ~ ) _ Jote) — o)l
| — y|NEor R
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Agora integrando sobre R%Y, obtemos

/ M@ﬂwwﬁww‘mm@ﬁi—ﬁﬁﬂm@s/ o) el

|z — y|NHsp ren |@— [N

Portanto, segue que

(o) < o, 24)

Lema 2.2.2. O problema (P,) nao tem solugées positivas para X > 0 suficientemente

grande.

Demonstragio. Seja * uma componente conexa de Q\ Q- e , a primeira autofuncio
associada ao primeiro autovalor A;(2*) de (—A,)® em Q*. Seja u é uma solugao positiva

de (P,)), pela Desigualdade de Picone (2.3)), tem-se

o PR
(-a0u Z5) < ol

usando (P,)), segue que

@) [or = [ (25) 4 [a@pir(£)
= A/so’:Jr/a(a;)uq—%z.

Assim,

[aurrer < que) - [ o

entdo A (Q2*) > A. Portanto, A\;(©2*) é um limite superior para A tal que (P,) tem uma

solucao positiva. O]

2.3 Existéncia de solugoes

Seja E) o funcional definido sobre X(£2) como

E\(u) = ||u|P — / AlulP;  para todo u € X;(©).
Q
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O funcional F) ¢ um funcional fracamente semi-continuo inferiormente. Além disso, F)
é coercivo se, somente se, A < \;. Consideramos

0= min {Eh(u); /Qa(x)|u|q:0 e |u|,,:1}.

ueX5(Q)

Lema 2.3.1. Se / a(z)pl <0, entdo a > 0.
Q

Demonstragao. Por definicio a > 0, uma vez que Ejy, (u) > 0 para todo u € X;().
Agora, suponhamos por contradigdo que o = 0. Seja (u,) uma sequéncia minimizante.

Como ||u,|| é limitada, podemos assumir que u, — up em X>(€2) com |ug| =1 e

/Qa(x)|u0|q — 0.

Além disso, pela semicontinuidade, segue que

Ex (uo) = [luoll” = Arluolp < a = 0.
Consequentemente, [lug|” — Ai|uglb = 0, entdao ug ¢ uma autofungdo associada a A;.
Portanto, uy é proporcional a ¢; o que contradiz a nossa suposi¢ao O

Proposigdo 2.3.2. Se \y < A< A\ +ae /a(m)cp‘f < 0, entao tem pelo menos
Q

uma solucgao.

Prova. Considere o seguinte infimo

o = inf{EA(u) : /Qa(x)|u|q _ 1}.

Provaremos que esse infimo é atingido. Além disso, provaremos que ¢, > 0 deste modo
os minimos associados correspondem a solugoes positivas de ([P,]).
Passo 1: Provaremos que c) estd bem definido, ou seja, ¢, > —oo.

Suponhamos por contradigdo que existe uma sequéncia de fungoes (u,) tal que

/a(:c)|un|q: 1 e Ba(uy) = Huan—/\/ up P — —o0.
Q Q
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p 3 . u
Segue que, /Q |un|? — 0o. Seja w, = nu2-, temos

/a(x)|wn|q—>Oe /]wnpzl.
Q Q

Além disso, para n grande
[wnll” = Alwn) = Ex(wn) <0.

Portanto, ||w,|| é limitada. Passando a uma subsequéncia, podemos assumir que w,, — w

em X>(€). Dai, temos que

/a(x)]w[q =0, / lwlP =1 e E\(w) <0.
Q Q
Em particular, |Jw||” < A. Por outro lado,

o < By (w) = Jll? = A

Dessa forma, concluimos que o + A\; < A, o que é uma contradi¢ao. Portanto, ¢\ > —oc.
Passo 2: c) é alcancado.

Seja (u,) uma seguéncia de fungbes minimizante, ou seja,

/a(x)]un|q =1 e E\(un) — ch.
Q

Podemos assumir que u, > 0. Afirmamos que ||u,| é limitada. Suponhamos por
contradigdo que |lu,|| — oo. De Ej(u,) — ¢y, temos que |u,|, — oo. Definimos

w, = —=—, para n suficientemente grande, tem-se

- [unlp’

[wn]l” = A < o(1).

Portanto, ||wy| ¢ limitada e como X3(2) é reflexivo, entdao w, — w em X;(2). Deste
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modo

@t =0, [ oy =1 ¢ Byw <0

De modo anéalogo, como no Passo 1, obtemos uma contradicao com « > 0. Dessa maneira,

(un) é uma sequéncia limitada. Dai, podemos supor que u, — u em X;(£2), assim
[ at@ulr =1
Q

cx < Ex(u) < liminf Ey(u,) = c,.

Portanto, 4 é um minimizante para c. [l

2.4 Multiplicidade de Solugoes

Para provar o Teorema [2.0.1] seguimos uma abordagem variacional. Pela Proposicao

2.3.2, temos que A # () e \* > \;. Além disso, como consequencia do Lema A é

finito.

2.4.1 Existéncia de um minimo local

Proposicao 2.4.1. O funcional Jy tem um minimo local para todo Ay < X\ < \*.

Prova. Seja A tal que \; < A < \* e escolhemos A > X com A € A. Seja uma @ uma

solucdo positiva de (FPy). Entao

(=A)) = MulP~?u + a(z)n’ *u

> AulP~*u + a(z)u’ 7y,
entao u ¢ uma supersolucao de (P,)). Agora considere

M:{ueX;(Q):Ogugﬂ}.
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Seja u; € M tal que Jy(uy) = infyuep Jy(u), pelo Lemma obtemos que u; é uma
solucdo de (P,). A seguir provaremos que u; é nao trivial. Como A\; < A, podemos

escolher 0 < ¢ € C§°(Q2) com suporte compacto em (2, tal que

sl _
/ o

Existe to > 0 tal que t¢ <u para ¢ € (0,t). Por (2.5) temos

(2.5)

I(t6) = —||t¢||p—— / ()P — © / af) (t9)de

= Dol =2 [ oae == [ @y
_ %[H¢Hp—)\/Qgﬁpdac—T/Qa(x)gquxl

< 0,

se t > 0 é suficientemente pequeno. Portanto, Jy(u;) < 0 e assim u; é uma solugao nao
trivial.

Afirmamos que u; pode ser considerado um minimo local de Jy em X(€2). Definimos
0 > 1 tal que

(6977 = 1) a(z)u?™ <A =X (2.6)
D DY o e
onde X' = — Multiplicando (2.6) por 6?7~ 'uP~!, obtem-se
SFINTP 4 P a(x)at ™t > N (6T)P T + a(x)(0m) T

Também temos que

(—A,)%(0u) = 6" (=4, = 0" (ANa" ™" +ax)u’").

Portanto,

(—A,)*(6u) > N (0w + a(x) (6u)"!

Em particular, 0u é uma supersolucao para , desde que X' > A. Além disso u; < du
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a.e em (). Sem perda de generalidade podemos assumir que
Ja(ur) = min{ Jy(u) : 0 <wu(x) <du(z) aexz e}

Pelo Lema [2.4.2] segue que u; é um minimo local de J) em X(€2). O
Denotaremos por w := 0u. A prova do seguinte Lema é baseado de [[41], Teorema

I1.12.9] na qual lidaremos com o caso semilinear.

Lema 2.4.2. Assumimos que p > 2. Suponha que uy € o unico minimo de J, restrito a
M ={uec X;(Q):0<u(x) <w(x) a.e. v € Q}. Entao uy € um minimo local de Jy em

X3(9).

Prova. Considere o conjunto
, 1
M, = {u € X, () : dist(u, M) < —} :
n

Se verifica que M, é fracamente fechado e J, é coercivo e fracamente semi-continuo
inferiormente sobre M, com respeito 4 norma de X;(Q2). Por [[4I], Teorema I.1.2], existe
u, € M, tal que

Jx(uy,) = min J,.

Segue que,

<J§\(un), (un - E)+> <0,

ou seja,

<(_Ap)sum (un — @)+> < /\/Ufz_l(un - @)+ + /a(x)u%_l(un - @)+ (2.7)

Além disso, temos que

Fixando € > 0 tal que

N> (1+e)\+ea(x)w?™?
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multiplicando esta desigualdade por w?~!, temos
NP~ > N1+ e)w? ™! + ea(x)w? ™,
entao
N /@pl(un —w)" > )\/(1 + ey (u, —w)" + /ea(x)wa(un —w)*t.
Substituindo a desigualdade acima em , obtemos
(=8, (wn = 0)) 22 [ (14 T = 0)* + (14 Dal)a (w0
Observe que para p > 2, temos a seguinte desigualdade
€ =0l < c (1€ — [nP~n]) (& —n)

onde c(p) > 0 e & n € R. Em particular, [ (€ —n)" [P < c(|&72 = n[P~2n)) (€ —n)".

Aplicando esta desigualdade com & = wu,(z) — u,(y) e n = w(x) — W(y), obtém-se
[ (un — @) TP < <(_Ap)sun> (un — @)+> - <(_Ap>swa (un — @)+> .
Subtraindo (2.8)) de (2.7) e usando desigualdade acima, tem-se

=)l < A [ = - ), - )

Agora, a fim de estimar a expressao acima, usaremos a seguinte desigualdade: existe uma

constante ¢ = ¢(g,a) > 0 tal que, para a > b > 0,

a®—b"—eb’ <cla—b)° (s=p—1les=qg—1).
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Dai, segue que

Hmﬁwmvs,@ﬂwrwmww/ww%—mw

< [{o:un(@) > W)} ]| (un =) |7 + ¢l (wn — @) (|77 || (0 — )P
Note que, u, converge para um minimo de J, em M, e da unicidade de ug segue que,
||y, — uwo|| = 0, quando n — oo.

Além disso, como uy < W, temos que | {z : u,(x) > wW(x)} |[¥ = 0 e ||(u, — @) |97 = 0,

quando n — oco. Desta maneira,
[(un, — @) [P < o(1)[|(u, — @) |I”,  quando n — oo

Portanto, existe ng tal que (u, —w)" = 0 para n > ng, entdo u, < w. Como consequéncia

temos que u,; € M e também Jy(uy) > Jx(u1). Agora se n > ny, entdo
1 —1||p + 1 —||P +
(1) = Ja(un) = ]_D”u” 17+ Ja(uy) > 5”% 17+ Ja(uy).

Assim, u,, = 0, o que implica que w, € M para n > ny. Portanto, u; ¢ um minimo local
de Jy em X3(Q). O
2.4.2  Condicao (PS)

Lema 2.4.3. O funcional Jy salisfaz a condi¢ao (PS) se A < \*.

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia em X5(Q2) tal que (Jx(uy)) é limitado em R e

Ji(u,) — 0, assim

q

‘%Hunnp—%/Q(u;)pdx—l/ga(x)(ubq =

ou seja,

ol =2 [ (i < 0 [ aw)
p P Ja Q

q
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Multiplicando por ¢, obtemos

Dunl =22 [ iyis < €+ [ oty 29)

p p Q

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, deduzimos que

[{ T3 (un), wn)| < I3 (un) [ fluml| = 0(1)||un]

fa P — A / (uf P / af) (u})dz] < o1)[funl].
0 Q
Podemos reescrever como
/ a(@)(w?)da < o(1) un] + llunll? — A / (u?)Pda. (2.10)
Q Q

Substituindo (2.10) em ([2.9), obtemos

Ag

q
_”uan -
b

(uy)Pda < C+ (o(D)unll + l[uall” = A [ (uy)"da ),
J ( Jwrae)

ie.,

(?) [y (u) A/Q(ubpdx < C'+o(1)[unll-

p
Logo, segue que

lunll” = Ay 5 < €+ 0(1)]fun . (2.11)

Nos precisamos provar que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Como ¢ < p* é
suficiente provar que (u,) ¢ limitada em X(€2). Mas de (2.11) s6 falta mostrar a seguinte

afirmacao.
Afirmacao 2. (u,) é uma sequéncia limitada em LP(S).

De fato, suponha por cantradicao que |u,|, — co quando n — co. Defina

Unp,

B |Un|p

Un,
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dividendo (2.11)) por |u,[p, temos

[[wnll” _/\|uz|§ < C 4 o(1)||un|
|un|g |un|§ N |un|£ |un|§
C o(1) ’
[val[P = A < 5 T 1 [vnll
‘ n‘p |unp

como |u,|, — 0o, entao

[[on]|” < A+ Clon]|

Portanto, (v,) é uma sequéncia limitada em XP?(§2) e como XP?(2) é reflexivo, entao (v,)

possui uma subsequéncia fracamente convergente, ou seja

v, =~ vy em  XP(Q), com |vg], =1,
v, = vy em  L'(Q), com r €[l pl), (2.12)

Up = U9 q.t.p em €.
Para qualquer w € X;(€2), sabemos que J}(u,)w — 0, quando n — 0. Em particular

(= A)) Uy, w /|un|p U w / a(x)|u, | w = o(1). (2.13)

Dividendo (2.13) por |u,[?~", temos

<(_A )sun7w> A |un|p72unw _ a( )lun|q71 — o1
|unp1 Q |unp1 O |Unp1 _O()

—A n n p=2 n n !
<—< ) ,w> o [l e [ < o)

[ttnp o [unlp ™ [tnlp

(=8 ) =X [ o 2= 00 [ @yt = o)

De (2.12)), temos que

[ S / a(x)vdw = (= A,) v, w) — A [ |volP 2vow.
Q
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Como p < q e |uy,|, = oo, entdo
/ a(z)vd'w =0, Vwe XP(Q). (2.14)
Q

Se Qy = Q\ (Q1 UQ™) é vazio, entao por (2.14) temos que vg = 0 em QT UQ~, mas isto
é uma contradi¢ao pois |vgl, = 1.

Por outro lado, se g # 0, entdo por (2.14) vy € X3(€%). Ademais por (2.13) e pela

convergéncia fraca de v, a vy, deduzimos que

0= lim (((— U, W /\vn‘p 2pw ) = ((—A,) v, w /\voyp 2vow
n—o0

para todo w € X (€2) C X, (€2). Portanto, vy € X (%) é uma solugao de

(—Ap)vy = )\|U0’p_21)0, em 1o,

e assim vy > 0 e A > \;(€) desde que |vg], = 1.
Por hipdtese A* > A > \; e sabemos que X;(€) C X;(©2). Seja Q" = Q\Q e
seja o, a primeira autofuncao associada ao primeiro autovalor A\;(2*) de (—A,)°. Pela

Desigualdade de Picone (2.4)),

s, PR
(Camu ) <l

e usando a equacao (P,)), tem-se

[z () 4 [alaa(25) < ne) [
/w* / pJutPpl < Al(Q*)/sOi’

0< [alzpurrer < ou@) - [ o

entdo A (2*) > A. Assim, A\(Q*) é um limite superior para A, ou seja, A* < A (2%).

Como g C QF, entao A1(Qo) > A1 (%) = A5, Mas A\ < A\ (2F) < A(20) = A, isto é uma
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contradi¢ao pois A < A*. Portanto, (u,) é uma sequéncia limitada em LP(£2). ]

2.4.3 Prova do Teorema (2.0.1))

Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter a segunda solugdo nao trivial

do problema (P,)). Considere o funcional

Hm:%MﬁUW—%[ﬁm+u t/m—-/ (w1 + ) W+$LM@%

Claro que se u ¢ um ponto critico de I, entao u; +u > 0, assim u; + v é uma solucao de
diferente de u;.

Como uy é um minimo local de Jy e I(u) = Jy(u; +u) — Jy(uq) +113Hu1Hp, segue que existe
r > 0 tal que

I(w) > 1(0), Vu e X3(Q), Jul <r

/Qa(:c)vq > 0.

Fixando 0 < v € X;(Q2) tal que

Segue que
1 A 1 ,
I(tv) = —||tv + w ||P — — (tv + uyp)?P u1 - = J(tv+ur)?+ — | a(z)uf
p p qaJq
tP Uy AtP Uy 1
= Lo+ 2y /<v+ “yp +—/up—— a<w><v+—>q+—/a<x>uq
P t p o t7 ot ql)e t’ " qq !

— —o0 quando t — oo.

Finalmente, se (u,) é uma sequéncia (PS). para I, entdao (u; + u,) é uma sequéncia
(PS)ctay(u) 4w |» Para Jy. Portanto I satisfaz a condicao (P.S) desde que Jy satisfaz a
condigao (PS) se A < \*, ver Lema Logo, podemos aplicar a versao classica do
Teorema do passo da montanha para garantir que / tem um ponto critico nao-trivial, e

assim (P,) possui uma segunda solucao positiva. |
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A seguir provaremos o Teorema [2.0.1] para o caso A = A*. De fato, para todo \ €

(A1, %), pela Proposicao sabemos que existe u; uma solucao do problema com

0 <u; <wuy, em §,

e J)\(Ul) < 0.

Escolhemos uma sequéncia (\,) tal que A\ < A, < A* e

A — A*, quando n — oo.

Denotamos as solugoes correspondentes a A, por u,,,, satisfazendo

J)\H<U)\n> < 0,

Iy, (uy,) = 0,

ou seja,
1 An 1
s, 7 = 22 [ us, e = [ aa)fus |7 <0,
p P Ja qJo
B Jur, = s, I? = Ao [ Jun, P = [ alo)lun, 1 =0.
Q Q
Dali,
[ @l frde = s, P = [ fus, P
Q Q
Logo,

An
gmm“ﬁ—/mmm</mw%wﬁwmw—M/mmm
p P Ja Q Q

q—0p q—p)\,
|WW§L—lﬁ/mmm
p p Q

Pela Afirmagao [2] segue que (uy,) é uma sequéncia limitada em LP(€2). Assim, existe
C > 0 tal que

[un, |l < €.
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Entao existe ux- € X;5(€2) tal que a menos de subsequéncia se satisfaz

uy, = Uy~ em  X(Q), com,

n

uy, > ux em L'(Q), com re[l,p]), (2.15)

uy, (r) = uy-(z) qt.p em €.

Como uy, (x) — uy(z) q.t.p em €, entdo pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos que
/|u>\n|p_lgodx—>/|u,\* P pd,
Q Q
/ a(z)|uy, | 1gpdx—>/ x)|ur- |7 pda
Q
Por hipotese A\, — A\*, entao
)\n/ lux, [P~ todr — A*/ |[ux- [P~ pd.
Q Q

Como uy, é solucao do problema e aplicando a desigualdade de Hélder, tem-se

<(—AP>SU)W sy UN, — u»«)

- / |u/\n’p l(uAn - UA*)dI +/ ( )|u>\n|q_1(u>\n - uk*)dx

(p—1)/p 1/p
< ([ ) (/Mun—u» )
m<nm(/thv1) (/an—u»
Q Q
(p—1)/p
< M(/hmf) s, —
Q

Como A, |uy, [, —> A*|uys

1/q
)
(g—1)/q
p+muwm(/hmﬁ*) fn, — wxely
Q

p- € pela imersao compacta de Sobolev X3(Q) — LP(Q), segue

que |uy, — up<|, = 0 em L"(2). Dai,

limsup ((—A,)°un,, uy, —ur) = Hm ((=A,)%uy,,uy, —ux+) <0,

An—A* An—rA*
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pelo Lemam (=A,)* é um (S),-operador, entao uy, — ux- em X;(€2). Portanto,
(= (ure), ) = 0,

ou seja, uy~ ¢ uma solucao de com Uyx > Uy. O
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Capitulo

3

Multiplicidade, existéncia e nao existéncia

para (—Ay)® +V

Neste capitulo estudamos a questao de existéncia e multiplicidade de solucoes positivas
para um problema envolvendo o operador p-Laplaciano fracionario em um dominio €2 C

RY com fronteira suave. Consideramos o seguinte problema nao linear, ndo local:

(=A)*u + V(@) ulP~u = Mul’u + a(z)|u|* *u  em €,
u>0 em (, (3.1)
u=0 em RN\ Q,
em que 1 < p<q<pi,N>ps, se(0,1)e\éum parametro real. Assumimos que
a: 2 — R uma fun¢do continua que muda de sinal e V € L"(Q) com r > N/(ps).

Seja A1 o primeiro autovalor de (—A)® + V em €, ou seja,

ueXy(Q

Ay = inf ){Hqu + / ViulP : |ul, = 1}. (3.2)
Q

Existe ¢; > 0 na qual atinge-se o infimo em (3.2) e é chamada a primeira autofuncdo

associada ao primeiro autovalor A\;. Em particular, ¢; satisfaz a seguinte equacao

(=) 01 + V(@) @121 = M| [P P01 in Q,
01 =0 in RV \ Q,

(3.3)
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pela Secao segue que ¢ > 0 em €.

Assim, o principal resultado a ser provado, que trata da multiplicidades de solucoes

do problema (3.1]), & o seguinte:

Teorema 3.0.1. Suponha que QT #0, 1 <p<ooe

/Qa(x)goff(:v)dac < 0.

Entao existe 6 > 0 tal que para A € (A1, A1 +9) o problema (3.1)) tem pelo menos duas

solugoes nao triviais. Para A = Ay existe pelo menos uma solucao de (3.1) nao trivial.

A prova é baseada sobre as ideias dos artigos [0], [23] e outras referéncias citadas.

Neste Capitulo primeiramente estudamos o problema de autovalores como no artigo
[38]. Logo, mediante sub-super solu¢do mostramos resultados de existéncia e nao
existéncia de solugoes como em [23]. Finalmente, usamos métodos variacionais para obter

resultados de multiplicidade.

3.1 Preliminares

O funcional associado ao problema (3.1]) é Jy : X;(2) — R definido por

LT px—l a(x)(u™)?, u s
Jk<u>:];||u||+5/Q<V—A><u+>d q/ﬁ()( 1, ue X3(9).

Uma solugao fraca para a equagao (3.1) é uma fungao u € X,(€2) que satisfaz

(=V 4+ N (u")P ludr + /Q a(x)(uh)  vdx

(-aun = |

Q

para toda v € X (€2).
O seguinte lema nos permitird provar que a sequéncia (u,) ¢ limitada em X;(€2), a

demonstra¢do pode ser encontrada em [[38], Lema 3.3].

Lema 3.1.1. Seja Q um dominio de extensdao limitado de RY. Entdo dado ¢ > 0 existe
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1/r 1/p
stmp+c;(/n4ﬂ (/ mw) ,
9] RN

C. tal que

J

Vul?
Q
para todo u € X5(€2).

3.2 Problema de Autovalores

Os seguintes resultados do problema de autovalores podem ser encontrados no artigo [38].

Considere

A5+ V(@)|uP2u = MulPPu em Q,
(—4yp) (@)]ul |ul (3.4
u=0 em R\ Q,

onde V' € L"(§2) com r > N/sp. Dizemos que A € R é um autovalor se existe u € X (£2)

uma solugdo fraca nao trivial de (3.4). Seja
A1 = inf{||u]|” + /V\u]p s ul, = 1}

O seguinte resultado prova que as autofuncoes sao limitadas

Lema 3.2.1. Seja Q um dominio de extensdo limitado de RN eV € L"(Q2) com r €

(1,00) N (%, 00). Se u é uma autofuncio associada a \, entio u € L=°(RY).
A demonstracao pode ser encontrada no Lema A.1 de [38].

Teorema 3.2.2. Temos que A\ > —o0 € o primeiro autovalor de (3.4]). Além disso, A\ é

simples, isolado e a autofuncdo associada vy satisfaz |p1] > 0 em Q.

Prova. A demonstracao serd dividida em trés Passos:

Passo 1: A primeira autofungao ¢, satisfaz |1 > 0 em .

Como |[1(2)] = 1) < lp1(z) = ¢1(y)| para todo z,y € RY, entéo |[[or]] < [l -

Logo

M%W+LV@MWMQMW+LWMwWw

Assim

el + [ V@lards < el + [ VlePds =
Q Q
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Portanto, |p;| ¢ uma autofuncao associada a A\;. Como V' € L"(Q2) com r > S—Np, pelo Lema

segue que |p1] € L*(£2). Logo, pelo Teorema do Principio do Maximo tem-se

lo1] > 0 q.t.p em Q.

Passo 2: Provaremos que \; é simple. Seja u uma autofuncao associada ao primeiro

autovalor e v uma autofungao nao negativa associada a A > 0, pelo Lema|l1.4.3] segue que

v>0

q.t.p em €. Para m € N defina v,,, = v+ % Primeiro provaremos que

uP s
Wy, = F & Xp(Q)

Observe que w,, = 0 em RY \ Q, como w,, € L®(Q), entdo w,, € LP(Q). Para z,y € RY,

temos

u(x) — uP(y)

Wi (T) — Wi (y)| =

(
u(z)  uP(y) uwy) Py
z) o () o (y)
uP(y)vih (y) — uP(y)vh ()
i (@)vh ()
vb ! (y) — vh (@)

< ) )]+ )P

VAN
=
=

&

|

IS
=
E

+

Como u € L®(Q) e pela desigualdade (5.2)), segue que

IN

IN

IN

Logo,

joh ' (y) — vh (@)

(Wi (2) = W (y)] < PP (2) — uP(y)] + [ulf,

o e )
e, (u(@) + u(y)) () — u)| + fulto €, LD Jtny) = on 2]
o) ()
prn ™ (7 ) + ) ule) — u()] + (p — Dufz, T D) — (o)
o @ ()
1 1

2l ) = u()| + (= Dl

|wim(x) — wn(y)| < C(m, p, [ulso) (ulz) = uly)| + |v(y) —v(z)]) .
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Dai,

| (2) = wa ()P < c(m, p, |uls) (Ju(x) = u(y)] + [v(y) — v(2)])”

< pe(m, p, Julso) (Ju(z) — u(y)” + o(y) —v()[) .

Integrando sobre (2

/ |wm(x) _wm<y)’ pc(m p |u’ (/ |u )’p|p + |U(y) _U(‘r)|p> )
o |lr—yNte T ’ M—yW“p o |z —y|Nte

Como u,v € X;(Q), entdo wy, € X;;(2) para cada m € N.

Pela Desigualdade de Picone (2.4) (tomando v = u e u = v,,), temos

0 < [ful]” <(—Ap)svm, U;L_:> | (3.5)

m

Logo, como u é uma autofuncao associada a A\; e v uma autofuncao associada a \, segue-se

S up
0 < - (a2

< [ - [Veher -3 [v@ 25 [V @i
< A @p - [ V@ - [ Up—1<x>vj,;”§2) +f v<m>vp—1<x>£§2>,

pois \; < A. Tomando m — oo,

p—1
lulP < |ul?, q.t.p em €.

Note que, v,,(z) — v(x) q.t.p em €, entao

uP(;c) —>Up_1(517) up(x) :up(z)’ q.t.p em Q.

VP~ (x) U%—l(x) Upfl(x)

Desde que u € LP(Q2) e Pelo Teorema da Convergéncia Dominada [5.0.10} temos

/Q@p*(x)vg—% %/Qup.
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. s uP
i (= (=80 7)) =0

Logo, pelo Lema de Fatou [5.0.9] segue que

s uP o s uP
0 <l = (=80 ) < imint ([l = (-0 5)) =o.

Assim,

Portanto,

S up
JulP = { (-0 2.

isto implica que, u = kv para alguma constante £ > 0. Portanto, A\; é simples e existe
uma tnica autofun¢do positiva ¢; € X (€2) associada a A; tal que |¢q, = 1.

Passo 8: A\ é isolado.

De fato, por definicao \; € isolado pela esquerda. Para demonstrar que \; é isolado pela
direita, argumentamos por contradicao. Suponha que existe uma sequéncia de autovalores
(M) tal que Ay — A; quando k — oo. Seja uy a autofuncgao associada ao autovalor A
com |ug|, = 1. Pelo Lema [3.1.1] (u)) é uma sequéncia limitada, entao assumimos que a

menos de subsequéncia existe u € X5(Q) tal que uj, — u em X(€2),

u, — wem LP(RY)

up — wem LP(RM).
Entao

|ul|P < liminf [|ug]|? = liminf ()\k/ |ug(x) [P — V(x)|uk(x)|p>
k—o00 k—o0 RN RN

= = [ vl

Portanto, u ¢ uma autofuncao associada a A\;. Dai, segue que u > 0. Logo, pelo Lema 3.9

em [38], temos

(C(M| + 1+ [V],) 77 < |{z € RY : uy(z) < 0}
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Usando o Teorema de Egorov’s para qualquer £ > 0 existe um subconjunto U, C ) tal

que |U.| < € e a sequéncia u, — u converge uniformemente em Q \ Uy, tem-se
0 < (C(M|+ 14 [V]) ™77 = lim (C(A + 1+ [V],)) 777 <0,

onde g € (pr', p¥). Isto é uma contradicao. O

3.3 Existéncia e nao existéncia de solucoes
Proposicao 3.3.1. O funcional Jy tem um minimo local para todo \y < A < \*.

Prova. Seja X tal que A\; < A < A\* e escolhemos A > X com A € A. Seja @ uma solucio

positiva de (Py). Entao

(AT = (=V + NP %5+ ale)a’

> (V+ N[l 2u + a(z)u! *u,
entao u ¢ uma supersolucao de (3.1) Considere
M={ueX;(Q):0<u<u}

Seja u; € M tal que J(u;) = infy; Jy, pelo Lemma obtemos que u; é uma solucao
de (3.1). Provaremos que u; ¢ uma soluc¢ao nao trivial. Como A\; < A, podemos escolher

0 < ¢ € C5°(2) com suporte compacto em €2, tal que

loll” + / Vil
[ lelP

<A (3.6)
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Existe to > 0 tal que t¢ <u para t € (0,t). Usando (3.6)), tem-se

Ii(tp) = —wwp ;/uf »@wwx—lf () (to)

= Sl + / ”da:——/ pda:——/ s
- ;wa [ver=a [oae) -2 [ o

< 0,

se t > 0 é suficientemente pequeno. Portanto, Jy(u;) < 0 e assim u; é uma solugao nao

trivial.

Afirmamos que u; pode ser considerado um minimo local de Jy em X(€2). Definimos
0 > 1 tal que
(6977 — D) a(z)u?™” < X=X (3.7)
onde \' = >\;_—)\ Multiplicando por 6P~ 1w~ obtem-se
AP Pt 4 P a(z)ut ™t > N (ou)P !t + alx)(6u)! ! (3.8)

Logo,

(CA) ) = AT = 6 (—V 4 N7+ a(e) )
— Ve £ X o+ a(r) 6

> (=V 4+ X)(0u)P ! + a(z)(6u)r?

Portanto, du é uma supersolugao para (3.1)), desde que X > A. Além disso u; < 0w a.e

em (2. Sem perda de generalidade podemos assumir que
Ja(ur) = min{ Jy(u) : 0 <wu(z) <du(z) aex e Q}.

Pelo Lema [2.4.2] segue que u; é um minimo local de Jy em X (). O

Teorema 3.3.2. Suponha que existe X > \; tal que o problema (3.1)) possui uma solucdo.

Entio (3.1) tem uma solucdo para todo X € (A, \).
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Demonstragdo. Seja @ uma solu¢io do problema (3.1) para A. Para A € (A, \), @
satisfaz

(=A) T+ (V=N > (-A)u+ (V- >au'™,

entao

(—A) u+ (V=N > a(z)ur™ em Q, 39)
u = 0 em RN\Q. .

Portanto, @ é uma supersolugao fraca do problema (3.1) para A. Por outro lado, se ¢4
definido como em (3.3)) e € suficientemente pequeno, entdo e é uma subsolugao fraca de

&)
(=B, (ep1) + (V= 2) (fp1)™" = (A1 = N(eon) ™ < aleor)™™.

Além disso, para ¢ suficientemente pequeno, tem-se uw > ep;. Pelo Lema (1.4.2), segue

que existe uma solugao positiva u € X§(Q2) de (3.1) para A € (A1, \). O

Teorema 3.3.3. O problema (3.1) nao tem solugoes positivas para X\ > 0 suficientemente

grande.

Demonstragao. Seja xg € Q1 e r > 0 tal que B = B(xg,r) C QF. Seja p, a primeira

s

autofuncdo associada ao primeiro autovalor A7 de (—=A)® em B. Seja u é uma solugdo

positiva do problema (3.1)) para A, tal que
X+ R <

onde |V, = R. Pela Desigualdade de Picone ({2.3)), tem-se

s, Pk
(a0 25) <l

usando (3.1, segue que

. af Ph o Ph ¥y
5 ez (—u) - [ Vi (—u) + [ ol (r)
= [ [vers [ aurre
B B B

v
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Assim,

/ a(z)uf™Pe? < (A} —=X) / b + / Vit
B B B

o ()" (o) (o) (o)

<
1/r 1/r
< ui—AnQﬂ(/W¢£r) +{vu(/ﬂ¢zr)
B B
1/r 1/r’
< M?—»c(/WﬁT) +CWM</V£T)
B B

1/r!
= tirr-ne ([ 1er)
B

Como a(x) > 0 em B, ¢ > 0 e u > 0 entdo A\ + R > X o que contradiz a escolha
de . Portanto, ndo existe solucoes positivas do problema ([3.1) para A suficientemente

grande. [l

3.4 Multiplicidade de Solugoes

Seja o funcional Ey : X;(€2) — R, definido por

EW»—MW+AW—»WP

Observe que E) é um funcional fracamente semi-continuo inferiormente. Além disso, F)

é coercivo se, somente se A < .

Suponha que ¢ < pi. Defina

Para provar os resultados de multiplicidade de solucdes consideramos os seguintes

problemas variacionais
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As solugoes da equacao (3.1) sdo obtidas como os minimos de ay, e B4, OU seja, se u

atinge a , (respectivamente S, ,), podemos ver que u satisfaz
(=A% u+ (V = N) [ulP?u = —ay 4a |u|?2u, (3.10)

respectivamente

— — B = Dy =2y .
(=A)u+ (V= A) |ul? 2u Bq0 U 2u (3.11)

Multiplicando (3.11]) por ¢*~!, segue que

Pt [(—Ap)su +(V=X) |u|p_2u} = cp_lﬁ,\,qa lu|9u
Pl
,qﬁ

(—Ay)’cu+ (V=) |cu|p_2cu = By

alcul’%cu.

Entdo u; = cu é uma solugao de (3.1)) com

()
B /B)\,q .

De maneira similar, multiplicando (3.10) por ¢*~!, obtemos que uy = ¢u é uma solugio

do problema (3.1)) com
» 1 p—q
— ()
Q) q

3.4.1 Demonstracao do Teorema |3.0.1

Provaremos os seguintes fatos:
i) A >0
i) a4 € alcancado para A € (A, \; + 1) e a, < 0.
ii) Brq # 0 & bem definido e alcancado para A € (A1, Ay + \*).

iii) B4 > 0 para A\; = A,
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Prova de (i): Por definigao A7 > 0, uma vez que E),(u) > 0. Suponha por contradi¢ao

que A7 = 0. Seja (u,) uma sequéncia minimizante, tal que
unly =1 € Ext) = ]+ [ (V= ADfuaP = 0.
Q

Pelo Lema [3.1.1] dado £ > 0 existe C. > 0 tal que

lual? + Aaﬂ—awa:mn

P = oV = [ Vi + [ Ml
Q Q
< oV +| [ Viwp|+ [ Mup
Q Q

< o(1) +elfunll? + Ce|Virlunlp 4 Arlunlp-

Como |u,|, = 1, segue

(1 = &)[Junll” < o(1) + C[V|r + As,

fixando € < 1, obtém-se

lun|[” <

C+ Ce|V|,
%{U, VneN.

1

Logo ||lu,| é limitada, entdo a menos de subsequéncia existe ug € X;(Q) tal que u, — g
em X (€2) com
lugl, =1 e /a(x)\u0|q = 0.
Q

Além disso,

zaww=WMWy/W—Am%wsxza
Q

Assim,

nmw+A@uwm%W=o

Dai uy € uma autofungao associada a A1, ou seja, ug é multiplo de ;. O qual contradiz

a hipotese pois / a(z)pidr < 0. Portanto A} > 0.
Q
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Prova de (ii): A seguir provaremos que ay, < 0 para A > \;. Seja w definido por

entao, /awq = —1. Assim,
Q

By el [-ng

Ex(w) = y = 7
L) L)

|

como A > A\, temos

E AL — A
Q) g < E)\(w) = )\<901) = ! <0

(-fo) (e

Q3

Portanto, ay , < 0.

Provaremos que a,, estd bem definida, ou seja, o, > —oo. Demonstraremos por

contradi¢ao. Suponha que existe uma sequéncia (u,) de fungoes tal que
/ alu,|?=—1 e E\(u,) = ||un|” + /(V — N |up P = —oc.
Q Q

Segue que, / A, P — 00. Definimos w,, por
Q

u

assim, / alw,|? =0 e / |w,|P = 1. Além disso, para n grande
Q Q

Y

S =

leoall? + / (V= NP = Ex(w,)

Ey(uy,
Jewall? + / V= N, p = 22
@ |un|p

J,
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Dai, pelo Lema [3.1.1] segue que para todo € > 0, existe uma constante C. > 0, tal que
(1= ) unll = CVl = Aunl? < P + [ Vi =3 [ fu < of0).
Q Q

Fixando, € < 1, temos

C+C.|V|,

lnlP < =

€

Assim, [Jw,|| é limitada. Como X;(Q) & reflexivo existe uma subsequéncia fracamente

convergente, ou seja, w, — w em X () e assim,

/a|w|q =0, /|w|p =1¢e E\(w)<0.
Q Q

Isto ¢ uma contradigdo com A; > 0. Portanto, ay 4 > —oo.

Agora provaremos que ay,, ¢ alcancado. Seja w, uma sequéncia de funcoes

minimizadora para a4, ou seja,

/a|un|q =—1 e E\(u,) — axg
0

Afirmamos que ||u,|| é limitada. De fato, por contradi¢ao, suponha que |u,|| — oo. De
Bx(un) = a4 [ (V= Wl = any
Q

Temos que / |un|? — 0o. Definimos w,, por
Q

Un,

B |Un|p

/a]w,#’—)() e \wn|p:/\wn|p:1.
Q 0

Wn

entao
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Além disso,

E,\(un)

AL
Q

w%w+qumw%w:@wms < o(1).

Dai, pelo LLema [3.1.1] e tomando € < 1, obtém-se

C+C|V|,

fenl < =

€

Assim ||wy|| é limitada. Entao existe w € X (€) tal que a menos de subsequéncia w,, — w

em X>(€). Deste modo
/ alw?=0, |wff=1 e E\(w)=0.
Q

Logo, A¥ < A — Ay, o qual é uma contradicao, pois A < A\; + \*. Portanto (u,) ¢ uma
8 q q

sequéncia limitada. Podemos assumir que u, — u em X;(2), assim

/a(:p)|u|qu =—1e
Q

arg < Ex(u) < liminf Ey(u,) = a),.

Portanto, v ¢ um minimo para «) 4, ou seja, u ¢ uma solugao nao trivial de
(=A)u+ (V=N |ulP?u = —ay 4a |u|72u.

Prova de (iii): Provaremos que 3, , esta bem definida, ou seja, 5, > —oo. Suponha

que existe uma sequéncia (u,) de fungoes tal que

/a|un|q: 1 e By(uy) = ||un||p+/(V—)\)]un|p—> .
Q Q

Segue que, / Ay |P — 400, Definimos w,, por
0

Unp,

Wp = 77—,
|tnlp
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assim, / alw,|? =0 e |w,|, = 1. Além disso, para n grande
Q

E)\(Un)

[t

W%W+AW“%W%P=&@WS <0,

Pelo Lema [3.1.1] segue que dado ¢ > 0 existe uma constante C. > 0, tal que
(1 = &)fwn]]” < C V] + A,
para € < 1, temos que [[w,]|| é limitada, entao existe w € X;(Q) tal que

w, =~ w em X (1)
w, > w em LP()

w, > w em L"P(Q).

Em particular

/ alw|! =0, |wl,=1 e Ej\(w) <O0.
Q

Por conseguinte
ful? < A= [ Viup.
Q

Assim, segue que
AkS&AMZHMP+AW“%ﬂmW§A—M,

0 que ¢ uma contradigao, pois A < A; + A7. Portanto, ) , esta bem definido.

A seguir provaremos que [, é alcancado. Seja (u,) uma sequéncia de fungdes

minimizante de 3, 4, ou seja,

/ alug|?=1 e  E\(un) = Birg-
Q

Afirmamos que |ju,|| é limitada. Suponhamos por contradigdo que |ju,|| — oo. De
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Ex\(uy) — B, temos que |u,|, — 0o. Definimos

Unp

Wy, = ——.
" |un|p

Assim,

[wy |, =1, / alw,|?— 0 e
Q

E)\(un)

[tn

Bx(wa) = Juall? + / (V= Nl = < o(1).

Como na prova para ay, em i), temos que ||w,| é limitada. Passando para uma

subsequéncia, podemos assumir que existe w € X(€2) tal que
w, = w em X;(€),

co1mn

/a\w\q =0 e E\(w)= kup+/(v — ANw? <0,
Q

isto contradiz o fato que A} > 0. Portanto, (u,) é uma sequencia limitada. Como X(2)

é reflexivo, entdo existe uma subsequencia (u,) tal que u, — u em X3(€2), assim

/a(x)|u\qu =1le
Q

Brg < Ex(u) <liminf Ey(u,) = Bag-

Portanto, ), ¢ alcancado.
Agora provaremos que (3, # 0 para A\; < A < A; + A}, Suponha por contradigao que

Brg = 0. Seja u uma solugao positiva de (3.1) que alcanca 3, ,. Dai
(=A))u+ (V=N uP™t =By au’,

Logo,
(A u+ (V= N)uPt =0.

Mas o problema acima nao tem solucoes positivas, pois A nao é um autovalor. Portanto,
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/6)\,11 7é 0.
Prova de (iv): Para A = A\;. Como (), , > 0, desde que E, (u) > 0. Por contradigao,

suponha que 35, , = 0. Como Sy, , é alcangado, entao
S -1 __ —1
(—A,)u+ (V= ) uP™" = fy, qau?".
ou seja, u é uma autofuncao associada a \; com

/ a(x)ulde =1,
Q

na qual contradiz a hipdtese. Portanto, 8y, 4 > 0.
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Capitulo

4

Multiplicidade, Existéncia e nao Existéncia

para (—A)® 4+ V' no caso critico

Neste Capitulo, estudamos a existéncia e multiplicidade de solucoes positivas do

problema (4.1)) no caso critico envolvendo o operador Laplaciano fracionario

(=AYu+V(z)u =Au+a(zx)u® "1 em Q,
u >0 em €, (4.1)
u =0 em RN\ Q,

onde 2 um dominio suave de RN, N > 2s, s € (0,1). Assumimos que V € L"(f) com

r > N/2s, a: € — R uma fun¢do continua que muda de sinal em Q e

2N
2F =
5 N —2s

é o expoente de Sobolev critico fracionario, A é um parametro real e (—A)® é o operador
Laplaciano fracionario definido por

(—A)*u(z) == C(N, s) lim u(@) — u(y)

—7 P dy, xeRY,
eNo RN\ Be(z) ‘l‘ - y‘N+2s
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onde C'(N,s) é uma constante de normalizacdo positiva adequada. Seja A; o primeiro

autovalor de (—A)® + V em (2, ou equivalentemente

Mo m%{MW+AV@M?Wb=%- (4.2)

ueX§(

Seja ¢1 > 0 a funcao que atinge o infimo em (4.2)) e é chamada a primeira autofuncao

associada ao primeiro autovalor A\; com |¢1|p = 1. Em particular ¢, satisfaz

(=A)Yu+V(z)u =XMu em
u >0 em €, (4.3)
u =0 em RN\ Q.

Considere

O ={zeQ:a(z) >0}

Q" ={zreQ:a(x) <0}

conjuntos abertos e nao vazios de €. Definimos os problemas variacionais para o problema

(4.1)) no caso critico

ay = inf {HuH2+/(V—)\)|u|2:/a|u
ueXg(92) Q Q

2% :_1}
2f~?:1}.

= inf u2—|—/V—)\u2:/au
P (L KUV

Nosso principal objetivo ¢ demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema 4.0.1. Suponha que Q£ 0, Q= 0, A >\ e

Aa@m?@mx<o

Entao existe § > 0 tal que se A € (A1, A1 +0), eziste pelo menos uma solugao do problema
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(4.1). Além disso, se

5%
23
Y

By < K(N,2) ?sup|a

entao existe pelo menos duas solucoes nao triviais de (4.1)).

Este Capitulo, estd organizado em 3 Secoes. Na primeira Secdo, provamos as
condigbes necessarias para a existéncia de solugoes. Na Segdo [.2] apresentamos os
problemas variacionais respeito ao problema e mostramos alguns propriedades
que serao utilizados para provar nosso resultado principal. Finalmente na Secao
[4.3] demonstramos o Teorema [4.0.1 usando métodos variacionais e o Principio de
Concentracao e Compacidade na qual nos permite superar a falta de compacidade, a

prova ¢ baseada nas ideias do artigo [6].

4.1 Condicoes Necessarias para a existéncia de solucoes

A seguir apresentamos condi¢oes necessarias para a existencia de solugoes do problema

)

Teorema 4.1.1. Suponha que o problema tem uma solucao. FEntao
i) /Qa(x)gb%:(x)d:): <0 se A> \;.
ii) QF #0 se A < A
i) QT #£0 e Q" #D se A=\

Demonstracao. Seja ¢; é a primeira autofuncao associada a A, pelo Teorema |3.2.2]

1 > 0 em 2, entdo pelo Lema 2.5 em [23], temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que
¢ > cd’

onde d* = dist(z,R™\ Q). Como u ¢ uma solugdo nao negativa de (4.1)) e pelo Lema [3.2.1]

u € L®(Q), entao pelo Lema 2.4 em [23], temos que existe C' > 0 tal que

u < Cd°.



4.1 Condicoes Necessarias para a existéncia de solugoes

65
Portanto, obtemos que existe ¢t > 0 tal que
tu < ¢.
¢1+7
A seguir vamos multiplicar a equagao (4.1]) por ;ﬂ
I+ 1-1—7 }-W
s 1 . _ 251
(—A)°u = +(V )\)uW—l =a(zx)u o (4.4)
¢1
Multiplicamos a equagao (4.3)) por pyes
o1 i
(—A) ¢y py + (V- Al)uv—l 0,
entao
0 1 i”
1 _ _(_ S
VF = ( A) ¢ w1 + )\1 1 (45)
De (4.4) e (4.5), tem-se
14+~ Qs'y }—i—v }-W }—&-7
s 1 . s 1 _ — -1 71
(—A) U= (=AY’ ¢y e + M\ e /\u7—1 a(x)u -
i+'y ¢'1y 1+’y iJr'y 1+'y

integrando

/Q (—A)u E:_ /Q (~aye 2 /Q aw) 2 /Q G-l ()

o uY—25+1 w1

Pela definicao do Laplaciano fracionario, o lado esquerdo da equagao acima é

[ (u(z) — ulw)) (% (@) - 45 0) [ (@1(x) — &x(y) (E=(2) — E ()

& — [t & — [t -
[ (u(@) - u(v)) (4 () = A5 W) = (61(2) = 61(w) (S5 (2) = 25 (w)

|z —y|" 2
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Agora
)~ ) (A0 - 5 0)) = ) - o) (A0 - )

- () - (A e - (5 @+ (25) o) -
(25) @ - () waw - (2 waw + (25) 0]

= (&) @uwentn + (2) wume - (L) eatu - (%) @t ),
Afirmacao 3.
5@ Aw) Hw ) dw),
m(ﬂg)U(x)gbl(y)Jrm—(y)u(y)gbl(l’) m(y)ﬁﬁl(y) (x) m(x)éﬁl( Ju(y) 0. (4.7)

De fato, multiplicando (4.7) por u”(x)u?(y), segue que
o1 (v)u’ (y)u()dr(y) + ¢ (y)u” (2)uly)dr(x) — o1 (y)u” (w)u()1(y) — b1 (x)u? (y)uly) 1 (x)

= ¢Y($)U7(y)u($)¢1(y)+—¢Y(y)u7(x)u(y)¢1@z)—-¢}+1(y)u7+1¢r)__¢¥+1(x)uv+1(y)

Pelo Lemma abaixo, segue a Afirmagao.

Da equagdo (4.6) e da Afirmacdo 3] tem-se

%er %+’Y
/Qa(f") wt T /Q(A “A) T =0

ou seja,

14+~ ¢1+'y
/Qa(x) <0 (48)

qut

Escolhendo v = 2% — 1. Como A > A; e da equagdo (4.8), obtemos

/ a(x) ¢* (z)dz < 0.
Q
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Logo, i) é valido. Para provar o item i), escolhemos que v = 0 na equagao (4.6)),

Jawoe0-n) [uo= [(arue - [(-aro

como (—A)® é simétrico, tem-se

/ a(z)u® o+ (A — ) / ugpy =0.
0

Q

Por outro lado, A — Ay <0 e u, ¢; > 0 em €, entao

/ a(r)u® o = —(\ — \y) / u¢pr > 0.
Q

Q

Dai a™(x) # 0. Portanto, Qt # (). Finalmente provaremos o item #ii). Suponha por
contradigdo que Q= = (), entdo a(z) > 0 em Q e a # 0. Na desigualdade (4.8)), tomando
v=2—1e =)\, temos

/Q a(z) ¢ (z)dz < 0.

Suponhamos que

[ at) o @tz =0,

isto implica que a(x)gzﬁf; () =0, q.t.p em €, desde que ¢; > 0, entdo a(z) =0 q.t.p em

2, 0 que contradiz a hipotese que a é diferente de 0. Assim,

/Q a(x) ¢ (z)dz < 0.

Portanto, 2~ # (). Para provar que Q" # () para A = \{, suponha que Q = (), entdo

a(x) <0 em Q. Multiplicando a equagao (4.1)) por ¢y, tem-se
(=A)u ¢y + V(z)up, = Mugy + alx) u® Lo,

integrando,

Jearos [0 =xou= [arues [(v-ruo = [a@ee,
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pela equagao (4.3)), temos que

/a(m) u** 1o =0,

Por outro lado, como a™(x) # 0, u > 0 e ¢; > 0 implica que a(z)u®*"1¢; < 0. Pela

monotonia da integral, segue que

/a(x) ut g, <0,

isto € uma contradicao. Portanto, QF = (). O

Lema 4.1.2. Seja a,b > 0, entao
Ab+ba—att—ptt<o.
Prova. Pela Desigualdade de Young, segue que

R A R A

- oy +1 v+1
L waH,
v+1 v+1

de igual maneira utilizando a Desigualdade de Young para 0" a, temos

Va< — gt + Lcﬂ“
T+l y+1

somando, tem-se

Ab+ba < oty Lb7+1 SR La'”l
o+l v+1 v+1 v+1

= (—7 +—1 ot (L +—1 )lﬂ“
vy+1 ~v+1 y+1 ~vy+1

7+1a7+1+7+1b7+1

v+1 v+1
_ a7+1—|—bv+1.

Portanto,

Ab+ba< a4t
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4.2 Resultados variacionais

Iniciamos esta Se¢ao definindo o funcional ) : X§(Q2) — R por

Bx(u) = Jul?® + / (v~ Nul.

o funcional E) é fracamente semi-continuo inferiormente. Considere a equagao (4.1) no

caso sub-critico

(=AYu+V(z)u =Au+a(@)|ul*u em Q, (49)
u =0 em RN\ Q,

onde 2 < g < 2% com os seus respectivos problemas variacionais

e 1 f E N q: 1 .
Pra ue%m){ (@) /QGM }

Defina
Ay = ueangf(Q) {E,\l(u) : /Qa lul? =0, |uly = 1} .

Pelo Capitulo 3, temos que oy, € B\, sao bem definidos e alcancados. Além disso,

ang <0 para A > Ap, By, o >0e Ay > 0.
Lema 4.2.1. 55, > 0 para A\ > \;.

De fato, como f3, , é alcangado, entao suponha que u > 0 é uma funcao que alcanga o

minimo em [ 4, ou seja,

(=A)Yu+ (V= A)u=[ba(z) wi™t,
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Usando a desigualdade (4.8]), para o caso sub-critico, temos

1+’y 1+~
/Qa(x) = T < —(A=X\1) /¢ (4.10)

Tomando v = ¢ — 1, obtém-se

mﬂémmwmwxs—u—An/uz%wﬁWMx

Q

por hipoteses, sabemos que / a(z)¢f(x)dx <0 e A — A > 0. Portanto, 5y, > 0. O

Q
oo = inf {F : % =0 =1p.
=t (B [l =0 -1}

Agora mostraremos que fy e ay sao bem definidos, Sy > 0 e A > 0.

Seja

Proposicao 4.2.2.
a) A5, > limsup A, > lunmf Ay = A" > 0.
q—2%

b) ay € bem definido, para A prozimo a ;.

c) B € bem definido. Para \y < X < A\ + \*, temos

0< hménfﬁ)\q < limsup 4 < Ba.

q—2%

Demonstragao.

a): A seguir provaremos que lim i2nf A, > 0. Seja u, uma fungao que alcanga A;, ou seja,
q—23

&mmzwmﬁ+4wwmm%ﬁzx

com |uglo =1e / a(z)|u,|? = 0. Suponha por contradigao que lim iznf A, = 0. Entao
0 q—=23

ammzw%W+Awumm%P+0
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Logo, |Ju,l]* + /(V — M)|uy|* < o(1). Pelo Lema [3.1.1]e tomando ¢ < 1, obtém-se
Q

C+ CAV|,

2
<
[[ugll” < 1

Portanto, ||u,|| é limitada, entdo existe u, € X§(§2) tal que a menos de subsequéncia

u, — uem X§(92), quando ¢ — 2% com
|U|2 =1le E)\l (U) < 0.

Deste modo, Ey, (u) = 0, pois Ey, (u) > 0. Observe que,

/Q(v )l — /Q(v )l

Dai, segue que u, — u em Xj(£2). De fato,

2« Yim; 2 <1 _ 2
< timinf 2 < Ty | (3= V)l

- / (v = V)l = ]l

Assim,

/ a(r)u* = lim a(z)ul =0
Q

=25 Jq

e como E), (u) = 0, entdo u é uma autofuncao associada a \i, ou seja, u é multiplo de ¢y,

a qual contradiz a hipotese, pois / a(x)gzﬁfz < 0. Portanto, \* > 0.
Q

Agora provaremos que, A" < A3,. De fato, seja u € CH(2) com u > 0 tal que
luls = 1, / a(r)u® =0e By, (u) < As: + €.
Q

Se existe uma sequéncia infinita ¢ — 2¥ tal que /a(x)uq = 0, segue que \* < Aj.. Se
Q
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nao, existe uma sequéncia infinita ¢ — 27 tal que

ou /a(x)uq >0, Vq (4.11)
Q

ou /a(x)uq <0, Vgq. (4.12)
Q

Suponha que (4.11) se satisfaz. Defina

/Q a(x)u?

" [ atwyr = [ et

Entao a(q) € [0,1] e a(q) — 0, quando ¢ — 2%. Seja

vy = (a(q)dr + (1 — a(g))u?)"?.

Como ¢1,u € X§(Q2), segue que v, € X5(2), v, >0 e

/Qvg - /Qa (a(q)éy + (1 — a(q))u?)

[ —ap + [

Q
= —/auq+/auq:0.
Q Q

Por outro lado, v, — u, quando ¢ — 27. Como consequéncia, temos

o) < X () <hul+ [ - xlup

< A +e+o0o(1), quando ¢ — 2.

Portanto, A* < Aj.. Agora suponha que (4.12) ocorre, entdo que existe uma sequéncia

q — 2% tal que / a(r)u? < 0. Seja up > 0 em C'(Q) tal que
Q

/Qa(a:)uq > 0.
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Defina

vy = (alg)uo + (1 — a(q))u?)"/?

Lm@m

Mw:Lq@m—Aq@%'

Como no caso anterior, concluimos que A* < A,.
S

onde

b): «y é bem definido, ou seja, ay > —oo. Por contradi¢ao, suponha que existe uma

sequéncia A, — A; e uma sequéncia de fungdes (u,,) com wu, > 0 tal que

/auf} =—1e Ey, (u,) = ||ua||* + /(V — X)) |un]? = —oo.
Q Q

Dai, / A2 — 0o. Definimos
Q

assim, / awd — 0 e |wy|e = 1. Além disso, para n grande
)

HumH2+-/£U/—-AnNumF = By, (wn)
E)\ (Un)

Hwn|!2+/Q<V—An>\wn|2 <o,

u2

n
Q

Dai, pelo Lema (3.1.1] segue
(1=l = ColV]y = Ml <l + [ Vil =2 [ fun? < (1)
Q Q

Fixando, € < 1, temos

C + C:|V|,

2
<
Jnl? < =222

Assim, [Jwy,|| é limitada. Como X§(€2) é reflexivo existe uma subsequéncia fracamente
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convergente, ou seja, w, — w em X(€2) com w > 0. Como A, — A;, entdo
lwla =1, e E) (w) <0.

Assim, F), (w) =0, desde E), (w) > 0. Concluimos que, w, — w em X§(2), entdo

/awzs =0.
Q

Como E),(w) = 0, segue que w é uma autofuncdo associada a A, ou seja, w é miltiplo

de ¢1, a qual é uma contradicao, pois /
Q

¢): Podemos provar que ) > —oo, como fizemos em (). Dado € > 0, e u > 0 tal que

agb?s < 0. Portanto, oy > —o0.

/au2: =1e E\(u) <pB\+e.
Q

1
Entao / au? > 5 para ¢ proximo a 2¥. Tomando,
Q

s

u

Para ¢ suficientemente proximo a 27, tem-se

@\’q < E,\(vq) < E,\—(u)

Como Sy, > 0, segue

0< limiZHfﬂ,\yq < limsup 4 < Ba.
q—23

q—23

O

Agora vamos provar alguns resultados concernentes aos problemas variacionais a4 e

ﬁk,tr

Proposicao 4.2.3. As sequintes convergéncias sao vdlidas:

i) ,\hji\ll arg=0an,=0, para 2 <q <2}
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o _ - .
i) Jim B = B pare 2< ¢ <2

Prova.
item i): Suponha por contradigdo que o item i) nao se satisfaz, ou seja, existe a < 0 e

uma sequéncia (uy) em X§(Q) de A € R com A\ — Ay, tal que
Bx(uw) = [ualP+ [ (V=N <a
Q

e uy > 0. Se (uy) ¢ uma sequéncia limitada e como X3(§2) é uma espaco reflexivo, entao

existe uma subsequéncia de (uy) tal que
uy —u em X;(Q).

Assim,
&mo=MW+/wummﬂga<o
Q

na qual é absurdo, pois E), (u) > 0. Por outro lado, se |uy|s — co. Defina

Ux

Wy = 77—,
|UA\2

— 0. Também

entao |wy|3 =1e /aw§ =Tl
2

HMW+/W—MM§—&WQ

E
mwﬁ+/vw%nh/w§=: A1) oy,

Dai, pelo Lema [3.1.1] e tomando € < 1, obtém-se

12 < C+ C.|V|,
- 1—e

[|wx

Portanto, [|w,|| é limitada, entdo existe w € X§(€) tal que a menos de subsequéncia
wy — w em X§(2) com

w3 =1 e By, (w) <0.
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Assim, F), (w) =0, desde que E\,(w) > 0. Note que,

Jv et~ [ -au

dai, segue que wy — w em X§(Q2), entdo

/awq:().

Logo, w é uma autofuncao associado a A, ou seja, w é miltiplo de ¢;, o qual é uma

contradi¢ao desde que / a¢l <O0.

item ii). Defina

B = limsup B 4,
)\%)\1

Como \ > Ay, segue que (§ < Brr.q- Seja uy tal que

(=AY uy+ (V=XNuy, = B aui_l,
q (4.13)
/au)\ = 1.

Como na demonstragdo da primeira parte, obtém-se que (uy) ¢ uma sequéncia limitada
X§(£2). Dai, existe uma subsequéncia de (uy) tal que uy — v em X§(€2). Tomando limite

quando A — A, temos

Bang < llull? + /(v <P

comu > 0e /auq =1, logo, segue que 3 > B.q- Dai, desde que B < Bai.q SEGUE que

limsup By 4 = B, q-
)\*})\1

Assim,

Prig < By (u) < liminf 5y g < limsup g = Ba,q-
1

>\—>)\1

Portanto,

/\h_g\ll Brg = Brrg-



4.3 Multiplicidade de Solucoes 77

A seguir apresentamos o seguinte resultado que sera ttil na demonstracao do Teorema

(4.0.1)), cuja demonstragao pode ser encontrada em [36, Lema 6].
Teorema 4.2.4. Seja uma funcio ¢ € C(RYN). Entio o operador commutador
[0, (=A)2] = L*(RYN) ¢ compacto, ou seja,

© ((—A)%un) — (=A)2pu — 0 em L*RY)

sempre que u, — 0 em X§(Q2), quando n — oco.

4.3 Multiplicidade de Solucoes

Uma das principais dificuldades para provar o Teorema se deve a perda de
compacidade da imersao X3(Q2) < L?*(2) por isso em geral, a condigao de Palais-Smale
nao se verifica. Para superar essa dificuldade usamos o Principio de Concentracao e

Compacidade estabelecido por P.L. Lions em [33].

Lema 4.3.1 (ver [40]). Seja Q C RY um subconjunto aberto, e seja (u,) uma sequéncia

fracamente convergente a u em X3(2) quando n — oo e tal que

(A Punl? =i e funf?

*
5 N\
V?

23

2 (RN) ou existe uma

onde | e v sao medidas nao negativas. Entao, ou u, — u em L

sequéncia de pontos (x);er em € e uma sequéncia de nimeros positivos (v;)jer tal que

% + Zéxjyj, V; > 0.

jel

v=|u

Além disso, existe uma medida positiva i € M(RYN) com supji C Q e uma sequéncia de

nuimeros positivos (f1;)jer tal que

W= ’(—A)S/2U‘2 + 0+ Zézjuj, Wi > 0,

jel
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2
v < K(N,2)%u,

J

onde K é melhor constante de Sobolev, ou seja

/RN |(—A)5/2u|2dx
K(N,2)= inf

)
uEX§ Q) % da
RN

z; € RY, 0z, sao medidas de Dirac em x;, puj e vj sao constantes.

4.3.1 Demonstragao de Teorema (4.0.1

Nosso objetivo nesta secao é provar o Teorema[4.0.1] aplicaremos a Proposi¢ao|4.2.3] Lema

com metodos variacionais, ou seja, se u atinge a, (respectivamente 3, ), u satisfaz
(=A)Yu+ (V=N u=—ayau®"",

respectivamente

(=A)u+ (V=N u=prau®"".

Dai, u; = cu é solucdo do problema ou up = cu é uma solucao do problema (4.1,
para algum c e ¢ respectivamente.

Prova. |[Demonstracdo do Teorema A prova do Teorema serd dividida em duas
partes.

Primeira Parte: Provaremos a existéncia de solugoes para a;, com A suficientemente

proximo a A;. Pela Proposicao 4.2.3] temos

lim ay = 0.
)\—))\1

Tomamos \ suficientemente proximo a Ay para obter

—ay < K(N, 2)_2 (sup \a])72/2:
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e /\</\1+>\*.

Seja (u,) uma sequéncia tal que u, > 0 é uma solugao do problema (4.1]) definido para

ay g, OU S€ja,

(=AY uy + (V=N u, = —ayga(z) ud ™t

q

A seguir provaremos que (u,) é uma sequéncia limitada em L?*(RY). Suponha por

contradigdo que |uy|e — 0o. Defina

Uq
"
! |ugl2
com wy >0, |wyla=1e
B (ug)
B = o+ [ (v = 3w = 222 < o),
q12

Dai, segue que |lw,|| é limitada, assumimos que

wy, = w em Xj(Q)

co1m

w>0, lwh=1 e Ex(w) <0.

Se / aw® =0, entdo \* < 0, isto é uma contradicdo pois A* > 0. Agora se / aw?
Q Q
Defina
w
v= 1/2;
()
Q
Assim, /auQi =1le
Q
E)\ w
By < By(u) = — 2

entao

(4.14)

5> 0.
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Pelo Lema [4.2.1] 5, > 0, logo segue que

5)\ =0= E)\(’LU)

Como FE) é fracamente semi-continuo inferiormente, tem-se

E\(w) =0 < liminf Ey(w,) <0.

q—2

Portanto,

Ey\(w) = lim E)(w,).

q—23

Dai,

/ alw* = lim [ alw,|? =0,
Q =25 Jq

aw* > 0. Finalmente suponha que /aw% < 0. Como

isto € uma contradicao, pois /
Q

Q
w, — w em X§(Q2) e pela imersao continua de X < L% tem-se

wy — w em L*(Q).

Logo, como o Laplaciano fracionario é um operador que mantém a convergéncia fraca,

segue que

com p e v medidas. Aplicando o Principio de Concentragao e Compactacao Lema [4.3.1]

temos que existe um conjunto finito de pontos zq,---,x, € () e numeros positivos
iy s g € Vi, Vg tal que
(=A)Pwy | — > [(=2)Pwl + ) 6., (4.15)
jeI
|w, % Ny = |w LI Zyjéxj. (4.16)

Jel
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—1

Como /Qawg = e e usando (4.15) e , obtemos
al2

Bx(uw) > [+ [ =2tz [0 20+ [V =0

De (4.14) e como E\(w,) — Ex(w), segue

Ex(w) <= u,

jer
e pela unicidade do limite, obtém-se
/awzz + Z via(z;) = 0.
jeI

Por outro lado, defina

Como / aw® < 0, temos
Q

entao

2/25
S < ()
jel Q
2/2
< —ay (Zyia(xi))
< —an )y (valx)?®

< —aysup|a/Y#K(N,2)? Z 1L

52,“%7

IN

(4.17)
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para algum 0 < 1. Obtemos que p; = 0, entao v; = 0. De (4.17)), deduzimos que

/aw25 =0,

na qual contradiz a hipotesse. Portanto, (u,) é uma sequéncia limitada em L*(Q2). Além

disso, como

Qrng > (A1 — A)/ |uq’2
Q

a sequéncia ay , ¢ também limitada, entao existe uma subsequéncia de ) 4 tal que
ayg — a em R,

E claro que, @ < ay. Como (u,) é uma sequéncia limitada em L(€2) e X3(€2) é reflexivo,

entao existe uma subsequéncia de (u,) tal que
u, = u em X;(9)

e u, satisfaz

(=APug+ (V=Nu, = —angaul™,
(4.18)
/aug = -1,

passando ao limite quando ¢ — 27, temos

(=A¥u+(V-Nu = —aau®1
* (4.19)
/auQs = —1.

Multiplicando a equagao (4.18)) por u,p onde ¢ € C5°(£2), temos

(—A) uquqp + (V — A) ug@ = —Qygaugp,
/(—A)Suqqup + / (V—=Nulp = —/a,\gauggo
J I8 208y gl + [ (v =Nue = —ay, [auge
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Usando o Teorema implica que

J 182080 o+ o) + [ (V=N up = —an, [augo

/ (=AY, P+ o(1) + / (V= N 2o = —ang / aulp. (4.20)

Passando ao limite a equagao (4.20)), quando ¢ — 2% e usando o Lema de Concentragao e
Compacidade existem duas medidas positivas p e v compactamente soportadas em
2, um conjunto enumerével de pontos x; em €2 e uma sequéncia de nlimeros nao negativos

v; e u; tal que

(—A) P = = (=) + 3 i,

jeI

- V= |u’2;+zyj5$j7

jel

entao

/ug@+o(1)+/(V—/\)u2<p:—a(/a <U2:+ZV1'%> cp),

/W +o(1) + / (V=N udp = —a </ auFo+ Y V,-a(xi)go(xi)) . (4.21)

Multiplicando a equacao (4.19) por up onde ¢ € C§°(Q2), obtém-se

*

au®

(~A)Yuup+ (V= Nup = —

/ (—A) uup + / (V- Nu2p = —

JIEar 2oy ug + [ (v -xute = —a [are,

Ql

.
au®

=]
—

pelo Teorema [4.2.4] temos

J1Earmupe o+ [ =nute= < [auy,

/ (V= N o = — / (=AY 2uf2p — a/au%gp —o(1). (4.22)



4.3 Multiplicidade de Solucoes 84

Substituindo (4.22)) na equagao (4.21)), deduzimos que

o= [1-a7Pupe—a [anto = -a( [auto s D vatwet).

assim,

/ o / (AP = —a S via(r)pla). (4.23)

Usando a Decomposicao do Teorema de Radon-Nikodym de p = p* + p®, onde p é a

parte absolutamente continua de p e pu® é a parte singular de u, tem-se

pe = [(=A) Pl (4.24)

Zﬂi5m = p’=—ava(x;)d,,. (4.25)

Primeiro suponha que z; ¢ tal que a(x;) < 0, entao u; = v; = 0.
Por outro lado, multiplicando a equagao (4.18) por u, e passando ao limite, quando

q — 2%, segue que

Ju))® + / (V-Nu?*=-a (/ au® +) yiam)) :

e ja4 que funcional FE, é fracamente semi-continuo inferiormente , entao

Se / au® =0, isto contradiz o fato que A € (Ay, A; + \*). Se / au® > 0, obtemos uma
Q Q

contradicao, desde que
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De isto, obtemos que

Por outro lado, da identidade

2*
au® 4+ Y via(x;) =—1,
>

implica que ZVM(%) <0, e ja que a(x;) > 0, entao va(x;) = 0 para todo i. Usando
(4.25), obtemos

/auzz:—l e p;=0.
Q

Assim,

o < fulP+ [V =0 = [1=ay2uf 4 [V - ne —a <

Assim, @ = a), e u, converge fortemente em X (€2). Portanto, a, é alcancado.

Segunda Parte: Como

lim ay =ay, =0
A=A ! ’

podemos escolher \ suficientemente proximo a A, para obter:
ay > — (sup la|*% K (N, 2)%).

Seja u, uma fungao tal que 3, é atingido.
Afirmacdo: (u,) € limitado em L?, quando ¢ — 2%. Seja (u,) uma sequéncia de fungoes

tal que
/augz =1 e E\(uy) = Brg
Q

Suponha por contradi¢ao que |u,| — co. Defina

Uq

B |uq|2.

Wq

Como na Primeira Parte, temos que existe w € X§(€2) e uma subsequéncia de (w,) tal
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que w, = w em X§(Q) comw >0, lwy=1e

|w||* + Z,ui + /(V —Mw? <0,

/Qan: + Z via(z;) =0 (4.26)

onde (p;) e (1;) sdo sequéncias como no Lema [4.3.1]
Suponha primeiro que / aw?* = 0. Como
Q

Ey(w) = [lu]? + / (V- Nu? <0,

entao tem uma contradicao com A* > 0. Suponha que / aw? > 0, entdo pela definicao

Q
de (3, conseguiriamos que

2/2;
B (/ aw23) < |lwl|]* + /(V —Mw? <0,
Q

desde que B, > 0, entdao By = 0 e também F)(w) = 0. Pela semi-contiuidade da |.|],
temos

E\(w) =0 < liminf Ey(w,) <0,

a2
ou seja, By (w,) — Ex(w) e assim a convergéncia forte se satisfaz. Dai

* .
/awzs: lim [ aw] =0,
Q

=2 Jq

a qual é uma contradicao pois /aw2: > (. Finalmente suponha que /aw2z < 0,
Q Q

podemos escrever

2/2:
ay (—/aw2§) < HwH2+/(V—)\)w2 < —Z,ui
0 i
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2/2%
Zui S - (ZW’@(%N)

< —on 3w Flalw) P
< —aysup|a/Y*K(N,2)? Z L
<

52:!%

para algum 0 < 1. Entdo p; = 0 para todo 4, assim v; = 0. Da equagao (4.26)), obtemos

/ans =0,
Q

o que ¢ absurdo. Portanto, (u,) ¢ limitada em L.
Seja

0 = (K(N, 2) 2 sup |a|_2/2*' - B,\l)

N | —

e suponha que \ é suficientemente proximo a A\; para garantir que
|CY,\‘ < 0.

Seja (u,) uma sequéncia de fun¢oes minimizante para [, ,. Entao

(=A)Yu,+ (V=Nu, = By aug_l,
(4.27)
/aug = 1,

como (u,) é limitada em L? e (),) é também limitada, entdo de fato (u,) é limitada em

X§(€), entao existe u,~y tal que

u,—~u em Xj(Q) e

Brg =y em R,

além disso,

v < B < By
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Passando ao limite a equagao (4.27) quando p — 2%, temos
(=AYu+(V—=Nu=vyau*"". (4.28)

Multiplicando (4.27) por u,p e (4.28) por up, onde ¢ € C§°(2), e seguindo o mesmo

procedimento da primeira parte, obtém-se
/ (n+ (=A)"%u) o =~ <Z VM(%)@(%)) ;

onde p e v sao medidas positivas dadas no Lema pela Decomposicao do Teorema
de Radon-Nikodym de

o=+,
onde p* é a parte absolutamente continua de p e p® é a parte singular de pu, segue

W= |(=A)y P, (4.29)

Z Widy, = p'=r Z Vi a(x;) Oy, - (4.30)

Dai, v # 0, pois se v for 0, entao u; = 0, assim v; = 0, também teriamos que

ull? + /(v =0

/auQs =1,

isto é absurdo, por exemplo podemos supor que A nao é um autovalor, entao v > 0. Além

disso, se ; & tal que a(x;) < 0, obtemos que p; = 0, entdo v; = 0. Como p% = |(—A)%/?ul|?

e integrando (4.28)), temos

lull2 + /(v 2 = / (= A)2y)? + /(v 2 = 7/au2:.
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Por outro lado, da identidade
/auzz + ZWG(%’) =1.

Temos que se /au2§ > 0, implica que Z via(z;) < 1. Agora, suponha que /aqu <0,
entao

Vg = Zyia(xi) > 1.

2/2
Q) (—/au2§) < Hu|]2—i—/(V—)\)u2 —’y/a'zf;.

.
Como /auQS =1 —,, segue-se

2/23
2*
any (—/au S)
2 _
2\ % '
—_— au S
Q)

e também

I
|
)
/”T‘\\
)
I
o3
~

IN
|
|

(65Y
dai . .
23 25
2—2%F 2T 2
s () (2)
Qi) Y
entao
o 1/1—%
ve <1+ <—J> . (4.31)
Y

Se a(z;) < 0, entdao u; = 0, assim v; = 0. Se a(z;) > 0, pela desigualdade (4.31)), segue

que

1/1-%

_O{)\ 3 .

via(z;) <1+ (—) , para todo 7.
fy
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Finalmente, desde que p; = v(v;a(x;)), tem-se
1/1—2
via(z;) —ary 2
= vz |\ <_) )
1 (=) !
5
v;,a\x; v;a\x; —Q
. @) @ | (1 (=
— Q) l/l_f — Q) 1/1_£ ’y
1+ <T> 1+ (T)
1/1-% -3¢
QA ° 2 =
< v (1+ (—) ) K(N,2)"sup |a|*
8
< o (14 22 KOv2PswlalE g
Y
< K(N,2)*supla % wi (v — an)
< dp;, para algum 0 < 1,
assim p; =0 e v; = 0. Portanto,
/au23 =1.
Logo,
<l [ =N = [laya [ ne <o,
entdo ), = ~. Portanto, © € um minimo para (3. |
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Capitulo

5

Apéndice

Neste apéndice, enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo de

nosso trabalho.

Defini¢ao 5.0.1. Seja 1 < p < 0o. O espago de Lebesgue LP(2), é o conjunto de todas

fungoes mensurdveis f: Q — R tais que || f||, < oo, onde

i1 =( !f(:v)lpdu);- 6.1)

Para p = oo, L>®(QQ) € o conjunto de todas fun¢des mensurdveis, f : Q — R tais que

| flloo < 00, em que
Il = supess|£(@)| = inf { B> 0 (€ 0 7] > BY) =0},

Denotaremos a norma de f € LP(2) por

= [ roran) "

Lema 5.0.2 (Desigualdade de Young). Sejam a > 0, b > 0 e p,q conjugados com p €
(1,400). Entao,
a? b

ab < — + —.
p q
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Prova. Se a = 0 ou b = 0 a desigualdade se satisfaz. Se a > 0, b > 0 e como a func¢ao

logaritmo natural é concava em (0, +00), temos

1 1 1 1
In (—ap + —bq> > —Ina” + -Inb? =1In(ab),
p q D q

j& que a funcao logaritmo natural é crescente, obtemos

1 1
ab < —aP + -b1.
p q

Lema 5.0.3. Sea>0,b>0¢e1 <p< oo, entdo
(a+b)P <2071 (aP +1P).

Prova. Ver [3, Lema 15.2].

Para demonstracao dos seguintes resultados ver Lema 2.1 em [I4].

Proposicao 5.0.4. Para p > 2, existem constantes positivas Cy, c(p) tal que, para

todo £,m € RN, se satisfaz

1€ —nl” < clp) (IEP26 = InlP~2n) (€ —n).

b)
|1€[P72¢ — nP~2n] < Gy (€] + In)"~2 1€ — . (5.2)

Lema 5.0.5. Sejap > 1 ec € (0,1]. Entio
lal? < [P + cpe|bP + (1 + cpe)e' Pla — bf?

a,beRY, ¢, = (p—1)y(max{p — 2}) onde v é a fungdo gamma.

Ver domonstracao em [12], Lema 3.1.



93

Proposicao 5.0.6 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2) e g € LI(f2). Se 1 <

p,q < 00, p e q sao conjugados, entio fg € L'(Q) e

/fgdu < [flplglq-

Prova. Ver [10] Teorema 4.6, pag. 92.

Corolario 5.0.7. Seja Q C RY um conjunto aberto. Entao C5°(Q2) é denso em LP(Q)

para qualquer 1 < p < 0.
Prova. Ver [10] Corolério 4.23, pag. 109.

Teorema 5.0.8. Seja X um espago de Banach reflexivo e seja (x,)nen uma sequéncia

limitada em X. Entao existe uma subsequéncia (T,, )ren que converge fracamente em X.
Prova. Ver [10] Teorema 3.18, pag. 69.
Teorema 5.0.9 (Lema de Fatou). Seja (X, M, u) um espago de medida.

i) Seu,: X —[0,00) é uma sequéncia de fungoes mensurdveis, entao

/liminfundp,gliminf/ UpdfL.
X X

n—oo n—oo

i) Se u, : X — [0,00) é uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que u, < v, para

alguma func¢ao mensurdvel v: X — [0,00) tal que / vdu < oo, entao
X

n—oo n—oo

/limsupundu > limsup/ Und .
b's b's

Prova. ver [24] pag. 516.
Teorema 5.0.10 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (X, M, p)

um espaco de medida e u, : X — R uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis tais que

lim u,(z) = u(x), p-¢.tp. xeX.

n—o0



94

Se existe uma funcao integrdvel g tal que
ju(@)| < g(x), p-gtp. z€X
e para todo n € N, entao u € Lebesque integrdvel e

lim undu:/ uds.
X X

n—o0

Prova. Ver [24] pag. 518.

Definicao 5.0.11. Seja Q C RY um subconjunto aberto e 0 < o < 1. Dizemos que uma

funcao u : Q — R € Hélder continua com expoente o, se existe uma constante C' > 0 tal

que

lu(z) —u(y)| < Clez —y|%, para todo z,y € €.

Definimos o espago C%*(Q) como sendo o espaco de todas as funcoes limitadas que sGo

Hélder continuas com expoente o. Se Q0 € limitado, C%*(Q) € o espaco das fungdes

uniformemente Hdlder continuas com expoente o em ().

O espaco C%%(Q) é um espaco de Banach com a norma dada por

ulxr) —u _
lullgow = sup u(z)| + sup A =UWN g o coagy),

z€Q cyen T —yl®
z#Y
Defina
5:0 — Rt

r = §(x) = dist(z, RN \ Q).
Seja 0 < a < 1. Definimos os espagos

Q) = {u c Q) : 5% tem uma extensao continua em ﬁ} ;
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COoIm a norma

u
lellos = ’ 6o llpooe)”

O Q) = {u € ') : 6% tem uma extensao a-Holder continua em ﬁ} ;

dotado com a norma

ltllos = [lullos + sup “2/0@)" —uly)/o(@)®

z,y €Q |ZE - y|a
TH#Y

Definicao 5.0.12. Seja 2 um subconjunto aberto de RN e f: Q x R — R wuma funcao.

Dizemos que [ é uma funcao de Carathéodory se
i) f(-,t) é mensurdvel em Q) para todo t € R fizado;
ii) f(z,-) € continua em R para quase todo x € €.

Definicao 5.0.13. Sejam X e Y dois espacgos vetoriais normados. Dizemos que o espaco
X estd imerso em Y se existe [ : X —Y um operador linear, continuo e injetivo e uma
constante C' > 0 tal que.

[(z)[ly <Cllzllx, Y&elX.

Denotamos a imersao por

X —Y.

Dizemos que X estd compactamente imerso no espaco Y, sel : X — 'Y € linear, continuo,

compacto e injetivo.

5.1 Teoremas Variacionais

Definicao 5.1.1. Sejam X, Y espacos de Banach e U C X um aberto. Dizemos que um
operador F' : U — R € Fréchet diferencidvel em u € U, com derivada dF(u) € L(X,Y),
se

F(u+ h) — F(u) = dF (u)[h] + R(h),
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h
onde R(h) = o(||h|]), ou seja, }‘TELH) — 0 quando h — 0. F ¢ diferencidvel em U se F ¢

diferencidvel em todo ponto u € U.

Dizemos que v € U é um ponto critico de F' se a derivada de Fréchet de F' em u é
nula, ou seja, dF'(u) =0 em X*.

O método direto do calculo variacional consiste em obter a existéncia de solugao para
a equacao de Euler-Lagrange através da demonstracao da existéncia de uma funcao que

minimiza o funcional de energia associado.

Definicao 5.1.2. Seja X um espaco métrico. Um funcional J : X — R € semicontinuo
inferiormente (l.s.c.) em x se para cada sequéncia (x,) em X tal que x,, — x, temos

J(z) < liminf J(z,).

n—o0

Dizemos que o funcional J sob X € l.s.c. em X se é l.s.c. em todos os pontos de X.

Definicao 5.1.3. Seja X um espaco de Banach e Q0 C X wum subespaco. Dizemos que
J : Q — R € fracamente sequencialmente l.s.c. se para qualquer sequéncia (z,) C Q tal
que x,, — x em (), temos

J(z) < liminf J(z,).

n—o0

Definicdo 5.1.4. Seja X um espaco de Banach separable. Um funcional J : X — R ¢
chamado coercivo se

lim J(z) =00

llz[| =00

Uma vez que faremos uso de métodos variacionais em nosso trabalho, precisamos

definir o que sdo sequéncias de Palais-Smale (PS) e a condicdo de Palais-Smale.

Definigao 5.1.5 (Sequéncia de Palais-Smale). Seja X wm espaco de Banach e
J € CY(X,R). Dizemos que uma sequéncia (u,) em X € uma sequéncia Palais-Smale
(PS) para J se

J(u,) —=c e J(u,) =0, quando n — oc.

Definigao 5.1.6 (Condicao de Palais-Smale). Dizemos que J satisfaz a condi¢ao (PS)

se qualquer sequéncia (PS) tem uma subsequéncia convergente em X.
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A seguir apresentamos o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-
Rabinowitz. Este Teorema é um dos mais importantes da Anéalise Funcional nao Linear,

sendo de grande utilidade quando se estuda certos tipos de problemas elipticos

Teorema 5.1.7. Sejam X um espaco de Banach e J € CY(X,R) com J(0) = 0 tal que

satisfaz as sequintes condicoes
a) existem B,r > 0 tais que J(u) > B, para todo u € X com |ul]| =r
b) existe e € X tal que |le|| >r e J(e) <O.

FEntao, existe uma sequéncia (u,) C X tal que

J(u,) = c e J(u,) =0,

quando n — oo, sendo

0 = inf J(~v(t
< ¢i= inf max (v(1)),

I':={yeC(0,1,X) : v(0) =0, v(1) = e}.
Em particular, se J satisfaz a condicao (PS), entdo ¢ é um valor critico de J.

Prova. Ver [42] Teorema 1.55, pag. 12 e Teorema 1.17, pag 13.
O seguinte resultado é sobre pontos criticos que minimizam o funcional J quando é

limitado inferiormente.

Teorema 5.1.8. Seja X um espaco de Banach. Se J € CY(X,R) satisfaz a condicio

(PS) e € limitado inferiormente, entdo

c = inf J(x)

zeX
¢ atingido e € um ponto critico de J.

Prova. Ver [29] Proposicao 5.3.1, pag. 143.
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