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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados de existência, não existência e multiplicidade

de soluções positivas de problemas elípticos envolvendo o operador p-Laplaciano

fracionário e o Laplaciano fracionário no caso crítico, por meio de métodos variacionais,

sub-super solução e Teorema do Passo da Montanha.

Palavras chave: p-Laplaciano fracionário, Laplaciano fracionário, método de sub-

supersolução, métodos variacionais, expoente crítico.



Abstract

In this work, we present results of existence, non-existence and multiplicity of positive

solutions to elliptic problems involving the fractional p-Laplacian operator and the

fractional Laplacian in the critical case, through variational methods, sub-super solutions

and Mountain Pass Theorem.

Keywords: Fractional p-Laplacian, fractional Laplacian, sub-supersolution method,

variational methods, critical exponent.



Notações

Ω Representa um subconjunto aberto limitado de RN com fronteira suave.

Ω+ {x ∈ Ω : a(x) > 0} .

Ω− {x ∈ Ω : a(x) < 0} .

C∞0 (RN) Denota o espaço das funções suaves com suporte compacto emRN .

|u|p Denota a norma em Lp.

[u]s,p Representa a seminorma de Gagliardo.

Hs(RN) Denota o espaço de Sobolev fracionário com p = 2.

W s,p(RN) É espaço de Sobolev fracionário.

‖u‖s,p Denota a norma do espaço de Sobolev fracionário

Xs
p(Ω) É o subespaço de W s,p(RN) das funções com suporte em Ω.

Xs
0(Ω) Denota o subespaço de Hs(RN) das funções com suporte em Ω.

||u|| Denota a norma do espaço Xs
p(Ω).

p∗s Denota o expoente de Sobolev crítico fracionário.
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Introdução

Nosso objetivo neste trabalho é estudar existência, não existência e multiplicidade de

soluções positivas para equações elípticas envolvendo o operador p-Laplaciano fracionário

(−∆p)
s. O operador p-Laplaciano fracionário é um operador não-linear, não-local de�nido

sobre funções suaves por

(−∆p)
sϕ(x) = 2 lim

ε↘0

∫
RN\Bε(x)

|ϕ(x)− ϕ(y)|p−2(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dy, x ∈ RN

sendo Bε(x) = {y ∈ RN : |x−y| < ε} e s ∈ (0, 1). Está de�nição é consistente, a menos de

uma constante normalizada dependendo de N e s, com o operador Laplaciano fracionário

linear (−∆p)
s no caso p = 2. Para as motivações que levam ao estudo de tais operadores

ver [34] e [27].

O p-Laplaciano fracionário é um operador que aparece em muitas aplicações, tais

como: fase de transição, processamento de imagens, mecânica contínua, teoria dos jogos,

entre outros, ver Andreu-Mazón-Rossi-Toledo [2] e suas referências.

Nesta tese, primeiramente, estudamos a seguinte equação


(−∆p)

su = λ|u|p−2u+ a(x)uq−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(0.1)

onde Ω é um domínio limitado de RN com fronteira suave, 1 < p < q < p∗s,N > sp,

a : Ω→ R uma função contínua que muda de sinal e

p∗s =
pN

N − sp
,
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é o expoente de Sobolev crítico fracionário.

O segundo problema que abordamos é o seguinte


(−∆p)

su+ V (x)|u|p−2u = λ|u|p−2u+ a(x)|u|q−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(0.2)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado, suave com 1 < p < q < p∗s, s ∈ (0, 1), λ é um

parâmetro real, a : Ω → R uma função contínua que muda de sinal e V ∈ Lr(Ω) com

r > N/(ps).

O terceiro problema que estudamos envolve o operador Laplaciano fracionário no caso

crítico 
(−∆)su+ V (x)u = λu+ a(x)u2∗s−1 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(0.3)

onde Ω é um domínio limitado de RN com fronteira suave,N > 2s, V ∈ Lr(Ω) com r > N
2s
,

a é uma função contínua que muda de sinal em Ω e

2∗s =
2N

N − 2s

é o expoente de Sobolev crítico fracionário, λ é um parâmetro real.

O espaço de funções em que procuramos soluções é o subespaço linear fechado do

espaço de Sobolev frácionario, a saber

Xs
p(Ω) =

{
u ∈ W s,p(RN) : u = 0 a.e em RN \ Ω

}
.

Este tipo de problemas tem sido objeto de estudo por diversos pesquisadores. O

problema de p-autovalores fracionário para (0.1) foi estudado nos artigos Brasco-Parini [9],

Franzina-Palatucci [21] e Lindgren-Linqvist [32]. Del Pezzo, Fernández e López estudaram

o problema de autovalores para os problemas (0.2) e (0.3). Os resultados de regularidade

foram obtidos por Di Castro-Kuusi-Palatucci em [11], Iannizzotto-Mosconi-Squassina [26],
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Kuusi-Mingione-Sire [30] e Lindgre [31]. Resultados da existência e multiplicidade para

problemas quasilineares com p-Laplaciano fracionário foi investigado por Iannizzotto-Liu-

Perera-Squassina [27], Perera-Squassina-Yang [37] e Xiang-Zhang-Radulescu [43].

Problemas elípticos superlineares com non-linearidades inde�nidas no caso não

coercivo tem sido extensamente estudados. O problema (0.1) com s = 1 e p = 2, ou

seja, no caso do Laplaciano, foi estudado em [1, 4, 5, 35]. O caso envolvendo o operador

p-Laplaciano, i.e. s = 1 em (0.1), foi estudado em [6, 28, 17]. Para Ω = RN o problema

(0.1) com p-Laplaciano foi estudado em [19] e para a equação de quarta ordem no artigo

[13].

Em [25], Goyal e Sreenadh estudaram a existência e multiplicidade de soluções

positivas do problema

 −2
∫
RN
|u(y)−u(x)|p−2(u(y)−u(x))

|x−y|n+ps dy = λ|u|p−2u+ a(x)|u|q−2u em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(0.4)

onde Ω é um domínio limitado de RN com fronteira suave, N > ps, p ≥ 2, λ > 0,

p < q < p∗s e a : Ω → R é uma função contínua que muda de sinal. Os autores usaram

análise da aplicação �bração e variedade de Nehari para obter resultados locais, mostraram

a existência de duas soluções positivas para a equação (0.4) quando λ1 < λ < λ1 + δ, para

algum δ > 0.

Um resultado de existência no caso semilinear p = 2, foi obtido por Fu-Li em [23].

Em [23], os autores provaram que existe λ′ > λ1 tal que (0.1) tem uma solução positiva

para λ1 ≤ λ < λ′ e não tem soluções positivas para λ > λ′. Resultados sobre existência e

multiplicidade de soluções não negativas não triviais para o problema (0.2) com s = 1 e

V ∈ L∞(Ω) nos casos sub-crítico e crítico, foi obtido por I. Birindelli e F. Demengel em

[6]. A equação (0.3) com s = 1 e p = 2 foi estudado em [5], os autores utilizaram métodos

variacionais para obter resultados de existência de soluções.

Nossa motivação para o estudo do problema (0.1) foi partir dos resultados de Fu-Li

em [23], neste trabalho estendemos e melhoramos esses resultados obtendo uma segunda

solução para este problema. O estudo de existência e multiplicidade de soluções para os
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problemas (0.2) e (0.3) visa estender alguns resultados obtidos em [6] e [5].

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 1, apresentamos os

conceitos preliminares sobre os espaços de Sobolev fracionário, de�nições dos operadores

p-Laplaciano fracionário e Laplaciano fracionário, destacamos alguns teoremas tais como

de imersão, regularidade, densidade e o teorema de sub-super solução.

O Capítulo 2 é destinado ao estudo do problema (0.1), neste capítulo provamos os

resultados de existência e não existência de soluções para a equação (0.1). Aplicamos a

desigualdade de Picone, baseado nas ideias dos artigos [1], [6] e [16]; e usamos o método

de sub-super solução com o Teorema do Passo da Montanha para obter resultados de

multiplicidade. A prova deste resultado segue argumentos similares aos feitos em [1].

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo do problema (0.2). Demonstramos resultados de

existência e não existência de soluções por meio do método de sub-super solução. Em

seguida apresentamos resultados de multiplicidade, obtemos soluções da equação (0.2)

como os mínimos dos problemas variacionais

αλ,q = inf
u∈Xs

p(Ω)

{
‖u‖p +

∫
Ω

(V − λ)|u|p :

∫
Ω

a |u|q = −1

}

e

βλ,q = inf
u∈Xs

p(Ω)

{
‖u‖p +

∫
Ω

(V − λ)|u|p :

∫
Ω

a |u|q = 1

}
.

As técnicas variacionais utilizadas em [6] serviram de fonte de inspiração para o estudo

do problema (0.2) neste capítulo.

No Capítulo 4, primeiramente demonstramos condições necessárias para a existência de

soluções utilizando uma desigualdade similar à desigualdade de Picone para o Laplaciano

fracionário. Uma das principais di�culdades no estudo deste problema é a perda de

compacidade, ou seja, a condição de Palais-Smale não se satisfaz. Para superar essa

di�culdade usamos o Princípio de Concentração e Compacidade estabelecido por P.L.

Lions em [33]. Provamos resultados de multiplicidade de soluções do problema (0.3) por

meio de métodos variacionais, mais precisamente, consideramos os seguintes problemas
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de minimização

αλ = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
‖u‖2 +

∫
Ω

(V − λ)|u|2 :

∫
Ω

a |u|2∗s = −1

}

e

βλ = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
‖u‖2 +

∫
Ω

(V − λ)|u|2 :

∫
Ω

a |u|2∗s = 1

}
,

e mostramos que as soluções da equação (0.3) são obtidas como os mínimos de αλ e βλ;

a prova deste resultado foi baseada sobre as ideias de [6].

Finalmente no Apêndice listamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste

trabalho.
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Capítulo

1

Preliminares

Neste capítulo relatamos alguns resultados de fundamental importância para o

desenvolvimento dos capítulos posteriores. Faremos uma breve revisão de alguns tópicos

relacionados com os espaços de Sobolev fracionários, método de sub-super solução,

de�nimos o operador Laplaciano e p-Laplaciano fracionário e apresentamos algumas de

suas propriedades.

1.1 Espaços de Sobolev fracionários

Para qualquer função mensurável u : RN → R e 1 < p < ∞ de�nimos a seminorma de

Gagliardo por

[u]s,p =

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

.

Em particular, para p = 2, temos

[u]s = [u]s,2 =

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy

)1/2

.

De�nição 1.1.1. Seja s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,∞). De�nimos o espaço de Sobolev fracionário

W s,p(RN) como

W s,p(RN) =
{
u ∈ Lp(RN) : [u]s,p <∞

}
.



1.1 Espaços de Sobolev fracionários 15

Em particular, para p = 2, de�nimos o espaço de Sobolev fracionário como

Hs(RN) =
{
u ∈ L2(RN) : [u]s <∞

}
.

Teorema 1.1.2. Sejam Ω um subconjunto aberto de RN , s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,∞). O

espaço de Sobolev fracionário W s,p(RN) munido com a norma

‖u‖s,p =
(
|u|pp + [u]ps,p

) 1
p , (1.1)

onde |.|p denota a norma em Lp(RN), é um espaço de Banach.

Prova. Ver [18, Proposição 4.24].

Proposição 1.1.3. Seja p ∈ [1,∞), 0 < s ≤ s′ < 1 e Ω um subconjunto aberto de RN .

Seja u : Ω→ R uma função mensurável, então

‖u‖s,p ≤ C‖u‖s′,p,

para alguma constante adequada C = C(N, s, p) ≥ 1. Em particular

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω)

Prova. Ver [34, Proposição 2.1].

Teorema 1.1.4. Sejam s ∈ (0, 1) e p ∈ [0,∞) tal que sp < n. Se Ω é um domínio

limitado de RN , então existe uma constante positiva C = C(n, p, q, s,Ω) tal que para toda

w ∈ W s,p(Ω) temos

|u|Lq(Ω) ≤ C‖u‖W s,p(Ω),

para todo q ∈ [1, p∗s], ou seja, W s,p(Ω) estão continuamente imersos em Lq(Ω), com

q ∈ [1, p∗s] e é uma imersão compacta para q ∈ [1, p∗s).

Prova. Ver [34, Teorema 6.7 e Corolário 7.2].

Assim como no caso clássico em que se s é um número inteiro, toda função no espaço

de Sobolev fracionário pode ser aproximada por uma sequência de funções in�nitamente
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diferenciáveis.

Proposição 1.1.5. Para todo s ∈ (0, 1), o espaço C∞c (Rn) das funções suaves com suporte

compacto é denso em W s,p(RN).

Prova. A demonstração se pode encontrar em [18, Proposição 4.27].

SejaW s,p
0 (Ω) denotando o fecho das funções C∞c (Ω) na norma ‖·‖s,p de�nida em (1.1).

Da Proposição 1.1.5, segue que W s,p
0 (Rn) = W s,p(Rn). Porém em geral, para Ω ⊂ Rn,

W s,p
0 (Ω) 6= W s,p(Ω),

ou seja, o espaço C∞c (Ω) não é denso em W s,p(Ω).

Os problemas a serem considerados neste trabalho envolvem Ω um domínio limitado

de RN e condição de fronteira de Dirichlet. A seguir introduziremos o subespaço linear

fechado do espaço de Sobolev frácionario W s,p(RN) dado por

Xs
p(Ω) =

{
u ∈ W s,p(RN) : u = 0 a.e em RN \ Ω

}
,

com a norma ‖ . ‖ = [ . ]s,p. Em particular, para s = 2 de�nimos

Xs
0(Ω) =

{
u ∈ Hs(RN) : u = 0 a.e em RN \ Ω

}
,

dotado com a norma

‖ . ‖ = [ . ]s.

Teorema 1.1.6. O espaço Xs
p(Ω) = (Xs

p (Ω), ‖ . ‖) é um espaço de Banach uniformemente

convexo. Em particular, Xs
p(Ω) é re�exivo.

Demonstração. Seja 1 < p < ∞. Pelo Teorema 7.1 em [34], temos que Xs
p(Ω) é um

espaço de Banach. A seguir provaremos que Xs
p(Ω) é uniformemente convexo. Considere

a função

F : Xs
p(Ω)→ Lp(R2N)
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para cada w ∈ Xs
p(Ω) e x, y ∈ R2N , de�nida como

F (w)(x, y) =
w(x)− w(y)

|x− y|n+sp
.

Note que, F é uma isometria linear, pois

|F (w)|Lp(R2N ) =

(
|w(x)− w(y)|p

|x− y|n+sp

)1/p

= ‖w‖Xs
p(Ω) para cada w ∈ Xs

p(Ω).

A�rmação 1. F (Xs
p(Ω)) é uniformemente convexo.

De fato, sejam ε > 0 e f, g ∈ F (Xs
p(Ω)), tais que

|f |Lp(R2N ) ≤ 1

|g|Lp(R2N ) ≤ 1 e

|f − g|Lp(R2N ) > ε.

Como F (Xs
p(Ω)) ⊂ Lp(R2N), então f, g ∈ Lp(R2N) e já que Lp(R2N) é uniformemente

convexo, então existe δ > 0 tal que

∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥
Lp(R2N )

< 1− δ.

Logo, F (Xs
p(Ω)) é uniformemente convexo.

Finalmente, provaremos que Xs
p(Ω) é uniformemente convexo. De fato, consideremos que

ε > 0 e w, v ∈ Xs
p(Ω) satisfazendo

‖w‖ ≤ 1, ‖v‖ ≤ 1 e ‖w − v‖ > ε.

Como F é uma isometria, seque que

‖F (w)‖ ≤ 1, ‖F (v)‖ ≤ 1.



1.1 Espaços de Sobolev fracionários 18

Como F é linear, então

|F (w)− F (v)| = |F (w − v)|

= ‖w − v‖ > ε.

Assim, pela convexidade uniforme de F (Xs
p(Ω)), existe δ > 0 tal que

∣∣∣∣F (w)− F (v)

2

∣∣∣∣
Lp(R2N )

< 1− δ,

e pela isometria, temos

∣∣∣∣F (w)− F (v)

2

∣∣∣∣
Lp(R2N )

=

∥∥∥∥w − v2

∥∥∥∥ .
Portanto, Xs

p(Ω) é uniformemente convexo. �

A seguir apresentamos os Teoremas de imersão dos espaços Xs
p(Ω) nos espaços de

Lebesgue. Lembramos que o expoente crítico de Sobolev fracionário p∗s é dado por

p∗s =
Np

N − sp
.

Como Ω ⊂ RN é um domínio aberto limitado com fronteira suave, temos que o espaço

C∞0 (Ω) é denso em Xs
0(Ω):

Teorema 1.1.7. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto com fronteira contínua. Então para

todo u ∈ Xs
0(Ω) existe uma sequência ρε ∈ C∞0 (Ω) tal que ‖ρε − u‖ → 0 quando ε → 0,

ou seja, C∞0 (Ω) é um subespaço denso de Xs
0(Ω).

Prova. Ver [20, Teorema 6].

Teorema 1.1.8. A imersão Xs
p(Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua se q ∈ [1, p∗s] e é uma imersão

compacta se q ∈ [1, p∗s). Em particular, existe uma constante C > 0 que depende só de N

e s, tal que para todo v ∈ Xs
0(Ω)

|v|22∗s ≤ C‖v‖2.

Prova. Ver [34], Teorema 6.5 e Teorema 7.1.
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Lema 1.1.9. Seja (un) uma sequência limitada em Xs
p(Ω), então existe u ∈ Xs

p(Ω) e uma

subsequência (unk) a qual denotamos por (un), tal que valem as seguintes convergências:

un ⇀ u em Xs
p(Ω),

un → u em Lp(Ω), para 1 ≤ q < p∗s,

un(x) → u(x) q.t.p em Ω.

Prova. Como (un) é uma sequência limitada e Xs
p(Ω) é um espaço de Banach re�exivo,

pelo Teorema 5.0.8, existe uma subsequência na qual denotaremos por (un) e u ∈ Xs
p(Ω)

tal que un ⇀ u em Xs
p(Ω). Logo pela imersão compacta de Xs

p(Ω) ↪→ Lp(Ω), segue que

un → u em Lp(Ω). Além disso, pelo Teorema 4.9 em [10], concluímos que un(x) → u(x)

q.t.p em Ω. �

1.2 O operador p-Lapaciano fracionário

Seja p ∈ (1,+∞), s ∈ (0, 1), N > sp, o operador p-Laplaciano fracionário (−∆p)
s é um

operador não-linear, não-local de�nido sob funções suaves por

(−∆p)
sϕ(x) = 2 lim

ε↘0

∫
RN\Bε(x)

|ϕ(x)− ϕ(y)|p−2(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dy, x ∈ RN .

para cada ϕ ∈ C∞c (R). Está de�nição é consistente, até uma constante normalizada

dependendo de N e s, com o operador Laplaciano fracionário linear (−∆p)
s no caso

p = 2. Para as motivações que levam ao estudo de tais operadores ver [34] e [27]. Devido

ao caráter não-local do operador é natural trabalhar no espaço W s,p(RN) e expressar

a condição de Dirichlet em RN \ Ω ao invés de ∂Ω. De�nimos variacionalmente o p-

Laplaciano fracionário como o operador não-linear (−∆p)
s : Xs

p(Ω) → (Xs
p(Ω))∗, onde

(Xs
p(Ω))∗ o espaço dual de Xs

p(Ω), dado por:

〈(−∆p)
su, v〉 =

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy,
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para u, v ∈ Xs
p(Ω). Além disso,

〈(−∆p)
su, u〉 = ‖u‖p, ∀u ∈ Xs

p(Ω).

O próximo lema nos será útil no Capítulo 2, para mostrarmos que o funcional Jλ satisfaz a

condição de compacidade de Palais-Smale, a demonstração pode ser encontrada em [[22],

Lema 2.1].

Lema 1.2.1. O operador (−∆p)
s : Xs

p(Ω) → (Xs
p(Ω))∗ é monótono, contínuo e um

(S)+operador, ou seja Se un ⇀ u em Xs
p(Ω) e

lim sup
n→∞

〈(−∆p)
sun, un − u〉 ≤ 0,

então un → u em Xs
p(Ω).

Teorema 1.2.2. O espaço Xs
0(Ω) = (Xs

0 (Ω), ‖ . ‖) é um espaço de Hilbert com produto

interno

〈(−∆)su, v〉 =

∫
R2N

(u(x)− u(y)) (v(x)− v(y))

|x− y|N+2S
dxdy.

Prova. Ver [7, Lema 1.29].

1.3 Problemas quase-lineares

Este operador leva naturalmente ao estudo do problema quase-linear

 (−∆p)
su = f(x, u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(1.2)

onde f é uma função de Carathéodory sobre Ω × R satisfazendo uma condição de

crescimento

|f(x, t)| ≤ C
(
|t|r−1 + 1

)
∀ (x, t) ∈ Ω× R, (1.3)
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para alguma constante C > 0 e r ∈ (1, p∗s]. Seja I : Xs
p(Ω)→ R o funcional associado ao

problema (1.2), dado por

I(u) =
1

p
‖u‖p −

∫
Ω

F (x, u)dx,

para todo u ∈ Xs
p(Ω), onde F (x, u) =

∫ u
0
f(x, t)dt.

De�nição 1.3.1. Dizemos que u ∈ Xs
p(Ω) é uma solução fraca de (1.2), se I ′(u)ϕ = 0

para todo ϕ ∈ Xs
p(Ω).

O seguinte resultado mostra que as soluções fracas do problema (1.2) são limitadas

em L∞(Ω) e a demonstração pode ser encontrada em [[27], Teorema 3.1].

Teorema 1.3.2. Se f satisfaz a condição (1.3) e u ∈ Xs
p(Ω) é uma solução fraca da

equação (1.2), então u ∈ L∞(Ω).

Para a demonstração do Teorema acima no caso p = 2, ver [[26], Teorema 3.2].

1.4 Método de sub-supersolução

De�nição 1.4.1. Dizemos que u ∈ Xs
p(Ω) é uma supersolução (subsolução) fraca de (1.2)

se u ≥ 0 a.e em RN \ Ω e satisfaz a seguinte desigualdade para todo v ∈ Xs
p(Ω)

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy ≥ (≤)

∫
Ω

fvdx.

É claro que, u ∈ Xs
p(Ω) é uma solução fraca da equação (1.2) se ao mesmo tempo é

uma subsolução e uma supersolução fraca.

A seguir, fornecemos o seguinte resultado de sub-supersolução correspondentes ao

problema (1.2), a prova es adaptada da Proposição 3.1 em [15] que lida com a equação

elíptica (1.2) com p-Laplaciano.

Lema 1.4.2. Suponha que u e u são subsolução e supersolução da equação (1.2),

respetivamente. Então

inf
u∈M

I(u), M = {u ∈ Xs
p(Ω) : u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) a.e. x ∈ Ω},
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é alcançado em uma solução de (1.2).

Demonstração. Note que, Xs
p(Ω) é um espaço de Banach re�exivo e M é fechado

e convexo, assim M é fracamente fechado. Como I é um funcional coercivo em M e

fracamente semicontínuo inferiormente, então o ín�mo de I sob M é alcançado em algum

u.

A seguir, provaremos que u é uma solução fraca da equação (1.2). Seja φ ∈ C∞0 (Ω),

ε > 0 e de�na

vε := min{u,max{u, u+ εφ}} = u+ εφ− φε + φε,

onde

φε := max{0, u+ εφ− u}

e

φε := −min{0, u+ εφ− u}.

Desde que M é convexo, segue que (1 − t)u + tvε ∈ M . Além disso, como u minimiza I

sobre M , tem-se

I(u) ≤ I ((1− t)u+ tvε) ,

então

I (u+ t(vε − u))− I(u) ≥ 0,

I é diferenciavél na direção vε − u e tomando t > 0, obtemos que

I ′(u) · (vε − u) = lim
t→0+

I (u+ t(vε − u))− I(u)

t
≥ 0.

Logo, segue que

0 ≤ 〈I ′(u), vε − u〉 = 〈I ′(u), εφ− φε + φε〉 = ε 〈I ′(u), φ〉 − 〈I ′(u), φε〉+ 〈I ′(u), φε〉 .

Daí, concluímos que

〈I ′(u), φ〉 ≥ 〈I
′(u), φε〉 − 〈I ′(u), φε〉

ε
. (1.4)
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Como u é uma supersolução da equação (1.2), temos

〈I ′(u), φε〉 = 〈I ′(u) + I ′(u)− I ′(u), φε〉

= 〈I ′(u), φε〉+ 〈I ′(u)− I ′(u), φε〉

≥ 〈I ′(u)− I ′(u), φε〉

= 〈(−∆p)
su− (−∆p)

su, φε〉Xs
p(Ω) −

∫
Ω

[f(x, u)− f(x, u)]φε dx

= 〈(−∆p)
su− (−∆p)

su, φε〉Xs
p(Ωε)

−
∫

Ωε

[f(x, u)− f(x, u)]φε dx

≥ 〈(−∆p)
su− (−∆p)

su, u+ εφ− u〉Xs
p(Ωε)

−
∫

Ωε

[|f(x, u)− f(x, u)|] (u+ εφ− u)dx

≥ 〈(−∆p)
su− (−∆p)

su, εφ〉Xs
p(Ωε)

+ 〈(−∆p)
su− (−∆p)

su, u− u〉 −∫
Ωε

[|f(x, u)− f(x, u)||εφ| − |f(x, u)− f(x, u)||u− u|] dx

≥ ε 〈(−∆p)
su− (−∆p)

su, φ〉Xs
p(Ωε)

− ε
∫

Ωε

[|f(x, u)− f(x, u)|] |φ|dx

onde Ωε = {x ∈ Ω : u(x) + εφ(x) ≥ u(x) > u(x)}. Note que |Ωε| → 0 quando ε→ 0. Daí

pela continuidade absoluta da integral de Lebesgue, segue que

〈I ′(u), φε〉 ≥ o(ε), as ε→ 0.

De maneira similar obtemos que 〈I ′(u), φε〉 ≤ o(ε), e de (1.4) podemos concluir que

〈I ′(u), φ〉 ≥ 0.

Invertendo o sinal de φ, tem-se

〈I ′(u),−φ〉 = −〈I ′(u), φ〉 ≥ 0.

Portanto,

〈I ′(u), φ〉 = 0, ∀φ ∈ C∞0 (Ω).

Já que C∞0 (Ω) é denso em Xs
p(Ω), segue que I ′(u) = 0. Daí, conclui-se que u resolve (1.2).
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A seguir apresentamos um resultado do Principio do Máximo Forte para (−∆p)
s:

Teorema 1.4.3. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de RN . Seja s ∈ (0, 1), p ∈

(1,∞) e u ∈ Xs
p(Ω) uma super-solução fraca de (1.2) tal que u ≥ 0 em Ω e suponha que

u 6≡ 0. Então u > 0 a.e em Ω.

Ver demonstração em [[39], Teorema 1.2].

Seja u ∈ Xs
p(Ω) uma solução fraca do problema (−∆p)

su = f(x, u+), ou seja,

〈(−∆p)
su, ϕ〉 =

∫
Ω

f(x, u+)ϕdx, para toda ϕ ∈ Xs
p(Ω).

Como estamos interessados em soluções positivas do problema (Pλ), então

consideremos uma solução fraca de (−∆p)
su = f(x, u+) e fazendo ϕ = u−, provaremos

que u− = 0. De fato, desde que u é uma solução fraca, temos que

I ′(u)ϕ =
〈
(−∆p)

su, u−
〉
−
∫

Ω

f(x, u+)u−dx = 0.

Assim, 〈(−∆p)
su, u−〉 = 0. Como

〈
(−∆p)

su, u−
〉

=

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(u−(x)− u−(y))

|x− y|N+sp
dxdy = 0.

a) Para p = 2

(u(x)− u(y))(u−(x)− u−(y)) = (u+(x)− u−(x)− u+(y) + u−(y))(u−(x)− u−(y))

= [(u+(x)− u+(y))− (u−(x) + u−(y)](u−(x)− u−(y))

= (u+(x)− u+(y))(u−(x)− u−(y))− (u−(x)− u−(y)2,

integrando, segue que

∫
R2N

(u+(x)− u+(y))(u−(x)− u−(y))

|x− y|N+sp
dxdy −

∫
R2N

(u−(x)− u−(y))2

|x− y|N+sp
dxdy = 0, (1.5)
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como

∫
R2N

(u+(x)− u+(y))(u−(x)− u−(y))

|x− y|N+sp
= −

∫
R2N

u+(x)u−(y) + u+(y)u−(x)

|x− y|N+sp
= −C < 0,

segue que, C ≥ 0. Por outro lado, de (1.5) temos que −C − ‖u−‖2 = 0, logo

−C = ‖u−‖2 ≥ 0 ⇒ C ≤ 0.

Assim, C = 0. Portanto, ‖u−‖2 = 0, daí concluímos que u− = 0.

b) Para p > 2,

0 =

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(u−(x)− u−(y))

|x− y|N+sp
dxdy

= −
∫
|u(x)− u(y)|p−2(u+(x)u−(y) + u+(y)u−(x))

|x− y|N+sp
−
∫
|u(x)− u(y)|p−2(u−(x)− u−(y))2

|x− y|N+sp

= −I −
∫

(|u(x)− u(y)|p−2 − |u−(x)− u−(y)|p−2 + |u−(x)− u−(y)|p−2) (u−(x)− u−(y))2

|x− y|N+sp

= −I −
∫

(|u(x)− u(y)|p−2 − |u−(x)− u−(y)|p−2)(u−(x)− u−(y))2

|x− y|N+sp

−
∫
|u−(x)− u−(y)|p−2(u−(x)− u−(y))2

|x− y|N+sp

= −I −
∫

(|u(x)− u(y)|p−2 − |u−(x)− u−(y)|p−2) (u−(x)− u−(y))2

|x− y|N+sp
− ‖u−‖p.

Como |u(x)− u(y)|p−2 > |u−(x)− u−(y)|p−2, então

‖u−‖p = 0.

Daí, u− = 0. Logo, segue que u ≥ 0 em Ω, pelo Teorema do Principio do Máximo

1.4.3, temos que u > 0 em Ω, ou seja, todas as soluções para (−∆p)
su = f(x, u+) serão

positivas.
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Capítulo

2

Multiplicidade, existência e não existência

para (−∆p)
s

Neste capítulo, focaremos nossa atenção a problemas fracionários não locais. Para ser

mais preciso, cosideramos o seguinte problema subcrítico não linear:


(−∆p)

su = λ|u|p−2u+ a(x)uq−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(Pλ)

onde Ω é um domínio limitado de RN com fronteira suave, 1 < p < q < p∗s,N > sp,

s ∈ (0, 1), a : Ω→ R uma função Hölder contínua que muda de sinal,

p∗s =
pN

N − sp

é o expoente de Sobolev crítico fracionário.

De�nimos λ1 o primeiro autovalor de (−∆p)
s em Ω como:

λ1 = inf
u∈Xs

p(Ω)
{‖u‖p : |u|p = 1} . (2.1)

e ϕ1 a primeira autofunção associada a λ1, na qual atinge o ín�mo em (2.1) ver ([21],
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Teorema 4.1) , ou seja ϕ1 ∈ Xs
p(Ω) satisfaz a seguinte equação:

 (−∆p)
sϕ1 = λ1|ϕ1|p−2ϕ1 em Ω,

ϕ1 = 0 em RN \ Ω.
(2.2)

λ1 é simples, isolado e tem uma única autofunção positiva ϕ1 ∈ Xs
p(Ω) tal que |ϕ1|p = 1.

Neste capítulo estudaremos as soluções positivas do problema (Pλ) no caso não

coercivo, ou seja, λ > λ1.

De�na

Λ = {λ : λ > λ1 e (Pλ) tem uma solução }

e λ∗ = sup Λ. No decorrer do texto consideramos

Ω+ = {x ∈ Ω : a(x) > 0}

Ω− = {x ∈ Ω : a(x) < 0}

conjuntos abertos e não vazios de Ω.

Nosso resultado principal para este capítulo é o seguinte:

Teorema 2.0.1. Suponha que 2 ≤ p < q < p∗s, Ω+ 6= 0 e

∫
Ω

a(x)ϕq1 < 0

Então existe λ∗ > λ1 tal que (Pλ) tem pelo menos duas soluções se λ1 < λ < λ∗. Para

λ = λ∗ o problema (Pλ) possui pelo menos uma solução. Além disso, se λ > λ∗, então o

problema (Pλ) não tem soluções.

Note que, o caso λ = λ1 o problema (Pλ) tem uma solução e foi provado por Fu-Li em

[23].

A prova é baseada sobre as ideias dos artigos [1], [6] e [16] e outras referências citadas.

Primeiro, provamos o resultado de existência e não existência de soluções como em [6].

Logo, usamos o método de sub-super solução com o Teorema do Passo da Montanha para

obter resultados de multiplicidade.
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2.1 Formulação variacional

Nosso objetivo é encontrar soluções fracas para problema (Pλ), ou seja, determinar funções

u ∈ Xs
p(Ω) que para toda v ∈ Xs

p(Ω) satisfazem

〈(−∆p)
su, v〉 − λ

∫
Ω

(u+)p−1vdx−
∫

Ω

a(x)(u+)q−1vdx = 0

Ao problema (Pλ) está associado o funcional de Euler-Lagrange J : Xs
p(Ω)→ R de�nido

por

Jλ(u) =
1

p
‖ u ‖p −λ

p

∫
Ω

(u+)pdx− 1

q

∫
Ω

a(x)(u+)q, u ∈ Xs
p(Ω).

Pela desigualdade de Sobolev fracionário e como a(x) é uma função Hölder contínua,

temos que Jλ ∈ C1(Xs
p(Ω),R) e com derivada dada por

〈J ′λ(u), v〉 = 〈(−∆p)
su, v〉 − λ

∫
Ω

(u+)p−1vdx−
∫

Ω

a(x)(u+)q−1vdx

para toda u, v ∈ Xs
p(Ω). Dessa forma as soluções fracas de (Pλ) são os pontos críticos do

funcional Jλ.

2.2 Desigualdade de Picone e não existência de Soluções

Apresentamos alguns resultados que serão usados no desenvolvimento deste capítulo. Pela

Proposição 4.2 em [8] e com p = q, temos:

Proposição 2.2.1 (Desigualdade de Picone). Seja 1 < p < ∞, u e v duas funções

mensuráveis com v ≥ 0 e u > 0, então

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))

(
v(x)p

u(x)p−1
− v(y)p

u(y)p−1

)
≤ |v(x)− v(y)|p. (2.3)

Dividindo a equação (2.3) por |x− y|N+sp, temos

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))
(

v(x)p

u(x)p−1 − v(y)p

u(y)p−1

)
|x− y|N+sp

≤ |v(x)− v(y)|p

|x− y|N+sp
.
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Agora integrando sobre R2N , obtemos

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))
(

v(x)p

u(x)p−1 − v(y)p

u(y)p−1

)
|x− y|N+sp

dxdy ≤
∫
R2N

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy.

Portanto, segue que 〈
(−∆p)

su,
vp

up−1

〉
≤ ‖v‖p. (2.4)

Lema 2.2.2. O problema (Pλ) não tem soluções positivas para λ > 0 su�cientemente

grande.

Demonstração. Seja Ω∗ uma componente conexa de Ω \ Ω− e ϕ∗ a primeira autofunção

associada ao primeiro autovalor λ1(Ω∗) de (−∆p)
s em Ω∗. Seja u é uma solução positiva

de (Pλ), pela Desigualdade de Picone (2.3), tem-se

〈
(−∆p)

su,
ϕp∗
up−1

〉
≤ ‖ϕ∗‖p,

usando (Pλ), segue que

λ1(Ω∗)

∫
ϕp∗ ≥ λ

∫
|u|p−2u

(
ϕp∗
up−1

)
+

∫
a(x)|u|q−2u

(
ϕp∗
up−1

)
= λ

∫
ϕp∗ +

∫
a(x)uq−pϕp∗.

Assim, ∫
a(x)uq−pϕp∗ ≤ (λ1(Ω∗)− λ)

∫
ϕp∗,

então λ1(Ω∗) > λ. Portanto, λ1(Ω∗) é um límite superior para λ tal que (Pλ) tem uma

solução positiva.

2.3 Existência de soluções

Seja Eλ o funcional de�nido sobre Xs
p(Ω) como

Eλ(u) = ‖u‖p −
∫

Ω

λ|u|p, para todo u ∈ Xs
p(Ω).
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O funcional Eλ é um funcional fracamente semi-contínuo inferiormente. Além disso, Eλ

é coercivo se, somente se, λ < λ1. Consideramos

α = min
u∈Xs

p(Ω)

{
Eλ1(u) :

∫
Ω

a(x)|u|q = 0 e |u|p = 1

}
.

Lema 2.3.1. Se

∫
Ω

a(x)ϕq1 < 0, então α > 0.

Demonstração. Por de�nição α ≥ 0, uma vez que Eλ1(u) ≥ 0 para todo u ∈ Xs
p(Ω).

Agora, suponhamos por contradição que α = 0. Seja (un) uma sequência minimizante.

Como ‖un‖ é limitada, podemos assumir que un ⇀ u0 em Xs
p(Ω) com |u0| = 1 e

∫
Ω

a(x)|u0|q = 0.

Além disso, pela semicontinuidade, segue que

Eλ1(u0) = ‖u0‖p − λ1|u0|pp ≤ α = 0.

Consequentemente, ‖u0‖p − λ1|u0|pp = 0, então u0 é uma autofunção associada a λ1.

Portanto, u0 é proporcional a ϕ1 o que contradiz a nossa suposição

Proposição 2.3.2. Se λ1 < λ < λ1 + α e

∫
Ω

a(x)ϕq1 < 0, então (Pλ) tem pelo menos

uma solução.

Prova. Considere o seguinte ín�mo

cλ = inf

{
Eλ(u) :

∫
Ω

a(x)|u|q = 1

}
.

Provaremos que esse ín�mo é atingido. Além disso, provaremos que cλ > 0 deste modo

os mínimos associados correspondem a soluções positivas de (Pλ).

Passo 1: Provaremos que cλ está bem de�nido, ou seja, cλ > −∞.

Suponhamos por contradição que existe uma sequência de funções (un) tal que

∫
Ω

a(x)|un|q = 1 e Eλ(un) = ‖un‖p − λ
∫

Ω

|un|p → −∞.
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Segue que,
∫

Ω

|un|p →∞. Seja wn = un
|un|p , temos

∫
Ω

a(x)|wn|q → 0 e
∫

Ω

|wn|p = 1.

Além disso, para n grande

‖wn‖p − λ|wn|pp = Eλ(wn) ≤ 0.

Portanto, ‖wn‖ é limitada. Passando a uma subsequência, podemos assumir que wn ⇀ w

em Xs
p(Ω). Daí, temos que

∫
Ω

a(x)|w|q = 0,

∫
Ω

|w|p = 1 e Eλ(w) ≤ 0.

Em particular, ‖w‖p ≤ λ. Por outro lado,

α ≤ Eλ1(w) = ‖w‖p − λ1.

Dessa forma, concluímos que α + λ1 < λ, o que é uma contradição. Portanto, cλ > −∞.

Passo 2: cλ é alcançado.

Seja (un) uma seguência de funções minimizante, ou seja,

∫
Ω

a(x)|un|q = 1 e Eλ(un)→ cλ.

Podemos assumir que un ≥ 0. A�rmamos que ‖un‖ é limitada. Suponhamos por

contradição que ‖un‖ → ∞. De Eλ(un) → cλ, temos que |un|p → ∞. De�nimos

wn = un
|un|p , para n su�cientemente grande, tem-se

‖wn‖p − λ ≤ o(1).

Portanto, ‖wn‖ é limitada e como Xs
p(Ω) é re�exivo, então wn ⇀ w em Xs

p(Ω). Deste
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modo ∫
Ω

a(x)|w|q = 0,

∫
Ω

|w|p = 1 e Eλ(w) ≤ 0

De modo análogo, como no Passo 1, obtemos uma contradição com α > 0. Dessa maneira,

(un) é uma sequência limitada. Daí, podemos supor que un ⇀ u em Xs
p(Ω), assim

∫
Ω

a(x)|u|q = 1

e

cλ ≤ Eλ(u) ≤ lim inf Eλ(un) = cλ.

Portanto, u é um minimizante para cλ. �

2.4 Multiplicidade de Soluções

Para provar o Teorema 2.0.1, seguimos uma abordagem variacional. Pela Proposição

2.3.2, temos que Λ 6= ∅ e λ∗ > λ1. Além disso, como consequencia do Lema 2.2.2, λ∗ é

�nito.

2.4.1 Existência de um mínimo local

Proposição 2.4.1. O funcional Jλ tem um mínimo local para todo λ1 < λ < λ∗.

Prova. Seja λ tal que λ1 < λ < λ∗ e escolhemos λ > λ com λ ∈ Λ. Seja uma u uma

solução positiva de (Pλ). Então

(−∆p)
su = λ|u|p−2u+ a(x)uq−2u

≥ λ|u|p−2u+ a(x)uq−2u,

então u é uma supersolução de (Pλ). Agora considere

M = {u ∈ Xs
p(Ω) : 0 ≤ u ≤ u }.
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Seja u1 ∈ M tal que Jλ(u1) = infu∈M Jλ(u), pelo Lemma 1.4.2, obtemos que u1 é uma

solução de (Pλ). A seguir provaremos que u1 é não trivial. Como λ1 < λ, podemos

escolher 0 ≤ φ ∈ C∞0 (Ω) com suporte compacto em Ω, tal que

‖φ‖p∫
|φ|p

< λ. (2.5)

Existe t0 > 0 tal que tφ ≤ u para t ∈ (0, t0). Por (2.5) temos

Jλ(tφ) =
1

p
‖tφ‖p − λ

p

∫
Ω

(tφ)pdx− 1

q

∫
Ω

a(x)(tφ)qdx

=
tp

p
‖φ‖p − λtp

p

∫
Ω

φpdx− tq

q

∫
Ω

a(x)(φ)qdx

=
tp

p

[
‖φ‖p − λ

∫
Ω

φpdx− ptq−p

q

∫
Ω

a(x)φqdx

]
< 0,

se t > 0 é su�cientemente pequeno. Portanto, Jλ(u1) < 0 e assim u1 é uma solução não

trivial.

A�rmamos que u1 pode ser considerado um mínimo local de Jλ em Xs
p(Ω). De�nimos

δ > 1 tal que (
δq−p − 1

)
a(x)uq−p < λ− λ′ (2.6)

onde λ
′
=
λ+ λ

2
. Multiplicando (2.6) por δp−1up−1, obtem-se

δp−1λup−1 + δp−1a(x)uq−1 ≥ λ′(δu)p−1 + a(x)(δu)q−1.

Também temos que

(−∆p)
s(δu) = δp−1(−∆p)

su = δp−1
(
λup−1 + a(x)uq−1

)
.

Portanto,

(−∆p)
s(δu) ≥ λ′(δ u)p−1 + a(x) (δu)q−1

Em particular, δu é uma supersolução para (Pλ), desde que λ′ > λ. Além disso u1 < δu
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a.e em Ω. Sem perda de generalidade podemos assumir que

Jλ(u1) = min{ Jλ(u) : 0 ≤ u(x) ≤ δ u(x) a.e x ∈ Ω }

Pelo Lema 2.4.2, segue que u1 é um mínimo local de Jλ em Xs
p(Ω). �

Denotaremos por w := δu. A prova do seguinte Lema é baseado de [[41], Teorema

II.12.9] na qual lidaremos com o caso semilinear.

Lema 2.4.2. Assumimos que p ≥ 2. Suponha que u1 é o único mínimo de Jλ restrito a

M = {u ∈ Xs
p(Ω) : 0 ≤ u(x) ≤ w(x) a.e. x ∈ Ω}. Então u1 é um mínimo local de Jλ em

Xs
p(Ω).

Prova. Considere o conjunto

Mn =

{
u ∈ Xs

p(Ω) : dist(u,M) ≤ 1

n

}
.

Se veri�ca que Mn é fracamente fechado e Jλ é coercivo e fracamente semi-contínuo

inferiormente sobre Mn com respeito à norma de Xs
p(Ω). Por [[41], Teorema I.1.2], existe

un ∈Mn tal que

Jλ(un) = min
Mn

Jλ.

Segue que, 〈
J ′λ(un), (un − w)+

〉
≤ 0,

ou seja,

〈
(−∆p)

sun, (un − w)+
〉
≤ λ

∫
up−1
n (un − w)+ +

∫
a(x)uq−1

n (un − w)+ (2.7)

Além disso, temos que

〈
(−∆p)

sw, (un − w)+
〉
≥ λ′

∫
wp−1(un − w)+ +

∫
a(x)wq−1(un − w)+. (2.8)

Fixando ε > 0 tal que

λ′ ≥ (1 + ε)λ+ εa(x)wq−p
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multiplicando esta desigualdade por wp−1, temos

λ′wp−1 ≥ λ(1 + ε)wp−1 + εa(x)wq−1,

então

λ′
∫
wp−1(un − w)+ ≥ λ

∫
(1 + ε)wp−1(un − w)+ +

∫
εa(x)wq−1(un − w)+.

Substituindo a desigualdade acima em (2.8), obtemos

〈
(−∆p)

sw, (un − w)+
〉
≥ λ

∫
(1 + ε)wp−1(un − w)+ +

∫
(1 + ε)a(x)wq−1(un − w)+.

Observe que para p ≥ 2, temos a seguinte desigualdade

|ξ − η|p ≤ c
(
|ξp−2ξ − |η|p−2η|

)
(ξ − η)

onde c(p) > 0 e ξ, η ∈ R. Em particular, | (ξ − η)+ |p ≤ c (|ξp−2ξ − |η|p−2η|) (ξ − η)+.

Aplicando esta desigualdade com ξ = un(x)− un(y) e η = w(x)− w(y), obtém-se

‖(un − w)+‖p ≤
〈
(−∆p)

sun, (un − w)+
〉
−
〈
(−∆p)

sw, (un − w)+
〉
.

Subtraindo (2.8) de (2.7) e usando desigualdade acima, tem-se

‖(un − w)+‖p ≤ λ

∫
(up−1

n − wp−1 − εwp−1)(un − w)+

+

∫
a(x)(uq−1

n − wq−1 − εwq−1)(un − w)+.

Agora, a �m de estimar a expressão acima, usaremos a seguinte desigualdade: existe uma

constante c = c(ε, a) > 0 tal que, para a > b ≥ 0,

as − bs − εbs ≤ c(a− b)s, (s = p− 1 e s = q − 1).
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Daí, segue que

‖(un − w)+‖p ≤ λc

∫
[(un − w)+]p + c

∫
a(x)[(un − w)+]q

≤ | {x : un(x) > w(x)} |
p
N ‖(un − w)+‖p + c‖(un − w)+‖q−p‖(un − w)+‖p.

Note que, un converge para um mínimo de Jλ em M , e da unicidade de u0 segue que,

‖un − u0‖ → 0, quando n→∞.

Além disso, como u0 < w, temos que | {x : un(x) > w(x)} | pN → 0 e ‖(un − w)+‖q−p → 0,

quando n→∞. Desta maneira,

‖(un − w)+‖p ≤ o(1)‖(un − w)+‖p, quando n→∞

Portanto, existe n0 tal que (un−w)+ = 0 para n ≥ n0, então un ≤ w. Como consequência

temos que u+
n ∈M e também Jλ(u

+
n ) ≥ Jλ(u1). Agora se n ≥ n0, então

Jλ(u1) ≥ Jλ(un) =
1

p
‖u−n ‖p + Jλ(u

+
n ) ≥ 1

p
‖u−n ‖p + Jλ(u

+
1 ).

Assim, u−n = 0, o que implica que un ∈ M para n ≥ n0. Portanto, u1 é um mínimo local

de Jλ em Xs
p(Ω). �

2.4.2 Condição (PS)

Lema 2.4.3. O funcional Jλ satisfaz a condição (PS) se λ < λ∗.

Demonstração. Seja (un) uma sequência em Xs
p(Ω) tal que (Jλ(un)) é limitado em R e

J ′λ(un)→ 0, assim

∣∣∣∣1p‖un‖p − λ

p

∫
Ω

(u+
n )pdx− 1

q

∫
Ω

a(x)(u+
n )q
∣∣∣∣ = |J(un)| ≤ C,

ou seja,
1

p
‖un‖p −

λ

p

∫
Ω

(u+
n )pdx ≤ C +

1

q

∫
Ω

a(x)(u+
n )q.
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Multiplicando por q, obtemos

q

p
‖un‖p −

λq

p

∫
Ω

(u+
n )pdx ≤ C +

∫
Ω

a(x)(u+
n )q. (2.9)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, deduzimos que

|〈J ′λ(un), un〉| ≤ ‖J ′λ(un)‖ ‖un‖ = o(1)‖un‖

∣∣∣∣‖un‖p − λ∫
Ω

(u+
n )pdx−

∫
Ω

a(x)(u+
n )qdx

∣∣∣∣ ≤ o(1)‖un‖.

Podemos reescrever como

∫
Ω

a(x)(u+
n )qdx ≤ o(1)‖un‖+ ‖un‖p − λ

∫
Ω

(u+
n )pdx. (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos

q

p
‖un‖p −

λq

p

∫
Ω

(u+
n )pdx ≤ C +

(
o(1)‖un‖+ ‖un‖p − λ

∫
Ω

(u+
n )pdx

)
,

i.e., (
q − p
p

)
‖un‖p −

(
q − p
p

)
λ

∫
Ω

(u+
n )pdx ≤ C + o(1)‖un‖.

Logo, segue que

‖un‖p − λ|u+
n |pp ≤ C + o(1)‖un‖. (2.11)

Nós precisamos provar que (un) possui uma subsequência convergente. Como q < p∗s é

su�ciente provar que (un) é limitada em Xs
p(Ω). Mas de (2.11) só falta mostrar a seguinte

a�rmação.

A�rmação 2. (un) é uma sequência limitada em Lp(Ω).

De fato, suponha por cantradição que |un|p →∞ quando n→∞. De�na

vn =
un
|un|p



2.4 Multiplicidade de Soluções 38

dividendo (2.11) por |un|pp, temos

‖un‖p

|un|pp
− λ
|u+
n |pp
|un|pp

≤ C

|un|pp
+
o(1)‖un‖
|un|pp

‖vn‖p − λ ≤
C

|un|pp
+

o(1)

|un|p−1
p

‖vn‖
,

como |un|p →∞, então

‖vn‖p ≤ λ+ C‖vn‖.

Portanto, (vn) é uma sequência limitada em Xp
s (Ω) e como Xp

s (Ω) é re�exivo, então (vn)

possui uma subsequência fracamente convergente, ou seja

vn ⇀ v0 em Xp
s (Ω), com |v0|p = 1,

vn → v0 em Lr(Ω), com r ∈ [1, p∗s), (2.12)

vn → v0 q.t.p em Ω.

Para qualquer w ∈ Xs
p(Ω), sabemos que J ′λ(un)w → 0, quando n→ 0. Em particular

〈(−∆p)
sun, w〉 − λ

∫
Ω

|un|p−2unw −
∫

Ω

a(x)|un|q−1w = o(1). (2.13)

Dividendo (2.13) por |un|p−1
p , temos

〈(−∆p)
sun, w〉

|un|p−1
p

− λ
∫

Ω

|un|p−2unw

|un|p−1
p

−
∫

Ω

a(x)|un|q−1w

|un|p−1
p

= o(1)〈
(−∆p)

sun
|un|p

, w

〉
− λ

∫
Ω

|un|p−2

|un|p−2
p

un
|un|p

w − |un|(q−1)−(p−1)
p

∫
Ω

a(x)
|un|q−1

|un|q−1
p

w = o(1)

〈(−∆p)
svn, w〉 − λ

∫
Ω

|vn|p−2vnw − |un|(q−1)−(p−1)
p

∫
Ω

a(x)vq−1
n w = o(1).

De (2.12), temos que

|un|(q−1)−(p−1)
p

∫
Ω

a(x)vq−1
0 w = 〈(−∆p)

sv0, w〉 − λ
∫

Ω

|v0|p−2v0w.
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Como p < q e |un|p →∞, então

∫
Ω

a(x)vq−1
0 w = 0, ∀ w ∈ Xp

s (Ω). (2.14)

Se Ω0 = Ω \ (Ω+ ∪ Ω−) é vazio, então por (2.14) temos que v0 = 0 em Ω+ ∪Ω−, mas isto

é uma contradição pois |v0|p = 1.

Por outro lado, se Ω0 6= ∅, então por (2.14) v0 ∈ Xs
p(Ω0). Ademais por (2.13) e pela

convergência fraca de vn a v0, deduzimos que

0 = lim
n→∞

(
〈(−∆p)

svn, w〉 − λ
∫

Ω

|vn|p−2vnw

)
= 〈(−∆p)

sv0, w〉 − λ
∫

Ω

|v0|p−2v0w,

para todo w ∈ Xs
p(Ω0) ⊂ Xs

p(Ω). Portanto, v0 ∈ Xs
p(Ω0) é uma solução de

 (−∆p)
sv0 = λ|v0|p−2v0, em Ω0,

v0 = 0 em RN \ Ω0,

e assim v0 ≥ 0 e λ ≥ λ1(Ω0) desde que |v0|p = 1.

Por hipótese λ∗ > λ > λ1 e sabemos que Xs
p(Ω0) ⊂ Xs

p(Ω). Seja Ω∗ = Ω \ Ω− e

seja ϕ∗ a primeira autofunção associada ao primeiro autovalor λ1(Ω∗) de (−∆p)
s. Pela

Desigualdade de Picone (2.4),

〈
(−∆p)

su,
ϕp∗
up−1

〉
≤ ‖ϕ∗‖p,

e usando a equação (Pλ), tem-se

∫
λ|u|p−2u

(
ϕp∗
up−1

)
+

∫
a(x)|u|q−2u

(
ϕp∗
up−1

)
≤ λ1(Ω∗)

∫
ϕp∗

λ

∫
ϕp∗ +

∫
a(x)uq−pϕp∗ ≤ λ1(Ω∗)

∫
ϕp∗

0 <

∫
a(x)uq−pϕp∗ ≤ (λ1(Ω∗)− λ)

∫
ϕp∗,

então λ1(Ω∗) > λ. Assim, λ1(Ω∗) é um límite superior para Λ, ou seja, λ∗ ≤ λ1(Ω∗).

Como Ω0 ⊂ Ω∗, então λ1(Ω0) ≥ λ1(Ω∗) = λ∗1. Mas λ∗ ≤ λ1(Ω∗) ≤ λ1(Ω0) = λ, isto é uma
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contradição pois λ < λ∗. Portanto, (un) é uma sequência limitada em Lp(Ω).

2.4.3 Prova do Teorema (2.0.1)

Aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter a segunda solução não trivial

do problema (Pλ). Considere o funcional

I(u) =
1

p
‖u1 + u‖p − λ

p

∫
Ω

((u1 + u)+)p +
λ

p

∫
Ω

up1 −
1

q

∫
Ω

a(x)((u1 + u)+)q +
1

q

∫
Ω

a(x)uq1

Claro que se u é um ponto crítico de I, então u1 + u ≥ 0, assim u1 + u é uma solução de

(Pλ) diferente de u1.

Como u1 é um mínimo local de Jλ e I(u) = Jλ(u1 +u)−Jλ(u1) + 1
p
‖u1‖p, segue que existe

r > 0 tal que

I(u) > I(0), ∀u ∈ Xs
p(Ω), ‖u‖ ≤ r.

Fixando 0 ≤ v ∈ Xs
p(Ω) tal que ∫

Ω

a(x)vq > 0.

Segue que

I(tv) =
1

p
‖tv + u1‖p −

λ

p

∫
Ω

(tv + u1)p +
λ

p

∫
Ω

up1 −
1

q

∫
Ω

a(x)(tv + u1)q +
1

q

∫
Ω

a(x)uq1

=
tp

p
‖v +

u1

t
‖p − λtp

p

∫
Ω

(v +
u1

t
)p +

λ

p

∫
Ω

up1 −
tq

q

∫
Ω

a(x)(v +
u1

t
)q +

1

q

∫
Ω

a(x)uq1

→ −∞ quando t→∞.

Finalmente, se (un) é uma sequência (PS)c para I, então (u1 + un) é uma sequência

(PS)c+Jλ(u1)+‖u1‖p para Jλ. Portanto I satisfaz a condição (PS) desde que Jλ satisfaz a

condição (PS) se λ < λ∗, ver Lema 2.4.3. Logo, podemos aplicar a versão clássica do

Teorema do passo da montanha para garantir que I tem um ponto crítico não-trivial, e

assim (Pλ) possui uma segunda solução positiva.
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A seguir provaremos o Teorema 2.0.1, para o caso λ = λ∗. De fato, para todo λ ∈

(λ1, λ
∗), pela Proposição 2.4.1 sabemos que existe u1 uma solução do problema (Pλ) com

0 <u1 < uλ em Ω,

e Jλ(u1) < 0.

Escolhemos uma sequência (λn) tal que λ1 < λn < λ∗ e

λn → λ∗, quando n→∞.

Denotamos as soluções correspondentes a λn por uλn , satisfazendo

Jλn(uλn) < 0,

J ′λn(uλn) = 0,

ou seja,
1

p
‖uλn‖p −

λn
p

∫
Ω

|uλn|pdx−
1

q

∫
Ω

a(x)|uλn|q < 0,

J ′λn(uλn)uλn = ‖uλn‖p − λn
∫

Ω

|uλn|pdx−
∫

Ω

a(x)|uλn|q = 0.

Daí, ∫
Ω

a(x)|uλn|qdx = ‖uλn‖p − λn
∫

Ω

|uλn|pdx.

Logo,

q

p
‖uλn‖p −

qλn
p

∫
Ω

|uλn|pdx <
∫

Ω

a(x)|uλn|qdx = ‖uλn‖p − λn
∫

Ω

|uλn|pdx,

q − p
p
‖uλn‖p ≤

(q − p)λn
p

∫
Ω

|uλn|pdx.

Pela A�rmação 2, segue que (uλn) é uma sequência limitada em Lp(Ω). Assim, existe

C > 0 tal que

‖uλn‖ < C.



2.4 Multiplicidade de Soluções 42

Então existe uλ∗ ∈ Xs
p(Ω) tal que a menos de subsequência se satisfaz

uλn ⇀ uλ∗ em Xs
p(Ω), com,

uλn → uλ∗ em Lr(Ω), com r ∈ [1, p∗s), (2.15)

uλn(x)→ uλ∗(x) q.t.p em Ω.

Como uλn(x) → uλ∗(x) q.t.p em Ω, então pelo Teorema da Convergência Dominada,

temos que ∫
Ω

|uλn|p−1ϕdx −→
∫

Ω

|uλ∗|p−1ϕdx,

∫
Ω

a(x)|uλn|q−1ϕdx −→
∫

Ω

a(x)|uλ∗|q−1ϕdx

Por hipótese λn → λ∗, então

λn

∫
Ω

|uλn|p−1ϕdx −→ λ∗
∫

Ω

|uλ∗|p−1ϕdx.

Como uλn é solução do problema (Pλ) e aplicando a desigualdade de Hölder, tem-se

〈(−∆p)
suλn , uλn − uλ∗〉

= λn

∫
Ω

|uλn|p−1(uλn − uλ∗)dx+

∫
Ω

a(x)|uλn|q−1(uλn − uλ∗)dx

≤ λn

(∫
Ω

|uλn|p
)(p−1)/p(∫

Ω

|uλn − uλ∗|p
)1/p

+

|a(x)|∞
(∫

Ω

|uλn|q−1

)(q−1)/q (∫
Ω

|uλn − uλ∗|q
)1/q

≤ λn

(∫
Ω

|uλn|p
)(p−1)/p

|uλn − uλ∗|p + |a(x)|∞
(∫

Ω

|uλn|q−1

)(q−1)/q

|uλn − uλ∗ |q.

Como λn|uλn|p −→ λ∗|uλ∗|p. e pela imersão compacta de Sobolev Xs
p(Ω) ↪→ Lp(Ω), segue

que |uλn − uλ∗|r → 0 em Lr(Ω). Daí,

lim sup
λn→λ∗

〈(−∆p)
suλn , uλn − uλ∗〉 = lim

λn→λ∗
〈(−∆p)

suλn , uλn − uλ∗〉 ≤ 0,
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pelo Lema 1.2.1 (−∆p)
s é um (S)+-operador, então uλn → uλ∗ em Xs

p(Ω). Portanto,

〈J ′λ∗(uλ∗), ϕ〉 = 0,

ou seja, uλ∗ é uma solução de (Pλ) com uλ∗ > uλ. �
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Capítulo

3

Multiplicidade, existência e não existência

para (−∆p)
s + V

Neste capítulo estudamos a questão de existência e multiplicidade de soluções positivas

para um problema envolvendo o operador p-Laplaciano fracionário em um domínio Ω ⊂

RN com fronteira suave. Consideramos o seguinte problema não linear, não local:


(−∆p)

su+ V (x)|u|p−2u = λ|u|p−2u+ a(x)|u|q−2u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(3.1)

em que 1 < p < q < p∗s,N > ps, s ∈ (0, 1) e λ é um parâmetro real. Assumimos que

a : Ω→ R uma função contínua que muda de sinal e V ∈ Lr(Ω) com r > N/(ps).

Seja λ1 o primeiro autovalor de (−∆)s + V em Ω, ou seja,

λ1 := inf
u∈Xs

0(Ω)

{
‖u‖p +

∫
Ω

V |u|p : |u|p = 1

}
. (3.2)

Existe ϕ1 ≥ 0 na qual atinge-se o infímo em (3.2) e é chamada a primeira autofunção

associada ao primeiro autovalor λ1. Em particular, ϕ1 satisfaz a seguinte equação

 (−∆p)
sϕ1 + V (x)|ϕ1|p−2ϕ1 = λ1|ϕ1|p−2ϕ1 in Ω,

ϕ1 = 0 in RN \ Ω,
(3.3)
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pela Seção 3.2, segue que ϕ1 > 0 em Ω.

Assim, o principal resultado a ser provado, que trata da multiplicidades de soluções

do problema (3.1), é o seguinte:

Teorema 3.0.1. Suponha que Ω+ 6= ∅, 1 < p <∞ e

∫
Ω

a(x)ϕq1(x)dx < 0.

Então existe δ > 0 tal que para λ ∈ (λ1, λ1 + δ) o problema (3.1) tem pelo menos duas

soluções não triviais. Para λ = λ1 existe pelo menos uma solução de (3.1) não trivial.

A prova é baseada sobre as ideias dos artigos [6], [23] e outras referências citadas.

Neste Capítulo primeiramente estudamos o problema de autovalores como no artigo

[38]. Logo, mediante sub-super solução mostramos resultados de existência e não

existência de soluções como em [23]. Finalmente, usamos métodos variacionais para obter

resultados de multiplicidade.

3.1 Preliminares

O funcional associado ao problema (3.1) é Jλ : Xs
p(Ω)→ R de�nido por

Jλ(u) =
1

p
‖u‖p +

1

p

∫
Ω

(V − λ)(u+)pdx− 1

q

∫
Ω

a(x)(u+)q, u ∈ Xs
p(Ω).

Uma solução fraca para a equação (3.1) é uma função u ∈ Xs
p(Ω) que satisfaz

〈(−∆p)
su, v〉 =

∫
Ω

(−V + λ)(u+)p−1vdx+

∫
Ω

a(x)(u+)q−1vdx

para toda v ∈ Xs
p(Ω).

O seguinte lema nos permitirá provar que a sequência (un) é limitada em Xs
p(Ω), a

demonstração pode ser encontrada em [[38], Lema 3.3].

Lema 3.1.1. Seja Ω um domínio de extensão limitado de RN . Então dado ε > 0 existe
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Cε tal que ∣∣∣∣∫
Ω

V |u|p
∣∣∣∣ ≤ ε‖u‖p + Cε

(∫
Ω

|V |r
)1/r (∫

RN
|u|p
)1/p

,

para todo u ∈ Xs
p(Ω).

3.2 Problema de Autovalores

Os seguintes resultados do problema de autovalores podem ser encontrados no artigo [38].

Considere  (−∆p)
su+ V (x)|u|p−2u = λ|u|p−2u em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(3.4)

onde V ∈ Lr(Ω) com r > N/sp. Dizemos que λ ∈ R é um autovalor se existe u ∈ Xs
p(Ω)

uma solução fraca não trivial de (3.4). Seja

λ1 = inf{‖u‖p +

∫
V |u|p : |u|p = 1}.

O seguinte resultado prova que as autofunções são limitadas

Lema 3.2.1. Seja Ω um domínio de extensão limitado de RN e V ∈ Lr(Ω) com r ∈

(1,∞) ∩ (N
sp
,∞). Se u é uma autofunção associada a λ, então u ∈ L∞(RN).

A demonstração pode ser encontrada no Lema A.1 de [38].

Teorema 3.2.2. Temos que λ1 > −∞ é o primeiro autovalor de (3.4). Além disso, λ1 é

simples, isolado e a autofunção associada ϕ1 satisfaz |ϕ1| > 0 em Ω.

Prova. A demonstração será dividida em três Passos:

Passo 1: A primeira autofunção ϕ1 satisfaz |ϕ1| > 0 em Ω.

Como ||ϕ1(x)| − |ϕ1(y)|| ≤ |ϕ1(x)− ϕ1(y)| para todo x, y ∈ RN , então ‖|ϕ1|‖ ≤ ‖ϕ1‖.

Logo

‖|ϕ1|‖p +

∫
Ω

V (x)|ϕ1|pdx ≤ ‖ϕ1‖p +

∫
Ω

V (x)|ϕ1|pdx.

Assim

λ1 ≤ ‖|ϕ1|‖p +

∫
Ω

V (x)|ϕ1|pdx ≤ ‖ϕ1‖p +

∫
Ω

V (x)|ϕ1|pdx = λ1.
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Portanto, |ϕ1| é uma autofunção associada a λ1. Como V ∈ Lr(Ω) com r > N
sp
, pelo Lema

3.2.1, segue que |ϕ1| ∈ L∞(Ω). Logo, pelo Teorema do Principio do Máximo 1.4.3, tem-se

|ϕ1| > 0 q.t.p em Ω.

Passo 2: Provaremos que λ1 é simple. Seja u uma autofunção associada ao primeiro

autovalor e v uma autofunção não negativa associada a λ > 0, pelo Lema 1.4.3, segue que

v > 0 q.t.p em Ω. Para m ∈ N de�na vm = v + 1
m
. Primeiro provaremos que

wm =
up

vp−1
m

∈ Xs
p(Ω).

Observe que wm = 0 em RN \Ω, como wm ∈ L∞(Ω), então wm ∈ Lp(Ω). Para x, y ∈ RN ,

temos

|wm(x)− wm(y)| =

∣∣∣∣ up(x)

vp−1
m (x)

− up(y)

vp−1
m (y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ up(x)

vp−1
m (x)

− up(y)

vp−1
m (x)

+
up(y)

vp−1
m (x)

− up(y)

vp−1
m (y)

∣∣∣∣
≤ 1

|vm(x)|p−1
|up(x)− up(y)|+ up(y)vp−1

m (y)− up(y)vp−1
m (x)

vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ mp−1|up(x)− up(y)|+ |u(y)|pv
p−1
m (y)− vp−1

m (x)

vp−1
m (x)vp−1

m (y)
.

Como u ∈ L∞(Ω) e pela desigualdade (5.2), segue que

|wm(x)− wm(y)| ≤ mp−1|up(x)− up(y)|+ |u|p∞
|vp−1
m (y)− vp−1

m (x)|
vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ mp−1cp(u(x) + u(y))p−1|u(x)− u(y)|+ |u|p∞Cp
(vm(y) + vm(x))p−2|vm(y)− vm(x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ pmp−1(up−1(x) + up−1(y))|u(x)− u(y)|+ (p− 1)|u|p∞
(vp−2
m (y) + vp−2

m (x))|v(y)− v(x)|
vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ 2pmp−1|u|p−1
∞ |u(x)− u(y)|+ (p− 1)|u|p∞

(
1

vp−1
m (x)vm(y)

+
1

vm(x)vp−1
m (y)

)
|v(y)− v(x)|.

Logo,

|wm(x)− wm(y)| ≤ C(m, p, |u|∞) (|u(x)− u(y)|+ |v(y)− v(x)|) .
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Daí,

|wm(x)− wm(y)|p ≤ c(m, p, |u|∞) (|u(x)− u(y)|+ |v(y)− v(x)|)p

≤ pc(m, p, |u|∞) (|u(x)− u(y)|p + |v(y)− v(x)|p) .

Integrando sobre Ω

∫
Ω

|wm(x)− wm(y)|p

|x− y|N+sp
≤ pc(m, p, |u|∞)

(∫
Ω

|u(x)− u(y)|p|p

|x− y|N+sp
+

∫
Ω

|v(y)− v(x)|p

|x− y|N+sp

)
.

Como u, v ∈ Xs
p(Ω), então wm ∈ Xs

p(Ω) para cada m ∈ N.

Pela Desigualdade de Picone (2.4) (tomando v = u e u = vm), temos

0 ≤ ‖u‖p −
〈

(−∆p)
svm,

up

vp−1
m

〉
. (3.5)

Logo, como u é uma autofunção associada a λ1 e v uma autofunção associada a λ, segue-se

0 ≤ ‖u‖p −
〈

(−∆p)
sv,

up

vp−1
m

〉
≤ λ1

∫
Ω

|u(x)|p −
∫

Ω

V (x)|u(x)|p − λ
∫

Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

+

∫
Ω

V (x)vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

≤ λ

∫
Ω

|u(x)|p −
∫

Ω

V (x)|u(x)|p − λ
∫

Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

+

∫
Ω

V (x)vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

,

pois λ1 < λ. Tomando m→∞,

∣∣∣∣vp−1 up

vp−1
m

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ vvm
∣∣∣∣p−1

|u|p ≤ |u|p, q.t.p em Ω.

Note que, vm(x)→ v(x) q.t.p em Ω, então

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

→ vp−1(x)
up(x)

vp−1(x)
= up(x), q.t.p em Ω.

Desde que u ∈ Lp(Ω) e Pelo Teorema da Convergência Dominada 5.0.10, temos

∫
Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

→
∫

Ω

up.
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Portanto,

lim
m→∞

(
‖u‖p −

〈
(−∆p)

svm,
up

vp−1
m

〉)
= 0.

Logo, pelo Lema de Fatou 5.0.9, segue que

0 ≤ ‖u‖p −
〈

(−∆p)
sv,

up

vp−1

〉
≤ lim inf

m→∞

(
‖u‖p −

〈
(−∆p)

svm,
up

vp−1
m

〉)
= 0.

Assim,

‖u‖p =

〈
(−∆p)

sv,
up

vp−1

〉
,

isto implica que, u = kv para alguma constante k > 0. Portanto, λ1 é simples e existe

uma única autofunção positiva ϕ1 ∈ Xs
p(Ω) associada a λ1 tal que |ϕ1|p = 1.

Passo 3: λ1 é isolado.

De fato, por de�nição λ1 é isolado pela esquerda. Para demonstrar que λ1 é isolado pela

direita, argumentamos por contradição. Suponha que existe uma sequência de autovalores

(λk) tal que λk → λ1 quando k → ∞. Seja uk a autofunção associada ao autovalor λk

com |uk|p = 1. Pelo Lema 3.1.1, (uk) é uma sequência limitada, então assumimos que a

menos de subsequência existe u ∈ Xs
p(Ω) tal que uk ⇀ u em Xs

p(Ω),

uk → u em Lpq
′
(RN)

uk → u em Lp(RN).

Então

‖u‖p ≤ lim inf
k→∞

‖uk‖p = lim inf
k→∞

(
λk

∫
RN
|uk(x)|p −

∫
RN
V (x)|uk(x)|p

)
= λ1

∫
RN
|u(x)|p −

∫
RN
V (x)|u(x)|p.

Portanto, u é uma autofunção associada a λ1. Daí, segue que u > 0. Logo, pelo Lema 3.9

em [38], temos

(C(|λk|+ 1 + |V |r))−
q
q−p ≤ |{x ∈ RN : uk(x) < 0}|.
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Usando o Teorema de Egorov's para qualquer ε > 0 existe um subconjunto Uε ⊂ Ω tal

que |Uε| < ε e a sequência uk → u converge uniformemente em Ω \ Uε, tem-se

0 < (C(|λ1|+ 1 + |V |r))−
q
q−p = lim

k→∞
(C(|λk|+ 1 + |V |r))−

q
q−p ≤ 0,

onde q ∈ (pr′, p∗s). Isto é uma contradição. �

3.3 Existência e não existência de soluções

Proposição 3.3.1. O funcional Jλ tem um mínimo local para todo λ1 < λ < λ∗.

Prova. Seja λ tal que λ1 < λ < λ∗ e escolhemos λ > λ com λ ∈ Λ. Seja u uma solução

positiva de (Pλ). Então

(−∆p)
su = (−V + λ)|u|p−2u+ a(x)uq−2u

≥ (V + λ)|u|p−2u+ a(x)uq−2u,

então u é uma supersolução de (3.1) Considere

M = {u ∈ Xs
p(Ω) : 0 ≤ u ≤ u }

Seja u1 ∈ M tal que J(u1) = infM Jλ, pelo Lemma 1.4.2, obtemos que u1 é uma solução

de (3.1). Provaremos que u1 é uma solução não trivial. Como λ1 < λ, podemos escolher

0 ≤ φ ∈ C∞0 (Ω) com suporte compacto em Ω, tal que

‖ϕ‖p +

∫
V |ϕ|p∫

|ϕ|p
< λ. (3.6)
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Existe t0 > 0 tal que tφ ≤ u para t ∈ (0, t0). Usando (3.6), tem-se

Jλ(tϕ) =
1

p
‖tϕ‖p +

1

p

∫
Ω

(V − λ)(tϕ)pdx− 1

q

∫
Ω

a(x)(tϕ)qdx

=
tp

p
‖ϕ‖p +

tp

p

∫
Ω

V (ϕ)pdx− λtp

p

∫
Ω

ϕpdx− tq

q

∫
Ω

a(x)ϕqdx

=
tp

p

(
‖ϕ‖p +

∫
Ω

V ϕp − λ
∫

Ω

ϕpdx

)
− tq

q

∫
Ω

a(x)ϕqdx

< 0,

se t > 0 é su�cientemente pequeno. Portanto, Jλ(u1) < 0 e assim u1 é uma solução não

trivial.

A�rmamos que u1 pode ser considerado um mínimo local de Jλ em Xs
p(Ω). De�nimos

δ > 1 tal que (
δq−p − 1

)
a(x)uq−p < λ− λ′ (3.7)

onde λ
′
=
λ+ λ

2
. Multiplicando (3.7) por δp−1up−1, obtem-se

λδp−1up−1 + δp−1a(x)uq−1 ≥ λ′(δu)p−1 + a(x)(δu)q−1 (3.8)

Logo,

(−∆p)
s(δu) = δp−1(−∆p)

su = δp−1
(
(−V + λ)up−1 + a(x)uq−1

)
= −V δp−1up−1 + λδp−1up−1 + a(x) δp−1uq−1

≥ (−V + λ′)(δu)p−1 + a(x)(δu)q−1.

Portanto, δu é uma supersolução para (3.1), desde que λ′ > λ. Além disso u1 < δu a.e

em Ω. Sem perda de generalidade podemos assumir que

Jλ(u1) = min{ Jλ(u) : 0 ≤ u(x) ≤ δ u(x) a.e x ∈ Ω }.

Pelo Lema 2.4.2, segue que u1 é um mínimo local de Jλ em Xs
p(Ω). �

Teorema 3.3.2. Suponha que existe λ > λ1 tal que o problema (3.1) possui uma solução.

Então (3.1) tem uma solução para todo λ ∈ (λ1, λ).
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Demonstração. Seja u uma solução do problema (3.1) para λ. Para λ ∈ (λ1, λ), u

satisfaz

(−∆p)
su+ (V − λ)up−1 ≥ (−∆p)

su+
(
V − λ

)
up−1 ≥ auq−1,

então  (−∆p)
su+ (V − λ)up−1 ≥ a(x)uq−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω.
(3.9)

Portanto, u é uma supersolução fraca do problema (3.1) para λ. Por outro lado, se ϕ1

de�nido como em (3.3) e ε su�cientemente pequeno, então εϕ é uma subsolução fraca de

(3.1)

(−∆p)
s(εϕ1) + (V − λ) (εϕ1)p−1 = (λ1 − λ)(εϕ1)p−1 ≤ a(εϕ1)q−1.

Além disso, para ε su�cientemente pequeno, tem-se u ≥ εϕ1. Pelo Lema (1.4.2), segue

que existe uma solução positiva u ∈ Xs
0(Ω) de (3.1) para λ ∈ (λ1, λ). �

Teorema 3.3.3. O problema (3.1) não tem soluções positivas para λ > 0 su�cientemente

grande.

Demonstração. Seja x0 ∈ Ω+ e r > 0 tal que B = B(x0, r) ⊂ Ω+. Seja ϕ∗ a primeira

autofunção associada ao primeiro autovalor λ∗1 de (−∆)s em B. Seja u é uma solução

positiva do problema (3.1) para λ, tal que

λ∗1 +R < λ,

onde |V |r = R. Pela Desigualdade de Picone (2.3), tem-se

〈
(−∆p)

su,
ϕp∗
up−1

〉
≤ ‖ϕ∗‖p,

usando (3.1), segue que

λ∗1

∫
B

ϕp∗ ≥ λ

∫
B

|u|p−1

(
ϕp∗
up−1

)
−
∫
B

V |u|p−1

(
ϕp∗
up−1

)
+

∫
B

a(x)|u|q−1

(
ϕp∗
up−1

)
= λ

∫
B

ϕp∗ −
∫
B

V ϕp∗ +

∫
B

a(x)uq−pϕp∗.



3.4 Multiplicidade de Soluções 53

Assim,

∫
B

a(x)uq−pϕp∗ ≤ (λ∗1 − λ)

∫
B

ϕp∗ +

∫
B

V ϕp∗

≤ (λ∗1 − λ)

(∫
B

1r
)1/r (∫

B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

+

(∫
B

|V |r
)1/r (∫

B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

≤ (λ∗1 − λ)|Ω∗|
(∫

B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

+ |V |r
(∫

B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

≤ (λ∗1 − λ)C

(∫
B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

+ C|V |r
(∫

B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

= (λ∗1 +R− λ)C

(∫
B

|ϕp∗|r
′
)1/r′

Como a(x) ≥ 0 em B, ϕ > 0 e u > 0 então λ∗1 + R ≥ λ o que contradiz a escolha

de λ. Portanto, não existe soluções positivas do problema (3.1) para λ su�cientemente

grande.

3.4 Multiplicidade de Soluções

Seja o funcional Eλ : Xs
p(Ω)→ R, de�nido por

Eλ(u) = ‖u‖p +

∫
Ω

(V − λ)|u|p

Observe que Eλ é um funcional fracamente semi-contínuo inferiormente. Além disso, Eλ

é coercivo se, somente se λ < λ1.

Suponha que q < p∗s. De�na

λ∗q = inf
u∈Xs

p(Ω)

{
Eλ1(u) :

∫
Ω

auq = 0, |u|p = 1

}

Para provar os resultados de multiplicidade de soluções consideramos os seguintes

problemas variacionais

αλ,q = inf
u∈Xs

p(Ω)

{
Eλ(u) :

∫
Ω

a |u|q = −1

}
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e

βλ,q = inf
u∈Xs

p(Ω)

{
Eλ(u) :

∫
Ω

a |u|q = 1

}
.

As soluções da equação (3.1) são obtidas como os mínimos de αλ,q e βλ,q, ou seja, se u

atinge αλ,q (respectivamente βλ,q), podemos ver que u satisfaz

(−∆p)
su+ (V − λ) |u|p−2u = −αλ,qa |u|q−2u, (3.10)

respectivamente

(−∆p)
su+ (V − λ) |u|p−2u = βλ,qa |u|q−2u. (3.11)

Multiplicando (3.11) por cp−1, segue que

cp−1
[
(−∆p)

su+ (V − λ) |u|p−2u
]

= cp−1βλ,qa |u|q−2u

(−∆p)
scu+ (V − λ) |c u|p−2c u = βλ,q

cp−1

cq−1
a |c u|q−2c u.

Então u1 = cu é uma solução de (3.1) com

c =

(
1

βλ,q

) 1
p−q

.

De maneira similar, multiplicando (3.10) por c̃p−1, obtemos que u2 = c̃u é uma solução

do problema (3.1) com

c̃ =

(
1

αλ,q

) 1
p−q

.

3.4.1 Demonstração do Teorema 3.0.1

Provaremos os seguintes fatos:

i) λ∗q > 0

i) αλ,q é alcançado para λ ∈ (λ1, λ1 + λ∗) e αλ,q < 0.

ii) βλ,q 6= 0 é bem de�nido e alcançado para λ ∈ (λ1, λ1 + λ∗).

iii) βλ1,q > 0 para λ1 = λ,
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Prova de (i): Por de�nição λ∗q ≥ 0, uma vez que Eλ1(u) ≥ 0. Suponha por contradição

que λ∗q = 0. Seja (un) uma sequência minimizante, tal que

|un|p = 1 e Eλ(un) = ‖un‖p +

∫
Ω

(V − λ1)|un|p → 0.

Pelo Lema 3.1.1, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que

‖un‖p +

∫
Ω

(V − λ1)|un|p = o(1)

‖un‖p = o(1)−
∫

Ω

V |un|p +

∫
Ω

λ1|un|p

≤ o(1) +

∣∣∣∣∫
Ω

V |un|p
∣∣∣∣+

∫
Ω

λ1|un|p

≤ o(1) + ε‖un‖p + Cε|V |r|un|pp + λ1|un|pp.

Como |un|p = 1, segue

(1− ε)‖un‖p ≤ o(1) + Cε|V |r + λ1,

�xando ε < 1, obtém-se

‖un‖p ≤
C + Cε|V |r

1− ε
, ∀n ∈ N.

Logo ‖un‖ é limitada, então a menos de subsequência existe u0 ∈ Xs
p(Ω) tal que un ⇀ u0

em Xs
p(Ω) com

|u0|p = 1 e
∫

Ω

a(x)|u0|q = 0.

Além disso,

Eλ1(u0) = ‖u0‖p +

∫
Ω

(V − λ1)|u0|p ≤ λ∗ = 0.

Assim,

‖u0‖p +

∫
Ω

(V − λ1)|u0|p = 0.

Daí u0 é uma autofunção associada a λ1, ou seja, u0 é múltiplo de ϕ1. O qual contradiz

a hipótese pois
∫

Ω

a(x)ϕq1dx < 0. Portanto λ∗q > 0.
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Prova de (ii): A seguir provaremos que αλ,q < 0 para λ > λ1. Seja w de�nido por

w =
ϕ1(

−
∫

Ω

aϕq1

) 1
q

então,
∫

Ω

awq = −1. Assim,

Eλ(w) =
Eλ(ϕ1)(
−
∫

Ω

aϕq1

) p
q

=
‖ϕ1‖p +

∫
(V − λ)ϕp1(

−
∫

Ω

aϕq1

) p
q

,

como λ > λ1, temos

αλ,q ≤ Eλ(w) =
Eλ(ϕ1)(
−
∫

Ω

aϕq1

) p
q

=
λ1 − λ(
−
∫

Ω

aϕq1

) p
q

< 0

Portanto, αλ,q < 0.

Provaremos que αλ,q está bem de�nida, ou seja, αλ,q > −∞. Demonstraremos por

contradição. Suponha que existe uma sequência (un) de funções tal que

∫
Ω

a |un|q = −1 e Eλ(un) = ‖un‖p +

∫
Ω

(V − λ)|un|p → −∞.

Segue que,
∫

Ω

λ|un|p →∞. De�nimos wn por

wn =
un(∫

Ω

|un|p
) 1

p

,

assim,
∫

Ω

a|wn|q → 0 e
∫

Ω

|wn|p = 1. Além disso, para n grande

‖wn‖p +

∫
Ω

(V − λ)|wn|p = Eλ(wn)

‖wn‖p +

∫
Ω

(V − λ)|wn|p =
Eλ(un)∫

Ω

|un|p
≤ 0.
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Daí, pelo Lema 3.1.1, segue que para todo ε > 0, existe uma constante Cε > 0, tal que

(1− ε)‖wn‖p − Cε|V |r − λ|wn|p ≤ ‖wn‖p +

∫
Ω

V |wn|p − λ
∫

Ω

|wn|p ≤ o(1).

Fixando, ε < 1, temos

‖wn‖p ≤
C + Cε|V |r

1− ε
.

Assim, ‖wn‖ é limitada. Como Xs
p(Ω) é re�exivo existe uma subsequência fracamente

convergente, ou seja, wn ⇀ w em Xs
p(Ω) e assim,

∫
Ω

a|w|q = 0,

∫
Ω

|w|p = 1 e Eλ(w) ≤ 0.

Isto é uma contradição com λ∗q > 0. Portanto, αλ,q > −∞.

Agora provaremos que αλ,q é alcançado. Seja un uma sequência de funções

minimizadora para αλ,q, ou seja,

∫
Ω

a|un|q = −1 e Eλ(un)→ αλ,q.

A�rmamos que ‖un‖ é limitada. De fato, por contradição, suponha que ‖un‖ → ∞. De

Eλ(un) = ‖un‖p +

∫
Ω

(V − λ)|un|p → αλ,q.

Temos que
∫

Ω

|un|p →∞. De�nimos wn por

wn =
un
|un|p

então ∫
Ω

a|wn|q → 0 e |wn|p =

∫
Ω

|wn|p = 1.
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Além disso,

‖wn‖p +

∫
Ω

(V − λ)|wn|p = Eλ(wn) ≤ Eλ(un)∫
Ω

|un|p
≤ o(1).

Daí, pelo Lema 3.1.1 e tomando ε < 1, obtém-se

‖wn‖p ≤
C + Cε|V |r

1− ε
.

Assim ‖wn‖ é limitada. Então existe w ∈ Xs
p(Ω) tal que a menos de subsequência wn ⇀ w

em Xs
p(Ω). Deste modo

∫
Ω

a |w|q = 0, |w|pp = 1 e Eλ(w) = 0.

Logo, λ∗q ≤ λ − λ1, o qual é uma contradição, pois λ < λ1 + λ∗q. Portanto (un) é uma

sequência limitada. Podemos assumir que un ⇀ u em Xs
p(Ω), assim

∫
Ω

a(x)|u|qdx = −1 e

αλ,q ≤ Eλ(u) ≤ lim inf Eλ(un) = αλ,q.

Portanto, u é um mínimo para αλ,q, ou seja, u é uma solução não trivial de

(−∆)su+ (V − λ) |u|p−2u = −αλ,qa |u|q−2u.

Prova de (iii): Provaremos que βλ,q está bem de�nida, ou seja, βλ,q > −∞. Suponha

que existe uma sequência (un) de funções tal que

∫
Ω

a |un|q = 1 e Eλ(un) = ‖un‖p +

∫
Ω

(V − λ)|un|p → −∞.

Segue que,
∫

Ω

λ|un|p → +∞. De�nimos wn por

wn =
un
|un|p

,
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assim,
∫

Ω

a|wn|q → 0 e |wn|p = 1. Além disso, para n grande

‖wn‖p +

∫
Ω

(V − λ)|wn|p = Eλ(wn) ≤ Eλ(un)

|un|pp
≤ 0.

Pelo Lema 3.1.1, segue que dado ε > 0 existe uma constante Cε > 0, tal que

(1− ε)‖wn‖p ≤ Cε|V |r + λ,

para ε < 1 , temos que ‖wn‖ é limitada, então existe w ∈ Xs
p(Ω) tal que

wn ⇀ w em Xs
p(Ω)

wn → w em Lp(Ω)

wn → w em Lr
′p(Ω).

Em particular ∫
Ω

a|w|q = 0, |w|p = 1 e Eλ(w) ≤ 0.

Por conseguinte

‖w‖p ≤ λ−
∫

Ω

V |w|p.

Assim, segue que

λ∗q ≤ Eλ1(w) = ‖w‖p +

∫
Ω

(V − λ1)|w|p ≤ λ− λ1,

o que é uma contradição, pois λ < λ1 + λ∗q. Portanto, βλ,q esta bem de�nido.

A seguir provaremos que βλ,q é alcançado. Seja (un) uma sequência de funções

minimizante de βλ,q, ou seja,

∫
Ω

a|un|q = 1 e Eλ(un)→ βλ,q.

A�rmamos que ‖un‖ é limitada. Suponhamos por contradição que ‖un‖ → ∞. De
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Eλ(un)→ βλ,q, temos que |un|p →∞. De�nimos

wn =
un
|un|p

.

Assim,

|wn|p = 1,

∫
Ω

a|wn|q → 0 e

Eλ(wn) = ‖wn‖p +

∫
(V − λ)|wn|p =

Eλ(un)

|un|pp
≤ o(1).

Como na prova para αλ,q em ii), temos que ‖wn‖ é limitada. Passando para uma

subsequência, podemos assumir que existe w ∈ Xs
p(Ω) tal que

wn ⇀ w em Xs
p(Ω),

com ∫
Ω

a|w|q = 0 e Eλ(w) = ‖w‖p +

∫
(V − λ)wp ≤ 0,

isto contradiz o fato que λ∗q > 0. Portanto, (un) é uma sequencia limitada. Como Xs
p(Ω)

é re�exivo, então existe uma subsequencia (un) tal que un ⇀ u em Xs
p(Ω), assim

∫
Ω

a(x)|u|qdx = 1 e

βλ,q ≤ Eλ(u) ≤ lim inf Eλ(un) = βλ,q.

Portanto, βλ,q é alcançado.

Agora provaremos que βλ,q 6= 0 para λ1 < λ < λ1 + λ∗q. Suponha por contradição que

βλ,q = 0. Seja u uma solução positiva de (3.1) que alcança βλ,q. Daí

(−∆p)
su+ (V − λ)up−1 = βλ,qa u

q−1.

Logo,

(−∆p)
su+ (V − λ)up−1 = 0.

Mas o problema acima não tem soluções positivas, pois λ não é um autovalor. Portanto,
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βλ,q 6= 0.

Prova de (iv): Para λ = λ1. Como βλ1,q ≥ 0, desde que Eλ1(u) ≥ 0. Por contradição,

suponha que βλ1,q = 0. Como βλ1,q é alcançado, então

(−∆p)
su+ (V − λ1)up−1 = βλ1,qa u

q−1.

ou seja, u é uma autofunção associada a λ1 com

∫
Ω

a(x)uqdx = 1,

na qual contradiz a hipótese. Portanto, βλ1,q > 0.
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Capítulo

4

Multiplicidade, Existência e não Existência

para (−∆)s + V no caso crítico

Neste Capítulo, estudamos a existência e multiplicidade de soluções positivas do

problema (4.1) no caso crítico envolvendo o operador Laplaciano fracionário


(−∆)su+ V (x)u = λu+ a(x)u2∗s−1 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(4.1)

onde Ω um domínio suave de RN ,N > 2s, s ∈ (0, 1). Assumimos que V ∈ Lr(Ω) com

r > N/2s, a : Ω→ R uma função contínua que muda de sinal em Ω e

2∗s =
2N

N − 2s

é o expoente de Sobolev crítico fracionário, λ é um parâmetro real e (−∆)s é o operador

Laplaciano fracionário de�nido por

(−∆)su(x) := C(N, s) lim
ε↘0

∫
RN\Bε(x)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, x ∈ RN ,
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onde C(N, s) é uma constante de normalização positiva adequada. Seja λ1 o primeiro

autovalor de (−∆)s + V em Ω, ou equivalentemente

λ1 := inf
u∈Xs

0(Ω)

{
‖u‖2 +

∫
Ω

V (x)|u|2 : |u|2 = 1

}
. (4.2)

Seja φ1 ≥ 0 a função que atinge o infímo em (4.2) e é chamada a primeira autofunção

associada ao primeiro autovalor λ1 com |φ1|2 = 1. Em particular φ1 satisfaz


(−∆)su+ V (x)u = λ1 u em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω.

(4.3)

Considere

Ω+ = {x ∈ Ω : a(x) > 0}

Ω− = {x ∈ Ω : a(x) < 0}.

conjuntos abertos e não vazios de Ω. De�nimos os problemas variacionais para o problema

(4.1) no caso crítico

αλ = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
‖u‖2 +

∫
Ω

(V − λ)|u|2 :

∫
Ω

a |u|2∗s = −1

}

e

βλ = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
‖u‖2 +

∫
Ω

(V − λ)|u|2 :

∫
Ω

a |u|2∗s = 1

}
.

Nosso principal objetivo é demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema 4.0.1. Suponha que Ω+ 6= ∅, Ω− 6= ∅, λ > λ1 e

∫
Ω

a(x)φ
2∗s
1 (x)dx < 0.

Então existe δ > 0 tal que se λ ∈ (λ1, λ1 + δ), existe pelo menos uma solução do problema
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(4.1). Além disso, se

βλ < K(N, 2)−2 sup |a|
−2
2∗s ,

então existe pelo menos duas solucões não triviais de (4.1).

Este Capítulo, está organizado em 3 Seções. Na primeira Seção, provamos as

condições necessárias para a existência de soluções. Na Seção 4.2, apresentamos os

problemas variacionais respeito ao problema (4.1) e mostramos alguns propriedades

que serão utilizados para provar nosso resultado principal. Finalmente na Seção

4.3, demonstramos o Teorema 4.0.1, usando métodos variacionais e o Princípio de

Concentração e Compacidade na qual nos permite superar a falta de compacidade, a

prova é baseada nas ideias do artigo [6].

4.1 Condições Necessárias para a existência de soluções

A seguir apresentamos condições necessárias para a existencia de soluções do problema

(4.1).

Teorema 4.1.1. Suponha que o problema (4.1) tem uma solução. Então

i)

∫
Ω

a(x)φ
2∗s
1 (x)dx < 0 se λ > λ1.

ii) Ω+ 6= ∅ se λ < λ1.

iii) Ω+ 6= ∅ e Ω− 6= ∅ se λ = λ1.

Demonstração. Seja φ1 é a primeira autofunção associada a λ1, pelo Teorema 3.2.2,

φ1 > 0 em Ω, então pelo Lema 2.5 em [23], temos que existe uma constante c > 0 tal que

φ1 ≥ cds

onde ds = dist(x,Rn \Ω). Como u é uma solução não negativa de (4.1) e pelo Lema 3.2.1

u ∈ L∞(Ω), então pelo Lema 2.4 em [23], temos que existe C > 0 tal que

u ≤ Cds.
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Portanto, obtemos que existe t > 0 tal que

tu ≤ φ1.

A seguir vamos multiplicar a equação (4.1) por
φ1+γ

1

uγ

(−∆)su
φ1+γ

1

uγ
+ (V − λ)

φ1+γ
1

uγ−1
= a(x)u2∗s−1 φ

1+γ
1

uγ
. (4.4)

Multiplicamos a equação (4.3) por
φγ1
uγ−1

(−∆)sφ1
φγ1
uγ−1

+ (V − λ1)
φ1+γ

1

uγ−1
= 0,

então

V
φ1+γ

1

uγ−1
= −(−∆)sφ

φγ1
uγ−1

+ λ1
φ1+γ

1

uγ−1
. (4.5)

De (4.4) e (4.5), tem-se

(−∆)su
φ1+γ

1

uγ
− (−∆)sφ1

φγ1
uγ−1

+ λ1
φ1+γ

1

uγ−1
− λφ

1+γ
1

uγ−1
= a(x)u2∗s−1 φ

1+γ
1

uγ

(−∆)su
φ1+γ

1

uγ
− (−∆)sφ1

φγ1
uγ−1

= a(x)
φ1+γ

1

uγ−2∗s+1
+ λ

φ1+γ
1

uγ−1
− λ1

φ1+γ
1

uγ−1
,

integrando

∫
Ω

(−∆)su
φ1+γ

1

uγ
−
∫

Ω

(−∆)sφ1
φγ1
uγ−1

=

∫
Ω

a(x)
φ1+γ

1

uγ−2∗s+1
+

∫
Ω

(λ− λ1)
φ1+γ

1

uγ−1
. (4.6)

Pela de�nição do Laplaciano fracionário, o lado esquerdo da equação acima é

∫ (u(x)− u(y))
(
φ1+γ1

uγ
(x)− φ1+γ1

uγ
(y)
)

|x− y|n+2s
−
∫ (φ1(x)− φ1(y))

(
φ1+γ1

uγ−1 (x)− φ1+γ1

uγ−1 (y)
)

|x− y|n+2s
=

∫ (u(x)− u(y))
(
φ1+γ1

uγ
(x)− φ1+γ1

uγ
(y)
)
− (φ1(x)− φ1(y))

(
φ1+γ1

uγ−1 (x)− φ1+γ1

uγ−1 (y)
)

|x− y|n+2s
.
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Agora

(u(x)− u(y))

(
φ1+γ

1

uγ
(x)− φ1+γ

1

uγ
(y)

)
− (φ1(x)− φ1(y))

(
φ1+γ

1

uγ−1
(x)− φ1+γ

1

uγ−1
(y)

)
=

(
φ1+γ

1

uγ−1

)
(x)−

(
φ1+γ

1

uγ

)
(y)u(x)−

(
φ1+γ

uγ

)
(x)u(y) +

(
φ1+γ

uγ−1

)
(y)−[(

φ1+γ
1

uγ−1

)
(x)−

(
φγ1
uγ−1

)
(y)φ1(x)−

(
φγ1
uγ−1

)
(x)φ1(y) +

(
φ1+γ

1

uγ−1

)
(y)

]
=

(
φγ1
uγ

)
(x)u(x)φ1(y) +

(
φγ1
uγ

)
(y)u(y)φ1(x)−

(
φγ1
uγ

)
(y)φ1(y)u(x)−

(
φγ1
uγ

)
(x)φ1(x)u(y).

A�rmação 3.

φγ1(x)

uγ(x)
u(x)φ1(y) +

φγ1(y)

uγ(y)
u(y)φ1(x)− φγ1(y)

uγ(y)
φ1(y)u(x)− φγ1(x)

uγ(x)
φ1(x)u(y) ≤ 0. (4.7)

De fato, multiplicando (4.7) por uγ(x)uγ(y), segue que

φγ1(x)uγ(y)u(x)φ1(y)+φγ1(y)uγ(x)u(y)φ1(x)−φγ1(y)uγ(x)u(x)φ1(y)−φγ1(x)uγ(y)u(y)φ1(x)

= φγ1(x)uγ(y)u(x)φ1(y) + φγ1(y)uγ(x)u(y)φ1(x)− φγ+1
1 (y)uγ+1(x)− φγ+1

1 (x)uγ+1(y)

Pelo Lemma 4.1.2 abaixo, segue a A�rmação.

Da equação (4.6) e da A�rmação 3, tem-se

∫
Ω

a(x)
φ1+γ

1

uγ−2∗s+1
+

∫
Ω

(λ− λ1)
φ1+γ

1

uγ−1
≤ 0,

ou seja, ∫
Ω

a(x)
φ1+γ

1

uγ−2∗s+1
≤ −(λ− λ1)

∫
Ω

φ1+γ
1

uγ−1
. (4.8)

Escolhendo γ = 2∗s − 1. Como λ > λ1 e da equação (4.8), obtemos

∫
Ω

a(x)φ
2∗s
1 (x)dx < 0.
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Logo, i) é válido. Para provar o item ii), escolhemos que γ = 0 na equação (4.6),

∫
Ω

a u2∗s−1φ1 + (λ− λ1)

∫
Ω

uφ1 =

∫
Ω

(−∆)suφ1 −
∫

Ω

(−∆)sφ1 u,

como (−∆)s é simétrico, tem-se

∫
Ω

a(x)u2∗s−1φ1 + (λ− λ1)

∫
Ω

uφ1 = 0.

Por outro lado, λ− λ1 < 0 e u, φ1 > 0 em Ω, então

∫
Ω

a(x)u2∗s−1φ1 = −(λ− λ1)

∫
Ω

uφ1 > 0.

Daí a+(x) 6= 0. Portanto, Ω+ 6= ∅. Finalmente provaremos o item iii). Suponha por

contradição que Ω− = ∅, então a(x) ≥ 0 em Ω e a 6= 0. Na desigualdade (4.8), tomando

γ = 2∗s − 1 e λ = λ1, temos ∫
Ω

a(x)φ
2∗s
1 (x)dx ≤ 0.

Suponhamos que ∫
Ω

a(x)φ
2∗s
1 (x)dx = 0,

isto implica que a(x)φ
2∗s
1 (x) = 0, q.t.p em Ω, desde que φ1 > 0, então a(x) = 0 q.t.p em

Ω, o que contradiz a hipótese que a é diferente de 0. Assim,

∫
Ω

a(x)φ
2∗s
1 (x)dx < 0.

Portanto, Ω− 6= ∅. Para provar que Ω+ 6= ∅ para λ = λ1, suponha que Ω+ = ∅, então

a(x) ≤ 0 em Ω. Multiplicando a equação (4.1) por φ1, tem-se

(−∆)suφ1 + V (x)uφ1 = λ1uφ1 + a(x)u2∗s−1φ1,

integrando,

∫
(−∆)sφ1 u+

∫
(V − λ1)φ1 u =

∫
(−∆)suφ1 +

∫
(V − λ1)uφ1 =

∫
a(x)u2∗s−1φ1,
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pela equação (4.3), temos que ∫
a(x)u2∗s−1φ1 = 0,

Por outro lado, como a−(x) 6= 0, u > 0 e φ1 > 0 implica que a(x)u2∗s−1φ1 < 0. Pela

monotonia da integral, segue que

∫
a(x)u2∗s−1φ1 < 0,

isto é uma contradição. Portanto, Ω+ 6= ∅. �

Lema 4.1.2. Seja a, b > 0, então

aγ b+ bγ a− aγ+1 − bγ+1 ≤ 0.

Prova. Pela Desigualdade de Young, segue que

aγ b ≤ γ

γ + 1
a
γ+1
γ
γ +

1

γ + 1
bγ+1

=
γ

γ + 1
aγ+1 +

1

γ + 1
bγ+1,

de igual maneira utilizando a Desigualdade de Young para bγ a, temos

bγ a ≤ γ

γ + 1
bγ+1 +

1

γ + 1
aγ+1,

somando, tem-se

aγ b+ bγ a ≤ γ

γ + 1
aγ+1 +

1

γ + 1
bγ+1 +

γ

γ + 1
bγ+1 +

1

γ + 1
aγ+1

=

(
γ

γ + 1
+

1

γ + 1

)
aγ+1 +

(
γ

γ + 1
+

1

γ + 1

)
bγ+1

=
γ + 1

γ + 1
aγ+1 +

γ + 1

γ + 1
bγ+1

= aγ+1 + bγ+1.

Portanto,

aγ b+ bγ a ≤ aγ+1 + bγ+1.
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4.2 Resultados variacionais

Iniciamos esta Seção de�nindo o funcional Eλ : Xs
0(Ω)→ R por

Eλ(u) = ‖u‖2 +

∫
Ω

(V − λ)|u|2.

o funcional Eλ é fracamente semi-contínuo inferiormente. Considere a equação (4.1) no

caso sub-crítico  (−∆)su+ V (x)u = λu+ a(x)|u|q−2u em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(4.9)

onde 2 < q < 2∗s com os seus respectivos problemas variacionais

αλ,q = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
Eλ(u) :

∫
Ω

a |u|q = −1

}

e

βλ,q = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
Eλ(u) :

∫
Ω

a |u|q = 1

}
.

De�na

λ∗q = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
Eλ1(u) :

∫
Ω

a |u|q = 0, |u|2 = 1

}
.

Pelo Capítulo 3, temos que αλ,q e βλ,q são bem de�nidos e alcançados. Além disso,

αλ,q < 0 para λ > λ1, βλ1,q > 0 e λ∗q > 0.

Lema 4.2.1. βλ,q > 0 para λ > λ1.

De fato, como βλ,q é alcançado, então suponha que u ≥ 0 é uma função que alcança o

mínimo em βλ,q, ou seja,

(−∆)su+ (V − λ)u = βλ,qa(x)uq−1.
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Usando a desigualdade (4.8), para o caso sub-crítico, temos

∫
Ω

a(x)
φ1+γ

1

uγ−q+1
≤ −(λ− λ1)

∫
Ω

φ1+γ
1

uγ−1
. (4.10)

Tomando γ = q − 1, obtém-se

βλ,q

∫
Ω

a(x)φq(x)dx ≤ −(λ− λ1)

∫
Ω

u2−q(x)φq1(x)dx,

por hipóteses, sabemos que
∫

Ω

a(x)φq1(x)dx < 0 e λ− λ1 > 0. Portanto, βλ,q > 0. �

Seja

λ∗2∗s = inf
u∈Xs

0(Ω)

{
Eλ1(u) :

∫
Ω

a |u|2∗s = 0, |u|2 = 1

}
.

Agora mostraremos que βλ e αλ são bem de�nidos, βλ ≥ 0 e λ∗2∗s > 0.

Proposição 4.2.2.

a) λ∗2∗s ≥ lim sup
q→2∗s

λ∗q ≥ lim inf
q→2∗s

λ∗q := λ∗ > 0.

b) αλ é bem de�nido, para λ próximo a λ1.

c) βλ é bem de�nido. Para λ1 ≤ λ < λ1 + λ∗, temos

0 ≤ lim inf
q→2∗s

βλ,q ≤ lim sup
q→2∗s

βλ,q ≤ βλ.

Demonstração.

a): A seguir provaremos que lim inf
q→2∗s

λ∗q > 0. Seja uq uma função que alcança λ∗q, ou seja,

Eλ1(uq) = ‖uq‖2 +

∫
Ω

(V − λ1)|uq|2 = λ∗q

com |uq|2 = 1 e
∫

Ω

a(x)|uq|q = 0. Suponha por contradição que lim inf
q→2∗s

λ∗q = 0. Então

Eλ1(uq) = ‖uq‖2 +

∫
Ω

(V − λ1)|uq|2 → 0.
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Logo, ‖uq‖2 +

∫
Ω

(V − λ1)|uq|2 ≤ o(1). Pelo Lema 3.1.1 e tomando ε < 1, obtém-se

‖uq‖2 ≤ C + Cε|V |r
1− ε

.

Portanto, ‖uq‖ é limitada, então existe uq ∈ Xs
0(Ω) tal que a menos de subsequência

uq ⇀ u em Xs
0(Ω), quando q → 2∗s com

|u|2 = 1 e Eλ1(u) ≤ 0.

Deste modo, Eλ1(u) = 0, pois Eλ1(u) ≥ 0. Observe que,

∫
Ω

(V − λ1)|uq|2 →
∫

Ω

(V − λ1)|u|2.

Daí, segue que uq → u em Xs
0(Ω). De fato,

‖u‖2 ≤ lim inf
q→2∗s

‖uq‖2 ≤ lim
q→2∗s

∫
Ω

(λ1 − V )|uq|2

=

∫
Ω

(λ1 − V )|u|2 = ‖u‖.

Assim, ∫
Ω

a(x)u2∗s = lim
q→2∗s

∫
Ω

a(x)uqq = 0

e como Eλ1(u) = 0, então u é uma autofunção associada a λ1, ou seja, u é múltiplo de φ1,

a qual contradiz a hipótese, pois
∫

Ω

a(x)φ
2∗s
1 < 0. Portanto, λ∗ > 0.

Agora provaremos que, λ∗ ≤ λ∗2∗s . De fato, seja u ∈ C
1(Ω) com u ≥ 0 tal que

|u|2 = 1,

∫
Ω

a(x)u2∗s = 0 e Eλ1(u) ≤ λ∗2∗s + ε.

Se existe uma sequência in�nita q → 2∗s tal que
∫

Ω

a(x)uq = 0, segue que λ∗ ≤ λ∗2∗s . Se
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não, existe uma sequência in�nita q → 2∗s tal que

ou
∫

Ω

a(x)uq > 0, ∀ q (4.11)

ou
∫

Ω

a(x)uq < 0, ∀ q. (4.12)

Suponha que (4.11) se satisfaz. De�na

α(q) =

∫
Ω

a(x)uq∫
Ω

a(x)uq −
∫

Ω

a(x)φq1

.

Então α(q) ∈ [0, 1] e α(q)→ 0, quando q → 2∗s. Seja

vq = (α(q)φ1 + (1− α(q))uq)1/q .

Como φ1, u ∈ Xs
0(Ω), segue que vq ∈ Xs

0(Ω), vq ≥ 0 e

∫
Ω

vqq =

∫
Ω

a (α(q)φ1 + (1− α(q))uq)

= −
∫

Ω

α(q)(auq − aφq1) +

∫
Ω

auq

= −
∫

Ω

auq +

∫
Ω

auq = 0.

Por outro lado, vq → u, quando q → 2∗s. Como consequência, temos

λ∗q(1 + o(1)) ≤ λ∗q

(∫
v2
q

)
≤ ‖vq‖2 +

∫
(V − λ1)|vq|2

≤ λ∗2∗s + ε+ o(1), quando q → 2∗s.

Portanto, λ∗ ≤ λ∗2∗s . Agora suponha que (4.12) ocorre, então que existe uma sequência

q → 2∗s tal que
∫

Ω

a(x)uq < 0. Seja u0 ≥ 0 em C1(Ω) tal que

∫
Ω

a(x)uq > 0.
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De�na

vq = (α(q)u0 + (1− α(q))uq)1/q

onde

α(q) =

∫
Ω

a(x)uq∫
Ω

a(x)uq −
∫

Ω

a(x)uq0

.

Como no caso anterior, concluímos que λ∗ ≤ λ∗2∗s .

b): αλ é bem de�nido, ou seja, αλ > −∞. Por contradição, suponha que existe uma

sequência λn → λ1 e uma sequência de funções (un) com un ≥ 0 tal que

∫
Ω

a u2∗s
n = −1 e Eλn(un) = ‖un‖2 +

∫
Ω

(V − λn)|un|2 → −∞.

Daí,
∫

Ω

λnu
2
n →∞. De�nimos

wn =
un(∫

Ω

u2
n

) 1
2

,

assim,
∫

Ω

awqn → 0 e |wn|2 = 1. Além disso, para n grande

‖wn‖2 +

∫
Ω

(V − λn)|wn|2 = Eλn(wn)

‖wn‖2 +

∫
Ω

(V − λn)|wn|2 =
Eλ(un)∫

Ω

u2
n

≤ 0.

Daí, pelo Lema 3.1.1, segue

(1− ε)‖wn‖2 − Cε|V |r − λ1|wn|2 ≤ ‖wn‖2 +

∫
Ω

V |wn|2 − λ1

∫
Ω

|wn|2 ≤ o(1).

Fixando, ε < 1, temos

‖wn‖2 ≤ C + Cε|V |r
1− ε

.

Assim, ‖wn‖ é limitada. Como Xs
0(Ω) é re�exivo existe uma subsequência fracamente
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convergente, ou seja, wn ⇀ w em Xs
0(Ω) com w ≥ 0. Como λn → λ1, então

|w|2 = 1, e Eλ1(w) ≤ 0.

Assim, Eλ1(w) = 0, desde Eλ1(w) ≥ 0. Concluímos que, wn → w em Xs
0(Ω), então

∫
Ω

aw2∗s = 0.

Como Eλ1(w) = 0, segue que w é uma autofunção associada a λ1, ou seja, w é múltiplo

de φ1, a qual é uma contradição, pois
∫

Ω

aφ
2∗s
1 < 0. Portanto, αλ > −∞.

c): Podemos provar que βλ > −∞, como �zemos em (b). Dado ε > 0, e u ≥ 0 tal que

∫
Ω

au2∗s = 1 e Eλ(u) ≤ βλ + ε.

Então
∫

Ω

auq >
1

2
, para q próximo a 2∗s. Tomando,

vq =
u(∫

Ω

auq
)1/q

.

Para q su�cientemente próximo a 2∗s, tem-se

βλ,q ≤ Eλ(vq) ≤
Eλ(u)(∫
Ω

auq
)2/q

≤ βλ + 2ε

Como βλ,q > 0, segue

0 ≤ lim inf
q→2∗s

βλ,q ≤ lim sup
q→2∗s

βλ,q ≤ βλ.

�

Agora vamos provar alguns resultados concernentes aos problemas variacionais αλ,q e

βλ,q.

Proposição 4.2.3. As seguintes convergências são válidas:

i) lim
λ→λ1

αλ,q = αλ1,q = 0, para 2 ≤ q ≤ 2∗s
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ii) lim
λ→λ1

βλ,q = βλ1,q, para 2 ≤ q < 2∗s

Prova.

item i): Suponha por contradição que o item i) não se satisfaz, ou seja, existe α < 0 e

uma sequência (uλ) em Xs
0(Ω) de λ ∈ R com λ→ λ1, tal que

Eλ(uλ) = ‖uλ‖2 +

∫
Ω

(V − λ)u2
λ ≤ α

e uλ ≥ 0. Se (uλ) é uma sequência limitada e como Xs
0(Ω) é uma espaço re�exivo, então

existe uma subsequência de (uλ) tal que

uλ ⇀ u em Xs
0(Ω).

Assim,

Eλ1(u) = ‖u‖2 +

∫
Ω

(V − λ1)u2 ≤ α < 0

na qual é absurdo, pois Eλ1(u) ≥ 0. Por outro lado, se |uλ|2 →∞. De�na

wλ =
uλ
|uλ|2

,

então |wλ|22 = 1 e
∫
awqλ =

−1

|uλ|q2
→ 0. Também

‖wλ‖2 +

∫
(V − λ1)w2

λ = Eλ(wλ)

‖wλ‖2 +

∫
V w2

λ − λ1

∫
w2
λ =

Eλ(uλ)

|uλ|22
≤ o(1).

Daí, pelo Lema 3.1.1 e tomando ε < 1, obtém-se

‖wλ‖2 ≤ C + Cε|V |r
1− ε

.

Portanto, ‖wλ‖ é limitada, então existe w ∈ Xs
0(Ω) tal que a menos de subsequência

wλ ⇀ w em Xs
0(Ω) com

|w|22 = 1 e Eλ1(w) ≤ 0.
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Assim, Eλ1(w) = 0, desde que Eλ1(w) ≥ 0. Note que,

∫
(V − λ1)w2

λ →
∫

(V − λ1)w2,

daí, segue que wλ → w em Xs
0(Ω), então

∫
awq = 0.

Logo, w é uma autofunção associado a λ1, ou seja, w é múltiplo de φ1, o qual é uma

contradição desde que
∫
a φq1 < 0.

item ii). De�na

β = lim sup
λ→λ1

βλ,q,

Como λ > λ1, segue que β ≤ βλ1,q. Seja uλ tal que


(−∆)suλ + (V − λ)uλ = βλ a u

q−1
λ ,∫

auqλ = 1.
(4.13)

Como na demonstração da primeira parte, obtém-se que (uλ) é uma sequência limitada

Xs
0(Ω). Daí, existe uma subsequência de (uλ) tal que uλ ⇀ u em Xs

0(Ω). Tomando límite

quando λ→ λ1, temos

βλ1,q ≤ ‖u‖2 +

∫
(V − λ1)u2 ≤ β

com u ≥ 0 e
∫
auq = 1, logo, segue que β ≥ βλ1,q. Daí, desde que β ≤ βλ1,q, segue que

lim sup
λ→λ1

βλ,q = βλ1,q.

Assim,

βλ1,q ≤ Eλ1(u) ≤ lim inf
λ→λ1

βλ,q ≤ lim sup
λ→λ1

βλ,q = βλ1,q.

Portanto,

lim
λ→λ1

βλ,q = βλ1,q.

�
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A seguir apresentamos o seguinte resultado que será útil na demonstração do Teorema

(4.0.1), cuja demonstração pode ser encontrada em [36, Lema 6].

Teorema 4.2.4. Seja uma função ϕ ∈ C∞0 (RN). Então o operador commutador[
ϕ, (−∆)

s
2

]
→ L2(RN) é compacto, ou seja,

ϕ
(
(−∆)

s
2un
)
− (−∆)

s
2ϕnu→ 0 em L2(RN)

sempre que un ⇀ 0 em Xs
0(Ω), quando n→∞.

4.3 Multiplicidade de Soluções

Uma das principais di�culdades para provar o Teorema 4.0.1 se deve à perda de

compacidade da imersão Xs
0(Ω) ↪→ L2(Ω) por isso em geral, a condição de Palais-Smale

não se veri�ca. Para superar essa di�culdade usamos o Princípio de Concentração e

Compacidade estabelecido por P.L. Lions em [33].

Lema 4.3.1 (ver [40]). Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto, e seja (un) uma sequência

fracamente convergente a u em Xs
0(Ω) quando n→∞ e tal que

|(−∆)s/2un|2 ⇀ µ e |un|2
∗
s ⇀ ν,

onde µ e ν são medidas não negativas. Então, ou un → u em L
2∗s
loc(RN) ou existe uma

sequência de pontos (xj)j∈I em Ω e uma sequência de números positivos (νj)j∈I tal que

ν = |u|2∗s +
∑
j∈I

δxjνj, νj > 0.

Além disso, existe uma medida positiva µ̃ ∈ M(RN) com sup µ̃ ⊆ Ω e uma sequência de

números positivos (µj)j∈I tal que

µ = |(−∆)s/2u|2 + µ̃+
∑
j∈I

δxjµj, µj > 0,
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e

ν
2
2∗s
j ≤ K(N, 2)2µj

onde K é melhor constante de Sobolev, ou seja

K(N, 2) = inf
u∈Xs

0(Ω)

∫
RN
|(−∆)s/2u|2dx∫
RN
|u|2∗sdx

,

xj ∈ RN , δxj são medidas de Dirac em xj, µj e νj são constantes.

4.3.1 Demonstração de Teorema 4.0.1

Nosso objetivo nesta seção é provar o Teorema 4.0.1, aplicaremos a Proposição 4.2.3, Lema

4.3.1 com metódos variacionais, ou seja, se u atinge αλ (respectivamente βλ), u satisfaz

(−∆)su+ (V − λ)u = −αλa u2∗s−1,

respectivamente

(−∆)su+ (V − λ)u = βλa u
2∗s−1.

Dai, u1 = cu é solução do problema (4.1) ou u2 = c̃u é uma solução do problema (4.1),

para algum c e c̃ respectivamente.

Prova. [Demonstração do Teorema 4.0.1] A prova do Teorema será dividida em duas

partes.

Primeira Parte: Provaremos a existência de soluções para αλ com λ su�cientemente

próximo a λ1. Pela Proposição 4.2.3, temos

lim
λ→λ1

αλ = 0.

Tomamos λ su�cientemente próximo a λ1 para obter

−αλ < K(N, 2)−2 (sup |a|)−2/2∗s
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e λ < λ1 + λ∗.

Seja (uq) uma sequência tal que uq ≥ 0 é uma solução do problema (4.1) de�nido para

αλ,q, ou seja,

(−∆)suq + (V − λ)uq = −αλ,q a(x)uq−1
q .

A seguir provaremos que (uq) é uma sequência limitada em L2(RN). Suponha por

contradição que |uq|2 →∞. De�na

wq =
uq
|uq|2

com wq ≥ 0, |wq|2 = 1 e

Eλ(wq) = ‖wq‖2 +

∫
(V − λ)w2

q =
Eλ(uq)

|uq|22
≤ o(1). (4.14)

Daí, segue que ‖wq‖ é limitada, assumimos que

wq ⇀ w em Xs
0(Ω)

com

w ≥ 0, |w|2 = 1 e Eλ(w) ≤ 0.

Se
∫

Ω

aw2∗s = 0, então λ∗ ≤ 0, isto é uma contradição pois λ∗ > 0. Agora se
∫

Ω

aw2∗s > 0.

De�na

u =
w(∫

Ω

aw2∗s

)1/2∗s
.

Assim,
∫

Ω

au2∗s = 1 e

βλ ≤ Eλ(u) =
Eλ(w)(∫

Ω

aw2∗s

)2/2∗s
,

então

βλ

(∫
Ω

aw2∗s

)2/2∗s

≤ Eλ(w) ≤ 0.
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Pelo Lema 4.2.1, βλ ≥ 0, logo segue que

βλ = 0 = Eλ(w).

Como Eλ é fracamente semi-contínuo inferiormente, tem-se

Eλ(w) = 0 ≤ lim inf
q→2∗s

Eλ(wq) ≤ 0.

Portanto,

Eλ(w) = lim
q→2∗s

Eλ(wq).

Daí, ∫
Ω

a|w|2∗s = lim
q→2∗s

∫
Ω

a|wq|q = 0,

isto é uma contradição, pois
∫

Ω

aw2∗s > 0. Finalmente suponha que
∫

Ω

aw2∗s < 0. Como

wq ⇀ w em Xs
0(Ω) e pela imersão continua de Xs

0 ↪→ L2∗s , tem-se

wq ⇀ w em L2∗s(Ω).

Logo, como o Laplaciano fracionário é um operador que mantém a convergência fraca,

segue que

|(−∆)s/2wq|2 ⇀ µ

e |wq|2
∗
s ⇀ ν

com µ e ν medidas. Aplicando o Principio de Concentração e Compactação Lema 4.3.1,

temos que existe um conjunto �nito de pontos x1, · · · , xk ∈ Ω e números positivos

µ1, · · · , µk e ν1, · · · , νk tal que

|(−∆)s/2wq|2 ⇀ µ ≥ |(−∆)s/2w|2 +
∑
j∈I

µjδxj , (4.15)

|wq|2
∗
s ⇀ ν = |w|2∗s +

∑
j∈I

νjδxj . (4.16)
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Como
∫

Ω

awqq =
−1

|uq|q2
e usando (4.15) e (4.16), obtemos

Eλ(wq)→
∫
µ+

∫
(V − λ)w2 ≥

∫
|(−∆)s/2w|2 +

∑
j∈I

µj +

∫
(V − λ)w2.

De (4.14) e como Eλ(wq)→ Eλ(w), segue

Eλ(w) ≤ −
∑
j∈I

µj,

e pela unicidade do limite, obtém-se

∫
aw2∗s +

∑
j∈I

νja(xi) = 0. (4.17)

Por outro lado, de�na

u =
w(

−
∫

Ω

aw2∗s

)1/2∗s
.

Como
∫

Ω

aw2∗s < 0, temos

αλ ≤ Eλ(u) =
Eλ(w)(

−
∫

Ω

aw2∗s

)2/2∗s

então

αλ

(
−
∫

Ω

aw2∗s

)2/2∗s

≤ Eλ(w) ≤ −
∑
j∈I

µj

∑
j∈I

µj ≤ −αλ
(
−
∫

Ω

aw2∗s

)2/2∗s

≤ −αλ
(∑

νia(xi)
)2/2∗s

≤ −αλ
∑

(νia(xi))
2/2∗s

≤ −αλ sup |a|2/2∗sK(N, 2)2
∑
i

µi

≤ δ
∑
i

µi,
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para algum δ < 1. Obtemos que µi = 0, então νi = 0. De (4.17), deduzimos que

∫
aw2∗s = 0,

na qual contradiz a hipótesse. Portanto, (uq) é uma sequência limitada em L2(Ω). Além

disso, como

αλ,q ≥ (λ1 − λ)

∫
Ω

|uq|2

a sequência αλ,q é também limitada, então existe uma subsequência de αλ,q tal que

αλ,q → α em R.

É claro que, α ≤ αλ. Como (uq) é uma sequência limitada em L(Ω) e Xs
0(Ω) é re�exivo,

então existe uma subsequência de (uq) tal que

uq ⇀ u em Xs
0(Ω)

e uq satisfaz 
(−∆)suq + (V − λ)uq = −αλ,q a uq−1

q ,∫
auqq = −1,

(4.18)

passando ao limite quando q → 2∗s, temos


(−∆)su+ (V − λ)u = −α au2∗s−1,∫

au2∗s = −1.
(4.19)

Multiplicando a equação (4.18) por uqϕ onde ϕ ∈ C∞0 (Ω), temos

(−∆)suquqϕ+ (V − λ)u2
qϕ = −αλ,q a uqqϕ,∫

(−∆)suquqϕ+

∫
(V − λ)u2

qϕ = −
∫
αλ,q a u

q
qϕ∫

|(−∆)s/2uq||(−∆)s/2uqϕ|+
∫

(V − λ)u2
qϕ = −αλ,q

∫
a uqqϕ
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Usando o Teorema 4.2.4, implica que

∫
|(−∆)s/2uq||(−∆)s/2uq|ϕ+ o(1) +

∫
(V − λ)u2

qϕ = −αλ,q
∫
a uqqϕ

∫
|(−∆)s/2uq|2ϕ+ o(1) +

∫
(V − λ)u2

qϕ = −αλ,q
∫
a uqqϕ. (4.20)

Passando ao limite a equação (4.20), quando q → 2∗s e usando o Lema de Concentração e

Compacidade 4.3.1, existem duas medidas positivas µ e ν compactamente soportadas em

Ω, um conjunto enumerável de pontos xi em Ω e uma sequência de números não negativos

νi e µi tal que

|(−∆)s/2uq|2 ⇀ µ ≥ |(−∆)s/2u|2 +
∑
j∈I

µjδxj ,

|uq|2
∗
s ⇀ ν = |u|2∗s +

∑
j∈I

νjδxj ,

então ∫
µϕ+ o(1) +

∫
(V − λ)u2ϕ = −α

(∫
a
(
u2∗s +

∑
νiδxi

)
ϕ

)
,

∫
µϕ+ o(1) +

∫
(V − λ)u2ϕ = −α

(∫
a u2∗sϕ+

∑
νia(xi)ϕ(xi)

)
. (4.21)

Multiplicando a equação (4.19) por uϕ onde ϕ ∈ C∞0 (Ω), obtém-se

(−∆)suuϕ+ (V − λ)u2ϕ = −α au2∗sϕ∫
(−∆)suuϕ+

∫
(V − λ)u2ϕ = −α

∫
a u2∗sϕ∫

|(−∆)s/2u||(−∆)s/2uϕ|+
∫

(V − λ)u2ϕ = −α
∫
a u2∗sϕ,

pelo Teorema 4.2.4, temos

∫
|(−∆)s/2u|2ϕ+ o(1) +

∫
(V − λ)u2ϕ = −α

∫
a u2∗sϕ,∫

(V − λ)u2ϕ = −
∫
|(−∆)s/2u|2ϕ− α

∫
a u2∗sϕ− o(1). (4.22)
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Substituindo (4.22) na equação (4.21), deduzimos que

∫
µϕ−

∫
|(−∆)s/2u|2ϕ− α

∫
a u2∗sϕ = −α

(∫
a u2∗sϕ+

∑
νia(xi)ϕ(xi)

)
,

assim, ∫
µϕ−

∫
|(−∆)s/2u|2ϕ = −α

∑
νia(xi)ϕ(xi). (4.23)

Usando a Decomposição do Teorema de Radon-Nikodym de µ = µac + µs, onde µac é a

parte absolutamente contínua de µ e µs é a parte singular de µ, tem-se

µac = |(−∆)s/2u|2, (4.24)∑
µiδxi = µs = −α νi a(xi)δxi . (4.25)

Primeiro suponha que xi é tal que a(xi) ≤ 0, então µi = νi = 0.

Por outro lado, multiplicando a equação (4.18) por uq e passando ao limite, quando

q → 2∗s, segue que

‖u‖2 +

∫
(V − λ)u2 = −α

(∫
a u2∗s +

∑
νia(xi)

)
,

e já que funcional Eλ é fracamente semi-contínuo inferiormente , então

Eλ(u) ≤ α ≤ 0.

Se
∫

Ω

a u2∗s = 0, isto contradiz o fato que λ ∈ (λ1, λ1 + λ∗). Se
∫

Ω

a u2∗s > 0, obtemos uma

contradição, desde que

0 ≤ βλ

(∫
Ω

a u2∗s

)2/2∗s

≤ Eλ(u).

Suponha que
∫

Ω

a u2∗s < 0, usando (4.22) e (4.24), temos

αλ

(
−
∫

Ω

a u2∗s

)2/2∗s

≤ Eλ(u) ≤ −α
∫

Ω

a u2∗s ≤ −αλ
∫

Ω

a u2∗s .
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De isto, obtemos que

−
∫

Ω

a u2∗s ≤ 1.

Por outro lado, da identidade

∫
Ω

a u2∗s +
∑
i

νi a(xi) = −1,

implica que
∑
i

νi a(xi) ≤ 0, e já que a(xi) ≥ 0, então νia(xi) = 0 para todo i. Usando

(4.25), obtemos ∫
Ω

a u2∗s = −1 e µi = 0.

Assim,

αλ ≤ ‖u‖2 +

∫
(V − λ)u2 =

∫
|(−∆)s/2u|2 +

∫
(V − λ)u2 = α ≤ αλ.

Assim, α = αλ e uq converge fortemente em Xs
0(Ω). Portanto, αλ é alcançado.

Segunda Parte: Como

lim
λ→λ1

αλ = αλ1 = 0,

podemos escolher λ su�cientemente próximo a λ1, para obter:

αλ > −
(
sup |a|2/2∗sK(N, 2)2

)
.

Seja uq uma função tal que βλ,q é atingido.

A�rmação: (uq) é limitado em L2, quando q → 2∗s. Seja (uq) uma sequência de funções

tal que ∫
Ω

a u2∗s
q = 1 e Eλ(uq) = βλ,q.

Suponha por contradição que |uq| → ∞. De�na

wq =
uq
|uq|2

.

Como na Primeira Parte, temos que existe w ∈ Xs
0(Ω) e uma subsequência de (wq) tal
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que wq ⇀ w em Xs
0(Ω) com w ≥ 0, |w|2 = 1 e

‖w‖2 +
∑
i

µi +

∫
(V − λ)w2 ≤ 0,

∫
Ω

aw2∗s +
∑
i

νi a(xi) = 0 (4.26)

onde (µi) e (νi) são sequências como no Lema 4.3.1.

Suponha primeiro que
∫

Ω

aw2∗s = 0. Como

Eλ(w) = ‖w‖2 +

∫
(V − λ)w2 ≤ 0,

então tem uma contradição com λ∗ > 0. Suponha que
∫

Ω

aw2∗s > 0, então pela de�nição

de βλ, conseguiríamos que

βλ

(∫
Ω

aw2∗s

)2/2∗s

≤ ‖w‖2 +

∫
(V − λ)w2 ≤ 0,

desde que βλ ≥ 0, então βλ = 0 e também Eλ(w) = 0. Pela semi-contiuidade da ‖.‖,

temos

Eλ(w) = 0 ≤ lim inf
q→2∗s

Eλ(wq) ≤ 0,

ou seja, Eλ(wq)→ Eλ(w) e assim a convergência forte se satisfaz. Daí

∫
Ω

aw2∗s = lim
q→2∗s

∫
Ω

awqq = 0,

a qual é uma contradição pois
∫

Ω

aw2∗s > 0. Finalmente suponha que
∫

Ω

aw2∗s < 0,

podemos escrever

αλ

(
−
∫

Ω

aw2∗s

)2/2∗s

≤ ‖w‖2 +

∫
(V − λ)w2 ≤ −

∑
i

µi



4.3 Multiplicidade de Soluções 87

∑
i

µi ≤ −αλ

(∑
i

νi|a(xi)|

)2/2∗s

≤ −αλ
∑
i

ν
2/2∗s
i |a(xi)|2/2

∗
s

≤ −αλ sup |a|2/2∗sK(N, 2)2
∑
i

µi

≤ δ
∑
i

µi,

para algum δ < 1. Então µi = 0 para todo i, assim νi = 0. Da equação (4.26), obtemos

∫
Ω

aw2∗s = 0,

o que é absurdo. Portanto, (uq) é limitada em L2.

Seja

θ =
1

2

(
K(N, 2)−2 sup |a|−2/2∗s − βλ1

)
e suponha que λ é su�cientemente próximo a λ1 para garantir que

|αλ| < θ.

Seja (uq) uma sequência de funções minimizante para βλ,q. Então


(−∆)suq + (V − λ)uq = βλ,q a u

q−1
q ,∫

auqq = 1,
(4.27)

como (uq) é limitada em L2 e (βλ,q) é também limitada, então de fato (uq) é limitada em

Xs
0(Ω), então existe u, γ tal que

uq ⇀ u em Xs
0(Ω) e

βλ,q → γ em R,

além disso,

γ ≤ βλ ≤ βλ1 .
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Passando ao limite a equação (4.27) quando p→ 2∗s, temos

(−∆)su+ (V − λ)u = γ a u2∗s−1. (4.28)

Multiplicando (4.27) por uqϕ e (4.28) por uϕ, onde ϕ ∈ C∞0 (Ω), e seguindo o mesmo

procedimento da primeira parte, obtém-se

∫ (
µ+ (−∆)s/2u

)
ϕ = γ

(∑
i

νia(xi)ϕ(xi)

)
,

onde µ e ν são medidas positivas dadas no Lema 4.3.1, pela Decomposição do Teorema

de Radon-Nikodym de

µ = µac + µs,

onde µac é a parte absolutamente contínua de µ e µs é a parte singular de µ, segue

µac = |(−∆)s/2u|2, (4.29)∑
µiδxi = µs = γ

∑
i

νi a(xi) δxi . (4.30)

Daí, γ 6= 0, pois se γ for 0, então µi = 0, assim νi = 0, também teríamos que

‖u‖2 +

∫
(V − λ)u2 = 0

e ∫
a u2∗s = 1,

isto é absurdo, por exemplo podemos supor que λ não é um autovalor, então γ > 0. Além

disso, se xi é tal que a(xi) < 0, obtemos que µi = 0, então νi = 0. Como µac = |(−∆)s/2u|2

e integrando (4.28), temos

‖u‖2 +

∫
(V − λ)u2 =

∫
|(−∆)s/2u|2 +

∫
(V − λ)u2 = γ

∫
a u2∗s .
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Por outro lado, da identidade

∫
a u2∗s +

∑
i

νia(xi) = 1.

Temos que se
∫
a u2∗s ≥ 0, implica que

∑
i

νia(xi) ≤ 1. Agora, suponha que
∫
a u2∗s < 0,

então

νa =
∑
i

νia(xi) > 1.

e também

αλ

(
−
∫
a u2∗s

)2/2∗s

≤ ‖u‖2 +

∫
(V − λ)u2 = γ

∫
a u2∗s .

Como
∫
a u2∗s = 1− νa, segue-se

αλ

(
−
∫
a u2∗s

)2/2∗s

≤ −γ
(
−
∫
a u2∗s

)
(
−
∫
a u2∗s

) 2
2∗s
−1

≤ − γ

αλ

(1− νa)
2−2∗s
2∗s ≤ − γ

αλ
,

daí

1− νa ≤
(
− γ

αλ

) 2∗s
2−2∗s

=

(
−αλ
γ

) 2∗s
2∗s−2

,

então

νa ≤ 1 +

(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s
. (4.31)

Se a(xi) < 0, então µi = 0, assim νi = 0. Se a(xi) ≥ 0, pela desigualdade (4.31), segue

que

νi a(xi) ≤ 1 +

(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s
, para todo i.
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Finalmente, desde que µi = γ(νia(xi)), tem-se

µi = γ

 νia(xi)

1 +
(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s

(1 +

(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s

)

= γ

 νia(xi)

1 +
(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s


1− 2

2∗s
 νia(xi)

1 +
(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s


2
2∗s (

1 +

(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s

)

≤ γ

(
1 +

(
−αλ
γ

)1/1− 2
2∗s

)1− 2
2∗s

K(N, 2)2 sup |a|
2
2∗s µi

≤ γ

(
1 +
−αλ
γ

)
K(N, 2)2 sup |a|

2
2∗s µi

≤ K(N, 2)2 sup |a|
2
2∗s µi (γ − αλ)

≤ δµi, para algum δ < 1,

assim µi = 0 e νi = 0. Portanto, ∫
a u2∗s = 1.

Logo,

γ ≤ βλ ≤ ‖u‖2 +

∫
(V − λ)u2 =

∫
|(−∆)s/2u|2 +

∫
(V − λ)u2 ≤ γ,

então βλ = γ. Portanto, u é um mínimo para βλ.



91

Capítulo

5

Apêndice

Neste apêndice, enunciaremos alguns resultados importantes utilizados ao longo de

nosso trabalho.

De�nição 5.0.1. Seja 1 ≤ p < ∞. O espaço de Lebesgue Lp(Ω), é o conjunto de todas

funções mensuráveis f : Ω −→ R tais que ‖f‖p <∞, onde

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(x)|pdµ
) 1

p

. (5.1)

Para p = ∞, L∞(Ω) é o conjunto de todas funções mensuráveis, f : Ω −→ R tais que

‖f‖∞ <∞, em que

‖f‖∞ = sup
x∈Ω

ess|f(x)| = inf {B > 0 : µ({x ∈ Ω : |f(x)| > B}) = 0 } .

Denotaremos a norma de f ∈ Lp(Ω) por

|f |p =

(∫
Ω

|f(x)|pdµ
)1/p

.

Lema 5.0.2 (Desigualdade de Young). Sejam a ≥ 0, b ≥ 0 e p, q conjugados com p ∈

(1,+∞). Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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Prova. Se a = 0 ou b = 0 a desigualdade se satisfaz. Se a > 0, b > 0 e como a função

logaritmo natural é côncava em (0,+∞), temos

ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)
≥ 1

p
ln ap +

1

q
ln bq = ln (a b),

já que a função logaritmo natural é crescente, obtemos

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

�

Lema 5.0.3. Se a ≥ 0, b ≥ 0 e 1 ≤ p <∞, então

(a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) .

Prova. Ver [3, Lema 15.2].

Para demonstração dos seguintes resultados ver Lema 2.1 em [14].

Proposição 5.0.4. Para p ≥ 2, existem constantes positivas Cp, c(p) tal que, para

todo ξ, η ∈ RN , se satisfaz

a)

|ξ − η|p ≤ c(p)
(
|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

)
(ξ − η).

b) ∣∣|ξ|p−2ξ − |η|p−2η
∣∣ ≤ Cp (|ξ|+ |η|)p−2 |ξ − η|. (5.2)

Lema 5.0.5. Seja p ≥ 1 e ε ∈ (0, 1]. Então

|a|p ≤ |b|p + cpε|b|p + (1 + cpε)ε
1−p|a− b|p

a, b ∈ RN , cp = (p− 1)γ(max{ p− 2}) onde γ é a função gamma.

Ver domonstração em [12], Lema 3.1.
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Proposição 5.0.6 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω). Se 1 ≤

p, q ≤ ∞, p e q são conjugados, então fg ∈ L1(Ω) e

∫
fgdµ ≤ |f |p|g|q.

Prova. Ver [10] Teorema 4.6, pág. 92.

Corolário 5.0.7. Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto. Então C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω)

para qualquer 1 ≤ p <∞.

Prova. Ver [10] Corolário 4.23, pág. 109.

Teorema 5.0.8. Seja X um espaço de Banach re�exivo e seja (xn)n∈N uma sequência

limitada em X. Então existe uma subsequência (xnk)k∈N que converge fracamente em X.

Prova. Ver [10] Teorema 3.18, pág. 69.

Teorema 5.0.9 (Lema de Fatou). Seja (X,M, µ) um espaço de medida.

i) Se un : X → [0,∞) é uma sequência de funções mensuráveis, então

∫
X

lim inf
n→∞

undµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

undµ.

ii) Se un : X → [0,∞) é uma sequência de funções mensuráveis tais que un ≤ v, para

alguma função mensurável v : X → [0,∞) tal que

∫
X

vdµ <∞, então

∫
X

lim sup
n→∞

undµ ≥ lim sup
n→∞

∫
X

undµ.

Prova. ver [24] pág. 516.

Teorema 5.0.10 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (X,M, µ)

um espaço de medida e un : X → R uma sequência de funções mensuráveis tais que

lim
n→∞

un(x) = u(x), µ-q.t.p. x ∈ X.
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Se existe uma função integrável g tal que

|u(x)| ≤ g(x), µ-q.t.p. x ∈ X

e para todo n ∈ N, então u é Lebesgue integrável e

lim
n→∞

∫
X

undµ =

∫
X

udµ.

Prova. Ver [24] pág. 518.

De�nição 5.0.11. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e 0 < α ≤ 1. Dizemos que uma

função u : Ω → R é Hölder contínua com expoente α, se existe uma constante C > 0 tal

que

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α, para todo x, y ∈ Ω.

De�nimos o espaço C0,α(Ω) como sendo o espaço de todas as funções limitadas que são

Hölder contínuas com expoente α. Se Ω é limitado, C0,α(Ω) é o espaço das funções

uniformemente Hölder contínuas com expoente α em Ω.

O espaço C0,α(Ω) é um espaço de Banach com a norma dada por

‖u‖C0,α(Ω) := sup
x∈Ω
|u(x)|+ sup

x,y ∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

, ∀u ∈ C0,α(Ω).

De�na

δ : Ω → R+

x 7→ δ(x) = dist(x,RN r Ω).

Seja 0 < α < 1. De�nimos os espaços

C0
δ (Ω) =

{
u ∈ C0(Ω) :

u

δα
tem uma extensão contínua em Ω

}
;
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com a norma

‖u‖0,δ =
∥∥∥ u
δα

∥∥∥
L∞(Ω)

.

C0,α
δ (Ω) =

{
u ∈ C0(Ω) :

u

δα
tem uma extensãoα-Hölder contínua em Ω

}
;

dotado com a norma

‖u‖α,δ = ‖u‖0,δ + sup
x,y ∈Ω
x 6=y

u(x)/δ(x)α − u(y)/δ(x)α

|x− y|α
.

De�nição 5.0.12. Seja Ω um subconjunto aberto de RN e f : Ω × R → R uma função.

Dizemos que f é uma função de Carathéodory se

i) f(·, t) é mensurável em Ω para todo t ∈ R �xado;

ii) f(x, ·) é contínua em R para quase todo x ∈ Ω.

De�nição 5.0.13. Sejam X e Y dois espaços vetoriais normados. Dizemos que o espaço

X está imerso em Y se existe I : X → Y um operador linear, contínuo e injetivo e uma

constante C > 0 tal que.

‖I(x)‖Y ≤ C‖x‖X , ∀x ∈ X.

Denotamos a imersão por

X ↪→ Y.

Dizemos que X está compactamente imerso no espaço Y , se I : X → Y é linear, contínuo,

compacto e injetivo.

5.1 Teoremas Variacionais

De�nição 5.1.1. Sejam X, Y espaços de Banach e U ⊂ X um aberto. Dizemos que um

operador F : U → R é Fréchet diferenciável em u ∈ U , com derivada dF (u) ∈ L(X, Y ),

se

F (u+ h)− F (u) = dF (u)[h] +R(h),
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onde R(h) = o(‖h‖), ou seja,
R(h)

‖h‖
→ 0 quando h → 0. F é diferenciável em U se F é

diferenciável em todo ponto u ∈ U.

Dizemos que u ∈ U é um ponto crítico de F se a derivada de Fréchet de F em u é

nula, ou seja, dF (u) = 0 em X∗.

O método direto do cálculo variacional consiste em obter a existência de solução para

a equação de Euler-Lagrange através da demonstração da existência de uma função que

minimiza o funcional de energia associado.

De�nição 5.1.2. Seja X um espaço métrico. Um funcional J : X → R é semicontínuo

inferiormente (l.s.c.) em x se para cada sequência (xn) em X tal que xn → x, temos

J(x) ≤ lim inf
n→∞

J(xn).

Dizemos que o funcional J sob X é l.s.c. em X se é l.s.c. em todos os pontos de X.

De�nição 5.1.3. Seja X um espaço de Banach e Ω ⊂ X um subespaço. Dizemos que

J : Ω → R é fracamente sequencialmente l.s.c. se para qualquer sequência (xn) ⊂ Ω tal

que xn ⇀ x em Ω, temos

J(x) ≤ lim inf
n→∞

J(xn).

De�nição 5.1.4. Seja X um espaço de Banach separable. Um funcional J : X → R é

chamado coercivo se

lim
‖x‖→∞

J(x) =∞

Uma vez que faremos uso de métodos variacionais em nosso trabalho, precisamos

de�nir o que são sequências de Palais-Smale (PS) e a condição de Palais-Smale.

De�nição 5.1.5 (Sequência de Palais-Smale). Seja X um espaço de Banach e

J ∈ C1(X,R). Dizemos que uma sequência (un) em X é uma sequência Palais-Smale

(PS) para J se

J(un)→ c e J ′(un)→ 0, quando n→∞.

De�nição 5.1.6 (Condição de Palais-Smale). Dizemos que J satisfaz a condição (PS)

se qualquer sequência (PS) tem uma subsequência convergente em X.
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A seguir apresentamos o Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti-

Rabinowitz. Este Teorema é um dos mais importantes da Análise Funcional não Linear,

sendo de grande utilidade quando se estuda certos tipos de problemas elípticos

Teorema 5.1.7. Sejam X um espaço de Banach e J ∈ C1(X,R) com J(0) = 0 tal que

satisfaz as seguintes condições

a) existem β, r > 0 tais que J(u) ≥ β, para todo u ∈ X com ‖u‖ = r

b) existe e ∈ X tal que ‖e‖ > r e J(e) < 0.

Então, existe uma sequência (un) ⊂ X tal que

J(un)→ c e J ′(un)→ 0,

quando n→∞, sendo

0 < c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Em particular, se J satisfaz a condição (PS), então c é um valor crítico de J .

Prova. Ver [42] Teorema 1.55, pág. 12 e Teorema 1.17, pág 13.

O seguinte resultado é sobre pontos críticos que minimizam o funcional J quando é

limitado inferiormente.

Teorema 5.1.8. Seja X um espaço de Banach. Se J ∈ C1(X,R) satisfaz a condição

(PS) e é limitado inferiormente, então

c = inf
x∈X

J(x)

é atingido e é um ponto crítico de J .

Prova. Ver [29] Proposição 5.3.1, pág. 143.
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