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RESUMO

O tema deste trabalho € uma releitura das Etapas | e 1l do livro-texto “Matem@tica na
Pr@tica, Geometria espacial: modulo 2", por Claudio Carlos Dias, Jodo Carlos Vieira
Sampaio, Marlusa Benedetti da Rosa, Tomas Edson Barros. Estes modulos tratam de
Poliedros Regulares e Semirregulares (ou arquimedianos), que sdo sélidos obtidos através
das operac6es de truncamento e snubificacdo. O principal objetivo deste estudo é produzir
um material teérico, com elementos historicos e filoséficos acerca dos Poliedros Regulares e
Semirregulares, que podera ser utilizado por alunos do curso de Licenciatura em Matematica.

Palavras-chave: Poliedros. Poliedros Regulares. Poliedros Semirregulares.



ABSTRACT

The subject os this study is a retelling of the Steps | and |l of the book “Matem@tica
na Pr@tica, Geometria espacial: modulo 2”, by Claudio Carlos Dias, Jodo Carlos Vieira
Sampaio, Marlusa Benedetti da Rosa, Tomas Edson Barros. These modules are about
Regular or Semi-regular (archimedean) polyedra, wich are solids obtained through the
techniques of truncation or snub. The main objective pf this study is to produce a theoretical
material, with historical and philosophical elements about Regular and Semi-regular
polyhedra, so it can be used for undergraduate students in Mathematics.

Keywords: Polyhedra. Regular Polyhedra. Semi-regular Polyhedra.
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1 INTRODUCAO

Em nosso dia-a-dia nos deparamos com poliedros incontaveis vezes e, em sua
maioria, ndo nos damos conta de que essas figuras geométricas compdem o mundo
matematico. E evidente que alguns poliedros sdo conhecidos pelas pessoas, com,
por exemplo, o cubo. Mas, existem outros inGmeros outros que completam esta lista.

Estes, podem ser classificados como Regulares, Semirregulares ou até mesmo
Irregulares. Neste trabalho, iremos focar no estudo dos dois primeiros casos.

Este tema é antigo e vem sendo estudado por matematicos e filésofos ao longo
dos anos, como, por exemplo Platdo (428 a.C. — 348 a.C.) e Arquimedes (287 a.C. —
212 a.C).

Para o entendimento deste tema, faz-se necessario a revisdo de algumas
condicdes preliminares de poligonos e, até mesmo, linhas poligonais, uma vez que
estes estardo presentes em algumas definicbes no momento em que formos
classificar e entender os poliedros, sejam estes regulares ou semirregulares. Desta
forma, no Capitulo 2 deste estudo, definimos poligono e, em seguida, definimos linha
poligonal utilizando fontes como PATERLINI, 2010. Ainda no Capitulo 2, iniciamos o
tratamento do nosso tema principal, poliedros, e seus principais elementos
geométricos, como Face, Aresta e Vértice, utilizando referenciais teoricos
consolidados, como (DIAS; SAMPAIO, 2013).

A partir deste momento, foi feita uma utilizagdo massiva do texto de Claudio
Carlos Dias, Jodo Carlos Vieira Sampaio, Marlusa Benedetti da Rosa e Tomas Edson
Barros, uma vez que, nossa proposta € uma releitura deste material, ja existente e
consolidado.

Apos algumas defini¢cBes iniciais, damos inicio ao Capitulo 3, que contém
alguns resgates e reflexdes ndo so historicas, mas, também, filoséficas. E neste
capitulo que grandes nomes como Platdo, Arquimedes e Kepler estdo presentes, por
terem sido de extrema importancia para o modo que conhecemos o0s poliedros
atualmente.

Sucedendo o momento de contextualizagdo historica, adentramos ao Capitulo
4, que pode ser considerado o mais importante deste trabalho, visto que este capitulo
ir4 tratar a classificagdo dos poliedros em Regulares e Semirregulares, tema centrar

deste estudo. Ao classificarmos os poliedros Regulares, chamados de Poliedros de
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Platédo (ou platonicos) faremos a demonstragédo da existéncia de apenas 5 (cinco)
destes, sendo eles: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro. Neste
momento €& apresentada, também, a Relacdo de Euler e sua respectiva
demonstracdo, mostrando que esta é valida para todos os poliedros regulares
existentes.

Ainda no Capitulo 4, seguimos com a classifica¢do de poliedros, e, desta vez,
partimos para os Poliedros Semirregulares, ditos poliedros arquimedianos. Existem
apenas 13 (treze) destes poliedros — sem considerarmos prismas e anti-prismas. E
mostrado que os poliedros arquimedianos sdo obtidos através de operacdes
aplicadas nos Poliedros Regulares, introduzindo o conceito de truncamento, onde séo
obtidos 11 (onze) dos poliedros arquimedianos e snubificacdo, onde obtemos os
outros 2 (dois).

O capitulo segue, agora, com a classificacao dos poliedros arquimedianos em

alguns padrdes, sendo eles (k,I,m), (k,I,m,n) e (k,l,m,n,p).
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2 CONDICOES PRELIMINARES

Neste estudo, faremos a caracterizacao e classificacdo de poliedros regulares
e semirregulares. Para isso, é indispensavel ter uma compreensdo ampla sobre
poligonos, visto que este ndo é o foco principal deste trabalho, portanto, a
apresentacdo deste tema se dara de forma breve e superficial, onde o foco estara
voltado para os poliedros, de fato.

Neste capitulo, seréo tratados conceitos basicos sobre essa figura geométrica
e, também, sobre condi¢des para que um poliedro seja classificado como regular ou
semiregular. Para tal, fez-se o uso de referéncias como Paterlini (2010).

2.1 POLIGONO
Definicdo 2.1. NASCIMENTO (2021) define poligono, em seu Trabalho de

Conclusédo de Curso, da seguinte maneira:

Sejam A1, Az, ..., An, n pontos distintos do plano, com n = 3. Suponhamos que

0s segmentos A1A2, A2As,..., An-1An, AnA1 satisfazem as seguintes propriedades:
(1) Se dois dos segmentos se interseccionam, o fazem apenas em uma
extremidade comum;
(i) Dois segmentos com extremidade comum nédo estdo contidos na mesma
reta.

A unido desses segmentos chama-se poligono de n lados, denotado por
A1A2As...An. Os pontos A, com i € {1, ..., n}, sdo os vértices do poligono e os
segmentos que o definem sdo seus lados. Um segmento que liga vértices nao
consecutivos de um poligono é denominado diagonal.

Ou seja, em outras palavras, podemos dizer que os poligonos séo linhas
poligonais fechadas (An+1 = A1) € sem auto interseccodes.

Os poligonos podem ser classificados de acordo com varios critérios, como,
por exemplo, convexidade, nimero de lados, lados e/ou angulos congruentes, dentre
outros. Porém, nado discutiremos nenhuma classificacdo de poligonos neste trabalho,

pois nosso foco central serdo os poliedros.

Definigdo 2.2. Também, por NASCIMENTO (2021), temos que:
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Sejam Az, Az, As, ..., An (n 2 2) uma sequéncia de n pontos distintos do plano,
tais que trés pontos consecutivos ndo sao colineares. A reunido de segmentos A1Az,
A2As, ..., An-1An € uma linha poligonal. Os pontos Ai, com i € {1, ..., n}, S0 0s veértices

da linha poligonal.

Figura 2.1. Exemplos de linhas poligonais.

VT AT

Fonte: (PATERLINI, 2010, p.225)

2.2 POLIEDRO

No ambito matematico, € sabido que, antes de qualquer deducéo, € preciso
assegurar propriedades basicas dos objetos que estdo sendo estudados. Ou seja, o
gue significa cada uma de suas caracteristicas, quais sdo os autores e pensadores
por traz destes significados, dentre outros.

Desta forma, € necessério definir o que sao esses objetos de acordo com seus
atributos.

Os principais elementos geométricos de um poliedro séo:

e Face: toda regido poligonal de um poliedro;
e Aresta: lado comum entre duas faces;

e Vértice: pontos onde as arestas se encontram.

Um poliedro (ou superficie poliédrica) € uma reunido de vérias regibes
poligonais planas no espaco, chamadas faces do poliedro, satisfazendo
algumas condicbes|...]. Cada face, sendo uma regido poligonal plana, tem
arestas como lados, que serdo também arestas do poliedro. As duas
extremidades de cada aresta, que sdo vértices da face poligonal, sédo
também vértices do poliedro. (DIAS; SAMPAIO, 2013, p. 16).



Figura 2.2. Exemplos de linhas poligonais

arestas(
\

vertices

- faces
Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.16)
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Para frisarmos e melhor entendermos a visualizacdo do que estamos

considerando ao usar o nome poliedro, existem trés condicbes que precisam ser

consideradas. Vamos chama-las de condi¢cfes Ci, Cz2 e Cs.

e Ci1-Duas faces com uma aresta em comum, nunca estardo no mesmo plano.

e (C2-Cadalado de uma face do poliedro, ou seja, cada aresta, € comum a duas

faces do poliedro, exatamente.

e C3 — Cada aresta de um poliedro tem duas extremidades, denominadas

vértices. Para duas faces quaisquer de um poliedro, conseguimos tracar um

caminho poligonal, o qual estard completamente contido na superficie deste

poliedro e que ligard uma face a outra face, sem a necessidade de passar por

nenhum dos vértices do poliedro. Por caminho poligonal, entendemos que,

uma figura, no espaco, € constituida por uma sequéncia de segmentos de

retas. Cada um destes segmentos consecutivos desta sequéncia, tém apenas

uma extremidade em comum.

A figura a seguir, nos ajuda a visualizar melhor a condi¢ao Cs, supracitada.

Figura 2.3. Tracejado de uma linha poligonal de uma face a qualquer outra face, sem passar
por nenhum vértice.

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p.18)
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Mesmo que, a priori, esta C3 paregca um pouco complexa — ou até mesmo
confusa — 0 que ela nos diz € que, em qualquer poliedro, podemos ir de uma face
qualquer até uma outra face qualquer, “caminhando” em sua superficie poliédrica,

sem a necessidade de passar por nenhum vértice do poliedro.
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3 ASPECTOS HISTORICOS E FILOSOFICOS DOS POLIEDROS

Quando pensamos em aspectos histéricos, nosso pensamento rapidamente
viaja até a Grécia Antiga, berco de grandes filosofos, como, por exemplo, Platéo.

Durante este periodo, tais filosofos debatiam sobre assuntos variados, dentre
eles, a constituicdo do universo. Os gregos acreditavam que 0s quatro elementos que
compdem o universo eram diretamente relacionados a um determinado poliedro
regular. Da seguinte forma

e O cubo, poliedro de seis faces quadradas, era associado a Terra;

e O tetraedro, poliedro de quatro faces triangulares, era associado ao Fogo;
e O octaedro, poliedro de oito faces triangulares, era associado ao Ar;

e Oicosaedro, poliedro de vinte faces triangulares, era associado a Agua.

Além dos quatro poliedros regulares supracitados, Platédo, lider do grupo de
filésofos, propbs a existéncia de outro poliedro regular, o dodecaedro, poliedro de
doze faces pentagonais, que seria associado ao Cosmos.

Desta forma, o interessante € que, uma das mais antigas discussdes que se
tem registro acerca dos poliedros se deu no ambito da Filosofia. Em seu livro
Polyhedra, (CROMWELL, 1997) nos relata isso. Segundo o autor, quando os filésofos
discutiam a estrutura do universo, os poliedros apareciam como elementos da
estrutura da matéria.

As filosofias que cercam os poliedros continuam em outros momentos da
histéria. Uma outra associa¢do dos quatro elementos aos poliedros foi dada por
Johannes Kepler (1571 d.C — 1630 d.C), que foi um astrbnomo e mateméatico do
século XVI. De acordo com Kepler, o cubo representa a estabilidade — atributo do
elemento terra. O tetraedro, desta vez, com menor nimero de faces, representa a
‘secura’ do fogo. O icosaedro, por ser quase esférico com suas vinte faces, representa
a umidade da agua. Por fim, o octaedro representa o ar, por ser ‘suspenso’ por dois
vértices opostos.

Através de leituras aprofundadas sobre as ciéncias de Platdo (428 a.C. — 348
a.C.) e Kepler (1571 d.C — 1630 d.C), conseguimos evidenciar que ambos
procuravam por questdes filosoficas sobre a configuragdo do mundo e ndo apenas
ordens cientificas.

Desta forma, neste estudo, continuaremos estudando de maneira detalhada os
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poliedros, que sempre se mostraram figuras — literalmente — importantes para nossa

definicdo de mundo.
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4 CLASSIFICACAO DOS POLIEDROS

Agora que ja passamos por algumas definicbes acerca dos poliedros,
entendemos que suas faces, entdo, delimitam uma regido euclidiana. De acordo com
DIAS; SAMPAIO (2013) A esta regido espacial, damos o nome de poliedro sélido e a
reunido das faces de um poliedro € denominada superficie poliédrica.

Como exemplo temos o cubo sdlido, que é um sélido delimitado pela superficie
poliédrica do cubo.

Neste estudo, levaremos em consideracdo somente a geometria das faces de

um solido e ndo o que existe em seu interior.

4.1 POLIEDROS REGULARES

E sabido que a classificacio dos poliedros n&o foi algo que aconteceu de uma
hora para outra, mas se deu ao longo da histéria. Existem fontes histéricas que
relatam que, por volta do século VI a.C., s6 se tinha conhecimento de trés poliedros
regulares. Sendo eles o cubo, o tetraedro regular e o dodecaedro.

Platdo foi o primeiro a escrever sobre os cinco poliedros regulares que
conhecemos atualmente, por isso, estes sdo chamados de poliedros de Platéo.

Dito anteriormente sobre um pouco da historia destes sdlidos, vamos agora
definir, formalmente, o que é um poliedro de Platéo.

Definicdo 4.1. Um poliedro é considerado um poliedro de Platdo se, e somente
se, as seguintes condicfes forem satisfeitas:

)] O poliedro € regular — quando suas faces sao poligonos regulares, cada
um com o mesmo numero de lados, onde todo vértice converge para o
mesmo numero de arestas.

i) O poliedro é convexo — quando esta inteiramente contido em um dos dois
semiespacos determinados por qualquer uma de suas faces. Desta forma,
quando existe ao menos uma face que determina dois semiespagos onde
existam partes do poliedro, este ndo sera convexo.

iii) Tem todas as suas faces com o0 mesmo numero de arestas.

Ao todo, existem cinco os poliedros regulares: tetraedro, cubo, octaedro,

dodecaedro e icosaedro.
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Apesar de existirem poligonos regulares com qualquer namero de lados, o
Teorema dos Elementos de Euclides (séc. lll a.C.) demonstra que existem apenas
cinco poliedros regulares. Esta demonstracdo é baseada no fato de que, em um
poliedro convexo, os angulos que concorrem em cada um dos vértices tém a soma
inferior & 360°.

Teorema 4.2. Existem apenas cinco soélidos de Platdo.

Demonstracdo: Seja n o niumero de arestas de cada face de um poliedro. Seja
m 0 numero de arestas que concorrem a cada vértice. Seja F o numero de faces, V o
numero de vértices e A o numero de arestas do poliedro.

Estabelecendo algumas relagdes, primeiramente, temos que:

(a) E sabido que cada face tem n arestas (n = 3). Por definicdo, cada aresta esta

em duas faces. Entao, temos:

nF=24 sF=%*4 (4.1)

n
(b) Como cada um dos vértices tem m arestas concorrentes (m = 3), por defini¢éo,
temos que cada aresta contém dois vértices. Entéo
m.V =24 -V = 24/m 4.2)

Como dito anteriormente, os poliedros de Platdo sdo convexos, ou seja, aqui
vale o Teorema de Euler.

Teorema 4.3. (Teorema de Euler). De acordo com (NEVES, 2017), em todo
poliedro P convexo e de A arestas, V vértices e F faces, arelacdo: V-A+F=2¢
satisfeita.

N&o iremos detalhar a demonstracdo deste teorema, porém ela pode ser
encontrada em (NEVES, 2017)

Substituindo 4.1 e 4.2 na relacéo de Euler, obtemos:

— — A+ = =2 (4.3)

: 4.4
m (4.4)
Pelas relagGes estabelecidas anteriormente, sabemos que n =2 3 e m = 3.

Assim, temos que, caso h e m sejam simultaneamente maiores que 3
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N
l

1
m>3 - m = SZ
1
< —

4

N
l

n>3-n2=

:Ir—\§|,_\

+ =<

N | =
S

. _ ] ] 1,1 1 1
Do sistema acima, é possivel obterque —+— < - > —
m n 2 m

0, ou seja, divergindo do resultado obtido anteriormente em 4.4, uma vez que, COMo

e 1
A é positivo, isto implica que " > 0.

Sendo assim, sabemos, entdo, que ou n = 3 ou m = 3. Vamos analisar cada
um destes dois casos.
1° Caso: Substituimos n = 3 em 4.4, temos

1 1 1 e
—_— e = =
m 6 a4 ™

Dai, temos que,oum=3oum=4oum=>5.
2° Caso: Desta vez, substituimos m = 3 em 4.4. Assim, temos

1 1 1 e
—_—_—_— = =
n 6 a "

Dai, temos que,oun=3oun=4o0un=>5.
Assim, € possivel concluirmos que os poliedros de Platdo sédo entdo formados

pelos pares (n,m) abaixo:

n m
3|3
3| 4
3| 5
4 3
5| 3

Com isso, fica evidente que existem, no maximo, cinco poliedros de Platéo, e,
atraves dos pares formados acima, podemos realizar a construcéo de cada um deles.
Logo, substituimos os referidos pares (n,m) na equacgéo 4.4 para obtermos o

namero de arestas. Assim, conseguimos descobrir o nimero de faces e vértices
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através das equacgbes 4.1 e 4.2.
A Tabela 4.1 a seguir nos mostra que os resultados obtidos serdo os cinco
poliedros de Plato.

Tabela 4.1. Resultados obtidos.

Nome n|{m| A (Arestas) | V (Vértices) | F (Faces)
Tetraedro |3 | 3 6 4 4
Octaedro |3 | 4 12 6 8
Icosaedro |3 | 5 30 12 20
Hexaedro |4 | 3 12 8 6

Dodecaedro | 5 | 3 30 20 12

Como queriamos demonstrar.

Figura 4.1. Os cinco poliedros de Platéo.

Fonte: (Lima et al., 1998, p. 242)

4.2 SEMIRREGULARES

Em relacdo aos poliedros semirregulares, sua divulgagcéo cientifica ocorreu
através do matematico grego Pappus (290 d.C — 350 d.C). No quinto livro de sua
colecdo matematica, Pappus atribuiu a Arquimedes a descoberta de 13 poliedros
semirregulares que passaram a ser chamados de poliedros arquimedianos.

De acordo com Pappus, estes seriam poliedros cujas faces sdo poligonos

regulares, ou seja, sdo convexos, possuem todos os lados de mesma medida e todos
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0s angulos internos séo congruentes.

Estes poliedros seguem as mesmas premissas de um poliedro regular. O que
os difere é que os poligonos que formam os poliedros semirregulares ndo sao todos
iguais entre si. Ou seja, agora ndo temos a exigéncia de que todas as faces sejam o
mesmo poligono. Contando que sejam regulares, ja satisfaz.

Mais um aspecto importante nesses poliedros € que, em cada um dos vértices,
deve haver a mesma combinacao de poligonos. Esta € uma das exigéncias para que
o0 poliedro seja arquimediano.

Definicdo 4.4. Um poliedro é semirregular quando satisfaz, simultaneamente,
as seguintes condigoes:

)] O poliedro é convexo;

i) As faces do poliedro sao poligonos regulares, mas nao todos de um unico
tipo, e todas as arestas do poliedro tém o mesmo comprimento;

iii) A configuracgdo ciclica de poligonos regulares (as faces), em torno de cada
um dos vértices, é sempre a mesma para todos os veértices do poliedro.
Entdo, todos os vértices sdo de um dnico tipo.

Dito isso, temos que existem somente 13 poliedros arquimedianos em que
cada uma de suas faces sao poligonos regulares e em cada vértice temos a mesma
configuracdo de faces.

Todos estes 13 poliedros arquimedianos sao obtidos de transformacdes dos
sélidos de Platdo. Uma delas é o truncamento, que € consistido em dividir as arestas
do poliedro em partes iguais, construindo nestes pontos novos vertices.

De todos os 13 poliedros arquimedianos, 11 deles sdo obtidos através de
truncamento dos poliedros platbnicos: tetraedro truncado, cubo truncado,
cuboctaedro, rombicuboctaedro, cuboctaedro truncado, octaedro truncado, icosaedro
truncado, dodecaedro truncado, icosidodecaedro, rombicosidodecaedro e o
icosidodecaedro truncado.

Os 2 poliedros arquimedianos restantes sao obtidos através de snubficagéo,
gue consiste em afastar as faces de um poliedro e preencher os espacos vazios com
outros poligonos — em alguns casos é necessario rotacionar estas faces.

Resgatando uma informacéo trazida no capitulo 4.1, temos que, por serem
convexos, todos os solidos arquimedianos também satisfazem a relacdo de Euler de
V+F-A=2.
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Antes de seguirmos com a classificacdo dos 13 poliedros arquimedianos,
vamos observar alguns deles de acordo com as transformacbes citadas

anteriormente: truncamento e snubficacéo.

Cubo Truncado

Possui a configuracao (3,8,8) em cada vértice, ou seja, em cada vértice temos
duas faces octogonais e uma triangular.

Composicéao: 8 triangulos equilateros e 6 octégonos regulares

Faces: 14

Arestas: 36

Vértices: 24

Figura 4.2. Rotacdo completa de um cubo truncado.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Cubo_truncado

Tetraedro Truncado

Possui a configuracéo (3,6,6) em cada vértice, ou seja, em cada vértice temos
uma face triangular e duas hexagonais.

Composigéao: 4 triangulos equilateros e 4 hexagonos regulares

Faces: 8

Arestas: 18

Vértices: 12
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Figura 4.3. Rotacdo completa de um tetraedro truncado.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Tetraedro_truncado
Cubo Snub

Possui a configuracdo (3,3,3,3,4) em cada vértice, ou seja, em cada vértice
temos uma face quadrada e quatro faces triangulares.

Composicéo: 6 quadrados e 32 triangulos equilateros
Faces: 38

Arestas: 60
Vértices: 24

Figura 4.4. Cubo Snub.

i

1

\ -~
L]

|

1

Fonte: https://www.geogebra.org/m/hhjahs3k

A partir deste momento, vamos mostrar que existem apenas 13 poliedros

arguimedianos, como dito anteriormente — desconsiderando os prismas e anti-
prismas, por ora.
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4.2.1 Poliedros de Padrao (k,I,m).

Vamos dividir o estudo dos poliedros semirregulares de padrao k.l.m em dois
casos:
e 1°Caso: Um dos valores k, | e m é impar;
e 2°Caso: k, | e m sédo todos inteiros e maiores que 2.
Vamos, entéo, ao 1° Caso:
Iniciamos supondo que o numero impar em questdo € o menor numero de
lados de um poligono regular, no caso, 3.
Consideremos um poliedro arquimediano de padréao k, I, m, k = 3.
(3. 1. m)

Figura 4.5. Diferentes configuracdes de vértices em um poliedro de padréo 3, |, m.

a b
Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p. 63)

Vamos chamar de A, B e C os vértices de uma face deste poliedro triangular,
como ilustrado acima. Adjacente ao vértice A, temos um triangulo, um poligono de |
lados regular e um poligono de m lados, também regular.

Agora, vamos supor que o poligono de | lados esteja colado ao lado AC, da
figura (a). Desta forma, para caracterizarmos o0s vértices como sendo do tipo que
estamos estudando no momento, ou seja, (3, I, m), devemos ter um poligono de m
lados colado, também, a aresta AB.

Com isso, temos que o vértice A seja do tipo (3, I, m), e o vértice B seja do tipo

(3, m, ). Na figura (a), o vértice C é do tipo (3, I, I), isso nos diz que que a Unica
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situacao em que os trés vértices sdo equivalentes neste padrao de poliedros é aquela
situacao no qual os trés poligonos adjacentes ao triangulo séo iguais. Portanto, | =
m. De maneira analoga, € possivel chegarmos a esta mesma conclusao se levarmos
em conta que temos um poligono de m lados colado ao lado AC, ilustrado na figura
(b) acima. Neste caso, o vértice C terd o tipo (3, m, m).

De maneira semelhante, caso | = 3, o poliedro tera padréo (k, 3, m), isto €, (3,
m, k). Se aplicarmos aqui o raciocinio anterior, chegaremos a conclusdo que
necessariamente m = k. E mais, se m = 3, entdo k = 1.

Em mais um caso de poliedro de padrao (k, I, m) em que um dos valores de k,

| ou m seja impar, consideremos k = 5. Temos estas novas figuras:

Figura 4.6. Diferentes configuracdes de vértices em um poliedro de padréo 5, |, m.

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p. 64)

Como este poliedro tem o padrédo (5, I, m) sempre teremos um pentagono no
entorno de cada vértice, um poligono de | lados e um de m lados.

Sejam A, B, C, D e E os cinco vértices de uma pace pentagonal deste poliedro
e fazendo um percurso circular em torno dos quatro primeiros vértices — no sentido
anti-horario, é possivel identificarmos como tendo os tipos (5, I, m), (5, m, 1) e (5, m,
[) novamente.

Assim, o vértice E devera ter o tipo (5, |, I), conforme a figura 4.6 (i), ou o tipo
(5, m, m), conforme a figura 4.6 (ii).

E sabido que esse poliedro é semirregular, entéo, o vértice E precisa ter o

mesmo tipo dos demais vértices. Entdo, sé € possivel concluir que, necessariamente,
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[=m.

Com o resultado anterior, conseguimos estabelecer que, se um poliedro
arquimediano tem padréo (5, I, m), entdo | = m.

Analogamente, se | = 5, entdo o poliedro tem padréo (k, 5, m). Ou seja, (5, m,
k). Utilizando o mesmo raciocinio anterior, temos que m = k. E mais, se m =5, entao
k=1

De acordo com DIAS e SAMPAIO (2013), existe uma estratégia importante que

precisa ser levada em consideracéao:

Ha um fato estratégico a ser levado em conta aqui. Como vimos, se um
poliedro tem padré&o (k, I, m) e um dos valores k , | e m é impar, entdo, os
outros dois séo coincidentes. Portanto, se um poliedro é semirregular, de
padréo (k, I, m), e um dos trés valores k , | e m € impar, os outros dois valores
sdo pares e iguais. (DIAS; SAMPAIO, 2013, p. 66).

Isso nos leva a préxima etapa da nossa classificacao.

4.2.2 Poliedros de Padréo (3,I,m)

E possivel dizer que os poliedros arquimedianos de padrdo (k, I, m) que
contenham faces triangulares séo, entdo, de padrao (3, I, I) e que | € um nimero par.
Fica claro que, | 2 4, ao considerarmos que o poligono regular com menor numero par
de lados é o quadrado.

Fica facil descobrirmos, desta forma, qual a face poligonal regular de | lados,
sendo | par, que compde um poliedro de padréo (3, I, I)

Sabemos que a soma dos angulos internos, adjacentes a cada vértice de um

poliedro (3, |, I) devem ter soma menor que 360°. Assim:
az; +a; +a; < 360°
Isto €, como a;= 60°
602 + 2a; < 360°
Nos levando a:
a; < 150°

Agora, considere a Tabela a seguir, com os angulos internos de poligonos

regulares:
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Tabela 4.2. Poligonos regulares e seus respectivos angulos internos.

Poligono regular | Nomero de lados (n) | Medida do angulo interno:
(n—-2).180°

o n
Tridangulo 3 60°
Quadrado 4 90°
Pentagono 5 108°
Hexagono 6 120°

Heptagono 7 128,57°
Octdégono 8 135°
Eneagono 9 14Q°
Decégono 10 144°

Undecagono 11 147,27°
Dodecagono 12 150°

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao analisarmos os dados desta tabela, é possivel vermos que, como | € par e
a; < 150°, existem, entdo, apenas as possibilidades: | € 4, 6, 8, ou 10.

Vamos, agora, ilustrar os poliedros cada um destes valores de |.

Se | = 4, ou seja, poliedro com padrédo (3,4,4), o equivalente a um prisma
triangular, ilustrado abaixo. Porém, vale lembrar que este nado faz parte da lista dos
arquimedianos, apesar de ser semirregular, uma vez que a lista dos referidos

poliedros né&o inclui os prismas.

Figura 4.7. Prisma triangular.

I

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

Se | =6, ou seja, o poliedro tem padrao (3,6,6), ilustrado abaixo:
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Figura 4.8. Tetraedro truncado.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Tetraedro_truncado

Se | = 8, o poliedro tem padréo (3,8,8), ilustrado abaixo:

Figura 4.9. Cubo truncado.

Fonte: https://www.geogebra.org/m/tyfnjréq

Finalmente, para | = 10, o poliedro semirregular tera um padréo (3,10,10),
ilustrado abaixo:

Figura 4.10. Dodecaedro truncado.

Fonte: | https://pt.wikipedia.org/wiki/Dodecaedro_truncado
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Em suma, os unicos poliedros semirregulares de padrao (3,I,m) tém | = m,

sendo | e m pares séo:

O prisma triangular semirregular (3,4,4)
O tetraedro truncado (3,6,6)

O cubo truncado (3,8,8)

O dodecaedro truncado (3,10,10)

4.2.3 Poliedros de Padrao (5,I,m)

Ja concluimos anteriormente que poliedros semirregulares de padrédo (5,I,m),

isto €, aqueles que contenham faces pentagonais, sdo de padrédo (5,1,1), onde | € um

nimero par maior que 4.

Outra vez, € preciso investigarmos qual é a face poligonal regular de | lados

gue compde este poliedro de padréo (5,1,1).

Semelhante ao caso anterior, os angulos planos adjacentes de cada vértice

destes poliedros devem ter soma menor que 360°. Assim:

Isto é:

as +a; +a; < 360°

108° + 2a; < 360°

Novamente, isto nos leva a:

Voltemos a examinar a Tabela 1, dos poligonos

a < 126°

regulares e seus angulos

internos. Na referida tabela, constam apenas quatro poligonos regulares que

possuem angulos internos menores que 126°. Destes quatro, 0s que possuem

nameros pares de lados sdo apenas o quadrado e o hexagono regular. Isso nos

implica que, as Unicas possibilidades para | sdo | = 4 ou | = 6. Nestes casos, 0S

padrdes de poliedros encontrados serao (5,4,4) e (5,6,6).

De fato, esses padrbes de poliedros sdo conhecidos e realmente existem. O

de padréo (5,4,4) corresponde ao prisma pentagonal, e o poliedro de padréo (5,6,6)

€ 0 icosaedro truncado. A seguir, temos uma ilustracdo deste ultimo, para facilitar

nossa visualizagao:
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Figura 4.11. Icosaedro truncado.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/lcosaedro_truncado

J& a outra possibilidade que encontramos, o poliedro de padrao (5,4,4)
corresponde a um prisma pentagonal. Porém, sabemos que prismas nao sao

classificados como poliedros arquimedianos.

Figura 4.12. Prisma pentagonal.

-e o
e -
4= -
- -~

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

4.2.4 Poliedros de Padrodes (7,I,m), (9,I,m), (11,I,m) etc.

Como ja visto, quando um poliedro semirregular tem padrdo (k,l,m), sendo k
impar, necessariamente teremos | = m, onde | e m séo pares.
Como ai + a; + a,, < 360° e | = m, teremos:
ap + 2a; < 360°

O que é equivalente a:

< 180° — %k
al 2
>

Para k sendo impar, e que satisfaca k = 7, teremos «a; > 128° (conforme a
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Tabela 1). Desta forma, % > 64°. Entao, —% < — 64°.
Assim,
(495
a; < 180° — 7< 180° — 64°

Ou seja:

a; < 116°

Considerando os poligonos regulares de | lados, sendo | par, o Gnico que ira
satisfazer essa condicéo é o quadrado, com o nimero de lados | = 4.

Assim, temos que os poliedros semirregulares de padrbes (7,I,m), (9.l.m) e
(11,I,m), etc. séo os de padrdes (7,4,4), (9,4,4), (11,4,4) e assim sucessivamente. Isso
significa que eles compdem uma lista infinita de prismas, portanto, nenhum recebe a
classificacao de poliedro arquimediano.

O texto de referéncia define o prisma como sendo um poliedro semirregular de
padréo (k,4,4).

Figura 4.13. Prisma heptagonal.

>___.__

|

|

|

|
—

-

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

A partir de agora, vamos para o 2° Caso, onde k, | e m sdo todos inteiros e
maiores que 2.
Ja vimos que quando um poliedro semirregular tem padrao (k,I,m) e um dos
trés valores é impar, entdo, os outros dois valores serdo necessariamente iguais.
Desta vez, iremos classificar os poliedros semirregulares, ainda de padrao
(k,I,m) sendo k, | e m todos pares.
Esse estudo sera dividido em trés casos, onde estes garantem todas as
possibilidades que podem ser estudadas. Sao estes:
1. Poliedros de padrao (k,I,m) que néo fazem utilizacdo de quadrados;
2. Poliedros de padrao (k,I,m) que possuem apenas um quadrado no entorno de
cada vértice;

3. Poliedros de padrao (k,I,m) que possuem exatamente dois quadros em torno
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de cada um de seus vértices.
A ordem dos casos a serem estudados serd: primeiro o caso 3, depois 0 caso

2 e, por fim, o caso 1.

Caso 3: Se um poliedro regular de padrao (k,I,m) apresenta exatamente dois quadrados no
entorno de cada vértice, entdo ele tem um padrédo da forma (k,4,4). Este padrdo € sempre
possivel quando k € um inteiro par. Isto ocorre independentemente do valor de k.
Verificando que a; + 2a, < 360° € possivel indepente do valor de k, para k =
3, temos:
Poliedros com padrdes (k,4,4), sendo k um inteiro par e maior que 4, irdo formar
uma lista infinita de prismas. Sendo o (4,4,4) um cubo, por exemplo, e o (6,4,4) um

prisma hexagonal, e assim por diante.

Caso 2: Para quando apenas um dos valores de k,,m (todos pares) seja igual a 4.
Suponhamos que k é igual a 4. Neste caso, as Unicas possibilidades (satisfazendo que a
soma dos angulos internos seja menor que 360°) séo (4,6,6), (4,6,8) e (4,6,10), pois, se k=4
e somente um dos valores € igual a 4, ndo poderemos ter | e m ambos maiores que 6.
Suponhamos, entédo, que | = 6. Deduziremos que 0s Unicos valores possiveis para m serao
6, 8 e 10.

Caso 1. Este caso é impossivel para poliedros, pois, se um poliedro é de padréao (k,I,m),
sendo k, | e m todos pares maiores que quatro e satisfazendo que a soma dos angulos
internos adjacentes a cada vértice € 360° ou maior, verificamos que ndo pode acontecer em

um poliedro convexo.

Estes poliedros irregulares ndo sao tdo faceis de serem visualizados na
imaginagdo. Sao eles: octaedro truncado, grande rombicubooctaedro e grande

rombicosidodecaedro.

Figura 4.14. Da esquerda para a direita, os trés poliedros arquimedianos, citados
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anteriormente, respectivamente.

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p. 76)

4.2.5 Poliedros de Padréo (k,I,m,n)

Vimos anteriormente que, além dos prismas de padréo (k,4,4) existem outros
sete poliedros arquimedianos de padrao (k,I,m). Veremos que, quanto maior for o
namero de faces em torno de cada vértice, menos sera o numero de padrdes
existentes, facilitando, assim, suas descobertas.

Desta vez, veremos que existem quatro poliedros arquimedianos com o padrao
(k,I,m,n) e apenas dois de padréo (k,I,m,n,p), encerrando a lista dos 13 poliedros de
Arquimedes.

Nestes padrdes, além, obviamente, dos poliedros arquimedianos, iremos
identificar antiprismas semirregulares, que sdo aqueles que tém padréo da forma
(k,3,3,3) e, mais uma vez, consistem uma nova colec¢ao infinita de poliedros que nao
séo classificados como arquimedianos.

Um poliedro com este padrao (k,l,m,n) tem que fazer uso de triangulos.
Se nenhum dos valores k, |, m, n for igual a 3, teriamos:
aytota,ta, Z2a,+a,+a,+ay
= 90°+90° +90° + 90°
= 360°

Portanto, aj + a; + a,, + a, = 360°. Isso ndo & permitido, uma vez que o
poliedro é convexo. Ja& que vimos que um dos valores k, |, m, n é igual a 3, vamos
supor entdo que k = 3. Vamos utilizar a atividade no texto de DIAS; SAMPAIO (2013),

da pagina 80, para visualizarmos a afirmacao acima.
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Figura 4.15. Esquema de triangulos representando poliedros de padréao (k,I,m,n).

m m m

Fonte: (DIAS; SAMPAIO, 2013, p. 76)

Se um poliedro € de padréo (k,I,m,n) e k = 3, entdo | = n, isto &, o poliedro tem
um padrao (3,I,m,l).

Se fizermos pequenos percursos circulares em torno dos vértices A e B, em
ambas as figuras, € possivel identificar ambos os vértices como tendo o tipo (3,,m,]).

Observando a figura (a), é possivel notarmos que o vértice C pode ser do tipo
(3,I,m,l). Observando a figura (b), notamos que o vértice C pode ser do tipo (3,n,m,n).
Sabemos que o vértice C precisa ser do mesmo tipo dos vértices A e B, para atender
a terceira condicao de ‘bom comportamento’, s6 é possivel concluir que | = n.

Se um poliedro semirregular, entdo, tem o padrao (3,I,m,n), entdo | = n, isto €&,
0 poliedro semirregular tem padréo da forma (3,I,m,l). Assim, ndo existe nenhum
poliedro semirregular de padréo (3,I,m,n) para quando | # n.

Através do estudo acima, podemos deduzir que todo poliedro que seja do
padrao (k,I,m,n) tem, na verdade, um padréo (3,I,m,l).

Desta forma, a condicdo para a existéncia desse poliedro passa a ser:

az + 2a; + a, < 360°

Tendo em mente que o angulo interno do tridangulo equilatero, as, € igual a 60

graus:
2a; + a,, < 300°

Vamos assumir, diretamente, que 0s Unicos possiveis valores para |l séo | = 3,
| =4, el =5 eresolver ainequacgéo 2«; + a,, < 300° para cada caso. Se | = 3, entdo
a, < 180°. Essa desigualdade é satisfeita para todo inteiro m = 3.

Os poliedros semirregulares com estes padrdes, ou seja, (3,3,m,3) sdo o0s

chamados antiprismas m-gonais. Como dito anteriormente, 0os antiprismas nao sao
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considerados poliedros arquimedianos.

Figura 4.16. Representagdo de um antiprisma quadrado.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Antiprisma_quadrado

Se | =4, da desigualdade 2a; + «,,, < 300° deduzimos «,, < 120°. Neste caso,
os valores possiveis de m serdo 3, 4 e 5.
Neste caso, os poliedros de padrées (3,I,m,I) encontrados serdo (3,4,3,4),
(3,4,4,4) e (3,4,5,4), que correspondem aos seguintes poliedros arquimedianos:
e Poliedro de padrdao (3,4,3,4): cubo-octaedro ou cuboctaedro. Foi assim
chamado por Kepler por possuir seis faces quadradas, assim como o cubo, e

oito faces triangulares, como o octaedro.

Figura 4.17. Cubo-octaedro ou cuboctaedro.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Cuboctaedro

e Poliedro de padréao (3,4,4,4) corresponde ao rombicuboctaedro.
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Figura 4.18. Rombicubotaedro.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Rombicuboctaedro

e Poliedro de padréo (3,4,5,4) é chamado de rombicosidodecaedro.

Figura 4.19. Rombicosidodecaedro.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Rombicosidodecaedro

Finalmente, se | = 5, da desigualdade 2a;+ a,, <300° €& possivel
encontrarmos a,, < 84° com solugéo unica sendo m = 3.

Assim, o padrao deste poliedro (3,I,m,l) fica (3,5,3,5), que representa o poliedro
arquimediano icosidodecaedro. Este possui 20 faces triangulares, como o icosaedro,

e 12 faces pentagonais, igual ao dodecaedro.
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Figura 4.20. Icosidodecaedro.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/lcosidodecaedro

4.2.6 Poliedros de Padréo (k.l.m,n,p)

A primeira observacdo importante que o livro-texto nos traz acerca dos
poliedros de padrédo (k,I,m,n,p) € que pelo menos trés dos valores para k, |, m,nep
precisam ser iguais a 3.

Caso apenas um destes valores fosse igual a 3, teriamos que a soma dos
angulos internos seria, no minimo, igual a soma do angulo interno de um triangulo

equilatero e a soma de quatro angulos internos de quatro quadrados. Ou seja:
azta,+a,+a,+a,
= 60°+ 90° + 90° + 90° + 90° = 390°
E, sabemos que isso nao € possivel para um poliedro convexo.

Agora, caso apenas dois dos valores para k, I, m, n e p forem iguais a 3, esta

soma seria:
a3 +azt+a,+a,+ay
= 60°+ 60° + 90° + 90° + 90° = 360°

Isto também néo seria possivel, uma vez que a soma dos angulos deve ser
sempre menor que 360°.

Para seguirmos com nosso estudo de que pelo menos trés dos valores de k, |,
m, n e p sejam iguais a 3, vamos inicialmente supor que k = 3. Portanto, se um poliedro
tem o padréo (k,I,m,n,p) o seu padréo € da forma (3,,m,n,l). Isso foi retomado no texto

referente ao médulo de ladrilhamentos semirregulares, onde os autores nos mostram
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gue se um poliedro tem todos seus veértices do tipo (k,I,m,n,p), sendo k = 3, entdo,
necessariamente, | = p.

Assumindo, entdo, que pelo menos trés valores entre k, I, m, n e p precisam
ser iguais a 3, o texto nos traz os dois ultimos padrées de poliedros arquimedianos
faltantes em nossos estudos:

e O de padrao (3,3,3,4,3) que representa um cubo snub — ou cubo

achatado — ilustrado a sequir.

Figura 4.21. Cubo snub.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Cubo_snub

e O de padréo (3,3,3,5,3) que representa um dodecaedro snub,

representado a seguir:

Figura 4.22. Dodecaedro snub.



Fonte: https://stringfixer.com/pt/Snub_dodecahedron
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5 CONCLUSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho, € possivel concluir que todo o estudo que envolva a
classificacdo de poliedros em regulares e semirregulares requer um conhecimento
prévio, bem como uma possivel revisdo, acerca de poligonos regulares e seus
angulos internos.

Outro ponto importante que precisa ser considerado é que o estudo referente
aos poliedros nos mostra e faz nos faz questionar sobre estruturas e padrdes que,
inicialmente, parecem serem dificeis de se imaginar, mas que séo poliedros que, de
fato, existem e podem ser construidos.

Quando falamos em poliedros regulares ou platénicos, demonstramos que, de
fato, existem apenas cinco deles: Tetraedro, Octaedro, Icosaedro, Hexaedro e
Dodecaedro.

Agora, quando estamos considerando os poliedros semirregulares, ou
poliedros arguimedianos, foi possivel concluir que em torno de cada vértice temos
sempre, no minimo trés e no maximo cinco faces.

Vimos que existem, no total, treze poliedros chamados de arquimedianos.
Alguns com trés poligonos em torno de cada vértice (k,I,m), alguns com quatro
poligonos em torno de cada vértice (k,I,m,n) e outros com cinco poligonos em torno
de cada um de seus vértices (k,I,m,n,p). Seus respectivos padrbes séo, entéo: (3,6,6),
(3,8,8), (3,10,10), (4,6,6), (4,6,8), (4,6,10), (5,6,6), (3,4,3,4), (3,4,4,4), (3,4,5,4),
(3,5,3,5), (3,3,3,3,4) e (3,3,3,3,5).

Foi possivel concluirmos que existem, também, listas infinitas de poliedros
semirregulares de padrao (k,4,4), chamados de prismas semirregulares e de padrao
(k,3,3,3), chamados de antiprismas semirregulares que nao considerados poliedros
arquimedianos. Portanto, néo fizeram parte deste estudo.

Tendo em vista tudo isso, esse estudo contribuiu para a compreensédo de
aplicacdo de alguns conceitos matematicos que tangem poliedros e suas respectivas

classificacoes.
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