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RESUMO

A tarefa de extracdo de caracteristicas a partir de imagens € uma atividade de grande im-
portancia para vdrias aplicacdes de visdo computacional e de processamento de imagens.
Principalmente a caracterizacdo e identificacdo de texturas é uma questdo fundamental
nessa drea, e permite a promocdo de desenvolvimento de uma gama ampla de aplicacdes
interessantes que inclui andlise de imagens médicas, recuperacao de imagens por contetdo,
reconhecimento de objetos, entre outras. Devido a essa importancia, muitas pesquisas vém
sendo realizadas nessa area e, consequentemente, resultaram no desenvolvimento de um
conjunto de descritores de texturas. Contudo, em geral, algoritmos considerados como
o atual estado da arte apresentam ainda problemas de performance quando aplicados na
presenca de ruido, uma vez que nio se mantém propriedades intrinsecas da imagem sendo
analisada. A partir do principio de que, campos aleatorios e wavelets sejam ferramentas ma-
temadticas apropriadas para auxiliar nesse processo, oportunidades se abrem para o desen-
volvimento de aplicacdes bastante interessantes, com potencial de promover um alto nivel
de acerto na classificacdo de texturas. Enquanto campos aleatérios modelam bem as propri-
edades estatisticas das imagens de texturas, wavelets fornecem uma ferramenta robusta para
decomposi¢do e andlise multiresolu¢do das mesmas. Além disso, as medidas baseadas na
teoria da informacao, como por exemplo, a informacao de Fisher e a entropia de Shannon de
modelos de campos aleatérios Gaussianos Markovianos obtidas a partir das subbandas de
uma arvore de decomposicao wavelet sdo capazes de mensurar padrdes de textura. Caso a
dimensionalidade dos descritores de textura calculados seja alta, € possivel utilizar métodos
de reducdo de dimensionalidade ndo lineares baseados em técnicas de aprendizado de va-
riedades. Nossa percepcio é que técnicas de aprendizado de variedades sdo capazes de
selecionar caracteristicas discriminativas a partir de um espaco de alta dimensionalidade. O
objetivo deste trabalho de pesquisa foi propor novas abordagens baseadas no uso de teoria
da informacao, aprendizado profundo e de variedades para caracterizar e classificar imagens
de texturas. Para tal, trés novas abordagens foram propostas: (1) concepg¢do de descritor ba-
seado nas matrizes de informacdo de Fisher de modelos de campos aleatérios Gaussianos
Markovianos obtidas a partir das subbandas de uma 4rvore de decomposi¢cdo wavelet; (2)
concepg¢do de descritor baseado na aplicacdo de métodos de aprendizado de variedades atu-
ando como selecionador de informacgdes de textura relevantes; e (3) concep¢ao de descritor
baseado na combinagdo de aprendizado profundo e de variedades. Resultados experimen-

tais demonstraram que os métodos propostos sdo competitivos com descritores de estado da



arte relacionados.

Palavras-chave: Classificacao de Textura, Campos Aleatérios Gaussianos Markovianos, Teoria da Informacao,

Informacao de Fisher, Transformada Wavelet, Aprendizado Profundo e de Variedades



ABSTRACT

The task of extracting features from images is a very important activity for many computer
vision and image processing applications. Especially the characterization and identification
of textures is a fundamental issue in this area which allows the promotion of the develop-
ment of a wide range of interesting applications including medical image analysis, content
image retrieval, object recognition, among others. Due to this importance, many kinds of
research have been carried out in this area and, consequently, resulted in the development
of a set of texture descriptors. However, in general, algorithms considered as the state of
the art still present performance problems when applied in the presence of noise, since it
does not maintain intrinsic properties of the image being analyzed. Assuming that random
fields and wavelets are appropriate mathematical tools to assist in this process, opportunities
open for the development of very interesting applications, with the potential to promote a
high level of texture classification accuracy. While random fields model better the statistical
properties of texture images, wavelets provide a robust tool for decomposition and multi-
resolution analysis. In addition, information theory-based measurements, such as Fisher
information and Shannon entropy of Gaussian Markov random field models obtained from
the sub-bands of a wavelet decomposition tree are able to measure texture patterns. If the
dimensionality of the calculated texture descriptors is high, nonlinear dimensionality re-
duction methods based on manifold learning techniques can be used. Our perception is that
manifold learning techniques are capable of selecting discriminative characteristics from a
high dimensionality space. The aim of this research work was to propose new approaches
based on the use of information theory, deep and manifold learning to characterize and clas-
sify texture images. To this end, three new approaches have been proposed: (1) descriptor
design based on Fisher information matrices of Gaussian Markov random field models ob-
tained from the sub-bands of a wavelet decomposition tree; (2) descriptor design based on
the application of manifold learning methods acting as a selector of relevant texture infor-
mation; and (3) descriptor design based on the combination of deep and manifold learning.
Experimental results demonstrated that the proposed methods are competitive with related

state of the art descriptors.

Keywords: Texture Classification, Gaussian Markov Random Field, Information Theory, Fisher Infor-

mation, Wavelet Transform, Deep and Manifold Learning
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Textura é uma caracteristica de qualquer superficie de imagens naturais ou daquelas pro-
duzidas artificialmente. A tarefa de extragdo de caracteristicas a partir de imagens de
textura é uma atividade de grande importdncia para vdrias aplicacbes de visdo computa-
cional e de processamento de imagens. Algoritmos considerados como o atual estado da
arte sdo eficazes em caracterizar texturas, no entanto, em geral, apresentam problemas de
performance quando aplicadas na presenga de ruido, uma vez que ndo se mantém proprie-
dades intrinsecas da imagem de textura sendo analisada. Este trabalho de pesquisa buscou
contribuir com novas abordagens para extracdo de caracteristicas a partir de imagens de
texturas, procurando preservar tais propriedades intrinsecas a fim de garantir uma melhor

performance para a posterior tarefa de classificacdo.

1.1 Contexto

A textura € uma propriedade onipresente em imagens naturais e em aquelas produzidas
artificialmente. Ela constitui um importante elemento visual usado para uma variedade de
aplicacdes nas dreas de processamento de imagens e de visao computacional. A anélise de tex-
turas em imagens, por sua vez, ¢ uma fonte ideal para um conjunto diversificado de aplicacoes
oriundas de tais areas, como por exemplo o reconhecimento de objetos (KHAN; WEIJER;
VANRELL, 2009; SANDE; GEVERS; SNOEK, 2010), de pisos (NILSBACK; ZISSERMAN,
2008; QI et al., 2014), de materials (LI; FRITZ, 2012; SHARAN et al., 2013) e de tecidos
em imagens médicas (LERSKI et al., 1993; ONG et al., 1996), classificagdo de texturas (PI-
ETIKAINEN; MiENP#d; VIERTOLA, 2002), sensoriamento remoto (JIANG; RICH; BUHL-
BROWN, 2015) e muito mais. No entanto, a caracterizacao e a identificacdo de texturas nao
sdo triviais, seu processo apresenta desafios bastante consideraveis relacionados, por exemplo,

as condi¢des nas quais elas foram gravadas. Consequentemente, alteragdes na geometria de
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iluminacdo e intensidade ou no ponto de visdo da camera pode ter um impacto significativo

sobre a aparéncia de uma imagem de textura (LEUNG; MALIK, 2001).

Parte dessa complexidade encontrada no processo de representagdo de texturas advém prin-
cipalmente da falta, na literatura, de uma defini¢do formal (matemadtica) que possa auxiliar na
descricao completa do conceito de textura (MUSGRAVE et al., 1994; W. LAM N. N., 1999).
Outra dificuldade nesse processo oriunda de diferentes tipos de texturas existentes, tais como
microtextura, macrotextura e textura em que ambos os tipos se fazem presentes, o que acaba
dificultando muito a definicdo de métodos robustos o suficiente para representar e classificar os
tipos de informacoes de textura encontradas em imagens. Em geral, cada tipo de textura possui
informagdes com caracteristicas proprias, sendo adequadamente representada por um modelo

estatistico especifico.

Do ponto de vista computacional, a caracterizacdo de texturas € um processo no qual um
conjunto de técnicas de processamento de imagens € usado para caracterizar parametros de tex-
tura em determinadas imagens. Essas técnicas permitem extrair descritores de uma imagem,
ou de uma regido da mesma, relativos a caracteristicas que remetem a propriedades intrinsecas
como suavidade, rugosidade, regularidade, dentre outras. O método de anélise de textura es-
colhido para extrair caracteristicas € crucial para o sucesso da fase de classificacdo. Além
disso, a métrica usada na comparagdo de vetores de caracteristicas também ¢é crucial. Exis-
tem varias abordagens para a extracdo de caracteristicas de textura de uma imagem. Isso se
deve ao fato de que a maioria das pesquisas na drea de classificacdo de textura concentra-se
na parte de extracdo de caracteristicas (RANDEN; HUS@Y, 1999), com extensas surveys e
estudos comparativos (CONNERS; HARLOW, 1980), (HARALICK, 1979), (OHANIAN; DU-
BES, 1992), (REED; DUBUF, 1993), (TUCERYAN; JAIN, ), (GOOL; DEWAELE; OOSTER-
LINCK, 1985), (WESZKA; DYER; ROSENFELD, 1976). Dentre esses métodos, pode-se citar
alguns deles: Gray Level Co-occurrence Matrix (GLCM) (HARALICK, 1979; HARALICK;
SHANMUGAM; DINSTEIN, 1973), Markov Random Fields (CROSS; JAIN, 1983), Fractal
Models (KELLER; CHEN; CROWNOVER, 1989; MANDELBROT; FREEMAN; COMPANY,
1983), Local Binary Patterns (PIETIKAINEN et al., 2011; OJALA; PIETIKAINEN; MAEN-
PAA, 2002), Scale-Invariant Feature Transform (LOWE, 2004), entre outros.

Em geral, todas essas abordagens focam em informacdes especificas na imagem. Além
disso, a maioria delas escolhe um conjunto limitado de caracteristicas de textura a partir da
informacao contextual na forma de patches extraidos da imagem local. No entanto, caracterizar
texturas por meio de extracao de caracteristicas focando somente em informacgao local de tex-

turas (local image patches) pode impactar negativamente para uma posterior classificacdo das
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mesmas, por exemplo. Uma das simples razdes desse fato € que textura € também caracterizada
pela sua aparéncia global, o que representa a repeti¢do e a relacdo entre padrdes locais (LIU;
FIEGUTH, 2012).

Outra dificuldade na extracdo de caracteristicas de texturas estd na alta dimensionalidade
do espaco do conjunto de pontos de interesse sob andlise. Diversas técnicas tém sido utilizadas
nesta tarefa (reducdo/projecdo para um subespaco de dimensdao menor), porém mesmo com
vdrias op¢Oes, nao existe uma estratégia abrangente e, também, as técnicas desenvolvidas sdao
sempre focadas em determinado propdsito. Por isso, existem muitas pesquisas € incentivos
para o desenvolvimento de novas abordagens abrangentes. Outro sério problema encontrado na
classificagdo de imagens de textura € a presenca de ruidos , que distorcem os dados observados.
Frequentemente, ruidos sdo inerentes ao processo de aquisi¢do de imagens reais. Na grande
maioria dos casos, os métodos convencionais de classificacdo e alguns recentes apresentam

ainda problemas de performance para classificacdo de imagens de texturas ruidosas.

Diante do exposto, a proposta desse trabalho consiste em combinar a teoria da informagao
(informacgao de Fisher e entropia de Shannon) de modelos de campos aleatérios Gaussianos
Markovianos (GMRF) utilizados para modelar as subbandas de uma arvore de decomposi¢ao
wavelet, com o intuito de superar as limitacdes encontradas nos métodos de classificagdo de
imagens de texturas convencionais. A grande vantagem dos modelos GMRF ¢é que eles per-
mitem, em primeiro lugar, a captura das interacdes nao lineares entre os coeficientes de uma
subbanda wavelet e, em segundo lugar, a derivar as expressoes de forma fechada exatas para
duas quantias relevantes no contexto desse trabalho: (1) estimadores para o parimetro (f) (o
parametro que controla as interacdes entre varidveis vizinhas); e (2) matrizes de informacao de

Fisher esperada de cada subbanda wavelet.

1.2 Motivacao

Durante os dltimos anos a no¢do de informag¢do tem se tornado cada vez mais presente e
relevante para qualquer escala da sociedade moderna. Com o advento da tecnologia, o volume
de dados produzido nunca foi tdo grande, de modo que ser capaz de decodificar os simbolos
presentes nesse vasto oceano de dados € um passo essencial para aprender, entender e analisar as
regras que governam os mais variados fendmenos complexos que sdo parte da natureza. Alguns
dos maiores desafios em lidar com esse cendrio sao justamente a mineragao, a identificagcdo, o
processamento e a classificagdo de padrdes e simbolos presentes nos dados, que sdo produzidos

por uma vasta e heterogénea gama de fendmenos observaveis.
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Uma das grandes limitacdes nesse processo de coleta de informagdo relevante a partir dos
dados baseia-se na ado¢do da hipétese de que a estrutura dimensional de tais conjuntos pode
ser bem representada por um espaco Euclidiano &#". Pesquisas cada vez mais tem mostrado
que essa suposi¢ao € bastante fraca, no sentido de que na grande maioria dos casos, as métricas
definidas no espaco Euclidiano ambiente (extrinsecas) ndo sdo adequadas para mensurar a si-
milaridade entre instancias dos conjuntos de dados, uma vez que a colecdo de tais instancias
define uma variedade (manifold) imersa no espaco ambiente. Em outras palavras, a estrutura
dimensional intrinseca costuma ser muito menor que a dimensao do espaco ambiente. Uma ana-
logia simples que ilustra esse fato consiste em imaginar a seguinte situa¢cdo hipotética: suponha
que se queira medir distancias entre pontos em uma bola de futebol. Sabe-se que pequenas
distancias nessa superficie sdo bem aproximadas por segmentos de reta, mas claramente, no
caso geral, € necessdrio levar em conta a curvatura do espaco. Em termos praticos a melhor
op¢do ndo seria utilizar uma régua de madeira para mensurar essas distancias mas sim uma fita
métrica flexivel (a andlise torna-se muito mais precisa se formos capazes de curvar/adaptar o
instrumento de medi¢ao). Esse € o objetivo da drea conhecida como aprendizado de variedades,
ou manifold learning, que tem como foco principal a utilizacdo de técnicas ndo paramétricas,

pois ndo assume hipéteses acerca da distribui¢do dos dados observados.

Numa outra vertente, foca-se em modelos paramétricos para os dados, ou seja, assume-
se que as observacdes sdo ocorréncias de uma ou mais varidveis aleatdrias e portanto seguem
modelos estatisticos bem definidos, como por exemplo, a distribui¢do normal. Nesse cendrio,
cada modelo com seus parametros especificados define um ponto no espago paramétrico. O
objetivo entdo consiste em mensurar distancias entre diferentes modelos nesses espacos pa-
ramétricos, com o intuito de quantificar a similaridade entre varidveis aleatérias, que nesse caso
representam padrdes ndo deterministicos. Pesquisas mostram que espacos paramétricos de mo-
delos estatisticos definem variedades Riemannianas onde a métrica natural é dada pela matriz
de informacao de Fisher, uma importante medida da teoria da informacgdo. Nesse contexto, esta
tese de doutourado tem como objetivo principal estudar a evolucio de sistemas complexos a

partir de deformagdes na estrutura geométrica de seu espagco paramétrico.

Nesse sentido, esta pesquisa cientifica visa explorar essas duas dreas, teoria da informagao
e aprendizado de variedades, no desenvolvimento de ferramentas computacionais para modela-

gem e andlise de padrOes provenientes de imagens de texturas.
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1.3 Hipotese de pesquisa

O objetivo desta sec¢do consiste em estipular a principal hipétese que originou o tema es-
colhido desta tese de doutorado. Em outras palavras, pretende-se deixar expliticta qual € a
pergunta motivadora deste trabalho, ou seja, quais questdes que se desejam investigar com esta

tese?

Portanto, a hipotese de pesquisa deste trabalho € ”A incorporagdo de medidas ndao Euclidi-
anas na extracdo de caracteristicas de imagens de textura, tanto de forma paramétrica, a partir
da teoria da informacdo em modelos de campos aleatorios Markovianos, quanto de forma ndo
paramétrica, a partir de métodos de aprendizado profundo (através de ndo-linearidades pre-
sentes nas redes) e de variedades (através da reducdo de dimensionalidade ndo linear), pode

ser capaz de melhorar o reconhecimento de tais padroes?”.

1.4 Objetivos e Justificativas

Tendo em vista os aspectos mencionados na se¢do anterior, este trabalho busca novas fer-
ramentas, que levem tais aspectos em consideracdo, para caracteriza¢do de texturas visando a

extracao de informagdes relevantes e posterior reconhecimento de tais padroes.

De modo geral, esta tese teve como objetivo geral, propor novas abordagens para extragao
de caracteristicas a partir de imagens de texturas, combinando os conceitos de teoria da informacao,
aprendizado profundo e de variedades, tendo como prioridade construir descritores de texturas
que possam manter e/ou melhorar o poder discriminativo de classificadores de imagens de tex-

turas em geral, e ruidosas, em particular.

Os objetivos especificos desta tese foram:

e Propor um novo descritor para imagens de texturas, baseado nas matrizes de informacgao
de Fisher de modelos de campos aleatorios Gaussianos Markovianos obtidas a partir das

subbandas de uma arvore de decomposicao wavelet.

e Comparar o desempenho do descritor proposto frente a métodos classicos e a abordagens

baseadas em aprendizado profundo.

e Aplicar métodos de aprendizado de variedades para a redu¢do de dimensionalidade nao
linear em problemas de classificacdo de texturas, verificando se tais algoritmos sdo mais

eficazes do que métodos lineares como a Anélise de Componentes Principais (PCA).
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e Combinar aprendizado profundo e de variedades na classificacao de imagens de textura.

1.5 Contribuicoes

As maiores contribuicdes deste projeto de pesquisa estdo relacionadas com a incorporagao
de medidas ndo Euclidianas na caracterizagdo espacial de padrdes de texturas. De um modo

geral, foram definidas as seguintes trés contribuicoes:

e Desenvolvimento de um novo descritor de texturas baseado na informacao de Fisher em

modelos de campos aleatdrios Gaussianos Markovianos;

e Combinacdo de aprendizado profundo e de variedades na extracao de caracteristicas de

imagens de textura; e

e Combinacdo de descritores de texturas convencionais e de aprendizado de variedades na

extragdo de caracteristicas de imagens de textura.

1.6 Visao Geral

Basicamente, a metodologia proposta para caracterizagao e classificacao de imagens de tex-
turas segue as etapas ilustradas pelo diagrama de blocos da Figura 1.1. Dada uma imagem de
textura de entrada, o objetivo € construir um descritor representativo com um alto poder dis-
criminativo para classificd-la em uma das possiveis C classes previamente definidas (amostras
pré-rotuladas), caracterizando o modelo de aprendizado supervidsionado. Em uma primeira
abordagem Figura 1.1(A), uma combinacao das medidas baseadas na teoria da informacgao, es-
pecificamente informacgdo de Fisher e entropia de Shannon, de modelos GMRF aplicados no
dominio wavelet foi adotada para representar a textura de entrada. O primeiro passo referente
a primeira abordagem consiste em decompor a imagen de textura em n subbandas wavelet (Fi-
gura 1.1(A)(a)). Em seguida, para cada subbanda é gerado um dataset com patches de dimensao
n x n (onde n x n é igual ao valor do maior inteiro positivo < ordem-vizinhanca +1) (Figura
1.1(A)(b)). A partir do dataset gerado, sao calculados os componentes da matriz de informacao
de Fisher de cada subbanda (FIMatrixCn) e sua entropia de Shannon (ShEntropy) respectiva
(Figura 1.1(A)(c)). A etapa final dessa abordagem consiste em criar uma versao normalizada a
partir da concatenagdo das medidas de todas subbandas. Desse modo, o vetor resultante serd o

vetor de caracteristicas que represente a imagem de textura sob anélise.
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Na segunda abordagem Figura 1.1(B), o conceito de redu¢do de dimensionalidade € ex-
plorado para classificacdo de textura, utilizando técnicas de reducdo de dimensionalidade, tanto
lineares (Anélise de Componentes Principais (PCA) (DUNTEMAN, 1989)) quanto nao lineares
(técnicas de Aprendizado de Variedades (Machine Learning) (TENENBAUM; SILVA; LANG-
FORD, 2000; ROWEIS; SAUL, 2000; BELKIN; NIYOGI, 2002a)). A ideia consiste em criar
uma abordagem para classificacdo de textura fortemente baseada na aplicacdo das técnicas de
reducdo de dimensioalidade. Essa abordagem leva em consideracao duas formas distintas de
extrair caracteristicas a partir de imagens de texturas de modo a construir um vetor de carac-
teristicas de alta dimensionalidade para servir de entrada para os algoritmos de redugdo de

dimensionalidade adotados no contexto deste trabalho.

De acordo com a Figura 1.1(B)(a), a primeira forma proposta para extracdo de carac-
teristicas consiste em aplicar Histograma de Gradientes Orientados (HOG) (DALAL; TRIGGS,
2005), Matrizes de co-ocorréncia (GLCM) versdo 1 (em que todos os descritores inicialmente
sugeridos por Haralick foram considerados), Matrizes de co-ocorréncia versao 2 (em que so-
mente alguns dos descritores inicialmente sugeridos por Haralick foram considerados) (HA-
RALICK, 1979) e Padroes locais binarios (LBP) (OJALA; PIETIKAINEN; HARWOOQD, ) e,
em seguida, concatenar seus resultados em um vetor de caracteristicas final. Figura 1.1(B)(b)
mostra a segunda forma proposta na qual caracteristicas sao extraidas em forma de patches de
32 x 32 a partir da imagem de entrada. A concatenacao dos atributos desses patches forma o

vetor de caracteristicas da imagem sob andlise.

Os vetores de caracteristicas resultantes de ambas as formas de extracdo propostas sdo en-
tregues como entrada para quatro algoritmos de reducdo de dimensionaludade: PCA, Locally
Linear Embedding (LLE) (ROWEIS; SAUL, 2000), Isometric Feature Mapping (ISOMAP)
(TENENBAUM; SILVA; LANGFORD, 2000) e Laplacian Eigenmaps (Lap.Eig.) (BELKIN;
NIYOGI, 2002a) para selecdo de atributos e posterior tarefa de classifica¢do utilizando os clas-

sificadores classicos.

A ultima abordagem proposta neste trabalho Figura 1.1(C) consiste em combinar os con-
ceitos de aprendizado profundo e de variedades para extrair informacdes relevantes a partir de
imagens de texturas a fim de classificd-las. A ideia principal consiste em integrar as técnicas
de aprendizado de variedades ao CNN como sendo ferramenta de selecio de atributos com o
proposito de reduzir a dimensionalidade do vetor de caracteristicas gerado pela pentltima ca-
mada de uma forma ndo linear. No contexto deste trabalho, utilizamos a pendltima camada
da VGGNet (SIMONYAN; ZISSERMAN, 2014), a FC2, que possui 4096 neurdnios, gerando

um vetor de 4096 elementos. Como a dimensionalidade € alta, decidimos utilizar métodos de
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redu¢do de dimensionalidade ndo lineares. Nossa percepcao € que técnicas de aprendizado de
variedades sdo capazes de selecionar caracteristicas discriminativas a partir de um espaco de

pontos de interesse de alta dimensionalidade.

A implementa¢do dos métodos propostos foi realizada utilizando o ambiente de desenvol-
vimento ANACONDA (baseado em PYTHON) (ANACONDA, 2019). Experimentos foram
realizados em imagens de texturas reais obtidas a partir de diversas bases de dados publicas que
servem de referéncia (benchmark databases) para o estudo de padroes de textura. A taxa de
acerto ou acurdcia global e o coeficiente de Kappa de Cohen (COHEN, 1960) foram as duas
primeiras métricas aplicadas como forma de avaliacdo quantitativa nos primeiros experimentos.
As duas métricas demonstraram-se adequadas para avaliar o desempenho da classificacdo, ja
que todos conjuntos de dados usados nesta tese sdo balanceados e também a amostragem para a
validagdo cruzada € estratificada (SUN et al., 2007). Neste trabalho, todos os experimentos fo-
ram conduzidos utilizando a metodologia de validacao cruzada k-fold estratificadas (BARROW;
CRONE, 2016).

Também foram incluidas nos experimentos sensibilidade, precisdo e F1-score (SANTAFE;
INZA; LOZANO, 2015) como métricas alternativas para validar o método proposto. Enquanto
a sensitividade foi utilizada para medir a proporcdo de instancias positivas que foram previstas
pelo classificador, a precisao, por sua vez, mede a confiabilidade de uma determinada predi¢ao.
F1-score foi adotado como sendo um compromisso entre a sensitividade e a precisdo. Isso

significa que ele representa ambas as medidas.

Experimentos foram realizados comparando as abordagens propostas aos seguintes métodos
conhecidos na literatura para a classificacdo de imagens de texturas: HOG, GLCM versao 1,
GLCM versao 2, LBP, Texture CNN (T-CNN) (ANDREARCZYK; WHELAN, 2016) e wave-
let convolutional neural networks (wavelet CNNs) (FUJIEDA; TAKAYAMA ; HACHISUKA,
2017).

1.7 Organizacao do Trabalho
O restante deste trabalho estd organizado da seguinte maneira:

e No Capitulo 2 os principais descritores de estado da arte em classifica¢do de textura rela-

cionados ao presente trabalho de pesquisa sdo descritos em maiores detalhes.

e No capitulo 3, o referencial tedrico necessario para a compreensao da problematica em

relacdo a classificagdo de texturas, dos conceitos, algoritmos e métodos utilizados para



1.7 Organizagdo do Trabalho 26

............................................................................................................................................................
. .

[ ] { J B veuicl | FMawixcs [
nxn nxn -
Lh Lo . d;:
(=] o e

K
.
...........................................................................................................................................................

. .

0{ > x eR™

x' eRm',m’ <m

N . > p y
Extracdo de Concatenacao de Selecao de Classificacio Imagem de
Caracteristicas Caracteristicas Atributos ‘ ‘ Textura
€ ik : A € e
Caracteristicas de Concatenando os quatro APhcaz%%zi‘:éllig4 para/ KNN, Naive Bayes, SVM, Classificada
HOG, LBP, GLCM e vetores de caracteristicas reduzir a Decision Tree e ML
\ Haralick sao extraidas da etapa anterior dimensionalidade Perceptron
b
patches de 32x32 COIl’lO]

vetor de CaracteristicasJ

,@ Sequéncia de Blocos de s

Convolugoes seguidos de :
maxpool :

Imagem de Entrada Camadas Completamente
L 3x004x224 Conectadas (FC1 e FC2)
com dimensao 4096 cada

....
...............................................................................................................................

Figura 1.1: Diagrama de blocos do sistema proposto para classificacao de imagens de texturas uti-
lizando a combinacio de medidas baseadas na teoria da informacao de modelos GMRF no dominio
wavelet, o aprendizado profundo e de variedades.

contornd-la € descrito. A secdo 3.1 apresenta as consideracdes iniciais acerca do capitulo.
A secdo 3.2 introduz a nogdo de textura. A secdo 3.3 descreve os tipos de descrito-
res de textura utilizados na tarefa de classificacdo de imagens de texturas. A se¢do 3.4
apresenta fundamentos da transformada wavelet. Também € apresentado o processo da
decomposicdo de uma imagem de textura usando a transformada wavelet discreta (DWT).
A sec¢do 3.5 introduz o modelo GMRF adotado para modelar os coeficientes da subbanda
wavelet. As duas medidas, informagao de Fisher e entropia de Shannon, baseadas na teo-
ria da informacao e utilizadas para a computacao dos padrdes de texturas sdo apresentadas
na se¢do 3.6. Os algoritmos de reducdo de dimensionalidade tanto lineares como nao li-

neares sdo apresentados nas secoes 3.7 e 3.8, respectivamente. Finalmente, a se¢do 3.9
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apresenta os modelos baseados no aprendizado profundo para a classificacao de texturas;

e No Capitulo 4 sdo apresentadas as novas abordagens para a extracdo de caracteristicas a

partir de imagens de texturas propostas por este trabalho de pesquisa;

e No Capitulo 5 sdo apresentados os experimentos realizados com imagens de texturas reais
e os respectivos resultados obtidos. Também sdo apresentadas as discussdes sobre esta

proposta de pesquisa; e

e No Capitulo 6 sao apresentadas as conclusdes finais sobre este trabalho de pesquisa. Em
seguida, sdo apresentadas as propostas para trabalhos futuros. Finalmente, sdo apresen-
tados alguns artigos cientificos em conferéncias e revistas da drea que o presente projeto

de doutorado gerou.



Capitulo 2

REVISAO DA LITERATURA

Esta secdo apresenta o panorama atual da drea de andlise de texturas, com énfase na
extracdo de caracteristicas a partir das imagens de textura. Sdo apresentados alguns des-
critores de texturas existentes que podem ser considerados o estado da arte em andlise de

texturas.

2.1 Matrizes de co-ocorréncia (GLCM)

No contexto de visdo computacional, as estatisticas de primeira ordem referem-se aos mo-
mentos estatisticos computados a partir do histograma de uma imagem. O histograma de uma
imagem, por sua vez, refere-se a medida de frequéncia com a qual os tons de cinza aparecem
em uma imagem. Em outras palavras, um histograma deve ser visto como a distribuicao proba-
bilistica dessas frequéncias. Assim, um momento estatistico seria uma medida ou informacao
basica da distribui¢do dos niveis de cinza. Como exemplos de estatisticas de primeira ordem

destacam-se a entropia, variancia, energia, assimetria e curtose.

O arranjo de pixels produzido por um histograma de niveis de cinza pode oferecer informagdes
importantes para a descricao de texturas (GONZALEZ; WOOQODS, 2010), no entanto, a falta de
levar em consideracgdo a estrutura de dependéncia espacial dos pixels faz com o que o histograma
apresente limitaces na descricdo de texturas mais complexas. Para contornar esse problema,
utilizam-se métodos baseados nas estatisticas de segunda ordem, ou seja, estatisticas dadas por
pares de pixels. O mais popular descritor de textura baseado em estatisticas de segunda ordem
¢ a chamada matriz de co-ocorréncia (GLCM) (HARALICK, 1979). Uma vez computada, essa
matriz carrega todas as informagdes de dependéncia espacial entre pixels de uma imagem. De
modo sucinto, uma matriz de co-ocorréncia expressa a probabilidade P(i, j | d, 0) ou frequéncia

relativa das vezes em que pares de pixels i e j estdo entre si a uma distancia d e angulo 6. De
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acordo com (HARALICK; SHANMUGAM; DINSTEIN, 1973), as relacdes entre tons de cinza
sdo caracterizadas por uma funcdo de distancias e angulos, e representam toda informacao de

texturas quando contidas nessas estruturas. Na Figura 2.1, é apresentado esse conceito.

135° 90° 45°
6| 7 8
¥
0° | S5« % b1 |0
+
43| 2
45° 90° 135°

Figura 2.1: Relacao espacial considerada para construcao das GLCMs. Os pixels 1 e 5 estao a 0
graus (horizontal) do pixel central *; 2 e 6 estao a 135 graus; 3 e 7 a 90 graus; e 4 e 8 a 45 graus.

O processo da criacao das matrizes de co-ocorréncia estd definida na Figura 2.2 em que a
matriz de entrada Figura 2.2 (a) representa uma imagem de dimensdo 5 x 5 preenchida com
valores de intensidades variando de 0 a 3. Ja as GLCMs de saida (Figuras 2.2 (b, c, d, e)) terdo
cada uma a dimensado 4 x 4 referente a quantidade de niveis de cinza da imagem correspon-
dente/de entrada. O preenchimento dessas matrizes € feito respeitando a distancia d e angulo 0
em que pares de pixels se encontram na matriz de entrada. Como pode ser observado na Figura
2.1, o angulo considerado é sempre ou 0° ou 45° ou 90° ou 135°, ou seja, varia a cada 45 graus.
Desse modo, preenche-se nas coordenadas (i, j) e (j,i) de cada matriz o nimero de ocorréncias

deicom je jcom.i.

Ap6s computar as GLCMs, as informagdes contidas nelas precisam ser quantificadas com
objetivo de caracterizar as texturas. Para isso, seis descritores foram propostos na literatura
para esse proposito (GEBEJES; HUERTAS, 2013). Dentre eles destacam-se: Segundo Mo-
mento Angular (Energia), Contraste, Correlacdo, Momento da Diferenca Inverso, Entropia e

Dissimilaridade.

2.2 Padroes locais binarios (LBP)

Local Binary Patterns (LBP) € um dos descritores mais populares no contexto de caracterizacao
de texturas e foi inicialmente porposto pelos autores em (OJALA; PIETIKAINEN; HARWOOD,
). A ideia chave por atrds do LBP basea-se no processo de binarizag@o para rotular os pixels de

uma imagem em tons de cinza.

O processo de binarizagdo € aplicado sobre a vizinhancga circular de cada pixel g, (sendo
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(a) Imagem 5x5 com 4 niveis de cinza.
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Figura 2.2: Matrizes de co-ocorréncia (b, c, d, e) de (a) calculadas com distancia 1 e angulos 0, 45,
90 e 135 graus, respectivamente.

considerado um pixel central) em uma imagem /(x,y) em niveis de cinza. A saida desse pro-
cesso consiste em um conjunto de cddigos bindrios que compde um histograma capaz de repre-
sentar a distribuicao dos padrdes de textura locais. A partir do pixel central g., seus P vizinhos
estdo a um raio de distancia R e quanto maior o valor de R, maior serd P, isto é, mais amos-
tras da vizinhanca terdo de ser analisadas, como mostra a Figura 2.3. Esse conceito pode ser

representado por

gp=1(xp,yp),p=0,1,....,P—1, 2.1)

x, =x+ Rcos(27p/P), (2.2)
yp =y — Rsin(27p/P).
Na equagdo acima, x,, € y, representam as coordenadas de um determinado ponto na vizinhanga
de g. que estd a p distancia dele.

O mecanismo de binarizacdo por tras da técnica LBP consiste em rotular os vizinhos com
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intensidade de cinza maior ou igual ao pixel central com 1 e os que tiverem intensidade de cinza
menor ao pixel central com 0. Tais valores, quando apresentados sequencialmente em sentido

horério, representam um niimero em bindrio que define a textura local.

Logo depois do surgimento da técnica LBP, houveram alguns variantes da técnica cobrindo
alguns problemas notérios da mesma. A primeira extensao foi proposta pelos autores em (PI-
ETIKAINEN et al., 2011) tendo como objetivo resolver o problema relacionado aos pixels
presentes nas extremidades da imagem, uma vez que suas respectivas vizinhancas nao formam
uma circunferéncia completa. Nesse contexto, a solu¢do sugerida foi limitar as bordas com
base no valor de R. Logo, os pixels de uma imagem N x M partiriam de R (em ambas linhas
e colunas) chegando até os limites N — R e M — R. Ha outras extensdes do LBP na literatura

propostas por outros autores, uma delas foi sugerida por (LIU et al., 2012).
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Figura 2.3: Representacio de um padrao de textura no método LBP. A figura superior mostra o
pixel central gc rodeado por seus vizinhos gp que, neste caso, vao de (0 a 7. Uma seta tracejada mos-
tra que apés passarem pelo processo de binarizacdo, devem ser interpretados no sentido horario.
As imagens inferiores, por conseguinte, exemplificam a distribuicao da vizinhanca de acordo com
os parametros R e P. E possivel notar que P cresce em funcio de R.
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2.3 Histograma de Gradientes Orientados (HOG)

O método de extracdo de caracteristicas HOG foi introduzido em (DALAL; TRIGGS, 2005)

como parte de um algoritmo de 5 passos para detec¢do de pedestres em imagens. No entanto,

também podemos usar descritores HOG para quantificar e representar forma e textura.

Os 5 passos incluem:

Passo 1: Normalizacao da imagem: Essa etapa de normalizacdo € totalmente opcional, mas em

alguns casos, ela pode melhorar o desempenho do descritor HOG. Existem trés métodos

principais de normalizacdo como descritos a seguir:

(a)

(b)

(¢

Normalizacao pela lei de gama / poténcia: Nesse caso, considera-se o log(p) de
cada pixel p na imagem de entrada. No entanto, como os autores em (DALAL;
TRIGGS, 2005) demonstraram, essa abordagem talvez seja uma “super correcao”,

em termo inglés “over-correction”, e prejudica o desempenho.

Normalizacao pela raiz quadrada: Aqui, considera-se o \/Z p) de cada pixel p
na imagem de entrada. Por defini¢do, a normalizacao pela raiz quadrada comprime
as intensidades de pixel de entrada muito menos que a normalizacdo pela lei de
gama. E, novamente, como os autores em (DALAL; TRIGGS, 2005) demonstra-
ram, a normaliza¢do pela raiz quadrada realmente aumenta a acuricia, em vez de

prejudicé-la.

Normalizac¢ao pela variancia: Uma forma de normaliza¢ao um pouco menos usada
¢ a normalizacdo pela variancia. Aqui, calcula-se a média i e o desvio padrio ¢
da imagem de entrada. Todos os pixels centralizados, subtraindo a média da inten-
sidade do pixel, e entdo normalizados através da divisdo pelo desvio padrio: p' =
(p—u)/o. Os autores em (DALAL; TRIGGS, 2005) nao relatam sobre acuricia na
normalizagdo pela variancia; no entanto, é uma forma de normalizacdo que vale a

pena testar.

Passo 2: Calculo da orientacao e magnitude das arestas na imagem: Aqui, calcula-se o gradi-

ente da imagem nas direcoes x e y. Em seguida, aplica-se uma operacdo de convolucao

para obter os gradientes da imagen de entrada usando a seguinte expressao

Gy=1%xDy e Gy=1%D,
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Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

onde / € a imagem de entrada, D, € o filtro na dire¢do x, e Dy, € o filtro na dire¢do y. Em

seguida, calcula-se a representacao final da magnitude do gradiente da imagem como

|G| = /G +G3.

Por fim, a orientacdo do gradiente para cada pixel na imagem de entrada pode ser calcu-

lada por:

0 = arctan2(Gy, Gy).

Dado ambos |G| e 0, agora pode-se calcular um histograma de gradientes orientados,
em que o bin do histograma é baseado em 6 e a contribui¢do ou peso adicionado a um

determinado bin do histograma é baseado em |G|.

Divisao da imagem em células e blocos: Nesta fase, serdo definidas duas estruturas,
designadas por células e blocos. Estas células sdo janelas da imagem original, com di-
mensodes de ¢ x ¢ pixels. Um bloco € visto como uma jun¢ao de n x n células, gerando
um bloco com um total de n x n X ¢ X ¢ pixels. E necessdrio que exista uma sobreposicdo

de algumas células de bloco para bloco tanto na horizontal como na vertical.

Calculo do histograma de orientacao dos gradientes por células, posteriormente
agrupados em blocos: Nesta etapa, para cada uma das células da imagem, é preciso
construir um histograma de gradientes orientados usando a magnitude do gradiente |G| e

orientacdo 6 mencionadas acima.

Concatenacao dos histogramas do Passo 4, formando assim o vetor descritor HOG:
Finalmente, nesta fase, utilizando os blocos, € aplicada uma equaliza¢do por bloco, tor-
nando o descritor menos invariante a iluminacdo e a sombras. Cada bloco agora pode ser
representado por um histograma da orientacao do gradiente de cada célula. Finalmente,
depois que todos os blocos s@o normalizados, os histogramas resultantes sdo concatena-

dos para formar o vetor de caracteristicas final.
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2.4 Descritores baseados nas Redes Neurais Convolucionais
(CNNs)

Um grande ndmero de métodos de representacao de textura baseados em CNN foram pro-
postos nos ultimos anos desde o recorde, resultante da acuricia na classificacdo de imagens
(KRIZHEVSKY; SUTSKEVER; HINTON, 2012a), alcangado em 2012. Uma chave para o
sucesso das CNNs € sua capacidade de aprender caracteristicas de alta qualidade a partir de
grandes volumes de dados rotulados. No entanto, treinar uma CNN, equivale a estimar milhdes
de parametros e requer um nimero muito grande de imagens rotuladas, uma questdo que limita
a aplicabilidade de CNNs em problemas com dados de treinamento limitados. Uma descoberta
importante, a esse respeito, foi que as caracteristicas extraidas a partir de modelos CNNs pré-
treinados em conjuntos de dados muito grandes revelaram ser capazes de transferir bem para
muitos outros problemas, incluindo andlise de textura, com um minimo de esfor¢o de adaptacao
(CIMPOI et al., 2016).

Nesta pesquisa, os métodos de representagao de textura baseados nas CNNs serdo classifi-

cados em trés categorias:

(1) usando modelos CNN genéricos pré-treinados: modelos CNN pré-treinados sdo mode-
los treinados durante semanas na base imageNet usando uma plataforma computacional
robusta equipada de multiplos GPUs, por exemplo. Uma vez treinados, esses mode-
los sdo disponibilizados para o beneficio da comunidade para diversos fins, por exem-
plo finetuning. Dentre essa categoria de modelos, destam-se AlexNet (KRIZHEVSKY;
SUTSKEVER; HINTON, 2012b), VGGNet (SIMONYAN; ZISSERMAN, 2014), Goo-
gleNet (SZEGEDY et al., 2015), ResNet (HE et al., 2016) e DenseNet (HUANG; LIU;
WEINBERGER, 2016). A abordagem mais adotada aqui para a tarefa de classificacio
de textura consiste em extrair os descritores de textura a partir de uma das camadas to-
talmente conectadas da rede, por exemplo, utilizam-se os descritores ou de FC6 ou de
FC7 em AlexNet ou de FC1 ou de FC2 em VGGNet. As camadas totalmente conec-
tadas sdo pré-treinadas discriminativamente e, pode ser uma vantagem ou uma desvan-
tagem, dependendo se as informagdes que elas capturaram podem ser transferidas para
o dominio de interesse. Os descritores das camadas totalmente conectadas possuem um
campo receptivo global e sdo geralmente vistos como caracteristicas globais adequadas
para classificacdo com um classificador SVM. Portanto, o descritor extraido de uma das

camadas FCs serve de entrada para SVM para classificar a textura de entrada.

(2) usando modelos CNN com ajuste fino (finetuned): Ao realizar o finetuning de um mo-
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delo CNN, todas camadas do modelo pretreinado sao mantidas exceto a ultima camada
totalmente conectada que € modificada para ter o mesmo nimero de classes correspon-
dentes ao nimero de classes no conjunto de dados atual. A natureza do conjuntos de dados
usados no finetuning € de extrema importante para aprender caracteristicas discriminati-
vas. O modelo CNN pré-treinado € capaz de discriminar imagens de diferentes objetos ou
classes de cena, mas pode ser menos eficaz em discernir a diferenca entre diferentes tex-
turas (tipos de material), pois uma imagem no ImageNet pode conter diferentes tipos de
texturas (materiais). O tamanho do conjunto de dados usado no finetuning também € im-
portante, ja que um conjunto de dados muito pequeno pode ser inadequado para a apren-
dizagem completa. Como exemplos de alguns modelos finetuned para a classificacio de
imagens de textura, destacam-se: Fisher Vectors CNN (FVCNN)(CIMPOI et al., 2016) e
Texture CNN (TCNN) (ANDREARCZYK; WHELAN, 2016).

(3) usando redes convolucionais profundas treinadas do zero (handcrafted CNNs): Se-
melhante a arquitetura da CNN, os autores em (BRUNA; MALLAT, 2013) propuseram
ScatNet. A principal diferenca em relagdo a CNN comum, em que filtros convolucionais
sdo aprendidos a partir dos dados, os filtros convolucionais no ScatNet sdo predetermina-
dos - sdo simplesmente filtros wavelet, como wavelets de Gabor ou de Haar, e nenhum
aprendizado € necessario. Além disso, o ScatNet geralmente ndo pode ser tao profundo
como uma CNN tradicional; os autores em (BRUNA; MALLAT, 2013) sugeriram duas
camadas convolucionais, ja que a energia da terceira camada responsavel pela dispersao
dos coeficientes € insignificante. Outro modelo de destaque nessa categoria ¢ PCANet,
proposto em (CHAN et al., 2015), uma rede convolucional muito simples baseada em fil-
tros PCA treinados, em vez de filtros de Gabor predefinidos. Comparado com o ScatNet, a
extracdo de caracteristicas no PCANet é muito mais rdpida, mas com pouco desempenho

na tarefa de classificacdo de textura.



Capitulo 3

FUNDAMENTACAO TEORICA

O objetivo deste capitulo é fornecer uma fundamentagdo tedrica dos métodos e algoritmos
utilizados no trabalho. O conteiido apresentado neste capitulo visa auxiliar o entendimento
da proposta deste trabalho de doutorado e descrever o tipo de ferramental utilizado na

concepg¢do da solucdo proposta.

3.1 Consideracoes Iniciais

O propésito deste capitulo é fornecer um referencial tedrico amplo e necessario para a
compreensao da problematica em relacdo a classificacdo de texturas e também uma descri¢cdo
detalhada sobre os conceitos, algoritmos e métodos utilizados para contorna-la. A secdo 3.2 in-
troduz a nog¢do de textura. A secdo 3.3 descreve os tipos de descritores de textura utilizados na
tarefa de classificacdo de imagens de texturas. A se¢do 3.4 apresenta fundamentos da transfor-
mada wavelet. Também € apresentado o processo da decomposi¢cdao de uma imagem de textura
usando a transformada wavelet discreta (DWT). A secdo 3.5 introduz o modelo GMRF adotado
para modelar os coeficientes da subbanda wavelet. As duas medidas, informacao de Fisher e en-
tropia de Shannon, baseadas na teoria da informacao e utilizadas para a computacado dos padroes
de texturas sdo apresentadas na sec¢do 3.6. Os algoritmos de reducdo de dimensionalidade tanto
lineares como nao lineares sdo apresentados nas secoes 3.7 e 3.8, respectivamente. Finalmente,
a secdo 3.9 apresenta os modelos baseados no aprendizado profundo para a classificacdo de

texturas.
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3.2 O que é Textura?

A textura é uma propriedade intrinseca de uma superficie qualquer presente na natureza
ou elaborada de forma artificial. Ela constitui um importante elemento visual usado em vérias

aplicacdes nas dreas de processamento de imagens e de visdo computacional.

Texturas em imagens sao as diferengas locais em niveis de intensidade. De modo geral,
texturas sdao padrdes visuais complexos compostos de entidades, ou subpadrdes, que possuem
algumas caracteristicas como brilho, cor, tamanho, etc (Figura 3.1). Consequentemente, a
distribuicdo das micro-estruturas, também chamadas de textons, em imagens constituem ele-
mentos chaves por caracterizar a textura. Algumas propriedades interessantes como a percepgao
luminosa, uniformidade, densidade, rugosidade, regularidade, linearidade, direcionalidade, frequéncia,
aspereza, aleatoriedade, suavidade e granulagdo sdo criadas a partir da combinagao/inter-relacao
dessas micro-estruturas (MATERKA; STRZELECKI, 1998). Vale lembrar que, no contexto
computacional, padrdes periddicos e ruidosos em imagens sdo interpretados como textura também,
e ndo apenas, aqueles relacionados a caracteristica de uma superficie fisica. No entanto, para
que isso aconteca, os tais padroes devem possuir, pelo menos, alguma das propriedades citadas
acima estruturada pelos textons (MIRMEHDI; XIE; SURI, 2008).

Na Figura 3.1, é apresentada uma textura com padrdes locais repetidos (Figura 3.1 (b)), e
também, o conceito de padrao local singular (Figura 3.1 (a)). Pode-se notar que a textura serve

para representar detalhes em uma imagem.

Figura 3.1: Exemplo de textura com padroes locais repetidos (b) e padrao local singular (a)

Existem, principalmente, dois tipos de texturas: microtextura e macrotextura, classificadas
de acordo com a regularidade dos micro padrdes presentes no material que compde uma deter-
minada superficie e da possibilidade ou ndo de conseguir qualificar informacdes relacionadas

a forma. As duas subsecdes a seguir sdo reservadas para fornecer detalhes sobre cada uma das
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categorias de texturas.

3.2.1 Microtextura

A microtextura € caracterizada por primitivas ou micro padrdes que formam o panorama de
uma determinada superficie. Esses micro padroes sdo irregulares, o que dificulta a elaboracdo de
um modelo estrutural que possa ser capaz de descreve-los adequadamente, uma vez que € dificil
obter informagdes relacionadas a forma. Assim, € comum, adotar uma abordagem estocéstica
para sua descricdo. Ou seja, utilizar-se de um descritor que possa, estatisticamente, sumarizar a

relacdo existente entre os padrdes presentes no material que uma superficie € composta.

3.2.2 Macrotextura

O contraste entre sombras e dreas bem iluminadas, e principalmente, a forma dos padrdes
em texturas da categoria macrotextura criam primitivas com dimensido maior quando compa-
rada as dimensdes de microtextura. Além disso, os tais padroes junto com sua forma sao bem

repetitivos no material que compde a superficie sendo avaliada.

Na Figura 3.2 sdo exemplificados os conceitos de micro e macro texturas € um caso es-
pecifico onde as duas categorias estdo presentes no mesmo material, portanto, nio no mesmo
contexto. Na Figura 3.2 ((a), (b)) sdo apresentadas texturas do tipo microtextura. Na Figura
3.2 ((c), (d)) sdo exemplificadas texturas do tipo macrotextura. Por fim, na Figura 3.2 ((e), (f))
encontram-se texturas de ambos os tipos, onde os padrdes criados pela forma dos pedacos de
madeira e dos tijolos; e as pequenas variacOes de niveis de cinza presentes na superficie dos
pedacos de madeira e dos tijolos caracterizam, respectivamente, a macrotextura € a microtex-

tura.

3.3 Analise de Texturas

A andlise de texturas consiste em conjunto de técnicas e métodos responsdveis por pro-
cessar informagdes de textura em todo panorama da superficie ou em determinadas regides de
interesse (ROI’s) de uma imagem. De modo geral, um dos principais objetivos da anélise de
texturas é comparar texturas e decidir se elas sdo iguais ou diferentes, por exemplo. Essa ta-
refa € evidenciada na Figura 3.3. De acordo com (MATERKA; STRZELECKI, 1998), quatro
elementos sdo componentes desse conjunto, a saber: extracdo de caracteristicas, classificacdo

por textura, segmentagdo por textura e reconstru¢do de formas através de textura. Este trabalho
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Figura 3.2: Imagens de texturas. (a) e (b) sao exemplos de microtextura. (c) e (d) sao exemplos de
macrotextura, e (e) e (f) apresentam, cada uma, ambos os tipos juntos.

foca, principalmente, nos dois primeiros elementos desse conjunto.

3.3.1 Extracao de Caracteristicas

Qualquer andlise de texturas comega pela extraciao de caracteristicas em imagens. Em ou-
tras palavras, a extracdo de caracteristicas é o primeiro passo da andlise de texturas. O objetivo
principal dessa tarefa consiste em revelar a correlacdo existente entre padrdes visuais em ima-
gens enquanto transforma tal correlagdo em valores quantitativos. Os descritores de textura sao
conhecidos como métodos responsaveis por essa fungdo. Existem diferentes tipos de descrito-
res, classificados de acordo com a abordagem adotada por cada um deles para sua elaboragdo.

No entanto, na literatura, ¢ comum encontrar diferentes formas de classificacdo. A primeira
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Figura 3.3: Comparacao de texturas

classificacdo foi proposta por (BHARATI; LIU; MACGREGOR, 2004) e (MATERKA; STR-
ZELECKI, 1998) que definem quatro tipos distintos: (1) métodos estatisticos, (2) métodos
estruturais, (3) métodos baseados em modelos e (4) métodos baseados em transformadas. A
segunda classificacdo, proposta por (DOUGHERTY, 2009) e (GONZALEZ; WOODS, 2010),
os dividem em apenas trés: 1) abordagem estatistica, (2) abordagem estrutural e (3) aborda-
gem espectral. Por fim, (MAENPii; PIETIKAINEN, ), (RAO, 1990) e (TUCERYAN; JAIN, )
os retratam em apenas dois grupos: 1) abordagem estatistica ou estocdstica e (2) abordagem
estrutural. Além das abordagens para descritores de textura citadas acima, existem abordagens
que, ao longo do tempo e com a extensa pesquisa nessa drea, passaram a ser empregadas para
descriminar a textura também. Essas abordagens sdao baseadas em modelos auto regressivos,
campos aleatérios Gaussiano Markoviano, wavelets, fractais e outros. Esses modelos forne-
cem ferramentas mais poderosas para andlise de texturas que preserve a invariangia a algumas
transformacodes. Decorrente disso, (ZHANG; TAN, 2002) sugeriram uma nova categorizagao
relativamente independente com objetivo de apresentar uma classificacdo mais clara. A seguir
sao apresentados detalhes de cada um dos métodos da primeira classe de descritores apresentado

acima.

Os métodos estatisticos representam a textura por meio de propriedades estatisticas nao
deterministicas que cercam a distribuicao e a correlacdo existentes entre os niveis de cinza de
uma imagem. O reconhecimento de texturas pelo sistema visual humano através das proprieda-
des estatisticas (estatisticas de primeira e segunda ordem) foi investigado por (JULESZ, 1975).
Mais tarde, os estudos conduzidos por (JULESZ, 1981) ddo, de fato, origem a esse modelo

estatistico.

Como visto na se¢do 2.1, no contexto de visdo computacional, as estatisticas de primeira or-
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dem referem-se aos momentos estatisticos computados a partir do histograma de uma imagem.
O histograma de uma imagem, por sua vez, refere-se a medida de frequéncia com a qual os tons
de cinza aparecem em uma imagem. Em outras palavras, um histograma deve ser visto como
a distribuic@o probabilistica dessas frequéncias. Assim, um momento estatistico seria uma me-
dida ou informacdo bdsica da distribui¢do dos niveis de cinza. Como exemplos de estatisticas

de primeira ordem destacam-se a entropia, variancia, energia, assimetria e curtose.

O arranjo de pixels produzido por um histograma de niveis de cinza pode oferecer informagdes
importantes para a descri¢do de texturas (GONZALEZ; WOODS, 2010), no entanto, a falta de
levar em consideracdo a estrutura de dependéncia espacial dos pixels deixa o histograma a de-
sejar. Para contornar esse problema, utilizam-se métodos baseados nas estatisticas de segunda
ordem, ou seja, estatisticas dadas por pares de pixels. O mais popular descritor de textura base-
ado em estatisticas de segunda ordem € a chamada matriz de co-ocorréncia (GLCM) (HARA-
LICK, 1979). Uma vez computada, essa matriz carrega todas as informac¢des de dependéncia
espacial entre pixels de uma imagem. De modo sucinto, uma matriz de co-ocorréncia expressa
a probabilidade P(i, j | d,0) ou frequéncia relativa das vezes em que pares de pixels i e j estdo
entre si a uma distancia d e angulo 6. De acordo com (HARALICK; SHANMUGAM; DINS-
TEIN, 1973), as relacdes entre tons de cinza sdo caracterizadas por uma fun¢do de distancias e

angulos, e representam toda informacgdo de texturas quando contidas nessas estruturas.

A abordagem estrutural, investigada por (HARALICK, 1979) e (LEVINE, 1985), refere-se
a andlise de texturas decompondo a imagem em primitivas chamadas de texels (fexture ele-
ments). Além dos textels, € preciso definir as regras de posicionamento dos mesmos para uma
descricao completa da textura. Ou seja, os métodos estruturais modelam a textura como sendo
um conjunto de texels possuindo um arranjo especifico de acordo com determinadas regras de
posicionamento. Alguns exemplos evidenciando esses conceitos podem ser vistos na Figura 3.4.
A principal vantagem da abordagem estrutural € que ela fornece uma boa descri¢do simbolica
de uma imagem, portanto, ela é mais adequada para tarefas de andlise do que de sintese de
texturas (MATERKA; STRZELECKI, 1998). Como as técnicas estruturais restringem-se a ma-
crotexturas bem definidas, consequentemente, ndo apresentam uma boa performance na analise

de texturas naturais.

No contexto dos métodos baseados em modelos, a textura € modelada como sendo um mo-
delo matemético probabilistico ou como sendo a combinagdo linear de conjunto de funcdes
bases. Por isso, dizem-se que sdo modelos orientados a paradigmas estocésticos e generati-
vos, respectivamente. Para andlise de textura nesse contexto, primeiro, os coeficientes desses

modelos sdo estimados e depois usados para caracterizar imagens de textura. A questdo chave
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* % % % * % % % + + + +
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Textel
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Os textels sao iguais As estruturas sao iguais
mas as estruturas nao mas os textels ndo

Figura 3.4: Textels e suas estruturas

sempre € como estimar os coeficientes do modelo e como escolher o modelo adequado para de-
terminada textura (ZHANG; TAN, 2002). Os exemplos classicos desses paradigmas sdo cam-
pos aleatorios Gaussianos Markovianos e fractais, respectivamente. Devido a sua distribui¢ao
de probabilidade condicional local, o modelo de campos aleatérios Gaussianos Markovianos
€ capaz de encapsular dependéncias espaciais entre um pixel e seus vizinhos. Isto é, a tal
distribui¢do de probabilidade estabelece que o valor de cada pixel possui uma relacdo direta de
dependéncia com os seus respectivos vizinhos (Zhao et al., 2007). Os fractais baseiam-se nas
regras de construcdo sistematicas em diferentes escalas e tém mostrado uma boa performance
para modelar e representar superficies naturais, uma vez que padrdes provenientes da natureza,
na maioria dos casos, apresentam qualidades afins entre si (com algumas variagOes estatisticas)
em diferentes niveis de escala (MANDELBROT, 2007), (TUCERYAN; JAIN, ), (JAIN, 1989)
e (DOUGHERTY, 2009).

Os descritores baseados em transformadas representam a imagem em espago cujo sistema
de coordenadas possui uma interpretacdo que esteja estreitamente relacionada com as carac-
teristicas (como frequéncias, por exemplo) da textura sendo analisada (MATERKA; STRZE-
LECKI, 1998). Nessa abordagem, a analise de textura € feita de acordo com as frequéncias
que compdem a imagem. Dentre esses métodos destacam-se transformada de Fourier, filtros
de Gabor e transformadas wavelet. Para obtencdo das informacdes de textura, os descritores
de Fourier utilizam-se do espectro de poténcias ou energia do sinal. De acordo com (GONZA-
LEZ; WOODS, 2010), esse espectro tem um papel fundamental na caracterizagcdo da textura.
Ele é capaz de descrever a direcionalidade dos padrdes periddicos de uma imagem. Vale no-
tar que métodos baseados nas transformadas de Fourier ndo apresentam uma boa performance
na pratica devido a falta de informacgdes de localizacio espacial, isto é, falta informagdo que
indica em qual instante de tempo determinada frequéncia aparece exatamente. Os filtros Ga-
bor, por sua vez, proporcionam meios para uma melhor localizagdo espacial. No entanto, a

sua utilidade € limitada na prética porque geralmente ndo ha uma tunica resolugdo de filtro na
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qual se pode localizar uma estrutura espacial em texturas naturais, por exemplo (MATERKA;
STRZELECKI, 1998). As transformadas wavelet, por sua vez, apresentam uma representacao
mais completa da imagem utilizando-se da abordagem multiresolu¢do. Essa abordagem per-
mite ter informagdes sobre as variagdes do sinal em diferentes escalas e tanto no dominio de
espaco como no dominio de frequéncia. Quando comparadas a filtros de Gabor, pode-se notar
que as transformadas wavelet apresentam algumas vantagens na andlise de texturas. Como por
exemplo, variando a resolugdo espacial (diferentes escalas), isso possibilita a representacao de
texturas na escala mais adequada. Além disso, existem uma gama ampla de fungdes wavelet,
isso abre a possibilidade de escolha de acordo com o dominio de aplica¢do na qual a tarefa de

analise de texturas esta sendo executada.

3.3.2 Classificacao de Texturas

O objetivo principal de uma tarefa de classificacao por texturas consiste em prever em qual
classe (duas ou mais classes conhecidas de antem@o) uma amostra de textura pertence de acordo
com um determinado critério de similaridade. Essa tarefa contém dois processos relacionados
a extracdo de features seguida da classificacdo de padrdes. A classificagao de padrdes remete
diretamente ao uso de algoritmos de aprendizagem de médquinas supervisionados. Isto é, faz-se
necessdario, em primeiro lugar, ter de antemao um conjunto de amostras para o treinamento. Em
seguida, cria-se um mapeamento entre os valores dessas amostras e o rétulo de suas respectivas
classes, permitindo a inferéncia de novas amostras desconhecidas, denominadas amostras de
teste. Essas amostras de teste podem ser obtidas de duas formas: a partir de validag¢do cruzada
(cross-validation) ou retiradas de amostras ndo incluidas no processo de treinamento. Segundo
(BARROW; CRONE, 2016) , a validacdo cruzada € uma prética estatistica que mede o quanto

os resultados de uma estimativa sdo capazes de generalizar uma base de dados independente.

3.4 A Transformada Wavelet

Em geral, a transformada wavelet consiste em decompor uma fungio f(z) € L*>(R)" de ener-
gia finita em dois componentes mais simples: aproximacgao e detalhe, utilizando-se diferentes
escalas a e deslocamentos b. Os componentes de aproximacao e detalhe sdo obtidos por meio
da translacdo e dilatagio de uma unica fungio, denominada wavelet mae y(t). O fator de escala

a causa tanto a compressao como a dilatagdo quando for 0 < a < 1 e a > 1, respectivamente.

!Considera-se que L*>(R) = {f : R — C| [, | f(¢)|?dt < =} e é o conjunto de todas as fungdes com energia
finita.



3.4 A Transformada Wavelet 44

A transformada wavelet pode ser representada na forma continua (conhecida como trans-
formada wavelet continua) bem como na forma discreta (conhecida como transformada wavelet
discreta). Através de operacodes de dilatacdes (isto €, contraindo ou esticando a funcao wavelet
por um fator de 1/a e translagdes (isto é, deslocando b ao longo do eixo de tempo), a familia de
wavelets escaladas e transladadas pode ser vista como sendo fungdes parametrizadas por a € b

e obtida por,

1 —b
Vap(t) = %w (IT) : (3.1

coma € R, beReaz#0. O propésito de ter o fator 1//a na equagio (3.1) € de garantir que
a energia da familia wavelet permaneca a mesma nas demais escalas. De acordo com (RIOUL;
VETTERLI, 1991), a transformada wavelet continua de um sinal f(¢z) é dada pela seguinte

expressao,

our=—z [ row () ar=rewio)

com Y,(b) definido por, (3.2)
_ 1 —t
Wa(b) = va¥ (7> ,

em que O, representa o coeficiente wavelet de f(t); * representa o operador convolucional

entre pares de fungdes; e y*(¢) o conjugado complexo de y(r).

Para que a transformada wavelet continua seja invertivel, a fun¢do y/(¢) deve satisfazer a
condi¢do de admissibilidade 0 < C < e em que,

u?
u —o0 u

co [THBIXG,, [ H K, -

em que W(f) e X(f) sdo as transformadas de Fourier de y(z) e x(¢), respectivamente. Vale
ressaltar que, nem sempre X (7) é uma funcdo wavelet. Caso isso seja possivel, teremos C =
Jo™ L |¥(u)|>du. Normalemente C é chamada de constante de admissibilidade. Além disso, a
tal condi¢do de admissibilidade implica em W¥(0) = 0, ou seja, a fun¢do wavelet Y possui média

Z€10.

Finalmente, nessas condi¢oes de admissibilidade, a fun¢@o f(¢) pode ser recuperada a partir

de w, ;, por meio da transformacao inversa (WAKIN, 2011),
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1 [t =1 t—b\ db.da
= — 0y | — 4
f(t) C/O e \/a w(Lb X < a > az ) (3 )

sendo que ¥ (¢) é conhecida como a fung¢do dual de y(t).

Como visto anteriormente, a transformada wavelet continua pode variar continuamente en-
quanto transladando e dilatando o sinal. Dessa forma, a sua aplicacdo em um sinal levard na
geracdo de informacOes redundantes. Essa redundancia pode ser, condicionalmente, benéfica
para algumas aplicagdes como filtragem de ruidos em sinais, e maligna, para aplicacdes como
compressao de imagens. De modo geral, para sistemas digitais e, em especifico, para com-
pressdo de imagens € preciso executar a transformada wavelet no modo discreto. Com isso,
diminuira-se a quantidade de redundancia dos coeficientes wavelet em diferentes escalas da
decomposicao, enquanto preserva-se as informacdes contidas no sinal original. A discretizagcdo
dos parametros de escala a e de translacdo b € feita de acordo com a discretizacdo logaritmica a

seguir

a:ao
ap>1,bgp#0and j,keZ
b = kboa)

onde Z representa o conjunto de inteiros, ag € o parametro de dilatacdo fixo e by o fator de
translacdo fixo o qual depende do fator de dilatagdo. Dessa forma, a familia de wavelets de

interesse correspondente € dada por:

1 t — kbod’

Wir(t) = —=v 0. (3.5)
/ a’
ay

Geralmente, 2 e 1 sdo os valores adotados para ag e by, respectivamente (ADDISON, 2002).

Com isso, a equacdo (3.5) torna-se

1 t— k2 y .
w,-,ka):ﬁl,/( K ):zf/zl,/(z k). (3.6)

A equacio (3.6) forma uma base ortonormal para o espago de fun¢des L?(R) ou L’-integravesis.

Nesse caso, a transformada wavelet é entao dada por,

wj=2" / - f(6).w (27t —k)dt. (3.7)

—o00
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Os coeficientes ®; x sdo chamados de coeficientes waveler ou de detalhe.

O principal foco da transformada wavelet base-se na utilizacdo da andlise multiresolucao
cujo objetivo € capturar propriedades de sinais em diferentes escalas ou resolugdes (diferentes
niveis de “zoom”). Dessa forma, uma fungdo f(¢) pode ser decomposta em duas sequéncias
de subespacos aninhados de detalhes e de aproximagdes com menor resolucio. Nesse sentido,
enquanto V; C Vj,1,j € Z sdo denominados espagos de aproximagdo, W; C W, ,j € Z sdo
denominados espacos de detalhe. Quanto maior o nimero de j, maior a resolu¢do. Nessa
configuragdo, W; é um subconjunto de V1. Assim, f;;1(¢) € Vj11 pode ser aproximada por

fi(t) € V;e W; como

Firi(t) = £i(t) + W;(1)
fir1(t) = fj—1(t) + Wi () + W; ()
Fir1(t) = fi—a(t) + Wi (t) + W1 (1) + W;(2).
Como pode ser observado, a aproximacao em um dado nivel de decomposi¢ao € igual a aproximacao
mais detalhe no nivel anterior. Por exemplo, a aproximacao no nivel cinco € igual a aproximacgao
no nivel quatro mais detalhes no nivel quatro e a aproximagado no nivel quatro € igual a aproximacao
no nivel trés mais detalhes no nivel trés. Isso nos permite decompor um sinal em uma aproximagao
f1 e uma série de detalhes em diferentes resolugdes: wi,wa, w3, wy,...,w, no qual cada detalhe

contém um tipo de informacao diferente.

Em termos préticos, uma forma eficiente para realizar a transformada wavelet discreta é
através de filtragens sucessivas do sinal original. Considerando-se dois filtros, um passa-baixa [
e outro passa-alta 4, a ideia € dividir o espectro de frequéncia original exatamente ao meio.
Os componentes resultantes da filtragem passa-alta contém altas frequéncias que fornecem
informacdes com minimos detalhes. Ja os resultantes da filtragem passa-baixa fornecem apenas

uma visao global destas frequéncias.

Em resumo, a transformada wavelet discreta pode ser calculada com sequéncias sucessivas
desses dois filtros seguido da dizimagdo (downsampling) pelo fator 2: |2. Figura 3.5 mostra
a decomposi¢ao de uma imagem 2D utilizando a transformada wavelet discreta. As saidas da
Figura 3.5 (a aproximacao e os respectivos detalhes) sdo fornecidas pelas equacdes (3.8) and

(3.9), respectivamente.
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Figura 3.5: Decomposicao de uma imagem 2D utilizando a transformada wavelet discreta.

+o0

ajyiln] =Y 1[2n—Klaj[k] (3.8)
k=—o0
+oo

dis1[n] = Y h[2n—Kla,[K] (3.9)
k=—oc0

Nas equagdes (3.8) and (3.9), os a; sdo utilizados para a computacdo dos coeficientes na
proxima escala e os d, conhecidos como coeficientes wavelet, constituem a saida da transfor-
mada. E importante ressaltar que, na escala j+ 1, o ndmero de amostras é reduzido por um
fator de 2. Além disso, qualquer decomposi¢do wavelet de uma imagem 2D envolve quatro
sub-bandas: LL (Aproximacdo), LH (Detalhe Horizontal), HL (Detalhe Vertical) e HH (Deta-
lhe Diagonal). A imagem de sub-banda LL € usada apenas para a computa¢ao da transformada
na proxima escala. Existem muitos tipos de transformada wavelet , como Haar, Daubechies,
Symlets, etc. A decisdo de usar uma delas deve levar em consideracdo a forma como ela se

adapta melhor a2 uma determinada situacao.

3.5 Campos Aleatorios Markovianos

3.5.1 Fundamentos

Esta secdo tem como objetivo apresentar alguns conceitos fundamentais acerca dos campos
aleatdrios markovianos. Especificamente, vamos apresentar alguns conceitos sobre cadeias de

Markov, nocao de vizinhanga e cliques e algumas propriedades de Markov.
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3.5.1.1 Cadeias de Markov

Processos estocdsticos sdo sequéncias de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas. Como modelos, essas sequéncias de varidveis nem sempre sao interessantes por-
que apresentam um comportamento mais ou menos iguais. Quando se pensa em ter maior va-
riabilidade, pode-se permitir alguma dependéncia com o passado, abrindo a possibilidade para
determinar equacdes de recorréncia. Essa é uma das caracteristicas fundamentais de Cadeias
de Markov homogéneas e discretas no tempo, ja que podem ser representadas por uma equagao
de recorréncia estocastica X, 1 = f(Xp,Zy+1) onde {Z,},>1 é uma sequéncia independente e

identicamente distribuida, independente do estado inicial X.

E importante ressaltar que a no¢do de dependéncia probabilistica introduzida com o passado
¢ feita somente com o estado imediatamente anterior e essa configuracao, por menor que pareca,

¢ suficiente para produzir uma grande variedade de comportamentos.

Como nosso interesse estd em sistemas nao deterministicos, consideramos X,, > 0 como
varidveis aleatérias definidas sobre um espaco de probabilidades. Neste caso a sequéncia
{Xy}n>0 de um espago enumerdvel Q com elementos xp,Xj,X2,...,X, constitui um processo
estocastico de tempo discreto com espacgo de estado Q. Assim, se X;,, = x;,, entdo o processo €
dito estar no estado x, no tempo n ou visita o estado x, tempo n. Sabe-se que a maioria dos sis-
temas assume que dado um estado presente, os estados passados ndo influenciam o futuro. Esta
propriedade é chamada de propriedade de Markov e um sistema que possui essa propriedade é

chamado Cadeia de Markov. A seguir, apresentamos uma defini¢do formal da mesma:

Definicao 3.5.1 (Cadeia de Markov). Seja {X,},>0 um processo estocdstico a tempo discreto

com um espago enumeravel Q. Se para todo inteiro n > 0 e todo estado xg,x1,x3,...,x, em £,

P(Xn :Xn|X0 = X0, ...,Xn,I :xnfl) = P(Xn :Xn|Xn,1 :xn,l) (310)

e ambos os lados estiverem bem definidos, este processo estocastico € chamado Cadeia de
Markov. As probabilidades condicionais P(X,, = x,|X,,—1 = x,—1) sdo chamadas probabilidades
de transicdo da cadeia. Caso alguma delas for independente de n entdo ela € dita estaciondria.

Para ilustrar esses conceitos, segue exemplo de cadeia de Markov de dois estados xg € xj.

Exemplo 3.5.1 (Cadeia de Markov de dois estados). Considere uma méaquina que no comego
de um determinado dia ou estd quebrada ou estd funcionando. Assume que se a miquina esta
quebrada no comego do n—ésimo dia, existe uma probabilidade p de que a maquina esteja fun-

cionando no (n+ 1)—ésimo dia. Além disso, assume que se a maquina estd funcionando no
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n—ésimo dia existe uma probabilidade ¢ de ela estar quebrada no (n+ 1)—ésimo dia. Final-
mente, seja my(0) a probabilidade de que a maquina esta quebrada no 0—ésimo dia. O estado 0
corresponde a maquina quebrada e o estado 1 corresponde a maquina que estd operando. Seja
X, a variavel aleatdria denotando o estado da maquina no tempo n. De acordo com a descricao

acima, tem-se que

P(Xys1 = 1|X, = 0) = p,
P(Xp1 =0X,=1)=gq,
P(Xo = 0[X, = 1) = m(0).

Como existem somente dois estados, xg € x1, deduz-se imediatamente o seguinte:
P(Xy+1=01X,=0)=1—p,
PXpr1=1X,=1)=1—gq,

e a probabilidade my(1) de estar inicialmente no estado x; = 1 é dada por

71'()(1) :P(X() = 1) =1 —71?0(0).

A partir destas informagdes, podemos calcular P(X,, = 0) e P(X,, = 1). Observa-se que:

P(Xy41=0) =P(Xy41 =0NX, =0)+P(Xyy1 =0NX, = 1)
= P(Xy = 0)P(Xy41=0|X, = 0) + P(X, = 1)P(Xy41 = 0|X, = 1)
(X, =0)(1—p)+P(Xy=1l)q
(1=p)P(Xy =0)+4¢(1-P(X,=0))
=(1-p)P(X, =0)—gP(X, =0) +q
(I-p—q)P(X, =0)+¢q
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PX;=0)=(1-p—q)m(0)+q

P(X;=0)=(1-p—q)P(Xi =0)+q
=(1—p—q)*m(0)+q[1+(1—p—q)]

Repetindo o processo n vezes teremos

Jj=0
Sabemos que
n—1 n
1-(1-p—gq
Y (1-pgy=oPd
= p+q
Consequentemente temos
P(X, = 0) = —1— 4 (1— p—q)"(m(0) — —1—) (3.11)
pP+q pP+q
PX,=1)= L+ (1-p—q)"(m(1)— —L—). (3.12)
p+q p+q

Sendo [l — p—¢g| < 1,0 < p+¢| <2 e neste caso quando n — oo as probabilidades sdo

lim P(X, = 0) = —1—
e ptq
lim P(X, =1) = a

n—oo  ptg
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3.5.1.2 Campos Aleatorios

Como visto na sec@o anterior, um processo Markoviano possui a seguinte propriedade de
Markov: a probabilidade de um evento no tempo n + 1, dado todos os eventos anteriores de-
pende somente do evento no tempo n. Além disso, € preciso ter uma distribui¢io inicial e
sua respectiva probabilidade de transi¢do para que se construa um determinado processo Mar-
koviano. Observa-se, a partir da prépria descricao da propriedade de Markov, que ndo existe
nenhuma simetria no tempo, ja que ela se refere a probabilidade de um evento futuro dado o
passado. Ao mesmo tempo, um processo Markoviano possui uma propriedade mais simétrica:
a probabilidade de que um determinado evento aconte¢a no tempo n dado todos os eventos ante-
riores e futuros depende somente dos eventos nos tempos n — 1 e n+ 1. Essa caracteristica mais
simétrica permite que a propriedade de Markov seja generalizada imediatamente para qualquer

grafo. Essa generalizacdo leva a no¢dao de Campo Aleatorio Markoviano definida abaixo.

Definicao 3.5.2 (Campo Aleatério). Seja S um conjunto finito, com elementos denotados por
s chamados de sitios. E seja £ um conjunto finito chamado de espaco de fases. Um campo
aleat6rio sobre S com fases em € uma colegdo X = X (S), ¢ de varidveis aleatérias X (S) com

valores em Q.

Para que o campo aleatério definido acima seja um campo aleatério Markoviano é preciso
introduzir a propriedade de Markov. Para isso, € necessdrio introduzir uma topologia (sistema

de vizinhanga) sobre os elementos de S.

Definicao 3.5.3 (Vizinhanga). Um sistema de vizinhancas sobre S é uma familia N = {N}es

de subconjuntos S tal que para todo s € S, temos

(i) s & N,

(i) t € Ny = s € N,

O subconjunto Ny é chamado vizinhanga do sitio s. O par (S,N) é chamado grafo ou topo-
logia. No contexto de no¢ao de grafos, S € o conjunto de vértices e N define as arestas: os sitios

s et sdo ligados por uma aresta se e somente se eles sdo vizinhos, isto €, t € N;.

Definicao 3.5.4 (Campo Aleatério Markoviano). Dado um grafo nao direcionado G = (V,E),
um conjunto de varidveis aleatdrias X = X,y formam um campo aleatéria de Markov com a

relacdo ao grafo G se satisfazerem as propriedades de Markov a seguir:

o Propriedade de Markov dos pares

Quaisquer duas vardveis nao adjacentes sdo condicionalmente independentes, dado todas
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as outras variaveis:

Xy L XV|XV\{M7V} if {u7v} ¢ E.

o Propriedade de Markov local
Uma varavel é condicionalmente independente de todas as outras varidveis, dados os seus
vizinhos:
Xu L X\ c1(u) Xne ()
é

Onde ne(u) é o conjunto de vizinhos de u e c/(u) = uUne(u) é a vizinhanga de u.

o Propriedade de Markov global
Quaisquer dois subconjuntos de varidveis sdo condicionalmente independentes dado a
separagdo do subconjunto:
Xa L Xp|Xs,

onde cada caminho de um n6 em A para um né em B passa por S.

Agora vamos ver a no¢do do que é conhecido como clique. Dado um grafo arbitrério diz-se que
um conjunto de vértices C € um clique se cada par de vértices desse conjunto sdo conectados

por uma aresta, ou seja, sao vizinhos.

Definicao 3.5.5 (Clique). Qualquer conjunto unitdrio s € um clique. Um subconjunto C C §
com mais que um elemento é chamado um clique de um grafo (S,N) se e somente se quaisquer

dois sitios de C sao vizinhos.

Além do clique, existe também o conceito de potencial. Um potencial V € uma maneira de
atribuir um ndmero V,(x) para toda subconfiguracdo de x. A seguir, é apresentado o conceito

do potencial de Gibbs.

Definicao 3.5.6 (Potencial de Gibbs). Um potencial de Gibbs sobre Q° relativo a um sistema de

vizinhangas N é uma cole¢do {V¢ }ccs de fungdes Ve : QF — R tal que

(i) Vc =0 se C nado € um clique,

(ii) para todo x,x’ € Q° e paratodo C C S,
x(€C) =x(C) = Ve(x) = V().

A funcg@o energia E : Q° — R ¢é dita derivar de um potencial {V¢}ccs se
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Se considerar P(X = x) como sendo a probabilidade de encontrar as varidveis X assumindo o

estado (fase ou valor) x, P(X = x) serd definida em relacao a V¢ da maneira seguinte:

onde ¢¢c = V¢ e cl(G) é o conjunto de cliques do grafo G. Vale lembrar que a fungéo V¢ depende

somente das fases dos sitios dentro do subconjunto considerado.

3.5.2 O modelo Gaussiano-Markoviano

GMRF (Gaussian Markov Random Fields) € um tipo especifico de campo aleatério de Mar-
kov em que as varidveis aleatorias possuem uma distribui¢ao normal multivariada. Este tipo de
modelo € importante e adequado para representar efeitos aleatdrios com estrutura de correlagao
induzida por grafos. Sabe—se que a matriz de precisdo (inversa da matriz de covariancias) desse
modelo € esparsa, ou seja, cheia de zeros, esse fato facilita muito a implementagdo de métodos

de simulacdo Monte Carlo via cadeias de Markov, por exemplo.

Considere um grafo G = (V,E) e seja Q uma matriz n X n simétrica e definida positiva tal
que o elemento Q;; € igual a zero, se, € somente se, 0s vértices i € j ndo estiverem ligados por

uma aresta. Com isso, um GMRF pode ser definido formalmente da seguinte maneira:

Definicao 3.5.7 (GMRF). Um vetor aleatério X € R" é denominado GMRF com respeito ao
grafo G = (V,E) com média i e matriz de precisdo Q > 0 (definida positiva), se e somente se,

a distribui¢c@o conjunta do vetor é dada por

P(X =)= (27) 4]0l exp(—5 (x— 1) Qlx— )

onde Q;; #0 < i,j € E paratodo i # j.

Em outras palavras, pode-se dizer que uma distribui¢io normal multivariada forma um campo
aleatério de Markov em relagdo a um grafo G = (V,E) se as arestas faltantes no grafo conside-

rado correspondem aos zeros na matriz de precisao, isto equivale a

X= (XV)VGV ~ N(.”?Z)
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de tal forma que

X Dw=0if {uv} ¢E

Nota-se que Z_l = Q.

Sabe-se que campos aleatérios Markovianos Gaussianos (GMRFs) sdao ferramentas impor-
tantes para modelagem de dados espaciais. Por essa razao, no contexto desse trabalho, tais mo-
delos sdo utilizados para a captura da estrutura de dependéncia espacial subjacente em imagens.
Um dos motivos para essa escolha € a tratabilidade matematica que oferece e que possibilita a
definicdo de expressoes fechadas para diversos estimadores. No contexto deste trabalho, con-
sideramos a isotropic pairwise GMREF, isto é, considera-se uma interacdo bindria no modelo
restringindo o ndmero maximo de cliques a 2 ¢ o pardmetro 3, cujo o prinncipal papel é con-
trolar as interacdes entre varidveis vizinhas, € invariante com relacdo as mudancas nas direcoes.
Na equacdo (3.13) € apresentada a funcdo densidade condicional local de um GMRF em que
0 = (u, o2, B) é o vetor de pardmetros composto pela média, varidncia e inverso da tempera-
tura, usado para o controle da estrutura de dependéncia espacial global do sistema. Note que se
B =0, as varidveis no campo sdo independentes e, consequentemente, o0 modelo degenera-se

para uma simples densidade Gaussiana, ou seja, ndo ha dependéncia.

2
1 1
p(ximi,@):\/ﬁexp ~352 Xi—p—PBY (xj—u) (3.13)

JEM;

O valor da intensidade do pixel na posi¢do i é representado por x; e 1; denota a sua vizinhanca.

3.5.3 Estimacao de parametros

Os pardmetros do modelo, 8 = (u,c?,8), sdo estimados usando a técnica chamada de
maxima pseudo-verossimilhanca, através da equagdes propostas no capitulo 4. Essa aborda-
gem, proposta por (BESAG, 1974), € uma alternativa a estimacdo maxima verossimilhanca
que se mostra invidvel para estimar os parametros de campos aleatorios Markovianos, devido
a existéncia das fungdes de parti¢do nas distribui¢des conjuntas de Gibbs. O método médxima
pseudo-verossimilhanca € baseado no principio da independéncia condicional. Brevemente fa-

lando, a fun¢do pseudo-verossimilhanga € definida como produto das funcdes densidade de
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probabilidade condicional local, conhecidas como LCDF’s (Local Conditional Density Functi-
ons) em termo inglés, para todas n varidveis do sistema, modelado como campo aleatdrio. Vale
lembrar que se B = 0, os estimadores maxima pseudo-verossimilhanca de i e 62 tornam-se a

média e a variadncia amostrais, respectivamente.

3.6 Teoria da informacao

A teoria da informacdo € um ramo da matemadtica cujo principal objetivo é quantificar
informacdes na transmissao, processamento, extragao e compressao de dados. Foi reconhecido
como uma nova drea de pesquisa apos o trabalho seminal de Claude Shannon, A Mathematical
Theory of Communication”, publicado em 1948. E particularmente relevante no estudo de pro-
cessos aleatorios como uma maneira de caracterizar e quantificar a nocao de incerteza de forma

precisa e formal.

Muitos algoritmos de compactacido de dados foram desenvolvidos a partir do conceito da
entropia de Shannon, que € uma medida para estimar a maxima eficiéncia possivel que um algo-
ritmo de codifica¢do pode atingir. Foi demonstrado que a entropia estd diretamente relacionada
a compressao tedrica maxima para um determinado alfabeto de mensagens. Outra aplicacao da
teoria da informacao € a construcad dos cédigos de correcdo e deteccio de erros. Basicamente,
os métodos de correcdo de erros adicionam bits extras aos dados, a fim de ajudar a corrigir
erros. Desse modo, esses métodos operam na direcdo oposta a da compressao de dados. Os
codigos de deteccao de erros, por outro lado, indicam que ocorreu um erro, mas nao o corrigem

automaticamente.

A criptologia € a ciéncia da comunicacao segura de dados e envolve dois processos prin-
cipais: a criptoandlise, que € responsdvel por revelar a mensagem criptografada, e a criptogra-
fia, que se preocupa com como as informacdes sdo criptografadas. Shannon notou que simples
transposicoes de cifras (aquelas obtidas permutando as letras do alfabeto) nao afetam a entropia,
porque elas re-rotulam os caracteres de sua formula sem alterar suas probabilidades associadas.
Ele também percebeu que, na criptografia, a quantidade de incerteza que se pode introduzir
na solucdo ndo pode ser maior que a incerteza principal, ou seja, que chaves aleatdrias devem
ser selecionadas para tornar a criptografia mais segura. E por isso que nimeros aleatérios sio

cruciais para a seguranca da informacao.

No reconhecimento de padrdes e no aprendizado de médquina, o problema de quantificar a
semelhanca entre diferentes objetos ou agroupamentos é uma tarefa desafiadora, especialmente

nos casos em que a distancia Euclidiana padriao nao seja uma escolha razoavel. Muitos traba-
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lhos sobre selecdo de caracteristicas adotam divergéncias estatisticas para escolher o conjunto
de caracteristicas que maximizam alguma medida de separacdo entre classes. Além disso, na
maioria dos sistemas de reconhecimento, geralmente as tarefas de aprendizado sdo modeladas
como problemas de otimizacao, ou seja, € preciso minimizar uma fun¢ao de erro para aprender
os pesos adequados da rede. Os minimos quadrados sdo freqiientemente aplicados no problema
de estimativa, no entanto, vérias fun¢des de custo baseadas em medidas da teoria da informacgado

tém mostrado resultados promissores.

O processamento digital de sinais e imagens € outra drea de pesquisa na qual a teoria da
informacao traz muitos beneficios. Desde a simples compressao de imagem até os algoritmos
de remocao de ruido em imagem, a entropia e as divergéncias estatisticas relacionadas fornecem
uma ferramenta matematica proveitosa. Por exemplo, na remog¢do de ruido de imagem baseada
em patch, a estimativa de um dado pixel ndo ser ruidoso depende dos pesos de similaridade entre
um patch de referéncia e patches nao locais ao longo da imagem. No caso do ruido Gaussiano,
a simples distincia Euclidiana € a escolha usual para a medida de similaridade. No entanto, foi
demonstrado que, para outros tipos de ruido, as divergéncias baseadas na teoria da informacgado

podem melhorar o desempenho dos filtros na remogao de ruido de imagem.

3.6.1 Entropia

Vamos comecar por introduzir a entropia de uma variavel aleatéria x como sendo o valor

esperado da auto-informacao:

H(p) =~ [ p(x)liog p(x))dx = ~Ellog p(x) (314

onde p(x) € a fungdo densidade de probabilidade (fdp) de x. Supondo que x seja normalmente

distribuida como N(u,c?), a fdp p(x) é dada por:

1 1
1. 62) = ———(x—pu)?
p(x;pu,07) = 271:6261619{ 5572 (x—p) } (3.15)

onde u representa a média e o2 representa a varidncia de x. Calculando o logaritmo da fdp

temos:

log p(x) = —%log (2no?) — (x—u)? (3.16)

202

Substituindo a equacao (3.16) na equagdo (C.1) resulta em:
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H(p) = %log (2mo?) + LE[(x— w3 = llog (2m6?) + % —

202 2 (1+1og (2mc?)) (3.17)

| =

Suponha agora que temos o vetor aleatério X € RY cuja fdp é um Gaussiano multivariado

N(i,X), onde [i é o vetor das médias e X é a matriz de covariincia:

=Ty 1 P S DA,
P(X,H,Z)—W“P{—E(X—H) X (x—u)} (3.18)
Assim, o logaritmo da fdp € dada por:
L d 1 1 et
log p(¥; |, X) = —log(27m) — 5log|E| — S (X —f) 27 (X~ i) (3.19)

o que resulta em

d 1 Lot et
H(p) = Slog(2m) + Sloglt|+ S E [(¥— ) 27! (¥~ )]

d 1 1 Lo o o
= Elog(2n)+§log|2|+§E [Tr((x—u)TZ 1(x—u))}

d 1 1 .
= 510g(27t)+§log|2|+§E [Tr(Z l(x—u)(x—u)T)}

d 1 1 o e -
= Elog(Zﬂ) + Elog|2] + ETI’ CE[E-pE-m)T])

d 1 1
= Elog(Zﬂ) + Elog\Z] + ETr (z7'x)

d 1 1
= Elog(27r) + Elog\Z] + ETr (I)

1 d
= Elog|2| + 5 (1+log(2m)) (3.20)
Observe que, como no caso univariado, a entropia de um vetor aleatério Gaussiano nao

depende da média.

3.6.2 Informacao de Fisher

Desde sua defini¢ao, nos trabalhos de Sir Ronald Fisher, o conceito de informacdo de Fisher
estd presente de maneira ubiqua em toda a estatistica matematica, desempenhando um papel im-
portante em vdrias aplicacoes, desde métodos de estimacdo numérica baseados na iteragdo de

Newton-Raphson até a Definition 3.dos limites inferiores na estimativa imparcial (limite infe-
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rior de Cramer-Rao). Mais recentemente, com o desenvolvimento da geometria da informacao,
foi descoberto outro papel fundamental da informagdo de Fisher nos modelos estatisticos: ela
define as propriedades geométricas intrinsecas do espaco paramétrico de um modelo, caracte-
rizando o tensor métrico da respectiva variedade (manifold). Em outras palavras, a matriz de
informacao de Fisher é a métrica Riemanniana natural da variedade (espaco paramétrico), dado

um modelo estatistico.

De um modo geral, a informacdo de Fisher pode ser pensada como um andlogo a entropia,
que ¢ freqlientemente usada como uma medida de incerteza, mas € baseada em probabilidade,
ndo em verossimilhanca, como é o caso de informagdo de Fisher. Basicamente, no contexto
da teoria da informacdo, a informacao de Fisher mede a quantidade de informacdo que uma

amostra aleatoria carrega sobre um parametro desconhecido.

Considerando a fdp p(x; 6 ), onde 6c RF, a matriz da informacao de Fisher € definida como:

- 0 - 0 - 0?2 o
1(6);;=E Ka—eilog p(x;G)) (a—ejlog p(x;ﬂ)ﬂ =-E {Wlog p(x;0) (3.21)

Agora mostramos que, sob certas condi¢des de regularidade, a igualdade de informacao se

mantém. Primeiro, observe que:

Ea—zl (x;6) _e| 2 (2 (x;0) )| =E
26,00, P =% 90, \ 00, BT )| T
(3.22)

Pela regra do produto, temos:

d 1 4 - 1 d ~ 0 - 1 92
i [a—e,. (—pu;a)a—ap(x’@))] - [_ma_@p(x’e)a_@p“’e)*mmm"’)

(x
2 —
<p<;é>aieip(x;é)> (p(iéﬂ%p(x;é))] . [p(xl-éd 89?891'17@;6)] o

Pela Definition 3.do valor esperado, o segundo termo da equacgdo (3.23), pode ser simplifi-

cado a:

—

|



3.6 Teoria da informagdo 59

p(x;é) 89,-89jp © R p(x;é) 89,~89jp & T aeiaejp = *

Sob certas condicoes de regularidade, é possivel trocar os operadores de integracdo e diferenciacao:

92 - 92 - 92
Observe também que:
1 d - d -
o 8) a—el_p(x,@) = 36,8 p(x;0) (3.26)
o que finalmente resulta na igualdade:
El(2 (x;6) 2, (x;0) )| =—E o log p(x;0) (3.27)
90 08 p\Xx; 99j 08 p\x; = 89,-89j 08 p\X; .

Considerando o caso do Gaussiano univariado, onde 6 = (i, 0?) ologaritmo da verrossimilhanga
(log-likelihood) é:

8 ! 1 2| 2
log p(x;0) = —Elog (2m) — Elog o — F(x— 1) (3.28)
e a primeira e segunda derivada em relagdo a u sdo:
d 2 1
ﬁlog p(x:0) = —5(x—u) (3.29)
9? _ 1
o que resulta em:
—E 8—210 (x;0)] = 1 (3.31)
ou? EPLT) = 52 '

E evidente ver que as derivadas parciais de segunda ordem sdo zero, ou seja,:



3.6 Teoria da informagdo 60

9? 92

Wlog p(x;0) = aGza‘ulog p(x;6)=0 (3.32)

A primeira e segunda derivada em relacio a 62 sdo dadas por:

J P )

Wlog p(x;0) = 552 T F(X—#) (3.33)
o px:8) = = L2 (334)
d(c2)? 08P =o5a T ge T H '

Calculando o valor esperado da segunda derivada resulta em:

d 1 1
[8 5log p(x; 9)} 2—64—3E [(x—u)z} =+t == (3.35)

Assim, a matriz da informac¢ado de Fisher do modelo ¢ :

1
. — 0
1(6)=|°" | (3.36)
0 —
204

A geometria da informacdo tem sido uma area de pesquisa relevante desde os trabalhos
pioneiros de Shun’ichi Amari nos anos 80, desenvolvidos por meio da aplicacdo de métodos
tedricos de geometria diferencial ao estudo da estatistica mateméatica. Desde entdo, essa area
foi expandida e explorada com sucesso por pesquisadores de diversas dreas da ciéncia, da fisica

estatistica e mecanica quantica a teoria dos jogos e aprendizado de maquina.

Essencialmente, a geometria da informacio pode ser vista como um ramo da teoria da
informacdo que fornece um tratamento robusto e geométrico para a maioria dos modelos pa-
ramétricos em estatistica matematica. Nesse contexto, € possivel investigar como duas varidveis
aleatdrias independentes e distintas do mesmo modelo paramétrico estao relacionadas em ter-
mos de caracteristicas geométricas intrinsecas. Por exemplo, neste arcaboucgo (framework),

é possivel medir distincias entre duas varidveis aleatérias Gaussianas X ~ N(iy,02) e ¥ ~
N(y, Oy, )
Suponha que p(x; 6 ) seja um modelo estatistico pertencente a familia exponencial, em que

0 indique o vetor de parametros do modelo. Entdo, a colecdo de todos os vetores admissiveis

0 define o espaco paramétrico ®, que provou ser uma variedade Riemanniana. Além disso,
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foi demonstrado que, no caso Gaussiano, a variedade € uma superficie com curvatura negativa
constante, definindo sua geometria como hiperbdlica. Como o espaco paramétrico ® nao é um
espaco Euclidiano, segue-se que a variedade € curvada. Assim, para que se torne possivel o
calculo de distancias e comprimentos de arco em @, é necessario expressar um deslocamento

infinitesimal ds na variedade de maneira adaptativa ou local.

De modo geral, essa € a razdo pela qual uma variedade deve estar equipada com um ten-
sor métrico, que € a estrutura matemadtica responsavel pela Definition 3.de produtos internos
nos espacos tangentes locais. Com o tensor métrico, € possivel expressar o quadrado de um
deslocamento infinitesimal na variedade, ds%, em funcdo de um deslocamento infinitesimal no
espaco tangente, que no caso de uma variedade 2D é dado por um vetor [du,dv]. Assumindo

uma notacao matricial, temos:

A B| |du
dv

ds? = [du dv} — Adi? +2Bdudy + Cdv? (3.37)

onde a matriz de coeficientes A, B, e C é o tensor métrico. Se o tensor métrico for uma matriz
definida positiva, a variedade € conhecida como Riemanniana. Observe que no caso Euclidiano,
onde o tensor métrico € a matriz identidade (como o espaco € plano), temos a conhecida relacdo
de Pitdgoras ds® = du® + dv*. A matriz da informagcio de Fisher é o tensor métrico do espaco

paramétrico.

Por exemplo, podemos expressar um deslocamento infinitesimal na variedade das densida-

des Gaussianas univariadas em termos da matriz da informacao de Fisher da seguinte maneira:

1
— 0 du 1 1
2 __ 2 2 _ 2 2\2
ds* = [du do’] % 1 |4 = 2di+ 5 5(do) (3.38)
o

Observa-se que a partir da equagdo (3.21) € possivel calcular a matriz da informacao de
Fisher esperada de um modelo de duas maneiras diferentes, mas equivalentes, devido a propri-
edade de permutabilidade dos operadores de integracdo e diferenciacdo. Assim, ao lidar com o
modelo GMRE, portanto, essas duas matrizes (uma obtida através da primeira derivada no loga-
ritmo da funcdo verossimilhancga e outra através da segunda derivada) ndo siao equivalentes. Eles
desempenham papéis distintos e podem ser usados para quantificar diferentes aspectos do com-
portamento global esperado do sistema. Nesse caso, refere-se a primeira matriz da informacgao

de Fisher como a do tipo-I e a segunda como sendo a do tipo-II.

Dois componentes das matrizes de informagdo de Fisher s@o particularmente relevantes

para essa pesquisa (os relacionados ao pardmetro de acoplamento 3, um do tipo-I e outro do
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tipo-1I):

1.1 [(31[3) (é) quantifica o grau médio de concordancia entre um pixel central, x;, € a configuragao
definida por seu sistema de vizinhanga para um determinado . Em outras palavras,
fornece um grau médio de quanto um pixel central difere de seus vizinhos dentro do
GMRE. Como o valor do 8 determina o comportamento global esperado dos patches (se
B for grande, é esperado um alto grau de dependéncia espacial entre as observagoes e se 8
estiver proximo de zero, as observacgoes serdo independentes), os padrdes de configuracao
mais alinhados com esse comportamento global esperado t€m uma pequena contribui¢ao
para 1(3113) (_é) Por outro lado, os patches que sao muito informativos (uma vez que nao se

espera que existam para esse valor especifico de ), ttm uma grande contribuicio para

I55(8).

2) /3 A A ~

2. 11(3 ﬁ) (6) mede o grau de concordincia ou dependéncia entre as observagdes pertencentes
ao mesmo sistema de vizinhanga 7);. Em outras palavras, mede a estabilidade de tais
patches. Portanto, os padroes considerados mais suscetiveis a alteracdes (ndo possuem

—

uma configuracdo “estdvel”) tém uma pequena contribui¢do para /, ézﬁ) (6). Por outro lado,
(2)
I

patches estaveis tétm uma grande contribui¢ao para BB (é) (é improvavel que ocorram

alteracOes em sua estrutura no caso de pequenas perturbagdes).

No geral, essas medidas estdo relacionadas a distribuicdo de patches no campo aleatorio,
que nesta pesquisa € representada por imagens de textura. Para obter mais detalhes sobre o papel
das medidas de informac¢do de Fisher na dindmica de sistemas complexos ndo deterministicos,
o leitor pode-se referir aos trabalhos de Levada (LEVADA, 2011, 2017), onde simula¢des de
Cadeias Markovianas de Monte-Carlo sdo realizadas para estudar o comportamento de campos

aleatorios Gaussianos numa perspectiva da teoria da informagao.

3.7 Reducao de Dimensionalidade Linear

Os métodos de reducao de dimensionalidade lineares foram desenvolvidos em muitas dreas
da ciéncia, como estatistica, otimiza¢do, aprendizado de mdquina e outras areas aplicadas por
mais de um século, e os mesmos se tornaram ferramentas matemdticas poderosas para anali-
sar dados ruidos e de alta dimensionalidade (CUNNINGHAM; GHAHRAMANI, 2015). Parte
do sucesso dos métodos lineares vem do fato de eles terem interpretacdes geométricas sim-

ples e propriedades computacionais tipicamente atraentes (CUNNINGHAM; GHAHRAMANI,
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2015). Basicamente, nos métodos lineares, busca-se uma matriz de projecao 7" que possa ma-
peiar as amostras de entrada no espago original (R™) para um subespaco linear em R, com
d < m. Existem vdrias maneiras de definir métodos de reducdo de dimensionalidade linear,

mas aqui adotamos a estrutura de otimizacao introduzida por Cunningham and Ghahramani
(CUNNINGHAM; GHAHRAMANI, 2015).

Definicao 3.7.1 (Redugao de Dimensionalidade Linear). Dado um conjunto de n pontos X =
[X1,X2,...,X,] € R™" tendo cada ponto a dimensionalidade m e dada uma opg¢io de dimensio-
nalidade d < m, otimize alguma fung@o objetiva fx(.) para produzir uma transformagao linear
T € R¥™™ e chame Y = TX € R¥" de conjunto de dados transformados e de menor dimensio-

nalidade.

3.7.1 Analise de Componentes Principais

Andlise de Componentes Principais, ou simplesmente PCA, ¢ um método computacional
que implementa a transformacao de Karhunen-Loeve, também conhecida como transformacado
de Hotteling, uma cléssica técnica de estatistica multivariada que expande um determinado
vetor aleatério ¥ € R™ em autovetores de sua matriz de covaridncia (JOLLIFFE, 2002). O
PCA ¢ o método mais conhecido para compressao de dados e extracdo de caracteristicas. O
PCA néo faz suposi¢des sobre fun¢des densidade de probabilidade, pois todas as informacdes
necessdrias a0 método podem ser estimadas diretamente dos dados (HASTIE; TIBSHIRANTI;
FRIEDMAN, 2009). Como o PCA depende exclusivamente da matriz de covariancia, ele €
um método estatistico de segunda ordem. O PCA ¢ construido de duas maneiras diferentes: 1)
maximizando a variancia da nova representagao compacta Y'; 2) minimizando o erro quadratico
médio (EQM) entre os dados originais X e a nova representagdo compacta Y. Do ponto de vista
estatistico, o objetivo do PCA € reduzir a redundéncia entre as varidveis aleatdrias que compdem
o vetor aleatério X € R", que é medida pelas correlagdes entre eles. Nesse sentido, o PCA
primeiro decorrelaciona as caracteristicas e, em seguida, reduz a dimensionalidade encontrando

novas caracteristicas que sdo combinagdes lineares das originais.

3.7.2 PCA pela Maximizacao da Variancia

Seja Z = [TT,ST] uma base ortonormal para R™ em que 77 = [W},Ws, ..., W4| representa os
componentes d < m que desejamos reter durante o processo de redug@o de dimensionalidade e
ST = [Wgs1,Was2,..., W] sd0 0s componentes remanescentes que devem ser descartados. Em

outras palavras, T define o subespago PCA linear e S define o subespaco linear eliminado pelo
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processo de reducdo (YOUNG; CALVERT, 1974).

O problema em questdao pode ser resumido como: dado um espago de caracteristicas de
entrada, queremos encontrar d direcdes w;, for j = 1,2,...,d em que, ao projetar so dados, a
variacdo seja maximizada. Em outras palavras, queremos as direcdoes que maximizem a dis-
persdo dos dados. A questdo é: como obter as dire¢des w;? Sem perda de generalidade, assu-
mimos que a amostra X = [X1,X,,...,X,] tem média zero, ou seja , os dados estdo centralizados

em torno da origem.

Observe que podemos escrever X € R™ como uma expansao na base ortonormal Z como:

m m
X= Z & wj)wj =Y cjw; (3.39)
j=1 j=1
onde c; s@o os coeficientes da expansao.

Assim, o novo vetor ¥ € R? pode ser obtido pela transformagio ¥ = TX, ou seja:

)_; _'TTT Z Cj W1,W2, _)d] (3.40)

T

Como temos uma base ortonormal, ¥/ j=lparai=jew;

;wj=0parai# j,issoresulta

cm:

T —1lc1,c2,...,¢4] (3.41)

Desta forma, busca-se uma transformacao linear T que maximize a variacdo retida nos
dados, ou seja, queremos maximizar as seguintes funcdes (HY VARINEN; KARHUNEN; OJA,
2001):

JPAT) = E[I9)°) = EB'Y] = ZE[C (3.42)

Como c; € a projecdo de X em W}, isto €, ¢cj = X’TvT/j, temos:

d d
AT =Y E[Wixw] =Y wlE [ ]w; =) wlZaw; (3.43)

d
J=1 J=1 J=

1

onde X, representa a matriz de covariancia do conjunto de pontos X.

Portanto, temos o seguinte problema de otimizagao restrita:
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d
W, Y WILa; sujeitoa ||wi||=1 para j=1,2,...d (3.44)
j=1

que € resolvido pelos multiplicadores de Lagrange. A funcdo de Lagrange é dada por:

d d
J{JCA(T7 117127 -'-7}Ld) = Z "_‘;;waj - Z l] (V_V)?V_‘;] - 1) (345)
=1 =1

Derivando em relagdo ao w; e igualando o resultado a zero nos dé a condi¢@o necesséria

para o 6timo:

a PEAT, M, A2, ooy Ag) = i — Ay = 0 (3.46)
aWj

o que resulta em equagdo de autovetores:

ZXVT/]' = ljv'{/j (3.47)

Voltando ao problema de otimizac¢ao, podemos reescrevé-lo como:

d d
—»T — — —»T '—» — .
iy T =, )W A = ) A (3.48)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
o que significa que devemos selecionar os k autovetores associados aos k maiores autovalores

da matriz de covariancia dos dados para compor a base do subespaco PCA linear.

3.7.3 PCA pela Minimizacao do EQM

Outra propriedade ideal do subespaco PCA € que ele minimiza o erro quadratico médio
entre X e Y. Em outras palavras, a aproximagao do PCA € a melhor representacdo em termos de
compactagdo de dados. Suponha que o erro quadratico médio entre um vetor aleatdrio X € R™ e

um vetor aleatério ¥ € R? seja:

2

d
BNT) =E |52 =£ | |7 ¥ (#]%)7; (3.49)
j=1

Expandindo a norma, temos a seguinte expressao para o erro quadratico médio:
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d
j=

d T
AT =E (x’-Z(Wff)@) (55— (W{x’)@) (3.50)
Jj=1 1

Aplicando a propriedade distributiva resulta em:

d d i
BT =E |31 —E | ¥ (#0)#7%)| - E | Y o] (7))
j=1 J=1 i
d d i
+E [ Y wi@w) ) | Y i ow; (3.52)
=1 J=1 |

~
Il
_
~
Il
_

d d
+ Y Y E (o) (T W) w ] wy] (3.53)

Como w; para j = 1,2, ...,d define o conjunto de vetores ortonormais, temos:

_ - d d d
BT =E |17 - X E[(0]0)] = Y E[(9]2)] + ) E [(#]9)7]
) Tl j=1 Jj=1
d
—E |[I%*| = Y E [(#]%)]
j=1
) d
=E|[I7]*| - Y L. (3.54)

.
I
—_
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Observe que o primeiro termo € uma constante (ndo depende de w;), portanto, o problema

de otimizagdo é dado por:

d
B, — Y, WiXat;  sujeitoa |[W;]|=1 para j=12,..d (3.55)
j=1

que € equivalente a maximizagao da variancia.

Como mencionado anteriormente, uma propriedade interessante do PCA é que ele decorre-
laciona os dados. Isso pode ser facilmente visto usando a decomposicao espectral (eigendecom-
position) do X, em QAQT, em que Q é a matriz de m autovetores de X, e A = diag(A1, Az, ..., Am)
¢ a matriz diagonal dos autovalores de X,. Sabemos que antes da redu¢cdo de dimensionali-
dade y = Zx, em que Z = [TT,ST] e a matriz de covariancia do vetor transformado é dada por
X, = Z'¥,Z. Mas no PCA, Z é composto pelos autovetores da matriz de covaridncia, por-
tanto, Z = Q, resultando em X, = ZTOAQTZ = QT QAQT O = A, onde a ortonormalidade dos

autovetores implicaem QT Q =1.

3.7.4 Interpretacao Geométrica do PCA

Na transformagao PCA, primeiro os dados sdo centralizados, subtraindo a média de cada
amostra em X. Em seguida, o vetor aleatério X € R™ € projetado nos autovalores da matriz de
covariancia X, de maneira que a redundancia introduzida pela correlagao entre os componentes
de X seja eleminada. Do ponto de vista geométrica, tal condi¢do € alcancada através da rotagao
dos eixos de coordenadas. Nesse processo, as variancias das proje¢des de X nos novos eixos sao
maximizadas e as direcdes com menores variancias sdo descartadas, fazendo com que o erro

quadratico médio seja minimo.

Sob a hipdtese gaussiana multivariada, o espaco de coordenadas rotacionado corresponde
ao espago composto pelos eixos principais do hiperelipsoide que definem a distribui¢do. Figura
3.6, adaptada de (FUKUNAGA, 1990), mostra um exemplo para o caso Gaussiano 2D. Os
componentes principais sao as projecoes dos dados nos dois eixos, @; € ¢». As variancias,
indicadas aqui por A; e A, sdo distintas na maioria dos problemas e um grande nimero delas é

tao pequeno que os componentes correspondentes podem ser descartados.

A seguir, apresentamos um algoritmo para reducdo de dimensionalidade por PCA.
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Figura 3.6: Uma ilustracao da transformada de Karhunen-Loeve para um modelo Gaussiano 2D.

Algorithm 1 Anélise de Componentes Principais
1: function PCA(X)

2: Calcule a média amostral e a matriz de covariancia da amostra por:

—

1
U = Z?:] Xi
l — —
Te = oty Yoy (8 — ) (B — )™
Calcule os autovalores e autovetores de X

s 0w

Define a matriz de transformagdo 7' = [W;,w», ..., W] com os d autovetores associados
aos d maiores autovalores.
5: Projete os dados X no subespagco PCA:
yi=TX; para i=1,2,...,n
6: return Y

7: end function

3.7.5 Para Além do PCA

Existem muitas extensdes ao PCA, entre as quais podemos mencionar PPCA ou PCA Pro-
babilistico (TIPPING; BISHOP, 1999; ROWEIS, 1997), em que a Definition 3.de uma medida
de verrossimilhanga permite a comparacdo com outras técnicas probabilisticas, facilitando o
teste estatistico e permitindo a aplicacdo de modelos bayesianos € PCA robusto, onde o ob-
jetivo principal € introduzir insensibilidade ao outlier por meio de diferentes normas vetoriais
(GALPIN; HAWKINS, 1987; CHOULAKIAN, 2006). O PCA sofre com o fato de que cada
componente principal € uma combinacdo linear de todas as varidveis originais, portanto, muitas

vezes € dificil interpretar os resultados. Para contornar esse problema, PCA tem se tornado



3.7 Reducgdo de Dimensionalidade Linear 69

esparso em varios contextos para permititr caracteristicas com carregamento esparso, ou seja,
cada componente principal depende apenas de poucas varidveis (ZOU; HASTIE; TIBSHIRANI,
2006; JOURNEE et al., 2010).

Andlise de Componentes Independentes (ICA) é uma classe de métodos que usa estatisticas
de ordem superior para ir além da falta de correlacio do PCA (HY VARINEN; KARHUNEN;
OJA, 2001). A maximiza¢do da ndo-Gaussianidade € motivada pelo diverge do Limite Central,
que afirma que a distribui¢do da soma (média ou combinacdo linear) de n varidveis aleatdrias
independentes se aproxima de uma Gaussiana a medida que n cresce. Nesse contexto, nao-
Gaussianidade significa independéncia. Esta é a base para o algoritmo FastICA (HY VANINEN,
1999).

Uma abordagem muito popular para estimar componentes independentes ¢ o modelo de
maxima verossimilhanga, uma vez que € uma técnica fundamental na teoria estatistica usada
pararesolver varios problemas. Freqiientemente, algoritmos de otimiza¢ao numérica, como gra-
diente descendente, sdo aplicados para encontrar a solu¢do. Esta € a ideia por tras do algoritmo
Infomax (BELL; SEINOWSKI, 1995; LEE; GIROLAMI; SEJNOWSKI, 1999). Uma aborda-
gem natural para o ICA € a minimizacao de informagdes mutuas, que € uma medida da tedria
da informacao relacionada a dependéncia entre varidveis aleatorias, que é sempre ndo-negativa,
€ Zero, se € somente se, as varidveis sao estatisticamente independentes, ou seja, pode ser usada
como uma funcao objetiva na estimati¢cao do ICA (AMARI; CICHOCKI; YANG, 1996; PHAM,
2004). Além disso, a informacdo mutua pode ser interpretada como uma distincia, ou seja,
como a divergéncia de Kullback-Leibler entre a distribui¢do conjunta de X e o produto das

distribui¢des marginais de x;, parai =1,2,..,n.

3.7.6 Fatoracao Matricial Nao-Negativa

A fatoracdo matricial ndo-negativa (NMF) € uma familia de métodos e algoritmos numéricos
em andlise multivariada e 4lgebra linear, na qual o objetivo € fatorar uma matriz de dados V em
duas matrizes W e H, com a propriedade de que todas as matrizes nao tenham elementos negati-
vos. A diferenca crucial entre esses métodos e a reducao de dimensionalidade linear € que esses
métodos geralmente ndo produzem um mapeamento linear ¥ = 7X, mas sim o mapeamento
inverso da baixa para alta dimensao (CUNNINGHAM; GHAHRAMANI, 2015).

O NMF ¢ aplicado a redugdo de dimensionalidade de dados multivariados considerando
como entrada um conjunto de vetores de dados multivariados de dimensao m, V,;,», em que n é
o ndmero de exemplos no conjunto de dados. Essa matriz € entdo fatorada aproximadamente em

uma m X r matriz W e uma r X n matriz H, ou seja, V ~ WH. Normalmente, r € escolhido para
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ser menor que n ou m, de modo que W e H sdo menores que a matriz original X. Isso resulta
em uma versao compactada da matriz de dados original (LEE; SEUNG, 1999). A importancia
dessa representacdo é que V =~ Wh, ou seja, cada vetor é aproximado por uma combinacgdo
linear das colunas de W. Nesse contexto, H desempenha o papel das caracteristicas extraidas,
ou seja, cada coluna h j de H representa um vetor no espago transformado. Figura 3.7 mostra

uma ilustracdo de uma decomposi¢ao matricial.

w V
H

x[ }z

Figura 3.7: Decompondo uma matriz de dados V em duas matrizes menores H e W.

Para medir o quao proximo V é do WH, geralmente € adotada uma funcao de custo. Para
tal, sdo comumente utilizadas duas medidas de distancia: a distancia Euclidiana e a divergéncia

Kullback-Leibler, dadas por:

Dp(A.B) = |A~B|* = } (A~ Bi)* (3.56)
i,j

Aij
DkL(A,B) = Z [A,-, jlog (ﬁ) —A;j+B; ]} (3.57)

i,j ;
Observe que ambos D (A, B) e Dgr.(A, B) sao limitados inferiormente por zero e sao iguais
a zero se e somente se A = B. Portanto, Dz, (A, B) ndo pode ser chamado de distincia porque
ndo é simétrico, ou seja, em geral, Dk (A,B) # Dk (B,A). Embora Dg(A,B) and Dk (A,B)
sejam convexos na varidvel W ou na varidve H, eles ndo sdo convexos nas duas variaveis.
Isso significa que o problema de minimiza¢do pode ter varios pontos 6timos locais, tornando
a convergéncia para o minimo global ndo garantida. Para obter uma boa relacdo entre a taxa
de convergéncia e a facilidade de implementacgdo, os autores evitam os algoritmos de gradiente

descendente e de gradiente conjugado, propondo regras de atualizacdo multiplicativa (LEE;
SEUNG, 1999).

Teorema 3.7.1 A distncia Euclidiana Dg(V,WH) = ||V — WH/||* ndo é crescente para um



3.7 Reducgdo de Dimensionalidade Linear 71

numero finito de etapas das regras multiplicativas:

kKN\T
k1 _ gk (WHTV)i
Hi,j Hyj ((Wk)TWka)l i (3.58)
14 Hk-H .

i,j (Wka+l(Hk+1) ) i

)

onde k é o contador de iteracio e W° and H? sdo inicializados com niimeros aleatérios positivos,

tipicamente amostrados de uma distribui¢ao uniforme [0, 1].

Observe que o numerador e o denominador do fator multiplicativo na equagdo (3.58) sao
r X n matrizes. A divisao ponto a ponto do numerador pelo denominador resulta em uma matriz
r x n que é multiplicada (ponto a ponto) por H*. Essas regras multiplicativas sdo invariantes
se e somente se W e H estiverem em um ponto estaciondrio de Dg(V,WH), ou seja, quando
V = WH. Observe que os fatores multiplicativos nas equagdes (3.58) e (3.59) sdo iguais a um,

ou seja, temos convergencia:

Wk TV i k kaHk i
i,j 71((Wk)kaHk)l. . (( k)kaHk)w i J
14 Hk+1 Wka+l Hk+1 T i
W/ikfl Wk] k( ( ) )7] :W ( ( ) )7] :W/ik' (361)
) ) (W Hk+1(Hk+1) ) (Wka—i—l(Hk—H)T)w »J

Teorema 3.7.2 A divergéncia de Kullback-Leibler Dgy (V,W H) ndo € crescente para um nimero

finito de etapas das regras multiplicativas:

Z Jr Wka
Wi =wl - Z (3.62)
k+1 VJ
ZW Wk—i—lHk) :
H =g T (3.63)
rt

onde k é o contador de iteracio e W° e H” sio inicializados com nimeros aleatérios positivos,

tipicamente amostrados de uma distribui¢ao uniforme [0, 1].

As provas completas do Teorema 1 e 2 sdao descritas em detalhes no artigo seminal de
Lee e Seung (LEE; SEUNG, 1999). Um aspecto importante a ser observado é que, no ponto

estacionario, quando V = WH, as regras de atualiza¢do ndo alteram as estimativas atuais:
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k pyk
k (W H )ir
ZH]” (Wka) Z
WlkJ+ = Wlkj - WJ = Wi]fj (3.64)
) Hj, Z
k+1 gk
k1 WETHS), k+1
ZWrt k+1gk\ . ZWri
H' =H L W2 HDri g =H, (3.65)
127) 7.] ZW£+1 7.] Zwk+1 5J

3.8 Manifold Learning

A reducdo de dimensionalidade ndo linear envolve encontrar representagdes de baixa di-
mensdo no espago de alta dimensdo. Esse problema surge naturalmente ao analisar dados
como imagens hiperespectrais, faces humanoa, formas de onda de fala e caracteres manus-
critos. Algoritmos previamente propostos, como analise de componentes principais, andlise de
componentes independentes e fatoragdo matricial ndo-negativa, geralmente falham em capturar
a representacao nao linear oculta dos dados. Verificou-se que variedades (manifolds) sdo usadas
para explicar como nossa percepcao visual e aprendizado funcionam, reconhecendo a variabi-
lidade de estimulos perceptivos e outros tipos de dados de alta dimensao (MURASE; NAYAR,
1995; MCCLURKIN; OPTICAN; GAWNE, 1991; SEUNG:; LEE, 2000). Para apresentar algo-
ritmos de aprendizado de variedades (manifold learning) para reducio de dimensionalidade nao
linear, primeiro precisamos introduzir o problema, o que requer algumas definicdes prelimina-
res. A questdo é: do ponto de vista matematico, o que € uma variedade? Existem trés definicdes

que ajudam a responder a essa pergunta (CAYTON, 2005).

Definicao 3.8.1 Um homeomorfismo € uma fun¢do continua cuja inversa também € uma fungao

continua.

Dois espagos com um homeomorfismo entre eles saio chamados homeomorfos e, do ponto

de vista topoldgico, sdo 0s mesmos.

Definicao 3.8.2 Uma variedade M de dimensdo d € um conjunto que € localmente homeomdorfico
com R?. Para cada x € M, hd uma vizinhanca aberta em torno de x, Ny, € um homeomorfismo
f: Ny — R?. Essas vizinhancas sio chamadas de patches de coordenadas e o mapa é referido
como sendo chart de coordenadas. A imagem dos charts de coordenadas é chamada de espaco

de parametros.

As variedades sao objetos conceituais amplamente estudados pelos matematicos e desem-



3.8 Manifold Learning 73

penham um papel central em muitas partes da geometria e da fisica mateméatica moderna. Resu-
midamente, uma variedade € um espago topoldgico que, localmente e préximo de cada ponto,

se assemelha ao espaco Euclidiano. Por exemplo, toda superficie € uma variedade 2D.

Na abordagem de redu¢do de dimensionalidade, o interesse € particularmente no caso em
que M € um subconjunto de R" (o espago de entrada), onde m >> d, com d sendo a dimensio-
nalidade intrinseca, ou seja, a variedade ficard em um espaco de alta dimensao (R™), mas sera
homeomdrfico com um espaco de baixa dimensio (R¢). Além disso, algoritmos de aprendizado

de variedades exigem algumas restri¢cdes de suavidade (CAYTON, 2005).

Definicao 3.8.3 Uma variedade suave ou diferencidvel é uma variedade tal que cada chart de
coordenadas € diferencidvel com um inverso diferencidvel (ou seja, cada chart de coordenadas

¢ um difeomorfismo).

A imersdo de uma variedade M em R é de fato um homeomorfismo suave de M para
um subconjunto de R¢. Os algoritmos apresentados nesta secdio procuram por imersdes de um
conjunto de dados discreto X = [X1,X,,...,X,], em que X; € R™, para um conjunto de pontos
em outro subespaco de R?. O exemplo cléssico é o desdobramento do rolo suigo (the unfold
of the swiss roll) . Figura 3.8 mostra o conjunto de dados rolo sui¢o cldssico e como, apesar
dos pontos terem originalmente trés coordenadas, eles podem ser representados como um plano
2D pelo mapa de cores (colormap). Uma das caracteristicas mais importantes nos algoritmos
de aprendizado de variedades é que os pontos proximos uns dos outros na variedade devem
permanecer proximos na representacdo de baixa dimensdo. Evidentemente, métodos lineares
como o PCA falhariam ao desdobrar os dados, ou seja, ao tentar encontrar uma representacao

de baixa dimensao significativa.

10 15

Figura 3.8: No conjunto de dados rolo suico, cada amostra é originalmente 3D, mas com algoritmos
de aprendizado de variedades, é possivel expressar cada ponto usando apenas duas coordenadas,
desdobrando os dados.
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Em outras palavras, o objetivo € mapear a variedade. Charting € a tarefa de atribuir um
sistema de coordenadas de baixa dimensdo aos pontos de dados em um espaco de amostra de
alta dimensdo. As suposicoes sdao de que os dados estdo dentro ou proximos de uma variedade
de baixa dimensao e imersa no espaco amostral, e existe uma transformacdo ndo linear suave
de um para um entre a variedade e o espago vetorial de baixa dimensdao (BRAND, 2003). De
um modo mais formal, o problema de aprendizado de variedades pode ser descrito da seguinte
maneira (CAYTON, 2005).

Definicao 3.8.4 (Problema de Aprendizado de Variedades). Dados pontos X,X,...,X, € R"
que estdo dentro ou préximos de uma variedade M de dimensao d que pode ser descrito por
um tnico chart de coordenadas f : M — R, com d < m, encontre ¥|,%,...,y, € R? em que

yi=f(X;) parai=1,2,..,n.

Nas proximas secoes, apresentaremos uma revisao de trés algoritmos para resolver o pro-
blema de aprendizado de variedades, com foco em como cada um deles alcanca a solucdo que

estd sendo procurada.

3.8.1 Isometric Feature Mapping (ISOMAP)

ISOMAP foi um dos algoritmos pioneiros no aprendizado de variedades para reducao de di-
mensionalidade. Os autores propdem uma abordagem que combina as principais caracteristicas
algoritmicas do PCA e do Multidimensional Scaling (MSD) (COX; COX, 2001; BORG; GRO-
ENEN, 2005) - eficiéncia computacional, otimiza¢do global e garantias de convergéncia as-
sintdtica - com a flexibilidade de aprender uma ampla gama de variedades ndo lineares (TE-
NENBAUM; SILVA; LANGFORD, 2000). A idéia basica do algoritmo ISOMAP consiste em
construir um grafo unindo os k vizinhos mais préximos (KNN) no espaco de entrada, computar
os menores caminhos entre cada par de vértices e, conhecendo as distancias geodésicas apro-
ximadas entre os pontos, encontrar um mapeamento para um subespaco Euclidiano de R? que

preserve essas distancias.

A hipétese do algoritmo ISOMAP € que os menores caminhos no grafo KNN sdo boas
aproximacoes para as verdadeiras distancias geodésicas na variedade. Foi demonstrado que,
tanto para a regra do grafo €-neighborhood (em que o parametro de entrada € indica o raio
que define a regido de influéncia de cada vértice) quanto para a regra do grafo KNN (em que o
parametro de entrada K indica o nimero de vizinhos de cada vértice), sob certas condi¢des de

regularidade, o resultado a seguir € valido (BERNSTEIN et al., 2000).

Teorema 3.8.1 (Teorema da Convergéncia Assintética). Dados 41,4, u > 0 entdo, para um
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ndmero suficientemente grande de amostras Xp,X3,...,X, € R™ a seguinte desigualidade:
(1 =A)dm (%, X)) < dg(%;, X)) < (14 A2)du (%, X)) (3.66)

é satisfeita com probabilidade (1 — ), onde dg(¥;,X;) é a aproximacdo do menor caminho no

grafo e dy(X;,X;) € a distancia geodésica na variedade.

O algoritmo ISOMAP pode ser dividido em 3 grandes passos:

1. Induzir um grafo a partir do conjunto de dados de entrada X;,X5,...,X, € R usando a

regra do KNN ou a regra do e-neighborhood (LUXBURG, 2007);

2. Montar a matriz de distancias ponto a ponto D usando n execugdes do algoritmo Dijkstra

ou uma execucao do algoritmo Floyd-Warshall (CORMEN et al., 2009);

3. De posse da matriz D, encontrar um conjunto de pontos no subespaco Euclideano do R?
tal que as distancias sejam preservadas por meio de uso do algoritmo MDS (Multidimen-

sional Scaling).

Fica claro pelo algoritmo que a imersao € criada pelo método MDS, que desempenha um
papel central no ISOMAP. Por esse motivo, a seguir, fornecemos uma descricio matematica
detalhada do MDS, mostrando como ele recupera os pontos ¥, 2, ..., ¥, € R¢ a partir da matriz

de distancia D obtida no passo dois.

3.8.1.1 Multidimensional Scaling (MDS)

Basicamente, o objetivo principal do MDS €, dada uma matriz de distancias par a par de
dimensdo n X n , recuperar quem sdo as coordenadas de n pontos X, € R? para r = 1,2,....n
no subespaco Euclideano, onde d, a dimensionalidade alvo, é o parametro do algoritmo (COX;
COX, 2001; BORG; GROENEN, 2005).

Comegamos observando que a matriz de distancias par a par é dada por D = {d2}, para

r,s = 1,2,...,n onde a distincia entre dois pontos arbitrarios X, ¢ X; ¢é:

2= % =% = & —x)T (% —%) (3.67)

Vamos denotar a matriz de produtos internos como B = {b,}, onde b, = )_c’rT)_c’s. Para en-
contrar a imersao, o MDS precisa da matriz B, ndo D. Sabendo disso, podemos levantar duas

questdes relevantes:
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1. Como encontrar a matriz B a partir da matriz de distancia D?

2. Como recuperar as coordenadas dos pontos a partir de B?
A seguir, fornecemos respostas para ambas as perguntas.

3.8.1.2 Encontrar a matriz B

Ao responder a primeira pergunta, precisamos assumir a hipétese de que a média dos dados

¢ nula (pontos estao ao redor do vetor nulo), ou seja:

n
Y ®%=0 (3.68)
r=1

caso contrdrio, haveria infinitas solucdes diferentes, uma vez que a aplicacdo de qualquer

translagdo arbitrdria no conjunto de pontos preservaria as distancias par a par.

A partir da equagdo (3.67), aplicando a lei da distributividade temos:

42 =3T3, + 3%, — 237 3, (3.69)

A partir da matriz D, podemos calcular a média de uma coluna arbitraria s por:

- 2 5 T 1 ¢ T 1 ¢ T
_Zdrs:_ X X+ — )_c's)_c’s—Z—Zxr)_c’s
n.3 n,.= n.4 r=1

1 & n 1 &
:—Zx,xr-i-— sxs—ZxS—Zx,
nrzl n nr:1

n

==Y #% +3I% (3.70)

L

Analogamente, podemos calcular a média de uma linha arbitraria r como:
Y a=ly e lydn oty
21 2 3 n

P R
— &5+ YA, (3.71)
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Finalmente, podemos calcular a média de todos os elementos de D como:

S X =5 ) Y NNt} Y KK 25 ) ) N
r=1s=1 L | (e | L |
I, TS ol 238 7l
Y 54+~ Y 5 = Y IE, (3.72)
.2 3 n.3
Note que a partir da equacao (3.69), € possivel definir b,; como:
1
by =X X, = —§(d2 — 3% — 3% (3.73)

Mas a partir da equacdo (3.71) podemos isolar o termo —x! ¥, como:

—X[ X =—— Z d; Z X! % (3.74)

E a partir da equagio (3.70) podemos isolar o termo —¥! X; como:

1 1
= Y At Z XX (3.75)
=1 r=

Agora fazendo equacdo (3.74) menos equagdo (3.75) resulta em:

| B
¥R -t =—-Y di—-Y d+=Y 5% (3.76)
2 21 n3
A partir da equagdo (3.72) sabemos que:

2
n

n 1 n n
Y i FTZZ& (3.77)
r=1 r=1s=1

Finalmente, podemos expressar um arbitrario b,; como fun¢do dos elementos da matriz de

distancia par a par D como:

by = (dz——Zd —Zé ZZZd ) (3.78)

r=1s=

Fazendo a,; = —%dm podemos escrever:
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ap = — Z Ays as = — Z Ays a, = — Z Z Ars (3.79)
5=l = L |
Assim, podemos expressar b,; como:
brs =daps—ar—asta. (380)
Definindo a matriz A = {a,s}, parar,s = 1,2,...,n como A = —%D e a matriz H como:
loor
H=I1—-11 (3.81)
n
onde 17 =[1,1,..., 1], entio temos:
(111 .1
—— 1 11 ... 1
11" =U = (3.82)
I 11 ...1
L d nXn

¢ possivel calcular todos os valores da matriz B simultaneamente por B = HAH. Para ver isso,

observe que:

1 1 u U 1
B=HAH = (I——U)A(I——U) =A-A——-—-A+SUAU (3.83)
n n n n n

que € a forma matricial da equacao (3.80).

3.8.1.3 Recuperar as coordenadas dos pontos

Neste ponto, precisamos encontrar a imersio, ou seja, as coordenadas dos pontos em R¢.

Primeiro, note que a matriz B dos produtos internos pode ser expressa por:

Bn><n :XnTXmeXn (384)

onde n é denota niimero de amostras e m denota o nimero de dimensdes de entrada e Xj,«,;, =
[X1,X2,...,X,] é a matriz de dados. A matriz B possui 3 propriedades importantes (COX; COX,
2001):

e E simétrica
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e O rank de B é m (numero de linhas/colunas linearmentre independentes: gera uma base

em R™)
e E positiva semi-definida: V¥ € R", X! B¥ > 0.
Em outras palavras, isso implica em dizer que a matrix B possui m autovalores nao negativos

e n —m autovalores nulos. Assim, pela decomposi¢do espectral de B (eigendecomposition)

pode—se €SCrever.
B=VAVT (3.85)

onde A = diag(Ay,22,...,A,) é a matriz diagonal dos autovalores de B ¢ V € a matriz cujas

colunas sao os autovetores de B:

. |
. |
V=% % . . W (3.86)

- nxn

Sem perda de generalidade iremos considerar A; > A, > ... > A,,. Devido aos n — m auto-

valores nulos, B pode ser escrita como:
B=VAV" (3.87)

onde A = diag(A1,A,,...,Ay) é a matriz diagonal dos autovalores nio-negativos de Be V é a

matriz n X m cujas colunas sao os m autovetores associados aos m autovalores nao-negativos:

|
|
B o T (3.88)

<t
Il
=
<
v
=
3

= nxXm

Agora temos a seguinte identidade em relacdo a matriz B:

B=XTx =VAVT = VA/2A1/2yT (3.89)
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o que finalmente significa que:

X =AY (3.90)

onde A'/2 = diag(/21,v/ 22, ...,7/An). Na pritica, escolhemos a dimensionalidade intrinseca,
d, um parametro do algoritmo, para ser menor que a dimensionalidade dos dados de entrada,
m, para que cada coluna de X represente uma amostra na variedade. Normalmente, optamos
por compor a matriz V com d < m autovetores associados aos d maiores autovalores. Portanto,
o algoritmo retorna uma matriz de dados de dimensdo d X n que é uma representacdo mais
compacta dos dados de entrada. O algoritmo 2 resume todo o processo em uma sequéncia de

etapas logicas e objetivas.

Algorithm 2 Isometric Feature Mapping
1: function ISOMAP(X)

A partir dos dados de entrada X, «, construir o grafo KNN.

Calcular a matriz de distancia par a par D, .
Calcular A = —%D.

Calcular H =1 — %U, onde U é amatrizn X nde 1’s.
Calcular B= HAH.

Encontrar os autovalores e autovetores da matriz B.

A A S

8: Tomar os K autovetores associados aos K maiores autovalores de B e definir:

<t

Il
=
Sl__
él__

(3.91)
I
N R N

A =diag(A, Ay, ..., Ay) (3.92)

9: Calcular X = A1/297
10: return X

11: end function

O algoritmo ISOMAP ndo € perfeito e tem seus problemas. A conectividade de cada ponto
de dados no grafico KNN ¢é definida como seus k vizinhos Euclidianos mais préximos no espago
de alta dimensao. Foi demonstrado que o ISOMAP ¢ vulneravel a “erros de curto-circuito”’se

k for muito grande em relagdo a estrutura da variedade ou se o ruido nos dados afastar os pon-
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tos levemente da variedade (BALASUBRAMANIAN; SCHWARTZ, 2002). Mesmo um erro
de curto-circuito simples pode alterar muitas entradas na matriz de distancia geodésica D, o
que pode levar a uma imersao de baixa dimensao totalmente diferente. Por outro lado, se k
for muito pequeno, o grafo da vizinhanga pode se tornar muito esparso para aproximar os ca-
minhos geodésicos com precisdo. Ao mesmo tempo melhorias tém sido feitas nesse algoritmo
para fazé-lo funcionar melhor em conjuntos de dados esparsos e ruidosos (SAXENA; GUPTA;
MUKERIJEE, 2004). Extensdes do algoritmo ISOMAP incluem o kernel ISOMAP, cuja prin-
cipal ideia € tornar a matriz B = HAH em Mercer kernel matrix (em alguns casos, esse calculo
leva a uma matriz nao positiva semi-definida) (CHOI; CHOI, 2007), L-ISOMAP ou Landmark
ISOMAP, uma variante mais rapida do algoritmo (SILVA; TENENBAUM, 2002) e C-ISOMAP,
que envolve amplificar as regides de alta densidade e atenuar as regides de baixa densidade dos
pontos de dados na variedade (SILVA; TENENBAUM, 2002).

3.8.2 Locally Linear Embedding

O algoritmo ISOMAP € um método global no sentido de que, para encontrar as coordenadas
de um determinado vetor de entrada X; € R™ na variedade, ele usa informacdes de todas as
amostras através da matriz B. Por outro lado, a Imersao Linear Local (LLE), como o nome
enfatiza, € um método local, ou seja, as novas coordenadas de qualquer X; € R™ dependem
apenas da vizinhanga daquele ponto. A principal hipétese por trds do LLE é que para uma
densidade alta de amostras é esperado que um vetor X; e seus vizinhos definam um patch linear,
ou seja, pertengam a um mesmo subespacco Euclideano (ROWEIS; SAUL, 2000). Dessa forma,

€ possivel caracterizar a geometria local por coeficientes lineares:

X~ Zwijfj para )?j € N()?,) (3.93)
J
ou seja, podemos reconstruir um vetor como uma combinag¢ao linear dos seus vizinhos.

Basicamente, o algoritmo LLE requer como entrada uma matriz de dados X de dimensao
n X m, com linhas X;, um nimero desejado de dimensdes d < m e um nimero inteiro k > d + 1
para encontrar vizinhangas locais. A saida ¢ uma matriz ¥ de dimensdo n x d , com linhas y;.
O algoritmo LLE pode ser dividido em trés principais etapas (ROWEIS; SAUL, 2000; SAUL;
ROWEIS, 2003):

1. A partir de cada X; € R™ encontre seus k vizinhos mais proximos;

2. Encontre a matriz de pesos W que minimiza o erro de reconstru¢do para cada ponto
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fi € R™;
2

E(W)= i Xi— Y wijk; (3.94)
i=1 j

onde w;; = 0 a menos que X; seja um dos vizinhos mais proximos de X; e para cada i,
Z]- Wij = 1.

3. Encontre as coordenadas ¥ que minimizam o erro de reconstru¢do usando os pesos ideais;

2
n
DY) =) |[Vi— Y wij¥ (3.95)
i=1 j

sujeito a restricdes de que ) ;Y;; = 0 para cada j, e que Y Ty =1I.
A seguir, descrevemos como obter a solucdo para cada etapa do LLE.

3.8.2.1 Encontrando Vizinhancas Lineares Locais

No algoritmo LLE usual, um ndmero fixo de vizinhos mais préximos € definido para cada
amostra através da distancia Euclidiana simples. Outros critérios também podem ser usados
para escolher os vizinhos, como escolher todos os pontos dentro de uma bola de raio fixo.
Além disso, o nimero de vizinhos ndo precisa ser o mesmo para todos os pontos de dados.
Regras alternativas também sdo possiveis, por exemplo, selecionando todos os pontos dentro de

um determinado raio até um ndmero maximo ou selecione um certo namero de vizinhos, mas
nenhum fora do raio maximo (SAUL; ROWEIS, 2003).

Virios critérios devem ser lembrados ao escolher k. Primeiro, € esperado que o algoritmo
possa recuperar somente imersdes cuja dimensionalidade, d, seja estritamente menor que k.
Segundo, o LLE se baseia na suposicdo de que um ponto e seus vizinhos mais préximos sao
localmente lineares. Para conjuntos de dados curvos, escolher k muito grande, em geral, violara
essa suposi¢do. Finalmente, no caso incomum em que k > m, cada ponto pode ser reconstruido
perfeitamente a partir de seus vizinhos, e os pesos de reconstrucao locais nao sd@ao mais defini-
dos de maneira exclusiva. Nesse caso, alguma regularizacdo adicional deve ser incluida para
interromper a degeneracdo (SAUL; ROWEIS, 2003).

O algoritmo LLE também precisa verificar se o grafo KNN estd conectado. Se o grafo esti-
ver desconectado (ou fracamente conectado), o LLE deve ser aplicado separadamente aos dados
em cada um dos componentes do grafo (fortemente) conectado; ou entdo a regra de selecdo
de vizinhanca deve ser refinada para fornecer um grafo completamente conectado (SAUL;
ROWEIS, 2003).
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3.8.2.2 Estimativa dos Minimos Quadrados dos Pesos

O segundo passo do LLE € reconstruir cada ponto a partir dos seus vizinhos mais préximos.
Os pesos de reconstrugdo ideais podem ser calculados de forma fechada. Sem perda de genera-

lidade, podemos expressar o erro de reconstrug@o local no ponto X; como:

2

E(W) = |YwiE—%)| =YY wmwe(®—%) & —%)" (3.96)
J 7 X

Definindo a matriz C como:

Cix=(%—%)" (¥, — %) (3.97)

temos a expressao a seguir para o erro de reconstrucao local:

E(w)=Y Y w,Cijpwi =w" Cw (3.98)

Sobre a restrigdo ) ;w; = 1, ela pode ser entendida de duas maneiras diferentes: geometri-
camente e probabilistica. Do ponto de vista geométrico, fornece invariancia na na translacao, ou
seja, adicionando qualquer vetor constante ¢ a X; e todos os seus vizinhos, o erro de reconstrucio
ndo é alterado. Vamos supor que X; = X;+c e X i =X;+¢. Assim, o novo erro de reconstrugio

local é dado por:

2 2

E(w) = )%,-—ijij =% +¢— Y wij(¥+7) (3.99)
j ]

2 2

= IS+ c= Y wikj = Y wie| = |Xi+c— ) wiEi—c|| =E(W)
7 7 7

Em termos de probabilidade, forcar os pesos a somar um torna W uma matriz de transi¢ao
estocastica (SAUL; ROWEIS, 2003), diretamente relacionada as cadeias de Markov e aos mapas

de difusao.

Mostraremos que, na minimiza¢ao do erro quadrético, a solu¢do € encontrada através de
um problema de autovalor. Na verdade, a estimativa da matriz W reduz para n problemas de
autovalor: como ndo hé restri¢des nas linhas de W, podemos encontrar os pesos ideais para cada

amostra X; separadamente, o que simplifica drasticamente os calculos.
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Assim, temos n problemas de otimizacao restrita independentes dados por:

—

o Wi Ciw;  sujeitoa 17w, =1 para i=1,2,...,n (3.100)

Usando multiplicadores de Lagrange, escrevemos a fun¢ao de Lagrange como:

L(w;, 1) = w! Cow; — A(TTw; — 1) (3.101)

Tomando as derivadas em relacdo a w;:

d
ow;

L(Wi,A) =2Cw; — A1 =0 (3.102)
0 que resulta em

Ciw; = 51 (3.103)

Se a matriz C; for invertivel, teremos uma solu¢ao de forma fechada:

A=
Wi = ECfll (3.104)

onde A pode ser ajustado para garantir ' ;w;(j) = 1. Na verdade, hd uma expressio de forma
fechada para w;(j) (ROWEIS; SAUL, 2000):

wilj) = e (3.105)

Para acelerar o algoritmo, em vez de calcular a matriz inversa C, € comum resolver o sistema

linear:

Ciw; =1 (3.106)

e entdo normalizar a solugdo para garantir que sum;w;(j) = 1 dividindo cada coeficiente do

vetor vecw; pela soma de todos os coeficientes:

wilj) = : for  j=1,2,...m (3.107)
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Se k, o nimero de vizinhos, for maior que m, o nimero de caracteristicas, entao (em geral)
o espago gerado por k vetores distintos é o espaco completo. Isso significa que X; pode ser
escrito exatamente como uma combinacao linear de seus k vizinhos mais proximos. De fato,
se k > m, geralmente hd infinitas solugdes para X; = Y ;w;X;, porque hd mais incdgnitas (k) do
que as equacoes (m). Nesse caso, o problema de otimizacgdo estd incorreto e a regularizagdo €
necessdria. Uma técnica comum de regularizacdo € a regularizacdo de Tikonov, que em vez de

minimizar diretamente:

fi—Zijj (3.108)
J

adiciona um termo de penaliza¢do ao problema dos minimos quadrados:

2
=Y wixi|| +a) wi (3.109)
J J

onde a controla o grau de regularizacao. Em outras palavras, seleciona os pesos que minimizam
a combinacao de erro de reconstrucdo e a soma dos pesos ao quadrado. Como o — 0, temos o
problema dos minimos quadrados. No limite oposto, & — oo, 0 termo erro quadrético se torna
insignificante e queremos minimizar a norma Euclidiana do vetor de peso w. Tipicamente, &
¢ definido como um valor pequeno, mas diferente de zero. Nesse caso, os n problemas de

otimizacao restrita e independentes sao:

o WLCWi+awl W sujeitoa 17w;=1 para i=1,2,..,n (3.110)

A funcdo de Lagrange € definida por:

—

L(wi, L) =w! Cow;+ aw! w; — A(1Tw; — 1) (3.111)

Tomando a derivada em relagdo a w; e configurando o resultado para zero:

20w +2aw; = A1 (3.112)
A—»

(Ci+al)Ww; = 1 (3.113)

W = E(Ci+a1) I (3.114)

onde A é escolhido para normalizar adequadamente w;.
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3.8.2.3 Encontrando as coordenadas

Se as vizinhangas locais forem pequenas o suficiente em comparacao com a curvatura da
variedade, os pesos ideais de reconstru¢ao no espago de imersao e os pesos de reconstrucao na
variedade sdo aproximadamente os mesmos (0s dois conjuntos de pesos sdo exatamente iguais
para subespacos lineares e, para variedades gerais, eles podem ser aproximados arbitrariamente

um do outro, diminuindo suficientemente a vizinhanca) (SHALIZI, 2009).

A 1déia principal por trds da terceira etapa do algoritmo LLE € usar os pesos ideais de
reconstrucao estimados por minimos quadrados como pesos adequados na variedade e encontrar
as coordenadas da variedade local. Assim, fixando a matriz de pesos W, o objetivo é resolver

outro problema de minimiza¢do quadrética para minimizar:

n
DY) =Y |IVi— ) wijy (3.115)
i=1 7

Em outras palavras, temos que responder  pergunta: quais sdo as coordenadas y; € R?

(aproximadamente na variedade), que os pesos W reconstroem?

Para evitar a degeneragdo, precisamos impor duas restri¢oes:

1. A média dos dados no espago transformado € zero, caso contrario, terifamos um nimero

infinito de solugdes;

2. A matriz de covariancia dos dados transformados € a matriz de identidade, ou seja, nao

hé correlagdo entre os componentes de ¥ € R?;

Contudo, improvavel a estimativa dos pesos W, encontrar as coordenadas nao se simplifica
em n problemas independentes, porque cada linha de Y aparece em P varias vezes, uma vez

como o vetor central y; e novamente como um dos vizinhos de outros vetores.

Primeiro, reescreveremos a equacao (3.115) de uma maneira mais significativa usando ma-

trizes. Observe que:

o)=Y | (Fi—-Ywiiyi | |- wiy (3.116)
=1 7 j

Aplicando a lei de distribui¢ao, temos:
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T
n
oY) =Y |55 (ZWij?j) - (ZWij?j) Vi
[ J J

T
+ (Zwij§j> (Zwiﬁj) (3.117)
J J

Expandindo a soma resulta em:

n n
CD(Y):Z)_;?)-;Z'_ZZ)’;WU)’] Zzijjlyl
i=1j

i=1 i=1j

n
+ZZZ)’] WiWik Vi (3.118)

i=1j

Denotando por Y a matriz de dimensdo d X n na qual cada coluna y; para i = 1,2,...,n
armazena as coordenadas do i-ésimo ponto na variedade e sabendo que w;(j) = 0 a menos que

¥; seja um dos vizinhos de ¥;, podemos escrever ®(Y') como:

)=Tr(YTwWy) —Tr(YTWTY) 4 Tr(YTWTWY)
Tr(WY)TY) +Tr(WY)T (WY))

)—Tr(YT(WY)) —

— (W) (Y —WY))
)
W)

\
~

~N
"'Q
%
5

Y—WY) ( wY))

Y))
r(YT (1 —w)T(1—=w)Y) (3.119)

—~
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Defininndo a matriz M de dimensao n X n como:

M=(IT-W)(1-w) (3.120)

temos o problema de otimizacgdo a seguir:

1
y Tr(YTMY)  sujeitoa -YTy =1 (3.121)
n

Assim, a fun¢do de Lagrange € dada por:

L(Y,A)=Tr(YTMy)—A GYTY — 1) (3.122)

Derivando a fun¢do e igualando o resultado a zero da:

omy — 2ty =0 (3.123)
n
MY = BY (3.124)

onde f = %, mostrando que o Y deve ser composto pelos autovetores da matriz M. Como temos
um problema de minimizagdo, queremos selecionar para compor Y os d autovetores associados
aos menores d autovalores. Observe que M sendo uma matriz de dimensdo n X n, possui n
autovalores e n autovetores ortogonais. Embora os autovalores sejam reais e ndo negativos, o
menor deles é sempre zero, com 0 autovetor constante 1. Esse autovetor inferior corresponde a

média de Y e deve ser descartado para forcar a restricdo de que )" ; ¥ = O (RIDDER; DUIN,

2002). Observe que cada linha de W deve somar um e, em seguida:

Wi=1 (3.125)

T-wi=0 (3.126)
(I-W)i=0 (3.127)
(I-W)TI-Ww)1=0 (3.128)
MI=0 (3.129)

Portanto, para obter y; € R4, onde d < m, devemos selecionar os d + 1 menores autovetores

e descartar o autovetor constante com autovalor zero. Em outras palavras, devemos selecionar
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os d autovetores associados aos autovalores inferiores nao nulos.

O algoritmo LLE possui trés parametros importantes: a dimensionalidade intrinseca d, o
numero de vizinhos mais proximos, k e, em alguns casos, o parametro de regularizacdo o. A
reducdo de dimensionalidade com o LLE € bastante sensivel a variacdes nesses parametros. Se
d estiver definido muito alto, o mapeamento aumentara o ruido; se estiver definido muito baixo,
partes distintas do conjunto de dados podem ser mapeadas umas sobre as outras. Se k estiver
definido muito pequeno, o mapeamento nao refletird nenhuma propriedade global; se for muito
alto, o mapeamento perderd seu cardter ndo linear e se comportard como o PCA tradicional,
pois todo o conjunto de dados € visto como vizinhanga local. Por fim, se o estiver definido
incorretamente, a analise espectral poderd nao convergir (RIDDER; DUIN, 2002). O algoritmo
3 apresenta em grandes passos o método LLE. A entrada é uma matriz de dados X de dimensao
m X n cujas colunas sdo as amostras e a saida é uma matriz ¥ de dimensdo n X d cujas linhas

representam as coordenadas dos pontos na variedade aprendida.

Algorithm 3 Locally Linear Embedding
1: function LLE(X,K,d)

2: A partir dos dados de entrada X, «,, construir o grafo KNN.
3 for ¥; € X' do

4: Calcular a matriz C; de dimensdo K x K como:
. — — — — T
Gi(J,k) = (Xi — %) (X; — %) (3.130)
5: Resolver o sistema linear C;w; = 1 para estimar os pesos w; € RK.
6: Normalize os pesos em w; assim ) ; w;(j) = 1.
7: end for
8: Construir a matriz W de dimensio n x n, cujas as linhas sao os estimados w;.
9:  Calcular M = (I -W)T(I1-W).
10: Encontrar os autovalores e os autovetores de M.
11: Selecionar os d autovetores inferiores nao nulos de M e define:
Y= 1|V % Vg (3.131)
R |_nxd
12: return Y

13: end function
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3.8.3 Laplacian Eigenmaps

A idéia bésica por trds do método Laplacian Eigenmaps € que, se aproximarmos uma va-
riedade por um grafo bdsico conectado e ndo direcionado, € possivel encontrar um mapa dos
vértices do grafo para um subespago Euclidiano R?, de modo que a localidade seja preservada
ou, em outras palavras, 0 mapa seja suave no sentido de que os pontos vizinhos no grafo per-
manecerdo proximos apos a geracdo do mapeamento. Tal mapa é fornecido pelos autovetores
do grafo da matriz Laplaciana (BO; YAN-RUI; XIAO-LONG, 2018). O mapa de representacao
gerado pelo algoritmo pode ser visto como uma aproximacao discreta de um mapa continuo
que surge naturalmente da geometria da variedade: o operador Laplace-Beltrami (BELKIN;
NIYOGI, 2003). Foi demonstrada a convergéncia dos autovetores do grafo Laplaciano associa-
dos a um conjunto de dados de nuvem de pontos para autofuncdes do operador Laplace-Beltrami
quando os dados sd@o amostrados a partir de uma distribuicao de probabilidade uniforme em
uma variedade imersa (BELKIN; NIYOGTI, 2007). No aprendizado de mdquina, o método La-
place Eigenmaps estd intimamente relacionado ao agrupamento espectral, uma abordagem de

classificagdo nao supervisionada para agrupamento de dados (LUXBURG, 2007).

3.8.3.1 Visao Geral

Basicamente, o algoritmo Laplacian Eigenmaps requer como entrada uma matriz de dados
X de dimensdo n x m, com cada linha X; definindo um ponto de dados, um nimero desejado
de dimensdes d < m e um numero inteiro k para encontrar vizinhangas locais. A saida é uma
matriz Y de dimensdo n x d, com linhas y;. O algoritmo pode ser dividido em trés principais
etapas (BELKIN; NIYOGI, 2003):

1. Construa o grafo da vizinhanga G = (V, E) vinculando os nds v; e v; se X; e X; estiverem
proximos. As duas variantes sao:

.. S L2
e ¢-vizinhanga: conecte v; € v; por uma aresta se Hx,- —X; H <e.

e k-vizinhos mais proximos: conecte v; € v; por uma aresta se v; estiver entre os k-
vizinhos mais préximos de v; ou v; estiver entre os k-vizinhos mais proximos de

Vi.
2. Escolha os pesos para definir a matriz de adjacéncia W. Existem também duas variacoes:

e Nicleo de calor (Heat kernel) (com o pardmetro ¢ € R): se 0s nos v; € v; estiverem
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conectados, faca

2 = 2
%:mp—k%ﬁm (3.132)

caso contrario, faga W;; = 0. A justificativa para essa escolha € dada pela equacao

do calor.

e Pesos bindrios: faca W;; = 1 se 0s n6s v; e v; estiverem conectados por uma aresta e
W;; = 0 se v; e vj ndo estiverem conectados por uma aresta. Nao ha necessidade de

escolher z.

3. Imersao: encontre as coordenadas Y escolhendo os d autovetores associados aos menores

d autovalores nao-nulos do grafo Laplaciano L.

A seguir, apresentamos as razoes pelas quais o algoritmo Laplacian Eigenmaps € capaz de

fornecer imersdes ideais em termos de localidade e preservacdo da vizinhanca.

3.8.3.2 Grafo Laplaciano e suas Propriedades

Seja G = (V,E) um gréfico ndo direcionado com o conjunto de vértices V = {v|,va,...,v, }.
Consideramos que o grafico € ponderado, ou seja, cada aresta entre v; € v; tem um peso nao
negativo w;; > 0. Tipicamente, os pesos w;; representam uma medida de similaridade ou uma

distancia entre pares de vetores X; € R" e X; € R™.

Definicao 3.8.5 A matriz de adjacéncia ponderada de um grafo nao direcionado G = (V,E) com
|V| = n é a matriz simétrica W = {w;;} para i, j =1,2,...,n. Se w;; = 0 os vértices v; e v; ndo

estdo conectados por uma aresta.

Definicao 3.8.6 O grau de um vértice v; € V € definido pela soma dos elementos da i-ésima
linha de W:

di=Y wij (3.133)
j=1
A matriz de graus D é definida como a matriz diagonal com graus d;,d>, ...,d,.

As matrizes Laplacianas e suas propriedades foram profundamente investigadas na teoria
dos grafos espectrais, um campo de pesquisa muito maduro, cujo objetivo € o estudo de grafos
em relacdo as caracteristicas polinomiais, autovalores e autovetores de todos os tipos de matrizes
associadas a um grafo. (CHUNG, 1997; BROUWER; HAEMERS, 2011; SPIELMAN, 2007;
NICA, 2018; MIEGHEM, 2010).
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Definicao 3.8.7 A matriz do grafo Laplaciano ndo normalizada é definida por:
L=D-W (3.134)

onde D € a matriz de graus e W € a matriz de adjacéncia.

A seguir, apresentamos algumas propriedades matemadticas bdsicas, mas muito importan-
tes, do grafo Laplaciano (LUXBURG, 2007). Mais detalhes sobre o espectro Laplaciano e
propriedades avancadas podem ser encontradas no artigo de Mohar (MOHAR, 1991).

Teorema 3.8.2 A matriz Laplaciano L satisfaz as seguintes propriedades:
1. Para cada vetor de coluna f € R" temos:

- 1 n n
FiLf =3 X Xowyfi= £’ (3.135)
i=1j=1

2. L é simétrico e positivo semi-definido.
3. O menor autovalor de L € zero e o autovetor correspondente € o vetor constante 1

4. L tem n autovalores reais ndo negativos 0 = A} < A3 < ... < A,

Para provar a primeira afirmagao, observe que, pela defini¢do de L e D, temos:

1 [ -
:§<Zd1f12 2 Wz]ﬁf]+2d1fj>
i=1 i=1j=
1/ n
:§<ZZ wijfi ZZZWIJﬁfJ+ZZW’Jf1>
i=1j=1 i=1j i=1j
- %Z Y wij(fi— £7)? (130
i=1 j=1

A segunda afirmacdo € dividida em duas partes: a primeira, sobre a simetria, segue direta-
mente da simetria das matrizes D e W; Na segunda parte, em relacdo a semidefinitividade posi-

tiva, fica claro que (fi—fj)z >0,Vf;,fj €R,eporque w;; > Oparai,j=1,2,...,n, fTLfZ 0.
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Para provar a terceira afirmacao, observe que:

M:

LT:(D—W)T:DT—WT: (3.137)

1 i=1j

i M;

~.

mostrando que o autovetor constante 1 tem zero autovalor.

Finalmente, a quarta afirmacdo é uma conseqiiéncia direta das afirmagdes (2) e (3).

3.8.3.3 Imersao Laplaciana na Linha

Nesta se¢do, veremos que a imersao fornecida pelo Laplacian Eigenmaps € 6tima em termos
de preservacao de informacgdes locais, ou seja, os pontos vizinhos no grafo sdo proximos e
os pontos distantes no grafo sdo distantes apds a imersdo. Suponha que tenhamos um grafo
ponderado conectado G = (V,E) cujos nds sdo os pontos de dados em X = [¥},X2,...,X,]. O
problema em questdo pode ser formulado da seguinte maneira: como mapear os nds de G para
uma linha para que os pontos conectados fiquem o mais préximos possivel? O objetivo do

Laplacian Eigenmaps € responder a essa pergunta motivadora.

Suponha que ¥ = [y1,y2,...,ya]] € R" seja 0 mapeamento dos vértices v,V7,...,v, para a
linha real. Uma boa funcdo objetiva deve penalizar fortemente os pontos vizinhos que sdao
mapeados distantes. Uma escolha adequada para uma determinada matriz de adjacéncia W € a

seguinte funcao:

n n
Z Y wii(vi— ) =5 Ly (3.138)
i=1j=1

l\)l'—‘

onde L é a matriz da Laplaciana. Observe que J(¥) é uma medida de quio dispersos os pontos
estdo distribuidos na linha real, portanto, minimizé-la € uma tentativa de garantir que se X; € X;
estdo proximos no espago de entrada, entdo as coordenadas y; € y; também estdo proximas na

linha. Assim, podemos formular o problema de otimizac¢ao restrita:

5 Ly  sujeitoa y'Dy=1 (3.139)

onde a restri¢ao yTD = 1 remove um fator de escala arbitrario na imersao (BELKIN; NIYOGI,
2003). Em outras palavras, estamos interessados na direcdo do vetor . Se ndo houvesse
restricdo, seria possivel minimizar ainda mais a fun¢io objetiva, simplesmente dividindo os

componentes de Y por uma constante. Mais uma vez, escrevendo a fung¢do Lagrangiana, temos:
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LFA)=y"Ly—A(y"Dy—1) (3.140)

Derivando em relagdo ao y e igualando o resultado a zero da:

%L(i,l) =215 —2ADy =0 (3.141)
y

o que resulta em:

L¥ = ADY (3.142)
(D™'L)j =2y (3.143)

mostrando que temos um problema generalizado de autovetor. Por se tratar de um problema de
minimizacdo, temos que escolher o autovetor de D~'L associado ao menor autovalor. Como
0 autovetor constante 1 possui zero autovalor, devemos descarta-lo. Faz sentido que, para mi-
nimizar a dispersdo dos pontos, todos eles sejam mapeados para a mesma coordenada. No
entanto, esta solucdo trivial ndo tem uso pratico. Portanto, y deve ser o autovetor associado
ao menor autovalor diferente nao-nulo, também conhecido como vetor de Fiedler (FIEDLER,
1989; CHUNG, 1997).

De fato, existem algumas variacOes baseadas no célculo do grafo Laplaciano. A matriz
D~'L é um dos Laplacianos normalizados. Outra maneira de calcular o Laplaciano normali-
zado é por D~ Y/2LD~/2. Também & possivel usar diretamente o Laplaciano ndo normalizado
L, mas geralmente as versoes normalizadas sdo preferidas devido a interessantes propriedades
matematicas. Foi demonstrado que, no agrupamento espectral, os Laplacianos normalizados
tém conexdes importantes com problemas de minimizacao de corte de grafo (graph-cut) (LUX-
BURG, 2007).

3.8.3.4 Imersdo Laplaciana em R’

Considere o problema generalizado de imersdo do grafo G = (V,E) em um espaco Eucli-
diano de dimensio d. Agora, cada né v; € V deve ser mapeado para um ponto em R?, ou seja,
precisamos estimar as coordenadas d para cada nd. Denotamos a imersdo final por uma matriz
nxdY =[y,y,...,Yi|, onde i -a linha, ¥, fornece as coordenadas de v; na variedade. A

funcao objetiva € generalizada para:
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n

1 n
J(Y):E Y Wi
im1 =1

H2 (3.144)

‘ yi —50)
onde ) = [, (i), (i), ..., ¥a(i)] é a representacio de v; tendo dimensdo d. Observe que, con-

siderando Y como uma matriz de dimensdo n X d na qual cada linha representa um ¥, para

i=1,2,....,nreescrevemos a funcdo objetiva como:

1 Ln D A Dod D oo
J) =5 3 ¥ Wy =5 =57 (3.145)

1 n n n
= |2 X ds5 " —2) Y w5
| i=1 i=1j=1
= Zn:dl.y(i)y,(i)T _ Zn“ zn: ij(i)j/'(j)T (3.146)

Considerando Y,, 4 a matriz das coordenadas de n pontos, D,,», a matriz diagonal dos graus
d; e W, «, a matriz de adjacéncia, podemos reescrever a equacao usando uma notacio de vetor

de matrizes como:

JY)=Tr(DYY") —Tr(wyy?) (3.147)

Como o traco é um operador invaridvel sob permutacdes ciclicas, temos:
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JY)=Tr(Y"DY) - Tr(Y"wy)
=Tr(Y'DY —YTWY)
=TrYT(DY —WY))
=Tr(Y"(D-W)Y)
=Tr(YTLY) (3.148)
Portanto, temos o seguinte problema de otimizagao restrita:
y Tr(YTLY) sujeitoa Y'DY =1 (3.149)
cuja a funcdo Lagrangiana é dada por:
LY, A)=Tr(YTLY) - A(Y"DY —1) (3.150)
Tomando a derivada e igualando o resultado a zero resulta em:
WL(Y,?L):ZLY—ZADY:O (3.151)
resultando em problema de autovetor a seguir:
LY = ADY (3.152)

Este resultado mostra que devemos selecionar para compor as colunas da matriz Y os d

autovetores associados aos d menores autovalores nao nulos dos autovalores de Laplaciano

normalizado D~'L. O algoritmo 4 mostra as principais etapas do método Laplacian Eigenmaps.

A entrada é uma matriz de dados X de dimensdo m X n cujas colunas sdo as amostras e a saida

¢ uma matriz ¥ de dimensdo n X d cujas linhas representam as coordenadas dos pontos na

variedade aprendida.
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Algorithm 4 Laplacian Eigenmaps
1: function LAPLACEEIGEN(X,K,d)

2: A partir dos dados de entrada X, «,, construir o grafo KNN.

3: Escolher os pesos para definir a matriz de adjacéncia W.
D)
i =% .
Wj=exp R if vj € N(v;) (3.153)
"V,‘jZO if Vj ¢N(V,‘) (3.154)
4 Calcular a matriz diagonal D com graus d; parai=1,2,...,n.
n
di=Y W (3.155)
j=1
5: Calcular a matriz Laplaciana L =D — W
6: Selecionar os d menores autovetores com os autovalores nio-nulos de D™ L:
. |
Y= 1|V Vo ... ... Wy (3.156)
I |
LT e
7: return Y

8: end function

Algumas variantes do algoritmo incluem a decomposi¢ao espectral de diferentes versoes
do grafo Laplaciano. As escolhas mais comuns sdo outra forma de Laplaciano normalizado,
dada por Ly, = D 'V2LD7 Y2 e o puro Laplace ndo normalizado L = D —W. Ao aplicar o
Laplacian Eigenmaps a alguns dados do mundo real, vérias limita¢des foram expostas, como
amostragem desigual de dados, problema conhecido como fora da amostra, tamanho pequeno
da amostra, extracdo e selecdo de caracteristicas discriminantes, etc. Para contornar esses pro-
blemas, um grande nimero de extensdes ao Laplacian Eigenmaps tém sido propostas (BO;
YAN-RUI; XTAO-LONG, 2018).

3.8.3.5 O operador Laplace-Beltrami

A motivagdo para o algoritmo Laplacian Eigenmaps € o papel do operador Laplace-Beltrami

em variedades. Esta secdo explica as razdes pelas quais as autofungdes desse operador t€ém
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propriedades desejaveis para encontrar uma imersao na linha real, com base no artigo seminal
de Belkin e Niyogi (BELKIN; NIYOGI, 2003). Considere uma variedade M de dimensdo d
imerso em R™. Suponha que tenhamos um mapa f : M — R que atribua um valor real f(X) a
cada ponto X na variedade. O gradiente V f(X) é um campo vetorial que atribui um vetor para
cada ponto de M, de modo que, para um pequeno deslocamento 0X, temos (BELKIN; NIYOGI,
2002b):

[f(X+6%) — f(N)| = [(Vf(X), 6%)] (3.157)

A intuic@o por tras dessa aproximagdo € que, se o vetor de deslocamento 6X for ortogonal
ao gradiente e o produto escalar for zero, estaremos em uma curva de nivel da funcao, portanto
|f(X+8X) — f(X)| = 0. Assim, a variacdo em f é zero. Aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos:

[(Vf(X),65)[ < [[VFX)[I | 6%] (3.158)

resultando em:

[f(E+6%) — fR)] < [[VAE)I | 6X]] (3.159)

Esse resultado mostra que, se a norma do vetor gradiente for pequena, os pontos nas pro-
ximidades de um arbitrdrio X € M serdo mapeados préximos de f(X). Em outras palavras, para
garantir que o mapa f seja suave, ou seja, que 0 mapeamento seja, em média, o ideal em termos

de preservacgao de localidades, procuramos resolver um problema de minimizagao:

a2 .
¢ [IVFEIE com =1 (3.160)

No entanto, podemos reescrever o problema de minimizacdo em termos do operador La-
placiano. Primeiro, observe que o Laplaciano € um operador diferencial que pode ser calculado

pela divergente do gradiente:

n 82
L(f)=div(Vf) =) —5

2
i=1 8xt

(3.161)

onde o operador div transforma um campo vetorial em um campo escalar.

Segundo, foi demonstrado que os operadores divergentes e de gradiente sdo adjuntos, ou
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seja, para uma fun¢do f : M — R e um campo vetorial X (BELKIN; NIYOGTI, 2002b):

/(X,Vf>:/ div(X)f (3.162)
M M

Assim, a fungdo objetiva no problema de minimizagao pode ser expressa por:

2 - ) B
L@ = [ 1.0 = [ @ = [ Lors (3163

onde L(f) é o operador Laplaciano. A solugdo para esse problema de minimizacao ¢ conhecida
por serem as autofungdes do operador Laplaciano. Este resultado estabelece a conexado entre os
autovetores da matriz Laplaciana e a constru¢do de mapeamentos suaves e de preservacdo da

localidade para o aprendizado de variedades.

3.8.3.6 A Matriz de Pesos e o Fluxo de Calor

Uma questao importante que permanece em aberto no método Laplacian Eigenmaps é: por
que os pesos entre nds de vizinhanga no grafo sdo calculados usando um kernel Gaussiano?
Segundo os autores do algoritmo, hd uma conexao entre o operador Laplace-Beltrami e o fluxo
de calor (BELKIN; NIYOGTI, 2003).

Seja f : M — R a distribui¢do inicial de calor e u(¥,7) seja a distribui¢ao de calor no tempo
t. Entio, fica claro que u(¥,0) = f(X). A equacdo do calor é uma equagdo diferencial parcial

parabdlica dada por:

%—FLu:O (3.164)

onde L é o operador Laplaciano. Pode-se demonstrar que a solu¢do dessa equacgdo diferencial €

a funcao:

u(®,1) = /M HE5)f6) (3.165)

onde H;(X,y) € o niicleo de calor. Combinando as equacdes (3.164) e (3.165), podemos escrever:

L@ = 1uz0) = -5 = (5| [ 1) s0) >,o (3.166)

Foi demonstrado que H; € aproximadamente Gaussiano:
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> o2
H,(%,5) = (471) /% exp {—@} (0(%,5)+0(1)) (3.167)

onde ¢(X,y) € uma funcdo suave com @ (X,x) =

1. Quando X e ¥ estao proximos e ¢ é pequeno,
a equacdo (3.167) é simplificada em:

23 2
H,(%,5) ~ (4m)~4/% exp {—%} (3.168)

A partir da equacdo (3.166), aplicando a defini¢do de derivada:

| Hia@9)16) - | BEDIG)
Lf(¥) = — Jlim M o M (3.169)

Para pequenos valores de ¢, temos t ~ At:

| His @)@ /ny
Lf(%) = —lim | M

t—0

[hm/ H(%5)5) /H,+A, ) f *)} (3.170)
t—0

A medida que r — 0, o niicleo de calor H;(X,y) tende a funcao delta de Dirac, e X tende a ¥,
isto €:

lim [ H(X,5)f(¥) = f(X) (3.171)

o que resulta em:

1 f()_c’)—(47rAt)(_d/2)/ex IR 1) (3.172)
! (Y 4At Y '

X, or uma amostra aleatéria de pontos na variedade M, a expressdo anterior
podera ser discretizada para:

Se )?1,)?2,...,
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- S (12
1 1 i—Xj -
Lf(%) ~ | f() = (4mn) 2y exp{—w}ﬂxﬂ (3.173)
o<l | <e

onde o coeficiente 1/f é global e ndo afeta os autovetores do Laplaciano discreto. Como a

dimensionalidade intrinseca d € frequentemente desconhecida, definimos:

o= %(4m)—<d/2> (3.174)

Sabendo que o resultado do operador Laplaciano aplicado a fun¢do constante é zero, segue-

se que:

o o 2
Li= [1—a y exp{—w}] —0 (3.175)

onde T = [1,1,...,1] e ; denota a vizinhanga de X;. A partir disso, temos:

T AN
= < y exp{—wb (3.176)
x;en; d

Esse resultado motiva a escolha dos pesos entre os nds vizinhos, de acordo com um ntcleo

Gaussiano no método Laplacian Eigenmaps.

3.9 Aprendizado Profundo

Atualmente, métodos de Aprendizado Profundo, amplamente conhecido como Deep Lear-
ning em termo inglés, sdo considerados como sendo estado-da-arte em muitos problemas de
processamento de imagens e visao computacional, em particular problemas de classificacao de
imagens. Esta secao descreve alguns aspectos tedricos que embasam o uso de modelos profun-

dos para a classificacao de imagens, em geral.

3.9.1 Fundamentos

Deep Learning € uma classe especial de técnicas que utilizam a abordagem de aprendizado
de representacdo. O aprendizado de representacao consiste em um conjunto de métodos que per-

mitem fornecer a uma méaquina dados brutos (como os valores de pixel de uma imagem) como
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entrada e descobrir automaticamente as representacoes necessdrias para tarefas de deteccao ou
classificacdo. Em outras palavras, métodos baseados em Deep Learning buscam descobrir um
modelo (regras, parametros, por exemplo) utilizando um conjunto de dados brutos (exemplos)
e um método para guiar o aprendizado do modelo a partir desses exemplos (PONTI; COSTA,
2017). O resultado desse processo de aprendizado consiste em uma fung@o que permita receber
como entrada dados brutos e fornecer como saida uma representacdo adequada para o problema

em questdo, que pode ser tanto um problema de deteccao como um de classificagao.

O processo de aprendizado de representacdo utilizado nos métodos Deep Learning é ba-
seado em algoritmos cujo objetivo é aprender varios niveis de representacdo dos dados a fim
de modelar relacoes complexas entre eles. Representacdes de niveis superiores sdao, portanto,
definidas em termos de representacdes de niveis inferiores, compondo mdédulos simples mas
ndo lineares para a transformacdo dos dados. O Deep Learning normalmente usa redes neurais
artificiais, conhecidas em termo inglés como Deep Neural Networks (DNNs), o que seria uma
rede neural comum com muitas camadas ocultas podendo conter cada uma um numero n de

neurdnios.

Em Deep Learning temos métodos que aprendem a fung@o f(.) por meio de composi¢des

de fungdes, isto é

f) =1l fa(fi(x).)),

em que cada vetor de dados x; (associado a camada /) serve de entrada para cada fungdo f;(.),

J4 a saida gerada € o proximo vetor x;1 | que serd passado para a proxima funcao.

Cada fung¢ao f; usa um conjunto de parametros W, para realizar a transformacao dos dados

de entrada. Com o uso de W}, a equagdo acima torna-se

fx) = f(.. L (filxr, W), Wa)...), W)).

Na equacgdo acima, temos a composi¢do de L fungdes, ou L camadas.

E importante ressaltar que a ideia base do funcionamento dos métodos Deep Learning con-
siste em aprender sucessivas representacoes intermedidrias dos dados, ou seja, os x;,/ =1,2,...1.
Além disso, os parametros W; necessarios para a execu¢do de cada fun¢do f; sdo aprendidos di-
retamente nos dados de entrada e cada representacao € definida como combinacdes de outras

mais simples (anteriores). Dessa forma, para se atingir um resultado desejado (de acordo com a
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tarefa desejada) e preciso ter uma profundidade (em termos das representagdes sucessivas) ade-
quada que permita aprender uma sequéncia de fungdes para transformar vetores e maped-los de

um espago a outro.

Nesse sentido, a nocao da hierarquia das representacdes torna-se de extrema importancia
em que cada funcdo opera sobre uma entrada gerando uma representacao que € entdo passada
para a proxima funcdo. O autor em (CHOLLET, 2017) estipula que uma das hip6teses do Deep
Learning € que ao possuir um ndmero suficiente de camadas L, espagos com dimensionali-
dade alta o suficiente, isto €, o nimero de parametros W em cada funcdo, e dados suficientes
para aprender os parametros W; para todo /, entdo serd possivel capturar o escopo das relacdes
nos dados originais, encontrando assim a representacdo mais adequada para a tarefa desejada.
Do ponto de vista geométrico, essa sequéncia de transformacdes ajuda a separar as multiplas

variedades (manifolds, em termo inglés) que estariam enoveladas nos dados originais.

Um dos modelos Deep Learning mais popular e, consequentemente, mais utilizado sdao
as Redes Neurais Convolucionais conhecidas em termo inglés como Convolutional Neural
Networks (CNNs), devido a incorporagao, nas DNNs, das camadas convolucionais. Essas cama-
das tornam vidvel o processamento das entradas considerando campos receptivos locais, além
de incluir operacdes conhecidas como pooling, responsaveis por reduzir a dimensionalidade
espacial das representacdes. A secdo a seguir apresenta uma breve introducdo das principais

operacdes envolvidas em CNNss.

3.9.2 Redes Convolucionais (CNNs)

CNNs tém o seu maior uso em aplicacdes envolvendo informagdes visuais como por exem-
plo, processamento de imagens e visdo computacional. Uma das vantangens das CNNs em
relacdo a outros modelos de rede Deep Learning € sua capacidade de capturar a estrutura es-
pacial dos pixels da imagem de entrada por meio das suas camadas convolucionais. Essas

estruturas permitem entender a relagc@o entre os pixels vizinhos em uma determinada imagem.

3.9.2.1 Camada convolucional

Diferentemente de outras camadas, os neurdnios contidos nas camadas convolucionais sao
filtros, isto €, matrizes de pesos aplicadas a uma imagem de entrada. Cada regido da imagem,
conhecida como campo receptivo local (local receptive field), é processada pelo filtro de ta-
manho k x k x d, em que k é a dimensao espacial do filtro e d a dimensao de profundidade

(essa depende da entrada da camada, por exemplo d € igual a 3 quando a imagem de entrada
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possui 3 canais, RGB). A saida da filtragem pode ser representada por fj,1(i,x,y) e consiste
no pixel resultante da aplicagd@o do filtro i na imagem vinda da camada anterior /, a partir dos
valores da vizinhanga centrados na posi¢ao (x,y). Outro aspecto importante para se mencionar
€ 0 passo ou stride cujo objetivo principal € otimizar o tempo de processamento pulando alguns
pixels durante o processo de filtragem. Por exmplo, dada uma imagem de entrada de tamanho
64 x 64, filtramos todos os pixels e geramos uma nova imagem do mesmo tamanho, 64 x 64.
Nesse caso, diga-se que a convolucao foi realizada com passo/stride 1. Por outro lado, ao usar

um stride igual a 2, teriamos como saida uma nova imagem com 32 x 32 de tamanho.

3.9.2.2 Mapas de caracteristicas (Feature maps)

Um mapa de caracteristicas € a saida/representacdo gerada por um filtro da camada convolu-
cional. O conjunto de mapas de caracteristicas gerados pelos n filtros da camada convolucional
sao empilhados, formando um tensor (utilizamos o termo tensor para denotar matrizes multidi-
mensionais, com profundidade d = 4, por exemplo) cuja profundidade € igual a n, nimero de

filtros. Esse tensor servird de entrada para a proxima camada convolucional.

3.9.2.3 Pooling

Devido ao aumento da profundidade dos tensores, d, ao longo das camadas da rede, é con-
veniente reduzir a dimensao espacial dos mesmos para dimimuir o custo comptutacional. Essa
redu¢cdo em tamanho é chamada de pooling sendo a operacdo de miximo maxpooling comu-
mente empregada. Outro beneficio em aplicar a operacao pooling esta na andlise multiresolu¢cdo
das imagens. Em outras palavras, reduzindo o tamanho das imagens obtemos um tipo de
composi¢cdo de banco de filtros multiresolu¢do que processa imagens em diferentes espacos-
escala. Alguns estudos na literatura (SPRINGENBERG et al., 2015) aconcelham o uso de

stride durante as convolugdes, no sentido de aumenta-la em vez de utilizar pooling.

3.9.2.4 Camadas completamente conectadas (Fully connected layers (FC))

Uma camada FC é a camada em que cada neurdnio possui um peso associado a cada
elemento do vetor de entrada e, em CNNs, ela € posicionada depois de n camadas convo-
lucionais. A entrada de uma camada FC € a versdo vetorizada da saida da ultima camada
convolucional da rede. Por exemplo, se a camada convolucional antes de uma camada FC
gerar um tensor 4 x 4 x 40, redimensionamos esses dados de forma que ele possua tamanho

1 X (4 x4 x40) =1 x 640. Assim, cada neurdnio na camada FC deverd possuir 640 pesos de
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forma a produzir uma combinacao linear do vetor de entrada.

Atualmente, as arquiteturas mais populares utilizam camadas FC ocultas com func¢do de

ativacdo ReLU, e a camada de saida (classificador) com fung¢do de ativagdo softmax.



Capitulo 4

METODOLOGIA PROPOSTA

O objetivo deste trabalho de pesquisa foi propor novas abordagens para a concep¢ao e de-
senvolvimento de novos descritores de textura baseados na teoria da informacdo e no campo
aleatério Markoviano Gaussiano (GMRF); no aprendizado profundo e de variedades. Em pri-
meiro lugar, decidiu-se definir cada subbanda da decomposicao wavelet da imagem de textura
como sendo um sistema complexo modelado por GMRE. A razdo pela adocao desta ferramenta
matematica, wavelet, é que a transformada wavelet é ideal para a andlise de sinais ndo esta-
ciondrios, isto €, sinais cujos componentes de frequéncia variam no tempo/espaco (possibili-
tando a andlise tempo x frequéncia, algo que nao € possivel com a transformada de Fourier,
por exemplo). Devido a linearidade da transformada wavelet, pode-se considerar a hipétese
de que no dominio wavelet os dados sdo aproximadamente Gaussianos, o que facilita muito a

tratabilidade matematica.

J4 a inclusdo de modelos de campos aleatérios Markovianos Gaussianos nessa proposta foi
motivada por dois aspectos a seguir: (1) a maioria dos métodos estado da arte em andlise de tex-
tura utiliza informacdo contextual na forma de patches extraidos da imagem (patch-based ap-
proaches, em termo inglés) e (2) optou-se também por investigar uma abordagem fortemente ba-
seada em sistemas complexos, uma vez que existe uma analogia direta entre as subbandas dessa
transformada e sistemas fisicos de particulas, cendrios em que o parametro temperatura desem-
penha um papel fundamental na definicdo da estrutura de dependéncia espacial (correlacdes
entre elementos) (LEVADA, 2011).

Em segundo lugar, decidiu-se aplicar métodos de aprendizado de variedades para a redugdo
de dimensionalidade ndo linear em problemas de classificacdo de texturas atuando especifi-
camente como selecionadores de informacdes de textura relevantes. Nossa percepcio é que
técnicas de aprendizado de variedades sao capazes de selecionar caracteristicas discriminativas

a partir de um espaco de alta dimensionalidade. Nesse sentido, faz-se necessario a criacdo de
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espacos de padrdes texturais de alta dimensionalidade em que serdo aplicados esses algoritmos
de aprendizado de variedades. Sabe-se que as caracteristicas extraidas usando os descritores
como GLCM, Haralick, HOG e LBP provaram ser discriminativas na classificacdo de padrdes

de textura.

Portanto, ao usar separadamente cada um desses quatro descritores para escolher um sub-
conjunto de caracteristicas que realmente representam a imagem de textura de entrada, algumas
informacdes de textura podem ser perdidas, o que pode prejudicar o desempenho na tarefa de
classificacdo. Neste trabalho, para compensar essa perda de informagdes texturais e preencher
as lacunas deixadas por cada descritor, optou-se por combinar as caracteristicas extraidas por es-
ses quatro descritores formando assim um vetor de alta dimensionalidade que servird de entrada
para a tarefa de redugdo de dimensionalidade ndo linear. Com isso, tera-se como saida um vetor
de caracteristicas de menor dimensionalidade que proporcione uma melhoria no desempenho

dos classificadores de interesse.

Por fim, optou-se por combinar, de uma forma elegante, o aprendizado profundo e de va-
riedades. Para isso, foi proposta uma nova CNN progressiva e trainada do zero que consiste
em extrair caracteristicas de textura, seguida da modelagem de mapas, a partir do espaco de
alta dimensionalidade gerado na etapa anterior, e que preserva distancias geodésicas nas vari-
edades (manifolds) dos dados. En termo pratico, aplicou-se uma versao adaptada do DIMAL
com a finalidade de selecionar, progressivamente, caracteristicas na variedade, maximizando
a dispersdo de suas distincias geodésicas entre pares. Como demonstrado no Capitulo 5, as
tais caracteristicas aprendidas sdo suficientemente discriminativas € podem aumentar bastante

o poder de separabilidade de classes do classificador SVM.

4.1 Dominio

Uma das grandes limitacdes no processo de coleta de informacgdo relevante a partir dos
dados brutos baseia-se na ado¢do da hipétese de que a estrutura dimensional de tais conjuntos
pode ser bem representada por um espaco Euclidiano R". Pesquisas tém mostrado cada vez
mais que essa suposicao € bastante fraca, no sentido de que na grande maioria dos casos, as
métricas definidas no espaco Euclidiano ambiente (extrinsecas) nao sdo adequadas para men-
surar a similaridade entre instancias dos conjuntos de dados, uma vez que a colecdo de tais
instancias define uma variedade (manifold, em termo ingl€s) imersa no espaco ambiente. Em
outras palavras, a estrutura dimensional intrinseca costuma ser muito menor que a dimensao do

espaco ambiente. Além disso, a curvatura presente em tais espacos € uma caracteristica mar-
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cante. Nesse contexto, surge a area conhecida como aprendizado de variedades, ou manifold
learning, em termo inglés, que tem como foco principal a utilizacao de técnicas para a imersao
de espacgos topoldgicos complexos em subespacos do R, ndo assumindo para isso nenhuma
hipotese acerca da distribuicdo dos dados observados (métodos nao paramétricos). Algoritmos
de manifold learning incluem os métodos ISOMAP, LLE e Lap.Eig., dentre outros. Nessa linha
de pensamento, surgem também métodos de aprendizado profundo (CNN’s) que, devido a sua

caracteristica de ndo-linearidades presentes nas redes, podem ajudar nesse processo.

Numa outra vertente, foca-se em modelos paramétricos para os dados, ou seja, assume-se
que as observacdes sao ocorréncias de uma ou mais varidveis aleatdrias e portanto seguem mo-
delos estatisticos bem definidos, como por exemplo, campos aleatérios. Nesse cendrio, cada
modelo com seus parametros especificados define um ponto no espaco paramétrico. O obje-
tivo entdo consiste em extrair medidas e mensurar distincias entre diferentes modelos nesses
espacos paramétricos, com o intuito de quantificar a similaridade entre varidveis aleatorias,
que nesse caso representam padroes ndo deterministicos a serem estudados. Pesquisas mos-
tram que espacos paramétricos de modelos estatisticos definem variedades Riemannianas onde
a métrica natural é dada pela matriz de informacdo de Fisher. Nesse contexto, pode-se estu-
dar a caracterizacdo e evolucdo de um sistema complexo a partir de deformacdes na estrutura
geométrica de seu espaco paramétrico. Esse € justamente um dos objetos de estudo da area
conhecida como geometria da informacao, ou information geometry em inlgés, que tem como
propdsito quantificar propriedades intrinsecas de tais espagcos paramétricos através do tensor
métrico, dado pela matriz de informacao de Fisher. A motivacdo consiste em caracterizar cada
subbanda da decomposi¢do wavelet de uma imagem de textura como um sistema complexo
modelado por um campo aleatério Gaussiano Markoviano. A justificativa para a adoc¢do dessa
ferramenta matematica consiste no fato de que a transformada wavelet € ideal para a anélise
de sinais ndo estaciondrios, ou seja, sinais em que os componentes de frequéncia variam no
tempo/espaco. Devido a linearidade da transformada wavelet, pode-se considerar a hipotese de
que no dominio wavelet os dados sdo aproximadamente Gaussianos, o que simplifica sensivel-

mente a tratabilidade matematica.

Assim sendo, este trabalho de pesquisa tem por objetivo propor novas abordagens para
extragdo de caracteristicas a partir de imagens de texturas, combinando os conceitos de teoria
da informacdo, aprendizado profundo e de variedades, tendo como prioridade construir descri-
tores de texturas que possam manter e/ou melhorar o poder discriminativo de classificadores de

imagens de texturas em geral.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na secao 4.2.1 € apresentada uma pri-
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meira abordagem baseada em teoria da informag¢do em campos aleatérios Markovianos; na
secdo 4.2.2 é apresentada uma segunda abordagem baseada em aprendizado de variedades na
reducdo de dimensionalidade ndo linear; na secdo 4.2.3 é apresentada uma terceira abordagem
baseada na combinac¢ido das Redes Neurais Convolucionais (CNN’s) com a versdao adaptada
do framework DIMAL na extracdo de caracteristicas de imagens de textura; e finalmente, sao

apresentados e discutidos os resultados experimentais obtidos no Capitulo 5.

4.2 Meétodos Propostos

Nesta secdo, serdo descritas de maneira detalhada as abordagens propostas para atender os

objetivos geral e especificos apresentados na secao 1.4.

4.2.1 Novo descritor baseado em teoria da informacao em campos aleatorios
Markovianos

Nesta abordagem foi proposta um descritor eficiente que combine a teoria da informacao,
wavelets e campos aleatorios Gaussianos Markovianos para a classificacao de texturas. Esta

proposta poe em destaque os seguintes pontos:

(a) Descritor baseado na teoria da informagao para a classificacao de textura usando wavelets

e campos aleatdrios Gaussianos Markovianos.

(b) Incorporagao da geometria ndo Euclidiana por meio da matriz de informacdes de Fisher,

que define o tensor métrico do modelo paramétrico subjacente.

(c) Combinagao de caracteristicas de wavelets e propriedades estatisticas definindo uma nova

abordagem baseada em andlise de sistemas complexos.

A seguir, apresentamos a descricao, em detalhes, de como essas idéias foram aplicadas para

extrair caracteristicas eficientes para a tarefa de classificagdo de textura.

De modo geral, o objetivo principal aqui consiste em cartacterizar a textura explorando
as interacdes ndo linerares entre os coeficientes de cada subbanda wavelet sob o controle do
pardmetro f3, responsavel pelo controle da estrutura de dependéncia espacial dada por GMRE.
Nesse sentido, estipulamos que dada uma subbanda wavelet modelada por GMREF, cada pixel x;
da subbanda esta associado aos seus vizinhos 7; por meio de p(x;|n;, 0) tal como definido em

3.5.2. Assim, cada variavel aleatoria p;,i = 1,2, ...,n, que nesse caso representa algum padrao
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textural ndo deterministico sendo estudado, possui um padrido de configuragdo local x;|Jn; de
dimensao 3 x 3 devido a escolha de um sistema de vizinhanga de segunda ordem (de tamanho

A =8, as op¢des usuais de A sdo 4,8,12,20,24, etc.).

4.2.1.1 Considerando como entrada uma imagem em ton de cinza

O esquema proposto na Figura 4.1 resume brevemente a idéia principal adotada nessa abor-
dagem. O primeiro passo consistiu em decompor a imagem de textura de entrada em escala de
cinza em subbandas wavelet. Depois disso, para cada subbanda, geramos um conjunto de dados
com patches de dimensdo n X n em que n X n € igual ao valor do maior nlimero inteiro positivo
< ordem da vizinhanca +1. Assim, cada linha do conjunto de dados gerado € composta por
nove elementos (devido a dimenséo 3 x 3 dos patches extraidos). E extremamente importante
enfatizar que dividimos cada subbanda wavelet modelada por GMRF em patches de n X n com o
objetivo de realizar uma anélise contextual. Apds converter cada subbanda wavelet em um con-
junto de dados de patches, calculamos seus componentes da matriz de informacdes de Fisher
e a sua respectiva entropia de Shannon. Finalmente, apos concatenar todos os vetores de ca-
racteristicas de todas as subbandas, criamos uma versao normalizada do vetor de caracteristicas

para servir como descritor da imagem de textura entrada.

Em termos praticos, pode-se computar os tais componentes da matriz de informacao de
Fisher a partir da matriz de covariancia das varidveis aleatérias p;,i = 1,2,...,n. Seja X, a
matriz de covariancia dos vetores p;,i = 1,2,...,n, obtidos a partir da ordenagao lexicografica
de padrdes de configuracdo local x;|Jn; de dimensdo 3 x 3 devido a escolha de um sistema
de vizinhanga de segunda ordem. Assim, como cada vetor p; possui 9 elementos, a matriz de
covariancia resultante ¥, tem a dimensdo igual a 9 x 9. Considera agora ¥, como sendo a
matriz 8 X 8 obtida removendo a linha central e a coluna central da matriz X, (esses elementos
sdo as covariancias entre a varidvel central x; e cada um de seus vizinhos x; € ;). Além disso,
seja p um vetor de dimensdo 8 x 1 formado por todos os elementos da linha central do X,
excluindo o elemento do meio ( 0o que denota a variagdo de x;). Figura 4.2 ilustra o processo
de decomposi¢do da matriz de covariancia ¥, na matriz £, e o vetor P em um modelo GMRF
1sotropico entre pares (conhecido em inglé€s como an isotropic pairwise GMRF model) definido

em um sistema de vizinhanca de segunda ordem (considerando os 8 vizinhos mais préximos).

Extracao de Caracteristicas : Primeiramente, a imagem de textura de entrada é decomposta
em 10 subbandas wavelet usando DWT com nivel 3. Esse conjunto de subbandas € representado

por S na equagao (4.1).
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f:s - FisherEntropy(s)

Pixel x; na sub-banda s esta associado
aos seus vizinhos por meio de

p(xi[n;, 6)

Caracteristicas
Locais

Representacao
Global

D

Figura 4.1: O objetivo da representacao de textura é transformar a imagem de textura de entrada
em um vetor de caracteristicas que possam descrever as propriedades de tal textura, facilitando
assim tarefas subseqiientes, como por exemplo, a classificacao de textura. Normalmente, uma ima-
gem de textura é primeiro transformada em um conjunto de caracteristicas locais, que sao entao
agregadas em uma representacao global para toda a imagem ou apenas uma regiao de interesse.

S={LL3,LH3,HLy,HH3,LH>,HLy,HH,,LH|,HL , HH/} 4.1

Em seguida, a partir de uma subbanda modelada por GMRF, computamos os respectivos com-
ponentes de informacgao de Fisher e a entropia de Shannon, o que resulta no seguinte vetor de

caracteristica

V= |1d(8), 10 (8), 1012 (8), 153 2(8), 105, (8), 155 (8), 150 (6), 155 (B), Hy | (4.2)

onde Hﬁ denota a entropia de Shannon. Como temos dez subbandas wavelet, o vetor de carac-

teristicas final possui a seguinte forma

F=[V]{oVyoV30V 0VioVioVs0VgoVgoViy] (4.3)

onde Vj{ = Vi/max(v;) é a versdo normalizada de V;, que, por sua vez, indica o vetor de carac-

teristicas para a subbanda j-ésima e o indica a concatenagao vetorial.

As expressdes para o calculo do pardmetro 8, dos componentes de informagao de Fisher e

da entropia de Shannon sdo dadas por



4.2 Métodos Propostos 112

© © N o U AN W N -

1 2 3 4 6 7 8 9

Figura 4.2: Decomposi¢io da matriz de covaridnciaX, em X e P em um sistema de vizinhanca de
segunda ordem (A = 8).
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@) = |5, |, + 5 21505l ~6B Bz, |, +362 5, @5, ] @9
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onde ||A]|, indica a soma de todas as entradas do vetor / matriz A e ® indica o produto de
Kronecker (tensor). Para maiores detalhes sobre o processo de derivacdes matematicas dessas

trés medidas, podem consultar os apéndices A, B e C, respectivamente.

4.2.1.2 Considerando como entrada uma imagem colorida

Quando a imagen de entrada € colorida, o primeiro passo consiste em dividir a imagem em
trés canais R, G e B. Em seguida, extrair as ¢ aracateristicas de cada canal conforme descrito na

secdo anterior. Depois desse processo, teremos os seguintes vetores de caracteristicas

Ve = |1 (8) 1 (B)F 10 (B)F. 12 2 (B)%, 1L

(B)F 125 (B 53 (B)F 15 (B)F HE|  (4.14)
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8)9,15,(8)°.150(8)°,157)(8)0 HE| (4.15)
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1), 3 2) /A 1 2 2 2 1) 2 2) /A 1), A 2) /A
Vo = |14l (B)F 11 (B)2. 101, (8)%,153 L (B)2 11 (B)2, 150, (82,15 (B)P,15) (8)%, HE | (4.16)

Fir = Vi1 © Vi © Vs © Vg © Vs © Vs © Viey © Vieg © Vieo © Viyo (4.17)
Fg= [Vél o Véz o Vé3 o Vé4 o V(/;5 o V(,76 o Vé7 o VC/}S o VC/;9 o Vélo} (4.18)
Fig = [V 0V 0 Vg3 0 Vg 0 Vs 0 Vg 0 Vg 0 Vigg © Vigo 0 Vi (4.19)

onde Vl’] = Vij/max(vi;) € a versdo normalizada de V; j» que, por sua vez, indica o vetor de carac-
teristicas da j-ésima subbanda do i-€simo canal de imagem e o indica a concatenacgdo vetorial.
Segue-se que i e j assumem os valores {R,G,B} and {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} respectivamente.
Por fim, o vetor de caracteristicas que representard a imagem colorida de entrada € dado como

mostrado abaixo

F = [FR OFGOFB] (420)

A Figura 4.3 ilustra esse processo. Nela, observa-se que cada subbanda gera um vetor de ca-
racteristicas de tamanho 270 = n; X (n r+ es) X ne em que ng, n f» €s € ne denotam o nimero de
subbandas para cada canal, o nimero de componentes da matriz de informacdo de Fisher para
cada canal, a entropia da subbanda relacionada e o ndmero de canais, respectivamente. Aqui
estdo os valores que levamos em conta neste trabalho: ny =10, ny =8, e; = 1 e n. = 3. O algo-
ritmo 5 resume todo o processo dessa proposta na forma de uma sequéncia de etapas logicas e

objetivas.

4.2.2 Aprendizado de variedades na reducao de dimensionalidade nao li-
near em classificacao de texturas

Esta secdo apresenta uma abordagem baseada na reducio de dimensionalidade para a tarefa
de classificacdo de texturas. Essa proposta € primeiramente inspirada pela observacao de que, as
técnicas de reducdo da dimensionalidade podem efetivamente aprender informacdes relevantes
a partir dos dados brutos e, segundo, por uma ampla variedade de caracteristicas que apresen-

tam os vetores de caracteristicas gerados por cada um dos descritores classicos como GLCM,
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Y11 [fi1 f12 - fr90 f1o1 f102 . fr180 f1181 frisz - f1270]

Figura 4.3: Diagrama esquematico mostrando a abordagem proposta para extrair caracteristicas
de textura no espaco RGB.

Haralick, HOG e LBP. Com base nisso, propomos uma solugdo simples que consiste em conca-
tenar todos esses vetores de caracteristicas (referidos aqui como primeira abordagem) e também
aqueles vetores de caracteristicas construidos a partir de patches extraidos diretamente dos da-
dos brutos (referidos aqui como segunda abordagem) e faz uma sele¢do de caracteristicas por
meio do PCA e das técnicas de aprendizado de variedades para escolher um conjunto de carac-
teristicas mais eficazes para aumentar o poder de separabilidade de classes do classificador de

interesse.

A idéia consiste em criar uma abordagem para a classificacdo de texturas fortemente ba-
seada na aplicacdo de técnicas de reducdo de dimensionalidade. De acordo com o diagrama
de blocos do método proposto (Figura 4.4), as duas etapas da Figura 4.4 (a) fazem parte da
primeira abordagem e consistem em aplicar GLCM, Haralick, HOG e LBP para a extracdo de
caracteristicas. Em seguida, esses vetores de caracteristicas sdo concatenados. O motivo pelo
qual concatenamos esses quatro vetores € construir um vetor de caracteristicas de alta dimensi-
onalidade para servir de entrada para a reducao da dimensionalidade usando o PCA, ISOMAP,

LLE e Lap. Eig.. A etapa na Figura 4.4 (b) faz parte da segunda abordagem e consiste em
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Algorithm 5 Extracdo de Caracteristicas baseada em Medidas da Teoria da Informacdo em
GMRF

1: procedure EXTRACAOCARACTERISTICAS

2: Input imagem

3: If imagem colorida Split em imagens R, Ge B
4: Convert cada imagem para escala de cinza
5: Apply DWT para decompor cada imagem no dominio wavelet
6: for cada subbanda do
7: a. Extrair patches de dimensao 3 x 3
8: b. Computar a matriz de covariancia dos patches
9: c. Estimar o pardmetro 8 a partir da equagio (4.4)
10: d. Computar os componentes da informacado de Fisher a partir da equacao (4.5) até
a equacao (4.12)
11: e. Computar a entropia a partir da equagao (4.13)
12: end for
13: Normalize todos os valores
14: Concatenate os valores acima em um tnico vetor F
15: Repeat passo 2 até o passo 14 para todas as imagens presentes na base de dados.

16: end procedure

extrair patches de dimensao 32 x 32 a partir da imagem de entrada, e em seguida, concatend-los
para formar o vetor de caracteristicas da imagem. Na préximo etapa do diagrama, é realizada
a selecdo de caracteristicas através de algoritmos de PCA, ISOMAP, LLE e Lap. Eig.. A par-
tir desse processo, temos como saida um vetor de caracteristica discriminativo e reduzido que
contém apenas os melhores elementos (as informacdes mais relevantes) dos descritores de en-
trada. Em seguida, a tarefa de classificacao € aplicada sobre o dltimo vetor usando KNN, Naive
Bayes, Arvores de Decisdo e Redes Neurais. Finalmente, é realizada uma anélise comparativa
usando o teste de Wilcoxon (WILCOXON, 1992) para descobrir se os métodos de redugao de
dimensionalidade ndo linear sdo melhores que os lineares, usando as duas abordagens propos-

tas.

4.2.3 Combinando as Redes Neurais Convolucionais (CNN’s) com DI-
MAL na extracao de caracteristicas de imagens de textura

Nesta se¢do apresentamos uma nova abordagem de representacdo de textura, em duas eta-
pas, baseada em CNNs para a classificacdo de textura, combinando o aprendizado profundo e
de variedade atuando em conjunto na extragdo e selecao de padroes de texturas. Nosso método é
inspirado em primeiro lugar pela observacao de que, as técnicas de reducao de dimensionalidade
podem efetivamente aprender informacdes relevantes a partir dos dados brutos e, em segundo

lugar, pela capacidade dos modelos baseados em CNNs em manipular grandes conjuntos de
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dados rotulados e aprender caracteristicas de alta qualidade a partir deles.

Com base nisso, propomos uma solucao simples que consiste em extrair o vetor de carac-
teristicas de uma imagem de textura usando a rede VGG-19 treinada do zero e, em seguida, faz
a selecdo de caracteristicas através do framework Deep Isometric Manifold Learning que foi
modificado/reimplementado especialmente para atender a necessidade da proposta apresentada

neste trabalho.

A motivacdo para o uso da arquitetura VGG-19 foi a sua capacidade de extrair carac-
teristicas de textura de alta qualidade. Portanto, como mostrado em (FUJIEDA; TAKAYAMA;
HACHISUKA, 2017), um dos seus pontos fracos na tarefa de classificacdo de textura é causado
a alta dimensionalidade do seu vetor de saida (contendo 4096 elementos). Essa alta dimen-
sionalidade cria o fenomeno de superestimacdo dos classificadores utilizados na subsequente
tarefa de classificacdo. Nesse contexto, a combinagdo das redes neurais profundas e das propri-
edades isométricas de tais variedades imersas no espaco ambiente poderia ajudar a melhorar a

capacidade discriminativa desses descritores.

De acordo que a Figura 4.5 (a), a primeira etapa do pipeline proposto consiste em treinar a
rede VGG-19 do zero para extrair caracteristicas de textura da imagem de entrada. Em seguida,
usamos o vetor de caracteristica resultante (sendo a segunda camada completamente conectada,
FC2, de 4096 neur6nios) como entrada do framework DIMAL para a selecdo de caracteristicas
(Figura 4.5 (b)). Por fim, o vetor de caracteristicas selecionado serve de entrada para a tarefa
de classificacdo usando o classificador SVM (Figura 4.5 (c)). O algoritmo 6 resume todo o

processo dessa abordagem em uma sequéncia de etapas ldgicas e objetivas.

Em poucas palavras, a configuracdo siamesa utilizada no algoritmo 6 consiste em uma
arquitetura de duas redes idénticas que processam duas entradas diferentes. As saidas sdo entdao
combinadas em uma fun¢do de custo que normalmente € uma fun¢do da distancia entre par de
saidas. Para cada p-ésimo par de pontos, a distancia geodésica € estimada através de algoritmo

de menor caminho e entdo essa rede e treinada minimizando fungdo de custo a seguir

2
L©) = ¥ (lIze(x}") — 2o (X"l - (“21)
p

Vale ressaltar que cada uma das redes dessa configuracio modela o mapa xe : RY — R™, m <
M. Assim, o esperado aqui € com o ndmero suficiente de pares de examplos, a rede consiga

aprender a modelar uma )@, de alta para menor dimensao, que preserve a isometria.

Também, foi utilizada a estratégia de amostragem de pontos mais distante (farthest point
sampling) (BRONSTEIN; BRONSTEIN; KIMMEL, 2008; HOCHBAUM; SHMOYS, 1985)
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r
x € R™ xX'ER™,m <m
Extracao de Concatenacao de Selegao de Classificacao Imagem de
Caracteristicas Caracteristicas Atributos & Textura
Imagem de Entrada Caracteristicas de Concatenando os quatro Aphcarﬁi% 1:%: IE?M/:E; | KNN, Naive Bayes, SVM, Classificada
HOG, LBP, GLCM e vetores de caracteristicas P b Decision Tree e ML
Haralick sao extraidas da etapa anterior dimensionalidade Perceptron

__, | patches de 32x32 Comow

vetor de CaracteristicasJ

Figura 4.4: Diagrama de blocos do sistema proposto para classificacio de imagens de texturas
utilizando técnicas de reducao de dimensionalidade nio lineares ( técnicas de aprendizado de vari-
edades).

Sequéncia de blocos convolucionais
seguidos de maxpool

djuaurejadwo)) epewre)

(2Dd) epepauo)

Aplicagao da versao adaptada
do framework DIMAL para a

: l—d redugao de dimensionalidade

nao linear.

(S —

Imagem de Entrada
3x224x224 Camadas completamente _—
conectadas (FC1 e FC2)

cada uma com dimensao igual a

\ 4096 /

Versao Adaptada da Arquitetura da Rede VGG-19

Figura 4.5: Diagrama de blocos do sistema proposto para classificacao de imagens de texturas uti-
lizando a combinacao de modelos baseados em Redes Neurais Convolucionais (aprendizado pro-
fundo) e o framework DIMAL (PAI et al., 2018).

(também referida como a estratégia MinMax em (SILVA; TENENBAUM, 2004)) no algoritmo
6. Ela consiste em um método para escolher pontos de referéncia entre os pontos de uma
variedade discretamente amostrada de tal forma que, sob certas condicdes, essas amostras pos-
sam cobrir toda variedade (manifold) o mais uniformemente possivel. Partindo de uma sele¢ao
aleatdria, pontos de referéncia sao escolhidos um de cada vez de modo que cada nova selecdo
das amostras nao utilizadas tenha a maior distancia geodésica ao conjunto de amostras ja sele-

cionadas.
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Algorithm 6 Extracdo de Caracteristicas baseada em Aprendizado Profundo e de Variedades

Input imagem colorida
Output vetor de caracteristicas de menor dimensionalidade:
{xi eR",n<M},i=1,2,..N,

1. A partir da imagem de entrada, treine a rede VGG-19 do zero (from scratch) e considere
a saida da camada completamente conectada (FC2) como o vetor de caracteristicas de di-
mensdo 4096. Dessa forma, para todas as imagens de entrada teremos o seguinte conjunto de
pontos de alta dimensionalidade {X; € RM bi=1,2,..N

2. Calcule o gréfico do vizinho mais préximo a partir do vetor de pontos do passo 1 e obtenha
um conjunto de K pontos de referéncia (landmark points ) usando o algoritmo de amostragem
de ponto mais distante (farthest point sampling)

3. Calcule distancias geodésicas D; entre pares de pontos de referéncia usando Dijkstra’s ou
qualquer outro algoritmo numérico

4. Forme o conjunto contendo pares de pontos de referéncia com suas respectivas distancias

geodésicas da seguinte maneira {Xl(p ) ,Xz(p ) ,d () =g <X1(P ) ,XZ(P )> }

5. Training: Treine a rede Y@ com a configuracio siamesa para o conjunto de dados obtido
no passo 4 minimizando a funcao de custo da equacgao (4.21).

6. Inference: Obtenha o vetor de caracteristicas de menor dimensao (imersao no subespaco
de RM) através de uma passagem pela rede tal que x; = xo(X;),Vi € {1,2,...N}




Capitulo 5

RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 Datasets de imagens
Quatro datasets de imagens de textura foram utilizados nos experimentos deste trabalho:

e Salzburg (KWITT; MEERWALD, 2018) contém uma colecdo de 476 imagens de tex-
tura coloridas que foram capturadas em Salzburgo (Austria). Cada classe (do total de
10 classes), possui imagens de dimensao 128 x 128, dos quais 80% foram usados para

treinar o classificador, enquanto os outros 20% foram usados para o teste.

e Outex_TC_00010_r (OJALA T. MAENPAA; HUOVINEN, 2002) contém 24 classes
de textura, com 20 imagens por classe totalizando 480 imagens para o treinamento. O
conjunto de teste € composto de 3840 imagens, 160 imagens por classe. As imagens

foram capturadas com a iluminagdo “inca” e possuem diferentes rotagdes entre outros,
0%, 59, 10°, 159, 309, 459, 60°, 75° € 90°.

e Outex TC_00011_r (OJALA T. MAENPAA; HUOVINEN, 2002) contém 24 classes
de textura, com 20 imagens por classe totalizando 480 imagens para o treinamento, e
também, 480 imagens para o conjunto de teste. As imagens foram capturadas com a

iluminacdo “inca” e ndo possuem nenhuma variancia rotacional.

e KTH-TIPS2b (Caputo; Hayman; Mallikarjuna, 2005) contém uma colec¢do de 11
classes de imagens. Cada classe consiste em 432 imagens de textura, divididas em 4
instancias diferentes. Desse modo, cada classe possui 4 instancias, com 108 imagens
cada. Todas as imagens sdo capturadas variando escalas, angulos de visao e condi¢des de

iluminacdo para estudar a capacidade de generalizacdo dos métodos de reconhecimento
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de material para as novas instancias de material. Usamos 3 instancias das 4 instancias

para treinamento e 1 instincia para teste.

5.2 Descricao dos experimentos

Neste trabalho, realizamos os trés tipos de experimentos a seguir:

¢ Experimentos em que sao calculadas as acuracias dos classificadores classicos usando
tanto os descritores tradicionais de textura como o estado da arte para fins de analise

comparativa com a abordagem proposta;

e Experimentos em que os coeficientes Kappa sao calculados para se ter uma nocao do

grau de aceitacao da abordagem proposta;

e Experimentos em que as médias de precisao, revocacao e F1-score sao calculadas
para se ter uma noc¢ao da predicao em termo da especificidade, da sensibilidade e do

trade-offs entre as duas medidas, respectivamente.

No periodo relacionado as execugdes destes experimentos, foram aplicados os classificado-
res KNN, SVM e Naive Bayes. Os descritores considerados para a andlise comparativa foram
LBP, GLCM, HOG, Haralick e CNN treinado do zero (handcrafted CNN). Todos os experimen-
tos foram realizados em uma validagcao cruzada k — fold estratificada. Também restringimos
o parametro k do algoritmo KNN a 1 <k < \/ﬁ, onde n indica o nimero de amostras. Essa
decisdo foi baseada na teoria que diz que k deve variar entre 1 e a raiz quadrada do numero de
amostras do conjunto de dados. Para os descritores LBP e HOG, restringimos Re P a2 e 16,

usamos 128 bins e blocos de 1 x 1 de células de 128 x 128 pixels, respectivamente.

Essas configuragdes iniciais dos experimentos foram utilizadas especialmente para a pri-
meira abordagem proposta neste trabalho descrita na secdo 4.2.1.1. Para as demais abordagens

propostas, usamos ou um subconjunto dessas configuracoes ou uma extensao delas.

5.3 Medidas Quantitativas de Desempenho

Para avaliar o desempenho de uma classificacdo supervisionada de maneira objetiva, ge-
ralmente € necessdrio usar critérios quantitativos. Um dos critérios mais utilizados € a taxa de
sucesso ou a acurdcia global. No entanto, essa medida ndo permite uma andlise estatistica ro-

busta nem uma inferéncia nos resultados obtidos. Com base nisso, neste trabalho, além de usar
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a acurdcia como uma medida de desempenho, também adotamos o coeficiente Kappa de Cohen
(COHEN, 1960) como uma medida quantitativa para avaliar o desempenho do método proposto.
Uma das motivagdes que nos levou a escolher o coeficiente Kappa de um conjunto de métodos
de medidas estatisticas € sua facil tratabilidade matematica. Na literatura, podemos encontrar
expressoes fechadas bem definidas para calcular seu valor diretamente da matriz de confusdo
(CONGALTON, 1991), o que representa uma imensa facilidade para lidar com problemas de
classificacdo supervisionada. A matriz de confusdao para um problema de classificacdo com C

classes é definida como

€11 €12 - €1C
€21

Cm=
| €1 €cc | o

where each element €;; represents the number of elements of class i classified as elements of
class j. Thus, the diagonal of the matrix contains the elements that indicate the number of

success. From this, the global accuracy of the model can be computed as:

onde cada elemento €;; representa o numero de elementos da classe i classificados como
sendo da classe j. Dessa forma, os elementos da diagonal indicam o nimero de acertos. A

partir dessa matriz, a acurdcia global pode ser calculada como

Y$ cii
C C
i:]Zj:]Q'j

No contexto da classificagdo supervisionada, o coeficiente Kappa determina o grau de con-

Acc = 5.1

cordancia entre o resultado esperado e o observado pelo classificador. Quanto melhor o desem-
penho da classificacdo, maior o grau de concordancia e, consequentemente, maior o valor do

Kappa. A expressao para calcular o coeficiente Kappa a partir da matriz de confusao é dada por

NY$  ci— Y xipxsi

k pu—
C
N2 — Yy Xik Xt

(5.2)

onde x;; € a soma dos elementos da linha i , x;; € a soma dos elementos da coluna i, C é o

numero de classes e N € o niimero total de observagdes.

Alguns autores definiram possiveis interpretagdes do desempenho de um método classificacao
aplicado com base no valor associado ao coeficiente Kappa. A Tabela 5.1 ilustra a interpretagao

encontrada em (CONGALTON, 1991), que tem sido usada em todos os experimentos deste
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trabalho.

Tabela 5.1: Desempenho da classificacao em funcao do Kappa.

Coeficiente Kappa | Desempenho da Classificacao
k<0 Péssimo

0<k<0.2 Ruim

02<k<04 Razoavel

04<k<0.6 Bom

0.6 <k<0.8 Muito Bom

0.8<k<1.0 Excelente

Alternativamente, a revocagdo (ou sensibilidade) (r) foi usada para medir a propor¢ao de
instancias positivas que foram previstas pelo modelo de classificagdo, enquanto a precisao (pr)
foi usada para avaliar o modelo proposto em relagdo a confiabilidade da sua classificagdo. Além
disso, o F'1 — score foi utilizado servindo de trade — of f entre revocagdo e precisdo. A ex-
pressdo para o célculo da versdo generalizada do F'1 — score € definida na equacgdo (5.3). Ela
depende do pardmetro 3 (que nao deve ser confundido com o parametro 3 do Capitulo 4) for-

necido pelo usudrio para ponderar tanto a precisdo quanto a revocacao.

(B2 4 1)pr.r

Bort s (5.3)

Fg =

— score i S a cdi Oni 1S4 a
F1 usado neste experimento € a versao da média harmodnica da precisao e da revocacao
quando 3 = 1. No entanto, dependendo do tipo de trade-offs que se quer analisar entre essas

duas medidas, f pode ser ajustado para atingir o objetivo desejado.

As férmulas generalizadas utilizadas para o célculo da precisdo e da revocacdo de cada

classe i sdo dadas, respectivamente, por

C
pri= ==L (5:4)
Gt Xiocii
J#i
C
— L (5.5)

. c ...
j:]C]]+Zj:]Clj
J#
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5.4 Resultados e Discussoes

5.4.1 Novo descritor baseado em teoria da informacao em campos aleatdrios
Markovianos

5.4.1.1 Experimentos no Salzburg

(a) Validacao baseada em acuracia: Os resultados apresentados na Tabela D.1 referente ao
classificador KNN indicam que a abordagem proposta obteve melhor desempenho em quase
todos os valores de k, superando, portanto, demais métodos. No entanto, apenas GLCM apre-
sentou um desempenhp igual a0 método proposto para k = 4. E importante enfatizar que a
abordagem proposta € 2,78% superior tanto a0 GLCM quanto ao Haralick (com k = 2), que sao
os dois segundo melhores métodos. Desse modo, como as acurdcias desses dois descritores sao
proximas de 95%, ter uma diferenca de 2,78% (a mais) na acurdcia parece muito promissora

para essa nova proposta.

Os resultados do classificador SVM estdo resumidos na Tabela D.2. Vale ressaltar que
o método proposto proporcionou uma taxa de acerto de 98,44% usando o kernel polinomial
superando assim os quatro métodos comparativos. A diferenca de taxa de acerto entre o método

proposto e o segundo melhor método (LBP e Haralick) € de 4,00%.

Além disso, de acordo com a Tabela D.3, o método proposto apresentou uma taxa de acerto
de 94,44% com o classificador Naive Bayes, superando os quatro métodos comparativos. Es-
ses resultados mostraram também que a proposta € 2,78% superior aos trés melhores métodos

comparativos (LBP, GLCM e Haralick).

O desempenho do modelo CNN (from scratch) € apresentado na Tabela D.4 com uma taxa
de acerto de 68.90%. Como pode ser observado, a abordagem proposta € 27,8% superior ao

CNN quando comparado com a sua média de desempenho em geral.

Por fim, a abordagem proposta permitiu aumentar em 2,78%, 4,00% e 2,78% o desempenho
de KNN, SVM e Naive Bayes, respectivamente. Consequentemente, houve, em média, um
aumento de 3,19% na taxa de classificacdo no dataset Salzburg. Isso aponta claramente para a

vantagem e contribui¢des significativas do método proposto.

(b) Validacao baseada no coeficiente Kappa: Os coeficientes Kappa relacionados aos clas-
sificadores KNN, SVM e Naives Bayes sdo apresentados nas Tabelas D.5, D.6 e D.7. Com
base na interpretacao mostrada na Tabela 5.1, € evidente que, em geral, o método proposto se
destacou, sendo considerado excelente. Nao obstante, em apenas um caso o método proposto

foi considerado sendo muito bom.
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(c) Validacao baseada na precisao, revocacao e F1-score: Com base na interpretacio mos-
trada na Tabela 5.1 e nos resultados apresentados na Tabelas D.8, D.9 e D.10, € evidente que,

em geral, o método proposto se destacou, sendo considerado muito bom.

Tabela 5.2: KNN: Desempenho de classificacao em Salzburg.

Acurécia (%)
LBP | GLCM | HOG | Haralick | Abordagem Proposta
88.88 | 94.44 | 69.44 | 94.44 97.22
86.11 | 94.44 | 66.66 | 83.33 94.44
80.55 | 91.66 | 69.44 | 77.77 94.44
2 183.33 | 86.11 | 66.66 | 77.77 91.44

—l oo AN F

Tabela 5.3: SVM: Desempenho de classificacao em Salzburg.

Acuréacia (%)

Kernel LBP | GLCM | HoG | Haralick | Abordagem Proposta
Linear 93.22 | 91.66 | 86.11 | 94.44 97.22
Rbf 74.21 | 30.55 | 91.66 | 58.33 86.11
LinearSVC | 83.33 | 83.33 | 75.00 | 69.44 97.22

Tabela 5.4: Naive Bayes: Desempenho de classificacao em Salzburg.

Acuréacia (%)
LBP | GLCM | HOG | Haralick | Abordagem Proposta
91.66 | 91.66 | 88.88 | 91.66 94.44

Tabela 5.5: CNN: Desempenho de classificacao em Salzburg.

Acuréacia (%)
CNN
68.90

Tabela 5.6: KNN: Desempenho da classificacio do método proposto em func¢io do Kappa no Salz-
burg.

k | k (Coeficiente Kappa)
2 1 0.9339
4 10.9006
8 10.9339
12 | 0.7988

O restante dos resultados experimentais relacionados a primeira abordagem encontram-se

no apéncdice D, tendo a sua interpretacao semelhante a apresentada nessa se¢ao.
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Tabela 5.7: SVM: Desempenho da classificacio do método proposto em funcao do Kappa no Salz-

burg.
Kernel k (Coeficiente Kappa)
Linear 0.9670
Rbf 0.8686
LinearSVC | 0.8687

Tabela 5.8: Naive Bayes: Desempenho da classificacio do método proposto em funcio do Kappa

no Salzburg.

k (Coeficiente Kappa)

0.9010

Tabela 5.9: KNN: Desempenho da classificacio do método proposto em funcao da precisao,
revocacao e F1-score no Salzburg.

Taxa de sucesso (%)
Média k Precisdo | Revocacdo | Fl-score
Micro 2 91.67 91.67 91.67
Macro 2 94.71 92.59 92.21
Ponderada2 | 93.92 91.67 91.28
Micro 4 88.89 88.89 88.89
Macro 4 92.86 88.89 88.98
Ponderada 4 | 91.60 88.89 88.35
Micro 8 83.33 83.33 83.33
Macro 8 91.01 82.41 81.20
Ponderada 8 | 89.75 83.33 81.40
Micro 12 83.33 83.33 83.33
Macro 12 91.01 82.41 81.20
Ponderada 12 | 89.75 83.33 81.40

Tabela 5.10: SVM: Desempenho da classificacio do método proposto em funcdo da precisao,
revocacao e F'I-score no Salzburg.

Taxa de sucesso (%)
Média do Kernel precisdo | Revocacdo | Fl-score
Micro Linear 86.11 86.11 86.11
Macro Linear 92.86 86.11 85.54
Ponderada Linear 92.06 86.11 85.17
Micro Rbf 80.56 80.56 80.56
Macro Rbf 91.75 80.56 79.94
Ponderada Rbf 90.95 80.56 79.79
Micro LinearSVC 88.89 88.89 88.89
Macro LinearSVC 93.65 88.89 89.18
Ponderada LinearSVC | 92.86 88.89 88.80
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Tabela 5.11: Naive Bayes: Desempenho da classificacao do método proposto em funcao da precisao,

revocacao e F1-score no Salzburg.

Taxa de sucesso (%)
Média Precisdo | Revocacdo | Fl-score
Micro 91.67 91.67 91.67
Macro 93.78 92.59 92.76
Ponderada | 92.53 91.67 91.58

5.4.2 Aprendizado de variedades na reducao de dimensionalidade nao li-
near em classificacao de texturas

Nesta abordagem, realizamos dois tipos de experimentos, que sio:

e Experimentos usando o vetor de caracteristicas criado concatenando os descrito-
res LBP, GLCM, HOG e Haralick. Com isso, a selecdo de caracteristicas é realizada
através do PCA, ISOMAP, LLE e Lap. Eig.. A saida desse processo serve de entrada
para a tarefa de classificacio usando KNN, Naive Bayes, Arvores de decisio e MLP. As
Tabelas 5.12 e 5.14 mostram os resultados do desempenho dessa proposta no Salzburg e

Outex_TC_00011 _r, respectivamente;

¢ Experimentos usando o vetor de caracteristicas criado concatenando patches de ta-
manho 32 x 32 extraidos diretamente da imagem de entrada. Com isso, a sele¢ao de
caracteristicas € realizada através do PCA, ISOMAP, LLE e Lap. Eig.. A saida desse pro-
cesso serve de entrada para a tarefa de classificacio usando KNN, Naive Bayes, Arvores
de decisdao e MLP. As Tabelas 5.13 e 5.15 mostram os resultados do desempenho dessa

proposta no Salzburg e Outex_TC_00011_r, respectivamente

O objetivo principal foi analisar se a reducdo por PCA produz melhores resultados do que al-
goritmos de aprendizado de variedades para as duas abordagens de extracdo. Nesse sentido,
usamos o teste Wilcoxon para descobrir qual dos dois métodos possui uma diferenca significa-

tiva. Os testes foram realizados em pares e o = 0,05 foi utilizado como nivel de significancia.

Tabelas 5.12 e 5.14 apresentam uma visao geral dos resultados. Para cada conjunto de ca-
racteristicas de tamanho D reduzimos a sua dimensionalidade em d € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
caracteristicas (atributos) usando PCA, ISOMAP, LLE e Lap. Assim, a escolha do d pode
melhorar ou piorar a capacidade discriminativa dos descritores de textura durante a tarefa de
classificagdo. Como uma possivel solugdo para isso, adotamos, neste trabalho, uma abordagem
de estimativa de dimensionalidade intrinseca para encontrar o valor intrinseco de d. Ela con-

site em calcular a taxa de variancia acumulada do i-€simo componente a partir de uma lista de
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Figura 5.1: Estimacao de dimensionalidade intrinsica do ISOMAP para os datasets Salzburg e
Outex usando o vetor de caracteristicas criado pela concatenacdo dos descritores LBP, GLCM,
Haralick e HOG.

n componentes (dimensdes). Assim, a dimensionalidade intrinseca do espaco reduzido serd o
primeiro componente com taxa de varidncia acumulada maior que 95 % no caso o algoritmo
ISOMAP, por exemplo. Uma das observagdes importantes desse resultado € que todas reducoes
subsequentes calculadas com um valor maior que d geralmente tem como efeito manter as taxas
de acerto e as vezes pode aumenté-las levemente. Figura 5.1 mostra o valor observado de d,
variando de 0 a 100, com base na taxa de variancia retida nos atributos. Também mostra que as
dimensionalidades intrinsecas dos datasets Salzburg e Outex para o algoritmo ISOMAP sao 10

e 24, respectivamente.

Também, realizamos andlises mais pronfundas que consistem em comparar o desempenho
entre pares de métodos de reducdo de dimensionalidade através do teste de Wilcoxon com um
nivel de significancia @ = 0,05: PCA com ISOMAP, PCA com LLE e PCA com Lap. Eig.
Para observar os resultados com mais detalhes, boxplots do Salzburg e Outex consistindo em

pares PCA com LLE e PCA com Lap. Eig sdo mostrados nas Figuras 5.2 (b) e 5.2 (c), respecti-
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Figura 5.2: Acuracias do PCA, ISOMAP, LLE e Lap. Eig. no Salzburg usando como vetor de
caracteristicas patches de tamanho 32 x 32 (a), no Salzburg usando como vetor de caracteristicas
a concatenacao dos descritores LBP, GLCM, Haralick e HOG (b) e no Outex como vetor de ca-
racteristicas a concatenacao dos descritores LBP, GLCM, Haralick e HOG (c). Boxplots em cinza
correspondem as significancias quando comparado com a acuracia do outro método com p-value
< 0.05. Aqui, 0 nome Salzburg-2 (a) é referente ao segundo tipo de experimentos descritos nessa
secao. Analogamente, os nomes Salzburg-1 (b) e Outex-1 (c) sao referentes ao primeiro tipo de
experimentos descritos nessa secao.

Numero de Caracteristicas

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
PCA KNN | 58.33 | 88.89 | 88.89 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
N.B. | 80.56 | 86.11 | 97.22 | 100.00 | 97.22 | 100.00 | 97.22 | 100.00 | 100.00 | 100.00
MLP | 38.89 | 77.78 | 80.56 | 94.44 |97.22 |91.67 | 97.22 | 100.00 | 100.00 | 100.00
DT 52.78 | 86.11 | 88.89 |94.44 | 9444 |88.89 |94.44 |9444 |97.22 | 88.89
ISOMAP | KNN | 86.11 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 97.22 | 100.00
N.B. | 75.00 | 100.00 | 100.00 | 97.22 | 100.00 | 97.22 | 100.00 | 94.44 | 88.89 | 100.00
MLP | 44.44 | 7778 | 91.67 | 91.67 |94.44 | 94.44 | 100.00 | 97.22 | 97.22 | 100.00
DT 75.00 | 97.22 | 88.89 | 9444 | 9722 |9444 |83.33 |83.33 |91.67 | 83.33
LLE KNN | 66.67 | 69.44 | 94.44 | 100.00 | 97.22 | 97.22 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 97.22
N.B. | 41.67 | 68.75 | 78.13 | 83.33 | 8229 | 8229 |94.79 |92.71 | 89.58 | 90.63
MLP | 30.56 | 16.67 | 55.56 | 55.56 |47.22 |50.00 | 69.44 |47.22 |94.44 | 83.33
DT 63.89 | 75.00 |91.67 |94.44 |91.67 |97.22 |97.22 |88.89 |9444 |94.44
Lap. Eig. | KNN | 72.22 | 83.33 | 100.00 | 100.00 | 97.22 | 100.00 | 100.00 | 94.44 | 100.00 | 100.00
N.B. | 72.22 | 83.33 | 100.00 | 97.22 | 100.00 | 97.22 | 97.22 | 94.44 | 100.00 | 97.22
MLP | 11.11 | 55.56 | 91.67 | 100.00 | 91.67 |94.44 | 97.22 |91.67 | 100.00 | 97.22
DT 63.89 | 80.56 | 100.00 | 100.00 | 94.44 | 94.44 |94.44 |94.44 |91.67 |91.67

Tabela 5.12: Resultados quantitativos comparando PCA com as trés técnicas de aprendizado de
variedades na base Salzburg. Aqui consideramos o vetor de caracteristicas completo criado con-
catenando todos os descritores.
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Numero de Caracteristicas

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 100
PCA KNN | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
N.B. | 53.82 |68.14 | 7033 |72.68 |71.99 | 7523 |7895 |79.15 | 79.15 | 80.78 | 83.24
MLP | 91.11 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
DT 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
ISOMAP | KNN | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
N.B. | 44.08 |4585 |5297 |51.37 |5435 |56.01 |5448 |56.24 |58.69 | 60.03 | 68.89
MLP | 88.46 |98.76 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
DT 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
LLE KNN | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
N.B. | 2291 |36.01 |41.08 | 4350 | 48.04 |49.51 |49.58 |51.80 |52.75 |53.89 | 63.33
MLP | 43.46 | 5255 |54.80 |57.78 | 63.89 | 6882 |69.12 |71.86 | 7242 |77.25 |90.20
DT 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
Lap. Eig. | KNN | 99.97 | 99.97 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 99.97 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00 | 100.00
N.B. | 4778 | 46.54 |54.64 | 5297 |5533 |5634 | 5539 |56.67 |54.41 |56.70 | 61.01
MLP | 66.86 | 76.18 | 80.36 | 86.44 | 91.57 |92.88 |9526 |98.56 |98.14 | 99.08 | 99.74
DT 9990 [99.93 19993 9993 |99.87 |99.84 |99.97 |99.97 |99.84 | 99.87 | 99.80

Tabela 5.13: Resultados quantitativos comparando PCA com as trés técnicas de aprendizado de
variedades na base Salzburg. Aqui, o patch de dimensao 32 x 32 de uma imagem de textura é
considerado como vetor de caracteristicas.

Numero de Caracteristicas

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

PCA KNN | 20.83 | 77.08 | 94.79 | 90.63 | 95.83 | 95.83 | 98.96 | 97.92 | 96.88 | 97.92
N.B. | 25.00 | 73.96 | 91.67 | 87.50 | 91.67 | 92.71 | 91.67 | 95.83 | 96.88 | 98.96
MLP | 13.54 | 59.38 | 81.25 | 84.38 | 88.54 | 88.54 | 94.79 | 95.83 | 96.88 | 98.96
DT 20.83 | 68.75 | 88.54 | 83.33 | 84.38 | 85.42 | 86.46 | 88.54 | 92.71 | 92.71
ISOMAP | KNN | 31.25 | 83.33 | 89.58 | 92.71 | 92.71 | 96.88 | 97.92 | 97.92 | 98.96 | 95.83
N.B. | 31.25| 70.83 | 81.25 | 88.54 | 84.38 | 94.79 | 92.71 | 96.88 | 94.79 | 94.79
MLP | 17.71 | 60.42 | 82.29 | 87.50 | 88.54 | 91.67 | 92.71 | 92.71 | 94.79 | 95.83
DT 22.92 | 69.79 | 85.42 | 83.33 | 78.13 | 90.63 | 88.54 | 84.38 | 87.50 | 86.46
LLE KNN | 40.63 | 67.71 | 79.17 | 88.54 | 89.58 | 92.71 | 98.96 | 97.92 | 100.00 | 96.88
N.B. | 41.67 | 68.75 | 78.13 | 83.33 | 82.29 | 82.29 | 94.79 | 92.71 | 89.58 | 90.63
MLP | 30.56 | 16.67 | 55.56 | 55.56 | 47.22 | 50.00 | 69.44 | 47.22 | 94.44 | 83.33
DT 63.89 | 75.00 | 91.67 | 94.44 | 91.67 | 97.22 | 97.22 | 88.89 | 94.44 | 94.44
Lap. Fig. | KNN | 46.88 | 84.38 | 88.54 | 91.67 | 88.54 | 95.83 | 92.71 | 88.54 | 88.54 | 91.67
N.B. | 50.00 | 73.96 | 75.00 | 78.13 | 77.08 | 82.29 | 82.29 | 82.29 | 83.33 | 86.46
MLP | 1042 | 42.71 | 58.33 | 58.33 | 66.67 | 67.71 | 73.96 | 69.79 | 77.08 | 86.46
DT 43775 1 69.79 | 77.08 | 83.33 | 83.33 | 85.42 | 88.54 | 88.54 | 88.54 | 88.54

Tabela 5.14: Resultados quantitativos comparando PCA com as trés técnicas de aprendizado de
variedades na base Outex. Aqui consideramos o vetor de caracteristicas completo criado concate-
nando todos os descritores.
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Numero de Caracteristicas

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 100

PCA KNN | 56.51 | 62.24 | 61.98 | 60.42 | 58.33 | 54.69 | 53.65 | 52.60 | 48.96 | 45.83 | 37.50
N.B. | 61.98 | 70.05 | 73.95 | 76.30 | 79.43 | 78.91 | 79.69 | 80.47 | 79.95 | 80.47 | 80.47
MLP | 63.80 | 73.70 | 77.08 | 75.26 | 76.82 | 71.88 | 69.79 | 67.97 | 63.80 | 63.02 | 49.23
DT 53.39 | 56.25 | 61.20 | 58.33 | 57.81 | 58.85 | 58.33 | 55.73 | 57.81 | 57.29 | 53.13
ISOMAP | KNN | 70.31 | 76.82 | 76.56 | 76.30 | 75.78 | 76.56 | 76.56 | 76.56 | 75.78 | 75.50 | 72.14
N.B. | 55.99 | 68.23 | 72.66 | 73.18 | 73.18 | 73.70 | 73.96 | 72.92 | 73.96 | 74.48 | 73.70
MLP | 51.82 | 60.42 | 65.63 | 63.28 | 66.41 | 62.76 | 60.94 | 57.81 | 63.02 | 56.25 | 54.95
DT 58.07 | 65.36 | 66.93 | 66.41 | 64.58 | 62.50 | 63.02 | 61.20 | 61.46 | 63.02 | 64.32
LLE KNN | 59.11 | 68.23 | 66.15 | 70.57 | 72.14 | 70.57 | 71.88 | 71.88 | 73.44 | 72.40 | 65.10
N.B. | 58.59 | 64.32 | 68.23 | 71.88 | 75.00 | 75.52 | 77.08 | 79.17 | 78.13 | 79.95 | 82.55
MLP | 37.24 | 37.50 | 42.19 | 42.71 | 44.53 | 45.83 | 48.18 | 46.88 | 46.09 | 47.66 | 53.91
DT 53.13 | 53.65 | 50.26 | 58.33 | 59.11 | 55.73 | 59.11 | 56.77 | 53.65 | 51.82 | 52.34
Lap. Eig. | KNN | 61.46 | 69.27 | 69.27 | 71.61 | 73.70 | 73.96 | 76.56 | 75.78 | 74.48 | 74.48 | 67.45
N.B. | 47.66 | 58.59 | 63.02 | 61.72 | 64.58 | 66.93 | 67.71 | 68.23 | 68.49 | 68.49 | 67.45
MLP | 59.38 | 67.71 | 74.22 | 71.09 | 71.88 | 75.26 | 74.22 | 74.22 | 74.22 | 73.96 | 67.97
DT 58.85 | 63.28 | 62.76 | 62.50 | 61.98 | 65.10 | 66.41 | 64.32 | 63.80 | 62.50 | 60.42

Tabela 5.15: Resultados quantitativos comparando PCA com as trés técnicas de aprendizado de
variedades na base Outex. Aqui, o patch de dimensio 32 x 32 de uma imagem de textura é consi-
derado como vetor de caracteristicas.

vamente. Os boxplots sombreados em cinza correspondem a dados com diferenca significativa

quando comparados a acurdcia do outro método, obtendo-se o valor de p < 0.05.

Obtivemos resultados significativamente melhores para PCA quando comparado com LLE
no Salzburg (Figura 5.2 (b)) e com Lap.Eig para Outex (Figura 5.2 (c)), de acordo com o
teste estatistico de Wilcoxon. De modo geral, pode-se observar que os resultados nao foram
significativamente piores, exceto no caso em que o valor de d € igual a 1 para todos os métodos

nos dois datasets.

Uma visdo geral do segundo conjunto de experimentos € apresentada na Tabela 5.13 e na
Tabela 5.15 em que utilizamos os seguintes valores para d: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45,50 e
100. A ideia principal aqui consite em averiguar se a extracao de patches diretamente dos dados
brutos de uma imagem de textura pode melhorar ou manter os resultados (taxas de acerto na

classificagdo), e também comparar o uso do PCA e os métodos de aprendizado de variedades.

O unico resultado que apresentou diferenca significativa entre as comparagdes entre pares
foi entre PCA e ISOMAP no Salzburg, conforme mostrado na Figura 5.2 (a). O PCA apresen-
tou significativamente melhor acuracia do que ISOMAP nesse dataset, de acordo com o teste
estatistico de Wilcoxon para o valor de p < 0.05. Mais importante, em uma perspectiva mais

geral, os resultados ndo foram significativamente piores.
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5.4.3 Combinando as Redes Neurais Convolucionais (CNN’s) com DI-
MAL na extracao de caracteristicas de imagens de textura

Treinando o modelo do zero (training from scratch) Comparamos a abordagem proposta com
dois modelos existentes considerados como estado de arte dos modelos baseados em CNN para
a tarefa de classificacdo de textura, a saber ScatNet e PCANet. O modelo proposto alcangou
um alto desempenho na classificacdo no dataset Salzburg (100.00 %) e KTH-TIPS2b (99.5 %),
enquanto o ScatNet também obteve melhores resultados nos dois datasets, 99.7 % em Salzburg
€ 99.4 % em KTH-TIPS2b. O PCANet, por sua vez, apresentou um desempenho satisfatério
na classifica¢do de textura, 79.2 % em Salzburg e 84.9 % em KTH-TIPS2b. Comparado com
ScatNet e PCANet, a extracao de caracteristicas no modelo proposto € muito mais rapida, com
bom desempenho, e consequentemente, ideal para aplica¢des de visdo computacional em tempo

real, por exemplo.



Capitulo 6

CONCLUSOES

O problema de quantificar uma medida de similaridade adequada entre diferentes obje-
tos em um conjunto de dados é uma tarefa desafiadora em muitas aplicacdes em aprendizado
de méquina. Encontrar medidas de similaridade alternativas é crucial para a andlise de da-
dos, especialmente em situagdes em que a distancia Euclidiana padrdo se torna uma escolha
nao razodvel. Medidas baseadas em teoria da informacdo foram aplicadas com sucesso em
estatistica para quantificar o grau de similaridade entre varidveis aleatorias. Nesse contexto,
os conceitos de entropia e informagao de Fisher fornecem uma sélida base matematica para o

aprendizado nao supervisionado de atributos em imagens de textura.

Com relagdo a esse problema, a grande contribui¢do deste projeto de doutorado foi o desen-
volvimento de um novo descritor para imagens de texturas baseado nas matrizes de informagao
de Fisher de modelos de campos aleatdrios Gaussianos Markovianos obtidas a partir das sub-
bandas de uma arvore de decomposicdo wavelet. Os resultados obtidos, tanto através das
derivacdes matematicas das expressoes de forma fechada dos componentes da matriz de informa-
cao de Fisher quanto pelo bom desempenho na tarefa de classificagdo, mostraram que a abor-
dagem proposta € vélida, pois produz resultados estatisticamente significantes sendo também

competitivos com o estado da arte na 4rea.

Numa outra vertente, os métodos de extracdo de caracteristicas sdo ferramentas matematicas
necessdrias para andlise de dados e aprendizado de métricas ndao supervisionado, uma vez que
a presenca de dados de alta dimensdo tem se tornado padrao nas aplica¢des modernas de pro-
cessamento de imagens e visdo computacional. Recentemente, o aprendizado profundo tem
sido considerado por muitos profissionais e pesquisadores como o estado da arte na criacao
de atributos a partir de conjuntos de dados de alta dimensionalidade, especialmente a partir de
imagens. Um requisito para o aprendizado profundo ter um bom desempenho € ter um nimero

de amostras elevado para ajustar adequadamente milhdes de parametros das redes neurais, o



6 Conclusoes 134

que nem sempre € possivel. Os algoritmos de redu¢do de dimensionalidade, por outro lado,
sdo capazes de aprender atributos discriminantes a partir de conjuntos de dados menores, pro-
duzindo bons resultados mesmo quando o nimero de amostras € menor ou igual ao nimero de
atributos originais. Além disso, pode-se mostrar que esses métodos estdo profundamente co-
nectados ao aprendizado de métricas nao supervisionado, no sentido de que, além de aprender
uma representacao mais compacta e significativa para o conjunto de dados observado, esses
métodos também aprendem uma funcdo de distancia que geralmente € geometricamente mais
adequada para representar uma medida de similaridade entre um par de objetos na colegdo.
Em outras palavras, aprendendo a estrutura oculta, em geral, ganhamos uma métrica mais po-
derosa gratuitamente. Portanto, ndo parece razodvel supor que, eventualmente, o aprendizado
profundo substitua todos os algoritmos tradicionais de reducdo de dimensionalidade e aprendi-
zado de variedades. Além disso, a maioria dos modelos de aprendizado profundo trabalha com
o paradigma de aprendizado supervisionado, uma vez que sdo generalizacdes de perceptrons
multicamadas, o que significa que informacdes sobre os rétulos das classes sdo necessdrias, o

que nem sempre € possivel nas tarefas de reconhecimento de padrdes.

Nesse contexto, a grande contribui¢do deste projeto de doutorado foi o desenvolvimento de
um novo descritor que possa aplicar métodos de aprendizado de variedades para a redugao de
dimensionalidade ndo linear em problemas de classificagcdo de texturas, verificando se tais algo-
ritmos sdo mais eficazes do que métodos lineares como a Analise de Componentes Principais
(PCA). Os resultados obtidos foram promissores € mostraram que a maioria de comparagdes
entre PCA e cada um os algoritmos de aprendizado de variedades nao apresentaram diferencas
significativas. Isso deixa claro que ao aumentar a dimensionalidade do espago de atributos ex-
traidos impulsionaria/melhoraria o poder descriminativa dos descritores selecionados através

das técnicas de aprendizado de variedades.

Além diss, o presente projeto de doutorado gerou mais uma grande contribui¢cdo no que diz
respeito ao uso do aprendizado profundo na classificacdo de imagens de texturas. Foi desen-
volvido uma nova abordagem de representacao de textura, em duas etapas, baseada em CNNs
para a classificacdo de textura, combinando o aprendizado profundo e de variedade atuando
em conjunto na extracdo e selecdo de padrdes de texturas. Os resultados obtidos nos permitem
concluir que a metodologia proposta é capaz de melhorar significativamente o desempenho da
classificacdo de imagens de texturas nessa drea. Dessa forma, a principal vantagem do método
proposto em relacdo aos modelos existentes na literatura é o baixo custo computacional para

treinar o modelo.

Por fim, em trabalhos futuros, devem ser explorados outros tipos de wavelet (em vez
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de Daubechies que foi utilizado no contexto deste trabalho), e também, diferentes niveis de
decomposicao para tentar melhorar o desempenho do descritor proposto. No que diz respeito a
proposta relacionada a reducao de dimensionalidade nao linear, deve-se aumentar a dimensiona-
lide dos espacos de atributos de entrada, e também, estudar melhor os espagos gerados para tais
algortimos com objetivo de promover o desempenho das subsequentes tarefas de classificagdo.
Finalmente, outro aspecto a ser considerado € a exploracdo de outros modelos baseados em
CNN, como AlexNet, ResNet ambos treinados do zero, para extrair caracteristicas texturais, e

em seguida, averiguar se houve ou nao melhoria no desempenho do método proposto.

6.1 Trabalhos Publicados

6.1.1 Artigos em Periddicos e Conferéncias

O presente projeto de doutorado gerou alguns artigos cientificos em conferéncias e revistas
da area. A seguir encontra-se a lista dos principais trabalhos publicados e também aqueles

submetidos para a publicagao:

e Nsimba, C.B., Levada, A. An information-theoretic wavelet-based texture descriptor using
Gaussian Markov random field models. Multimed Tools Appl 78, 31959-31986 (2019).
https://doi.org/10.1007/s11042-019-07916-3 [Qualis: Bl, Status: Jd publicado]

e Nsimba C.B., Levada A.L.M. (2019) Nonlinear Dimensionality Reduction in Texture
Classification: Is Manifold Learning Better Than PCA?. In: Rodrigues J. et al. (eds)
Computational Science — ICCS 2019. ICCS 2019. Lecture Notes in Computer Science,
vol 11540. Springer, Cham [Qualis: Al, Status: Jd publicado]

e Nsimba, C.B., Levada, A. Exploring Information Theory and Gaussian Markov Random
Fields For Color Texture Classification. ICIAR (2020). https://www.aimiconf.org/iciar20/
[Qualis: Bl, Status: Aprovado para publica¢do)

e Nsimba, C.B., Levada, A. A Novel Information-theoretic Approach for Texture Image
Characterization: Exploring Fisher Information in Gaussian-Markov Random Fields. In-
ternational Journal of Pattern Recognition and Artificial Intelligence (IJPRAI).

https://www.worldscientific.com/worldscinet/ijprai [Qualis: Bl, Status: Em avalia¢do)

e Nsimba, C.B., Fiogbé, E., Levada, A. P-WMSD: An integrative framework for preventing
Work-related Musculoskeletal Disorders through Image Analysis Techniques. MICCAI
(2020). https://www.miccai2020.org/en/ [Qualis: Al, Status: Em avaliagdo]
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e Nsimba, C.B., Levada, A. Combining Deep and Manifold Learning For Nonlinear Feature
Extraction in Texture Images. EUSIPCO (2020). https://eusipco2020.org/ [Qualis: A2,

Status: Em avaliagdo)

e Nsimba, C.B., Levada, A. Rotation-Invariant Feature Extraction in the DTCWT Domain
based on Information Theory. CIARP (2020). https://ciarp2020.org/ [Qualis: Bl, Status:
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GLOSSARIO

CNN - Convolutional Neural Network
DIMAL — Deep Isometric Manifold Learning Using Sparse Geodesic Sampling
DWT — Discret Wavelet Transform

FC - Fully Connected

GLCM - Gray Level Co-occurence Matrix
GMRF - Gaussian Markov Random Field
HOG - Histogram of Oriented Gradients
ISOMAP - Isometric Feature Mapping
KNN - K-Nearest-Neighbor

LBP — Local Binary Pattern

LLE — Local Linear Embedding

Lap. Eig. — Laplacian Eigenmaps

MLP — Multi-Layer Perceptron

MRF — Markov Random Field

PCA - Principal Component Analysis

SVM - Support Vector Machine



Apendice A

DERIVACOES MATEMATICAS DO PARAMETRO f3

Seja p(xi|n;, ) a funcio densidade de probabilidade condicional local de um GMREF, con-
forme definido na equagio (3.13). Dessa forma, substituindo p(x; 6) por p(xi|mi,0) em (3.21)

a nova expressao da matriz de informacao de Fisher torna-se

(1)}, = | (55 0ertsin.8)) (55 loertsin.d))|

o . (A.1)
=—E lmlogp(ximi,e)] parai,j=1,...,n.

A funcgdo pseudo-verossimilhanga é definida como produto das fun¢des densidade de pro-
babilidade condicional local, conhecidas como LCDF’s (Local Conditional Density Functions)

em termo inglés e é dada por

L(é;X) = E!p(xl-!m,é’) (A.2)

Inserindo a equagdo (3.13) dentro da equacao (A.2) resulta em

n
log L (8:X) = ~Zlog (2n0?) _ xi—u)| . A3
g Slog ( Z,[ uﬁj;h(J 1) (A3)
Ao diferenciar a equagio (A.3) em relag@o a 3 e ao resolver adequadamente a equagdo de
pseudo-verossimilhanca, obtemos o seguinte estimador para o parametro inversa da tempera-

tura:
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[(Xi—u) Y (xj_ﬂ)] Y o
=1 JEMi JEM;

BupL = — = (A.4)
oY Yo
Y| S
i=1 [ jen;
Usando a nota¢@o matricial de covariancia introduzida no Capitulo 4, temos
A IRl
BupL = o1 (A.5)
= 1l

onde [|A||, indica a soma de todas as entradas do vetor / matriz A.



Apendice B

DERIVACOES MATEMATICAS DOS
COMPONENTES DA MATRIZ DA INFORMACAO DE

FISHER
B.1 Derivacao de Ifll,z (6)
A partir da equagao (A.1), pode-se escrever:
- d - 0 -
I (8)=E (ﬁlogp(ximz',@)) <ﬁlogp(x,-|m,0))]
(B.1)
=FE

a . 2
(EIOgP(xiMi,@)) ] :

Inserindo a equacdo (3.13) dentro da equacgdo (B.1) resulta em

2 2
If&?(?))E{(%log(@ew{ﬁ[’%uBjezmmu)] })) ] (B.2)

Aplicando algumas propriedades matemadticas e estatisticas bdsicas e, em seguida, calculando

as respectivas derivadas leva a expressao final do I,SB (6).
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JEM; JEM;

ni=A b

(B.3)
(i—p)*=2B Y (i—p)(xj—p)

JEM;

2ot
:E{_%l_lﬂgzl} {@—ﬁ Z(xjﬂ)]}z
{

+B2Y Y (o —1)(x —/J)] }
JENi ken;

1—BA? |E(x;—u)? 1
OB Ly, gy chk)]

N— JEN; jeniken;
1

2
-5 1‘?(2’32"”‘[522 Z""k)

JEN; JENi ken;

onde A denota o suporte do sistema de vizinhang¢a (no nosso caso A = 8, pois temos um sistema
de segunda ordem), o;j denota a covariancia entre a varidvel central x; e um de seus vizinhos

Xj € M; € 0k denota a covariancia entre duas varidveis x; e x; na vizinhanga 7);.

B.2 Derivacio de 1" (6)

po?
A partir da equacdo (A.1), pode-se escrever / )2 (é) como

(1
uoc

- 0 - 0 -
1;‘;2<9> =E [(ﬁlogp(mlm,eo <a—0_210gp(xi\m,9))} (B.4)
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o2

Inserindo a equagdo (3.13) dentro da equacao (B.4) tem-se

10.(6)=E (%log<\/2:r76>ip{ —%,z[xi_“‘ﬁ];h(x"_“)r}>) B5)
(o] slens ] )]
que, depois de algumas expansdes matematicas, resulta em
1. (8)=E (%mgv\/%czjr%{ — % [xi—u —ﬁjgh(xj —M)]z}>
0
(a?ﬂ log\/2;7+ aiZ{_ 2;2 [x,-—u—ﬁj;i(xj—u)}z})]
[oialosrgisl)
ol g nmr gl
ni=A
T
—&|{ 5218 | (1) - gzn,(x"_“)” B
a ser multiplicado por]a e tl> ’
{ié%; :(xi—u)—ﬁjgi(xj'—ﬂ):z}]
a h b 0
= E{ - 2—;4(1 —BA) :(xz' — 1) _B,;;,-(Xj —“):
+%(1 —BA)+ {(xi—u) —B];i(xj—“)r}
T
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Devido a linearidade do operador valor esperado e levando em conta que E[X| = U, e, torna-se

ex=Elxi—p]-B ) Elx;—p]
JENi

=Elx]—pu—pB ) Elxjl—n
JEN;

=0-0=0.

Vamos expandir a expressao de e da seguinte maneira

€1=E{[(Xi—u)—l3 Z(xj_ﬂ)r}

JEM;

= [(xi—uf] -3 Y E

JEM;

(i — ) (i — 1) (xj — H)]

+382Y Y E

JENi ken;

Y Y YE

JENiken;len;

(i — ) (xj — p) (k. — u)]

() — ) (e — ) (31 — u)]

Sabe-se que para varidveis aleatérias Gaussianas os momentos centrais sao definidos como

0 se p € impar
E[(x—p)P] =
o’(p—1)!! se pépar.

Aqui n!! indica o duplo fatorial ou semifatorial, ou seja, o produto de todos os nimeros de 1 até
n que t€ém a mesma paridade que n. Levando em consideracao essa suposicdo e de acordo com
o teorema de Isserlis (ISSERLIS, 1918), e; torna-se zero. Consequentemente, inserindo e € e;

na equacdo (B.6) leva a
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B.3 Derivacao de / Sg (6)

A expressdo de / L(tlﬁ) (6) ¢ definida como

_ 2 5) (2 6
ISB)(G) e Kﬁlogp(ximi» 9)) (%logp(ximi, 9))] (B.7)

Inserindo a equacgdo (3.13) dentro da equacdo (B.7) enquanto manipula-se as expressoes resul-

tantes leva a

Mgy —
Iuﬁ(e) -

leon- o)

JEn;

—|xi—u—-BY (xj—u) 2})]

N JEM;

Y
QO
3:|QJ
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[\®]
:] k.
J
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(B.8)

QN| —_
lng
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I

— ——= = — =
|
Q|»—n
™o
| — |
|
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|
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N~—

—_
Ry
|
=
|
=
—~
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|
=
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——
1

Yo =) =B Y, Y (j—u)(u— u)”]

JEN: Jeniken;

Y i) - -2 Y Y (- u

JEN; JENi ken;

(- - +p> Y. Y Z(xj-—u)(xk—u)(xz—u)] }

JENiken;len;

|
b
—N
qll
=
B

U w2 E ol

Jjen: Jeniken;

i) —w)]+p* Y. Y ZE[(Xj—u)(xk—u)(xz—u)]}-

JENiken;len;
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Como pode-se observar na equacao (B.8), todos os momentos de ordem superior sdao produto
de um nimero impar de varidveis aleatérias Gaussianas. Consequentemente, eles sdo iguais a

zero pelo teorema de Isserlis, resultando em / () (é) =0.

up
. ~ (1) /R
B.4 Derivacaodel , (9)
ol
A expressdo de Iélz)u (6) ¢ dada por
S d ~ d "
10,6 = | (s toeptuin.8)) (57 oepsin.d))| ®9)

Inserindo a equacdo (3.13) dentro da equagdo (B.9) enquanto manipula-se as expressoes resul-

tantes leva a
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I(()'IZ),LL(_é) —E (8?72 lo \/%-1- 8372{_2:72 [x, Ivl—ﬁjg,h(x,—u)}z})
(@ i sl s o)
0

s

{_%2% x,—u—ﬁjgﬁ(xj—#)} {xl’_“_l};’h(x’_“)] }]
el

(- rg e sgons)

ni=A
a b

a ser multipli‘c,ado poraeb
l 3
B+ 5os(1-BA (i) B X (x5 )]
{ 26 JEMI
1

5188 510~ B X 3 ]}

JEM;

. 3
= (126[2A) E{ {(xi —H)— ﬁjgw(x]- —u)] }

-~

—(lz_—ch)E{(xi—M)—ﬁ Z(xj_“)}

JEMN;
e

(.

Como pode-se observar na equacao (B.10), e e e; sdo os mesmos que 0os mencionados na secao

B.2. Consequentemente, sdo iguais a zero, o que resulta em / (12) (é) =0.
o’u
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B.5 Derivacao de 15;12)02(5 )

A expressdo de I((ylz)c2 (é) ¢ dada por

10 ®) = | (5etoertuin.8)) (52 1ozptsin.6)) | ®B.11)
Inserindo a equagao (3.13) dentro da equagao (B.11) enquanto manipula-se as expressoes resul-

tantes leva ao conjunto de passos a seguir

— 2 2
0 @ -2 1 o J_ 1| _u_ _
10'262(9) =E 862 logm—i_ 862{ 262 Xi— U ﬁj;h(xj ‘u’)

9 1 ]
—F 862(1‘%@“‘%%)

il -l g )
R R R B2

JEM;

1 1 2
= m—ﬁE{ {(x"_“)_ﬁ,;h(xj_“)} }

~
€]

1 4
+mE{ [<xi—u>—ﬁj§i<xj—u>] }

v~

€2

2
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Vamos expandir as expressoes de e € ey, respectivamente da seguinte maneira

el ZE{ l(xz'—u)—ﬁj;i(xj'—u)r}

=E{ {(xi—u)z—Zﬁ Y (i = p)(xj— )

JEM;
+82Y Y (xj_.u)(xk_“)} }
JENi ken;

=E[(xi— 1)1 =28 Y E[(xi — u)(x; — )]

JEM;

+B2 Y. Y El(— ) (a—p)]

JENi ken;

=028 Y o +B* Y Y ou

JEN; JEMi ke,

ez:E{[<x,~—u>—ﬁj§n<x,~—u)r}

—EH Y4B Y (x — )

JEM;
+6B2 Y Y (i — ) (o — ) (e — )
JENiken;
—4>Y Y ¥ (n — 1) (e — ) (3 — )
JeENiken;len;

+8Y Y Y Y (v m—u)(n—u)(m—u)]}

JjeEN ken; len; men;

=E[(xi— )" =48 Y E[(xi—1)>(x; — )]

JEN;
+6B7 Y Y El(xi— 1) (xj — ) (i — )]
JEMiken;
48> Y Y Y E[(i— ) (o — 1) (i — ) (xr — )]
JjENiken;lemn;

+B8*Y Y Y Y E[(x— ) (e — 1) (o — ) (v — )]

JENi ken; len; men;

Usando o teorema de Isserlis para a distribucdo de varidveis aleatdrias Gaussianas, € possivel

expressar os momentos de ordem superior como fun¢des de momentos de segunda ordem. Por-
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tanto, e torna-se

er=30"—120"B Y o;;+6B> Y Y o’ou+1282 Y Y oijou

JEM; JEN kEN; jEN ken;
3
—4B° Y Y Y (0ijou+0y0j + 00
JjEniken;len;

+B8*Y, Y Y Y (6/k0um+ 6jiCin + OjmOK)

JENiken; len; men;

Depois de inserir as expressoes de ey and e, de volta na equacao (B.12), temos
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11(712)62(5):% 27_6[ =28 Y o+ Y ZG]k]

JENi JENi ken;
1
+E 64—12(72[3 ZGij+6BZZ ZGszk
JEN; JENi ken;
+1282 Y Y ojjou—4> Y. Y, Y (6ijou + 0waji + 0u0)
JENi ken; JjeENiken;len;

+ﬁ4 Z Z Z Z (o-jkalm‘i'cjlgkm"i'cjmckl)

JENikeN; len; meN;

13 4, 1 5, 1
:4G4+4686 T 206° _266[_2ﬁ Zcij]

JEN;
2 2
266 Y)Y G]k+—6B Y Y o
JENi ken; jeniken;
1
+ 1554 —36°B Y 0;;+3B* Y. Y oijou
j€7h jETl,’kETI,‘
_ﬁ3 Z Z Z(Gij6k1+6ik0ﬂ+6ildjk)
JENiken;len;
B4 Z Z Z Z (Ojk Ol + G 1Ot + G jin Ok )
Jen,ken,lenlmen, (B.13)
6[)) Z Oij — Zﬁ Z Oij
JEM; JEN;
2 2 2
26ﬁ ZZGJk_z B7Y Y on
JENikEN; jENiken;
1
(38> X L oijou
JjeEN ken;
_ﬁ3 Z Z Z(Gijckl+6ik6jl+6ilajk)
JENiken;len;

+ ﬁ4 Z Z Z Z G]kGlm+G]lem+Gijkl)

JEM; ken, len;,men;
1

~ 204 6BZG’J+ 6322 ) o

Jenl ]Enlkenl
1
o8 3p* Y. ) oioi
JENiken;
_B3 Z Z Z(Gijckl+oik6jl+6ildjk)

JENiken;len;

B4 Z Z Z Z G]kclm+G]lem+Gijkl)

JEN ken; l€n; men;
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(1)

Depois de expandir um pouco mais a dltima equagao, / ; , (0) torna-se como segue

10.0) =5 lzﬁ Yo, -8y Y o,k]

JEM; JENi ken;
3B2 Z Z GijOik
JENi ken; (B.14)
—B3 Z Z Z (0ijOk + OikCji + C; 0 k)
JENiken;len;

+ - B4 Z Z Z Z ij61m+6116km+6jm6kl)]

JENi ken; len; meN;

B.6 Derivacio de /'’ )B (6)

A expressio de 1 u )[3 (5) ¢ dada por

1@ = | (yostoep(uin8)) (55 toeptuin.6)) | ®.15

Inserindo a equacdo (3.13) dentro da equacdo (B.15)enquanto manipula-se as expressoes resul-

tantes leva a
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QN| —_

I
|
1
Q|-
~
v
~
m

n
(=) =3B X o ) ) )
JEN;
+3B% ), Y (i — 1) — ) (e — )
JENi ken
-gY (J—H)(k—u)(xl—u)]}
niken;len
Depois de expandir um p m Itima equag 1Y) (6) t mo seg
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121213(5):—%{ ZE[(x,-—u)(xj'—ﬂ)} BY ZE{(x,-—u)@ck—u)]}

JEN; JjENi ke,
1 El(x: 3(y.

55| L E | n)

-38Y ) E{(xi—mz(xj—u)(xk—u)} (B.17)
JENi ken;

3RY Y ZE{(Xi—#)(xj—li)(xk—u)(xz—N)]

JENiken;len;

FYYY Y E[(x;—u)(xk—uxxl—u)(xm—m}}

JjeEN ken; len; meN;

Assim, aplicando o teorema de Isserlis na ultima equagao para calcular os momentos de ordem
superior como funcdes de momentos de segunda ordem e, ao agrupar os termos em comun,

tem-se
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W@ Lo p E Lo

JEMi JEN ken;

1
+2T‘6{362 Z G,'j—6ﬁ Z Z 0i;Oix

JEN; JENi ken;
+382 Y. Y Y (0ij0u+0u0j + 0i0jk)
JENiken;len;

_B3 Z Z Z Z (ijGlm+Glekm+Gijkl)}

Jjeniken;len;men;

(o o) B BT E o]

JEN; JENi ken;
1
+27‘_6{ —6B Z Z G,'jG,'k
JENi ken; (B.18)
+38 Y Y Y (6ijou+ ouoji+0u05)
JjENiken;len;

_B3 Z Z Z Z (ijo-lm'i'o-jlckm'i'ajmakl)}

JENiken;len;,men;

:élij—ﬁz chk]

JEM; JENi ken;

1
— 27.'6 [6B Z Z 0;;jOjx

JENi ken;

—3B2 Y Y Y (oijou+o0io+0i0)

JENi ken;len;

+ﬁ3 Z Z Z Z (ijclm+6jlckm+6jm6kl)

JENi ken;len; men;

B.7 Derivacao de / [(52 (6)

A expressdo de / 1(32 (6) ¢ definida como segue

- d - 0 5
11(32(9) =E Kﬁlogp(xz'!ni,eo (ﬁlogp(xi\ni,e)ﬂ (B.19)

(1)

como / B (5) = 0 (como indicado na sec¢do B.3) e ao alterar a ordem do produto, o que ndo afeta

o valor esperado, concluimos que I[glg (6) =0.
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B.8 Derivacao de / [(322(5

A expressao de / 1(322 (@ ¢ dada por

- 0 - 0 .
1[(;22(9) =E Kﬁlogp(ﬁw\ni,ﬂo (Wlogp(ximi,e))} (B.20)

Observa-se que / $ )B(é) 1 ;322(5) uma vez que a ordem dos produtos no valor esperado é

irrelevante para o resultado final. Consequentemente, a expressao final de / (1)2 (é) ¢ dada por
Bo

1s(6) - [z L E o

JEMN; ]entkenl

266 [6ﬁ Z Z GijOik

Jenken; (B.21)

=382y Y Y (6ijou+0uo+0y0k)
jeniken;len;

+ﬁ3 Z Z Z Z (qikolm+ojlckm+cjm6kl)

JENikeEN; l€En,; meN;

conforme apresentado na se¢do B.6.

B.9 Derivacao de / l<31B) (6)

A expressdo de I[(alﬁ) (6) ¢ dada por

1538 = | (55 1oeptuin.8)) ( 55 0psini6) )| B.22)

Inserindo a equacdo (3.13) dentro da equagado (B.22) enquanto manipula-se as expressoes resul-

tantes leva a
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2
(1), 2\ 0 1 0 1 _ . 2
Iﬁﬁ(e)—E ?—ﬁlog 271:621‘*‘%{—F{xz—ﬂ—ﬁj;h(xj_u)} }]
1 0 P ?
:E{ 5 v B L k) [Xi—u—ﬁjéi(x,-—u)”
2
1
= - |- Xj— xi—u—2_p Xj—
{ 62{ j;h(J N)H i j;}i(J u)”
— o | T L - )
ot JEN ken; ’ (B.23)
[oci—u)z—zﬁ Y (i i)y — )+ B2 Y 2<x,~—u><xk—u>}}
JEM; JEN ken;
_ L xi— ) (xj— 1) (g —
—64{1_;{1{;}5[@ b= ) )

-28Y Y ZE[(xl-—u)(xj'—u)(xk—u)(xz—u)}

JENiken;len;

PYYY Y E[(x,-—u)(xk—u><xz—u><xm—u>]}

JjENiken;len; men;

Assim, aplicando o teorema de Isserlis na tltima equacao para calcular os momentos de ordem

superior como func¢des de momentos de segunda ordem e, ao agrupar os termos em comun,

resulta no conjunto de passos a seguir

L1
T5p(8) = F{Gz Y Y oit2) Y oo

JENi ken; JjENi ken;
~2B Y ). ) (6ijou+ouoj +cuc)
JjEniken;len;

+ﬁ2 Z Z Z Z (ijclm+6jlckm+cjmckl)}

JENi ken;len; meN;

1 1
a2 j;h' kg’h i o

(B.24)

2 Z Z 0ij0ik

JENi ken;

28 Y Y Y (0ij0u+ 0uoji+0a0i)

JENiken; len;

JjENiken; len; men;

+ﬁ2 Z Z Z Z (O-jkclm+6jlckm+cjmckl)]
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B.10 Derivacao de I,(f,z (6)

A expressao de 1;(12;3 () é definida como

. 92 .
1(6)=-E [a—“zlogp(x,-]n,-,@) (B.25)

Nas etapas a seguir, aplicamos duas derivadas sucessivas do log da fun¢@o verossimilhanga e
o respectivo resultado pode ser deduzido diretamente da terceira linha da equacdo (B.3). Em
seguida, com esse resultado na mao, podemos prosseguir com a computacao da ultima derivada,

que € dada por

@rﬂU—BXXM—Mi}

o? oH JENi
_ (1-p4)
= E{—i—%ﬁ%%l] (B.26)
ni=A
= 5 (1-pay

.~ 2) A
B.11 Derivacao de Ifuiz(e)

A expressao de Ifizz (6) é definida como segue

- 22 -
’ﬁz(e) =K {Wlogp(xi\m,@) (B.27)

Agora vamos aplicar duas derivadas sucessivas do log da fun¢do verossimilhanca e o respectivo
resultado pode ser deduzido diretamente da sexta linha da equacdo (B.6). Em seguida, com esse

resultado na mao, podemos prosseguir com a computacao da ultima derivada, que € dada por
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@) 2 of 11 117, ?
I'uo.z(e) =—FE @{ —Eg‘i'ig {(x,—,u) _ﬁjgyi ('xj _.u)} }]
11

=—EqO0+ 52| (xi—u)—p Z (xj—n)

20 JEN;

d
i |Wim =B Y (Xj—u)”
JEN;
(B.28)
=- g[(xz u)—BZ(x,—u)] —1+pA }
JEM;
1
=3 (1=BA) E|(xi—p)=B Y, (xj—n)
o JEN; I
igual a 0 de acordo C(;;‘l e, da equagdo (B.6)
=0
B.12 Derivacao de / fﬁ) (6)
A expresséo de / LZB) (6) é dada por
@) g ’ 5
15(6) = —E {auaﬁ log p(xi|n;, 6) (B.29)

Da mesma forma, pode-se deduzir a primeira derivada a partir da oitava linha da equagdo (B.8).

Com esse resultado, podemos prosseguir sucessivamente com a segunda derivada que leva a
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%{g[zm—mm—u)—ﬁ LY (5 ) n)] H

JEM; JEMi kEN;

1
=2f |- {Jen, [(—U(x]'—u) + (x; —u)(—l)}
-BY ) {(—w(xk—u)(xj—u)(—l)] H
JEMi ke,
— %E (i —)A=AB Y (xj—p)+ Y (xj—p)—BA Y, (xj—u)] (B.30)
JEN; JEN; JEN;

1
Z—QE{ )=B Y (x; +(1-B4) Z(xj—ﬂ)]}
o j=t jeni
1
0 {AE PSS IR S
o JEM; JEM;
0 0
=04+0=0
. 2) 2
B.13 Derivacaode [, (0)
o2u
A expressio de I((yzz)u ( _é) ¢ dada por
B 92 B
13,(6)=-E {mlogp(ximi, 6) (B.31)

Observa-se que I((Tzz) (8) = Ifi Cz ,(6) uma vez que a ordem das derivadas parciais no operador do

valor esperado € irrelevante para o resultado final. Consequentemente, deduz-se que I((yzz)u (é) =
0.

s a1 (B
B.14 Derivagidode [, ,(0)
A expressio de Ic(yzz)(y2 (é) ¢ dada por
2 =z 92 .
lyi52(0) = —E [mlogp(xilm, ) (B.32)

Analogamente, aplicamos duas as derivadas parciais sucessivamente no log da funcao verossimilhanga
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e o respectivo resultado pode ser deduzido diretamente da quarta linha da equagdo (B.12). Isso

2
d | 1
e Ol
2
1 1
:—E{F—g((xi—ﬂ)_ﬁj;i(xj_.u)) }
_|_

resulta no que segue

1 1
=—E3557 56 [(xi —u)*—28 j;h(xi—u)(x]' — 1)
B2Y Y (xj—u) (e —p) }
JENi ken;
1 1
=it o E[(xi—m—ZBJGZT?iE[<xi—u><xj—u>1 (B.33)
+B2 Y Y E[(xj— ) (x— )]
JENi ken;
1 1
= +—|c?>-28 Y o+ G-]
207 o ng ! Jghk;h a
1 1
ot [ E B E T
1 1
=5 |2 Y 0P’ G'k]
20 66[ j;h ! jg]ikgi '
B.15 Derivacio de I"> )/3<é>
A expressdo de / 2 )B (6) é definida como segue
B 92 B
Iop(8) =~ { 5o 0ertln:. 6) (B.34)

Analogamente, aplicamos duas as derivadas parciais sucessivamente no log da funcao verossimilhanga
e o respectivo resultado pode ser deduzido diretamente da oitava linha da equagdo (B.16). Isso

resulta no que segue



B.16 Derivagdo de Iézg (6) 170

@ J |1
Iog(0) = —Eq¢ 5— | — | xi—u—B ) (xj—u) (2cj — )
f {80‘2 [62 ( j;Yi ! > (J';h ! >] }
1
= —E{ T o [ Z (xi—p)(xj—p)—B Z )y (Xj—.u)(xk—ﬂ)] }
! JEN: JENi kem; (B.35)
1
=54 ZE[(Xi—N) -8B Y. Y El; Xk—N)]]
LN JENi kemn;
1
— g Z Glj B Z Z G]k]
JEM; JETh‘kETh
B.16 Derivacio de /; 2 )(5)
E evidente observar que I é )(é) ¢ idéntico a sua contraparte simétrica, ou seja, [(3 J(é)
128
12(8) =0,

B.17 Derivacao de ] ézciz(é)

P 2) (BN £ AA e o
Analogamente, € evidente observar que / ( )2(9) € idéntico a sua contraparte simétrica, ou

Bo
seja, I[(,») (_é) éz)[;(é> (,4 Zjeni Gij_ﬁZjeni Zkeni Ojk| -

B.18 Derivacao de / éﬁ)(é)

(2)

Finalmente, a expressdo de /5 (6) ¢ definida como

1 9%

Analogamente, aplicamos duas as derivadas parciais sucessivamente no log da funcao verossimilhanga
e o respectivo resultado pode ser deduzido diretamente da oitava linha da equagdo (B.16). Isso

leva a
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12@) = -6y 2| L s-n-p L -w | Loy-n
PP IBlo*\" JEN: ! JEN: !
= E (— Zm—m) ( Z(x,-—m)]
JEN JEN: (B.37)

— % Y ) Elxj—p) (o —p)]

JEMi ke,

1
:;Z ) T

JEN ken;



Apendice C

DERIVACOES MATEMATICAS DA ENTROPIA DE

SHANNON

A entropia de Shannon € definida como o valor esperado da auto-informacao e é dada por

Hg=—E [1ogL(é;X)]

n B (C.1)
=—E long(xz'Ini,@)]

i=1

Inserindo a equacao (3.13) dentro da equacgao (C.1) e aplicando algumas propriedades ma-

tematicas e estatisticas basicas, temos

1 1 2
Hp = log (2m6?) + 1] -— [[)’ Y o % Y Y ojk] : (C.2)
JEN JENiken;
Usando a notag@o matricial de covariancia introduzida no Capitulo 4, temos
1 2 B — 2 —
Hp = 5| log (2mo) +1| - g” P ||+—rﬂ||2p I+ (C.3)

onde [|A[| . indica a soma de todas as entradas do vetor / matriz A.



Apendice D

CONTINUACAO DOS RESULTADOS
EXPERIMENTAIS

Tabela D.1: KNN: Desempenho de classificacao em Outex 00011 _r.

Acuracia (%)
LBP | GLCM | HOG | Haralick | Abordagem Proposta

77.50 | 70.20 | 73.95 | 70.00 100.00

76.25 | 67.91 | 73.54 | 65.00 100.00

73.33 | 66.87 | 75.00 | 60.20 100.00

— ool AN F

21731216479 | 7291 | 60.20 100.00

Tabela D.2: SVM: Desempenho de classificacao em Outex_00011_r.

Acuracia (%)

Kernel LBP | GLCM | HOG | Haralick | Abordagem Proposta
Linear 63.33 | 79.58 | 59.79 | 81.25 96.66
Rbf 63.33 | 12.70 | 59.79 | 11.04 97.50
LinearSVC | 39.16 | 80.83 | 44.37 | 50.41 99.16

Tabela D.3: Naive Bayes: Desempenho de classificacio em Outex_ 00011 _r.

Acuracia (%)

LBP | GLCM | HOG | Haralick | Abordagem Proposta

66.66 | 79.16 | 71.66 | 86.04 99.37

Tabela D.4: CNN: Desempenho de classificacio em Outex 00011 _r.

Acuracia (%)

CNN

69.88
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Tabela D.5: KNN: Desempenho da classificacio do método proposto em funcao do Kappa em Ou-

tex_00011_r.
k | k (Coeficiente Kappa)
2 |0.9453
4 10.9453
8 |0.9453
12 | 0.9453

Tabela D.6: SVM: Desempenho da classificacio do método proposto em funcao do Kappa em Ou-

tex_00011_r.
Kernel k (Coeficiente Kappa)
Linear 0.9562
Rbf 0.9453
LinearSVC | 0.9562

Tabela D.7: Naive Bayes: Desempenho da classificacio do método proposto em fun¢io do Kappa
em Outex_00011_r.

k (Coeficiente Kappa)

0.9454

Tabela D.8: KNN: Desempenho da classificacio do método proposto em funcio da precisio,
revocacao e F1-score em Outex 00011 r.

Taxa de sucesso (%)
Média k Precisao | Revocacdo | Fi-score
Micro 2 94.79 94.79 94.79
Macro 2 91.15 92.88 90.67
Ponderada2 | 96.48 94.79 94.85
Micro 4 95.83 95.83 95.83
Macro 4 89.93 93.40 90.34
Ponderada 4 | 96.96 95.83 95.83
Micro 8 92.71 92.71 92.71
Macro 8 90.80 91.84 89.26
Ponderada 8 | 96.40 92.71 92.87
Micro 12 90.63 90.63 90.63
Macro 12 89.06 89.90 87.31
Ponderada 12 | 95.44 90.63 91.30
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Tabela D.9: SVM: Desempenho da classificacio do método proposto em funcio da precisio,
revocacao e F1-score em Outex 00011 r.

Taxa de sucesso (%)

Média do Kernel precisdo | Revocagdo | FI-score
Micro Linear 92.71 92.71 92.71
Macro Linear 89.55 91.78 88.81
Ponderada Linear 95.74 92.71 92.95
Micro Rbf 92.71 92.71 92.71
Macro Rbf 89.55 91.77 88.81
Ponderada Rbf 95.74 92.71 92.95
Micro LinearSVC 93.75 93.75 93.75
Macro LinearSVC 90.07 93.15 89.92
Ponderada LinearSVC | 96.65 93.75 94.06

Tabela D.10: Naive Bayes: Desempenho da classificacio do método proposto em func¢io da pre-
cisao, revocacao e FI-score em Outex 00011 _r.

Taxa de sucesso (%)

Média Precisdo | Revocagdo | FI-score
Micro 91.67 91.67 91.67
Macro 93.23 94.50 91.60
Ponderada | 96.83 91.67 92.75




