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“Nature isn’t classical, dammit, and if you want to make a simulation of nature, you’d
better make it quantum mechanical, and by golly it’s a wonderful problem, because it
doesn’t look so easy.”

- Richard Feynman






Resumo

Com grande impacto em varias areas de engenharia e matematica, a computacao quéantica
é uma tecnologia emergente com uma de suas aplicacoes na resolucdo de problemas
matematicos em larga escala, como otimizagao e simulacao. Procurando resolver equagoes
diferenciais com computadores quanticos, estudamos algoritmos quanticos propostos a

resolver equagdes diferenciais e suas implementagoes em sistemas no estado da arte.

Em particular, estudamos um algoritmo quantico para resolver equacoes diferenciais linares
nao homogéneas da forma Ay (r) = f(r) proposta por J. M. Arrazola et al. [Phys. Rev. A
100, 032306 (2019)]. Ao inverter o operador diferencial A, é possivel obter uma solugao
particular codificada na funcao de onda de um sistema de variaveis continuas, junto com
a preparacao e medida dos estados de modos auxiliares. Apesar de partir de uma ideia
simples, a execucao do algoritmo em um computador quantico real requer elementos
sofisticados, como criagdo de um grande nimero de estados em superposicao e deteccao de

estados com baixa probabilidade de sucesso.

Nesse trabalho, sugerimos modificagoes na estrutura para reduzir o custo de se preparar
o estado inicial nos estados auxiliares, aumentar a probabilidade de sucesso e aprimorar
a precisao do algoritmo para um conjunto de entradas mais especifico. As modificagoes
propostas permitem uma implementacao experimental mais condizente com o atual estado

da arte da computagao quantica.

Palavras-chave: Computacao quantica, algoritmos quénticos, sistemas de variaveis conti-

nuas, sistemas de ions aprisionados, equacoes diferenciais.






Abstract

With great impact in various areas of engineering and mathematics, quantum computing is
an emerging technology with one of its applications in resolving large-scale mathematical
problems, such as optimization and simulation. Aiming to solve differential equations
with quantum computers, we study quantum algorithms proposed to solve then and their

implementations on state-of-the-art systems.

In particular, we study a quantum algorithm for solving nonhomogeneous linear partial
differential equations of the form A (r) = f(r) proposed by J. M. Arrazola et al. [Phys.
Rev. A 100, 032306 (2019)]. By inverting the differential operator A, it is possible to obtain
one particular solution encoded on the wave function of a continuous-variables system,
along with the preparation and measurement of special ancillary modes. Despite being a
simple idea, running the algorithm on a physical quantum computer requires sophisticated
elements, such as creating a large number of states in superposition and detecting states

with low probability of success.

In this work we suggest modifications in its structure to reduce the costs of preparing the
initial ancillary states, increase the probability of success, and improve the precision of
the algorithm for a specific set of inputs. These achievements enable easier experimental

implementation of the quantum algorithm based on nowadays technology.

Keywords: Quantum computing, quantum algorithms, continuous variables systems,

trapped-ion systems, differential equations.
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1 Introducao

Em 1982, Richard Feynman conjecturou que a simulacao de sistemas quanticos
complexos requereria o desenvolvimento de um novo tipo de computador, um computador
quantico (FEYNMAN, 1982), isto é, uma méquina baseada em sistemas de natureza
quantica e, portanto, probabilistico. Em 1994, Peter Shor desenvolveu um algoritmo para
computadores quanticos - um algoritmo quéntico - capaz de fatorizar grandes niimeros
inteiros em nimeros primos em um nimero de passos que cresce polinomialmente com
o numero de digitos (SHOR, 1994). O algoritmo de Shor ¢é considerado por muitos um
dos resultados mais expressivos e importantes da computacao quantica, uma vez que
computadores classicos podem realizar esta tarefa em um ntmero de passos que cresce

exponencialmente com o nimero de digitos.

Sistemas de fons aprisionados (CIRAC; ZOLLER, 1995), supercondutores (HUANG
et al., 2020) ou ressonancia magnética nuclear (NMR) (MARX et al., 2000) podem ser
usados como modelos de plataformas para implementacao da computacao quantica. Nas
ultimas décadas, o estado da arte da computacao quantica foi aprimorado, resultando
em diversas aplica¢oes impactantes em dreas como finangas (ORuS; MUGEL; LIZASO,
2019b; ORuUS; MUGEL; LIZASO, 2019a; COMPUTING; PATENTS, ; MUGEL et al.,
2020), equagoes diferenciais (ARRAZOLA et al., 2019; XIN et al., 2020a), e simulagoes de
sistemas quanticos (BABBUSH; LOVE PETER J.AND ASPURU-GUZIK, 2014; WIEBE
et al., 2011).

Computagao quantica é o estudo de algoritmos e plataformas que usam sistemas
quanticos para manipular informacao. Informacao quantica é armazenada em qubits, que
podem existir em uma superposicao de estados quanticos, ao contrario dos bits classicos,
que existem apenas em um dado estado (0 ou 1). Computadores quanticos manipulam
qubits por portas quanticas. Em particular, Sleator e Weinfurter (SLEATOR; WEINFUR-
TER, 1995) demonstraram que todas as portas logicas quanticas podem ser decompostas
em rotagdes simples e portas C-NOT (NIELSEN; CHUANG, 2000). Dessa maneira, a
computagdo quantica consegue realizar certas tarefas mais eficientemente do que computa-
dores tradicionais, tais como resolver equagoes diferenciais (XIN et al., 2020b) e fatorizar

grandes nimeros inteiros em primos (SHOR, 1994), entre outras aplicagoes.

Embora o conceito de qubits - superposi¢oes de sistemas de dois estados quanticos

- esteja intrinsecamente ligado a computacao quantica, um conceito mais geral é o de
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qudit, uma superposicao de d estados quanticos (WANG et al., 2020). Trabalhar com
esta forma de armazenamento de informacao em qudits ¢ computagao quantica digital.
Além da computacao quantica digital, existem outros tipos de computacdo quéantica,
como a computagao quantica sobre variaveis continuas (LLOYD; BRAUNSTEIN, 1999;
BRAUNSTEIN; LOOCK, 2005; WERBOS; DOLMATOVA, 2016), também chamada de
computacao quantica analégica, onde os qubits sao representados por variaveis continuas
conjugadas como posi¢ado e momento dos modos de um campo eletromagnético (TASCA
et al., 2011), ou dos modos de um ion aprisionado (ORTIZ-GUTIERREZ et al., 2017).
H& progresso recente em um novo tipo de computacao quantica, que mistura os dois
modelos digital e analégico, chamado de computagao quéantica digital-analégica (Sanz,
2019; PARRA-RODRIGUEZ et al., 2020).

Equagoes diferenciais sdo uma das maneiras mais comuns de se representar proble-
mas dinamicos matematicamente, inclusive problemas de interesse comercial e industrial.
Além de suas solucoes explicitas, algumas caracteristicas como unicidade, regularidade e o
espago ao qual as solugoes pertencem sao relevantes, dependendo do problema. Muitos
algoritmos quanticos foram desenvolvidos para resolver diferentes tipos de equagoes diferen-
ciais como sistemas lineares de equagoes diferenciais de primeira ordem (XIN et al., 2020a),
equagoes diferenciais parciais com condigoes periddicas de contorno (GARCIA-MOLINA;
RODRIGUEZ-MEDIAVILLA; GARCIA-RIPOLL, 2021), e operadores especificos como a
equagao de onda (COSTA; JORDAN; OSTRANDER, 2019) ou equagao de Poisson (LIU
et al., 2020). Em (ARRAZOLA et al., 2019) Arrazola, Kalajdzievski, Weedbrook, e Lloyd
desenvolveram um algoritmo quantico utilizando o modelo de computacao quantica sobre
variaveis continuas (CQVC) que encontra uma solugdo particular de uma equagao diferen-
cial ndo homogénea invertendo o operador diferencial. O impacto notavel da proposta do
ultimo trabalho citado em ramos da fisica e da engenharia nos inspirou a dedicar nossos

estudos de forma a aprimorar seus resultados e fidelidade.

Neste trabalho, estudamos os efeitos de se implementar um algoritmo quantico
em uma plataforma fisica e apresentamos modificacbes de maneira a reduzir os custos de
se preparar os estados iniciais e obter um algoritmo mais preciso para uma classe mais
restrita de operadores diferenciais. Também é desenvolvido um conjunto universal de portas
logicas no modelo CQVC na plataforma de fons aprisionados. Na Secao 2, apresentamos os
tipos de equagodes diferenciais que podem ser resolvidas pelo algoritmo quantico proposto
por Arrazola et al.. Na Secao 3, apresentamos aspectos basicos da computacao quéntica,
da plataforma de ions aprisionados e também é descrito o funcionamento do algoritmo
para resolver equagoes diferenciais parciais nao-homogéneas estudado no trabalho. Na
Secao 4, estudamos a interagao laser-ion em uma armadilha de Paul de modo a ser

possivel desenvolver um conjunto universal de portas légicas no modelo CQVC. Na Secao
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5, apresentamos propostas de modificacao neste algoritmo de maneira que possamos obter
resultados com alta fidelidade para a classe de operadores positivo (negativo)-semidefinidos.
Na Secao 6, apresentamos exemplos de aplica¢oes do algoritmo comparando os algoritmos
propostos com modificagoes e o algoritmo original. Na Secao 7, sdo dadas as consideragoes

finais.
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2 Objetivos e métodos

Neste projeto investigamos algoritmos quanticos para resolver equagoes diferenciais
e sua implementacao em computadores quanticos de ions aprisionados. Muitos problemas
importantes na fisica e engenharia sao descritos por equagoes diferenciais, uma vez que sao
uma maneira simples de se resolver e representar sistemas. Equagoes diferenciais conectam
uma combinacao de derivadas de uma funcao, que é a solugdo do nosso problema, a uma
fungao externa, ou nao-homogénea. Podemos associar uma equacao diferencial como sendo

o resultado da agao de um operador diferencial na funcao solucao u,

flu:f,

onde f é uma funcdo externa que pode depender das varidveis de u. Quando f # 0 e
Aé linear, fl(u +v) = Au + Av, a solugao pode ser separada em duas partes: Uma
solucdo particular u,, definida pela fun¢ao externa (ou nao-homogénea) f e uma solugao
homogénea uy que satisfaz Auy = 0 e é unicamente definida pelo operador diferencial A.
Como consequéncia, todo operador diferencial tem uma familia de solugoes particulares
para cada funcdo nao-homogénea. E possivel construir uma solucio geral tendo condigoes
de contorno suficientes, o conjunto de solu¢oes homogéneas e uma solugao particular. Neste
projeto, iremos trabalhar com equacoes diferenciais tais que o operador A ¢ Hermitiano e

a funcdo nao-homogénea f é uma funcdo quadrado-integravel.

Partindo do algoritmo quéntico baseado em CQVC que encontra uma solugao
particular de uma equagao diferencial parcial ao inverter o operador associado, proposto
por Juan Miguel Arrazola et al. em (ARRAZOLA et al., 2019), nos propusemos a analisar
a possibilidade de desenvolver a implementagdo em uma plataforma de ions aprisionados,
o que de certo alteraria partes estruturais do algoritmo. Baseados na informacao obtida e
dependendo da relagdo entre a fun¢ao ndo-homogénea f e o operador A, pudemos estimar a
precisao do algoritmo e sugerir modificagoes. Para facilitar a compreensao da reestruturacao
do algoritmo, dividimos o trabalho em trés partes: i) Preparacao dos estados iniciais do
sistema e como eles influenciam na precisao do algoritmo, onde encontramos maneiras
de minimizar a dificuldade na criagao de tais estados iniciais, sugerindo modificagoes. ii)
Decomposic¢ao do operador de evolugao em termos de um conjunto universal de operagoes
(3.3) e no desenvolvimento destas interagoes em sistemas de ions aprisionados, que pode
ser visto na se¢do 3.2, onde também sao realizadas simulagoes para algumas portas do
conjunto universal, a fim de analisar a fidelidade das portas obtidas. iii) Analisamos a

precisao do algoritmo quando variamos a precisao das medidas projetivas ao final do
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algoritmo, onde sugerimos a substituicao de detecgoes homddinas por medidas projetivas
no estado de vacuo nos modos auxiliares, aumentando a probabilidade de sucesso do

algoritmo, ao custo de reduzir a fidelidade final.
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3 Fundamentos tedricos

3.1 Introducao a computacao quantica

3.1.1 Computacdo quantica digital

Na computacdo quantica baseada em portas logicas, a informacdo é armazenada
em qubits, sistemas de dois niveis que podem existir na superposi¢ao de estados |0) e
|1). Neste caso, é possivel representar qubits como um ponto na superficie de uma esfera
com raio unitério cujos polo norte e sul representam os estados |0) e |1), respectivamente.
Este representacao geométrica é chamada de esfera de Bloch e as operagoes realizadas
individualmente em um qubit s@o rotagdes nesta esfera e podem ser representadas como
matrizes de rotagao (NIELSEN; CHUANG, 2000). Em geral, um computador quéantico
terd mais do que apenas um qubit, precisando entao de operagoes entre qubits, também
chamadas de operacoes controladas. Cada operacao controlada pode ser decomposta em
uma combinagao de rotagoes e portas C-NOT (SLEATOR; WEINFURTER, 1995). Ou seja,
a partir de operacoes sobre um tnico qubit e portas C-NOT entre dois qubits, qualquer
operacao logica quantica pode ser implementada, o que nos permite classificar o conjunto
de tais operagoes como conjunto universal, a partir do qual qualquer algoritmo pode ser

executado.

1)

Figura 1 — Esfera de Bloch usada para representar um qubit em um estado [¢)) em termos
dos angulos azimutal e polar, ¢ e 6, respectivamente. Fonte: Elaborada pelo
autor.
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3.1.2 Computacdo quantica sobre variaveis continuas

As quadraturas de um campo eletromagnético ou os modos vibracionais de ions
aprisionados sao 0timas alternativas para processar informacao em computadores quanticos.
No modelo CQVC, a informacao pode ser codificada na funcao de onda ou funcao de
Wigner (ORTIZ-GUTIERREZ et al., 2017), por exemplo. Para manipular esta informacao
apropriadamente, é necessario construir interagoes especificas de ao menos um e dois
modos, de maneira andloga as rotagoes e operagoes controladas em qubits, uma vez que a

informacao agora nao é mais dada em um espaco discreto e sim em um espago continuo.

Para implementar as portas légicas necessarias em um sistema de varidveis conti-
nuas, podemos usar decomposi¢oes de hamiltonianos em termos de conjuntos universais

que irao depender no tipo de hamiltoniano necessario para o problema.

Existem varios tipos de decomposicao de portas logicas em varidveis continuas,
como o modelo de Trotter-Suzuki (TROTTER, 1959; SUZUKI, 1993; DHAND; SANDERS,
2014) que realiza a decomposicao de portas légicas do tipo H= Zév:l H ; em

. 7Y N . t Fat
e’LHt ~ H(ez?H]‘)K7 (31)

J=1

com erro de ordem O(#?/K). Utilizando a decomposigao de Trotter-Suzuki junto com um
modelo de decomposicao exato de interagoes (KALAJDZIEVSKI; ARRAZOLA, 2019), é

possivel decompor hamiltonianos da forma

N
H=AYZ =N+ a;X;+b;P; + ;X7 + 3;P7) Xy 1 Xy, (3.2)

j=1

onde X ; sao operadores posigao de N + 2 modos distintos, no conjunto universal:

T2 P2y s % o2
{ezg(Xj +P; )’ ezth]- it2 X e

its X3 irX,0X;
e 3 X} eirXi } (3.3)

com ¢ # j. De forma mais geral, um conjunto universal pode ser gerado por um conjunto de
operagoes nao-homogéneas quadraticas nos operadores candnicos de criacao e aniquilacao
e mais um termo que gere dindmica nao linear (MILBURN; WALLS, 1983; BARTLETT;
SANDERS, 2002), representado pela porta exp{it3X3} na Eq. (3.3).
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3.2 lons aprisionados

3.2.1 A armadilha de ions

Em sistemas de ions aprisionados, cadeias de ions sao aprisionados por campos
eletromagnéticos que nos permitem construir operacoes logicas via interagao de lasers -
luz monocromatica coerente - com os ions aprisionados. Atualmente, esta plataforma de
computagdo quantica obtém sucesso gracas a sua alta fidelidade nas intera¢oes que geram
portas légicas e quantidade de qubits que podem ser manipulados (GRZESIAK et al.,
2020). fons aprisionados sdo muito tteis para o estudo da interacio radiacdo-matéria e
para o desenvolvimento e implementacao de computacao quantica. As armadilhas de Pauli,
tipo mais utilizado atualmente, confinam fons em um potencial da forma (LEIBFRIED et
al., 2007)

(ax® + By + 7z%) cos(w,ft).

o | h

U
(z,y,2,t) = §(aa:2 + by? + %) +

O potencial de um campo elétrico deve satisfazer a equacao de Laplace V¢ = 0
para cada tempo t, logo
a+b+c=0, (3.4a)

a+pf+~v=0. (3.4b)

As Egs. (3.4a) e (3.4b) expressam condigdes que nos forgam a escolher «, 5 ou 7y
nao nulos, tornando impossivel aprisionar um ion em um potencial harmonico estatico.
No entanto, ainda é possivel confinar ions em potenciais dependentes do tempo. Em
particular, é possivel resolver o problema de aprisionar um fon ao encontrar as equagoes
de movimento de uma particula na vizinhanga de um potencial ¢ (LEIBFRIED et al.,
2007), considerando campos altamente oscilatorios. Neste caso, a equacao de movimento,

obtida pelo tratamento classico da particula aprisionada na direcao axial, se torna

d*z Z\e| ~
— = ——|Ua+ Uacos(w,rx)/|, 3.5
onde Z ¢é o nivel de ionizagao do atomo, m a massa do dtomo e e a carga elementar do

elétron. A Eq. (3.5), pode ser transformada em

T s — 24, cos(26)] = 0 (3.6)
— Ay — 2¢, COS =0, .
e a

com § = - La, = 7436)'2[]& € qy = —72,an2|§7 <

rf rf ’



26 Capitulo 3. Fundamentos teoricos

Conhecida como Equacao de Mathieu, podemos encontrar a solu¢do aproximada
da Eq. (3.6), quando a,,¢*> < 1 (MATHIEU, 1873):
z(t) = Acos(vyt)[1 — %c cos(wrst)], (3.7)

onde o segundo termo dentro dos colchetes é chamado de micromovimento, sendo desprezivel
no limite de altas frequéncias, tornando o movimento classico da particula praticamente

harmonico.

3.2.2 Quantizacdo do movimento de um fon aprisionado

O hamiltoniano de um fon aprisionado em uma armadilha de Pauli unidimensional

é descrito aproximadamente pelo hamiltoniano de um oscilador harmoénico
242
2 (3.8)

onde v, ¢é a frequéncia de oscilagao do ion. Os autoestados deste hamiltoniano podem ser

L fmug [ i

a=1/5p (x + m%p) , (3.9a)
S L2 (A o A)

a' =1/ TR myxp : (3.9b)

respectivamente os operadores de aniquilacao e criagao de um fonon na base de autoestados

obtidos ao definirmos

do hamiltoniano.

Substituindo (3.9a) e (3.9b) em (3.8), é possivel obter

. 1
H,, = hv, (a*a + 2) : (3.10)

Definindo o operador nimero

A

N =a'a, (3.11)

fica claro que H,eN compartilham os mesmos autoestados, |n), chamados estados de
Fock, que satisfazem

Nin) =n|n). (3.12)
A acdo de a e af é dada por

aln) =+/nln), (3.13a)

atln) =vn+1|n+1). (3.13b)

Os estados de Fock formam um conjunto de autoestados do operador Hermitiano

H,, e representam o niimero de fonons nos modos vibracionais.
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Podemos re-escalar o autovalor de energia de f[m em hv, /2, obtendo
H,, = hwalta, (3.14)

como o hamiltoniano do campo do ion aprisionado, cujos autoestados sao os estados de
Fock.

3.2.3 Quantizacao da energia interna do ion

De maneira que possamos analisar a interagao entre lasers e o ion aprisionado,
assumiremos que o ion tem apenas dois niveis eletronicos, denominados por estados
excitado |e) e fundamental |g). Essa consideracgao é aceitavel experimentalmente caso as
frequéncias dos campos eletromagnéticos sejam proximas apenas da ressonancia entre estes
dois estados internos, de maneira que possamos descartar a interagao com outros estados
do fon. Definindo as energias dos estados |g) e |e) como sendo E, e E., respectivamente, o
hamiltoniano que descreve o sistema de dois niveis pode ser escrito como (LEIBFRIED et

al., 2007)

Ay = By lo) (ol + e le) el = 22 (1) (gl + Ie) el ) + B2 (Je) (el = Ig) (o). (3.15)

onde wy = (E, — E,;)/h é chamada de frequéncia de transicao interna do ion. Como as
matrizes de Pauli, juntamente com a matriz identidade, formam uma base para todas as

matrizes hermitianas 2 x 2 podemos escrever H, em funcao das matrizes de Pauli, obtendo

I:Lz = ﬁﬂam
2

onde a energia foi reescalada em (E, + E.)/2.

3.2.4 Quantizacao da interacdo entre estados internos e externos do ion

Restringindo o comprimento de onda do laser a valores muito maiores do que as
dimensoes do fon, é possivel descrever o ion como um dipolo elétrico, cuja interagdo com

um campo eletromagnético pode ser dada por (LEIBFRIED et al., 2007)
V; = —d-E, (3.16)

onde d é o operador de dipolo do ion e E é o campo elétrico, que serd tratado como uma

onda plana classica, e pode ser descrito por

E = Eo (/0149 4 p e, (3.17)

onde k ¢é o vetor de onda, w ¢ a frequéncia, ¢ ¢ a fase da onda eletromagnética e Eqg ¢ o

vetor amplitude da onda. Se assumirmos iw ~ E, — E,, entao a interacao entre o campo
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eletromagnético e todos os estados eletronicos exceto |g) e |e) pode ser descartado. Dessa

maneira, o hamiltoniano de interagao entre o ion e o campo pode ser escrito como

Vi = (l9) (el + le) (g]) {9l Vi le) , (3.18)

onde assumimos (g| V7 |e) real. Desta maneira, a interagao entre um dipolo com carga e_

e uma onda plana pode ser descrita como a matriz cujos elementos sao dados por

(o Hp |B) = e_ (a| d - Bq |B) [/ %79 + hc], (3.19)

onde X é o operador posicao do ion e h.c. é o hermitiano conjugado da expressao entre

chaves. O operador deslocamento d pode ser escrito como

d= " dagla) (5l. (3.20)

0[,5:976

A

Assumindo d = (dge, (jeg), podemos definir a frequéncia de acoplamento de Rabi €2
A Q
e_(g|Eo-dle) = ﬁE

Podemos escrever Q
v, = fig (64 +6-) (elts=et+d) L h ) | (3.21)

como o potencial de interacao atomo-campo. O produto escalar k - X pode ser escrito como

h
- A /\"’ — A /\T
k-%=Fky/ 2mw(a+ a')cos =n(a+a'), (3.22)

onde # ¢é o angulo entre a direcao do laser e a direcao de movimento do ion na armadilha.

O parametro n é chamado parametro de Lamb-Dicke.

A partir da Eq. (3.21) é possivel derivar Hamiltonianos que descrevem diferentes
interacoes entre os graus de liberdade internos e externos do ion aprisionado, de maneira
que seja possivel manipular a informagao armazenada tanto nos modos vibracionais, quanto

nos niveis internos de energia.

3.3 Algoritmo para resolver equacoes diferenciais parciais nao-homogéneas

Ao resolvermos equacgoes diferenciais, é importante saber qual o tipo de equacao
diferencial estamos lidando. O objetivo desta secao é apresentar o algoritmo desenvol-
vido em (ARRAZOLA et al., 2019), que funciona para equagoes diferenciais lineares

nao-homogéneas.
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Uma equacao diferencial parcial ndo homogénea pode ser associada a agao de um
operador diferencial A sobre uma fungao solucao v, resultando na func¢do externa (ou nao

homogénea) f,

Ap(x) = f(x). (3.23)

O objetivo do algoritmo em questao é inverter o operador A de maneira a obter
uma solucao particular do problema. Uma vez conhecida uma solucao particular, as
solugoes homogéneas e condi¢oes de contorno é possivel obter a solucao do problema.
Para a inversao do operador, notemos que dada qualquer funcdo impar g(x) que satisfaga
JC g(x)dx = 1, temos que a™! = [ g(ax)dz para a # 0 real. Escolhendo tal fungio como

7*/2 ¢ levando em conta o fato de que a transformada de Fourier de g é

sendo g(z) = ze~
dada por

F (xe’xzﬂ) = —iye V2,
podemos encontrar que

al= /OO /OO O(z)e ™ ze™" 2 dxdy, (3.24)

onde O é a funcao degrau de Heaviside. Este é o primeiro passo para a inversao do
operador diferencial A. De agora em diante, assumimos que o conjunto {|a)} forma a
base do operador hermitiano A, de maneira que A|a) = a |a). Portanto, o conjunto {|a)}

diagonaliza o operador e*4?V e

]

V271

/OO /OO O(z)e ™ ze=" 1% |a) dady = a~" |a) .

/OO /OO @(:lc)<3”Ag””aﬁe"’32/2 la) dxedy =

7
2T

Escolhendo |f) cuja funcao de onda na base de posigao é (x|f) = f(x), podemos

expressar |f) na base {|a)}, para um operador com espectro discreto, como sendo

|f> :szfaj,k

30 k=0

aj7k>7

onde m; ¢ o grau de multiplicidade do autovalor a;. Por simplicidade, foi definido ag = 0.

Quando aplicamos A em |f) é possivel obter

Alf) =32 ajfanlag k).
70 k=0
Definindo o estado |h) = 3,0 Xpo fa; /) a;, k). A acdo de Aem |h) ¢
A|h> = ZZfaj,klaj7k> = |f>7

§#0 k=0

portanto, a funcao de onda de |h) satisfaz a Eq. (3.23), quando projetada na base da
posicao {|z)}.
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3.4 O algoritmo

O objetivo do algoritmo é obter o estado |h) através de manipulagdes no estado nao

homogéneo |f) condicionadas pelos dois modos auxiliares preparados nos estados iniciais

B :/_O;|x> (z]s) dx:/_O:OG)(x) ) da, (3.252)

~ . 2 o0 _ 2/2
‘1>—m/mye 12| dy. (3.25b)

E importante notar que o estado ‘i> é proporcional ao primeiro estado excitado de
Fock. A principio, assumimos que é possivel preparar o estado inicial |s), ‘i>2 |f)3- Apds a
preparagao do estado inicial, evoluimos o hamiltoniano H = AXY sobre o sistema, onde
A age no terceiro modo, relacionado ao estado |f), X éo operador posi¢ao que atua no
modoleY éo operador posi¢ao que atua no modo 2. Dessa maneira, o algoritmo pode

ser representado pelo circuito da Figura 2 com |¥) dado por

9) = <= [ Olalye e | ) o) ) dady, (3.20)

) —
1) —— i
[f) ——

S
s

— V)

Figura 2 — Representacao circuital da proposta inicial do algoritmo. Fonte: Elaborada pelo
autor.

Apés isso, é necessario fazer uma medida projetiva no estado [p = 0), |p = 0),,

transformando o circuito anterior de acordo com a representacao dada na Figura 3

i) —— ity )

Figura 3 — Representacao circuital da proposta inicial do algoritmo. Fonte: Elaborada pelo
autor.
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Com isso, o estado |f) serd projetado no estado

= = [ O@e e ) dady (3.27)

que representa |f) na base dos autoestados de A. Portanto, é possivel obter |¥) = |h),
onde identificamos |®) = A~ |f).

3.5 Aproximacoes necessarias para tornar o algoritmo fisicamente

realizavel

Na pratica, existem algumas restrigoes que tornam este algoritmo nao realizavel
fisicamente: A primeira é o fato de que o estado degrau |s) nao é um estado fisico, uma

vez que nao pode ser representado por uma funcao de onda continua e normalizavel.

Para contornarmos o problema da fungao degrau, podemos aproximar ©(z) por

uma fungao degrau finita sy (),

0, se =z <0,
sp(x) =91/VL, se 0 <z < L, (3.28)
0, sex > L.

No entanto, ainda é impossivel associar um estado fisico a funcao (3.28), uma vez que s (z)

é descontinua em x = 0, L. Para contornar isso, podemos expandir o estado associado |sy),

|sL.) / 7T z) d (3.29)

em um nimero finito de estados de Fock. E esperado que, para um nimero suficientemente
grande de estados de Fock, o resultado se aproxime do resultado de |sy): Para observar
a fidelidade dos resultados, o estado |f) pode ser substituido por |a). Dessa maneira, é

possivel compreender a precisao do algoritmo dado um par A, f, uma vez que

) too y? —iAx

Aulay 0210 = = [“dn [ dyyeFe o) 0. 10,) -

7 L +o0 42 iax 1 _a2I2

g5 ) e [ e T a0 ) = (1= e )0 [0, (330

onde |0,) e |0,) s@o estados com momento nulo nos modos 1 e 2, respectivamente. Identifi-

camos estes modos como sendo os modos auxiliares.
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272
@*L*/2 g6 torna des-

Pela Eq. (3.30) é possivel observar que o termo de erro, e
prezivel quando o produto al se torna suficientemente grande. Dados uma fung¢ao nao
homogénea f e um operador diferencial A é possivel expandir |f) na base {|a)} e estimar

a precisao do algoritmo ao analisar o quao forte é a projegao de | f) no conjunto {|a) }jaj<1/z-

Além da aproximacao feita pelo estado |sy), também deve-se incluir a precisao A
das medidas projetivas nos modos auxiliares. Para isso, primeiramente consideraremos
deteccoes homddinas seguidas por uma pods-selecao com todos os estados com momento
nulo e precisao A, dados por [A) = /=55 [ e~ 2%/2|z) dx. Desta maneira, podemos

utilizar a Eq. (3.29) e o estado apds a deteccao homédina |A) para obter

~_ 7 L 00 “2/2 —iazy  —(2242) A2
Apoelo) = = [ [ dygers et o2 )

1 L o0 2 2 . 272
v dlE/ dyy6_7(1+A )6—zawy€—a¢ AZ/2 ’CL> _
\/ﬂ/o —o0

. 00 _ 2/2 » az
\/22 /L daﬁ/ dy*“ ’ zy<m>e’z%2/2 |a) =
T JO —00

1+A2e
a L _ﬁ[a2+A2+A4]
= <]_—|—A2)3/2/0 re 2 1+A2 dfl? ‘CL> = F(CL) |CL> s (331)
onde F' é dada por
a 1 L? <a2+A2+A4> )
F = 1-— —_ | — . .32
(@) \/1+A2a2+A2+A4< eXp{ 2 1+ A2 (3:32)

Na equacao 3.32, foi multiplicado um parametro A proporcional as normas dos estados
|A) e |sz), de maneira que F'(a) convirja para 1/a quando os pardmetros L — oo, A — 0

e d — oo, isto é,

L1

A=y ok (3.33)

E possivel obter este pardmetro analiticamente Eq. (3.32) mostra que a precisao

da detecc@o tem grande importancia na precisdo do algoritmo. E possivel calcular como
AZl age sobre |f),

approx

m;j
~

At;plproac |f> = Z Z F(a’j)fjk |aj> k> . (334)

J k=1
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Por fim, é possivel analisar a precisao de uma fungao externa geral |f) e um

operador diferencial A, definindo

ZZ ‘aﬁ awk;’v

jli

approac ZZFGJ |aj7 <CL]‘,]€|,

7 k=1

tais que

) = A |f) = ZZ@ 4 k). (3.35)

7 k=1

|¢> A;ppro:v |f> = Z Z fij(aj) |aj7 k> : (336)
Calculando a norma da diferenca dos estados, é possivel obter

|r\w>—|&>||=\\z§fjk(;j— (@)) oy, B H<ZZ\fm!( @) (337)

Expandindo F'(a) em séries de Taylor com a > Av/1 + A2, é possivel obter

o] =T o( %)

onde a relagdo entre a precisao do algoritmo, a precisao da detecgdo e a projecao de |f)

em {|a)} se torna explicita.

3.6 Consequéncias diretas do modelo pratico do algoritmo

Uma equacao diferencial parcial linear tem infinitas solugdes particulares: Qualquer
solucao particular somada por uma solucao homogénea também se torna uma solugao da
equacao. Portanto, a primeira questao se torna descobrir como a construcao da solucao
pela inversao do operador é feita, e se é possivel que o algoritmo retorne diferentes solugoes
particulares para cada execucao. Com esse proposito, analisaremos a solu¢do homogénea
da Eq. (3.23):

Ay (x) =0, (3.38)

escolhendo o estado |¢y) com fungao de onda (x|¢y) = g (x). Podemos decompor |¢g)

em {|a)} e aplicar A, obtendo

Aoy = A e a k) = 33 gt lag. k) (3.39)

J k=1 J k=1
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Por hipétese A |Yg) = 0, portanto:

ZZCW o lag, k) (3.40)

7 k=1

Os estados |a;, k) sdo linearmente independentes para diferentes valores de a;, entao

temos que a; = 0 para cada a; com (a;|1g) # 0, tal que

[Yu) = i Vn, 0, k) . (3.41)
k=1

Analisando a agio do operador A em |9,), onde (x|1,) = 1,(x) é uma solugdo particular

qualquer do problema, é possivel obter

1f) = Al,) = ZZaﬂz)p]k\aj, . (3.42)

Jj#0 k=1

A primeira série é tomada com j # 0 , uma vez que essa parte foi anulada pela agao do

operador A. Realizando a inversao ideal do operador, temos

|¢> ZZ |al7 CLl, Z| LZ ZJ ajijk |a’j7 k)] = Z¢ij |aj7 k) . (343)

;=1 @ 40 k=1 j#0

Por ortogonalidade dos autoestados com diferentes autovalores, é possivel concluir
que o estado [¢) obtido pelo algoritmo é ortogonal a cada estado do conjunto de solugoes
homogéneas {|yy)} do operador A. Portanto, 1)) ndo é expansivel por solugoes homo-
géneas do operador e qualquer projegao do estado [1)) em qualquer estado |1y) é nula.
Como consequéncia, o algoritmo nos retornara sempre a mesma solugao, uma vez que a
diferenca entre duas solugoes particulares do mesmo problema pode ser escrita como uma

projecao nao-nula.

Os estados |sy) podem ser aproximados por uma superposi¢ao de estados de Fock,

d
‘SdL Z7n n), \/Zthv
n=0

onde v, = (¢,|sr). Podemos representar o algoritmo pelo circuito da Figura 4

dada por

Na Figura 4, apos a medida realizada nos modos 1 e 2, selecionamos os resulta-
dos em que tais modos sao detectados em estados com momento nulo, dentro de uma

precisao A como discutido acima, que projeta entdao o modo de interesse no estado

@) =5, 50 finFala;) |aj, k).
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SdL) EE— Px A\

=
S
i
N
S
s
b

Py

f) —— — |P)

Figura 4 — Representagao circuital da forma pratica do algoritmo original. Fonte: Elaborada
pelo autor.

O novo operador que aproxima A~! serd chamado de AEIL A fidelidade do operador
fl;lL pode ser calculada ao analisarmos sua agao em um estado |a) e levando-se em conta o
efeito da medida |A). Também é possivel analisar o limite A — 0 para caso seja necessario
analisar apenas o efeito da expansao em estados de Fock. Para isso, substituimos | f) por

|a) no circuito original e obtemos

F(a)|A)|A) ) = (T@ [As) (As] @ [Ay) (A,]) [¥)

d o0 _2A2 1 0 9
B [t ([ el

A N N [e’e) €T _ﬁ
= =3 Tiae [ e P e R ) ) o
k=0 >

d NNy [ a%?
S O [ e 0 S 89 )
k=0 o

Nopi1 N __a?2?
R P T S e NI
T n=o

l\?\&.

A Z 72n+1N2n+1N1 Z (2n + 1)1 (=1)n—m22m+l

ﬁ 1+ A2)3/2 — (2m + 1) (n _ m)‘ [m $2m+2 d dl’ |A> |A> |a>
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Yont1Nont1 N1 &~ (2n + D! (=1)" m22m+1 (2m+3), m+1/2 ,—u
L+ A0 2= @ma D) (n= / g7t dulArA) )

d
A L2J Yon+1N2n 11N zn: (2n+ 1)! (—1)"—m22m+1

ST A AR = 2m D) (n —m)! BT (m 4 3/2) |A) |A) |a)

Y21 Vo1 N1 {~ 2n+ DI=1)"™ o8 (2m + 2)!
nz:%)a (1+A2)3/2 mzz:o (2m—|—1)!(n—m)!ﬁ e (m+1)! |A) |A) |a)

_ AZ M@n S Eim:li)éi);;

6—(2m+3) AV A la
= U1+ A2)3 |A)|A) |a)

m=0

d
% a’72n+1N2n+1N1 (2n + 1)!
TS T

BB = 1)" [A) |A) |a)

n—=

d

V2aA 2 Yontl
(a2 + (1 + A2)2)"2 = V/aT

n(a), (3.44)

onde

ho, (a) =

@n+1) 1 < 1—a®— A ) (3.45)

2t nl \a?+ (1+A?)

Multiplicando o resultado final, Eq. (3.44), pela constante de convergéncia A da
Eq. (3.33), obtemos

5] 2 4 \"
a 2n+ 1)1 ( l—a*—A )
F(a) =2+/L . 4
(a) \ ﬁ(1+(1+A2)3/Q nzzo%nﬂ on W\ 1 (14 A2 (3.46)
No entanto, quando |a|> (1 + A?), F(a) se comporta como
my ) 2 O
) = 3 3% e (083" Ome32) (1= (me372) (55 ) o (1))
(3.47)
que significa que o comportamento de F'(a) é dado por
F(a) ~ 2 (3.48)

Jal*”
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Isto nos leva imediatamente a questionar a fidelidade do algoritmo ao usarmos
estados de Fock para aproximar a funcao degrau. A principal duvida quanto a essa
aproximagao se torna: Se nao ha convergéncia para a >> 1 ou a = 0, qual a regidao onde
ha alta fidelidade do algoritmo?
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Figura 5 — Esquerda: Grafico dilog de F'(a) em funcao de a com A = 0 para diversos
valores da dimensao (d) comparados a curva ideal 1/a. Direita: Comportamento
da fungdo F'(a) em funcao de a para diversos valores da precisao na detecgao
do momento, gerados ao utilizar uma superposicao com d = 140 estados Fock.
O programa que gera as curvas pode ser reproduzido utilizando os c6digos no
Apéndice B. Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 5 mostram como F'(a) converge conforme o nimero de estados de Fock
aumenta, nos indicando que para aplicagao do algoritmo em um computador real isso
poderia ser um problema, uma vez que superposicoes de muitos estados de Fock sao
muito dificeis, mesmo que atualmente hajam alternativas, como utilizar redes neurais e
aprendizado de maquina para a criagdo de tais estados iniciais (ARRAZOLA et al., 2019;
KILLORAN et al., 2019). E possivel trabalhar neste problema ao custo de tornarmos o
algoritmo modificado valido apenas para uma classe de operadores. Uma primeira proposta
de modificagao que recuperaria o aspecto ideal para valores de a grandes é substituir o
estado | f) por A|f). Com isso o comportamento de F(a) descrito em (3.47) se torna

a| [k
% LZJ%,M anH( (1+A2))mF(m+3/2)(1—(m+3/2)(1 +aA2)2+o((1 T A2)4)>,

k=0 m=0 a
(3.49)
que tem o comportamento assintotico
Fla)~ T (3.50)
a — .
|al
quando multiplicado por uma constante A tal que
A lim |a| F'(a) = 1. (3.51)

a—r 00
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Como discutido acima, o algoritmo proposto por Arrazola et al. é capaz de inverter
o operador diferencial A quando se tem uma funcao degrau ideal e medida ideal dos
estados de momento dos modos 1 e 2. No entanto, quando levamos em conta que tanto
a representacao da funcao degrau em termos de estados de Fock quanto a medida nos
modos 1 e 2 sao sempre imperfeitas, o algoritmo é incapaz de inverter o operador A
com boa precisao. Em um primeiro momento, notamos que uma simples modificagao no
estado | f) j& nos permitiria obter uma inversao do operador A mesmo quando temos uma
funcao degrau aproximada e quando as medidas sobre os modos 1 e 2 nao sao perfeitas.
Isso nos motivou a investigarmos quais modificagoes adicionais no algoritmo poderiam
ser introduzidas de modo a simplificé-lo e/ou melhoré-lo. Felizmente conseguimos obter

algumas alternativas, que serdao expostas no préximo capitulo.
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4 Portas logicas quanticas

4.1 Hamiltoniano de interacao

Utilizando da representagao de interagdo (SAKURAI; NAPOLITANO, 2014),
podemos desenvolver o estudo da interacao radiagao-matéria, sendo possivel aplicar a

aproximacao de onda girante, que sera explicada a frente.

A A

Na representacao de interagao, assumimos o hamiltoniano livre Hy = H, + H,,, de

maneira que seja possivel calcular o hamiltoniano de interagao

B = eiflot/m, o—iflot/h _ ﬁ? eiflat(5 1 5 )~ illatoiflnt (ez(n(a-i-a )-wite) | h.c) o~ i fmt

Sabendo as relagoes de comutagdo matrizes de Pauli e também dos operadores de criagao
e aniquilacdo, podemos utilizar séries de Taylor e a formula de Baker-Campbell-Hausdorff
(SAKURAIL NAPOLITANO, 2014) para obter

. Q o o
H= ﬁ?o (6+e_“5te”ez¢ +6_¢“ee + h.c.), (4.1)

onde o operador 4 = n (de” ™" + ale™") e a constante @ = w 4 wy foram introduzidos de
maneira a simplificar a notacdo. Os termos cuja dependéncia temporal sao exprimidos
por exponenciais de @ ou wy podem ser descartados uma vez que, na média, eles nao
contribuem para a dinamica do sistema quando comparados aos termos cuja dependéncia
temporal é expressa pela exponencial cuja frequéncia é § = w — wy <K W, wy. Ao fazermos
esta aproximagao, chamada de aproximagao da onda girante (AOG), Hé simplificado
para (LEIBFRIED et al., 2007)

H= ﬁgo {6+6M+¢)6_i5t + 5'_6i<}ﬂ+¢)€i6t} . (4.2)

4.2 Interacoes elementares e portas quanticas

O fator de Lamb-Dicke n quantifica a amplitude de oscilagdo do fon na armadilha
(LEIBFRIED et al., 2007) tornando-se um pardmetro muito importante para a andlise do
sistema. Se n < 1, dizemos que o sistema estd no regime de Lamb-Dicke e, podemos fazer
as aproximacoes

eV 14in (de_i”t + dTei”t) , (4.3a)

el 1 - in (dTeM +ae ™). (4.3b)
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Portanto, o hamiltoniano de interagao no regime de Lamb-Dicke se torna

~ h g {

LD = 5~ 64 (1+in (ae™™" + dTeM)) el(#=0 4 h.c.} . (4.4)
Como 7 quantifica as oscilagoes atomicas relativas ao comprimento de onda do
campo, se 11 = 0, o vetor de onda se torna praticamente perpendicular a dire¢ao de vibracao

do ion, de maneira que o hamiltoniano de interagao se torna

N A )
HLD = TO {a’+@l(¢76t) + hC} s (45)

o que significa que, neste caso, o ion ¢é excitado sem acoplar os estados eletronico e vibraci-

onal.

O regime de Lamb-Dicke é importante, uma vez que podemos explorar novos
hamiltonianos que acoplam interacoes entre os estados internos e externos do ion ao
ajustar a dessintonia § = w — wp. E importante notar que as frequéncias do campo devem
ser ressonantes ou quase ressonantes a frequéncia de transicao interna. Isso ¢ feito uma
vez que a interacao acopla os niveis externos aos internos com dessintonias especificas. Se

a frequéncia do campo é ressonante com a frequéncia de transicao, entdo 6 =0 e

Hyg = =7 (646 +6-¢77), (4.6)

onde a aproximagao da onda girante foi aplicada. Eq. (4.6) significa que a interagao do
campo em ressonancia com a frequéncia de transicdo do estado de dois niveis induz a
transicao entre eles sem acoplar os estados vibracionais. Esta é a chamada interacao de

campo ressonante.

Ajustando-se 6 = —r e aplicando a aproximagao da onda girante novamente na
Eq. (4.4), temos

~ hQ2 . .
H,y = 7077(d0+61¢ + &To_—e_wb)a (47)

chamado de hamiltoniano de Jaynes-Cummings. Este hamiltoniano permite excitacoes no

estado eletrénico do ion ao remover um fonon no modo vibracional.

Ajustando-se 6 = v e aplicando a aproximagao da onda girante na Eq. (4.4), temos

Hyy = T%(a*mew +a6_e'?) (4.8)

chamado de hamiltoniano de anti-Jaynes-Cummings.
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4.2.1 lons aprisionados em potenciais bi-dimensionais - Interacdo entre modos

De maneira anéloga ao caso de um ion aprisionado em uma dimensao, o hamiltoniano

do sistema 2D na representacao de Schrodinger é dado por

. e hw hQ |
H = hw,ata + hnb'h + 7062 - 70 (64 + h.c.) (0710 L p ). (4.9)

Na representacao de interacao, temos

N h ) ) A - )
Hiu(t) = §Qo6+ exp{ina(&e_z”“ + &Te“’“)} exp{inb(be_w” + bTeW”)}e_Z(‘St_‘ﬁ) + h.c..

Podemos obter, apds aplicagoes da aproximacgao da onda girante, operagoes con-
troladas entre modos. Em particular, podemos obter a operagao controlada entre modos
indicada no conjunto universal da Eq. (3.3) ao escolher um laser tetracromético com
dessintonias 0 = £(v, + 1), fase ¢ = 0 e no regime de Lamb-Dicke, mantendo termos até

ordem n?, obtemos o hamiltoniano

& ﬁQnanbA > O
Hy 0%, = T%(XaXb)- (4.10)

O operador de evolugao temporal associado é da forma

A

Ug.ox, = exp{z‘t’)%af(b}, (4.11)

com t' = t%. E possivel simular a dinAmica de um fon aprisionado utilizando a biblioteca
QuTiP (JOHANSSON; NATION; NORI, 2012; JOHANSSON; NATION; NORI, 2013),

comparando com a dindmica esperada a interagao ideal.
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Figura 6 — Fidelidade em fun¢ao do tempo efetivo ¢’ = t% da evolugao temporal exata

da porta entre modos U x.ox, = eXp{Xa ® X} em comparagdo ao hamiltoniano
sem aproximagoes, Eq. (4.9), considerando casos com 1 = 0,1 (esquerda) e
n = 0,2 (direita). O programa escrito para gerar as curvas de fidelidade pode
ser visto no Apéndice C. Fonte: Elaborada pelo autor.
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E possivel observar que a fidelidade dessa porta, definida como sendo a norma da
diferenga entre o estado final da evolugao do operador ideal dado pela Eq. (4.11) e do
estado final apds a interagdo sem aproximagoes gerada pela Eq. de Schrédinger (4.9) para
um mesmo estado inicial, decai rapidamente com o tempo. Isso se deve ao fato de que o
acoplamento efetivo depende do produto 1,7, de ordem menor ou igual a 1.0 x 1072, Para
portas com acoplamento efetivo da ordem de 7,, por exemplo, o acoplamento se torna

mais forte, permitindo fidelidade alta por mais tempo.

4.2.2 A porta X e o operador deslocamento

Ajustando-se = £+, mantendo-se termos até ordem 7, e aplicando-se a aproxima-

¢ao de onda girante podemos obter os seguintes hamiltonianos

A hQ2

Hs__, = 7077 (a64e"+ +alo_e '), (4.12a)
~ he2 , .

Hs_, = 707; (a'64e" +a6_e ") . (4.12b)

Nestes casos, os estados vibracional e interno sao acoplados. O primeiro hamiltoniano
¢é conhecido como o primeiro desvio para o vermelho e produz interagoes equivalentes ao
hamiltoniano de Jaynes-Cummings: o estado interno ¢ excitado ao custo de um fénon
do estado vibracional ou o estado interno ¢ de-excitado e um foénon é criado no estado
vibracional. J4 o segundo hamiltoniano é conhecido como o primeiro desvio para o azul.
Nesta interacao, tanto o estado interno quanto o externo do ion é excitado ou de-excitado
simultaneamente. Em particular, dois casos sao de maior interesse: O primeiro caso é a
interacao entre um laser bicroméatico com frequéncias f = v e fases relativas ¢, = ¢_+20¢,

resultando no hamiltoniano

hQn hQn

H=""(6 a6 +6_aTe 16 a'e +6_ae ) = 5 Goro_(ae+ate ™), (4.13)

onde 64 = 0, + o_e . Ao escolhermos ¢ + ¢_ = ¢ — m/2, obtemos

e
=

5 (a'e ™ — ae'®)64—r 2, (4.14)

cujo operador de evolugao temporal pode ser escrito como

D(a) = exp{cArqu/Q(CJzﬁzT — a*&)}, (4.15)
onde a(t,¢) = %ei(‘ﬁ*g) ¢ um numero complexo. O operador descrito na Eq. (4.15)
¢ chamado de Operador Deslocamento quando o estado interno do ion estéa no estado

H—)(zHr /25 descrito como sendo o autoestado do operador 64_r/2 com autovalor positivo.
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O segundo caso de interesse ¢é a interacao de um laser bicromatico com frequéncias
f = £v e fase relativa ¢ = —7/2 durante um tempo ¢, que resulta no seguinte operador

de evolucao

N Q A
Ug = exp{itZT]&xX}, (4.16)

onde X = (a+ a'), que pode ser visto como o primeiro elemento do conjunto universal

(3.3), quando o estado interno do fon esta no estado |+) = %ﬂg) + le)).

O operador de evolucao temporal U ¢ e suas formas aproximadas pela interacao
laser-ion podem ser simuladas, permitindo entao calcular a fidelidade de um estado
calculado via dinamica completa, sem aproximacoes, e um estado calculado usando-se o
operador U,. A Figura 4.16, mostra o comportamento da fidelidade em fun¢ao do tempo
efetivo de evolucdo para o caso n = 0,01. E possivel observar que a amplitude de oscilagio
da fidelidade é similar ao caso da Figura 6. No entanto, uma vez que o acoplamento
entre o estado eletronico e vibracional ¢é linear com 7 e utiliza-se um laser bicromatico, o

comportamento da fidelidade em funcao do tempo é melhorado.

4.2.3 A porta de Fourier

A porta de Fourier

[ = i5(X2HP?) (4.17)

Y

também pode ser realizada ao expandirmos as Eqs. (4.3a) e (4.3b) até segunda ordem em

n:
ca . . ’)72 . .
e~ 14 in (ae™™" +ale™) — ) (a*Te®™ + a’e>"" + ata + aa') (4.18a)
.AT . . ’[’]2 . .
e~ 1 —in (aTe™ + ae”™") — ) (a*e®™ +a%e ™" + ala + aal) . (4.18b)

Escolhendo a dessintonia 6 = 0 com fase relativa ¢ = 7, o hamiltoniano de interacao

entre o campo e o ion se torna, apos aplicagdo da aproximacao da onda girante

N Q ~ Qqn? N N
A= —h=2o,l +h %77 o, (X2 + P2). (4.19)

Resultando no operador de evolugao temporal

A

Us = e*it%ﬂzfeitn%nZ ‘7“’()22"'132) (4'20)
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Figura 7 — Fidelidade em fun¢dao do tempo da evolugao temporal exata da porta entre
modos H = X em comparagdo ao hamiltoniano sem aproximagoes Eq. (4.9),
considerando o caso com 1 = 0,01. O programa escrito para gerar as curvas de
fidelidade pode ser visto no Apéndice C. Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Eq. (4.20), é possivel observar que o primeiro termo do hamiltoniano na
Eq. (4.19) gera apenas uma fase global quando o estado interno do fon é preparado no
autoestado |+). Nesse caso, o estado interno permanece sempre no estado |+) e a dindmica

do estado vibracional fica entdao descrita pelo operador

0y, = e (X7), (4.21)

Ajustando t = %%772, obtemos a porta de Fourier

i§(X24P2) (4.22)

B3N
1
®
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424 A porta X%2eo operador de compressao

Ao escolhermos § = +2v com fases ¢ e ¢_, expandindo as Eqs. (4.18) e aplicando

a aproximagao de onda girante na Eq. (4.2), obtemos

A hQn? . .

Hy, = — 1 (6+&261¢+ + 5’76”2 671¢+)7 (4238“)
~ hQn?

H_ 5, =— 477 (6pae 46 _a%e 7). (4.23b)

Dessa maneira, a interacao entre um laser bicromatico de frequéncias cujas des-

sintonias sejam 0 = +2v e fases ¢, + ¢ = 2¢ e ¢_ = —7/2 gera hamiltonianos do
tipo

N hn? , ,

Higy =" 4" Go(e~ a2 — e9at?), (4.24)

de maneira que o operador de evolugao temporal se torne

300) = expd o, [y000° - g7 |, (4.5)

onde ((¢,t) = Q" te=¢. Quando o estado interno do fon é preparado em um autoestado

do operador G4, o operador S(f) reduz-se exatamente a um operador de compressao.

Ao escolhermos um laser tricromatico, com dessintonias 0 = +2v,0 e fases ¢y =

¢4+ = ¢_ = m, obtemos o hamiltoniano

7o B 197 - B
R i T 5,X2. (4.26)

O primeiro termo, no entanto, modifica apenas os niveis internos do ion, os quais
nao estamos interessados nesse contexto, o que nos permite desconsiderar esse termo caso
o fon esteja preparado com estado interno |+), isto é, o autoestado de 6, com autovalor
1. Dessa maneira, o operador evolugao temporal associado ao hamiltoniano dado pela
Eq. (4.26) torna-se

Ug» = exp{—i6, Xt }. (4.27)
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425 A porta X3

Escolhendo § = +3v, com respectivas fases ¢, 6, e levando-se em conta termos até

a ordem 1?, sdo geradas as interacoes

A i 3 i A A3
H=-— D (a+aT e —6_a’e™?), (4.28a)
A hOn3 . ,
B =" (6,63 — 6_afde ), (4.28D)

12

de maneira que a interagao entre um laser tetracromatico e um fon aprisionado com

frequéncias 6 = +v, £3v e fases relativas ¢— = ¢_ = ¢ = 0 = 7/2 é descrita pelo
hamiltoniano

. hQn hOon?

A= —T”X(&x + T;X%x. (4.29)

A interagao que estamos procurando é dada somente pelo segundo termo do lado
direito da equacao acima. Desse modo, precisamos encontrar uma forma de eliminar
o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.29). Felizmente isso é possivel pois, como
demonstramos acima, com a adi¢ao de um novo laser, com pardmetro de Lamb-Dicke 7/,
muito menor que 17 de modo a mantermos apenas termos proporcionais a 7, conseguimos
derivar um hamiltoniano igual, mas com sinal trocado, ao primeiro termo do lado direito

da Eq. (4.29). Com isso, ficamos com o hamiltoniano simplificado

hQn?
12

H= X36,. (4.30)

4.2.6 Interacdo Kerr

A interagao Kerr, assim como a porta X 3 é uma interacao nao-gaussiana - um
recurso muito importante para computagao quantica em variaveis continuas, como discutido
anteriormente - de maneira que sua aplicagao em sistemas de variavel continua seja um
importante passo para a computagao universal. Resumidamente, podemos descrever a

interagao Kerr como sendo

K= exp{itd”cf}. (4.31)

Para conseguir simular numericamente como gerar tal interacao, Stobinska, Villar
e Leuchs (STOBINSKA; VILLAR; LEUCHS, 2011) simularam a interacao ressonante Eq.
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(4.6) com fase nula até quarta ordem. Dessa maneira, o hamiltoniano da intera¢ao pode

ser escrito como

. 0 2 aN 4 4
Herr = Iy Kl - % + 7;) I+ <772 — 772) ata + "2&*2&2} G- (4.32)

Considerando que o nivel interno do ion esteja preparado no autoestado |+) do

operador &, o operador de evolugao associado ao operador descrito pela Eq. (4.32) torna-se

N 4
—i%ﬁ(n)lei%n%(l—n?/Q)afae—i—mf at2a2

Ukerr = € : (4.33)

onde ¥9(n) = 1 —n*/2 + n*/8. O primeiro termo da Eq. (4.33) corresponde a uma fase
global, que pode ser desconsiderada na dinamica efetiva. O segundo termo, relacionado
a porta de Fourier, pode ser considerado uma rotagao no espaco de fase. Dessa maneira,
ao considerarmos um referencial giratério no espaco de fase, a dindmica efetiva pode ser

descrita pelo operador de evolucao temporal

K= exp{—it/&TQ&Q}, (4.34)

com t' = tQ%.

4.2.7 Portas logicas em variaveis continuas

Obtivemos entao, para um ion aprisionado, diferentes operacoes sobre variaveis

continuas que podem ser classificadas de acordo com a Tabela 1.

Tabela 1 — Conjunto de portas em varidveis continuas apresentado nesta secdo. As opera-
¢oes relativas ao conjunto universal Eq. (3.3) foram desenvolvidas pelo autor,
com excecao da porta de Fourier. As outras operagoes podem ser encontra-
das também em (ORTIZ-GUTIERREZ et al., 2017; STOBINSKA; VILLAR;
LEUCHS, 2011).

Operacoes controladas lineares | X1 ® X2
O X
Interacoes lineares ~ —
: aa" — a*a (Deslocamento)
Portas Gaussianas — R .
Rotagdes 5 (X +P ) (Fourier)
L X?
Interagoes nao-lineares Ba% — FFa (Comprossao)
Portas nio-Caussianas Interacoes de terceira ordem X3
Interagoes de quarta ordem a?a? (Kerr)

Podemos identificar que todas as operagoes do conjunto universal apresentado na

Eq. (3.3) foram desenvolvidas durante o capitulo. Além disso as operagoes Gaussianas em
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um modo apresentadas neste conjunto universal podem ser decompostas nos operadores
de Deslocamento e Compressao, além de rotacoes no espago de fase que sao portas de
Fourier com diferentes tempos de evolugao (KALAJDZIEVSKI; QUESADA, 2021), todas
apresentados durante esta secao. Dessa maneira, em unido com as portas nao-Gaussianas é
possivel realizar diferentes decomposi¢oes e conjuntos universais. Em particular, o conjunto
dado pela Eq. (3.3) garante vantagem ao decompor sem aproximagoes operadores do tipo

apresentados na Eq. (3.2), que sao operadores de interesse para o algoritmo estudado neste
trabalho (KALAJDZIEVSKI; ARRAZOLA, 2019).
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5 Propostas de modificacoes

A convergéncia lenta do algoritmo em fun¢ao do tamanho da superposigao e as
limitacoes quando se leva em conta a imprecisao da medida simultaneamente com a
aproximacao da fun¢ao degrau nos levaram a procurar alternativas como a introduzida
na secao anterior. Conseguimos entao elaborar duas propostas para melhorar o algoritmo
proposto por Arrazola et al., cujos detalhes e consequéncias serdao discutidos nas proximas

segoes.

5.1 Proposta 1

A Eq. (3.49) nos d4 o comportamento completo de F(a) para a > 1+A?% no entanto
F(a) acaba sendo insensivel a variagdo do sinal de a. Dessa maneira a proposta de modifi-
cagdo se torna uma boa abordagem para operadores positivo (negativo)-semidefinidos.
Além disso, apds multiplicarmos a Eq. (3.49) pelo pré-fator da Eq. (3.51), podemos

expandir a Eq. (3.49) em séries de poténcias, de maneira a obter

1 ( B e )
F =—|(1+—=4+=+..]. 5.1
(a) al +a2+a4+ (5.1)
Assim, é possivel eliminar os termos de erro de ordem a=2,a™%, ... na expansao da Eq. (5.1)

ao alterar apropriadamente os coeficientes da superposicao |s). Dessa maneira, o estado

|s) agora tem a forma

Isp) =D Fongr [2n+ 1) (5.2)

n=0

Para o caso |s1) = 71 |1) + 73 |3), é possivel obter analiticamente os coeficientes de

superposicao

.7 4
%:\/%<3+1+A2)’ (5:3)

43 pode ser obtido através da normalizagao do estado |s).

A Figura 8 mostra os diferentes comportamentos da curva gerada pela proposta
modificada do algoritmo, mostrando que para a > 1 + A? o comportamento da curva

converge rapidamente para o resultado ideal.

Por outro lado, também é possivel ver que, ao definirmos A = 1,0 na medida

projetiva dos estados auxiliares, ha perda consideravelmente menor de fidelidade relativa
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Figura 8 — Esquerda: Grafico dilog de F'(a) em fungao de a considerando A = 0,01, da
primeira proposta do algoritmo em comparagao com a curva ideal 1/a. Direita:
Gréfico dilog F'(a) em fung¢ao de a considerando M = 0, da primeira proposta
do algoritmo em comparagdo com a curva ideal 1/a. O programa que gera
as curvas pode ser reproduzido utilizando os c6édigos no Apéndice B. Fonte:
Elaborada pelo autor.

ao resultado da proposta pratica do algoritmo originalmente desenvolvida. O caso A = 1,0,
em particular, ¢ muito importante uma vez que pode representar uma medida projetiva

no estado de vacuo, resultando em algo mais simples de se realizar em um sistema quantico.

Ao comparar as Figuras 5 e 8, percebe-se que o comportamento para a < 1 é muito
mais apurado na proposta original para valores de d suficientemente grandes. Mesmo ao
aumentarmos a dimensao da superposicao na primeira proposta, o resultado apenas ficara
mais refinado para a > 1 + A%, Este problema pode ser contornado ao modificarmos o
tempo de evolucao t do hamiltoniano no algoritmo. Essa modificacao pode ser representada

pelo circuito da Figura 9.

|Sd> —_— P A

1) —| TiAXY Dy A,

-

Alf) — )

Figura 9 — Representacao circuital do algoritmo modificado. Fonte: Elaborada pelo autor.
Dessa maneira, ao fazermos A\ — t\, obtemos para d = 1

t2a?
((ta)? + (14 A2)2)3/2

F(a) = (5.4)

uma boa aproximacao para ta > 1 + A2, Dessa maneira, podemos melhorar o comporta-

mento ruim para a < 1 + A? ao aumentarmos o tempo de evolucdo ¢t. A Figura 10 mostra
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diferentes curvas de F'(a) para valores diferentes de t.

, - S o la = = =
_ ~ A=0.0
10 = = t=100 0] — - —
1 - A=1.0
~
\10 = ‘ =10
@ B TRy
SR ~o

-
I o
o
T

1072 107" 10° 10"

a

Figura 10 — Gréafico dilog de F(a) em fungao de a considerando M = 0 da primeira
proposta do algoritmo, com diferentes valores de A e t em comparagao com a
curva ideal. O programa que gera as curvas pode ser reproduzido utilizando
os codigos no Apéndice B. Fonte: Elaborada pelo autor.

Consequentemente, é possivel aumentar a fidelidade do algoritmo modificado ao
aumentarmos o tempo de evolucao, cuja limitagao pode ser majoritariamente atribuida ao

hardware, a depender do tempo de decoeréncia e de alta fidelidade das portas quanticas.

5.2 Proposta 2

No desenvolvimento dos resultados apresentados pelas Eqgs. (3.46) e (3.47), é pos-
sivel notar que duas consequéncias diretas de se utilizar um estado com funcao de onda
impar como o estado inicial auxiliar ‘i> sao: (a) a sensibilidade ao sinal do autovalor a e

(b) na expansao de |sqz), os estados com fungdo de onda par sao desprezados.

Com isso em mente, ao escolhermos uma fun¢ao suave H par, cuja integral definida

seja [p H(x)dx =1, temos
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Com isso em mente, ao substituirmos o estado inicial ‘1> por |0), é esperado que
F(a) seja uma boa aproximagao para 1/|a| ao mesmo tempo que apenas estados pares
sejam relevantes na expansao |s4r,). Dessa maneira, o algoritmo com a segunda modificacao

se torna aquele representado esquematicamente na Figura 11.

|$ar,) —— Pz A
0) —— o—iAXY E:A
1f) ——— - |D)

Figura 11 — Representacao circuital da forma pratica da segunda proposta de modificagao
do algoritmo. Fonte: Elaborada pelo autor.

Com essa modificacao, o resultado do algoritmo, quando substituimos |f) por |a),

se torna
27 1 'L
a|P) = F(a) = M — ml(at), 5.6
() = Fla) = 32— 37 gl (5.6
onde

(5.7)

(Zm)!(—l)m< a2—1+A42)m

9m@) =V o @+ (1 + A?)

Consequentemente, temos condigoes para as quais o novo algoritmo modificado fun-
ciona similarmente as da primeira proposta de modificagao: operadores positivo (negativo)-
semidefinidos e alta precisao para a > 1+ A?, nos retornando uma aproximagao de F'(a)

da forma

F(a) 1<1+O‘1+O‘2+...), (5.8)

-~ al laf* ~ lalt

onde podemos remover os termos de erro sistematicamente ao substituirmos o estado |s)

POr uma superposicao

|sar) = z—:o Yom |2m) (5.9)
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de maneira que a; = ay = ... = ay = 0. Para M = 1, podemos obter analiticamente
(Apéndice A)

- R 4

A Figura 12 mostra o comportamento da curva F'(a) em relagdo a curva ideal 1/a

para diferentes valores de A e M, utilizando o resultado obtido na Eq. (5.10).

10"

~ la = - =
~ M=0 — - -

T T TATTIT
T
S
>
=

F(a)
F(a)

107
1 1 1 L1l II| 1 1 1 L1l II| : 1 1 1 L1l I| 1 1 1 1 L1l I|
107" 10° 10" 10° 10"

a a

Figura 12 — Esquerda: Grafico dilog de F'(a) em fungao de a, considerando A = 0,01, da
segunda proposta do algoritmo em comparagido com a curva ideal 1/a. Direita:
Gréfico dilog de F'(a) da primeira proposta do algoritmo, considerando M = 0,
em comparacao com a curva ideal 1/a. O programa que gera as curvas pode
ser reproduzido utilizando os cédigos no Apéndice B. Fonte: Elaborada pelo
autor.

Com um comportamento similar ao da curva obtida pela primeira modificacdo, as
vantagens obtidas nesse caso ficam na preparacao do estado inicial dos modos auxiliares -
que pode ser reduzida a inicializar os dois modos auxiliares no estado de vacuo, além de
nao haver custo computacional para calcular A |f) - e um comportamento mais préximo

do ideal, apesar de ainda ruim - para a < 1.

De maneira analoga a primeira proposta de modificacao, é possivel melhorar a
fidelidade do algoritmo modificado ao aumentarmos o tempo de evolugao t. A Figura
13 mostra o comportamento da curva para diferentes valores do tempo de evolugao,
mostrando que a fidelidade escala com o tempo de maneira similar ao que acontece na

primeira proposta de modificacao.

5.3 Probabilidade de sucesso

O ultimo passo do algoritmo, selecionar apenas resultados condicionados a deteccao
de estados com momento nulo nos modos auxiliares, depende de uma probabilidade de
sucesso, que por sua vez depende da precisao A. A probabilidade de sucesso, P(A) =
$I(A, AP) ||?, pode ser calculada para as diferentes formas do algoritmo. No caso do

algoritmo original temos |¥) dado pela Eq. (3.27), onde a funcdo ©(x) é substituida pela
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Figura 13 — Gréfico dilog de F'(a) da segunda proposta do algoritmo, fixando M = 0, com
diferentes valores de A e t em comparagao com a curva ideal 1/a. O programa
que gera as curvas pode ser reproduzido utilizando os c6digos no Apéndice B.
Fonte: Elaborada pelo autor.

fungdo de onda da superposicao |s), previamente discutida. Dessa maneira, é possivel obter

facilmente

2

d
JA2 2|f? AP <2n+1>!< 1 —a?— A )
Parr(8) = 5 %:(a2+(1+A2)2)3 ;Z:O ol 2+ (1+A22) |

(5.11)
onde f, = {alf).

E importante notar que para valores de A préximos a 1, a convergéncia do algoritmo
original se torna muito lenta. Dessa maneira, é seguro dizer que a probabilidade de sucesso

do algoritmo original é da ordem O(A?), valor referente ao caso A < 1.

A primeira proposta tem probabilidade de sucesso similar a do algoritmo original.

Restringindo-se ao caso d = 1, a probabilidade de sucesso se torna

t?a*|fa]?
2 4 (1 —|—A2)2)37

Pi(A) = 4{?2 Z o (5.12)
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onde ) = Hfl |f) ]| ¢ uma constante de normalizacdo. Ja para o caso da segunda proposta,

a probabilidade de sucesso se torna

Py(A) = 4A2§a: i) lialuA?)?' (5.13)

Garantindo vantagem no uso de recursos, o uso de A = 1,0 nas modificagoes
propostas gera uma probabilidade de sucesso muito maior, para t fixado, ao custo de uma
ligeira perda na fidelidade do algoritmo, que pode ser compensada mais facilmente com o

tempo de evolucao.
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6 Exemplos

Nesta secao, serao apresentadas comparacoes entre os diferentes algoritmos apresen-
tados anteriormente, isto é, as propostas de modificacao e a versao original do algoritmo.
Serao considerados dois exemplos com operadores positivo semidefinidos: O operador
de Laplace como o primeiro exemplo e uma versao modificada do oscilador harmonico

quantico como o segundo exemplo.

6.1 Operador de Laplace

Como o primeiro exemplo, nosso objetivo serd comparar as diferentes propostas
considerando o problema de calcular o potencial eletrostatico ¥(r) associado a uma

densidade de carga p(r), o que significa que precisariamos resolver a equagao de Poisson,

~V2(r) = plr). (6.1)

Iremos considerar que a densidade de cargas é dada por uma superposicao de fungoes

Gaussianas da forma

oD/2 )
= - 2 6.2
9(0.x) = —p 7z exp{—o*r?/2}, (6.2)
onde D é a dimensao espacial e o0 determina a largura da funcao Gaussiana. O operador
A = —V? tem as ondas planas |k) como autoestados e autovalores aj = k?,
Alk) = k* k), (6.3)

de maneira que (r|k) = exp(ik - r)/(27)P/2. O estado |f) tem funcdo de onda p(r), e pode

ser escrito como

1) = [ d°kG) K, (6.4)
onde Pl
Gk) = Wp(r)e’ik'r. (6.5)

Uma fungao de densidade gaussiana, p(r) = g(o,r), tem transformada de Fourier,

1 2
G(k) = it =95k, (6.6
com largura 1/o.

Para o caso do operador inverso ideal A~!, terfamos A~! |k) = 1/k? |k), enquanto

-1

approc discutidos anteriormente, temos

para cada aproximacgao A

Aoppron 1K) = F(k?) k) , (6.7)

approx
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com F(k) determinada pela versao do algoritmo. Dessa maneira, a solugao esperada pelo

algoritmo da Eq. (6.1) sera dada por

ve) = (] A1) = [ dPKG0) 1 (rlk) (69

e as solugoes aproximadas serao dadas por
V) = (0 Ao 1) = [ APRGR)P () (x[K) (6.9)

Com as consideracoes acima, podemos escrever expressoes explicitas para as solugoes
aproximadas e exatas no caso de uma densidade de carga gaussiana, p(r) = g(o,r), em

trés dimensoes. Temos

2sm kr) 7,62/202 e

wea:(r) = \/W/
B 1 erf(ar/\/_)
= oo " (6.10)

para a solucao exata, onde er f(z) é a fungao erro. As solugoes aproximadas terao a forma

geral
2k sin kr)

Yapp(r) = \/W / F(R?) e /27 g, (6.11)

onde F(k?) pode ser obtida ao substituirmos a = k? na Eq. (3.46) para a versao pra-
tica do algoritmo original e Eqgs. (5.4) e (5.6) para as propostas de modificacao 1 e 2,

respectivamente.

No caso 0 = 1, Eq. (6.6) nos mostra que terfamos uma projecao forte em {a}y<1,
causando todas as propostas ineficientes. No entanto, ao escolhermos uma funcao externa
composta por duas funcoes gaussianas, de maneira que os termos de projecao sejam
nulos em uma vizinhanca de a = 0, é possivel obter 6timos resultados. Por exemplo, ao
escolher f = g(oy,x) — g(02,%), onde 07 # 09 podemos obter uma forte projecao fora
da origem, o que resultaria em resultados precisos tanto para o algoritmo original e as
modificagoes propostas. Contudo, ao utilizarmos maiores tempos de evolugao em nossas
modificagoes propostas do algoritmo, é possivel obter bons resultados mesmo para fungoes
com forte projegao na origem, como pode ser visto na Figura 14, onde f = g(4,x). Neste
caso, é possivel observar que os termos de projegio (a|f) sdao aprecidveis até k* ~ 16, de
maneira que as nossas propostas de modificagdo consigam cobrir a regiao k* € (1/t,00)
com alta fidelidade em contraste ao algoritmo original, que cobre com alta fidelidade
k* € (0,2;16) de maneira que, para valores do tempo de evolugao suficientemente grandes,

nossas propostas consigam obter resultados melhores.

E importante notar que, neste exemplo em que descrevemos uma solugao particular

do potencial elétrico de uma particula aprisionada, a solucao geral para isto pode ser
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Exa[o ——

Arrazola A=0,0] == == =
Arrazola &=1,0
Proposta 1
Proposta 2

Figura 14 — Solugbes particulares da Equacao de Poisson (6.1), como fungoes da variavel
radial r, com fungao nao homogénea f(r) = g(4,r). As solucoes obtidas pelo
algoritmo original com dois valores de precisao na detecgao A = {0,01;1,0}
sdo comparadas as propostas 1 e 2 para tempos de evolugao t = 1,0 (a),
t = 10,0 (b) e t = 100,0 (c). A solugao exata esperada pelo algoritmo é
apresentada para comparacao. Fonte: Elaborada pelo autor.

calculada localmente para regioes de interesse do espaco a partir dos resultados obtidos na
Figura 14. Todas as propostas do algoritmo perdem precisao quando r é muito grande,
por conta da baixa precisao em k < 1. No entanto, o comportamento para r grande é

conhecido neste caso particular, sendo proporcional a 1/7.

6.2 Operador do Oscilador Harmonico Quantico

Considerando a equacao diferencial

(=V+x)o(x) = f(x), (6.12)

para o caso unidimensional, reduzido a uma EDO, sabemos que os autoestados do operador
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diferencial sao

1 2
_ —z4/2
In) = / ) o) d, (6.13)
onde H,(x) é o n—ésimo polinémio de Hermite, e com autovalores 2n+ 1, n =0,1,2,....
Escolhendo o estado coerente |a), com « real, como o estado |f), temos (COHEN-
TANNOUDJI; DUIL; LALOE, 1991)

f) = Ja) = 2 f: 55 In) (6.14)

1
@)= —5 exp{—(z — v2a)?/2}. (6.15)
Podemos imediatamente escrever a expressao geral para as solugoes aproximadas e exata
da Eq. (6.12) que podem ser obtidas das diferentes maneiras pelos diferentes algoritmos.

Temos entao
e~ (:c2 +a2)/2

U(x) = (2| A7 [ f(a)) = i Sla), (6.16)
onde

S(a,z) = g}; (\%)n H,(z) F(2n +1). (6.17)

Como no exemplo anterior, F'(a) é dada pelas Eqs. (3.46), (5.4) e (5.6) para a versao
original do algoritmo, propostas 1 e 2, respectivamente. A solugdo exata esperada é dada
por F(2n + 1) = 1/(2n + 1). Na Figura 15 sdo comparados o algoritmo original com
A = {0,01;1,0} e suas modificagdes (propostas 1 e 2) para a = 2,5 considerando dois
tempos de evolugao distintos t = 1,0 (esquerda) e t = 10,0 (direita). E possivel notar que
para curtos periodos de evolugao (t = 1,0) o algoritmo original tem desempenho melhor
do que as propostas de modificagao para r < 1, enquanto para x > 1 propostas 1 e 2 se
aproximam melhor da solugdo exata. Um comportamento similar é observado se o sistema
é evoluido durante um tempo de evolugao total t = 10,0 com a diferenca de que as solugoes

obtidas pelas propostas 1 e 2 sdo consideravelmente mais fiéis ao resultado exato esperado.

E importante notar que o uso de A = 1,0 nas diferentes propostas de modificacoes
impacta diretamente na probabilidade de sucesso de se medir o estado |A, A) nos estados
auxiliares. Neste exemplo, o algoritmo original tem uma probabilidade de sucesso de
3,25 x 1078 e 1,36 x 10~* para A = 0,01 ¢ A = 1,0, respectivamente. Por outro lado, a
probabilidade de sucesso da primeira proposta ¢ de 2,18 x 1078 e para a segunda proposta
é de 4,58 x 1074, ambas considerando A = 1,0 e t = 10, 0.
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Figura 15 — Solugao particular da equagdo nao homogénea do oscilador harmonico quantico
modificada (6.12) como funcao da posi¢do x na qual a fungado nado homogénea
f(z) é a funcdo de onda do estado coerente com amplitude av = 2,5. As
solugoes obtidas pelo algoritmo original consideram dois valores distintos
A = {0,01;1,0} e sdo comparadas com as dadas pelas propostas 1 e 2 para
tempos de evolugao t = 1,0 (esquerda) e t = 10,0 (direita). A solugao exata é
apresentada para efeitos de comparacao. Esse resultado mostra que as versoes
modificadas do algoritmo tem a evolucao temporal como uma ferramenta
poderosa de melhorar a fidelidade do algoritmo. Fonte: Elaborada pelo autor.
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7 Conclusao

Este trabalho foi iniciado com o fim de estudar algoritmos quanticos e a possi-
bilidade de implementacao em sistemas fisicos de maneira a analisar a possibilidade de
obter ganho computacional no atual estado da arte da computacdo quantica ao resolver

equagoes diferenciais parciais e sistemas de equagoes diferenciais.

Com uma literatura extensa sobre algoritmos quanticos propostos para resolver
equagoes diferenciais, o algoritmo de solucao de equagoes diferenciais parciais nao homogé-
neas (ARRAZOLA et al., 2019) teve sua implementagao analisada. A partir dos resultados
preliminares que demonstravam grande dificuldade na implementacao por conta do custo
de preparacao do estado inicial e da probabilidade de sucesso ser baixa para casos com alta
precisao, foram propostas modificagoes de maneira a torna-lo um algoritmo com fidelidade
maijor e com custos computacionais menores, ao custo de restringir os resultados a classe

de operadores positivo (negativo)-semidefinidos.

Os resultados sobre as propostas de modificacao do algoritmo aqui expressos estao
sendo organizados em um artigo, e ha a expectativa para a publicagao em breve. Além
disso, estamos trabalhando na previsao teérica da aplicacdo do conjunto universal Eq. (3.3)
em um sistema com varios ions e também na simulagao de todas as portas do conjunto

universal em sistemas de ions aprisionados com apenas um e multiplos ions.
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APENDICE A - Obtendo os termos da
superposicao nas Propostas de modificacao 1
e 2.

De maneira a calcular os valores apresentados pelas Eqs. (5.3) e (5.10), é necessario

expandir as Egs. (3.46) e (5.6) em primeira ordem para a > 1 + A2

A.1 Primeira proposta de modificacao

Para a primeira proposta de modificacao, ao expandirmos a Eq. (3.46) em série de

Taylor apés definir M = 1, obtemos

1 3,1+ A2 14+ A?
F(a) x {7101 [1 — 5( T )2} +12793C3 —Z

lal a ?

3,1+ A?

)2]}+0<|a|—5>.

Uma vez que o objetivo principal ¢ obter um resultado assintético a |a|™*+O(|a|™?), é
necessario encontrar os valores 7;,73 de maneira a eliminar os termos proporcionais a |a| ™

na soma acima. Dessa maneira, os termos obedecem a equagao
3
127305 — 57101(1 + A?) — 993C5(1 + A?) =0, (A1)
que ¢ facilmente resolvida por

vlz%(3+1+4A2>. (A.2)

A.2 Segunda proposta de alternativa

Para a segunda proposta de modificacao, devemos expandir a Eq.5.6 em série de

Taylor e, definindo M = 1 obtemos

2\ 2
F(a)oci [27000 <1—1<1+A ) >+8’YQ202(1+A2)

|al 2 a a
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1 1+A2>2
—4’}/202 (1 - 5 ( a2 .

Para obter um resultado assint6tico a |a|~'+O(]a| ™), repetimos o procedimento

de cancelar os termos de terceira ordem, de maneira que os termos da superposi¢ao devam

satisfazer
872C5(1 + A%) + 2750y (1 + A%)? — 4Co(1 + A?)? = 0, (A.3)

que pode ser resolvido por

Yo = \7/25 (1 + 1+4A2> . (A.4)
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APENDICE B - Programas em Fortran

criados para simular as curvas apresentadas

nas Secoes 3.3 e 5 .

Todos os programas dessa se¢ao foram executados utilizando o compilador gnufor-

tran.

B.1 Programa para gerar as curvas da versao pratica do algoritmo

original

O programa utilizado para gerar as diferentes curvas referentes a Eq. (3.46) é

apresentado abaixo.

program arrazola
use iso_fortran_env
implicit none

integer , parameter :: qp=REAL128

real (kind=qp)::a,da,rpi,delta,F,f1,f2,f3,num,deno,t,at
integer ,PARAMETER::d=69
real (kind=qp) ,dimension (2*d+2) :: gamma ,fac,norm

integer::m,k,n,j

open(l,file="arrazola_low.txt")

open(2,file="gamma_L20.txt")

t=1.0
delta=0.1

!Definindo C(n)=norm(n+1)
rpi=sqrt (2*asin(1.0))
norm(1)=1/sqrt(rpi)

do k=2,2%d+2

norm (k)=norm(k-1)/sqrt (2.0*(k-1))
enddo

IDefinindo fatorial fac(i)=(i-1)!
fac(1)=1
do k=2,2%d+2
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fac(k)=(k-1)*xfac(k-1)
enddo

!Ler gamma, j calculado
do k=1,2xd+2

read (2, *) gamma (k)

enddo

a=0.001
da=1.005

do j=1,2309
a=ax*xda

at=a/t

F=0

f1=rpi*(0.56x((a**2) + ( (1 + (deltax**2) )**2) ) )*x(-1.5)
num=1-(a**x2) —(deltax*xx*4)

deno=(a**2) +(1+(delta*x*2)) *x*2

do n=1,d+1

!Coloquei d como sendo a metade da dimens o total, de maneira que

gammas corram at 2xd+2

f2=a*gamma (2*n) *norm (2) *norm (2*n) *sqrt (2.0*rpi)*fac (2*n) /fac(n)
f3=(num/deno) **(n-1)

F=F+t*f1*xf2*x£f3
enddo

write(l,*x)at,F,1/at
enddo

end program

Algoritmo para gerar as curvas da primeira proposta de modi-
ficacao.

O algoritmo utilizado para gerar as diferentes curvas referentes & Eq. (3.49) sdo

expostos abaixo. Os programas calculam apenas os resultados para os casos M = 0, 1.

program propl
use iso_fortran_env
implicit none

integer , parameter :: qp=REAL128



B.2. Algoritmo para gerar as curvas da primeira proposta de modifica¢do.

real (kind=qp)::a,da,rpi,delta,fl,f2,f3,num,deno,ff,l
integer ,PARAMETER::d=2
real (kind=qp) ,dimension (2%d+2) ::g,fac,norm,F,cte

integer::m,k,n,j

open(1l,file="propl.txt")

1=1.0

delta=1.0

g(1)=0
g(2)=(3+4/(1+(deltax**2)))/sqrt (6.0)
g(3)=0

g(4)=1.0

cte=0

!Definindo C(n)=norm(n+1)
rpi=sqrt (2*xasin(1.0))
norm(1)=1/sqrt (rpi)

do k=2,2%xd+2
norm(k)=norm(k-1)/sqrt (2.0%(k-1))
enddo

!Definindo fatorial fac(i)=(i-1)'!
fac(1)=1

do k=2,2%xd+2
fac(k)=(k-1)*fac(k-1)

enddo

a=-1.0
da=2.0

do j=1,500
a=a+da

F=0

fl=rpi*(0.5%(((1lxa)**2) + ( (1 + (deltax*2) )**2) ) )**x(-1.5)
num=1-((1l*a)**2) -(deltax*4)

deno=((1*a)**x2)+(1+(delta*x*2)) *x*2

do n=1,d+1

f2=norm (2) *norm (2*n) *sqrt (2.0*rpi) *fac (2*n)/fac (n)

f3=1*(a**2) *(num/deno) **x(n-1)
cte(n)=((-1)*x*(n-1))*sqrt (rpi) *sqrt (fac (2*n)) *(2*x*(2-n))/fac(n)
F(n)=F(n)+(1*x*2) *xf1*xf2*f3

ff=(g(2)*xF (1) +g(4)*F(2)) /(g(2) *cte (1) +g(4) *cte (2))

enddo

write(l,*)a,F(1)/cte(1),ff,1/a
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abaixo.

enddo

end program

Algoritmo para gerar as curvas da segunda proposta de modi-
ficacao.

O algoritmo utilizado para gerar as diferentes curvas referentes a Eq. (5.6) é descrito

Os programas calculam apenas os resultados para os casos M =0, 1.

program arrazola
use iso_fortran_env
implicit none

integer , parameter :: qp=REAL128

real (kind=qp) ::r,dr ,rpi,delta,fl1,f2,£f3,num,deno,1,ff,gl, g2
real (kind=qp) ::intl,f4,x,dx

integer ,PARAMETER::d=2

real (kind=qp) ,dimension (2*%d+2) ::fac,norm

real (kind=qp) ,dimension(d+1) : :F,cte

integer::m,k,n,j
open(1l,file="prop2.txt")

delta=1.0

1=1.0

g2=1
gl=(1+(4/(1+(deltax**2))))/sqrt (2.0)
IDefinindo C(2n+1)=norm(n)

rpi=sqrt (2*asin(1.0))
norm(1)=1/sqrt (rpi)

do k=2,2*%xd+2

norm (k) =norm(k-1)/sqrt (2.0*(k-1))
enddo

!Definindo fatorial fac(i)=(i-1)!
fac(1)=1

do k=2,2%d+2
fac(k)=(k-1)*fac(k-1)

enddo

r=-1.0
dr=2.0
int1=0
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do j=1,500

r=r+dr

cte=0

F=0

f1=(((1*r)**2) +((1+(delta*x*2) ) *x*2) ) **x(-0.5)
do n=1,d+1
cte(n)=norm(2*n-1)*fac(2*n-1)/fac(n)
num=1-((1l*r) **2) -(deltax*4)

deno=((1l*r)**x2) +(1+(delta*x*2) ) *%*2
f2=1*cte(n)
f3=(num/deno) **(n-1)

F(n)=£f1%£f2%£3
enddo
ff=(gl*xF(1)+g2*F(2))/(cte (1) *gl-cte (2)*g2)

write(*,*x)r,F(1)/cte(1) ,ff,1/r

write(1l,*)r,F(1)/cte(1) ,ff,1/r
enddo

end program
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APENDICE C - Programas em Python

utilizados para simular as dinamicas de ions

apresentadas na Secao 4

C.1 Interacao entre modos

O programa utilizado para simular a interagdo entre modos e calcular sua fidelidade

pode ser executado utilizando Python.

I #!/usr/bin/env python

N

# coding: utf-8

4 # In[1]:

7 import numpy as np

8 import matplotlib as mpl

9 import scipy as sp

10 from qutip import *

11 from math import *

12 import math

13 import cmath

14 from matplotlib import =*

15 import matplotlib.pyplot as plt

18 # In[2]:

21 options=0ptions(atol=1e-10,nsteps=1000,num_cpus=10,store_states=True,

store_final_state=True)

24 # In[3]:

27 N =10; #basis dimension

28 nu=1.0; #field frequency (MHz)

29 nu_1x=1.0; nu_2x=nu; nu_1y=1.2; nu_2y=nu; #individual field frequencies
30 timescaling=0.001 #factor to plot time scale in ms

31 eta_x=0.1; eta_y=0.1;
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omega_0=50.0

F_omega=20.0; #setup of Rabi frequencies

Omega_1lx=nu_1x/F_omega; Omega_ly=nu_1ly/F_omega;
Delta_1=-(nu_1lx+nu_1ly)+omega_O; Delta_2=(-nu_1lx+nu_1y)+omega_0O; Delta_3

=(nu_1x-nu_1y)+omega_O0; Delta_4=(nu_1x+nu_1y)+omega_O;

# In[4]:

def f_1(t, args): #ok
return cmath.exp(-1j*(Delta_1*(t)-math.pi))

def f_1d(t, args): #ok
return cmath.exp(l1j*(Delta_1+*(t)-math.pi))

7 def f_2(t, args): #ok

return cmath.exp(-1j*(Delta_2*(t)-math.pi))

def f_2d(t, args):
return cmath.exp(l1j*(Delta_2*(t)-math.pi))

def f_3(t, args):
return cmath.exp(-1j*(Delta_3*(t)-math.pi))

def f_3d(t, args):
return cmath.exp(1j*(Delta_3*(t)-math.pi))

def f_4(t,args):
return cmath.exp(-1j*(Delta_4*(t)-math.pi))

def f_4d4d(t, args):
return cmath.exp(1lj*(Delta_4*(t)-math.pi))

# In[5]:

a tensor (geye (2) ,destroy (N) ,qeye (N)) ;
b = tensor (geye(2),qeye(N),destroy(N));
Na=a.dag() *a;

Nb=b.dag () *b;

NT=Na+Nb;

x_a=a+a.dag();

x_b=b+b.dag();
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78 # In[6]:

g_st = basis(2,0); e_st = basis(2,1);

plus_st = (1/np.sqrt(2))*(g_st+e_st); minus_st = (1/np.sqrt(2))*(g_st-

e_st);

sig_p=tensor (sigmap () ,qeye(N),qgeye(N));
sig_m=tensor (sigmam () ,qeye(N),qgeye(N));
; sig_x=tensor (sigmax () ,qeye(N),qgeye(N));
" sig_z=tensor (sigmaz () ,qeye(N),qgeye(N));

# In[7]:

HO=(nu_1x*Na+nu_1y*Nb)+(1/2) *omega_O*sig_z;

5 Op_x=(lj*eta_x*x_a);
Op_y=(lj*eta_y*x_b);
Opd_x=(-1j*xeta_x*x_a);
Opd_y=(-1j*eta_y*x_b);

# In[8]:

H=(1/2) *Omega_1lx*sig_x*(0p_x.expm())*(0p_y.expm());

5 Hd=(1/2) *Omega_1lx*sig_x*(0pd_x.expm())*(0pd_y.expm());

# In[9]:

H_eff=(1/2)*(0Omega_lx*eta_x*eta_y)*sig_x*x_a*x_b;

# In[10]:

psiO_atom_p=plus_st; #atom initial state

psiO_atom_m=minus_st;

20 psiO_field=tensor (basis(N,0) ,basis(N,0));

#field initial state

psiO_p_full=tensor (psiO_atom_p ,psiO_field);

psiO_p_eff = psiO_p_£full;
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psiO_m_full=tensor (psiO_atom_m,psiO_field);
psiO_m_eff= psiO_m_full;
# In[11]:
Hit = [H,f_1]
H2t = [H,f_2]
H3t = [H,f_3]
H4t = [H,f_4]
Hidt = [Hd,f_1d]
H2dt = [Hd,f_24d]
H3dt = [Hd,f_34d]
38 H4dt = [Hd,f_4d]
H_full = [HO,H1t,6H2t ,H3t,H4t ,H1dt ,6 H2dt ,6 H3dt ,6 H4dt]
# In[12]:

Xi=(1/2) *eta_x*eta_y*0Omega_1x;

# In[13]:

data_fidelity_p = np.vstack((0,1)).T
M=int (math.ceil (1/Xi))
t=np.linspace(0,M,M*100)

print (M)

5 psi_p_full = mcsolve(H_full,psiO_p_£full,t,[],[],progress_bar=True,

_safe_mode=True,options=options) ;

7 psi_p_eff = mcsolve(H_eff,psiO_p_eff ,t,[],[],progress_bar=True,

_safe_mode=True,options=options) ;

# In[14]:

#Fidelity
tl=1ist (t)

Fidlist

tflist

a=1

(]
(]

iloop=range (0,100%M,a)
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for 1 in iloop:
tf=t[1]
proj_p_eff = (psi_p_eff.states[1l]).proj ()
F_p=expect (proj_p_eff ,(1j*xHO*xtf) .expm () *(psi_p_£full.states[1l])) #
Fidelity is the expect value of psi_p in the projector of psi_eff
Fidlist.append (F_p)
tflist.append (tf*Xi)

7 # In[15]:

#Plotting

plt.xlabel ("Time (s)")

plt.ylabel ("Fidelity")

plt.plot(tflist ,Fidlist, label="$\eta=0.1%")

# Inl[ ]:

C2 Porta X

#!/usr/bin/env python
# coding: utf-8

# In[1]:

import numpy as np
import matplotlib as mpl
import scipy as sp

from qutip import *

from math import *
import math

import cmath

from matplotlib import *

import matplotlib.pyplot as plt

options=0ptions (atol=1e-10,nsteps=2000,store_states=True,

store_final_state=True)

) N =10; #basis dimension

nu=1.0; #field frequency (MHz)
nu_1x=1.0; nu_2x=nu; nu_1y=1.2; nu_2y=nu; #individual field frequencies
omega_0=50.0; #Intermnal frequency

timescaling=0.001 #factor to plot time scale in ms
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24 eta_x=0.01;
25 F_omega=20.0; #setup of Rabi frequencies
26 Omega_1x=nu_1x/F_omega; Omega_ly=nu_1ly/F_omega;

27 omega_l=omega_O-nu_1x; omega_2=omega_O+nu_1x;

20 def f_1(t, args): #ok
30 return cmath.exp(-1j*(omega_1*(t)+math.pi/2))

32 def f_1d(t, args): #o0k

33 return cmath.exp(lj*(omega_1x*(t)+math.pi/2))
34

35 def f_2(t, args): #ok

36 return cmath.exp(-1j*(omega_2*(t)+math.pi/2))

38 def f_2d(t, args):
39 return cmath.exp(lj*(omega_2*(t)+math.pi/2))

41 a = tensor (qeye(2) ,destroy(N));
12 Na=a.dag () *a;
43 NT=Na;

14 x_a=ata.dag();

46 #### Atom operators

A7 # ###QD levels###

18 g_st = basis(2,0); e_st = basis(2,1);

19 plus_st = (1/np.sqrt(2))*(g_st+e_st); minus_st = (1/np.sqrt(2))*(g_st-

e _st);

51 sig_p=tensor (sigmap () ,qeye(N));
52 sig_m=tensor (sigmam () ,qeye (N)) ;
53 sig_x=tensor (sigmax () ,qeye(N));

54 sig_z=tensor (sigmaz () ,qeye(N));

50 # Full Hamiltonian

61 # #Free Hamiltonian# #
62 HO=(nu_1x*Na)+(omega_0/2) *sig_z;

64 Op_x=(1lj*eta_x*x_a);
65 #0p_y=(1lj*eta_y*x_Db);
66 Opd_x=(-1j*eta_x*x_a);
67 #0pd_y=(-1j*eta_y*x_b) ;
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69 # H=(1/2) *Omega_1x*sig p*(0p_x.expm())*(0p_y.expm()) ;
70 # Hd=H.dag();

72 H=(1/2) *Omega_1x*sig_x*(0p_x.expm());
73 Hd=(1/2) *0Omega_1x*sig_x*(0pd_x.expm()) ;

(B ====soosSoooooooooooooooooooooooooooSoooSoooSoos
76 # Effective sigma_x hamiltonian

(@l ===—=ssc==osoocooooooooooooSooooooSSoooooSosss
78 H_eff=(1/2) *(0Omega_1lx*eta_x)*sig_x*x_a;

79

80 #

81 # System initial setup
82 #

83 ###initial states of atom and field

84 psiO_atom_p=plus_st; #atom initial state

85 psiO_atom_m=minus_st;

86

87 psiO_field=basis(N,0); #field initial state
88

89 psiO0_m_full=tensor (psiO_atom_m,psiO_field) ;
90 psiO_m_eff = psiO_m_full;

91 psiO_p_full=tensor (psiO_atom_p ,psiO_field);
92 psiO_p_eff= psiO_p_£full;

93

94 #

97 list_ops=[NT];
98 #

99 # Time evolution

100 #

101
102 #coupling time dependence to H
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Hit = [H,f_1]

H2t = [H,f_2]

Hidt = [Hd,f_14d]

H2dt = [Hd4d,f_2d4d]

H_full = [HO,H1t,H2t ,H1idt,6 H2dt]

# In[2]:

Xi=(1/2) *(eta_x)*0mega_1x;
data_fidelity_p = np.vstack((0,1)).T

" M=int (math.ceil (1/Xi))

t=np.linspace(0,M,M*100)

psi_p_full = mcsolve(H_full,psiO_p_£full,t,[],[],progress_bar=True,

_safe_mode=True,options=options) ;

psi_p_eff = mcsolve(H_eff ,psiO_p_eff ,t,[],[],progress_bar=True,

_safe_mode=True,options=options) ;

# In[3]:

#Fidelity

7 tl=1ist (t)

Fidlist=[]

) tflist = []

a=10
iloop=range (0,100%M,a)

2 for 1 in iloop:

tf=t1[1]

proj_p_eff = (psi_p_eff.states[1l]).proj(O)

F_p=expect (proj_p_eff ,(1j*xHO*xtf) .expm() *(psi_p_full.states[1l])) #

Fidelity is the expect value of psi_p in the projector of psi_eff

Fidlist.append (F_p)
tflist.append (tf*Xi)

# In[4]:

#Plotting

plt.xlabel ("Time")
plt.ylabel ("Fidelity")
plt.plot(tflist,Fidlist,

label="$\eta=0.01%")
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147
148
149 # In[ J:

155 # In[ ]:
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