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Resumo

Neste trabalho, estudamos o fecho integral de ideais, poliedros de Newton e ideais Newton

não-degenerados. Além isso, apresentamos as generalizações desses conceitos para módulos e

assim, estudamos a caracterização de submódulos Newton não-degenerados de Op
n. Para tal

estudo, utilizamos a multiplicidade de Buchsbaum-Rim e as multiplicidades mistas de ideais.

Estas multiplicidades, por sua vez, foram descritas no caso Newton não-degenerado por volu-

mes de poliedros de Newton.

Palavras-chave: Submódulos Newton não-degenerado. Fecho integral. Poliedro de Newton.

Multiplicidade de Buchsbaum-Rim.
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Abstract

In this work, we study the integral closure of ideals, Newton polyhedra and Newton non-

degenerate ideals. Moreover, we present generalizations of these concepts for modules then,

we study the characterization of Newton non-degenerate submodules of Op
n. For this we use

the Buchsbaum-Rim multiplicity and the mixed multiplicities of ideals. In the Newton non-

degenerate case these multiplicities were described by volumes of Newton polyhedra.

Keywords: Newton non-degenerate submodules. Integral closure. Newton polyhedron. Buchsbaum-

Rim multiplicity.
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Lista de Sı́mbolos

N : Conjunto dos números naturais;

Z : Conjunto dos números inteiros;

C : Corpo dos complexos;

R+ : Conjunto dos números reais não negativos;

K[x1, . . . , xn] : Anel de polinômios com coeficientes em K;

K[[x1, . . . , xn]] : Anel de séries de potências formais sobre o corpo K;

On : Anel de germes de aplicações f : Cn → C anaĺıticas;

Op
n : On-módulo livre de germes de funções f : Cn → Cp anaĺıticas;

e(M): Multiplicidade de Buchsbaum-Rim.



Introdução

O fecho integral de um ideal é um objeto algébrico que tem tido muitas aplicações em vários

aspectos da Geometria Algébrica e da Álgebra Comutativa. Além disso, tem sido utilizado em

problemas de Teoria de Singularidades, como por exemplo no estudo de Teissier [26] sobre

a equisingularidade de famı́lias de germes de hipersuperf́ıcies. Mais especificamente, Teissier

caraterizou algebricamente a equisingularidade de famı́lias de hipersuperf́ıcies complexas em

termos do fecho integral de um ideal dependente da famı́lia de germes anaĺıticos. Com isso, foi

formulado uma caracterização completa do fecho integral de ideais .

Em Álgebra comutativa, o cálculo do fecho integral de um ideal é um problema desafiador.

No entanto, existem alguns casos onde é posśıvel calcular o fecho integral de forma simples. Por

exemplo, quando I é um ideal gerado por monômios de C[[x1, · · · , xn]] ou de On, o fecho integral

I de I é gerado pelos monômios xk = xk11 · · ·xknn , cujos expoentes k pertencem ao poliedro de

Newton de I. Esse resultado foi estendido por Saia [23], caracterizando a classe de ideais I ⊆ On

com fecho integral monomial. Estes são chamados de ideais Newton não-degenerados.

A motivação para o resultado de Saia foi o resultado de Yoshinaga [29] sobre funções Newton

não-degeneradas (Cn, 0) → (C, 0) no sentido de Kouchnirenko [17]. Dessa forma, o poliedro de

Newton de um ideal I ⊆ On fornece informações úteis sobre I e, em alguns casos, determina

totalmente I.

Em [22], Rees estendeu a noção de fecho integral aos módulos. Além disso, Buchsbaum e

Rim generalizaram a multiplicidade de Samuel de um ideal I ⊆ On de co-comprimento finito

para submódulosM de um módulo livre em [8]. Dessa maneira, a teoria resultante também tem

sido aplicada à Teoria de Singularidades, como as notáveis contribuições de Gaffney [9, 10], para

o estudo da equisingularidade de famı́lias de germes de interseção completa com singularidade

isolada.

À vista disso, Bivià-Ausina [3] fez uma extensão dos trabalhos de Yoshinaga e Saia na

caracterização de funções Newton não-degeneradas e ideais, respectivamente, para submódulos

de Op
n.

O principal objetivo deste trabalho é estudar os resultados que compõem o artigo [3] de

Bivià-Ausina mencionado acima. Neste trabalho o autor calcula o fecho integral e a multiplici-

dade de Buchsbaum-Rim de submódulos M ⊆ Op
n, p ≥ 1, Newton não-degenerados. Assim, o

objetivo geral é caracterizar uma classe de submódulos M ⊆ Op
n de modo que o fecho integral

7



8 Introdução

M de M e a multiplicidade de Buchsbaum-Rim e(M) são facilmente computáveis, onde esses

objetos algébricos serão expressos em termos de alguns poliedros de Newton relacionados a

M . Frisamos que no artigo original, alguns detalhes das demonstrações são omitidos e aqui

tomamos o cuidado de expand́ı-las.

O texto está organizado em cinco caṕıtulos, que foram estruturados da seguinte forma.

O primeiro caṕıtulo contém algumas noções preliminares que utilizamos ao longo do texto

tais como o anel de germes de funções anaĺıticas e algumas de suas caracteŕısticas, módulos,

álgebra Tensorial e Simétrica de um módulo, visando fornecer uma melhor compreensão dos

próximos caṕıtulos.

O segundo caṕıtulo é dedicado a apresentação de alguns dos nossos objetos de estudo.

Inicialmente, fazemos um estudo do fecho integral de ideais, e apresentamos alguns resultados

importantes. Em seguida, definimos o conceito de Poliedro de Newton de um ideal e damos

alguns exemplos. Assim, voltamos a nossa atenção a algumas definições e resultados sobre

os ideais Newton não-degenerados. Vale destacar que este caṕıtulo é uma motivação para a

generalização desse conceito em relação aos módulos.

No terceiro caṕıtulo, definimos o fecho integral de módulos e mostramos sua caracterização

e assim, apresentamos a definição de módulos Newton não-degenerados. O objetivo principal

deste caṕıtulo é introduzir a classe de submódulos Newton não-degenerados de Op
n e sua ca-

racterização, onde seu fecho integral é igual a uma soma direta de fechos integrais de ideais

monomiais. Este resultado também pode ser aplicado para submódulos de Ap
n, onde An denota

o anel de germes anaĺıticos reais (Rn, 0) → R.
No quarto caṕıtulo, recordamos uma relação demostrada em [16] entre as multiplicidades

mistas de um conjunto de ideais I1, · · · , Ip ⊆ On de comprimento finita e multiplicidade de

Buchsbaum-Rim do submódulo I1 ⊕ · · · ⊕ Ip de Op
n. Abordamos de forma direta esta relação

inspirada pelo trabalho de Verma [28]. Assim, a expressão resultante permite a caracterização

os submódulos M ⊆ Op
n cujo fecho integral é igual a uma soma direta de ideais. Além disso,

abordamos uma descrição da multiplicidade de Buchsbaum-Rim de um submódulo Newton

não-degenerado M ⊆ Op
n em termos de covolumes mistos de poliedros de Newton. O resultado

principal desse caṕıtulo é a apresentação de um método eficaz para calcular o número e(M),

que denota a multiplicidade de Buchsbaum-Rim.

No quinto e último caṕıtulo, comparamos a definição de um submódulo Newton não-

degenerado com outras noções de não degeneração definidas para matrizes com entradas em

Op
n.



CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste caṕıtulo trataremos brevemente dos principais conceitos necessários para o bom desen-

volvimento deste trabalho, tais como o anel dos germes de funções anaĺıticas, álgebra Tensorial

e Simétrica de um módulo. A discussão destas noções não será nosso foco principal, mas pre-

cisaremos tratá-las de forma rápida e objetiva. As principais referências para este caṕıtulo são

[11], [24], [18], [19] e [7].

1.1 O anel dos germes de funções analı́ticas.

Consideremos o conjunto das funções f : Cn → C anaĺıticas em alguma vizinhança da

origem de C. Neste conjunto, definimos a relação de equivalência ∼ da seguinte maneira:

f ∼ g ⇔ existe uma vizinhança U de 0 tal que f |U = g|U .

Definição 1.1. Chamamos de germes de funções anaĺıticas as classes de equivalências de ∼
e os denotamos por f : (Cn, 0) → (C, f(0)) ou simplesmente f . Assim, denotaremos On como

o conjunto de todos os germes de funções anaĺıticas, isto é,

On = {f : (Cn, 0) → (C, f(0)) : f é anaĺıtica numa vizinhança da origem de C}.

Notemos que On é um anel comutativo com respeito às operações induzidas da adição e

multiplicação de funções. A unidade de On é o germe da função constante 1.

Observemos que On é um anel local, isto é, On possui um único ideal maximal. De fato,

consideremos o seguinte subconjunto de On

Mn = {f ∈ On : f(0) = 0}.

Mostraremos que Mn é um ideal de On e é o conjunto dos elementos não-invert́ıveis de

On, pois isso garante que Mn é o único ideal maximal. Primeiro, temos que Mn ̸= ∅, pois

9



10 Caṕıtulo 1. Preliminares

f ≡ 0 ∈ Mn. Sejam f, g ∈ Mn e h ∈ On, temos

(f + g)(0) = f(0) + g(0) = 0 + 0 = 0 e (hf)(0) = h(0)f(0) = h(0)0 = 0.

Logo, f + g, hf ∈ Mn e, portanto Mn é um ideal. Agora, se f /∈ Mn então f(0) ̸= 0. Assim,

existe uma vizinhança U de 0 em Cn tal que f(x) ̸= 0, ∀x ∈ U . Seja g : U → C definida por

g(x) = 1
f(x)

. Segue que g ∈ On e fg = 1, ou seja, f é inverśıvel. Dessa forma, conclúımos que

Mn é o único ideal maximal de On.

O próximo resultado mostra que f ∈ On pode ser representada por sua expansão da série

de potência de centro em 0, ou seja, f =
∑

k akx
k, onde xk = xk11 · · ·xknn ∈ Cn.

Proposição 1.2. O anel On é isomorfo a C{x}, onde C{x} é o anel de séries de potências

formais convergentes em 0.

Demonstração. Consideremos a aplicação φ : On → C{x} que associa um germe f a expansão

em série de potência em 0 de um representante de f . Esta aplicação está bem definida, pois dois

representantes do mesmo germe concordam em uma vizinhança aberta de 0. Assim, possuem a

mesma expansão em série de potências em 0. Como uma série de potência
∑

k akx
k convergente

em um polidisco de centro 0 define uma função anaĺıtica, e assim, um germe de função anaĺıtica,

temos que a aplicação φ é sobrejetora. Além disso, por conta deste fato, aplicação φ também

é injetora. Podemos verificar facilmente que φ respeita as operações do anel, e portanto, φ é

um isomorfismo.

Além disso, segue do Teorema da Base de Hilbert (ver [5, p.149]) que On é um anel noethe-

riano, ou seja, todo ideal em On é finitamente gerado.

Podemos também definir germes de aplicações. Consideremos o conjunto

Op
n = {f : (Cn, 0) → (Cp, f(0)); f germe de aplicação anaĺıtica numa vizinhança de 0}.

Notemos que cada representante f de um germe em Op
n é da forma f = (f1, . . . , fp), onde

fi ∈ On para i = 1, . . . , p.

A seguir mostraremos que Op
n é um módulo livre sobre On, mas primeiro definiremos os

conceitos de módulo e módulo livre bem como importantes conceitos associados à módulos,

como por exemplo a noção de comprimento.

1.2 Módulos e módulos livres

Para esta seção, utilizamos [12, 5].
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Definição 1.3. Seja A um anel com unidade 1 e seja (M,+) um grupo abeliano munido de

uma “multiplicação escalar”

A×M −→ M
(a,m) 7−→ a ·m

Chamamos M de A-módulo se, para todos a, b ∈ A e m,n ∈ M , as propriedades a seguir

são satisfeitas:

(i) 1 ·m = m

(ii) (ab) ·m = a · (b ·m)

(iii) (a+ b) ·m = a ·m+ b ·m

(iv) a · (m+ n) = a ·m+ a · n

Todo anel A é um A-módulo sobre si mesmo, em que a multiplicação escalar é dada pelo

produto em A.

Exemplo 1.4. O anel dos germes de funções anaĺıticas On é um On-módulo.

Definição 1.5. Um submódulo N ⊂ M de um A-módulo M é um subconjunto que é fechado

por combinações A-lineares, isto é:{
∀x, y ∈ N

∀a, b ∈ A
=⇒ ax+ by ∈ N

de modo que N também é um A-módulo, com soma e multiplicação escalar dadas pela restrições

das operações em M .

Um A-submódulo de A é o mesmo que um ideal I ⊆ A. Em particular, o ideal nulo é um

A-módulo, e o chamamos módulo trivial.

Se N e P são dois submódulos de um A-módulo M e I ⊆ A é um ideal, podemos construir

os seguintes submódulos de M :

(i) a soma de N e P ,

N + P = {n+ p ∈M | n ∈ N, p ∈ P},

que é o “menor”submódulo de M que contém N e P ;

(ii) a interseção N ∩ P ,
N ∩ P = {m ∈M |m ∈ N e m ∈ P};
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(iii) o produto com um ideal I:

IM = {a1m1 + · · ·+ armr ∈M | r ∈ N, a1, . . . , ar ∈ I,m1, . . . ,mr ∈M}

que é o submódulo das combinações A-lineares de elementos de M com coeficientes em I.

Podemos também construir novos A-módulos a partir de uma famı́lia de A-módulos {Mj}j∈J .
A seguir apresentamos dois casos importantes:

• O produto direto
∏

j∈J Mj que, como conjunto, é igual ao produto cartesiano dos Mj,

sendo a soma e a produto por escalares realizada componente a componente.

• a soma direta
⊕

j∈J Mj que é o submódulo do produto direto cujos elementos são as tuplas

(mj)j∈J “quase nulas”, isto é, com mj ̸= 0 apenas para um número finito de ı́ndices j.

Em particular, se o conjunto de ı́ndices J é finito, então
∏

j∈J Mj =
⊕

j∈J Mj.

Exemplo 1.6. Mostraremos que Op
n é um On-módulo. De fato, como cada representante f de

um germe em Op
n é da forma f = (f1, . . . , fp), onde fi ∈ On para i = 1, . . . , p, temos que o

germe f pertence a

On × · · · × On︸ ︷︷ ︸
p vezes

.

Ou seja,

Op
n ⊂ On × · · · × On︸ ︷︷ ︸

p vezes

.

Agora, considere f1, . . . , fp funções anaĺıticas nas vizinhanças U1, . . . , Up de 0 ∈ Cn, respec-

tivamente. Temos que f :

p⋂
i=1

Ui → Cp definida por f(x) = (f1(x), . . . , fp(x)) é anaĺıtica na

vizinhança U =

p⋂
i=1

Ui de 0 ∈ Cn. Logo, o germe de (f1, . . . , fp) é o germe de f ∈ Op
n e, por-

tanto, On × · · · × On ⊂ Op
n. Conclúımos assim que Op

n = On × · · · × On. Portanto, Op
n é um

On-módulo.

Definição 1.7. Um morfismo de A-módulos ψ : M → N é uma “transformação A-linear”

entre M e N : para todo a1, a2 ∈ A e m1,m2 ∈M ,

ψ(a1 ·m1 + a2 ·m2) = a1 · ψ(m1) + a2 · ψ(m2)

Vários resultados sobre anéis e ideais podem ser facilmente generalizados para módulos;

por exemplo, um morfismo de A-módulos ψ : M → N é injetor se, e somente se, o núcleo de

ψ que por definição é o conjunto ψ−1(0) é trivial. Se N é um A-submódulo de M , podemos

definir o A-módulo quocienteM⧸N de maneira completamente análoga ao anel quociente, como

o conjunto das classes de equivalência módulo N . O teorema do isomorfismo e o teorema de

correspondência valem também no contexto de módulos.
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Definição 1.8. Dizemos que um A-módulo M é finitamente gerado se existe um número finito

de elementos m1,m2, ...,mr de M tais que:

M = Am1 + Am2 + . . .+ Amr

onde r ∈ N e Ami = {ami | a ∈ A}, para i = 1, . . . , r.

Chamaremos {m1,m2, ...,mr} de conjunto de geradores do módulo M . Se o conjunto de

geradores tem um único elemento, o módulo M é dito ćıclico, isto é, se M = Am para algum

m ∈M .

Exemplo 1.9. Seja A um anel com unidade 1, então An é um A-módulo. Notemos que

todo elemento (a1, a2, ..., an) ∈ An pode ser escrito como combinação A-linear dos elementos

e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0),..., en = (0, 0, ..., 1). De fato,

(a1, a2, ..., an) = (a1, 0, ..., 0) + (0, a2, ..., 0) + ...+ (0, 0, ..., an)

= (a11, 0, ..., 0) + (0, a21, ..., 0) + ...+ (0, 0, ..., an1)

= a1(1, 0, ..., 0) + a2(0, 1, ..., 0) + ...+ an(0, 0, ..., 1)

Neste caso, An é um A-módulo finitamente gerado por {e1, e2, . . . , en}.

Definição 1.10. Sejam A um anel, M um A-módulo. Dizemos que os elementos {m1, ...,mr}
de M são A-linearmente independentes se satisfazem a seguinte condição:

r∑
i=1

aimi = 0 ⇒ ai = 0, i = 1, . . . , r.

onde ai ∈ A.

Definição 1.11. Seja M um A-módulo. Um conjunto S é uma base se é um conjunto gerador

de M cujos elementos são linearmente independentes. Equivalentemente, se todo elemento de

M pode ser escrito unicamente como uma combinação linear finita de elementos de S com

coeficientes em A.

Dizemos que um A-módulo é um A-módulo livre se admite uma base.

Exemplo 1.12. Vejamos que {e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), . . . , en = (0, 0, ..., 1)} é uma

base de A-módulo An. De fato,

a1e1 + a2e2 + · · ·+ aiei = (0, 0, ..., 0)

a1(1, 0, ..., 0) + a2(0, 1, ..., 0) + ...+ an(0, 0, ..., 1) = (0, 0, ..., 0)

(a1, 0, ..., 0) + (0, a2, ..., 0) + ...+ (0, 0, ..., an) = (0, 0, ..., 0)

(a1, a2, ..., an) = (0, 0, .., 0).

Portanto,
∑n

i=1 aiei = (0, 0, ..., 0) ⇒ ai = 0,, i = 1, . . . , n.
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Proposição 1.13. Seja A ̸= 0 um anel e seja M um A-módulo livre. Então, quaisquer duas

bases de M possuem a mesma cardinalidade (chamada de posto de M).

Exemplo 1.14. O On-módulo Op
n é um módulo livre de posto p.

A seguir apresentaremos a noção de comprimento de um módulo que é uma extensão da

noção de dimensão de espaços vetoriais. Começaremos com algumas definições.

Definição 1.15. Seja A um anel e seja M um A-módulo.

1. M é dito simples ou irredut́ıvel se M ̸= 0 e seus únicos submódulos são 0 e M .

2. uma série de composição de M de tamanho n é uma sequência de submódulos

M =Mn ⊋Mn−1 ⊋Mn−2 ⊋ · · · ⊋M1 ⊋M0 = 0

tais que os quocientes consecutivos Mi+1⧸Mi
são todos simples, isto é, não é posśıvel

acrescentar outro submódulo entre Mi e Mi+1.

3. o comprimento de M sobre A, denotado por lA(M), é o máximo entre todos os tamanhos

das séries de composição de M ou ∞ se M não admite série de composição.

Exemplo 1.16. Seja K um corpo. Um K-espaço vetorial é irredut́ıvel se, e somente se, tem

dimensão 1. Assim, uma série de composição para um espaço vetorial V é uma sequência de

subespaços vetoriais

V = Vn ⊋ Vn−1 ⊋ Vn−2 ⊋ · · · ⊋ V1 ⊋ V0 = 0

onde dimKVi = i. Assim, lK(V ) = n = dimKV .

Proposição 1.17. Se M admite um submódulo de comprimento finito N tal que o módulo

quociente M⧸N também é de comprimento finito, então M é de comprimento finito e temos

l(M) = l(N) + l(M⧸N).

1.3 Álgebra Tensorial e Simétrica de um módulo

Iniciaremos esta seção relembrando a definição de anéis e módulos graduados.

Definição 1.18. Um anel graduado A é um anel com uma decomposição em soma direta de

subgrupos aditivos de A, isto é, A =
⊕

n∈NAn satisfazendo AiAj ⊆ Ai+j. Da mesma forma, um

A-módulo graduado M é um A-módulo com uma decomposição de soma direta M =
⊕

n∈NMi

satisfazendo AiMj ⊆Mi+j, onde Mi são submódulos de M .
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Denominamos An como componente homogênea de grau n. Se A é um anel graduado, um

elemento a ∈ A é homogêneo se a ∈ An, para algum n e neste caso, n é chamado de grau de

a. Da mesma forma, cada A-módulo Mi é denominado a i-ésima componente homogênea (ou

graduada) de M , e um elemento x pertencente a Mn é chamado homogêneo de grau n.

Se 1 ∈ A0, então A0 é subanel de A e cada An é um A0-módulo. Em particular, se A0 é um

corpo, cada An é um A0- espaço vetorial.

Analogamente, introduzimos a noção demultigraduaçãoemA, ondeA =
⊕m

i=1

⊕
ni∈NA(n1,...,nm).

Denominamos A(n1,...,nm) sua componente homogênea de multigrau (n1, . . . , nm).

Exemplo 1.19. Sejam K um corpo e K[x1, . . . , xn] o anel de polinômios sobre K. Temos que

K[x1, . . . , xn] admite uma graduação

K[x1, . . . , xn] =
⊕
n∈N

K[x1, . . . , xn]d,

onde oK[x1, . . . , xn]d é o k-espaço vetorial de dimensão
(
n+d−1

d

)
gerado pelos monômios xe11 x

e2
2 · · ·xenn

de grau d = e1+· · ·+en, ou seja, K[x1, . . . , xn]d é o conjunto de todos os polinômios homogêneos

de grau d. Portanto, K[x1, . . . , xn] é um anel graduado.

Definição 1.20. Seja A um anel graduado. Chamamos A de anel graduado standard se A é

gerado por elementos de grau 1 com coeficientes em A0.

Observemos que 0 ∈ An, para todo n ∈ N, pois An é subgrupo aditivo de A. Assim, 0 tem

todos os graus.

Se a ∈ A se escreve de modo único como a = a0+ · · ·+ad, onde ai ∈ Ai e ad ̸= 0, chamamos

d de grau total de a.

Exemplo 1.21. Seja A um anel graduado. Então, o anel A[x1, . . . , xn] pode ser tomado com

a graduação standard.

Definição 1.22. Dizemos que um ideal I de A é homogêneo ou graduado se é gerado por

elementos homogêneos. É fácil mostrar que I ⊆ A é homogêneo se, e somente se, I =
⊕

n∈N In,

onde In = I ∩ An.

Observemos que se I é um ideal graduado, então A/I ≈
⊕

n∈NAn/In é um anel graduado.

Além disso, se A =
⊕

n∈NAn é noetheriano e I ⊆ A é ideal homogêneo, então I = (a1, . . . , am),

com ai ∈ Adi , i = 1, . . . ,m. Usando os conceitos de anéis e módulos graduados podemos definir

o conceito de álgebra tensorial da seguinte maneira:

Definição 1.23. Chamamos de álgebra tensorial o A-módulo M definido por

TA(M) =
⊕
n≥0

T n

onde T n =M ⊗M ⊗ · · · ⊗M︸ ︷︷ ︸
n

.



16 Caṕıtulo 1. Preliminares

Por convenção, T 0 = A e T 1 = M . Para quaisquer x ∈ T n e y ∈ Tm, temos que x ⊗ y ∈
T n+m. Com isso, TA(M) é um anel N-graduado que pode não ser comutativo.

Definição 1.24. Sejam um anel A, M um A-módulo e

I = (x⊗ y − y ⊗ x|x, y ∈M) ⊂ TA(M)

que é um ideal bilateral. Definimos a Álgebra Simétrica de M como o anel quociente

SymA(M) = TA(M)⧸I.

Esse anel é o maior quociente comutativo de TA(M) e possui elemento 1. Como I é um

ideal homogêneo, SymA(M) é um anel N-graduado, com graduação

Symn(M) =
T n(M)

I ∩ T n(M)
, e Sym0 = A.

Se A0 é um corpo, o A0-espaço vetorial Symn(M) é denominado a n-ésima potência simétrica

de M .

Dado um anel A e um A-módulo M , a álgebra SymA(M) em conjunto com um homomor-

fismo π :M → SymA(M) de A-módulos satisfazem a seguinte propriedade universal: para uma

A-álgebra B e qualquer homomorfismo φ : M → B de A-módulos existe um único homomor-

fismo ϕ : SymA(M) → B de A-álgebras, tal que o diagrama abaixo é comutativo.

M
φ //

π
��

B

SymA(M)
ϕ

99

Além disso, se existem uma A-álgebra C e λ : M → C um homomorfismo de A-módulos

satisfazendo a propriedade universal da álgebra simétrica, então existe um único isomorfismo

Φ : SymA(M) → C tal que Φ(π(m)) = λ(m), para todo m ∈M .

Proposição 1.25. Se M é um A-módulo livre de posto finito e igual a n, então a álgebra

simétrica de M é isomorfo ao anel de polinômios A[X1, . . . , Xn].

Demonstração. Seja{m1, . . . ,mn} uma base de M e considere o homomorfismo π : M →
A[X1, . . . , Xn] definido por mi 7→ Xi. Considere uma A-álgebra B e φ : M → B, um ho-

momorfismo de A-módulos. Defina

ϕ : A[X1, . . . , Xn] −→ B
f(X1, . . . , Xn) 7−→ f(φ(m1), . . . , φ(mn))

Notemos que ϕ é um homomorfismo de A-álgebras. Dessa forma, o seguinte diagrama

comuta

M
φ //

π
��

B

A[X1, . . . , Xn]
ϕ

88

Pela propriedade universal da álgebra simétrica, temos que SymA(M) = A[X1, . . . , Xn].



CAPÍTULO 2

Ideais Newton não-degenerados

2.1 Fecho integral de ideais

Seja A um anel comutativo com unidade e I ⊂ A ideal de A. Dizemos que h ∈ A é integral

sobre I, se satisfizer uma relação de dependência integral da forma

hk + a1h
k−1 + · · ·+ ak = 0, com ai ∈ I i.

Definição 2.1. O fecho integral de I, denotado por I, é o conjunto de todos os elementos de

A que são integrais sobre I. Se I = I, dizemos que I é integralmente fechado.

Notemos que se J ⊆ I, então J i ⊂ I i para todo i ∈ N, logo J ⊆ I.

Seja A[T ] o anel de polinômios a uma variável T com coeficientes em A. Denotamos por

P(I) o subanel
⊕

n∈N I
nT n de A[T ]. A proposição abaixo relaciona a noção de dependência

inteira sobre um ideal com a noção de dependência inteira sobre um anel.

Proposição 2.2. Sejam h ∈ A e I um ideal de A. Então, h ∈ I se, e somente se, hT é integral

sobre o anel P(I) no sentido usual.

Demonstração. Se h ∈ I, temos que

hk + a1h
k−1 + · · ·+ ak = 0

onde ai ∈ I i. Então, (hT )k+a1T (hT )
k−1+· · ·+akT k = 0. Ou seja, é uma relação de dependência

inteira de hT sobre P(I).

Por outro lado, suponhamos que hT é integral sobre P(I). Assim, temos uma relação de

dependência

(hT )k + b1(hT )
k−1 + · · ·+ bkT

k = 0, (2.1)

17
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onde bi ∈ P(I). Observemos que

bi = bi0 + bi1T + · · ·+ bini
T ni (2.2)

com bij ∈ Ij. Assim, substituindo (2.2) em (2.1) e agrupando os termos segundo as potências

de T , obtemos que o coeficiente de T j é igual a zero, para j ∈ {1, . . . , k}. Nesse caso, temos

que o coeficiente de T k é igual a zero. Ou seja,

hk + b11h
k−1 + b22h

k−2 + · · ·+ bkk = 0.

Portanto, h é integral sobre I.

Proposição 2.3. O fecho integral de P(I) =
⊕
n∈N

InT n de A[T ] é
⊕
n∈N

InT n .

Demonstração. O fecho integral de P(I) em A[T ] é um subanel graduado P(I) =
⊕

n∈N JnT
n

de A[T ] (ver [6, p.321]). Então, é suficiente mostrar que Jn = In.

Seja h ∈ Jn, então hT
n é integral sobre P(I). Pela Proposição 2.3, segue que h ∈ In. Logo,

Jn ⊂ In.

Reciprocamente, se h ∈ In, então hk + b1h
k−1 + · · ·+ bk = 0, com bs ∈ Ins. Dáı,

(hT n)k + b1T
n(hT n)k−1 + · · ·+ bkT

nk = 0 com bsT
ns ∈ InsT ns.

Assim, hT n ∈ P(I). Como hT n é homogêneo de grau n em P(I), h ∈ Jn. Logo, In ⊂ Jn e

portanto, P(I) =
⊕
n∈N

InT n.

Corolário 2.4. Seja I um ideal de A, temos:

(i) I é um ideal de A.

(ii) (I)n ⊂ In.

(iii) I = I.

Demonstração. (i) Se a ∈ A e h ∈ I, existe uma relação de dependência inteira de h sobre I,

dizemos

hk + a1h
k−1 + · · ·+ ak = 0,

onde ai ∈ I i.

Assim,

(ah)k + a1a(ah)
k−1 + · · ·+ aka

k = ak(hk + a1h
k−1 + · · ·+ ak) = ak0 = 0,

Como I i é um ideal de A, segue que akai ∈ I i e, portanto ah ∈ I.
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Sejam g, h ∈ I. Como P(I) é um subanel de A[T ], temos que (g + h)T = gT + hT ∈ P(I).

Logo, usando a Proposição 2.2, g + h ∈ I. Portanto, I é um ideal.

(ii) Se h ∈ (I)n, podemos escrever h =
r∑

i=1

hi1hi2 · · ·hin com hij ∈ I, para todo j ∈

{1, . . . , n}. Logo,
hijT ∈ P(I) =

⊕
n∈N

InT n.

Como hijT é um elemento homogêneo de grau 1 de P(I), então hijT ∈ IT , para todo

j ∈ {1, . . . .n}. Assim,

hi1hi2 · · ·hinT n = hi1T · · ·hinT ∈ IT · · · IT ⊂ InT n.

Logo, hi1hi2 · · ·hin ∈ In, pois hi1hi2 · · ·hinT n é um elemento homogêneo. Segue que h ∈ In,

pois o item (i) garante que In é um ideal de A. Portanto, (I)n ⊂ In.

(iii) Seja h ∈ I, então hT ∈ P(I). Notemos que

P(I) =
⊕
n∈N

(I)nT n ⊂
⊕
n∈N

InT n = P(I).

A inclusão é válida, pois (I)n ⊂ In.

Dáı, temos que P(I) ⊂ P(I) = P(I). Logo, hT ∈ P(I) e, consequentemente, h ∈ I.

Conclúımos que I ⊂ I. A inclusão I ⊂ I é trivial. Portanto, temos que I = I.

Em [26] as seguintes equivalências são provadas.

Proposição 2.5. Suponhamos que I seja um ideal em On. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. h ∈ I.

2. (Condição de crescimento) Para cada escolha de geradores (gi) de I existe uma vizinhança

U de 0 e uma constante C > 0 tal que ||h(z)|| ≤ C supi ||gi(z)|| para todo z ∈ U .

3. ( Critério Valuativo) Para cada φ : (C, 0) → (Cn, 0), h ◦ φ ∈ O1φ
∗(I).

4. Existe um módulo fiel L finito tal que h · I ⊂ I · L, onde um módulo é fiel quando seu

aniquilador é o ideal nulo.

2.2 Poliedro de Newton

Um dos principais objetivos deste trabalho é apresentar condições sob as quais podemos

descrever I. O conceito essencial que utilizaremos para este fim é o poliedro de Newton, que

definiremos a seguir.
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Definição 2.6. Seja P um subconjunto de Zn
+. Definimos o poliedro de Newton de P como

sendo o fecho convexo em Rn
+ do conjunto⋃

v∈Rn
+

{k + v : k ∈ P}.

Em outras palavras, o poliedro de Newton de P é o menor conjunto convexo que contém⋃
v∈Rn

+

{k + v : k ∈ P}. Denotamos o poliedro de Newton de P por Γ+(P ), ou simplesmente, Γ+.

Exemplo 2.7. Considere P = {(3, 0), (1, 1), (0, 4)} ⊂ Z2
+. O poliedro de Newton Γ+(P ) é a

parte ilimitada em R2
+, a partir dos segmentos de reta que ligam (0, 4) a (1, 1) e (1, 1) a (3, 0),

como mostra a Figura 2.1.

3

4

1

1

Figura 2.1: Poliedro de Newton de P = {(3, 0), (1, 1), (0, 4)}.

Sejam Γ1
+, . . . ,Γ

p
+ ⊆ Rn

+ poliedros de Newton, definimos a soma de Minkowski de Γ1
+, . . . ,Γ

p
+

como

Γ1
+ + · · ·+ Γp

+ = {k1 + · · ·+ kp : ki ∈ Γi
+, i = 1, · · · , p}.

Se Γ+ é um poliedro de Newton e r > 0, definimos rΓ+ = {rk : k ∈ Γ+}. Notemos que rΓ+

é igual à soma de Minkowski Γ+ + · · ·+ Γ+, onde Γ+ é repetido r vezes.

Definição 2.8. Sejam Γ+ ⊆ Rn
+ um poliedro de Newton e v ∈ Rn

+. Definimos

l(v,Γ+) = min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+} e ∆(v,Γ+) = {k ∈ Γ+ : ⟨k, v⟩ = l(v,Γ+)}.

Um subconjunto ∆ ⊆ Γ+ é chamado de face de Γ+ quando existe algum v ∈ Rn
+ tal que

∆ = ∆(v,Γ+). Denotamos por Γ a união das faces compactas de Γ+.

Se ∆ é uma face compacta de Γ+, denotamos por C(∆) o cone sobre ∆, ou seja, o fecho da

união de todos os semi-raios que emanam da origem em Rn e passam por um ponto de ∆.
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∆

Figura 2.2: Face de Γ+

Lema 2.9. Seja Γ+ ⊆ Rn
+ um poliedro de Newton. Então

Γ+ = {x ∈ Rn
+ : ⟨x, v⟩ ≥ l(v,Γ+), para todo v ∈ Rn

+}

Demonstração. Se x ∈ Γ+, então ⟨x, v⟩ ≥ l(v,Γ+), para todo v ∈ Rn
+, logo,

x ∈ {x ∈ Rn
+ : ⟨x, v⟩ ≥ l(v,Γ+), para todo v ∈ Rn

+}.

Por outro lado, se x ∈ {x ∈ Rn
+ : ⟨x, v⟩ ≥ l(v,Γ+), para todo v ∈ Rn

+} temos que ⟨x, v⟩ ≥
l(v,Γ+), para todo v ∈ Rn

+. Como l(v,Γ+) = min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+}, existe y ∈ Γ+ tal que

l(v,Γ+) = ⟨y, v⟩. Dáı, ⟨x, v⟩ ≥ ⟨y, v⟩ ou equivalentemente

x1v1 + · · ·+ xnvn ≥ y1v1 + · · ·+ ynvn

(x1 − y1)v1 + · · ·+ (xn − yn)vn ≥ 0

onde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) e v = (v1, . . . , vn). Como vi, yi ∈ Rn
+, temos que

xi−yi ≥ 0 para algum i ∈ {1, . . . , n}. Ou seja, xi ≥ yi, para algum i ∈ {1, . . . , n}. Isso garante

que x ∈ Γ+, pois y ∈ Γ+.

Portanto, Γ+ = {x ∈ Rn
+ : ⟨x, v⟩ ≥ l(v,Γ+), para todo v ∈ Rn

+}.

Agora, considerando o anel de germes de funções anaĺıticas On, definiremos o poliedro de

Newton de g ∈ On.

Definição 2.10. Sejam g ∈ On e g =
∑
k

akx
k a expansão de Taylor de g. O suporte de

g é definido por supp(g) = {k ∈ Zn
+ : ak ̸= 0}. Definimos o poliedro de Newton de g por

Γ+(supp(g)) e o denotamos por Γ+(g). Logo, Γ+(g) é o fecho convexo do conjunto {k+ v : k ∈
supp(g), v ∈ Rn

+}.

Exemplo 2.11. Seja g ∈ O2 definida por g(x, y) = x2y3 + xy3 + x2y2 + x4y, temos que

supp(g) = {(2, 3), (1, 3), (2, 2), (4, 1)}
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O poliedro de Newton de g é a parte ilimitada do R2
+ a partir dos segmentos de reta que

ligam os pontos (3, 1) a (2, 2) e (2, 2) a (4, 1), como mostra a Figura 2.3.

4

3

2

1 2

1

Figura 2.3: Poliedro de Newton de g(x, y) = x2y3 + xy3 + x2y2 + x4y.

Se v ∈ Rn
+, também definimos l(v, g) = l(v,Γ+(g)) e ∆(v, g) = ∆(v,Γ+(g)). Se g =

∑
k akx

k

é a expansão de Taylor de g e v ∈ Rn
+, denotamos por pv(g) o polinômio dado pela soma dos

termos de g tal que os expoentes estão no conjunto ∆(v, g), ou seja,

pv(g) =
∑

k∈∆(v,g)

akx
k. (2.3)

Caso g = 0, definimos supp(g) = Γ+(g) = ∅, l(v, g) = 0 e pv(g) = 0, para todo v ∈ Rn
+.

Definição 2.12. Seja S ⊆ On. Definimos o suporte de S, que será denotado por supp(S),

como a união dos suportes dos elementos de S, ou seja, supp(S) =
⋃

g∈S supp(g). Assim, o

poliedro de Newton de S é dado como Γ+(S) = Γ+(supp(S)), isto é, Γ+(S) é o fecho convexo

da
⋃

g∈S Γ+(g).

A seguir, apresentaremos alguns exemplos dos conceitos acima apresentados.

Exemplo 2.13. Sejam f, g ∈ O2 definidas por f(x, y) = xy+5y2− 7x e g(x, y) = 8xy+πy2+
√
3x. Notemos que Γ+(f) = Γ+(g), assim, podemos perceber que o Poliedro de Newton de um

polinômio não depende dos seu coeficientes.

Considere h(x, y) = x3f(x, y) = x4y + 5x3y2 − 7x4. Observemos que Γ+(h) ⊂ Γ+(f).

Na verdade se considerarmos I o ideal gerado por f , então para qualquer g ∈ I, Γ+(g) ⊂
Γ+(f). Como Γ+(I) é o fecho convexo de

⋃
g∈I Γ+(g), segue que Γ+(I) = Γ+(f).
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4

4

1

1

2

Figura 2.4: Poliedros Γ+(f) = Γ+(g) e Γ+(h).

O exemplo acima é um caso particular do próximo resultado.

Proposição 2.14. Se I ⊆ On é um ideal e S é um sistema de geradores de I, então Γ+(I) =

Γ+(S).

Demonstração. Como On é noetheriano e I é finitamente gerado, digamos S = {g1, . . . , gr}. É
óbvio que Γ+(S) ⊂ Γ+(I). Mostraremos que Γ+(I) ⊂ Γ+(S).

Seja v ∈ Γ+(I) = Γ+(supp(I)). Como supp(I) =
⋃

g∈I supp(g), existe g ∈ I tal que

v ∈ Γ+(g). Observemos que g =
∑r

i=1 pigi, onde pi ∈ On. Logo, Γ+(g) ⊂ Γ+(S), e portanto,

v ∈ Γ+(S). Conclúımos que Γ+(I) = Γ+(S).

Agora, definiremos função de ordem e valoração em um anel A e assim, apresentaremos uma

valoração em On que será necessária na demonstração do próximo resultado.

Definição 2.15. Sejam A um anel e µ : A → Z ∪ {∞} uma aplicação. Dizemos que µ é uma

função de ordem quando satisfaz as seguintes condições:

(i) µ(x+ y) ≥ inf{µ(x), µ(y)};

(ii) µ(xy) ≥ µ(x) + µ(y);

(iii) µ(0) = ∞ e µ(1) = 0.

Quando vale a igualdade µ(xy) = µ(x) + µ(y), para todo x, y ∈ A, chamamos µ de valoração.

Exemplo 2.16. Seja f(x) =
∑
akx

k ∈ On. Considere aplicação v : On → Z ∪ {∞} definida

por

υ(f) = min{Φ(k) : k ∈ supp(f)}

onde Φ(k) = Φ(k1, . . . , kn) = k1 + · · ·+ kn e υ(0) = ∞.
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Notemos que υ(1) = 0 e υ satisfaz as seguintes propriedades

υ(f + g) = min{Φ(k) : k ∈ supp(f + g)}

= min{Φ(k) : k ∈ supp(f) ∪ supp(g)}

≥ min{min{Φ(k) : k ∈ supp(f)},min{Φ(k) : k ∈ supp(g)}}

= min{υ(f), υ(g)}

υ(fg) = min{Φ(k) : k ∈ supp(fg)}

= min{Φ(k) : k ∈ supp(f) + supp(g)}

= min{Φ(k) : k ∈ supp(f)}+min{Φ(k) : k ∈ supp(g)}

= υ(f) + υ(g)

Portanto, υ é uma valoração.

Um ideal de K[x1, . . . , xn] que é gerado por monômios é chamado de ideal monomial. Con-

sideremos I = ⟨g1, . . . , gk⟩ um ideal monomial de On com gi = xαi1
1 · · ·xαin

n , i = {1, . . . , k}. Os

próximos resultados são a respeito do fecho integral desses ideais.

Teorema 2.17. [27] Seja I um ideal monomial em On. Se h ∈ I, então todos os monômios

que aparecem na expressão de h são representados em Rn por pontos situados em Γ+(I), ou

seja, Γ+(h) ⊂ Γ+(I).

Demonstração. Sejam h =
∑
akx

k ∈ I e b = (b1, . . . , bn) ∈ supp(h). Seja ∆ uma face de Γ+(I).

Assim, existem γ1, . . . , γn, η ∈ R tais que ∆ = {(k1, . . . , kn) ∈ Γ+(I) : γ1k1 + · · · + γnkn = η}.
Consideremos N = γ1b1 + · · ·+ γnbn. Mostraremos que N ≥ η.

Seja φ uma curva anaĺıtica definida por φ(t) = (c1t
γ1 , . . . , cnt

γn), temos que

h ◦ φ(t) = (aj1x
α1(c1, . . . , cn) + · · ·+ ajlx

αl(c1, . . . , cn))t
N +

∑
m̸=N

qm(c1, . . . , cn)t
m

= (aj1c
α11
1 · · · cα1n

n + · · ·+ ajlc
αl1
1 · · · cαln

n )tN +
∑
m̸=N

qm(c1, . . . , cn)t
m

Observemos que p(c1, . . . , cn) = aj1c
α11
1 · · · cα1n

n + · · · + ajlc
αl1
1 · · · cαln

n é um polinômio em

c1, . . . , cn. Então, existem d1, . . . , dn ∈ R tais que p(d1, . . . , dn) ̸= 0.

Dessa forma, consideremos ψ : (C, 0) → (Cn, 0) dado por ψ(t) = (d1t
γ1 , . . . , dnt

γn). Consi-

derando υ a valoração definida no Exemplo 2.16, temos que

υ(xb ◦ ψ) = λ1b1 + · · ·+ λnbn = N ≥ min{Φ(k) : k ∈ supp(h ◦ ψ)} = υ(h ◦ ψ).

Notemos que υ(h ◦ ψ) ≥ υ(g ◦ ψ), para todo g ∈ I. Com efeito, como h ∈ I, pelo item (2)

do Teorema 2.5 segue que h ◦ ψ ∈ ψ∗(I)O1. Ou seja, h ◦ ψ = f1(p1 ◦ ψ) + · · ·+ fr(pr ◦ ψ), onde
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p1, . . . , pr ∈ I e f1, . . . , fr ∈ O1. Assim,

υ(h ◦ ψ) ≥ min {υ(fi(pi ◦ ψ))} = υ(fj(pj ◦ ψ))

≥ υ(fj) + υ(pj ◦ ψ)

≥ υ(pj ◦ ψ)

≥ υ(gi ◦ ψ)

onde pj ∈ I = ⟨g1, . . . , gr⟩.
Observemos que para um gerador gi(x) = xk11 · · ·xknn de I tal que (k1, . . . , kn) ∈ ∆, temos

N = γ1b1 + · · ·+ γ1bn = υ(xb ◦ ψ) ≥ υ(gi ◦ ψ) = γ1k1 + · · ·+ γnkn = η.

Isto é, b está acima da face ∆, e portanto b ∈ Γ+(I).

Seja I um ideal de On. Definimos a codimensão de I em On como dimC
On

I
.

Proposição 2.18. [27] Seja I um ideal monomial de codimensão finita em On. Se o ponto

b = (b1, . . . , bn) ∈ Γ+(I) representa o monômio xb = xb1 . . . xbn , então xb ∈ I.

Demonstração. Suponhamos que h = xb = xb11 · · · xbnn /∈ I. Então existe uma curva anaĺıtica

φ : (C, 0) → (Cn, 0) tal que

υ(h ◦ φ) < υ(gj ◦ φ),∀j = 1, . . . , k

onde g1, . . . ., gk são geradores de I da forma gj = x
aj1
1 , . . . , x

ajn
n .

Considerando φi(t) = tsi + ord(si), onde ord(si) são os termos de ordem superior a si,

temos que

υ(h ◦ φ) = υ(φb1
1 · · ·φbn

n ) = s1b1 + · · ·+ snbn,

υ(gj ◦ φ) = υ(φ
aj1
1 · · ·φajn

1 ) = s1aj1 + · · ·+ snajn.

Agora, consideremos o hiperplano ∧i definido pela equação s1z1 + · · · + snzn = ηi, como

υ(h◦φ) < υ(gj ◦φ), então b = (b1, . . . , bn) está em um hiperplano situado abaixo do hiperplano

∧j ao qual aj = (aj1, . . . , ajn) pertence.

Sabemos que Γ+(I) é determinado por a1, . . . , ak e assim, o primeiro hiperplano ∧s que

intersecta Γ+(I) deve conter algum aj, ou seja, ∧s = ∧j para algum j ∈ {1, . . . , k}. Como

b ∈ ∧υ(h◦φ) e ∧v(h◦φ) ∩ ∧j = ∅, temos que ∧υ(h◦φ) não intersecta Γ+(I). Logo, b /∈ Γ+(I), o que

é um absurdo.

Teorema 2.19. [27] Se I é um ideal monomial em On, então I =
〈
{xk : k ∈ Γ+(I)}

〉
.
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Demonstração. Seja I um ideal monomial de On gerado por g1, . . . , gk, onde gj = x
aj1
1 , . . . , x

ajn
n ,

para j = 1, . . . , k. Considere

E(I) =
⋃

k∈supp(I)

{k + v : v ∈ Rn
+}.

Como (Γ+(I) \ E(I)) ∩ Zn é finito, podemos tomar {β1, . . . , βd} = (Γ+(I) \ E(I)) ∩ Zn.

Seja J o ideal de On gerado por {xs : s ∈ {a1, . . . , ak, β1, . . . , βd}}, onde aj = (aj1, . . . , ajn)

representa o gerador gj de I. Mostraremos que J = I.

Seja xs ∈ J , temos que s ∈ Γ+(I). Pela Proposição 2.18, segue que xs ∈ I. Assim, J ⊂ I.

Suponhamos que exista h ∈ I \ J . Dessa forma, podemos escrever

h(x) = xm0

∞∑
m=m0

cmx
m−m0

com cm0 ̸= 0. Como h /∈ J , xm0 não é múltiplo de xaj ou de xβi para quaisquer j = 1, . . . , k

e i = 1, . . . , d. Agora, considere βi = (βi1, . . . , βin) e m0 = (m01, . . . ,m0n). Assim, para cada

j = 1, . . . , k e i = 1, . . . , d, existem s, l ∈ {1, . . . , n} tais que m0s < ajs e m0l < βil.

Notemos que m0s < ajs implica em m0s /∈ aj + Rn
+. Como isso ocorre para qualquer j ∈

{1, . . . , k}, temos que m0 /∈ E(I). Temos também que m0l < βil implica m0 ̸= βi. Observemos

que isso ocorre para qualquer i ∈ {1, . . . , n} e m0 ∈ Zn, conclúımos que m0 /∈ Γ+(I). Mas,

como h ∈ I, entramos em contradição com o Teorema 2.17.

Portanto, I =
〈
{xs : s ∈ {a1, . . . , ak, β1, . . . , βd}}

〉
=
〈
{xk : k ∈ Γ+(I)}

〉
.

Seja I um ideal de On, denotamos por I0 o ideal de On gerado pelos monômios xk tais que

k ∈ Γ+(I). Observemos que, Γ+(I
0) = Γ+(I) e I ⊂ I0.

Corolário 2.20. I0 é integralmente fechado.

Demonstração. Como I0 é monomial, segue do Teorema 2.19 que

I0 =
〈
{xk : k ∈ Γ+(I

0)}
〉
=
〈
{xk : k ∈ Γ+(I)}

〉
= I0.

Utilizando I0 e o Corolário 2.20, provaremos o seguinte lema:

Lema 2.21. Seja I um ideal de On, então Γ+(I) = Γ+(I).

Demonstração. Considere I0 =
〈
{xk : k ∈ Γ+(I)}

〉
, segue do Corolário 2.20 que I ⊂ I0 = I0.

Dessa forma, temos que

I ⊂ I ⊂ I0 e Γ+(I) ⊂ Γ+(I) ⊂ Γ+(I
0) = Γ+(I).

Portanto, Γ+(I) = Γ+(I).
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Definição 2.22. Seja I um ideal em On, definimos o conjunto C(I) como o fecho convexo em

Rn
+ do conjunto ⋃{

m : xm ∈ I
}
.

Ou seja, C(I) é o poliedro de Newton do ideal KI gerado por todos os monômios pertencente

ao fecho integral de I.

O próximo resultado relaciona C(I) com o poliedro de Newton de I. Podemos encontrar

sua demonstração em [23].

Proposição 2.23. Se I é um ideal em On, então C(I) ⊂ Γ+(I).

2.3 Ideais Newton não-degenerados

Nessa seção apresentamos um dos conceitos centrais deste trabalho.

Sejam A um subconjunto compacto de Rn
+ e g =

∑
k

akx
k ∈ On. Definimos gA como a soma

dos termos akx
k tal que k ∈ A, isto é,

gA =
∑
k∈A

akx
k.

Definimos gA = 0 sempre que A ∩ supp(g) = ∅, g ∈ On.

Definição 2.24. Seja S = {g1, · · · , gr} ⊆ On. Dizemos que S é Newton não-degenerado se,

para qualquer face compacta ∆ de Γ+(S), temos

{x ∈ Cn : (g1)∆(x) = · · · = (gr)∆(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}, (2.4)

onde x = (x1, . . . , xn).

Dizemos que o ideal I ⊆ On é Newton não-degenerado quando I admite um sistema Newton

não-degenerado de geradores.

Exemplo 2.25. Considere o ideal I = ⟨f, g⟩ = ⟨x8 + xy5, y8 + x5y⟩. O suporte de I é

supp (I) = {(8, 0), (1, 5), (0, 8), (5, 1)}.

Assim, o poliedro Γ+(I) é dado pela parte ilimitada do R2
+ a partir dos segmentos de reta

que ligam os pontos (0, 8) a (1, 5), (1, 5) a (5, 1) e (5, 1) a (8, 0).
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8

8

5

1

5

1

Figura 2.5: Poliedro de Newton de ⟨x8 + xy5, y8 + x5y⟩.

Sejam ∆1 = {(8, 0)}, ∆2 = {(1, 5)}, ∆3 = {(5, 1)}, ∆4 = {(0, 8)}, ∆5, ∆6 e ∆7, onde ∆5,

∆6 e ∆7 são segmentos de retas de (0, 8) a (1, 5), (1, 5) a (5, 1) e (5, 1) a (8, 0), respectivamente.

Notemos que, para toda face compacta ∆i

{f∆i
(x, y) = g∆i

(x, y) = (0, 0)} ⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Portanto, I é Newton não-degenerado.

Proposição 2.26. Se S, S ′ ⊆ On são dois sistemas geradores finitos do mesmo ideal I de On,

então S é Newton não-degenerado se, e somente se, S ′ é Newton não-degenerado.

Demonstração. Sejam S = {g1, · · · , gr} e S ′ = {g′1, · · · , g′k} sistemas geradores de I. Se S é

Newton não-degenerado então

{x ∈ Cn : (g1)∆(x) = · · · = (gr)∆(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

para qualquer face compacta ∆ ⊂ Γ+(S). Como Γ+(S) = Γ+(I) e Γ+(I) = Γ+(S
′), temos que

∆ ⊂ Γ+(S
′).

Notemos que g′i = pi1g1 + · · · + pirgr, onde pij ∈ On. Além disso, podemos escrever pij =

cij + p̄ij , onde p̄ij são os termos dependentes e cij determina o termo independente de pij . Dessa

forma, (pijgj)∆ = (cijgj)∆ + (p̄ijgj)∆ e assim,

(g′i)∆ =
(
pi1g1 + · · ·+ pirgr

)
∆

=
(
pi1g1

)
∆
+ · · ·+

(
pirgr

)
∆

=
(
ci1g1

)
∆
+
(
p̄i1g1

)
∆
+ · · ·+

(
cirg1

)
∆
+
(
p̄irgr

)
∆
.

Observemos que

V(S ′) =
k⋂

i=1

V(g′i) =
k⋂

i=1

( r⋂
j=1

(
V(cijgj) ∩ V(p̄ijgj)

))
⊆

r⋂
j=1

V(cijgj) =
r⋂

j=1

V(gj) = V(S)

onde V denota o conjunto algébrico (isto é, o conjunto fechado da topologia de Zariski).
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Isso garante que

{x ∈ Cn : (g′1)∆(x) = · · · = (g′r)∆(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : (g1)∆(x) = · · · = (gr)∆(x) = 0}

⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

Portanto, S ′ é Newton não-degenerado. De maneira análoga, vale a reciproca.

Definição 2.27. Seja f ∈ On. Dizemos que f é uma função Newton não-degenerada se o ideal

I(f) de On gerado por

x1
∂f

∂x1
, · · · , xn

∂f

∂xn

é Newton não-degenerado. Isto é,
(
x1

∂f
∂x1

)
∆
, · · · ,

(
xn

∂f
∂xn

)
∆
não se anulam simultaneamente em

Cn \ {0}, para qualquer face compacta ∆ de Γ+(I(f)).

Exemplo 2.28. Sejam f(x, y) = y2 − x3 ∈ On e

I(f) =

〈
x
∂f

∂x
, y
∂f

∂y

〉
=
〈
−3x3, 2y2

〉
=
〈
x3, y2

〉
.

O poliedro de Newton Γ+(I(f)) é dado pela parte ilimitada a partir do segmento de reta

que liga (3, 0) a (0, 2).

2

3

Figura 2.6: Poliedro de Newton de I(f) = ⟨x3, y2⟩.

Para a face ∆1 formada pelo vértice (3, 0), temos que{
(x, y) ∈ C2 :

(
x
∂f

∂x

)
∆1

(x, y) =

(
y
∂f

∂y

)
∆1

(x, y) = 0

}
=
{
(0, y) ∈ C2

}
⊂
{
(x, y) ∈ C2 : xy = 0

}
.

Para a face ∆2 formada pelo vértice (0, 2), segue que{
(x, y) ∈ C2 :

(
x
∂f

∂x

)
∆2

(x, y) =

(
y
∂f

∂y

)
∆2

(x, y) = 0

}
=
{
(x, 0) ∈ C2

}
⊂
{
(x, y) ∈ C2 : xy = 0

}
.

E para a face ∆3 formada pelo segmento de reta que liga os vértices (0, 2) e (3, 0), temos{
(x, y) ∈ C2 :

(
x
∂f

∂x

)
∆3

(x, y) =

(
y
∂f

∂y

)
∆3

(x, y) = 0

}
= {(0, 0)} ⊂

{
(x, y) ∈ C2 : xy = 0

}
.
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Portanto, f é uma função Newton não-degenerado.

Agora, consideremos o ideal I gerado por f e notemos que Γ+(I) = Γ+(I(f)). Como

(−1, i) ∈ {(x, y) ∈ C2 : f∆3(x, y) = 0} e (−1, i) /∈ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}, segue que

{(x, y) ∈ C2 : f∆3(x, y) = 0} ⊈ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Portanto, I = ⟨y2 − x3⟩ não é Newton não-degenerado.

Com isso, temos que f é uma função Newton não-degenerada mas o ideal I = ⟨f⟩ não é

Newton não-degenerado.

Yoshinaga provou em [29] que uma função f é Newton não-degenerada se, e somente se, o

fecho integral de I(f) é gerado pelos monômios xk tais que k ∈ Γ+(f). E generalizando este

resultado, Saia provou em [23], o seguinte resultado.

Teorema 2.29. [23] Seja I = ⟨g1, . . . , gs⟩ um ideal de codimensão finita em On. Então, I é

Newton não-degenerado se, e somente se, Γ+(I) = C(I).

Teorema 2.30. Seja I um ideal em On. Então, I é Newton não-degenerado se, e somente se,

o fecho integral I = I0.

Demonstração. Se I for Newton não-degenerado, o Teorema 2.29 garante que Γ+(I) = C(I).

Assim, I0 =
〈
{xk : k ∈ Γ+(I)}

〉
=
〈
{xk : k ∈ C(I)}

〉
. Observemos que xk ∈ I, pois k ∈ C(I)

e I é um ideal. Dessa forma, temos que {xk : k ∈ C(I)} ⊂ I, e assim, I0 ⊂ I. Como I ⊂ I0

implica que I ⊂ I0 = I0, conclúımos que I = I0.

Por outro lado, se I = I0, então C(I) é o poliedro de Newton do ideal gerado todos os

monômios pertencente ao I0, ou seja, C(I) = Γ+(I
0). Como o Γ+(I

0) = Γ+(I), segue que

Γ+(I) = C(I). Portanto, pelo Teorema 2.29 , I é Newton não-degenerado.

Além disso, considerando I um ideal deOn de codimensão finita, isto é, dimC
On

I
<∞. Nesse

caso, a Newton não degeneração de I admite uma caracterização numérica, que foi apresentada

por Bivià-Ausina, Fukui e Saia em [4]. Antes de enunciarmos este resultado, definiremos a

multiplicidade de um ideal.

Definição 2.31. A multiplicidade de um ideal I de codimensão finita em On é definido como

e(I) = lim
k→∞

n!

kn
dimC

On

Ik
.

Um referência para a definição anterior é [19, p.109].

Proposição 2.32. Sejam I ⊆ J ideais em On. Então, e(I) ≥ e(J).

Demonstração. Sejam I ⊆ J ideais em On. Temos que Ik ⊂ Jk, para todo k. Dessa forma,

dimC
On

Jk
≤ dimC

On

Ik
,
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para todo k. Segue que

lim
k→∞

n!

kn
dimC

On

Jk
≤ lim

k→∞

n!

kn
dimC

On

Ik
.

Portanto, e(I) ≥ e(J).

A seguir enunciaremos um resultado do Teissier sobre a multiplicidade de ideais monomiais,

cuja demonstração pode ser encontrada em [27, p.131], mas antes faremos a seguinte observação.

Observação 2.33. Observemos que se I é um ideal de On gerado por monômios g1, . . . , gs, as

seguintes condições são equivalentes:

(1) O complemento de E(I) =
⋃

k∈supp(I)

{k + v : v ∈ Rn
+} em Rn

+ tem volume finito.

(2) O espaço vetorial On

I
sobre C é de dimensão finita, sendo igual ao número de pontos com

coordenadas inteiras de Rn
+ \ E(I).

Lema 2.34. [27] Se I é um ideal de On de codimensão finita que é gerado por monômios, então

e(I) = n!v(I), onde v(I) é o volume n-dimensional de Rn
+ \ Γ+(I).

Dados J ⊆ I ideais de On, então J é considerado uma redução de I quando existe algum

inteiro r > 0 tal que Ir+1 = JIr.

Por [7, Lema 4.6.5] e pelo trabalho de Rees [20] temos que as noções de redução, fechamento

integral e multiplicidade estão intimamente relacionados. Assim, o próximo resultado é uma

caracterização das reduções em On.

Teorema 2.35. Seja J ⊆ I um par de ideais de On com I de codimensão finita. Então, as

condições seguintes são equivalentes:

(i) J é uma redução de I;

(ii) e(I) = e(J);

(iii) J = I.

Teorema 2.36. [4] Seja I um ideal de codimensão finita em On. Então, I é Newton não-

degenerado se, e somente se, e(I) = n!v(I). Caso I ⊂ On não for Newton não-degenerado,

então I satisfaz o desigualdade estrita e(I) > n!v(I).

Demonstração. Seja I um ideal de codimensão finita em On. O Lema 2.34 garante que e(I0) =

n!v(I0). Como Γ+(I) = Γ+(I
0), segue que e(I0) = n!v(I0) = n!v(I). Dáı,

e(I) ≥ e(I0) = n!v(I0) = n!v(I),
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pois I ⊆ I0. Observe que se I for Newton não-degenerado, o Teorema 2.30 garante que I = I0.

Pelo Teorema 2.35, segue que

e(I) = e(I) = e(I0) = n!v(I),

pois I = I = I0 = I0.

No próximo caṕıtulo apresentaremos extensões destes resultados para submódulos de Op
n.



CAPÍTULO 3

Módulos Newton não-degenerados

No caṕıtulo anterior, trabalhamos com ideais de On. Para uma situação mais geral, defi-

niremos o fecho integral M do módulo M ⊂ Op
n e apresentaremos uma classe de submódulos

Newton não-degenerados de Op
n. Assim, caracterizaremos estes submódulos dizendo que seu

fecho integral é igual a uma soma direta de ideais monomiais fechados.

3.1 O fecho integral de módulos

Sejam φ : (C, 0) → (Cn, 0) uma aplicação anaĺıtica e h = (h1, . . . , hp) ∈ Op
n. Denotamos o

elemento (h1 ◦ φ, . . . , hp ◦ φ) ∈ Op
1 por h ◦ φ.

Antes de continuarmos, apenas lembremos que Op
n é um On-módulo.

Definição 3.1. SejaM ⊆ Op
n um submódulo. Dizemos que h ∈ Op

n é integral sobreM quando,

para qualquer caminho anaĺıtico φ : (C, 0) → (Cn, 0), temos que

h ◦ φ ∈ O1φ
∗(M)

onde O1φ
∗(M) denota o O1-submódulo de Op

1 gerado por φ∗(M) = {m ◦ φ : m ∈M}.
O conjunto de elementos h ∈ Op

n que são integrais sobre M é chamado de fecho integral de

M e denotado por M .

Proposição 3.2. O fecho integral de M é um submódulo de Op
n.

Demonstração. Sejam h1 = (h11, . . . , h
1
p), h

2 = (h21, . . . , h
2
p) ∈ M , temos que h1 ◦ φ ∈ O1φ

∗(M)

e h2 ◦ φ ∈ O1φ
∗(M). Dessa forma,

h1 ◦ φ =
k∑

i=1

fi(m
i ◦ φ) e h2 ◦ φ =

k∑
i=1

gi(w
i ◦ φ),

onde fi, gi ∈ O1 e mi, wi ∈M .

33
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Notemos que

(h1 − h2) ◦ φ = (h1 ◦ φ)− (h2 ◦ φ) =
n∑

i=1

fi(m
i ◦ φ)−

n∑
i=1

gi(w
i ◦ φ) =

n∑
i=1

(fim
i − giw

i) ◦ φ.

Como fim
i − giw

i ∈ M , segue que (h1 − h2) ◦ φ ∈ O1φ
∗(M) e, portanto, h1 − h2 ∈ M .

Assim, (M,+) é um subgrupo de Op
n.

Agora, observemos que para todo F ∈ On e para todo h ∈ M , Fh = (Fh1, . . . , Fhp) ∈ M .

De fato, como h ∈M , temos que h ◦ φ ∈ O1φ
∗(M), ou seja,

h ◦ φ =
k∑

i=1

fi(m
i ◦ φ),

onde fi ∈ O1 e mi ∈M .

Dessa forma,

(Fh) ◦ φ = (Fh1 ◦ φ, . . . , Fhp ◦ φ) = F (h1 ◦ φ, . . . , hp ◦ φ) = F (h ◦ φ)

= F
k∑

i=1

fi(m
i ◦ φ) =

k∑
i=1

fi(Fm
i ◦ φ) ∈ O1φ

∗(M),

pois Fm ∈M . Logo, Fh ∈M . Portanto, M é um submódulo de Op
n.

Se I for um ideal de On, então o fecho integral de I, considerando I um submódulo de On,

coincide com a noção usual de fecho integral de um ideal, como podemos ver pelo item 3 da

Proposição 2.5.

Consideremos uma matriz A de tamanho p × q com entradas em On e um inteiro positivo

r. Ir(A) denotará o ideal de On gerado pelos menores de ordem r de A quando r ≤ min{p, q}.
Se r > min{p, q}, então definimos Ir(A) = 0. A matriz transposta de A será denotado por At.

O posto de uma matriz A é r, quando A tem um menor de ordem r distinto de zero e todos os

menores de ordem r + 1 são nulos. Em outras palavras, o posto de A é o maior inteiro r tal

que Ir(A) ̸= 0.

Sejam M um submódulo do módulo livre Op
n e u1, . . . , us um sistema de geradores de M ,

onde ui = (ui1, . . . , u
i
p), i = 1, . . . , s. Podemos identificar M com a matriz

M =

u
1
1 . . . us1
...

...
...

u1p . . . usp


p×s

.

De fato, para todo f = (f1, . . . , fp) ∈M , existem g1, . . . , gs ∈ On tais que f = u1g1 + · · ·+
usgs. Isto é, f1...

fp

 =

u
1
1 . . . us1
...

...
...

u1p . . . usp

 ·

g1...
gp

 .
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O ideal Ir(M) de On é o ideal obtido a partir da matriz M .

Se h = (h1, . . . , hp) ∈ Op
n, escrevemos (M,h) para denotar a matriz de tamanho p× (s+ 1)

formado pela justaposição de M e a coluna (h1 · · · hp)t.

(M,h) =

u
1
1 · · · us1 h1
...

...
...

...
u1p · · · usp hp


p×(s+1)

.

Se h′ for outro elemento de Op
n , então a matriz (M,h, h′) é definida analogamente.

O próximo lema é uma generalização da regra de Cramer e será útil para estabelecermos

uma conexão entre M e Ir(M).

Lema 3.3. [9] Sejam M ⊆ Op
n um submódulo e h ∈ Op

n. Suponhamos Ir+1((M,h)) = 0 e que

nenhum elemento de Ir(M) é um divisor de zero em On. Então, Ir(M) · h ⊆M · Ir((M,h)).

Demonstração. Seja A uma submatriz r×r deM obtida pela eliminação de p−r linhas e s−r
colunas. Consideremos hA a r-upla obtida pela eliminação dos elementos de h correspondente

às linhas retirada de M para obtermos A.

Assim, o sistema linear A · x = ( det A) · hA, pela regra de Cramer, tem como solução a

seguinte r-upla de elementos de Ir(hA, AOr
n)

x = (x1, . . . , xr) = (det [A1, hA], · · · , det [Ar, hA])

onde [Aj, hA] é a matriz obtida pela substituição da j-ésima coluna de A por hA.

Agora, consideremos B a submatriz p × r de M obtida pela eliminação das s − r colunas

de M para obter a matriz A. Definimos

g =

g1...
gp

 = det A ·

h1...
hp

−B.

x1...
xr


Afirmamos que g = 0. Suponhamos, por absurdo, que gi ̸= 0 para algum i. Consideremos

g̃ uma r-upla obtida de g eliminando os mesmos elementos que nos deram hA mas mantendo o

i-ésimo termo e Bg a submatriz de B obtida pela eliminação das linhas correspondentes.

Como Ir+1((M,h)) = 0, temos que det(Bg, h) = (±gi) · det A = 0. Mas, det A não é

divisor de zero. Logo, gi = 0. Absurdo! Portanto, g = 0 e ( det A) · h = B · x. Dessa forma,

conclúımos que Ir(M) · h ⊆M · Ir((M,h)).

Para o próximo teorema utilizaremos os seguintes resultados, dos quais suas demonstrações

são encontradas em [19] e [11, p.102].
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Lema 3.4. [19] Seja (A,m) um anel local. Então, para M um A-módulo finito e N ⊆ M um

submódulo, temos ⋂
n>0

(N +mnM) = N.

Lema 3.5. [19] (Lema de Artin-Rees) Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finito,

N ⊂ M um submódulo e I um ideal de A. Então, existe um inteiro positivo c tal que, para

todo n > c, temos

InM ∩N = In−c(IcM ∩N).

Lema 3.6. [11] (Lema de Nakayama) Seja A um anel comutativo com um elemento de identi-

dade 1, e seja M um ideal em A com a propriedade de que 1+x é invert́ıvel em A para qualquer

x ∈ M. Além disso, seja M um A-módulo e seja N1,N2 A-submódulos com N1 finitamente

gerado. Se N1 ⊆ N2 +MA, então N1 ⊆ N2.

Lema 3.7. Suponha queM é um submódulo livre de Op
n. Então, Ir(O1φ

∗(M)) = O1φ
∗(Ir(M)).

Demonstração. Suponhamos que {u1, . . . , us} é o sistema de geradores de M , onde uj =

(uj1, . . . , u
j
p) ∈ Op

n, j = 1, . . . , s. Para todo mi ∈M , temos mi =
s∑

j=1

giju
j, onde gij ∈ On.

Se h ∈ O1φ
∗(M) ⊂ Op

1, podemos escrever

h =
k∑

i=1

Fi(m
i ◦ φ)

=
k∑

i=1

Fi

(
s∑

j=1

giju
j ◦ φ

)

= F1

(
s∑

j=1

giju
j ◦ φ

)
+ · · ·+ Fk

(
s∑

j=1

giju
j ◦ φ

)

=
s∑

j=1

F1(g
i
ju

j ◦ φ) + · · ·+
s∑

j=1

Fk(g
i
ju

j ◦ φ)

=
s∑

j=1

(F1g
i
ju

j) ◦ φ+ · · ·+
s∑

j=1

(Fkg
i
ju

j) ◦ φ)

=
s∑

j=1

(F1g
i
j ◦ φ)(uj ◦ φ) + · · ·+

s∑
j=1

(Fkg
i
jφ)(u

j ◦ φ)

=

(
k∑

i=1

Fig
i
1 ◦ φ

)
(u1 ◦ φ) + · · ·+

(
k∑

i=1

Fig
i
k ◦ φ

)
(us ◦ φ)

onde Fi ∈ O1. Dessa forma,
{
u1 ◦ φ, . . . , us ◦ φ

}
é um sistema de geradores de O1φ

∗(M) e

assim, identificamos O1φ
∗(M) pela seguinte matrizu

1
1 ◦ φ . . . us1 ◦ φ
...

...
...

u1p ◦ φ . . . usp ◦ φ

 .
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Consideremos o conjunto H dos menores r × r da matriz acima. Como H ⊂ φ∗(Ir(M)) e

Ir(O1φ
∗(M)) é o ideal gerado porH, segue que Ir(O1φ

∗(M)) ⊂ φ∗(Ir(M)). Logo, Ir(O1φ
∗(M)) ⊂

O1φ
∗(Ir(M)). Por outro lado, φ∗(Ir(M)) ⊂ Ir(O1φ

∗(M)) e, portanto, O1φ
∗(Ir(M)) ⊂ Ir(O1φ

∗(M)),

pois Ir(O1φ
∗(M)) é um ideal de O1.

Dada um fibrado vetorial E, denotamos por ξ(E) as seções do fibrado vetorial E.

Teorema 3.8. [9] Sejam M ⊆ Op
n um submódulo e h ∈ Op

n. Então as seguintes condições são

equivalentes:

(1) h ∈M .

(2) Ir(M,h) ⊆ Ir(M), onde r é o maior inteiro tal que Ir(M,h) ̸= 0.

(3) Para cada escolha de geradores u1, . . . , us de M , existe uma vizinhança U de 0 em Cn e

uma constante C > 0 tal que, para todo φ ∈ ξ(Hom(Cp,C)), temos

|φ(z) · h(z)| ≤ C sup
i

|φ(z) · ui(z)|, para todo z ∈ U.

Demonstração. (1) ⇒ (2) Seja φ : (C, 0) → (Cn, 0) uma aplicação anaĺıtica, temos que φ∗(h) ⊂
φ∗(M), pois h ∈M . Com isso, Ir(O1(φ

∗(h), φ∗(M))) = Ir(O1φ
∗(M)).

Notemos que

O1φ
∗(Ir(M,h)) = Ir(O1φ

∗(M,h)))

= Ir(O1(φ
∗(M), φ∗(h)))

= Ir(O1φ
∗(M))

= O1φ
∗(Ir(M))

Pela Proposição 2.5, temos que Ir(M) = Ir(M,h) e, portanto, Ir(M,h) ⊆ Ir(M,h) = Ir(M).

(2) ⇒ (1) Seja φ : (C, 0) → (Cn, 0) uma aplicação anaĺıtica, então temos dois casos:

(i) φ(t) está num aberto de Cn, onde o posto de (h,M) é r, para t ̸= 0;

(ii) Im(φ) ⊆ V (Ir(M,h)).

No caso (i), se o posto de (M,h) é r, então (M,h) possui uma submatriz A de ordem r com

detA ̸= 0. Como Ir(M,h) é o ideal de Op
n gerado pelos menores de ordem r de (M,h), temos

que ( det A) ⊂ φ∗(Ir(M,h)).

Como Ir(M) ⊂ Ir(M,h), temos que φ∗(Ir(M)) ⊂ φ∗(Ir(M,h)). Por hipótese, Ir(M,h) ⊆
Ir(M), segue que φ∗(Ir(M)) = φ∗(Ir(M,h)).
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Assim, o Lema 3.3 garante que

Ir(φ
∗(M)) · (h ◦ φ) ⊆ φ∗(M) · Ir(φ∗(M), h ◦ φ).

Pelo Lema 3.7, temos que

φ∗(Ir(M)) · φ∗(h) ⊆ O1φ
∗(M) · O1φ

∗(Ir(M,h)).

Como φ∗(Ir(M)) = φ∗(Ir(M,h)), segue que φ∗(h) ⊆ O1φ
∗(M), ou seja, h ◦ φ ∈ O1φ

∗(M).

Conclúımos que h ∈M .

Façamos agora o caso (ii). Suponhamos que h ◦ φ /∈ φ∗(M), ou seja, φ∗(M) ⊊ φ∗((M,h)).

Então, pelo Lema 3.4 existe n0 tal que para todo k > n0

O1φ
∗((M.h)) ̸= O1φ

∗(M)(mod mk
1O

p
1)

Caso contrário, pelo Lema de Artin-Rees 3.5, existe n0 tal que, para n0 + 1 > n0,

ml
1O

p
1 ∩ φ∗(M,h)O1 = mn0+1−n0

1 (mn0
1 Op

1 ∩ φ∗(M,h)O1) (3.1)

= m1(m
n0
1 Op

1 ∩ φ∗(M,h)O1) (3.2)

Como φ∗((M.h))O1 = φ∗(M)O1(mod mn0+1
1 Op

1), temos que

O1φ
∗(M,h)−O1φ

∗(M) ⊂ mno+1
1 O1

⊂ mno+1
1 O1 ∩ O1φ

∗(M,h)

= m1(m
n0
1 Op

1 ∩ φ∗(M,h)O1), por (3.1).

Em particular, O1φ
∗(M,h)−O1φ

∗(M) ⊂ m1(m
n0
1 Op

1). Segue que

O1φ
∗(M,h) ⊂ m1(m

n0
1 Op

1) +O1φ
∗(M).

Pelo Lema de Nakayama 3.6, temos que O1φ
∗(M,h) ⊂ O1φ

∗(M),o que é uma contradição.

Agora, trunque φ até o ńıvel k para k ≫ n0 e e altere φ adicionando termos de ordem

superior de mk+1
1 para obter φ1 de modo que φ1(t) não esteja em V (Ir((M,h))) para t ̸= 0.

Então,

O1φ
∗
1(M) ≡ O1φ

∗(M) mod mk
1O

p
1

O1φ
∗
1(M,h) ≡ O1φ

∗(M,h) mod mk
1O

p
1

Pelo caso (i), temos que φ∗
1(M,h) = φ∗

1(M)φ∗
1(h) ⊂ φ∗

1(M). e portanto, φ∗
1(M,h) = φ∗

1(M).

Logo, O1φ
∗(M) ≡ O1φ

∗(M,h) mod mk
1O

p
1, o que é uma contradição. Conclúımos que φ∗(h) ⊊

φ∗(M), isto é, h ◦ φ ∈ O1φ
∗(M). Portanto, h ∈M.
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(1) ⇒ (3) Notemos que um conjunto de geradores {ui} de M nos dá um conjunto de

geradores {di} de Ir(M). Escolhemos uma vizinhança U , c > 0 de 0 tal que

||g(z)|| ≤ c sup
i

||di(z)||, ∀z ∈ U (3.3)

se, e somente se, g ∈ Ir(M).

Suponhamos que h ∈M . Pelo Lema 3.3, para cada di gerador de Ir(M), temos

dih =
s∑

k=1

ukaik, com aik ∈ Ir(M,h) ⊆ Ir(M).

Dessa forma,

||φ(z) · h(z)|| =

∥∥∥∥∥φ(z) ·
s∑

k=1

uk(z)
aik(z)

di(z)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

aik
di
φ(z) · uk(z)

∥∥∥∥∥ .
Agora, consideremos z ∈ U − V (Ir(M)) e ||dj(z)|| = supi ||di(z)||. Então,

∥φ(z) · h(z)|| =

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

ajk
dj
φ(z) · uk(z)

∥∥∥∥∥
≤

s∑
k=1

||ajk(z)||
||dj(z)||

||φ(z) · uk(z)||

≤ s

(
c sup

k
||φ(z) · uk(z)||

)
= C sup

k
||φ(z) · uk(z)|| (∗)

onde C = sc > 0.

Como todas as funções são cont́ınuas em U e (∗) vale um aberto denso em U , então é válida

em todo o aberto U .
(3) ⇒ (1)

Seja Sφ uma submatriz de ordem r × (r − 1) de M . Para cada h = (h1, . . . , hp) ∈ Op
n, hφ

será obtida pela a exclusão das mesmas linhas de h, que foram exclúıdas de M para obter Sφ.

Definimos φ ∈ ξ(Hom(Cp,C)) da seguinte forma

φ(h) = det(Sφ, hφ),

onde (Sφ, hφ) denota a matriz r × r cuja a última coluna é hφ e o resto é a matriz Sφ.

Por hipótese, temos

∥φ · h(z)∥ ≤ C sup
i

∥φ(z) · ui(z)∥

∥ det(Sφ, hφ)(z)∥ ≤ C sup
i

∥ det(Sφ, u
i
φ)(z)∥ ≤ C sup

i
∥di(z)∥
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onde {di} é o conjunto de geradores de Ir(M) e det(Sφ, hφ) é um gerador arbitrário de Ir(M,h).

Pelo item (2) do Teorema 2.5, Ir(M,h) ⊆ Ir(M). Portanto, h ∈M .

Corolário 3.9. Sejam M ⊆ Op
n um submódulo tal que Ip(M) ̸= 0 e h1, . . . , hr ∈M . Então

Ip(M,h1, . . . , hr) ⊆ Ip(M,h1, . . . , hr−1 ⊆ · · · ⊆ Ip(M,h1) ⊆ · · · ⊆ Ip(M).

Demonstração. A prova segue quando consideramos a formulação do fecho integral dado no

item (2) do Teorema 3.8. Ou seja, temos que Ip(M,h1, . . . , hr) ⊆ Ip(M,h1, . . . , hr−1). Como

Ip(M,h1, . . . , hr−1) = Ip(M,h1, . . . , hr−2) = · · · = Ip(M), segue o resultado.

3.2 Módulos Newton não-degenerados

Considere a projeção pi : Op
n → On dada por pi(h1, . . . , hp) = hi, i = 1, . . . , p. Se M é um

submódulo de Op
n , definimos Mi como o ideal de On gerado por {pi(m) : m ∈M}.

Se {u1, . . . , us} é um sistema gerador de M , então Mi é gerado pelas i componentes de

u1, . . . , us. Para M ⊆ Op
n, definimos o Poliedro de Newton de M como

Γ+(M) = Γ+(M1) + · · ·+ Γ+(Mp).

Denotamos por M0
i como o ideal de On gerado pelos monômios xk tal que k ∈ Γ+(Mi),

i = 1, . . . , p.

Lema 3.10. Sejam M ⊆ Op
n e {u1, . . . , us} um sistema gerador de M . Então

M ⊆M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p = {(h1, · · · , hp) ∈ Op
n : supp(hi) ⊆ Γ+(Mi), para todo i = 1, . . . , p}

Demonstração. Se h = (h1, . . . , hp) ∈M , então hi ∈Mi, para todo i = 1, . . . , p, pela Definição

3.1 e pelo item (3) da Proposição 2.5. No entanto, pelo Lema 2.21 ,Γ+(Mi) = Γ+(Mi). Portanto,

conclúımos que supp(hi) ⊆ Γ+(Mi), para todo i = 1, . . . , p.

O objetivo é caracterizar os submódulosM ⊆ Op
n satisfazendo a relaçãoM =M0

1 ⊕· · ·⊕M0
p .

Para tanto utilizaremos o conceito de módulo Newton não-degenerado e para definir tal

conceito precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.11. Seja S = {g1, . . . , gr} ⊆ On. Então S é Newton não-degenerado se, e somente se,

para todo v ∈ Rn
+ \ {0}, a seguinte inclusão é mantida.

{x ∈ Cn : pSv (g1)(x) = · · · = pSv (gr)(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

onde

pSv (gi) =

{
pv(gi), se l(v, gi) = min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)}
0, caso contrário

para todo i = 1, . . . , r.
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Demonstração. Pela definição de Γ+(S), se v ∈ Rn
+, então

l(v,Γ+(S)) = min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)}.

Então, se ∆ = ∆(v,Γ+(S)), temos pSv (gi) = pv(gi) = (gi)∆, para todo i = 1, . . . , r. Logo, S é

Newton não-degenerado. Por outro lado, mostrar a ida é equivalente a mostrar que S é Newton

não-degenerado apenas se

{x ∈ Cn : (g1)∆(x) = · · · = (gr)∆(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xr = 0}

vale para qualquer face de Γ+(S) não necessariamente compacta.

Se S é Newton não-degenerado e ∆ é qualquer face de Γ+(S), então o ideal gerado por

{(g1)∆, . . . , (gr)∆} é Newton não-degenerado. Por [23], o fecho integral de {(g1)∆, . . . , (gr)∆} é

um ideal monomial. Assim, a inclusão (2.4) da página 27 vale para a face ∆.

O lema acima é a motivação para as seguintes definições.

Sejam M ⊆ Op
n e u1, . . . , us um sistema de geradores de M . Suponhamos que ui =

(ui1, . . . , u
i
p), para todos i = 1, . . . , s. Se v ∈ Rn

+, definimos mv
j := min{l(v, u1j), . . . , l(v, usj)},

j = 1, . . . , p e

pMv (uij) :=

{
pv(u

i
j), se l(v, uij) = mv

j

0, caso contrário.

para todo i = 1, . . . , s e j = 1, . . . , p, onde pv(u
i
j) é dado pela igualdade (2.3) da página 22.

Denotamos por p(v,M) a matriz dada porp
M
v (u11) . . . pMv (us1)
...

...
...

pMv (u1p) . . . pMv (usp)

 .

Lembremos que o posto de p(v,M) é o maior inteiro r tal que Ir(p(v,M)) ̸= 0.

Definição 3.12. Sejam M ⊆ Op
n um submódulo e {u1, . . . , us} um sistema de geradores de M ,

onde s ≥ p. Dizemos que {u1, . . . , us} é um sistema de geradores Newton não-degenerado se e

somente se, para cada v ∈ Rn
+ \ {0},

{x ∈ Cn : posto(p(v,M)(x)) < p} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}. (3.4)

Dizemos que um submóduloM ⊂ Op
n é Newton não-degenerado quandoM admite um sistema

de geradores Newton não-degenerado.

Observemos que se {u1, . . . , us} e {v1, . . . , vt} são dois sistemas geradores do submódulo

M ⊆ Op
n, então {u1, . . . , us} é Newton não-degenerado se e apenas se {v1, . . . , vt} é Newton

não-degenerado.
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Proposição 3.13. Seja M ⊂ Op
n um submódulo tal que Ip(M) ̸= 0. Então M é Newton

não-degenerado se, e somente se, Ip(M) for Newton não-degenerado e Γ+(Ip(M)) = Γ+(M).

Demonstração. Sejam {u1, u2, . . . , us} ⊂ Op
n um sistema de geradores de M . Vamos identificar

M com a matriz de ordem p× s definida por {u1, u2, . . . , us}, isto é

u
1
1 . . . us1
...

...
u1p . . . usp

 .

Seja S = {g1, . . . , gr} ⊆ On uma famı́lia de menores maximais de M . Observemos que

l(v, gi) ⩾ mv
1 + · · ·+mv

p, para todo v ∈ Rn
+, i = 1, . . . , r. De fato, vejamos que

l(v,Γ+(M)) = min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+(M)}

= min{⟨k1 + · · ·+ kp, v⟩ : ki ∈ Γ+(Mi)}

= min{⟨k1, v⟩+ · · ·+ ⟨kp, v⟩ : ki ∈ Γ+(Mi)}

= min{⟨k1, v⟩ : k1 ∈ Γ+(M1)}+ · · ·+min{⟨kp, v⟩ : kp ∈ Γ+(Mp)}

= l(v,Γ+(M1)) + · · ·+ l(v,Γ+(Mp))

= mv
1 + · · ·+mv

p.

A última igualdade segue do fato que l(v,Γ+(Mi) = min{l(v, u11), . . . , l(v, us1)} = mv
i . Dáı,

l(v, gi) ⩾ mv
1 + · · · +mv

p pois gi ∈ Γ+(M). Se v ∈ Rn
+, v ̸= 0, e M é Newton não-degenerado,

então

{x ∈ Cn : posto(p(v,M)(x)) < p} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}.

Logo, nem todos os menores de p(v,M) são identicamente zeros. Seja h o menor de ordem

p formado pelas colunas i1, . . . , ip de p(v,M), onde 1 ⩽ i1 < . . . < ip ⩽ s. Suponhamos que

h ̸= 0,

h =

∣∣∣∣∣∣∣
pMv (ui11 ) . . . pMv (u

ip
1 )

...
...

pMv (ui1p ) . . . pMv (u
ip
p )

∣∣∣∣∣∣∣ .
Se g é menor de M formado pelas colunas i1, . . . , ip de M , observamos que

l(v, g) = l(v, h) = mv
1 + · · ·+mv

p.

Como h ̸= 0, pelo menos um pMv (u
ij
j ) ̸= 0, onde i1 ⩽ ij ⩽ ip e 1 ⩽ j ⩽ p. Isso acontece
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quando l(v, u
ij
j ) = mv

j pois pMv (u
ij
j ) = pv(u

ij
j ) = (u

ij
j )∆. Logo,

l(v, h) = min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+(h) ⊂ Γ+(M)}

= ⟨k̃, v⟩

= ⟨k̃i1 + · · ·+ k̃ip, v⟩, k̃ij ∈ Γ+(u
ij
j ) e k̃ij ∈ ∆(v, uijj )

= ⟨k̃i1, v⟩+ · · ·+ ⟨k̃ip, v⟩

= l(v, u
ij1
i1 ) + · · ·+ l(v, u

ijp
ip )

= mv
1 + · · ·+mv

p

l(v, g) = min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+(g)}

= ⟨k′, v⟩

= ⟨k′1 + · · ·+ k′p, v⟩

= ⟨k′1, v⟩+ · · ·+ ⟨k′p, v⟩ tal que ⟨k′i, v⟩ = min{l(k, u1j), . . . , l(k, usj)} = mv
j

= mv
1 + · · ·+mv

p.

Logo, l(v, g) = mv
1 + · · ·+mv

p = l(v, h) e portanto, pv(g) = (g)∆(v,g) = h = pSv (g), pois

∆(v, g) = {k ∈ Γ+(g) : ⟨k, v⟩ = l(v, g)} = {k ∈ Γ+(g) : ⟨k, v⟩ = l(v, h)}.

Assim, obtemos a relação

min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)} = mv
1 + · · ·+mv

p, para todo v ∈ Rn
+ (3.5)

e como consequência, temos

{x ∈ Cn : pSv (gi)(x) = · · · = pSv (gr)(x) = 0} = {x ∈ Cn : posto(p(v,M)(x)) < p}

⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

para todo v ∈ Rn
+ \ {0}.

Desse modo, Ip(M) é Newton não-degenerado, pelo Lema 3.11.

Pelo Lema 2.9, temos que

Γ+(Ip(M)) = {k ∈ Rn
+ : ⟨k, v⟩ ⩾ l(v,Γ+(Ip(M))}.

Como l(v,Γ+(Ip(M))) = min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)} = mv
1 + · · · + mv

p = l(v,Γ+(M)) segue

que Γ+(Ip(M)) = Γ+(M).

Agora, provaremos a rećıproca. Seja G = {u1, . . . , us} ⊆ Op
n um sistema de geradores de

M . Como antes, identificamos M com a matriz definida por G. Considere g o menor de ordem

p de M e suponhamos que g é igual ao determinante da submatriz de M formada tomando as

colunas i1, . . . , ip, onde 1 ⩽ i1 < · · · < ip ⩽ s. Seja h o determinante da submatriz de p(v,M)
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formada pelas colunas i1, . . . , ip. A igualdade Γ+(Ip(M)) = Γ+(M) implica que a relação 3.5 é

verdadeira para todo v ∈ Rn
+.

Então, pSv (g) ̸= 0 se, e somente se, h ̸= 0. Nesse caso, temos que pSv (g) = pv(g) = g∆, onde

∆ = ∆(v,Γ+(g)). Portanto,

{x ∈ Cn : posto(p(v,M)(x)) < p} = {x ∈ Cn : pSv (g1)(x) = · · · = pSv (gr)(x) = 0}

⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

onde a última inclusão segue da suposição de que Ip(M) é Newton não-degenerado.

Teorema 3.14. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de Op

n de modo que Ip(M) ̸= 0. Então M é

Newton não-degenerado se, e somente se,

M =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p .

Demonstração. Suponhamos queM seja Newton não-degenerado e {u1, . . . , us} seja um sistema

gerador de M .

Seja h = (h1, . . . , hp) ∈ M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p , isto é, h ∈ Op
n tal que supp(hi) ⊆ Γ+(Mi), para

todo i = 1, . . . , p. Em particular,

l(v, hi) = l(v,Γ+(hi))

= l(v,Γ+(supp(hi))

= min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+(supp(hi))}

≥ min{⟨k, v⟩ : k ∈ Γ+(Mi)}

= l(v,Γ+(Mi)

= min{l(v, u1i ), . . . , l(v, usi )}

= mv
i

para todo v ∈ Rn
+ e todo i = 1, . . . , p.

Seja f o determinante da matriz quadrada B de tamanho p cujas primeiras p − 1 colunas

são as primeiras p− 1 colunas de M e cuja última coluna é formada pelas componentes de h.

B =

u11 . . . up−1
1 h1

...
...

...
u1p . . . up−1

p hp

 .

Então,

f =
∑
σ∈Sp

ϵ(σ)u1σ(1)u
2
σ(2) · · ·u

p−1
σ(p−1)hσ(p),

onde ϵ(σ) = 1 se σ for par, ϵ(σ) = −1 se σ for ı́mpar e Sp é o grupo de todas as permutações

do conjunto {1, 2, . . . , p}.
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Notemos que

l(v, u1σ(1)u
2
σ(2) · · ·u

p−1
σ(p−1)hσ(p)) = l(v, u1σ(1)) + · · ·+ l(v, up−1

σ(p−1)) + l(v, hσ(p))

≥ mv
1 + · · ·+mv

p,

para todo σ ∈ Sp e v ∈ Rn
+.

Então, l(v, f) ≥ mv
1 + · · ·+mv

p. O mesmo argumento mostra que l(v, f ′) ≥ mv
1 + · · ·+mv

p,

para qualquer menor f ′ de ordem p da matriz (M,h) e todo v ∈ Rn
+. Portanto, pelo Lema 2.9,

Γ+(Ip(M,h)) ⊆ Γ+(M). Pela Proposição 3.13, Ip(M) é Newton não-degenerado e Γ+(M) =

Γ+(Ip(M)).

Dessa forma, se f̃ ∈ Ip(M,h), temos que supp(f̃) ⊂ Γ+(Ip(M,h)) ⊂ Γ+(M) = Γ+(Ip(M)).

Pelo Teorema 2.29, Γ+(Ip(M)) = C(Ip(M)). Como Ip(M) é um ideal e xk ∈ Ip(M), para todo

k ∈ supp(f̃), segue que f̃ ∈ Ip(M). Portanto, Ip(M,h) ⊆ Ip(M).

O Teorema 3.8 garante que h ∈ M e, portanto, M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p ⊂ M . Pelo Lema 3.10,

M ⊆M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p . Assim, conclúımos que M =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p .

Agora, suponhamos que M = M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p . Seja v ∈ Rn
+ \ {0} e, para cada i = 1, . . . , p,

considere um monômio xqi tal que ⟨v, qi⟩ = mv
i e qi ∈ Γ+(Mi). Por hipótese, os elementos

δ1 = (xq1 , 0, . . . , 0)

δ2 = (0, xq2 , 0, . . . , 0)
...

δp = (0, . . . , 0, xqp)

pertencem a M . Pelo Corolário 3.9, temos Ip(M, δ1, . . . , δp) ⊆ Ip(M). Então, det(δ1, . . . , δp) =

xq1xq2 · · ·xqp ∈ Ip(M), mas isso implica que l(v, xq1xq2 · · ·xqp) ≥ min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)},
onde {g1, . . . , gr} é o sistema de geradores de Ip(M). Portanto, temos que

mv
1 + · · ·+mv

p = ⟨v, q1⟩+ · · · ⟨v, qp⟩ = l(v, xq1xq2 . . . xqp)

≥ min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)}

≥ mv
1 + · · ·+mv

q

Assim, l(v,Γ+(Ip(M)) = min{l(v, g1), . . . , l(v, gr)} = mv
1 + · · · +mv

q = l(v,M). Pelo Lema

2.9, temos que Γ+(Ip(M)) = Γ+(M). Então, se k ∈ Zn
+ é um vértice de Γ+(Ip(M)), existe

algum wi ∈ Γ+(Mi), i = 1, . . . , p, tal que

k = w1 + · · ·+ wp.
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Então, por hipótese, os elementos de Op
n da forma

θ1 = (xw1 , 0, . . . , 0) ∈M

θ2 = (0, xw2 , . . . , 0) ∈M
...

θp = (0, 0, . . . , xwp) ∈M

Pelo Corolário 3.9, Ip(M, θ1, . . . , θp) ⊆ Ip(M). Dáı, xk = xw1xw2 · · ·xwp ∈ Ip(M). Portanto,

provamos que cada vértice de Γ+(Ip(M)) pertence ao fecho de Ip(M).

Note que xk ∈ Ip(M) se, e somente se, k ∈ C(Ip(M)). Segue que Γ+(Ip(M)) ⊂ C(Ip(M)).

Pela Proposição 2.23, Γ+(Ip(M)) = C(Ip(M)). Conclúımos que Ip(M) é Newton não-degenerado,

pelo Teorema 2.29. Portanto, pela Proposição 3.13, temos queM é Newton não-degenerado.

Embora a definição de submódulo Newton não-degenerado M ⊆ Op
n requer que a inclusão

(3.4) seja satisfeita para qualquer vetor v ∈ Rn
+ \ {0}, podemos reduzir esta definição com uma

coleção finita de condições, como veremos no próximo lema.

Se ∆ é uma face de Γ+(M), então ∆ admite uma única decomposição ∆ = ∆1 + · · ·+∆p,

onde ∆i é uma face de Γ+(Mi), para todo i = 1, . . . , p. Assim, definimos M∆ como a matriz

obtida pela substituição das entradas uij deM por
(
uij
)
∆j
, para todo i = 1, . . . , s e j = 1, . . . , p.

Lema 3.15. Seja M ⊆ Op
n um submódulo tal que Ip(M) ̸= 0. O submódulo M é Newton

não-degenerado se, e somente se, para qualquer face compacta ∆ ⊆ Γ+(M), temos

{x ∈ Cn : posto(M∆(x)) < p} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0} (3.6)

Demonstração. Seja Γ+ = Γ+(M), se ∆ é uma face de Γ+ e ∆ = ∆(v,Γ+), onde v ∈ Rn
+, v ̸= 0.

Então, observemos que p(v,M) = M∆. De fato, se l(v, uij) = mv
j , temos que ∆(v, uij) = ∆j,

onde ∆j é uma face de Γ+(Mj). Dessa forma, pMv (uij) = (uij)∆j
. Caso contrário, se l(v, uij) ̸= mv

j ,

então supp(uij) ∩ ∆j = ∅. Logo, (uij)∆j
= 0 = pMv (uij). Com o mesmo racioćınio, temos que

p(v,M∆) =M∆.

Portanto, M é newton não-degenerado se, e somente se,

{x ∈ Cn : posto(M∆(x)) < p} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

para qualquer face ∆ de Γ+(M).

Seja ∆ uma face arbitrária de Γ+ e suponhamos que a inclusão 3.6 vale para qualquer face

compacta de Γ+. Então, o submódulo de Op
n definido por M∆ é Newton não-degenerado. Pela

Proposição 3.13, Ip(M∆) é Newton não-degenerado. Pelo Lema 3.11, temos

{x ∈ Cn : pSv (g1)(x) = · · · = pSv (gr)(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

para qualquer face, onde S é o sistema de geradores de Ip(M∆). Segue da Proposição 3.13 que
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{x ∈ Cn : posto(M∆(x)) < p} = {x ∈ Cn : pSv (g1)(x) = · · · = pSv (gr)(x) = 0}

⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

Como p(v,M∆) =M∆ = p(v,M), segue que M é Newton não-degenerado.

Pela Definição 3.12, sabemos que, seM é um submódulo Newton não-degenerado, entãoMi

é Newton não-degenerado, para todo i = 1, . . . , p. O exemplo a seguir mostra que o inverso é

falso.

Exemplo 3.16. Considere os polinômios f, g ∈ O2 dados por f(x, y) = x4 + xy+ y4, g(x, y) =

x2 + y5. Seja M ⊆ O2
2 gerado pelas colunas da matriz(

x∂f
∂x

y ∂f
∂y

0

0 x ∂g
∂x

y ∂g
∂y

)
.

Vamos verificar que os ideais

M1 =

〈
x
∂f

∂x
, y
∂f

∂y

〉
=
〈
4x4 + xy, 4y4 + xy

〉
= ⟨f1, f2⟩

M2 =

〈
x
∂g

∂x
, y
∂g

∂y

〉
=
〈
2x2, 5y5

〉
=
〈
x2, y5

〉
= ⟨g1, g2⟩

são Newton não-degenerados e Γ+(M) = Γ+(I2(M)). Primeiramente, consideremos o idealM1.

O poliedro de Newton Γ+(M1) é descrito como na figura abaixo.

4

4

1

1

Figura 3.1: Poliedro de Newton de M1 = ⟨4x4 + xy, 4y4 + xy⟩.

Consideremos as faces compactas ∆1 e ∆2 definidas pelos segmentos reta de (4, 0) a (1, 1)

e (1, 1) a (0, 4), respectivamente. Temos que

{(x, y) ∈ C2 : (f1)∆1(x, y) = (f2)∆1(x, y) = (0, 0)} = {(x, y) ∈ C2 : 4x4 + xy = xy = 0}

⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

{(x, y) ∈ C2 : (f1)∆2(x, y) = (f2)∆2(x, y) = (0, 0)} = {(x, y) ∈ C2 : xy = 4y4 + xy = 0}

⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.
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Logo, M1 é Newton não-degenerado.

Agora, consideremos o ideal M2. Temos o seguinte poliedro de Newton.

5

2

Figura 3.2: Poliedro de Newton de M2 = ⟨x2, y5⟩.

Considere a face compacta ∆ dada pelo segmento de reta que liga o ponto (2, 0) ao ponto

(5, 0). Segue que

{(x, y) ∈ C2 : (g1)∆(x, y) = (g2)∆(x, y) = (0, 0)} = {(x, y) ∈ C2 : x2 = y5 = 0} ⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Portanto, M2 é Newton não-degenerado.

Como Γ+(M) = Γ+(M1) + Γ+(M2), temos que Γ+(M) é dado da seguinte forma

6

9

63

1

6

1

Figura 3.3: Poliedro de Newton de Γ+(M).

No entanto, I2(M) = ⟨8x6 + 2x3y, 20y9 + 5xy6, 20x4y5 + 5xy6⟩ = ⟨h1, h2, h3⟩ não é New-

ton não-degenerado. De fato, temos que supp(I2(M)) = supp(h1) ∪ supp(h2) ∪ supp(h3) =

{(6, 0), (3, 1), (0, 9), (1, 6), (4, 5)}, isto é, Γ+(I2(M)) = Γ+(M). Dessa forma, considere a face

compacta ∆ definida pelo segmento de reta que liga (6, 0) a (3, 1), temos que

{(h1)∆(x, y) = (h2)∆(x, y) = (h3)∆(x, y) = (0, 0)} = {(x, y) ∈ C2 : 8x6 + 2x3y = 0}

⊈ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Ou seja, I2(M) não é Newton não-degenerado. Portanto, M também não é Newton não-

degenerado, pela Proposição 3.13.
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Exemplo 3.17. Seja M ⊂ O2
2 um submódulo gerado pelas colunas da matriz

M =

(
x4 + xy x4 y4

x8 + y8 x2y2 x8

)
.

Consideremos os ideais M1 = ⟨x4 + xy, x4, y4⟩ e M2 = ⟨x8 + y8, x2y2, x8⟩. Temos os seguintes

poliedros de Newton.

4

4

1

1 82

8

2

Figura 3.4: Poliedros de Newton de M1 = ⟨x4 + xy, x4, y4⟩ e M2 = ⟨x8 + y8, x2y2, x8⟩ .

Assim, o poliedro de Newton Γ+(M) é dado da seguinte forma

3

12

3

123

Figura 3.5: Poliedro de Newton de Γ+(M).

Consideremos o ideal I2(M) = ⟨x12 − x2y6, x12− y12− x8y4 + x9y,−x12 − x4y8 + x3y3 + x6y3⟩ =
⟨h1, h2, h3⟩. Observemos que Γ+(I2(M)) = Γ+(M).

Agora, vamos verificar se I2(M) é Newton não-degenerado. Consideremos as faces compac-

tas ∆1 e ∆2 definidas pelos segmentos reta de (12, 0) a (3, 3) e (3, 3) a (0, 12), respectivamente.

Temos que

{(x, y) ∈ C2 : (h1)∆1(x, y) = (h2)∆1(x, y) = (h3)∆1(x, y) = (0, 0)} =

{(x, y) ∈ C2 : x12 = x12 + x9y = −x12 + x3y3 + x6y2 = 0} ⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

{(x, y) ∈ C2 : (h1)∆2(x, y) = (h2)∆2(x, y) = (h3)∆2(x, y) = (0, 0)} =

{(x, y) ∈ C2 : −x2y6 = −y2 = −x12 + x3y3 = 0} ⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.
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Logo, I2(M) é Newton não-degenerado. Assim, pela Proposição 3.13, M é Newton não-

degenerado.

Observação 3.18. A definição de fecho integral para submódulos M ⊆ Op
n pode ser escrita

analogamente para submódulos de Ap
n, onde An denota o anel local de germes anaĺıticos reais

f : (Rn, 0) → (R, 0) (ver [9]). Além disso, uma versão do Teorema 3.8 para submódulos de Ap
n

também existe (ver [9]) e o poliedro de Newton de um ideal I ⊆ An é definido analogamente.

Consequentemente, a Definição 3.12, Proposição 3.13 e Teorema 3.14 podem ser estendidos

para submódulos M ⊆ Ap
n.



CAPÍTULO 4

Multiplicidades e submódulos Newton
não-degenerados

Neste caṕıtulo, aplicaremos os conceitos e resultados estudados anteriormente para descrever

alguns elementos algébricos de suma importância, cuja definição pode ser num certo sentido

bastante complicada, como por exemplo, a multiplicidade de Buchsbaum-Rim. Ressaltamos que

na próxima seção nosso objetivo geral é caracterizar a classe de submódulos M ⊆ Op
n de modo

que o fecho integral de M e a multiplicidade de Buchsbaum-Rim são computados utilizando

alguns objetos algébricos que serão expressos em termos determinados ideais relacionados aM .

4.1 Multiplicidade de Buchsbaum-Rim e multiplicidades mis-
tas de ideais

Seja M ⊆ Op
n um On-submódulo de co-comprimento finito. Como M herda uma estrutura

natural de espaço vetorial sobre C, o co-comprimento de M será considerado o comprimento

como C-espaço vetorial do quociente Op
n

M
. Denotaremos por l(Op

n/M) o co-comprimento de M ,

isto é, l(Op
n/M) = dimC

Op
n

M
.

Seja S(Op
n) a On-álgebra simétrica gerada por Op

n, a qual podemos escrever da seguinte

maneira: se t1, . . . , tp são indeterminadas, então S(Op
n) = On[t1, . . . , tp]. Se h = (h1, . . . , hp) ∈

Op
n, definimos o elemento

w(h) = h1t1 + · · ·+ hptp ∈ S(Op
n).

Então, temos um morfismo injetivo de On-módulos

w : Op
n −→ S(Op

n).

Se M ⊂ Op
n for um submódulo, denotamos por S(M) o ideal de S(Op

n) gerado por

{w(h) : h ∈M}.
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Notemos que S(M) é uma subálgebra graduada de S(Op
n). O submódulo gerado pelos po-

linômios homogêneos de ordem r de S(Op
n) será denotado por S(Op

n)r e denotamos

S(M)r := S(M) ∩ S(Op
n)r, r ⩾ 0.

Suponhamos que l(Op
n/M) <∞. Então, l(S(Op

n)r/S(M)r) <∞, ∀r ⩾ 0 (ver [8, p.209]).

Utilizando os elementos acima podemos enunciar o seguinte teorema, demonstrado em [8,

p. 14].

Teorema 4.1. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito. Consideremos a função

H(r) = l(S(Op
n)r/S(M)r), r ⩾ 0. Então, existe uma função polinomial P (r) em r com coefici-

entes racionais e grau n+ p− 1 tal que H(r) = P (r), para todo r ⩾ 0.

Nas condições do Teorema acima, se an+p−1 ∈ Q denota o coeficiente de rn+p−1 na expressão

de P (r), apresentamos o seguinte definição.

Definição 4.2. A Multiplicidade de Buchsbaum-Rim de M é definida da seguinte forma

e(M) = (n+ p− 1)!an+p−1.

Buchsbaum e Rim provaram em [8, p.214] que se M ̸= Op
n então e(M) > 0.

Se I for um ideal de On de co-comprimento finito, então a multiplicidade de Buchsbaum-

Rim de I, com I sendo considerando como um submódulo de On é igual à multiplicidade de

Samuel de I, que apresentamos no Caṕıtulo 2 ( Definição 2.31).

A multiplicidade de Buchsbaum-Rim conecta-se com o fecho integral de módulos através do

seguinte resultado, cuja demonstração podemos encontrar em [13].

Teorema 4.3. Sejam N ⊆ M submódulos de Op
n de co-comprimento finito. Então, e(N) ⩾

e(M). Além disso, e(N) = e(M) se, e somente se, N =M.

Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito, então qualquer sistema gerador de

M tem pelo menos n + p − 1 elementos (ver [8, p. 213]). Assim, o submódulo M ⊆ Op
n de

co-comprimento finito é chamado de submódulo de parâmetros quando M admite um sistema

de geradores formado por n+ p− 1 elementos. A matriz de tamanho p× (n+ p− 1) constrúıda

a partir de tal sistema de geradores é chamada de matriz de parâmetros. Dessa forma, o

próximo resultado garante que quando M é um submódulo de parâmetros, sua multiplicidade

de Buchsbaum-Rim é o co-comprimento do ideal de menores maximais de M .

Teorema 4.4. [8] Seja M ⊂ Op
n um submódulo de parâmetros. Então,

e(M) = l(Op
n/M) = l(On/Ip(M)).

Dados J ⊆ I ideais de On, o Teorema 2.35 garante que J é redução de I se, e somente se,

I = J . Esse fato é a motivação para a seguinte definição.
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Definição 4.5. Sejam N,M submódulos de Op
n de modo que N ⊆M . Dizemos que N é uma

redução de M quando N =M.

Uma referência para a definição anterior é [22, p. 436]. O próximo resultado afirma que as

reduções existem genericamente.

Teorema 4.6. [22, p. 441]. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito. Então,

existe um submódulo de parâmetros N ⊆ M tal que N é uma redução de M . Além disso, se

{u1, . . . , us} é um sistema gerador de M , então N pode ser gerado por n + p − 1 elementos

expressos como combinações C-lineares de u1, . . . , us.

A partir dos Teoremas 4.3, 4.4 e 4.6, temos que e(M) é igual ao mı́nimo dos co-comprimentos

l(Op
n/N) dos submódulos de parâmetros N ⊆ M obtidos como combinações C-lineares de

determinado sistema gerador de M.

A seguir, apresentaremos uma fórmula para calcular e(M), no caso em que M = I1 ⊕
· · · ⊕ Ip, onde I1, . . . , Ip são ideais de On de co-comprimento finito. Para tanto, utilizaremos as

multiplicidades mistas de I1, . . . , Ip que definiremos no que segue.

Observamos que, se I1, . . . , Ip são ideais de On de co-comprimento finito e definimos

M = I1 ⊕ · · · ⊕ Ip,

então a subálgebra graduada S(M) de S(Op
n) é igual a álgebra de Rees multigraduada de

I1, . . . , Ip, isto é,

S(M) = On[I1t1, . . . , Iptp].

Vamos considerar a função B : Np → N dada por

B(r1, . . . , rp) = l(On/I
r1
1 · · · Irpp ),

para todo (r1, . . . rp) ∈ Np. Foi provado por Bhattacharya [1] para p = 2 e por Teissier e Risler

[25, p.302] o caso geral que existe um polinômio Q(r1, . . . , rp) de grau total n com coeficientes

racionais tais que B(r1, . . . , rp) = Q(r1, . . . , rp), para todo r1, . . . , rp ≫ 0. Suponhamos que o

termo homogêneo de grau n de Q(r1, . . . , rp) seja escrito∑
i1+···+ip=n

i1,...,ip⩾0

ai1,...,ipr
i1
1 · · · ripp .

Assim, temos a seguinte definição.

Definição 4.7. As multiplicidades mistas dos ideais I1, . . . , Ip são definidas pelos números

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) = i1! · · · ip!ai1,...,ip ,

onde (i1, . . . , ip) ∈ Np e i1 + · · ·+ ip = n.
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De acordo com [25, p.303], o número ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) é igual ao co-comprimento do ideal

de parâmetros gerado por G1 ∪ · · · ∪ Gp, onde Gj é o conjunto formado por ij combinações

C-lineares genéricas de um dado sistema gerador de Ij, j = 1, . . . , p.

Na sequência apresentaremos dois resultados sobre multiplicidades mistas que usaremos a

fim de calcular a multiplicidade de Buchsbaum-Rim de um submódulo Newton não-degenerado

M ⊆ Op
n. As demonstrações destes resultados podem ser encontradas em [21].

Teorema 4.8. Sejam I1, . . . , In ideais de On de co-comprimento finito. Então,

e(Ir11 · · · Irpp ) =
∑

i1+···+ip=n

i1,...,ip⩾0

n!

i1! . . . ip!
ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)r

i1
1 . . . r

ip
p ,

para todo (r1, . . . , rp) ∈ Np.

Quando p = n e i1 = . . . = in = 1, denotamos a multiplicidade ei1,...,ip(I1, . . . , In) por

e(I1, . . . , In).

Corolário 4.9. Sejam I1, . . . , In ideais de On de co-comprimento finito. Então,

n!e(I1, . . . , In) =
∑

B⊆{1,...,n}
B ̸=∅

(−1)n−|B| · e
(∏

j∈B

Ij

)

onde |B| denota o número de elementos de B ⊆ {1, . . . , n}.

Corolário 4.10. Sejam I1, . . . , Ip ideais de On de co-comprimento finito. Então,

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) = ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)

para todo (i1, . . . , ip) ∈ Np tal que i1 + · · ·+ ip = n.

Demonstração. Dada uma p-upla (i1, . . . , ip) ∈ Np tal que i1 + · · · + ip = n, então o número

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) é igual a e(J1, . . . , Jn), onde J1, . . . , Jn é uma sequência de ideais formada por

i1 cópias de I1, i2 cópias de I2, e assim, por diante. Portanto, o resultado segue do Corolário

4.9 e a versão de Teorema 4.3 para ideais.

Como dito anteriormente, a seguir, apresentaremos uma fórmula para calcular e(M), no

caso em que M = I1⊕· · ·⊕ Ip, onde I1, . . . , Ip são ideais de On de co-comprimento finito. Para

tanto utilizaremos o seguinte Lema, cuja prova deve ser encontrada em [28, p.221].

Lema 4.11. Para r, n, p ∈ N,

K = {(i1, . . . , ip) : i1 + · · ·+ ip = n, i1, . . . , ip ∈ N}

R = {(r1, . . . , rp) : r1, . . . , rp ∈ N, r1 + · · ·+ rp = r}.
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Então ∑
R

∑
K

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)r
i1
1 · · · ripp

i1! · · · ip!
=

rn+p−1

(n+ p− 1)!

∑
K

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) + . . .

A seguir, apresentamos um dos principais resultados desta seção.

Teorema 4.12. Sejam I1, . . . , Ip ideais de On de co-comprimento finito e M um submódulo

de Op
n dado por M = I1 ⊕ · · · ⊕ Ip. Então, M também tem co-comprimento finito e

e(M) =
∑

i1+···+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(I1, . . . , Ip). (4.1)

Demonstração. A álgebra graduada

S(M) =
⊕
r⩾0

S(M)r ⊆ S(Op
n)

é igual a álgebra de Rees multigraduada On[I1t1, . . . , Iptp]. Portanto, podemos reescrever

H(r) = l(S(Op
n)/S(M)r) =

∑
r1+···+rp=n

r1,...,rp⩾0

l(On/I
r1
1 · · · Irpp ).

Seja Q um polinômio em r1, . . . , rp de grau total n tal que

Q(r1, . . . , rp) = l(On/I
r1
1 · · · Irpp ),

para todo r1, . . . , rp ≫ 0.

Podemos supor que a igualdade acima vale para todo (r1, . . . , rp) ∈ Np uma vez que essa

suposição não afeta o valor de e(M). O termo homogêneo de grau n de Q(r1, . . . , rp) pode ser

escrito como ∑
i1+···+ip=n

i1,...,ip⩾0

ai1,...,ipr
i1
1 · · · ripp .

Como ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) = i1! · · · ip!ai1,...,ip , segue que∑
i1+···+ip=n

i1,...,ip⩾0

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)

i1! · · · ip!
ri11 · · · ripp .

Portanto, podemos escrever

H(r) =
∑

r1+···+rp=r

r1,...,rp⩾0

Q(r1, . . . , rp)

=
∑

r1+···+rp=n

r1,...,rp⩾0

( ∑
r1+···+rp=r

r1,...,rp⩾0

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)

i1! · · · ip!
ri11 · · · ripp + q(r1, . . . , rp)

)
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onde q(r1, . . . , rp) denota um polinômio em r1, . . . , rp de grau total menor que n com coeficientes

racionais.

Aplicando o Lema 4.11 a expressão anterior pode ser simplificada

H(r) =
rn+p−1

(n+ p− 1)!

∑
i1+···+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(I1, . . . , Ip) + h(r),

onde h(r) é um polinômio em r de grau menor que n+ p− 1 com coeficientes racionais.

Pela definição da Multiplicidade de Buchsbaum-Rim, temos

e(M) =
∑

i1+···+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(I1, . . . , Ip),

como queŕıamos demonstrar.

Para o enunciado e demonstração do Teorema 4.12 seguimos [3]. O Teorema 4.12 também

foi mostrado por Kirby e Rees em [16, p.444] considerando uma notação diferente e uma abor-

dagem baseada na noção de redução conjunta de um conjunto de ideais (ver [21]).

Indicamos na prova do Lema 3.10 que M ⊆ M1 ⊕ · · · ⊕ Mp para qualquer submódulo

M ⊆ Op
n. No corolário a seguir, vemos que o Teorema 4.12 dá uma caracterização numérica

dos submódulos M ⊆ Op
n de co-comprimento finito tal que M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mp. Porém,

primeiramente apresentamos a seguinte definição.

Definição 4.13. SejamM ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito e os ideaisM1, . . . ,Mp,

onde também têm co-comprimento finito. Definimos

δ(M) =
∑

i1+···+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(M1, . . . ,Mp).

Corolário 4.14. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito. Então e(M) ≥ δ(M)

e a igualdade é válida se, e somente se M =M1 ⊕ · · · ⊕Mp.

Demonstração. Da relação M ⊆M1 ⊕ · · · ⊕Mp, temos

e(M) ≥ e(M1 ⊕ · · · ⊕Mp) = δ(M),

onde a última igualdade segue do Teorema 4.12. Se supormos que M =M1 ⊕ · · · ⊕Mp, então,
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pelo Teorema 4.3 e Corolário 4.10, obtemos as igualdades

e(M) = e(M)

= e(M1 ⊕ · · · ⊕Mp)

=
∑

i1+···+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(M1, . . . ,Mp)

=
∑

i1+···+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(M1, . . . ,Mp)

= e(M1 ⊕ · · · ⊕Mp)

= δ(M).

Se assumirmos que e(M) = δ(M), então conclúımos que e(M) = e(M1 ⊕ · · · ⊕Mp), pelo

Teorema 4.12. Portanto, os submódulos M e M1 ⊕ · · · ⊕Mp tem o mesmo fecho integral, pelo

Teorema 4.3. Assim, pela Definição 3.1, temos a relação M1 ⊕ · · · ⊕Mp =M1 ⊕ · · · ⊕Mp.

Exemplo 4.15. Considere o submódulo M de O2
2 gerado pelos colunas da matriz

M =

(
x6 + y2 xy2 + 2x4y xy2 + y2

xy3 x2 + y5 x2y

)
.

ComoM é um submódulo de parâmetro, pelo Teorema 4.4 temos e(M) = l(O2/I2(M)) = 27.

Além disso, considerando a definição de δ(M) e o Corolário 4.9, temos δ(M) = 1
2
(−e(M1)−

e(M2) + e(M1M2)) = 27.

Portanto, embora M não seja Newton não-degenerado, obtemos a relação M = M1 ⊕M2

do Corolário 4.14.

4.2 Multiplicidade de Buchsbaum-Rim e submódulos Newton
não-degenerados

Nessa seção, vamos caracterizar os submódulos Newton não-degenerado de Op
n através de

sua multiplicidade de Buchsbaum–Rim e(M). Além disso, apresentaremos um método eficaz

para o cálculo de e(M) utilizando volumes de poliedros de Newton anexados a M .

Se K é um conjunto limitado em Rn, denotamos por Vn(K) o volume n-dimensional de K.

Se Γ+ ⊂ Rn
+ é um poliedro de Newton que intersecta cada eixo coordenado, também denotamos

o número Vn(Rn
+ \ Γ+) simplesmente por Vn(Γ+).
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Figura 4.1: Complementar dos Poliedros de Newton limitado e ilimitado, respectivamente.

A Figura 5.2 ilustra perfeitamente o porque precisamos que Γ+ ⊂ Rn
+ intersecte todos os

eixos coordenados para que possamos calcular Vn(Γ+).

Proposição 4.16. Seja M ⊆ Op
n um submódulo Newton não-degenerado de co-comprimento

finito. Então, e(M) ≤ n!Vn(Γ+(M)).

Demonstração. Pelo Teorema 4.6, podemos considerar uma redução N ⊆M de M gerado por

p+ n− 1 combinações lineares de um sistema gerador de M . Então, pelos Teoremas 4.3 e 4.4,

e(M) é igual ao co-comprimento de Ip(N) em On. Isto é,

e(M) = e(N) = l(On/Ip(N)).

Como N é redução de M então N = M , e isso implica que Ip(M) = Ip(N), pelo item (2)

do Teorema 3.8. Além disso, a inclusão N ⊆ M implica que Ip(N) ⊆ Ip(M). Então, o ideal

Ip(N) é redução de Ip(M) e têm a mesma multiplicidade.

Pelo Teorema 2.36, segue que e(Ip(N)) ≥ l(On/Ip(N)) e pela Proposição 3.13, Ip(M) é

Newton não-degenerado e Γ+(Ip(M)) = Γ+(M). Logo, o Teorema 2.36 garante que e(Ip(M)) =

n!Vn(Γ+(Ip(M))). Dessa forma, temos

e(M) = l(On/Ip(N)) ≤ e(Ip(N)) = e(Ip(M)) = n!Vn(Γ+(Ip(M))) = n!Vn(Γ+(M)).

Observação 4.17. De forma análoga ao visto na Observação 2.33, temos que se M tem co-

comprimento finito, então Γ+(M) intersecta todos os eixos coordenados.

No exemplo a seguir veremos que, se M ⊂ OP
n é um submódulo Newton não-degenerado de

co-comprimento finito, então o volume n!Vn(Γ+(M)) pode ser diferente de e(M).

Exemplo 4.18. Considere o submódulo M ⊂ O2
2 gerado pelas colunas da matriz

M =

(
x4 + xy x4 y4

x2 + y5 y5 x2

)
.

Como M é submódulo de parâmetros, temos e(M) = l(O2/I2(M)) = 25. Agora, mostrare-

mos que M é Newton não-degenerado. De fato, considere I2(M) o ideal gerado pelos menores

de ordem 2. Então,
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I2(M) =
〈
xy6 − x6, x6 + x3y − x2y4 − y9, x6 − y9

〉
=

〈
xy6 − x6, x3y − x2y4, x6 − y9

〉
= ⟨g1, g2, g3⟩ .

Temos que o suporte de I2(M) é

supp(I2(M)) = {(1, 6), (6, 0), (3, 1), (2, 4), (0, 9)}.

Assim, o poliedro de Newton de I2(M) é a parte ilimitada do R2
+ a partir dos segmentos de

reta que ligam os pontos (0, 9) a (1, 6), (1, 6) a (3, 1) e (3, 1) a (6, 0).

6

9

632

1

6

4

1

Consideremos as faces compactas ∆1, ∆2 e ∆3 dadas pelos segmentos citados anteriormente,

respectivamente. Temos que

{(g1)∆1(x, y) = (g2)∆1(x, y) = (g3)∆1(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ C2 : xy6 = −y9 = 0}

⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}

{(g1)∆2(x, y) = (g2)∆2(x, y) = (g3)∆2(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ C2 : xy6 = x3y = 0}

⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}

{(g1)∆3(x, y) = (g2)∆3(x, y) = (g3)∆3(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ C2 : x6 = x3y = 0}

⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Logo, I2(M) é Newton não-degenerado. Agora, considere

M1 =
〈
x4 + xy, x4, y4

〉
=
〈
xy, x4, y4

〉
e M2 =

〈
x2 + y5, y5, x2

〉
=
〈
y5, x2

〉
.

Como o supp(M1) = {(1, 1), (4, 0), (0, 4)} e supp(M2) = {(0, 5), (2, 0)}, temos que

supp(M) = {(1, 6), (4, 5), (6, 0), (3, 1), (2, 4), (0, 9)}.

Dessa forma, segue que Γ+(M) = Γ+(I2(M)). Pela Proposição 3.13, M é Newton não-

degenerado. Além disso, o número 2!V2(Γ+(M)) é igual a 32.
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Observação 4.19. O Teorema 2.36 garante que para I ⊆ On um ideal arbitrário de co-

comprimento finito, temos que e(I) ≥ n!Vn(Γ+(I)) e a igualdade e(I) = n!Vn(Γ+(I)) caracteriza

I ser Newton não-degenerado, onde o número Vn(Γ+(I)) é denotado por v(I).

A fim de estabelecer uma caracterização análoga para submódulos, definiremos um número

v(M), quando M é um submódulo de co-comprimento finito de Op
n. Como vimos no Exemplo

4.18, o número v(M) não deve ser definido como n!Vn(Γ+(M)).

Sejam Γ1
+, · · · ,Γ

p
+ poliedros de Newton em Rn

+ intersectando cada eixo coordenado. Consi-

dere I(Γi
+) o ideal de On gerado pelos monômios xk tal que k ∈ Γi

+, i = 1, . . . , p.

Definição 4.20. Os covolumes mistos de Γ1
+, . . . ,Γ

p
+ são definidos como a coleção de números

vi1,...,ip(Γ
1
+, . . . ,Γ

p
+) =

1

n!
ei1,...,ip(I(Γ

1
+), . . . , I(Γ

p
+))

onde i1 + · · ·+ ip = n, i1, . . . , ip ≥ 0.

Esses números também podem ser introduzidos em uma linguagem puramente combinatória

(ver [15, 14] para mais detalhes).

Sejam I1, . . . , Ip ideais de On de co-comprimento finito. Denotamos por vi1,...,ip(I1, . . . , Ip)

os covolumes mistos dos poliedros de Newton Γ+(I1), . . . ,Γ+(Ip).

Antes de enunciarmos o próximo resultado, relembremos que se I é um ideal de On, o ideal

I(Γ+(I)) também é denotado por I0.

Lema 4.21. Sejam I1, . . . , Ip ⊆ On ideais Newton não-degenerados de co-comprimente finito.

Então,

ei1,...,ip(I1, . . . , Ip) = n!vi1,...,ip(I1, . . . , Ip),

para todo (i1, . . . , ip) ∈ Np tal que i1 + · · ·+ ip = n.

Demonstração. Como os ideais I1, . . . , Ip são Newton não-degenerados, o Teorema 2.30 garante

que Ij = I0j , para todo j = 1, . . . , p. Então,

vi1,...,ip(I1, . . . , Ip) = vi1,...,ip(Γ+(I1), . . . ,Γ+(Ip))

=
1

n!
ei1,...,ip(I(Γ+(I1)), . . . , I(Γ+(Ip)))

=
1

n!
ei1,...,ip(I

0
1 , . . . , I

0
p )

=
1

n!
ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)

=
1

n!
ei1,...,ip(I1, . . . , Ip)

A última igualdade segue do Corolário 4.10.
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Definição 4.22. SejaM um submódulo de Op
n tal que Γ+(M) intersecta cada eixo coordenado

de Rn. Em particular, os poliedros de Newton {Γ+(Mi), i = 1, . . . , p} também intersectam cada

eixo coordenado. Portanto, definimos

v(M) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip≥0

vi1,...,ir(M1, . . . ,Mp).

Corolário 4.23. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito. Então,

e(M) ≥ δ(M) ≥ n!v(M),

e igualdade e(M) = n!v(M) é válida se, somente se,M é um submódulo Newton não-degenerado.

Demonstração. A inequação e(M) ≥ δ(M) segue do Corolário 4.14.

Seja M0 =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p e notemos que

M0 =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p ,

logo pelo Teorema 3.14, M0 é um submódulo Newton não-degenerado de Op
n. Pelo Teorema

4.12, temos que

e(M0) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip≥0

ei1,...,ir(M
0
1 , . . . ,M

0
p ).

Como cada M0
i é Newton não-degenerado, o Lema 4.21 garante que

e(M0) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip≥0

n!vi1,...,ir(M
0
1 , . . . ,M

0
p ).

Logo, e(M0) = n!v(M). No entanto, M1 ⊕ · · · ⊕Mp ⊆ M0. Assim, o Corolário 4.10 garante

que

δ(M) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(M1, . . . ,Mp) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ir(M1, . . . ,Mp),

e pelo Teorema 4.12, temos

δ(M) = e(M1 ⊕ · · · ⊕Mp).

Como M1 ⊕ · · · ⊕Mp ⊆M0, o Teorema 4.3 garante a seguinte desigualdade

δ(M) = e(M1 ⊕ · · · ⊕Mp) ≥ e(M0) = n!v(M).

Suponhamos que e(M) = n!v(M) é válida. Então, e(M) = e(M0), isto é, M é uma redução

deM0. Logo,M =M0 =M0
1 ⊕· · ·⊕M0

p . Pelo Teorema 3.14,M é Newton não-degenerado. Por

outro lado, se M é Newton não-degenerado, o Teorema 3.14 garante que M = M0. Portanto,

e(M) = e(M) = e(M0) = n!v(M).
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No corolário a seguir, resumimos as informações que obtivemos sobre submódulos Newton

não-degenerados de co-comprimento finito de Op
n.

Corolário 4.24. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito tal que Ip(M) ̸= 0.

Então, as seguintes condições são equivalentes.

(1) M é um submódulo Newton não-degenerado;

(2) Ip(M) é um ideal Newton não-degenerado e Γ+(Ip(M)) = Γ+(M);

(3) M =M0
1 ⊕ · · · ⊕M0

p ;

(4) e(M) = n!v(M);

(5) e(Ip(M)) = n!Vn(Γ+(M));

(6) Mi é Newton não-degenerado, para todo i = 1, . . . , p, e e(M) = δ(M).

Demonstração. As equivalências entre as condições (1), (2), (3) e (4) vêm da Proposição 3.13,

Teorema 3.14 e Corolário 4.23. Se assumimos (2), então (5) é automaticamente satisfeita pela

caracterização numérica de ideais Newton não-degenerado dada no Teorema 2.36.

Denotaremos o ideal Ip(M) por I. Se assumimos (5), temos

n!Vn(Γ+(M)) = e(I) ≥ n!Vn(Γ+(I)) ≥ n!Vn(Γ+(M))

onde a última desigualdade é uma consequência da inclusão Γ+(I) ⊆ Γ+(M). Então, segue que

e(I) = n!Vn(Γ+(I)).

Assim, o Teorema 2.36 garante que I é um ideal Newton não-degenerado e Γ+(I) = Γ+(M). A

equivalência entre (1) e (6) segue imediatamente como consequência da definição de submódulo

Newton não-degenerado, do Corolário 4.14 e do Teorema 3.14.

Como vimos no Corolário 4.23, o número e(M) depende apenas dos poliedros de Newton

Γ+(M1), · · · ,Γ+(Mp) quando M é Newton não-degenerado. No próximo resultado veremos

que, neste caso, é posśıvel calcular efetivamente a multiplicidade e(M) usando as informações

fornecidas por esses poliedros de Newton.

Antes de enunciar tal resultado, lembramos que, se g ∈ On, então I(g) denota o ideal de

On gerado por

x1
∂g

∂x1
, · · · , xn

∂g

∂xn
.
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Corolário 4.25. Seja M ⊆ Op
n um submódulo Newton não-degenerado de co-comprimento

finito tal que Ip(M) ̸= 0. Seja gr1,...,rp o polinômio obtido como a soma dos monômios xk de

modo que k pertença a r1Γ+(M1) + · · ·+ rpΓ+(Mp), para um dado (r1, . . . , rp) ∈ Np. Então

e(M) = n!v(M) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip>0

(
n∑

j=1

(−1)n−jαj(i1, . . . , ip)

)
,

onde

α(i1, . . . , ip) =
1

n!

∑
r1+...+rp=j

0≤rl≤il

(
i1
r1

)
· · ·
(
ip
rp

)
l(On/I(gr1,...,rp)),

para todo j = 1, . . . , n e para todo (i1, . . . , ip) ∈ Np tal que i1 + · · ·+ ip = n.

Demonstração. Pelos Teoremas 3.14 e 4.3, podemos assumir que M =M1⊕ · · ·⊕Mp, onde Mi

é integralmente fechado, i = 1, . . . , p. Pelo Corolário 4.14, sabemos que

e(M) =
∑

i1+...+ip=n

i1,...,ip>0

ei1,...,ip(M1, . . . ,Mp).

Então, podemos aplicar o Corolário 4.9 para expressar cada multiplicidade mista ei1,...,ip(M1,

. . . ,Mp) em termos de multiplicidades de ideais. Se fixamos (i1, . . . , ip) ∈ Np tal que ij+· · ·+ip =
n, temos

ei1,...,ip(M1, . . . ,Mp) = e(J1, . . . , Jp),

onde a sequência de ideais J1, . . . , Jp é dado por i1 copias de M1, i2 copias de M2 e assim por

diante.

Então, pelo Corolário 4.9, temos a relação

ei1,...,ip(M1, . . . ,Mp) =
n∑

j=1

(−1)n−j

( ∑
r1+...+rp=j

0≤rl≤il

(
i1
r1

)
· · ·
(
ip
rp

)
e(M r1

1 · · ·M rp
p )

)
.

Agora, vamos fixar (r1, . . . , rp) ∈ Np. Como cada ideal Mi é monomial para i = 1, . . . , p, o

produto M r1
1 · · ·M rp

p também é um ideal monomial. Além disso, observamos que

Γ+(M
r1
1 · · ·M rp

p ) = r1Γ+(M1) + · · ·+ rpΓ+(Mp).

A função g = gr1,...,rp é Newton não-degenerada, por [2, Teorema 5.1]. Então, o ideal I(g)

gerado por

x1
∂g

∂x1
, · · · , xn

∂g

∂xn

é redução de M r1
1 · · ·M rp

p .

Portanto, a multiplicidade e(M r1
1 · · ·M rp

p ) é igual ao co-comprimento de I(g) e o resultado

segue.



CAPÍTULO 5

Outras noções de não-degeneração

Neste caṕıtulo, vamos comparar a definição de um submódulo Newton não-degenerado de

Op
n com a definição de não-degenerado estabelecida por Biviá-Ausina, Fukui e Saia em [4] para

matrizes e um poliedro de Newton fixo.

5.1 Filtração de Newton

Inicialmente, apresentaremos a definição de filtração em um anel e construiremos uma fil-

tração a partir de um poliedro de Newton, que chamaremos de Filtração de Newton.

Definição 5.1. Seja A um anel. Uma filtração em A é uma famı́lia de ideais {In}n∈N satis-

fazendo In ⊇ In+1, para todo n ∈ N. Dizemos que a filtração {In}n∈N é multiplicativa em A

se:

(i) I0 = A;

(ii) ImIn ⊆ Im+n, para todo m,n ∈ N.

Observação 5.2. A definição de filtração e função de ordem, que apresentamos no Caṕıtulo

2 (ver Definição 2.15), são equivalentes. De fato, dada uma função de ordem µ, consideremos

In = {x ∈ A : µ(x) ≥ n}, onde n ∈ N. Notemos que

(i) I0 = {x ∈ A : µ(x) ≥ 0} = A;

(ii) In é ideal de A;

(iii) InIm ⊆ In+m e A ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ In ⊇ · · · .

Logo, {In}n∈N é uma filtração em A.

Reciprocamente, dada uma filtração {In}n∈N em A, definimos a função µ por µ(x) = sup{n :

x ∈ In}. Temos que

64
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(i) µ(0) = ∞;

(ii) µ(1) = sup{n : 1 ∈ In} = 0;

(iii) µ(x + y) = sup{n : x + y ∈ In} ≥ inf
{
sup{n : x ∈ In}, sup{n : y ∈ In}

}
=

inf{µ(x), µ(y)};

(iv) µ(xy) = sup{n : xy ∈ In} ≥ sup{n : x ∈ In}+ sup{n : y ∈ In} = µ(x) + µ(y).

Assim, µ é uma função de ordem. Portanto, podemos dizer que uma filtração µ sobre A é

uma função de ordem.

Consideremos um poliedro de Newton Γ+(I) de um ideal I ⊆ On de codimensão finita. Na

sequência, denotaremos Γ+(I) simplesmente por Γ+.

Definição 5.3. Dizemos que um vetor v ∈ Rn
+\{0} é um vetor primitivo para ∆(v,Γ+) quando

v define a face ∆(v,Γ+) e tem comprimento mı́nimo no conjunto Rn
+ \ {0} ∩ Zn

+.

Definição 5.4. Dizemos que uma face ∆(v,Γ+) tem dimensão d, 0 ≤ d ≤ n − 1 quando o

menor subespaço afim que contém ∆(v,Γ+) tem dimensão d. Assim, para cada poliedro de

Newton, definimos o seguinte conjunto

K(Γ+) = max{dimC(∆) : ∆ é face compacta de Γ+}.

Agora, iremos construir uma filtração em On a partir do poliedro de Newton Γ+(I) ⊂ Rn
+

tal que K(Γ+) = n.

Consideremos v1, v2, . . . , vr os vetores primitivos correspondentes as faces de dimensão n−1

de Γ+ tais que l(vj,Γ+) ̸= 0, para todo j = 1, . . . , r. Seja M o mı́nimo múltiplo comum

entre l(v1,Γ+), l(v2,Γ+), . . . , l(vr,Γ+), ou qualquer outro múltiplo destes números. Para cada

j = 1, . . . , r, vamos considerar a aplicação linear

φ∆(vj ,Γ+) : Rn
+ → R

definida por φ∆(vj ,Γ+)(k) =
M

l(vj,Γ+)
⟨k, vj⟩.

Dessa forma, definimos a aplicação φ : Rn
+ → R da seguinte forma

φ(k) = min{φ∆(vj ,Γ+)(k) : j = 1, . . . , r}.

Notemos que φ|C(∆(vj ,Γ+))(k) = φ∆(vj ,Γ+)(k), para todo k ∈ C(∆(vj,Γ+)) e j = 1, . . . , r. Isto

é, a aplicação φ é linear sobre cada cone C(∆(vj,Γ+)).

Ainda mais, a aplicação φ satisfaz a propriedade φ(a+ b) ≥ φ(a) + φ(b). De fato,

φ(a+ b) = min{φ∆(vj ,Γ+)(a+ b) : j = 1, . . . , r}

= min{φ∆(vj ,Γ+)(a) + φ∆(vj ,Γ+)(b) : j = 1, . . . , r}

≥ min{φ∆(vj ,Γ+)(a) : j = 1, . . . , r}+min{φ∆(vj ,Γ+)(b) : j = 1, . . . , r} = φ(a) + φ(b).
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Além disso, φ(Zn
+) ⊆ Z+ e o valor sobre cada ponto de Γ+ é igual a M . De fato, notemos

que

φ(k) = min{φ∆(vj ,Γ+)(k) : j = 1, . . . , r} = min

{
M

l(vj,Γ+)
⟨k, vj⟩ : j = 1, . . . , r

}
.

Pelo Lema 2.9, φ(k) =M , para todo k ∈ Γ+.

Afirmação 5.5. Toda função φ̃ : Rn
+ → R+ tal que φ̃ é linear sobre cada cone C(∆(vj,Γ+)) e

φ̃ é constante sobre Γ+ é um múltiplo de φ.

Demonstração. Mostraremos que φ̃ = λφ para algum λ ∈ R. Como φ̃ e φ são constantes sobre

Γ+, existe λ ∈ R tal que φ̃ = λφ em Γ+.

Agora, dado k ∈ Rn
+, então k ∈ C(∆(vj,Γ+)) para alguma face compacta ∆(vj,Γ+), pois I

é um ideal de codimensão finita. Logo, k = βm, onde m ∈ ∆(vj,Γ+) e β ∈ R. Dessa forma,

temos

φ̃(k) = φ̃(βm) = βφ̃(m) = βL = β(λN) = λ(βφ∆(vj ,Γ+)(m)) = λ(φ(βm)) = λ(φ(k)),

onde L = φ̃(Γ+) e N = φ(Γ+).

Usando os elementos acima, definimos a aplicação vΓ : On → R+ ∪ {∞} por vΓ(f) =

min{φ(k) : k ∈ supp(f)}. Como supp(0) = ∅, convencionamos então vΓ(0) = ∞.

Afirmação 5.6. vΓ é uma função de ordem.

Demonstração. Notemos que

(i) vΓ(1) = min{φ(k) : k ∈ supp(1) = {0}} = φ(0) = 0;

(ii) vΓ(f + g) = min{φ(k) : k ∈ supp(f + g)}

≥ min{φ(k) : k ∈ supp(f) ∪ supp(g)} (pois supp(f + g) ⊂ supp(f) ∪ supp(g))

= min
{
min{φ(k) : k ∈ supp(f)},min{φ(k) : k ∈ supp(g)}

}
= min{vΓ(f), vΓ(g)}.

(iii) vΓ(fg) = min{φ(k) : k ∈ supp(fg)}

≥ min{φ(k) : k ∈ supp(f) + supp(g)} (pois supp(fg) ⊂ supp(f) + supp(g))

≥ min{φ(k1) + φ(k2) : k1 ∈ supp(f), k2 ∈ supp(g)}

≥ min{φ(k1) : k1 ∈ supp(f)}+min{φ(k2) : k2 ∈ supp(g)}

= vΓ(f) + vΓ(g).

Logo, vΓ é uma função de ordem em On e portanto, vΓ é uma filtração, denominada por

filtração de Newton de On associada ao poliedro de Newton.

Observação 5.7. Pela Observação 5.2, temos que {Ad}d∈N é a filtração de Newton de On

associada ao poliedro de Newton, onde

Ad = {f ∈ On : vΓ(f) ≥ d}.
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5.2 Ideais e módulos não-degenerados

Fixaremos um poliedro de Newton Γ+ em Rn
+ que intercepta cada eixo coordenado de Rn.

Para qualquer d ≥ 0, definimos o ideal

Ad = {g ∈ On : vΓ(g) ≥ d} ∪ {0}.

Consideremos ∆ um face de Γ+. Se g ∈ On, g ̸= 0 e g =
∑

k akx
k é o desenvolvimento de Taylor

de g, então denotamos por p∆(g) a soma dos termos akx
k tal que vΓ(g) = vΓ(x

k) e k ∈ C(∆).

Se tais termos não existem, então definimos p∆(g) = 0.

Também denotamos por A∆ o subanel de On dado por

A∆ = {g ∈ On : supp(g) ⊆ C(∆)}.

Definição 5.8. Seja S = {g1, . . . , gr} ⊆ On um conjunto gerador de um ideal de co-comprimento

finito. Dizemos que S é não-degenerado em Γ+ quando, para cada face compacta ∆ de Γ+, o

ideal de A∆ gerado por {p∆(g1), . . . , p∆(gr)} tem co-comprimento finito em A∆.

Usando resultados de [17], dizer que S é não-degenerado no sentido acima é equivalente a

exigir que

{x ∈ Cn : p∆(g1)(x) = · · · = p∆(gr)(x) = 0} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

para qualquer face compacta ∆ de Γ+. A noção acima está relacionada aos ideais Newton

não-degenerados através do próximo resultado, cuja demonstração pode ser vista em [4].

Proposição 5.9. [4] Seja S = {g1, . . . , gn} ⊆ On um conjunto gerador de um ideal de co-

comprimento finito. Consideremos os números di = vΓ(gi), i = 1, . . . , n e d = d1 · · · dn. Então,
as seguintes condições são equivalentes.

• O sistema S é não-degenerado em Γ+.

• O ideal J =
〈
g

d
d1
1 , . . . , g

d
dn
n

〉
é Newton não-degenerado e Γ+(S) = Γ+(Ad).

Definição 5.10. SejaM = (uij) uma matriz de ordem p×s com entradas em On, p ≤ s, tal que

o ideal Ip(M) tem co-comprimento finito. A matriz M é dita não-degenerada em Γ+ quando,

para cada face compacta ∆ de Γ+, o ideal de A∆ gerado pelos menores de ordem máxima da

matriz (p∆(u
i
j)) tem co-comprimento finito em A∆.

Como na Definição 5.8, a matriz M é não-degenerada em Γ+ se, e somente se,

{x ∈ Cn : posto(p∆(u
i
j)) < p} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}

para cada face compacta ∆ de Γ+.
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O conceito acima foi definido primeiramente em [4] por Biviá-Ausina, Fukui e Saia, onde

é estabelecida de uma situação mais geral, ou seja, quando o ideal Ip(M) tem profundidade

arbitrária. Porém neste trabalho, seguiremos [3].

Observamos que, se M = (uij) é uma matriz de tamanho p × s não-degenerada em um

determinado poliedro de Newton Γ+, então cada matriz linha
(
u1j u2j . . . usj

)
também é não-

degenerada em Γ+, para todo j = 1, . . . , p.

Para formular a Definição 5.10, precisamos de uma matriz M com entradas em On e um

poliedro de Newton fixo em Rn
+. Por outro lado, a Definição 3.12 depende da própria matriz

M . Como veremos nos exemplos a seguir, podemos dizer que as Definições 3.12 e 5.10 são in-

dependentes. No entanto, também descreveremos um caso em que ambas definições concordam

(ver Proposição 5.13).

Exemplo 5.11. Consideremos a matriz de parâmetros com entradas em O2 dada por

M =

(
x2y2 + x2a x3y3 + x3a y3a

x2y2 + y2a 2x3y3 + y3a x3a

)
onde a é um inteiro não negativo e a > 2. Também denotamos por M o submódulo de O2

2

gerado pelas colunas da matriz acima.

Sejam M1 e M2 os ideais gerados pelas linhas, respectivamente, isto é

M1 =
〈
x2y2 + x2a, x3y3 + x3a, y3a

〉
= ⟨g11, g12, g13⟩

M2 =
〈
x2y2 + y2a, 2x3y3 + y3a, x3a

〉
= ⟨g21, g22, g23⟩.

Temos que

supp(M1) = {(2, 2), (2a, 0), (3, 3), (3a, 0), (0, 3a)}

supp(M1) = {(2, 2), (0, 2a), (3, 3), (3a, 0), (0, 3a)}.

Assim, os poliedros Γ+(M1) e Γ+(M2) são determinados como mostra a figura abaixo.

2a

3a

2

2 3a

2a

2

2

Figura 5.1: Poliedros de Newton Γ+(M1) e Γ+(M2).
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Consideremos a face compacta ∆1 do poliedro de Newton Γ+(M1), ou seja, o segmento de

reta que liga os pontos (2, 2) e (2a, 0). Dáı,

{(g11)∆1(x, y) = (g12)∆1(x, y) = (g13)∆1(x, y) = (0, 0)} = {(x, y) ∈ C2 : x2y2 + x2a = 0}

⊈ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Segue que M1 não é Newton não-degenerado. De maneira análoga, M2 não é Newton não-

degenerado. Então, o submódulo M não é Newton não-degenerado.

Por outro lado, se Γ+ é o poliedro de Newton determinado pelos monômios xa, xy e ya,

podemos verificar se a matriz M é não-degenerada em Γ+ (ver Definição 5.10).

a

a

1

1

Figura 5.2: Poliedro de Newton determinado por xa, xy e ya .

Sejam ∆1 e ∆2 as faces compactas definidas pelos segmentos reta de (a, 0) a (1, 1) e (1, 1) a

(0, a), respectivamente. Temos que v1 = (1, a− 1) e v2 = (a− 1, 1) são vetores primitivos com

respeito as faces ∆1 e ∆2, respectivamente.

Consideremos vΓ a filtração de Newton associada ao poliedro de Newton Γ+ definida por

vΓ = min{φ(k) : k ∈ supp(f)},

onde φ(k) = min{⟨k, v1⟩, ⟨k, v2⟩}. Assim, temos as seguintes matrizes

p∆1(M) =

(
p∆1(x

2y2 + x2a) p∆1(x
3y3 + x3a) p∆1(y

3a)
p∆1(x

2y2 + y2a) p∆1(2x
3y3 + y3a) p∆1(x

3a)

)
=

(
x2y2 + x2a x3y3 + x3a 0
x2y2 2x3y3 x3a

)
,

p∆2(M) =

(
p∆2(x

2y2 + x2a) p∆2(x
3y3 + x3a) p∆2(y

3a)
p∆2(x

2y2 + y2a) p∆2(2x
3y3 + y3a) p∆2(x

3a)

)
=

(
x2y2 x3y3 y3a

x2y2 + y2a 2x3y3 + y3a 0

)
.

Dessa forma, obtemos as inclusões

{(x, y) ∈ C2 : posto(p∆1(M)) < 2} = {(0, y) : x ∈ C} ⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0},

{(x, y) ∈ C2 : posto(p∆2(M)) < 2} = {(x, 0) : y ∈ C} ⊆ {(x, y) ∈ C2 : xy = 0}.

Logo, pela Definição 5.10, conclúımos que a matriz M é não-degenerada em Γ+. Além disso,

e(M) = 42a, como podemos ver em [3].
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Exemplo 5.12. Considere a matriz de parâmetros com entradas em O2 dada por

M =

xa + xy + ya 2xa + 5xy + 7ya 0 0
0 4xb + 3xy − 5yb xb + 9xy + 2yb 0
0 0 7xc + 2xy + 3yc 5xc − xy + 4yc


onde a, b e c são inteiros positivos tais que a < b < c.

Denotamos por M o submódulo de O3
2 gerado pelas colunas da matriz acima.

Podemos ver em [3] que o submódulo M é Newton não-degenerado e que aplicando o Co-

rolário 4.25 para calcular e(M), obtemos e(M) = 2(3a+ 2b+ c).

Denotemos por gij o elemento (i, j) da matriz M , para todo i, j. Suponhamos que Γ+ é um

poliedro de Newton tal que M é não-degenerado em Γ+. Então, de Proposição 5.9, existem

alguns inteiros positivos α1, α2, α3 tais que os ideais

⟨(g11)α1 , (g12)
α1⟩, ⟨(g22)α2 , (g23)

α2⟩, ⟨(g33)α3 , (g34)
α3⟩ (5.1)

são Newton não-degenerados e têm o mesmo poliedro de Newton. Em particular, os poliedros

de Newton dos ideais acima encontram o eixo x no mesmo ponto, ou seja, temos a relação

aα1 = bα2 = cα3. (5.2)

Além disso, observamos que (1, 1) pertence à intersecção dos suportes dos germes g11, g12,

g22, g23, g33, g34. Portanto, uma vez que os ideais descritos em (5.1) possuem a mesmo poliedro

de Newton, também conclúımos que α1 = α2 = α3. No entanto, isto é não é compat́ıvel com

(5.2), a menos que a = b = c, o que não é o caso. Então, a matriz M não satisfaz a Definição

5.10 com respeito a nenhum poliedro de Newton.

Proposição 5.13. Seja M ⊆ Op
n um submódulo de co-comprimento finito. Suponhamos que

existe algum poliedro de Newton Γ+ ⊆ Rn
+ tal que Γ+(Mj) = rjΓ+, para algum rj > 0, j =

1, . . . , p. Então, são equivalentes:

(1) A matriz M é não-degenerada em Γ+;

(2) O submódulo M é Newton não-degenerado;

(3) A expressão para e(M) é dada por

e(M) = n!Vn(Γ+)

 ∑
α1+...+αp=n

α1,...,αp≥0

rα1
1 · · · rαp

p

 .

Demonstração. Suponhamos que o submóduloM é representado por uma matriz (uij) de ordem

p× s, onde i ∈ {1, . . . , s} e j ∈ {1, . . . , p}. Se ∆ é uma face compacta de Γ+, então observamos

que

p∆(u
i
j) = (uij)rj∆,
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pois estamos assumindo que Γ+(Mj) = rjΓ+.

A equivalência entre (1) e (2) surge da comparação do Lema 3.15 e da Definição 5.10.

De fato, o Lema 3.15 garante que o submódulo M é Newton não-degenerado se, e somente

se, para qualquer face compacta ∆ ⊆ Γ+(M)

{x ∈ Cn : posto(M∆(x)) < p} ⊆ {x ∈ Cn : x1 · · ·xn = 0}.

Notemos que M∆ = (uij)∆ = (uij)rj∆ = p∆(u
i
j). Assim, a matriz M é não-degenerada, pela

Definição 5.10.

Em [3], o autor usando as propriedades de multiplicidades mistas e a hipótese de que

Γ+(Mj) = rjΓ+, para todo j = 1, . . . , p, obtem que o número n!v(M) é igual a parte di-

reita da igualdade no item (3). Então, a equivalência entre (2) e (3) é uma consequência do

Corolário 4.23.

A seguir, apresentaremos um exemplo para o qual o cálculo de multiplicidade de Buchsbaum-

Rim depende apenas do volume n-dimensional de um poliedro de Newton, usando a Proposição

5.13.

Exemplo 5.14. Seja M ⊂ O2
2 um submódulo gerado pelas colunas da matriz

M =

(
x4 + xy x4 y4

x8 + y8 x2y2 x8

)
.

Vimos no Exemplo 3.17 que M é Newton não-degenerado. Observemos na Figura 3.4 que

Γ+(M2) = 2 · Γ+(M1). Assim, pela Proposição 5.13, temos que

e(M) = 2! · V2(Γ+(M1)) · 2 = 16.

Como mencionamos no Caṕıtulo 2, uma função f ∈ On é considerada Newton não-degenerada

quando o ideal I(f) é Newton não-degenerado, e isso acontece se, e somente se, I(f) for igual a

⟨xk : k ∈ Γ+(f)⟩, pelo trabalho de Yoshinaga [29]. Portanto, se assumirmos que f é um germe

de aplicação anaĺıtica de (Cn, 0) a (Cp, 0), é natural perguntarmos qual é o objeto análogo para

I(f) em Op
n a fim de afirmarmos uma caracterização semelhante em termos de poliedros de

Newton Γ+(f1),. . . ,Γ+(fp), onde f1,. . . , fp são as funções componentes de f .

Seja f ∈ On. Visto que f é sempre integral sobre I(f). Observamos que I(f) é Newton

não-degenerado se, e somente se, {
f, x1

∂f

∂x1
, · · · , xn

∂f

∂xn

}
é Newton não-degenerado.
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Isso nos motiva a, dada uma função anaĺıtica f : (Cn, 0) → (Cp, 0), considerarmos o

submódulo M(f) de Op
n gerado pelas colunas da matriz

M(f) =


x1

∂f1
∂x1

· · · xn
∂f1
∂xn

f1 0 · · · 0

x1
∂f2
∂x1

· · · xn
∂f2
∂xn

0 f2 · · · 0
... · · · ...

. . .

x1
∂fp
∂x1

· · · xn
∂fp
∂xn

0 0 · · · fp

 .

Portanto, como consequência do Teorema 3.14, temos a seguinte extensão do Teorema 1.7

de [29].

Corolário 5.15. Seja f : (Cn, 0) → (Cp, 0) germe de uma aplicação anaĺıtica. Então M(f) é

Newton não-degenerado se, e somente se, o fecho integral de M(f) em Op
n é igual a

{(h1, . . . , hp) ∈ Op
n : Γ+(hi) ⊆ Γ+(fi), para todo i = 1, . . . , p}.

Considerando a Observação 3.18, destacamos que o Corolário anterior pode ser enunciado

de forma análoga para germes de aplicações anaĺıticas reais (Rn, 0) → (Rp, 0).

Se f : (Cn, 0) → (Cp, 0) é um germe de uma aplicação anaĺıtica tal que M(f) é Newton

não-degenerado, então f é Newton não-degenerado no sentido de Khovanskii (ver [9, p. 315]

ou [14, p.291]).
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