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Resumo

Neste trabalho, estudamos o fecho integral de ideais, poliedros de Newton e ideais Newton
nao-degenerados. Além isso, apresentamos as generalizacoes desses conceitos para méodulos e
assim, estudamos a caracterizagao de submédulos Newton nao-degenerados de OF. Para tal
estudo, utilizamos a multiplicidade de Buchsbaum-Rim e as multiplicidades mistas de ideais.
Estas multiplicidades, por sua vez, foram descritas no caso Newton nao-degenerado por volu-

mes de poliedros de Newton.

Palavras-chave: Submddulos Newton nao-degenerado. Fecho integral. Poliedro de Newton.
Multiplicidade de Buchsbaum-Rim.



Abstract

In this work, we study the integral closure of ideals, Newton polyhedra and Newton non-
degenerate ideals. Moreover, we present generalizations of these concepts for modules then,
we study the characterization of Newton non-degenerate submodules of OF. For this we use
the Buchsbaum-Rim multiplicity and the mixed multiplicities of ideals. In the Newton non-
degenerate case these multiplicities were described by volumes of Newton polyhedra.
Keywords: Newton non-degenerate submodules. Integral closure. Newton polyhedron. Buchsbaum-

Rim multiplicity.
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Introducao

O fecho integral de um ideal é um objeto algébrico que tem tido muitas aplicacoes em varios
aspectos da Geometria Algébrica e da Algebra Comutativa. Além disso, tem sido utilizado em
problemas de Teoria de Singularidades, como por exemplo no estudo de Teissier [26] sobre
a equisingularidade de familias de germes de hipersuperficies. Mais especificamente, Teissier
caraterizou algebricamente a equisingularidade de familias de hipersuperficies complexas em
termos do fecho integral de um ideal dependente da familia de germes analiticos. Com isso, foi
formulado uma caracterizacao completa do fecho integral de ideais .

Em Algebra comutativa, o cdlculo do fecho integral de um ideal é um problema desafiador.
No entanto, existem alguns casos onde é possivel calcular o fecho integral de forma simples. Por
exemplo, quando I é um ideal gerado por mondémios de Cl[xy, - - - , z,]] ou de O,,, o fecho integral

k

- , N k
I de I é gerado pelos monomios 2% = z7' -+ - ak»

n

cujos expoentes k pertencem ao poliedro de
Newton de I. Esse resultado foi estendido por Saia [23], caracterizando a classe de ideais I C O,
com fecho integral monomial. Estes sao chamados de ideais Newton nao-degenerados.

A motivagao para o resultado de Saia foi o resultado de Yoshinaga [29] sobre fun¢oes Newton
nao-degeneradas (C",0) — (C,0) no sentido de Kouchnirenko [I7]. Dessa forma, o poliedro de
Newton de um ideal I C O, fornece informacoes tteis sobre I e, em alguns casos, determina
totalmente 1.

Em [22], Rees estendeu a nocao de fecho integral aos médulos. Além disso, Buchsbaum e
Rim generalizaram a multiplicidade de Samuel de um ideal I C O,, de co-comprimento finito
para submédulos M de um médulo livre em [8]. Dessa maneira, a teoria resultante também tem
sido aplicada & Teoria de Singularidades, como as notéveis contribuigoes de Gaffney [9, [10], para
o estudo da equisingularidade de familias de germes de intersecao completa com singularidade
isolada.

A vista disso, Bivid-Ausina [3] fez uma extensdo dos trabalhos de Yoshinaga e Saia na
caracterizacao de funcoes Newton nao-degeneradas e ideais, respectivamente, para submaodulos
de OF.

O principal objetivo deste trabalho é estudar os resultados que compoem o artigo [3] de
Bivia-Ausina mencionado acima. Neste trabalho o autor calcula o fecho integral e a multiplici-
dade de Buchsbaum-Rim de submédulos M C OF, p > 1, Newton nao-degenerados. Assim, o

objetivo geral é caracterizar uma classe de submoédulos M C OF de modo que o fecho integral

7



8 Introducao

M de M e a multiplicidade de Buchsbaum-Rim e(M) sao facilmente computéveis, onde esses
objetos algébricos serao expressos em termos de alguns poliedros de Newton relacionados a
M. Frisamos que no artigo original, alguns detalhes das demonstracoes sao omitidos e aqui
tomamos o cuidado de expandi-las.

O texto esta organizado em cinco capitulos, que foram estruturados da seguinte forma.

O primeiro capitulo contém algumas nogoes preliminares que utilizamos ao longo do texto
tais como o anel de germes de fungoes analiticas e algumas de suas caracteristicas, modulos,
algebra Tensorial e Simétrica de um modulo, visando fornecer uma melhor compreensao dos
proximos capitulos.

O segundo capitulo é dedicado a apresentacao de alguns dos nossos objetos de estudo.
Inicialmente, fazemos um estudo do fecho integral de ideais, e apresentamos alguns resultados
importantes. Em seguida, definimos o conceito de Poliedro de Newton de um ideal e damos
alguns exemplos. Assim, voltamos a nossa atencao a algumas defini¢oes e resultados sobre
os ideais Newton nao-degenerados. Vale destacar que este capitulo ¢ uma motivacao para a
generalizacao desse conceito em relagao aos modulos.

No terceiro capitulo, definimos o fecho integral de médulos e mostramos sua caracterizagao
e assim, apresentamos a definicao de moédulos Newton nao-degenerados. O objetivo principal
deste capitulo é introduzir a classe de submddulos Newton nao-degenerados de OF e sua ca-
racterizacao, onde seu fecho integral é igual a uma soma direta de fechos integrais de ideais
monomiais. Este resultado também pode ser aplicado para submédulos de AP onde A,, denota
o anel de germes analiticos reais (R",0) — R.

No quarto capitulo, recordamos uma relacdo demostrada em [16] entre as multiplicidades
mistas de um conjunto de ideais I,---,I, € O, de comprimento finita e multiplicidade de
Buchsbaum-Rim do submédulo I; & --- @ I, de OF. Abordamos de forma direta esta relacao
inspirada pelo trabalho de Verma [28]. Assim, a expressao resultante permite a caracterizacao
os submédulos M C OF cujo fecho integral é igual a uma soma direta de ideais. Além disso,
abordamos uma descricao da multiplicidade de Buchsbaum-Rim de um submédulo Newton
nao-degenerado M C OF em termos de covolumes mistos de poliedros de Newton. O resultado
principal desse capitulo é a apresentacao de um método eficaz para calcular o nimero e(M),
que denota a multiplicidade de Buchsbaum-Rim.

No quinto e ultimo capitulo, comparamos a definicado de um submddulo Newton nao-

degenerado com outras nocoes de nao degeneracao definidas para matrizes com entradas em

o,



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo trataremos brevemente dos principais conceitos necessarios para o bom desen-
volvimento deste trabalho, tais como o anel dos germes de funcoes analiticas, algebra Tensorial
e Simétrica de um médulo. A discussao destas nocées nao sera nosso foco principal, mas pre-
cisaremos trata-las de forma rapida e objetiva. As principais referéncias para este capitulo sao
110, [24], [18], [19] e [7].

1.1 O anel dos germes de funcoes analiticas.

Consideremos o conjunto das funcgoes f : C* — C analiticas em alguma vizinhanca da

origem de C. Neste conjunto, definimos a relagao de equivaléncia ~ da seguinte maneira:
f ~ g < existe uma vizinhanga U de 0 tal que f|y = g|v.

Definicao 1.1. Chamamos de germes de fun¢oes analiticas as classes de equivaléncias de ~
e os denotamos por f : (C",0) — (C, f(0)) ou simplesmente f. Assim, denotaremos O,, como

o conjunto de todos os germes de fungoes analiticas, isto é,
O, ={f:(C",0) — (C, f(0)) : f é analitica numa vizinhanga da origem de C}.

Notemos que O, é um anel comutativo com respeito as operacoes induzidas da adicao e
multiplicacao de fungoes. A unidade de O,, é o germe da funcao constante 1.
Observemos que O,, é um anel local, isto é, O, possui um tnico ideal maximal. De fato,

consideremos o seguinte subconjunto de O,
M, ={fe€0O,: f(0)=0}.

Mostraremos que M, é um ideal de O, e é o conjunto dos elementos nao-invertiveis de

O,,, pois isso garante que M, é o tnico ideal maximal. Primeiro, temos que M, # (), pois
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f=0eM,. Sejam f,g e M, e h € O,, temos

(f +9)(0) = f(0) +9(0) =0+ 0 =0 e (hf)(0) = h(0)f(0) = h(0)0 = 0.

Logo, f + g,hf € M, e, portanto M,, é um ideal. Agora, se f ¢ M, entdao f(0) # 0. Assim,
existe uma vizinhanga U de 0 em C" tal que f(z) # 0, Vo € U. Seja g : U — C definida por
g(x) = ﬁ Segue que g € O, e fg =1, ou seja, f é inversivel. Dessa forma, concluimos que
M, é o tnico ideal maximal de O,,.

O proximo resultado mostra que f € O, pode ser representada por sua expansao da série

. . k
de poténcia de centro em 0, ou seja, f =Y, arz®, onde 2% = zi* - - -zt € C.

Proposigao 1.2. O anel O, € isomorfo a C{x}, onde C{x} € o anel de séries de poténcias

formais convergentes em 0.

Demonstrag¢ao. Consideremos a aplicagao ¢ : O, — C{x} que associa um germe f a expansao
em série de poténcia em 0 de um representante de f. Esta aplicacao esta bem definida, pois dois
representantes do mesmo germe concordam em uma vizinhanga aberta de 0. Assim, possuem a
mesma expansao em série de poténcias em 0. Como uma série de poténcia ), ax® convergente
em um polidisco de centro 0 define uma funcao analitica, e assim, um germe de funcao analitica,
temos que a aplicagao ¢ é sobrejetora. Além disso, por conta deste fato, aplicacao ¢ também
é injetora. Podemos verificar facilmente que ¢ respeita as operacoes do anel, e portanto,  é

um isomorfismo. O

Além disso, segue do Teorema da Base de Hilbert (ver [3], p.149]) que O,, é um anel noethe-

riano, ou seja, todo ideal em O,, ¢é finitamente gerado.

Podemos também definir germes de aplicagoes. Consideremos o conjunto
O ={f:(C",0)— (CP, f(0)); f germe de aplicacdo analitica numa vizinhanga de 0}.

Notemos que cada representante f de um germe em OF é da forma f = (f1,..., f,), onde

fi € O, parai=1,...,p.
A seguir mostraremos que OF é um moédulo livre sobre O,,, mas primeiro definiremos os

conceitos de modulo e modulo livre bem como importantes conceitos associados a modulos,

como por exemplo a no¢ao de comprimento.

1.2 Modulos e modulos livres

Para esta segao, utilizamos [12, [5].
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Defini¢ao 1.3. Seja A um anel com unidade 1 e seja (M, +) um grupo abeliano munido de

uma “multiplicacao escalar”

AxM — M
(a,m) — a-m

Chamamos M de A-mddulo se, para todos a,b € A e m,n € M, as propriedades a seguir

sao satisfeitas:

i) 1-m=m

(i) (ab)-m=a-(b-m)

(iii) (a+b)-m=a-m+b-m
(iv) a-(m+n)=a-m+a-n

Todo anel A é um A-mddulo sobre si mesmo, em que a multiplicacao escalar é dada pelo

produto em A.
Exemplo 1.4. O anel dos germes de fungoes analiticas O,, é um O,,-médulo.

Definigao 1.5. Um submddulo N C M de um A-médulo M é um subconjunto que é fechado

por combinagoes A-lineares, isto é:

A eN
{a:,y —ar+byeN

Ya,b € A

de modo que N também é um A-mdédulo, com soma e multiplicacao escalar dadas pela restrigoes

das operacgoes em M.
Um A-submoédulo de A é o mesmo que um ideal I C A. Em particular, o ideal nulo é um

A-médulo, e o chamamos médulo trivial.

Se N e P sao dois submoddulos de um A-médulo M e I C A é um ideal, podemos construir

os seguintes submodulos de M:

(i) asomade N e P,
N+P={n+peM|neN,pe P},

que é o “menor’submodulo de M que contém N e P;

(i) a intersegdo N N P,
NNnP={meM|meNemée P};
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(iii) o produto com um ideal I:
IM={aymi+---+am, € M|reNa,...,a. € I,mq,...,m, € M}
que é o submddulo das combinagoes A-lineares de elementos de M com coeficientes em 1.

Podemos também construir novos A-médulos a partir de uma familia de A-médulos {M; }je ;.

A seguir apresentamos dois casos importantes:

e O produto direto [] ses Mj que, como conjunto, ¢ igual ao produto cartesiano dos Mj,

sendo a soma e a produto por escalares realizada componente a componente.

e asoma direta @j c; M; que ¢ o submodulo do produto direto cujos elementos sao as tuplas

(mj)es “quase nulas”, isto é, com m; # 0 apenas para um numero finito de indices j.

Em particular, se o conjunto de indices J ¢ finito, entao Hjej M; = @jeJ M;.

Exemplo 1.6. Mostraremos que OF ¢ um O,-mddulo. De fato, como cada representante f de
um germe em OF é da forma f = (f1,...,f,), onde f; € O,, para i = 1,...,p, temos que o

germe f pertence a

O, x--x0,.
—_——

p vezes
Ou seja,
OrCcO,x--x0,.
W
Agora, considere fi,..., f, fungoes analiticas nas vizinhancas Ui,...,U, de 0 € C", respec-

p
tivamente. Temos que f : ﬂUi — CP definida por f(z) = (fi(z),..., fy(x)) é analitica na
i=1

p
vizinhanca U = ﬂ U; de 0 € C™. Logo, o germe de (f1,..., f,) é o germe de f € OF e, por-

i=1
tanto, O, x --- x O, C OF. Concluimos assim que O? = O,, x --- x O,,. Portanto, OF é um

O,,-mdbdulo.

Definicao 1.7. Um morfismo de A-médulos v : M — N é uma “transformagao A-linear”

entre M e N: para todo aj,as € A e my,my € M,
Y(ay-my + ag - mg) = ay - P(my) + ay - P(my)

Vérios resultados sobre anéis e ideais podem ser facilmente generalizados para médulos;
por exemplo, um morfismo de A-mddulos ¢ : M — N é injetor se, e somente se, o nicleo de
Y que por defini¢do é o conjunto ¥~1(0) é trivial. Se N é um A-submdédulo de M, podemos
definir o A-modulo quociente M/ v de maneira completamente andloga ao anel quociente, como
o conjunto das classes de equivaléncia médulo N. O teorema do isomorfismo e o teorema de

correspondéncia valem também no contexto de médulos.
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Definicao 1.8. Dizemos que um A-moédulo M é finitamente gerado se existe um niimero finito

de elementos mq,ms,...,m, de M tais que:
M= Am, + Amsy + ...+ Am,
onde r € Ne Am; = {am;|a € A}, parat=1,...,7.

Chamaremos {mq, my,...,m,} de conjunto de geradores do médulo M. Se o conjunto de
geradores tem um tnico elemento, o médulo M é dito ciclico, isto é, se M = Am para algum
m e M.

Exemplo 1.9. Seja A um anel com unidade 1, entao A™ é um A-médulo. Notemos que
todo elemento (aq,as,...,a,) € A™ pode ser escrito como combinac¢ao A-linear dos elementos
e1 = (1,0,...,0), e = (0,1, ...,0),..., e, = (0,0, ..., 1). De fato,

(a1, a9,...,a,) = (a1,0,...,0)+ (0,as,...,0) + ... + (0,0, ..., ay,)
= (@11,0,..,0) + (0,as1,...,0) + ... + (0,0, ..., an1)
= ay(1,0,.,0) + as(0,1,...,0) + ... + an(0,0,..., 1)

Neste caso, A" é um A-médulo finitamente gerado por {eg,es, ..., e,}.

Defini¢ao 1.10. Sejam A um anel, M um A-mdédulo. Dizemos que os elementos {my, ..., m,}

de M sao A-linearmente independentes se satisfazem a seguinte condicao:
T
E aimi:():>al-:0,i:1,...,r.
i=1

onde a; € A.

Definigao 1.11. Seja M um A-médulo. Um conjunto S é uma base se é um conjunto gerador
de M cujos elementos sao linearmente independentes. Equivalentemente, se todo elemento de
M pode ser escrito unicamente como uma combinacao linear finita de elementos de S com

coeficientes em A.
Dizemos que um A-médulo é um A-mddulo livre se admite uma base.

Exemplo 1.12. Vejamos que {e; = (1,0,...,0),eo = (0,1,...,0),...,¢e, = (0,0,...,1)} é uma
base de A-médulo A™. De fato,

arey + ageg + -+ - +ae; =
ai(1,0,...,0) + a2(0,1,...,0) + ... + a,(0,0,...,1) =
(CLl,O, ,0) + (O,(IQ, ,0) + ...+ (0,0, ...,an) =

0,0, ...,0)
0,0,...,0)
0,0, ...,0)
0,0, ..,0).

o~ o~ o~ o~

(ay,a9,...,a,) =

Portanto, >""  a;e; = (0,0,...,0) = a; =0,,i=1,...,n.
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Proposicao 1.13. Seja A # 0 um anel e seja M um A-mddulo livre. Entao, quaisquer duas

bases de M possuem a mesma cardinalidade (chamada de posto de M ).
Exemplo 1.14. O O,-médulo OF é um moédulo livre de posto p.

A seguir apresentaremos a nocao de comprimento de um modulo que é uma extensao da

nocao de dimensao de espacos vetoriais. Comegaremos com algumas definigoes.
Definigao 1.15. Seja A um anel e seja M um A-moédulo.
1. M é dito simples ou irredutivel se M # 0 e seus unicos submoédulos sao 0 e M.
2. uma série de composicao de M de tamanho n é uma sequéncia de submaédulos

M:MnQMn—IQMn—ZQ"'QMIQMOZO

tais que os quocientes consecutivos MiH/MZ- sao todos simples, isto é, nao é possivel

acrescentar outro submédulo entre M; e M;, .

3. o comprimento de M sobre A, denotado por [4(M), é o maximo entre todos os tamanhos

das séries de composi¢ao de M ou oo se M nao admite série de composicao.

Exemplo 1.16. Seja K um corpo. Um K-espago vetorial é irredutivel se, e somente se, tem
dimensao 1. Assim, uma série de composicao para um espaco vetorial V' é uma sequéncia de

subespacos vetoriais

V=V, 2V 2Vha2 - 2V12V=0

onde dimgV; = i. Assim, Ix(V) =n = dimgV'.

Proposicao 1.17. Se M admite um submddulo de comprimento finito N tal que o mddulo

quociente M/N também € de comprimento finito, entao M ¢ de comprimento finito e temos

(M) = I(N) +1(M A,

1.3 Algebra Tensorial e Simétrica de um modulo
Iniciaremos esta secao relembrando a definicao de anéis e médulos graduados.

Definigao 1.18. Um anel graduado A é um anel com uma decomposicao em soma direta de

subgrupos aditivos de A4, isto é, A = @, _ A, satisfazendo A;A; C A, ;. Da mesma forma, um

neN
A-médulo graduado M é um A-médulo com uma decomposicao de soma direta M = €, . M;

satisfazendo A;M; C M;,;, onde M; sao submédulos de M.
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Denominamos A,, como componente homogénea de grau n. Se A é um anel graduado, um
elemento a € A é homogéneo se a € A,, para algum n e neste caso, n é chamado de grau de
a. Da mesma forma, cada A-médulo M; é denominado a i-ésima componente homogénea (ou
graduada) de M, e um elemento = pertencente a M,, é chamado homogéneo de grau n.

Se 1 € Ag, entao Ay é subanel de A e cada A,, é um Ap-mddulo. Em particular, se Ag é um
corpo, cada A, é um Ag- espaco vetorial.

Analogamente, introduzimos a nogao de multigraduagaoem A, onde A = @2, D, oy Awny....;im)-

Denominamos A, .. »,,) sua componente homogénea de multigrau (ny, ..., ny).
Exemplo 1.19. Sejam K um corpo e K[z, ..., z,] o anel de polindémios sobre K. Temos que
K[z1,...,z,] admite uma graduagao

Klzq,...,xz,) = @K[wl, ey Tnld,

neN

n+d—1
d

de graud = e;+- - -+e,, ouseja, K[xq, ..., x,]qs é 0 conjunto de todos os polinémios homogéneos

A3 €1 .62 e
) gerado pelos monomios x{' x5 - - - x5»

onde o K[xq, ..., x,]q4 é 0 k-espago vetorial de dimensao ( e

de grau d. Portanto, K[zy,...,x,] é um anel graduado.

Definigao 1.20. Seja A um anel graduado. Chamamos A de anel graduado standard se A é

gerado por elementos de grau 1 com coeficientes em A,.

Observemos que 0 € A, para todo n € N, pois A,, é subgrupo aditivo de A. Assim, 0 tem
todos os graus.
Se a € A se escreve de modo tinico como a = ag+- - -+ ag, onde a; € A; e ag # 0, chamamos

d de grau total de a.

Exemplo 1.21. Seja A um anel graduado. Entao, o anel Alzy,...,z,| pode ser tomado com

a graduacao standard.

Definicao 1.22. Dizemos que um ideal I de A é homogéneo ou graduado se é gerado por
elementos homogéneos. E facil mostrar que I € A é homogéneo se, e somente se, I = @, In,
onde I, =INA,.

Observemos que se I é um ideal graduado, entao A/ ~ @, . An/I, é um anel graduado.

neN
Além disso, se A = @, .y An é noetheriano e I C A é ideal homogéneo, entdo I = (ay, ..., an),
com a; € Ag,, 7 =1,...,m. Usando os conceitos de anéis e médulos graduados podemos definir

o conceito de algebra tensorial da seguinte maneira:

Definicao 1.23. Chamamos de dlgebra tensorial o A-moédulo M definido por
Ta(M) =1
n>0

ondeT”:M®M®---®M.

n
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Por convencao, T° = A e T' = M. Para quaisquer z € T" e y € T™, temos que T ® y €

Tmt™. Com isso, Ta(M) é um anel N-graduado que pode nao ser comutativo.

Definigao 1.24. Sejam um anel A, M um A-médulo e
IT=y—yQzlr,ye M) C Ta(M)
que é um ideal bilateral. Definimos a A/lgebm Simétrica de M como o anel quociente
Syma(ar) = TaM) 7.

Esse anel é o maior quociente comutativo de T4(M) e possui elemento 1. Como Z ¢é um

ideal homogéneo, Sym (M) é um anel N-graduado, com graduagao

M)
~In T"(M )’

Se Ay é um corpo, o Ag-espago vetorial Sym,, (M) é denominado a n-ésima poténcia simétrica
de M.

Dado um anel A e um A-médulo M, a élgebra Sym (M) em conjunto com um homomor-

fismo 7 : M — Syma(M) de A-mddulos satisfazem a seguinte propriedade universal: para uma
A-dlgebra B e qualquer homomorfismo ¢ : M — B de A-mddulos existe um tinico homomor-

fismo ¢ : Syma(M) — B de A-dlgebras, tal que o diagrama abaixo é comutativo.

<

Syma(M)

Além disso, se existem uma A-algebra C' e A : M — C' um homomorfismo de A-mddulos
satisfazendo a propriedade universal da algebra simétrica, entao existe um unico isomorfismo
O : Syma(M) — C tal que ®(w(m)) = A(m), para todo m € M.

Proposicao 1.25. Se M é um A-mddulo livre de posto finito e igual a n, entao a dlgebra

simétrica de M € isomorfo ao anel de polinomios A[Xy, ..., X,].

Demonstragao. Seja{my,...,m,} uma base de M e considere o homomorfismo = : M —
AlXy,...,X,] definido por m; — X;. Considere uma A-algebra B e ¢ : M — B, um ho-
momorfismo de A-médulos. Defina
o:AXy, . X)) — B
fX, . X)) = fle(ma), .. p(mn))
Notemos que ¢ é um homomorfismo de A-dlgebras. Dessa forma, o seguinte diagrama

comuta

AlXy, ..., X,
Pela propriedade universal da dlgebra simétrica, temos que Syma(M) = A[Xq,..., X,]. ]



CAPITULO 2

Ideais Newton nao-degenerados

2.1 Fecho integral de ideais

Seja A um anel comutativo com unidade e I C A ideal de A. Dizemos que h € A é integral

sobre I, se satisfizer uma relacao de dependéncia integral da forma
W+ a ¥t 4. 4+ a, =0, coma; €I

Definicao 2.1. O fecho integral de I, denotado por I, é o conjunto de todos os elementos de

A que sdo integrais sobre I. Se I = I, dizemos que I é integralmente fechado.

Notemos que se J C I, entdo J* C I’ para todo i € N, logo J C 1.

Seja A[T] o anel de polindmios a uma variavel T' com coeficientes em A. Denotamos por
P(I) o subanel @,y I"T™ de A[T]. A proposicao abaixo relaciona a nogao de dependéncia

inteira sobre um ideal com a nogao de dependéncia inteira sobre um anel.

Proposicao 2.2. Sejam h € A e I um ideal de A. Entdo, h € I se, e somente se, hT € integral

sobre o anel P(I) no sentido usual.

Demonstracao. Se h € 7, temos que
W+ ah ' 4+ ap =0

onde a; € I'. Entao, (hT)*+a,T(hT)* 1+ - -+a, T* = 0. Ou seja, é uma relagao de dependéncia
inteira de hT sobre P(I).
Por outro lado, suponhamos que AT é integral sobre P(I). Assim, temos uma relagao de
dependéncia
(RT)" + by (W)t + -+ 0, TF = 0, (2.1)

17
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onde b; € P(I). Observemos que

com b;; € I7. Assim, substituindo (2.2)) em (£2.1) e agrupando os termos segundo as poténcias
de T, obtemos que o coeficiente de T7 é igual a zero, para j € {1,...,k}. Nesse caso, temos

que o coeficiente de T* é igual a zero. Ou seja,
R A N Y e )
Portanto, h ¢ integral sobre I. O

Proposicao 2.3. O fecho integral de P(I) = @[”T" de A[T) é @FT” .

neN neN

Demonstracdo. O fecho integral de P(I) em A[T] é um subanel graduado P(I) = @, .y JnT"
de A[T) (ver [6, p.321]). Entdo, ¢é suficiente mostrar que J, = I".

Seja h € J,, entdao hT™ é integral sobre P(I). Pela Proposicao , segue que h € I". Logo,
J, C 1.

Reciprocamente, se h € I", entdao h¥ 4+ b h* 1 + ... + b, =0, com b, € I". Dali,

(RT™)* + by T (RT™)* - - + 0T = 0 com b, T™ € "1™

Assim, hT™ € 73( . Como AT™ é homogéneo de grau n em P(I), h € J,. Logo, I" C J, e
portanto, 73 @["T” O

neN

Corolario 2.4. Seja I um ideal de A, temos:
(i) T é um ideal de A.
(ii) (I)" C In.

(iii) T=1.

Demonstracdo. (i) Se a € A e h € I, existe uma relacdo de dependéncia inteira de h sobre I,
dizemos

RE 4+ a bt 4 a, =0,

onde a; € I*.

Assim,
(ah)* + arja(ah)f =t + - +apa® = a*(h* + a ;A" + -+ ap) = a0 =0,

Como I' é um ideal de A, segue que a*a; € I' e, portanto ah € 1.
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Sejam g, h € I. Como P(I) é um subanel de A[T], temos que (g + h)T = gT + hT € P(I).
Logo, usando a Proposicao g+ h € 1. Portanto, I é um ideal.

(ii) Se h € (I)", podemos escrever h = ZhilhiZ---hin com h;, € I, para todo j €
i=1
{1,...,n}. Logo,
hi, T € P(I) = 11"
neN
Como hy;T" é um elemento homogéneo de grau 1 de P([), entao h;,T € IT, para todo

j€{l,....n}. Assim,
hishi, - hi T" = ha T b T € IT---1T C ToT™

LOgO7 hi1 ]’LZ’2 - h
pois o item (i) garante que I™ é um ideal de A. Portanto, (I)* C I".
(iii) Seja h € I, entdo hT € P(I). Notemos que

€ I, pois h; hy, - --h;, T™ é um elemento homogéneo. Segue que h € I,

in

PI) =PI c P11 =P(I).

A inclusdo é vélida, pois (I)" C I".
Dai, temos que P(I) C P(I) = P(I). Logo, hT € P(I) e, consequentemente, h € I.

Concluimos que I C I. A inclusao I C T é trivial. Portanto, temos que I = 1.

Em [26] as seguintes equivaléncias sao provadas.

Proposicao 2.5. Suponhamos que I seja um ideal em O,,. Entao, as sequintes afirmacgoes sao

equivalentes:

1. hel

2. (Condigao de crescimento) Para cada escolha de geradores (g;) de I existe uma vizinhanga

U de 0 e uma constante C > 0 tal que ||h(2)|| < C'sup; ||g9:(2)|| para todo z € U.
3. ( Critério Valuativo) Para cada ¢ : (C,0) — (C",0), hop € O19*(1).
4. Fxiste um modulo fiel L finito tal que h -1 C I - L, onde um modulo € fiel quando seu

aniquilador € o ideal nulo.

2.2 Poliedro de Newton

Um dos principais objetivos deste trabalho é apresentar condicoes sob as quais podemos
descrever I. O conceito essencial que utilizaremos para este fim é o poliedro de Newton, que

definiremos a seguir.
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Definigao 2.6. Seja P um subconjunto de Z7 . Definimos o poliedro de Newton de P como

sendo o fecho convexo em R’} do conjunto

U {k+v:keP}

'L)G]R’jr

Em outras palavras, o poliedro de Newton de P é o menor conjunto convexo que contém

U {k+v: k € P}. Denotamos o poliedro de Newton de P por I' (P), ou simplesmente, I'.

veRY

Exemplo 2.7. Considere P = {(3,0),(1,1),(0,4)} € Z2. O poliedro de Newton I';(P) é a
parte ilimitada em R?, a partir dos segmentos de reta que ligam (0,4) a (1,1) e (1,1) a (3,0),

como mostra a Figura [2.1}

1 3
Figura 2.1: Poliedro de Newton de P = {(3,0),(1,1),(0,4)}.

Sejam F}r, ..., I C R% poliedros de Newton, definimos a soma de Minkowski de F}r, N

CcOo1mo

F_li_+"'+rp :{k1+...+]gp;ki6Fi,i:17...’p}.

Se I'y é um poliedro de Newton e r > 0, definimos rI'y = {rk : k € ', }. Notemos que T

¢ igual a soma de Minkowski 'y +--- 4+ I'y, onde I'y é repetido r vezes.
Definigao 2.8. Sejam I'y € R’} um poliedro de Newton e v € R;. Definimos
(v, Ty) =min{(k,v) : kel } e A(v,I'y)={k el (kv)=I1vTL)}

Um subconjunto A C I'y é chamado de face de I'y quando existe algum v € R} tal que

A = A(v,T'}). Denotamos por I' a uniao das faces compactas de I';.

Se A é uma face compacta de I'y, denotamos por C'(A) o cone sobre A, ou seja, o fecho da

uniao de todos os semi-raios que emanam da origem em R” e passam por um ponto de A.
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Figura 2.2: Face de I'}.

Lema 2.9. Seja I'y € RY um poliedro de Newton. Entdo
I'y ={z eR} : (z,v) > (v,T'}), para todo v € R} }
Demonstragdao. Se x € I'y, entao (x,v) > l(v,I'y), para todo v € R, logo,
z € {z eR} : (z,v) >I(v,T}), para todo v € R" }.

Por outro lado, se x € {x € R} : (z,v) > l(v,I'}), para todo v € R} } temos que (x,v) >
l(v,I'y), para todo v € R%}. Como I(v,I'y) = min{(k,v) : k € I'}}, existe y € I'y tal que
l(v,T}) = (y,v). Dai, (x,v) > (y,v) ou equivalentemente

101+ F XU, 2 Y1+ YU,
(x1 —y)vr+ -+ (Tn —Yn)v > 0

onde x = (z1,...,2n), ¥ = W1,---,¥n) € v = (v1,...,v,). Como v;,y; € R, temos que
x; —y; > 0 para algum ¢ € {1,...,n}. Ouseja, x; > y;, para algum i € {1,...,n}. Isso garante
que x € I'y, poisy € I';.

Portanto, I'y = {z € R} : (x,v) > l(v,I'}), para todo v € R} }. O

Agora, considerando o anel de germes de funcgoes analiticas O,,, definiremos o poliedro de

Newton de g € O,,.

Definicao 2.10. Sejam g € O,, e g = Zakxk a expansao de Taylor de g. O suporte de

k
g é definido por supp(g) = {k € Z : ai # 0}. Definimos o poliedro de Newton de g por
I, (supp(g)) e o denotamos por I'; (g). Logo, I'; (g) é o fecho convexo do conjunto {k+wv : k €

supp(g),v € R} }.

Exemplo 2.11. Seja g € O, definida por g(z,y) = 2%y® + zy® + 2%y* + 2y, temos que

Supp(Q) = {(27 3)7 (17 3)7 (27 2>’ (47 1)}
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O poliedro de Newton de g é a parte ilimitada do R%r a partir dos segmentos de reta que
ligam os pontos (3,1) a (2,2) e (2,2) a (4,1), como mostra a Figura

3 .

2 .

1 .
1 2 4

Figura 2.3: Poliedro de Newton de g(x,y) = 2%y + zy® + 2%y* + 2y,

Se v € R?, também definimos I(v, g) = [(v,T'4(g)) e A(v,g) = A(v,T+(g)). Se g =, apa”
¢ a expansao de Taylor de g e v € R, denotamos por p,(g) o polinémio dado pela soma dos

termos de g tal que os expoentes estao no conjunto A(v, g), ou seja,

polg) = > apt. (2.3)

keA(v.g)

Caso g = 0, definimos supp(g) =T'+(g) = @, l(v,g) = 0 e p,(g) = 0, para todo v € R’}.

Defini¢ao 2.12. Seja S C O,,. Definimos o suporte de S, que serd denotado por supp(S),
como a uniao dos suportes dos elementos de S, ou seja, supp(S) = Uges supp(g). Assim, o

poliedro de Newton de S é dado como I'y(S) = 'y (supp(S)), isto é, ' (S) é o fecho convexo
da Uges [ (g).

A seguir, apresentaremos alguns exemplos dos conceitos acima apresentados.

Exemplo 2.13. Sejam f, g € Oy definidas por f(z,y) = vy +5y*> — Tz e g(z,y) = 8vy + 7y* +
V/3z. Notemos que I'y (f) = I'y(g), assim, podemos perceber que o Poliedro de Newton de um

polinémio nao depende dos seu coeficientes.
Considere h(z,y) = 23 f(z,y) = 'y + 5a3y? — T2*. Observemos que T'; (h) C T, (f).

Na verdade se considerarmos I o ideal gerado por f, entdao para qualquer g € I, I';(g) C
I (f). Como I' () é o fecho convexo de J,c; '+ (g), segue que I'(I) = I'.(f).
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1 4
Figura 2.4: Poliedros ', (f) =T'.(g) e T'L(h).

O exemplo acima é um caso particular do proximo resultado.

Proposicao 2.14. Se I C O,, € um ideal e S € um sistema de geradores de I, entao '\ (I) =

T, (S).

Demonstragio. Como O, ¢ noetheriano e I é finitamente gerado, digamos S = {g1,...,¢.}. E
ébvio que I'y (S) € I'y(I). Mostraremos que I'y (1) C I',(9).

Seja v € I'y(I) = I'y(supp(l)). Como supp(I) = U, supp(g), existe g € I tal que
v € I'y(g). Observemos que g = Y ., pigi, onde p; € O,. Logo, I';(g) C I';(S), e portanto,
v el (5). Concluimos que I'y (1) =T, (5). O

Agora, definiremos funcao de ordem e valoracao em um anel A e assim, apresentaremos uma

valoracao em O,, que sera necessaria na demonstracao do proximo resultado.

Definigao 2.15. Sejam A um anel e g : A — Z U {oco} uma aplicagdo. Dizemos que p é uma

funcao de ordem quando satisfaz as seguintes condigoes:

(i) pz+y) = inf{u(z), u(y)}:
(i) pzy) = p(z) + ply);
(ili) p(0) =00 e u(1) =0.
Quando vale a igualdade u(xy) = p(z) + p(y), para todo z,y € A, chamamos u de valoragao.

Exemplo 2.16. Seja f(z) = Y apz® € O,. Considere aplicacio v : O, — Z U {oo} definida

por
v(f) = min{®(k) : k € supp(f)}

onde ®(k) = ®(ky, ..., ky) =k + -+ k, e v(0) = 0.
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Notemos que v(1) = 0 e v satisfaz as seguintes propriedades

v(f+g9) = min{®(k): k€ supp(f +g)}

min{®(k) : k € supp(f) U supp(g)}

min{min{®(k) : k € supp(f)}, min{®(k) : k € supp(g)}}
min{v(f),v(g)}

Vv

v(fg) = min{®(k): k € supp(fg)}

= min{®(k) : k € supp(f) + supp(g)}

= min{®(k) : k € supp(f)} + min{P(k) : k € supp(g)}
v

= u(f) +v(9)

Portanto, v é uma valoracao.

Um ideal de K[zy, ..., z,]| que é gerado por monomios é chamado de ideal monomial. Con-
sideremos I = (g1, ..., gr) um ideal monomial de O,, com g¢; = 7" ---a%n i ={1,...,k}. Os

proximos resultados sao a respeito do fecho integral desses ideais.

Teorema 2.17. [27] Seja I um ideal monomial em O,. Se h € I, entio todos os monémios

que aparecem na expressio de h sdo representados em R™ por pontos situados em T' (1), ou
seja, I'y (h) C T (1).

Demonstracio. Sejam h = > apz* € Teb = (by,...,b,) € supp(h). Seja A uma face de 'y (I).
Assim, existem 71, ...,7,, 1 € R tais que A = {(ky,...,k,) € T () : mks + -+ + Yukn = 0}
Consideremos N = ~v1b1 + - - - + Y,b,. Mostraremos que N > 1.

Seja ¢ uma curva analitica definida por p(t) = (¢, ..., c,t™), temos que

hopt) = (apz™(cr,...,cn)+ +ayz®(ci,...,co))t" + Z gm(c1y ... cp)t™

m#N
_ (o35} (o' (2751 fo' N m
= (ajci™ - a4+ E Gm(C1y ..o cp)t
m#N
Observemos que p(ci,...,¢,) = ajcyt---c®m + oo+ auci™ -+ c®n ¢ um polindmio em
) ) 711 n g1 n

C1,y ..., Cp. Entdo, existem dy, ..., d, € R tais que p(dy, ..., d,) # 0.
Dessa forma, consideremos ¢ : (C,0) — (C",0) dado por ¢ (t) = (dit™,...,d,t"). Consi-

derando v a valoracao definida no Exemplo [2.16] temos que
v(zb o)) = Aby 4 -+ Ay = N > min{®(k) : k € supp(h o)} = v(h o).

Notemos que v(h o)) > v(g o)), para todo g € I. Com efeito, como h € I, pelo item (2)
do Teorema segue que how € Y*(I)O;. Ou seja, hoy = fi(p1oh)+ -+ f.(p- o), onde
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p1s---,pr €1 e fi,. .. fr € Op. Assim,

v(h o) >min {v(fi(pio))}

I
>

v
A/@\A/—\
> I .
O
E

v
c

v
c

onde p; € I =(g1,...,9r).

Observemos que para um gerador g;(x) = 24 - - - z*» de I tal que (ky,...,k,) € A, temos

N:’Ylbl—i-+’}/1bn:U<LEbO¢)Zv(gzow):’ylkl—i—+”)/nkn27]

Isto é, b estd acima da face A, e portanto b € ', (I). O

(@)

Seja I um ideal de O,. Definimos a codimensao de I em O, como dimc=.

Proposicao 2.18. [27] Seja I um ideal monomial de codimensao finita em O,. Se o ponto

b= (by,...,b,) € T (I) representa o monomio x® = 2** ... 2" | entio 2 € I.
Demonstragdo. Suponhamos que h = x¥ = 24" .-zl ¢ T. Entdo existe uma curva analitica

¢ :(C,0) — (C",0) tal que

v(hoy) <uv(giow),Vi=1,... .k

. @ o
onde gy, ... ., gy sao geradores de I da forma g; =z, ..., z,/".

Considerando ¢;(t) = t% + ord(s;), onde ord(s;) sdo os termos de ordem superior a s;,

temos que

v(h o) =v(El ) = s1by + -+ + Subn,

ajl .

v(gjop) =v(ey" - p"") = s1a;1 + -+ + Spjn.

Agora, consideremos o hiperplano A; definido pela equagao sy2; + -+ + $,2, = 1;, cOmMoO

v(hoy) <v(gjop), entdao b = (by,...,b,) estd em um hiperplano situado abaixo do hiperplano
A; ao qual a; = (a1, ..., a;,) pertence.

Sabemos que I'y(I) é determinado por ay,...,a; e assim, o primeiro hiperplano A; que
intersecta I'y (I) deve conter algum a;, ou seja, A, = A; para algum j € {1,...,k}. Como

b € Nuthop) € Nu(hop) N A; = 0, temos que Ay(op) nao intersecta I'y (I). Logo, b ¢ I, (I), o que

¢ um absurdo. ]

Teorema 2.19. [27] Se I € um ideal monomial em O, entio I = ({z*: k € T(I)}).
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Ajn

Demonstragdo. Seja I um ideal monomial de O,, gerado por gy, ..., g, onde g; = x7"", ... 20",

para j = 1,..., k. Considere

ED)= |J {k+v:veRi}
kesupp(I)
Como (I'y () \ E(I)) NZ™ ¢ finito, podemos tomar {f1, ..., s} = (I (1) \ E(I)) N Z".
Seja J o ideal de O,, gerado por {z®:s € {as,...,ax, b1,...,B4a}}, onde a; = (aj1,...,a;,)
representa o gerador g; de I. Mostraremos que J = 1.
Seja z® € J, temos que s € ', (I). Pela Proposigao , segue que z° € 1. Assim, J C 1.

Suponhamos que exista h € I\ J. Dessa forma, podemos escrever

h(x) = x™° Z Cpx™ M0

m=mg

com ¢, # 0. Como h ¢ J, 2™ nao é miltiplo de 2% ou de % para quaisquer j = 1,...,k
ei=1,...,d. Agora, considere 5; = (5;1,...,Bin) € mo = (Mo1, ..., Mon). Assim, para cada
j=1,...,kei=1,...,d, existem s,l € {1,...,n} tais que mos < a;s € mo < By.

Notemos que mg, < a;s implica em mgy, ¢ a; + R”. Como isso ocorre para qualquer j €
{1,...,k}, temos que mg ¢ E(I). Temos também que mqy < (; implica mg # ;. Observemos
que isso ocorre para qualquer i € {1,...,n} e my € Z", concluimos que my ¢ I';(I). Mas,
como h € I, entramos em contradiciio com o Teorema m

Portanto, I = ({z*: s € {a, ..., a5, Br,...,Ba}}) = ({a" 1 k e T (I)}). O

Seja I um ideal de O,,, denotamos por I° o ideal de O,, gerado pelos mondémios x* tais que
k €Ty (I). Observemos que, ' (I°) =T, (I)e I C I".

Coroldrio 2.20. I° ¢ integralmente fechado.

Demonstracao. Como I° é monomial, segue do Teorema que

D ={{a": kel (I"}) ={{z" kel (I)}) =I"

Utilizando I° e o Coroldrio m, provaremos o seguinte lema:
Lema 2.21. Seja I um ideal de O, entio 'y (I) =T (I).

Demonstragio. Considere I° = ({a* : k € T (I)}), segue do Corolério m que I C I0 = I°.

Dessa forma, temos que

IcIcI®e I (I)cT (I)CcT (I =T,(I).

Portanto, ' (I) = T',.(1). O
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Definigcao 2.22. Seja I um ideal em O,,, definimos o conjunto C'(I) como o fecho convexo em

R? do conjunto
U {m ™ e 7} .

Ou seja, C(I) é o poliedro de Newton do ideal K; gerado por todos os monomios pertencente

ao fecho integral de I.

O préximo resultado relaciona C(I) com o poliedro de Newton de I. Podemos encontrar

sua demonstracio em [23].

Proposicao 2.23. Se I ¢ um ideal em O,, entio C(I) C T ().

2.3 Ideais Newton nao-degenerados

Nessa secao apresentamos um dos conceitos centrais deste trabalho.

Sejam A um subconjunto compacto de R’} e g = Z arz® € O,. Definimos g4 como a soma

k
dos termos az® tal que k € A, isto é,

ga = Zakxk.

keA

Definimos g4 = 0 sempre que A N supp(g) = &, g € O,,.

Defini¢ao 2.24. Seja S = {g1, -+ , 9.} € O,. Dizemos que S é Newton nao-degenerado se,

para qualquer face compacta A de I'y(.S), temos
{reC":(g)alr) == (g)ale) =0} S{x € C" : 2y - -y = O}, (2.4)

onde x = (x1,...,2,).
Dizemos que o ideal I C O,, é Newton nao-degenerado quando I admite um sistema Newton

nao-degenerado de geradores.
Exemplo 2.25. Considere o ideal I = (f,g) = (2® + z¢°,y® + 2°y). O suporte de I é
supp (I) = {(8,0),(1,5),(0,8),(5,1)}.

Assim, o poliedro I'y (I) é dado pela parte ilimitada do R? a partir dos segmentos de reta
que ligam os pontos (0,8) a (1,5), (1,5) a (5,1) e (5,1) a (8,0).
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Figura 2.5: Poliedro de Newton de (z® 4+ zy°,y® + 2°y).

Sejam Ay = {(8,0)}, Ay = {(1,5)}, Az = {(5,1)}, Ay = {(0,8)}, A5, Ag e Az, onde Aj,
Ag e A7 sao segmentos de retas de (0,8) a (1,5), (1,5) a (5,1) e (5,1) a (8,0), respectivamente.

Notemos que, para toda face compacta A;

{fai(z,y) = ga,(z,y) = (0,0)} C {(2,y) € C*: zy = 0}.
Portanto, I é Newton nao-degenerado.

Proposigao 2.26. Se S, S’ C O, sdo dois sistemas geradores finitos do mesmo ideal I de O,,

entao S é Newton nao-degenerado se, e somente se, S’ é Newton nao-degenerado.

Demonstracao. Sejam S = {g1,---,9.} ¢ 8" = {g}, - ,g)} sistemas geradores de I. Se S ¢

Newton nao-degenerado entao
{z eC": (g1)alx)==(9)alx) =0} C{xecC" 2y - -2, =0}

para qualquer face compacta A C I'; (S). Como 'y (S) =T (1) e 't (1) =T'1(5), temos que
AcCT (9.
Notemos que g; = p;, g1 + -+ + pi, gr, onde p;; € O,. Além disso, podemos escrever p;, =

¢i; +Di;, onde p;; sao os termos dependentes e ¢;; determina o termo independente de p;,. Dessa

forma, (pi,05)a = (¢i,95)a + (i, 5)a € assim,

(g;)A = (]%’191 + e +P¢TQT)A
(phgl)A + -+ (pirgr)A
(civgi) o + (Pingr) o + -+ (ci,91) , + (Pingr) o

Observemos que

T T

V(S') = ﬂ ﬂ (ﬂ (ci39;) N V(ﬂm%))) = ﬂ (cijg;) ﬂ V(95)

7j=1 7j=1

onde V denota o conjunto algébrico (isto é, o conjunto fechado da topologia de Zariski).
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Isso garante que

{reC:(g)al@) =" =(g)alx) =0} C {zeC":(g)alr) =" =(g)alz) =0}
C {zeC":2y---2,=0}

¢ New a0- : i A V. i :
Portanto, S’ é Newton nao-degenerado. De maneira andloga, vale a reciproca
O

Definigao 2.27. Seja f € O,,. Dizemos que f é uma funcao Newton nao-degenerada se o ideal
I(f) de O,, gerado por

of of
xl_ DY x —
8ZE1 ’ T 8xn
¢ Newton nao-degenerado. Isto é, (xl g—xfl) AT (a:n%) A Dao se anulam simultaneamente em

C™ \ {0}, para qualquer face compacta A de I'y (I(f)).

Exemplo 2.28. Sejam f(x,y) =y*—2° € O, ¢

= (220 - ) - ().

O poliedro de Newton I'y (I(f)) é dado pela parte ilimitada a partir do segmento de reta
que liga (3,0) a (0,2).

3
Figura 2.6: Poliedro de Newton de I(f) = (2?3, y?).

Para a face A; formada pelo vértice (3,0), temos que

{(:v,y) eC: (SE%)A (z,y) = (y%)A (z,y) ZU} = {(0,y) e C*} C {(z,y) e C*: 2y = 0}.

Para a face A, formada pelo vértice (0, 2), segue que

{(x,y) eC?: (xg—i)A (x,y) = (y?—i)A (x,y) = 0} = {(ZE,O) € (C2} C {(x,y) eC?:qy= 0}.

E para a face Az formada pelo segmento de reta que liga os vértices (0,2) e (3,0), temos

{(x,y) cC?: (xg—j;)A (x,y) = (yg—g)A (x,y) —O} ={(0,0)} C {(z,y) € C*: 2y = 0}.
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Portanto, f é uma funcao Newton nao-degenerado.

Agora, consideremos o ideal I gerado por f e notemos que I'\ (1) = [';(I(f)). Como
(—1,i) € {(z,y) € C*: fay(w,y) = 0} e (=1,4) ¢ {(x,y) € C*: zy = 0}, segue que

{(z,y) € C*: fa,(2,y) = 0} L {(2,y) € C* : 2y = O},

Portanto, I = (y?> — 2) nao é Newton nao-degenerado.
Com isso, temos que f é uma fun¢do Newton nao-degenerada mas o ideal I = (f) nao é

Newton nao-degenerado.

Yoshinaga provou em [29] que uma funcao f é Newton nao-degenerada se, e somente se, o
fecho integral de I(f) é gerado pelos monomios x* tais que k € I'y(f). E generalizando este

resultado, Saia provou em [23], o seguinte resultado.

Teorema 2.29. [23] Seja I = (g1,...,9s) um ideal de codimensao finita em O,. Entao, I é

Newton ndo-degenerado se, e somente se, I'y(I) = C(I).

Teorema 2.30. Seja I um ideal em O,,. Entao, I € Newton nao-degenerado se, e somente se,
o fecho integral I = I°.

Demonstragao. Se I for Newton nao-degenerado, o Teorema garante que I' (I) = C(I).
Assim, I° = ({a* : k e T (I)}) = ({a* : k € C(I)}). Observemos que z* € I, pois k € C(I)
e I é um ideal. Dessa forma, temos que {z* : k € C(I)} C I, e assim, I° C I. Como I C I°
implica que I C I° = I°, concluimos que I = I°.

Por outro lado, se I = I°, entdao C(I) é o poliedro de Newton do ideal gerado todos os
mondmios pertencente ao 1°, ou seja, C(I) = T';(I°). Como o I'\ (I°) = ', (I), segue que
I, (1) = O(I). Portanto, pelo Teorema , I é Newton nao-degenerado. O

On
1
caso, a Newton nao degeneracao de I admite uma caracterizacao numérica, que foi apresentada

Além disso, considerando I um ideal de O,, de codimensao finita, isto é, dimc=2 < co. Nesse
por Bivia-Ausina, Fukui e Saia em [4]. Antes de enunciarmos este resultado, definiremos a

multiplicidade de um ideal.

Definicao 2.31. A multiplicidade de um ideal I de codimensao finita em O,, é definido como

|
e(l) = klg& % dim¢ %

Um referéncia para a definigao anterior é [19, p.109].
Proposigao 2.32. Sejam I C J ideais em O,,. Entdo, e(I) > e(J).

Demonstracao. Sejam I C J ideais em O,,. Temos que I¥ C J*, para todo k. Dessa forma,

. O, . O,
dim¢ Tk < dim¢ T
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para todo k. Segue que

n! O, n! O,
i Y dime 2 < lim 7 die 2
khm o dim¢ T S khm o dim¢ Th

Portanto, e(1) > e(J). O

A seguir enunciaremos um resultado do Teissier sobre a multiplicidade de ideais monomiais,
cuja demonstragao pode ser encontrada em [27, p.131], mas antes faremos a seguinte observagao.
Observacao 2.33. Observemos que se I ¢ um ideal de O,, gerado por mondémios ¢!, ..., g%, as

seguintes condicoes sao equivalentes:

(1) O complemento de E(I) = U {k+v:veR}} em R} tem volume finito.
kesupp(I)

(2) O espago vetorial % sobre C é de dimensao finita, sendo igual ao nimero de pontos com

coordenadas inteiras de R" \ E([).

Lema 2.34. [27] Se I € um ideal de O,, de codimensdo finita que é gerado por monémios, entao
e(I) =nlv(I), onde v(I) € o volume n-dimensional de R’y \ I'([).

Dados J C I ideais de O, entao J é considerado uma reducao de I quando existe algum
inteiro » > 0 tal que I"™** = JI".

Por [7, Lema 4.6.5] e pelo trabalho de Rees [20] temos que as nogoes de redugao, fechamento
integral e multiplicidade estdao intimamente relacionados. Assim, o proximo resultado é uma

caracterizagao das reducoes em O,

Teorema 2.35. Seja J C I um par de ideais de O, com I de codimensao finita. Entao, as

condigoes sequintes sao equivalentes:
(i) J € uma redugao de I;
(i) e(I) = e(J);
(iii) J = 1.
Teorema 2.36. [4] Seja I um ideal de codimensdo finita em O,. Entao, I é Newton ndo-

degenerado se, e somente se, e(I) = nlv(I). Caso I C O, nao for Newton nao-degenerado,

entdo I satisfaz o desigualdade estrita e(I) > nlv([).

Demonstragao. Seja I um ideal de codimensao finita em O,,. O Lema garante que e(I°) =
nlv(I%). Como 'y (I) =T, (I°), segue que e(I%) = nlv(I°) = nlv(I). Dal,

e(I) > e(I°) = nlv(I%) = nlv(I),
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pois I C I°. Observe que se I for Newton nao-degenerado, o Teorema m garante que [ = I°.
Pelo Teorema [2.35], segue que
e(I) =e(I) = e(I") = nlv(I),

pois I =1 =10 =10, O

No proximo capitulo apresentaremos extensoes destes resultados para submaédulos de OF.



CAPITULO 3

Modulos Newton nao-degenerados

No capitulo anterior, trabalhamos com ideais de O,. Para uma situacao mais geral, defi-
niremos o fecho integral M do médulo M C OF e apresentaremos uma classe de submédulos
Newton nao-degenerados de OF. Assim, caracterizaremos estes submdédulos dizendo que seu

fecho integral ¢é igual a uma soma direta de ideais monomiais fechados.

3.1 O fecho integral de modulos

Sejam ¢ : (C,0) — (C",0) uma aplicacao analitica e h = (hy,...,h,) € OP. Denotamos o
elemento (hy o, ..., h,o @) € O por ho .

Antes de continuarmos, apenas lembremos que OF ¢ um O,-mdédulo.

Definicao 3.1. Seja M C OF um submoédulo. Dizemos que h € OF é integral sobre M quando,

para qualquer caminho analitico ¢ : (C,0) — (C",0), temos que
hop e O1p" (M)

onde O1p*(M) denota o O1-submédulo de OF gerado por ¢*(M) ={mop:m e M}.
O conjunto de elementos h € OF que sao integrais sobre M é chamado de fecho integral de
M e denotado por M.

Proposigao 3.2. O fecho integral de M é um submddulo de OF.

Demonstragao. Sejam h' = (hi,... hl),h? = (hi, ..., h2) € M, temos que h' o ¢ € O19*(M)
e h? o € O1p*(M). Dessa forma,

k k
Wop=> fimop)ehPop=> gw' oy)
=1 =1

onde fi,gi €0 e mi,wi e M.

33
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Notemos que
(B =) o= (h'op)—(hPop) = film'op) =Y g(w op)=> (fim'—guw')og.
i=1 i=1 i=1
Como fim! — gsw' € M, segue que (h' — h?) o p € O1¢*(M) e, portanto, ht — h% € M.
Assim, (M, +) é um subgrupo de OF.
Agora, observemos que para todo F € O, e para todo h € M, Fh = (Fh, ... ,Fh,) e M.
De fato, como h € M, temos que h o ¢ € O,;0*(M), ou seja,

k
hop=>Y fi(m' op),
=1

onde f; € Oy em' € M.

Dessa forma,

(Fh)op = (Fhiog,...,Fhyop)=F(hiop,...,h,op)=F(hoy)
k k
= F) filmog) =3 fi(Fm'oyp)€ O’ (M),
i=1 i=1
pois Fm € M. Logo, Fh € M. Portanto, M é um submédulo de OP. O]

Se I for um ideal de O,,, entao o fecho integral de I, considerando I um submédulo de O,,,
coincide com a nocao usual de fecho integral de um ideal, como podemos ver pelo item 3 da

Proposicao [2.5]

Consideremos uma matriz A de tamanho p x ¢ com entradas em O,, e um inteiro positivo
r. I,(A) denotard o ideal de O,, gerado pelos menores de ordem r de A quando r < min{p, ¢}.
Se r > min{p, q}, entdao definimos I,.(A) = 0. A matriz transposta de A serd denotado por A’.
O posto de uma matriz A é r, quando A tem um menor de ordem r distinto de zero e todos os

menores de ordem r + 1 s@o nulos. Em outras palavras, o posto de A é o maior inteiro r tal

que I,.(A) # 0.

Sejam M um submddulo do médulo livre OF e u!, ... u® um sistema de geradores de M,
onde u’ = (ut, ... ,u;)), i=1,...,s. Podemos identificar M com a matriz
1 s
U1 .. U1
M=|:
1 s
p P/ pxs

De fato, para todo f = (fi,..., f,) € M, existem gy, ...,gs € O, tais que f =ulg; +--- +

s .

u’gs. Isto é,
1

fi up ... u

T Rkw

g1

1 s
Ip Uy oo Up 9p
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O ideal I,.(M) de O,, é o ideal obtido a partir da matriz M.
Se h = (h1,...,h,) € OF, escrevemos (M, h) para denotar a matriz de tamanho p x (s +1)

formado pela justaposigdo de M e a coluna (hy -+ h,)".
u% ceoud
(M, h) =
1 DY s
Up Uy px(s+1)

Se k' for outro elemento de OF | entdo a matriz (M, h, h’) é definida analogamente.

O préximo lema é uma generalizacao da regra de Cramer e sera tutil para estabelecermos

uma conexao entre M e I.(M).

Lema 3.3. [9] Sejam M C O um submddulo e h € OF. Suponhamos I,.1((M,h)) =0 e que
nenhum elemento de 1,.(M) é um divisor de zero em O,,. Entdo, I,(M)-h C M - I,((M,h)).

Demonstracao. Seja A uma submatriz r X r de M obtida pela eliminagao de p—r linhas e s —r
colunas. Consideremos h4 a r-upla obtida pela eliminacao dos elementos de h correspondente
as linhas retirada de M para obtermos A.

Assim, o sistema linear A -z = ( det A) - hy, pela regra de Cramer, tem como solucao a

seguinte r-upla de elementos de I,.(ha, AO})
r=(z1,...,2,) = (det [Ay, hal, -+ ,det [As, ha])

onde [A;, ha] é a matriz obtida pela substitui¢ao da j-ésima coluna de A por hg.
Agora, consideremos B a submatriz p x r de M obtida pela eliminagao das s — r colunas

de M para obter a matriz A. Definimos

g1 hy 1
g=\|:|=detA-| : | =B. | :
9p hy, Lr

Afirmamos que g = 0. Suponhamos, por absurdo, que g; # 0 para algum i. Consideremos
g uma r-upla obtida de g eliminando os mesmos elementos que nos deram h4 mas mantendo o
i-ésimo termo e B, a submatriz de B obtida pela eliminacao das linhas correspondentes.

Como I,41((M,h)) = 0, temos que det(By,h) = (£g;) - det A = 0. Mas, det A nao é
divisor de zero. Logo, g; = 0. Absurdo! Portanto, g =0 e (det A) - h = B - z. Dessa forma,
concluimos que I, (M) -h C M - I.((M, h)). O

Para o proximo teorema utilizaremos os seguintes resultados, dos quais suas demonstracoes

sao encontradas em [19] e [11, p.102].
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Lema 3.4. [19] Seja (A, m) um anel local. Entao, para M um A-mddulo finito e N C M um
submodulo, temos
(N +m"M) = N.

n>0
Lema 3.5. [19] (Lema de Artin-Rees) Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finito,
N C M um submaodulo e I um ideal de A. Entdo, existe um inteiro positivo ¢ tal que, para
todo n > c, temos

I"MNON=I"¢(I°MNN).

Lema 3.6. [11] (Lema de Nakayama) Seja A um anel comutativo com um elemento de identi-
dade 1, e seja M um ideal em A com a propriedade de que 1+x € invertivel em A para qualquer
x € M. Além disso, seja M um A-mddulo e seja Ni,Ny A-submddulos com Ny finitamente
gerado. Se Ny C Ny + MA, entdo N; C Ns.

Lema 3.7. Suponha que M é um submddulo livre de OF. Entao, I,(O1¢*(M)) = O190*(1.(M)).

Demonstragdo. Suponhamos que {u',...,u°} é o sistema de geradores de M, onde uw/ =
S

(u],. .. ,ul) € OF, j=1,...,s. Paratodom’ € M, temos m' = Zg}uj, onde g} € O,,.

j=1
Se h € O1p*(M) C OF, podemos escrever

k
ho= ) F(m'og)

i=1
k s

= ZE'(ZWW)
i=1 j=1

= F (igjujogp> 44 Fy (ig;ujogo>

=1 j=1

= ZFl(g;uj o)+ -+ ZFk(g;u] o p)
j=1

j=1
S

= ) (Fgud)op+ -+ (Fg')oyp)

j=1 j=1
= Z(Flg; o) op)+- 4 Z(FkQ;SO)(U] ° )
j=1 j=1
k k
(S (S e
i=1 i=1

onde F; € O;. Dessa forma, {ul °op,...,u’o go} ¢ um sistema de geradores de O1¢*(M) e

assim, identificamos O1p* (M) pela seguinte matriz
ujop ... ujop

1 s
up090 upoga
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Consideremos o conjunto H dos menores r x r da matriz acima. Como H C ¢*(I.(M)) e
I,(O1¢*(M)) é o ideal gerado por H, segue que I.(O19*(M)) C ¢*(I,(M)). Logo, I.(O19*(M)) C
O1¢*(1.(M)). Por outro lado, ¢*(1.(M)) C L.(O1¢*(M)) e, portanto, O1p*(1,(M)) C 1,(O1p*(M)),
pois [,.(O1¢*(M)) é um ideal de O;.

[

Dada um fibrado vetorial E, denotamos por £(FE) as secoes do fibrado vetorial E.

Teorema 3.8. [9] Sejam M C OF um submddulo e h € OF. Entao as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
(1) he M.

(2) I,(M,h) C I.(M), onde r é o maior inteiro tal que I.(M,h) # 0.

(3) Para cada escolha de geradores u',... u® de M, existe uma vizinhanga U de 0 em C™ e

uma constante C' > 0 tal que, para todo ¢ € &(Hom(CP,C)), temos

o(2) - h(z)| < Csupl(z) - u'(2)], para todo z € U.

Demonstracao. (1) = (2) Seja ¢ : (C,0) — (C™,0) uma aplicagao analitica, temos que ¢*(h) C
(M), pois h € T. Com isso, 1,(Oy(¢* (1), ¢*(M))) = L(Or*(M)).

Notemos que
019" (I (M,h)) = L(01p" (M, h)))
= L(O:(¢" (M), ¢"(h)))
= L (01p"(M))
= O019"(1,(M))

Pela Proposicao[2.5] temos que T,(M) = T,(M, ) e, portanto, I, (M, k) C T,(M, h) = I,(M).

(2) = (1) Seja ¢ : (C,0) — (C™,0) uma aplicagao analitica, entdo temos dois casos:
(i) ¢(t) esta num aberto de C", onde o posto de (h, M) é r, para t # 0;
(i) Tm(g) € V(,(M.1).

No caso (i), se o posto de (M, h) é r, entdao (M, h) possui uma submatriz A de ordem r com
detA # 0. Como I.(M,h) é o ideal de OF gerado pelos menores de ordem r de (M, h), temos
que ((det A) C o*(1.(M,h)).

Como I.(M) C I.(M,h), temos que ¢*(I.(M)) C ¢*(I.(M,h)). Por hipétese, I.(M,h) C
T, segue que ¢*(1(M)) = ¢*(I,(M, ).
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Assim, o Lema [3.3] garante que

L(e"(M)) - (hop) C @"(M) - L(¢" (M), h o).
Pelo Lema [3.7 temos que

@ (L (M)) - " (h) € O1¢"(M) - O1™(1,(M, h)).

Como ¢*(I.(M)) = ¢*(I,(M,h)), segue que p*(h) C O19*(M), ou seja, hop € Op*(M).

SO*
Concluimos que h € M.

Facamos agora o caso (i7). Suponhamos que h o ¢ ¢ ¢*(M), ou seja, p*(M) C ¢*((M, h)).

Entao, pelo Lema [3.4] existe ng tal que para todo k > nyg
O1¢*((M.1)) # O1p*(M)(mod m7Oy)
Caso contrério, pelo Lema de Artin-Rees [3.5] existe ng tal que, para ng + 1 > ny,

m, OV N " (M, h)0; = mPT "m0 N (M, h)O;) (3.1)
= my(mPO!N*(M,h)Oy) (3.2)
Como ¢*((M.h))0O; = ¢*(M)O;(mod m[*TO), temos que
O1" (M, h) — 019" (M) m} O,
m?0+101 N ONO*(M, h)
= ml(m?oolljmgp*(Ma h’)ol)v por 31

-
C

Em particular, O19*(M,h) — O19*(M) C my(m™O7). Segue que
010" (M, h) C my(m°Of) + 01" (M).

Pelo Lema de Nakayama temos que O1p* (M, h) C O1¢*(M),0 que é uma contradigao.

Agora, trunque ¢ até o nivel k para k > ng e e altere ¢ adicionando termos de ordem
superior de m¥™ para obter ¢; de modo que ¢;(t) nao esteja em V(I,((M,h))) para t # 0.
Entao,

019t (M) = Oy¢* (M) mod mFO?

O197 (M, h) = O19* (M, h) mod m]fOf

Pelo caso (i), temos que @i (M, h) = ¢ij(M)ei(h) C ¢i(M). e portanto, i (M, h) = pi(M).
Logo, O10*(M) = O10*(M, h) mod mF¥O? | o que é uma contradi¢do. Concluimos que ¢*(h)
©*(M), isto é, h o € Oyp*(M). Portanto, h € M.
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(1) = (3) Notemos que um conjunto de geradores {u’} de M nos d4 um conjunto de

geradores {d;} de I,(M). Escolhemos uma vizinhanga U, ¢ > 0 de 0 tal que

lg(2)[| < esup [[di(2)]], ¥z € U (3.3)

se, e somente se, g € I,.(M).
Suponhamos que h € M. Pelo Lema , para cada d; gerador de I,.(M), temos

d;h = Zukaik, com a;, € I,(M,h) C I.(M).

k=1

Dessa forma,

[l (2) - h(2)]| =

Agora, consideremos z € U — V(I,(M)) e ||d;(2)|| = sup; ||d;(2)]|. Entao,

S

> Fp(z) - u(2)

k=1 7

< 2'”@’“ le(z) - ()

lp(z) - h(I =

< s <cs1;p llp(2) - WZ)H)
= Cswllpls) @I ()

onde C' = sc > 0.

Como todas as fungoes sao continuas em U e (x) vale um aberto denso em U, entao é vélida
em todo o aberto U.

(3) = (1)

Seja S, uma submatriz de ordem r x (r — 1) de M. Para cada h = (hy,...,h,) € O, h,
sera obtida pela a exclusao das mesmas linhas de h, que foram excluidas de M para obter S,.

Definimos ¢ € £(Hom(C?, C)) da seguinte forma
o(h) = det(Sy, hy),

onde (S, hy,) denota a matriz r X r cuja a tltima coluna é h, e o resto é a matriz S,.

Por hipétese, temos

l-n(2)ll < CSupllw(Z)-ui(Z)ll
I det(Sp, he)(2)] - < C'sup | det(S,, Sa)(Z)IISCSgpIIdi(Z)II
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onde {d;} é o conjunto de geradores de I,(M) e det(S,, h,) é um gerador arbitrario de I, (M, h).
Pelo item (2) do Teorema 2.5, I,(M,h) C I,(M). Portanto, h € M.

]

Coroldrio 3.9. Sejam M C OP um submddulo tal que I,(M)#0 e hy,...,h, € M. Entdo

I(M,hy, ... hy) CL(M,hy,..., 0y C--- CL(M,hy) C--- CI,(M).

Demonstracao. A prova segue quando consideramos a formulacao do fecho integral dado no

item (2) do Teorema . Ou seja, temos que [,(M, hy, ... h,) C L,(M, hy,..., h—1). Como

I(Mhy, ... ,hy—y) = L,(M,hy, ... hy_g) = -+ = [,(M), segue o resultado. O

3.2 Mddulos Newton nao-degenerados

Considere a projecao p; : OF — O,, dada por p;(hy,...,h,) = h;, i =1,...,p. Se M é um
submddulo de OF | definimos M; como o ideal de O,, gerado por {p;(m) : m € M}.
Se {u!,...,u*} é um sistema gerador de M, entdo M; é gerado pelas i componentes de

ul, ... u®. Para M C OP, definimos o Poliedro de Newton de M como
Lo(M) =Ty (M) + -+ + T (M,).
Denotamos por M? como o ideal de O, gerado pelos monomios z* tal que k € I'y(M;),
1=1,...,p.
Lema 3.10. Sejam M C OP e {u',... u*} um sistema gerador de M. Entdo
M C Mf@-“@M]? ={(h1,--- ,hy) € OF : supp(h;) C T (M;), para todoi=1,...,p}

Demonstracao. Se h = (hy,...,h,) € M, entdo h; € M;, para todo i = 1,...,p, pela Defini¢ao
3.1 e pelo item (3) da Proposicio[2.5, No entanto, pelo Lemal2.21], T' (M;) = ' (M;). Portanto,
concluimos que supp(h;) C I'y (M;), para todoi =1,...,p. ]

O objetivo é caracterizar os submédulos M C OF satisfazendo a relacao M= M{)@- . '@Mz?'
Para tanto utilizaremos o conceito de médulo Newton nao-degenerado e para definir tal

conceito precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.11. Seja S = {g1,...,9.} € O,. Entdao S é Newton nao-degenerado se, e somente se,

para todo v € R% \ {0}, a sequinte inclusio é mantida.

{reC:p)(g)(x) = =p)(g.)(x) =0} C{x € C": 2y -z, = 0}
onde

ps(gi) = {pv(gi)7 ¢ Z<U’ gi) - min{l(vv gl)v R Z(U, 97")}

0, caso contrdrio

para todo i =1,...,r.
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Demonstragao. Pela definicao de I', (5), se v € R, entao

(v, T4(9)) = min{l(v,q1),...,l(v,g.)}

Entao, se A = A(v,T'(S)), temos p>(g:) = pu(g:) = (gi)a, para todo i = 1,...,7. Logo, S é
Newton nao-degenerado. Por outro lado, mostrar a ida é equivalente a mostrar que S é Newton

nao-degenerado apenas se
[2€C": (g)ale) = -+ = (g)alz) = 0} C {z € C" s 2y -+, = 0}

vale para qualquer face de I'; (S) ndo necessariamente compacta.

Se S é Newton nao-degenerado e A é qualquer face de 'y (S), entao o ideal gerado por
{(g1)a,---,(9:)a} é Newton nao-degenerado. Por [23], o fecho integral de {(g1)a,-..,(g-)a} é
um ideal monomial. Assim, a inclusao da pagina [27] vale para a face A. n

O lema acima é a motivacao para as seguintes definigoes.

Sejam M C OF e w',...,u® um sistema de geradores de M. Suponhamos que u’ =
(ui,...,u}), para todos i = 1,...,s. Se v € R}, definimos mY := min{l(v,uj),..., (v, u)},
j=1,...,pe

v

Moo pe(uh),  se l(v,ub) =m}
pv (’U/j> T O o
) caso contrario.

para todoi=1,...,s ¢ j=1,...,p, onde p,(u}) ¢ dado pela igualdade (2.3)) da pédgina .

Denotamos por p(v, M) a matriz dada por
po'(ug) o pyt(uf)
o (up) Py ()
Lembremos que o posto de p(v, M) é o maior inteiro r tal que I,.(p(v, M)) # 0.

Definigao 3.12. Sejam M C OP um submédulo e {u!, ..., u*} um sistema de geradores de M,
onde s > p. Dizemos que {u',... , u*} é um sistema de geradores Newton ndo-degenerado se e

somente se, para cada v € R \ {0},
{r € C": posto(p(v, M)(z)) <p} C{zreC": 2y - -z, =0} (3.4)

Dizemos que um submédulo M C OF é Newton nao-degenerado quando M admite um sistema

de geradores Newton nao-degenerado.

Observemos que se {u',...,u*} e {v! ... v'} sdao dois sistemas geradores do submédulo
M C OF, entao {u',...,u*} é Newton nao-degenerado se e apenas se {v',... v’} é Newton

nao-degenerado.
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Proposicao 3.13. Seja M C OF um submddulo tal que I,(M) # 0. Entdo M é Newton
nao-degenerado se, e somente se, I,(M) for Newton nado-degenerado e I' i (I,(M)) =T (M).

2

Demonstragao. Sejam {u',u?, ..., u*} C OP um sistema de geradores de M. Vamos identificar

M com a matriz de ordem p x s definida por {u!,u?,... u®}, isto é
S
Seja S = {g1,.-.,9-} C O, uma familia de menores maximais de M. Observemos que

l(v,g;) =2 m{+---+my, para todo v € R},i=1,...,r. De fato, vejamos que

(v, T+(M)) = min{(k,v) : kel (M)}
= min{(k; + -+ kp,v) : k; € ' (M;)}
= min{(ki,v) + -+ (ky,v) t by € T (M)}
= min{(ki,v) : ks € T (My)} + - + min{(ky,v) : k, € I (M,)}
= U, T (M) + e L0, T (M)
— w4 m

A dltima igualdade segue do fato que (v, Ty (M;) = min{l(v,ui),...,l(v,uf)} = m?. Dali,
l(v,gi) = mi +---+m, pois g; € [ (M). Sev € R},v # 0, e M é Newton nao-degenerado,

entao

{xr € C": posto(p(v, M)(z)) <p} C{zreC": 2y - -z, =0}

Logo, nem todos os menores de p(v, M) sao identicamente zeros. Seja h o menor de ordem

p formado pelas colunas iy, ...,4, de p(v, M), onde 1 < i3 < ... < i, < s. Suponhamos que
h #0,
pl(ut) o pyt(uy)
h = : f
Pt (uy) o Py ()
Se g ¢ menor de M formado pelas colunas iy, ..., ¢, de M, observamos que

l(v,g) :l(U,h):m11’+..._|_mv

p*

Como h # 0, pelo menos um pé”(u;]) # 0, onde 7y < i; <4, e 1 < j < p. Isso acontece
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)

quando l(v,u?) = m} pois p)’ (u;) = pv(uj-j) = (uj?')A. Logo,

l(v,h) = min{{k,v) : kel (h) CT (M)}
= (k,v)
= (ki + - 4 kip,v), by € Ty (uf) e iy € Afv,u)
= <l;?7;1,1)> + -+ <]%ip7 U)
= l(v,ugl)—i----le(v,uZ")

l(”n‘]) = mm{(k’,v) ke F+(g)}
= <klvv>
= (ki 4+ +E,v)
= (k,v) + -+ (k,,v) tal que (kj,v) = min{l(k,uj),... I[(k,u5)} =m?

— w4 ml
Logo, I(v,g) = m{ + - +my = l(v, h) e portanto, p,(9) = (9)Aw.g) = h = p3(g), pois
Av,g) ={k €T(g) : (k,v) =1(v,9)} ={k € I'i(g) : (k,v) = (v, h)}.

Assim, obtemos a relacao

min{l(v,g1),...,l(v,g,)} =m] +---+my, para todo v € R’ (3.5)
e como consequéncia, temos

{z€C":pi(g)(2) =+ =p(g)(x) =0} = {x€C":posto(p(v, M)(x)) < p}
C {zeC":2y---2,=0}

para todo v € R"} \ {0}.
Desse modo, I,(M) é Newton nao-degenerado, pelo Lema [3.11]
Pelo Lema [2.9] temos que

CL(L(M)) = {k € RY : (ko) > U, T (L,(M))}.

Como (v, 'y (I,(M))) = min{l(v, 1), ..., l(v,9,)} = m] + -+ m) = (v, (M)) segue
que T (I,(M)) = T (M).

Agora, provaremos a reciproca. Seja G = {u',... ,u*} C OF um sistema de geradores de
M. Como antes, identificamos M com a matriz definida por G. Considere g o menor de ordem
p de M e suponhamos que g é igual ao determinante da submatriz de M formada tomando as

colunas iy, ...,4,, onde 1 <4; < --- <1, < 5. Seja h o determinante da submatriz de p(v, M)
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formada pelas colunas iy, ..., 4,. A igualdade '\ ({,(M)) = I'; (M) implica que a relacao é
verdadeira para todo v € R}.

Entao, p5(g) # 0 se, e somente se, h # 0. Nesse caso, temos que p3(g) = p,(g) = ga, onde
A= A(v,I';(g)). Portanto,

{z € C" : posto(p(v, M)(z)) <p} = {zeC":p)(g)(x)="--=p;(g)(z) =0}
C {ze€C":2y -2, =0}

onde a ultima inclusdo segue da suposicao de que I,(M) é Newton nio-degenerado. O

Teorema 3.14. Seja M C OF um submodulo de OF de modo que I,(M) # 0. Entio M ¢é

Newton nao-degenerado se, e somente se,
M=Me oM.

Demonstragdo. Suponhamos que M seja Newton nao-degenerado e {u', ..., u*} seja um sistema
gerador de M.
Seja h = (hy,...,hy,) € MY & --- & M

p’

isto é, h € OF tal que supp(h;) C I'y(M;), para

todoi=1,...,p. Em particular,

(v, h) = (v, T (hy))

U(v, T4 (supp(hi))

min{(k,v) : k € I'; (supp(h;))}
min{(k,v) : k € ' (M;)}

= (v, T+ (M)

= min{l(v,u),..., l(v,u$)}

) Y

v

_ v
= my

para todo v € R} etodoi=1,...,p.
Seja f o determinante da matriz quadrada B de tamanho p cujas primeiras p — 1 colunas

sao as primeiras p — 1 colunas de M e cuja tultima coluna é formada pelas componentes de h.

U% Ce Ulf_l hl
B=1]":
1 1
u, ub™ hy
Entao,
12 -1
f= Z 6(0)%(1)%(2) ‘ "Ui(p_l)hcr(p)v
o€Sp
onde €(o) = 1 se o for par, €(0) = —1 se o for impar e S, é o grupo de todas as permutagoes

do conjunto {1,2,...,p}.
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Notemos que
-1
Z(Uau}fu)ui(z)"'“g(p_nho(p)) = l(”au}fu)) +oe +Z(U’“a(p ) T Uvs how))

> my 4 ml,

para todo o € S, e v € RY}.

Entao, (v, f) > m{ +---+m). O mesmo argumento mostra que [(v, f') > m{ +--- +my,
para qualquer menor f’ de ordem p da matriz (M, h) e todo v € R’}. Portanto, pelo Lema ,
L' (I,(M,h)) C T' (M). Pela Proposigao [3.13, I,(M) é Newton nao-degenerado e I'; (M) =
L (L, (M)).

Dessa forma, se f € I,(M, h), temos que supp(f) C T'y(I,(M,h)) C Ty (M
Pelo Teoremabm7 Ty (I,(M)) = C(I,(M)). Como I,(M) é
k € supp(f), segue que f € I,(M). Portanto, I,(M, h) C I,(M).

O Teorema garante que h € M e, portanto, MY @ --- @ Mz? C M. Pelo Lema m,
MCM@- - M;)). Assim, concluimos que M = MY @ --- @ M;?.

= I (I,(M)).

um ideal e 2% € I,(M), para todo

Agora, suponhamos que M = MY @ --- & Mg. Seja v € R \ {0} e, para cadai=1,...,p,

considere um monomio z% tal que (v, q;) = m; e ¢; € ['1(M;). Por hipétese, os elementos

(51 = (37‘“,0,...,0)
5 = (0,2%2,0,...,0)

o, = (0,...,0,a%)

pertencem a M. Pelo Corolério E, temos [,(M,61,...,06,) C I,(M). Entao, det(d,...,0,) =
>

xPg® .. .g% € [,(M), mas isso implica que [(v, 2% 2% ... z%) min{l(v,g1),...,0(v,9,)},

onde {gi,...,g,} ¢ o sistema de geradores de I,(M). Portanto, temos que
m11} + .. _|_mz = <’U7q1> + ... <U7Qp> = l('U,LEq1$Q2 o .x%)
Z min{l(vvgl)a"'al(’l)?gT)}

v

Assim, (v, T (I,(M)) = min{l(v, g1),...,l(v,g:)} = m{ + - +m) = l(v,M). Pelo Lema
, temos que 'y (I,(M)) = I';(M). Entéo, se k € Z7 é um vértice de I'y (1,(M)), existe

algum w; € U (M;),i=1,...,p, tal que

kE=w +-+wp
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Entao, por hipétese, os elementos de OF da forma

91 = (a:wl,O,...,O)
6, = (0,2%,...,0)

0, = (0,0,....,2"*)e M

Pelo Corolario m, I,(M,0y,...,0,) CI,(M). Dai, 2F = %122 ... 2% € [,(M). Portanto,
provamos que cada vértice de I'y (I,(M)) pertence ao fecho de I,(M).

Note que z* € I,(M) se, e somente se, k € C(I,(M)). Segue que I' (I,(M)) C C(I,(M)).
Pela Proposicao m, I, (I,(M)) = C(I,(M)). Concluimos que I,(M) é Newton nao-degenerado,

pelo Teorema|2.29, Portanto, pela Proposi¢ao|3.13} temos que M é Newton nao-degenerado. [

Embora a definicao de submddulo Newton nao-degenerado M C OP requer que a inclusao
(3-4)) seja satisfeita para qualquer vetor v € R’ \ {0}, podemos reduzir esta defini¢do com uma
colecao finita de condigoes, como veremos no préximo lema.

Se A é uma face de I'; (M), entdo A admite uma dnica decomposicdo A = Ay + -+ + A,
onde A; é uma face de I'y (M;), para todo i = 1,...,p. Assim, definimos Ma como a matriz

%

obtida pela substituicao das entradas uz de M por (uj)A‘, paratodoi=1,...,sej=1,...,p.
J

Lema 3.15. Seja M C OF um submddulo tal que I,(M) # 0. O submddulo M é Newton

ndo-degenerado se, e somente se, para qualquer face compacta A C T' (M), temos
{r € C": posto(Ma(x)) <p} C{zeC": 2y - -z, =0} (3.6)

Demonstragao. SejaI'y =T (M), se A éuma facedeI'y e A = A(v,T'}), onde v € R}, v # 0.
Entao, observemos que p(v, M) = Ma. De fato, se I(v,u}) = m}, temos que A(v,u}) = Ay,
onde A; é uma face de 'y (M;). Dessa forma, p)’ (u}) = (u’)a,. Caso contrério, se I(v, u) # m?,
entao supp(ul) N A; = @. Logo, (u})a, = 0 = p)/(u}). Com o mesmo raciocinio, temos que
p(U, MA) = MA.

Portanto, M é newton nao-degenerado se, e somente se,
{r € C": posto(Ma(z)) <p} C{zxeC":2y - 2, =0}

para qualquer face A de I'y (M).

Seja A uma face arbitraria de 'y e suponhamos que a inclusao [3.6 vale para qualquer face
compacta de I';. Entao, o submédulo de OF definido por Ma é Newton nao-degenerado. Pela
Proposicao , I,(Ma) é Newton nao-degenerado. Pelo Lema [3.11] temos

{zeC" i pi(g)(@) = =p(g:)(2) =0} S{z €C" 12y -+, = 0}

para qualquer face, onde S ¢ o sistema de geradores de I,(Ma). Segue da Proposicao que
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{x € C": posto(Ma(z)) <p} = {xe€C":pS(g)(x)="---=p>(g,)(x) =0}
C {zeC":2y -2, =0}

Como p(v, MA) = Ma = p(v, M), segue que M é Newton nao-degenerado.
[

Pela Definicao|3.12 sabemos que, se M é um submodulo Newton nao-degenerado, entao M;
¢ Newton nao-degenerado, para todo ¢ = 1,...,p. O exemplo a seguir mostra que o inverso ¢é

falso.

Exemplo 3.16. Considere os polinémios f, g € Oy dados por f(x,y) = 2* +zy+v*, g(x,y) =

22 + 15, Seja M C O3 gerado pelas colunas da matriz

aof of
9 g '

0 0
M, = <xa—£ ya—£> = (4 + oy 4y’ ay) = (1, fo)

Vamos verificar que os ideais

dg Jyg 2 £ 5 2 5
My = { 222 499N = (222 5y5) = -
2 <xax’y3y> < T ,oy > <.ZU Y > <gl)92>
sao Newton nao-degenerados e I' . (M) = 'y (I3(M)). Primeiramente, consideremos o ideal Mj.

O poliedro de Newton I'y (M;) é descrito como na figura abaixo.

Figura 3.1: Poliedro de Newton de M; = (42 + xy, 4y* + zy).

Consideremos as faces compactas A; e Ay definidas pelos segmentos reta de (4,0) a (1,1)

e (1,1) a (0,4), respectivamente. Temos que

{(x,y) eC*: (fl)A1(xvy) = (fz)A1(1’7y) - (070)}

{(z,y) € C* : da* + 2y = 2y = 0}
{(z,y) € C* : xy = 0}.

N

{(z,9) € C*+ (fi)as(2,9) = (fo)an(z,9) = (0,00} = {(z,y) € C*: zy = 4y" + 2y = 0}

C {(z,y) € C*: 2y =0}.
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Logo, M; é Newton nao-degenerado.

Agora, consideremos o ideal M,. Temos o seguinte poliedro de Newton.

2

Figura 3.2: Poliedro de Newton de My = (2%, y°).

Considere a face compacta A dada pelo segmento de reta que liga o ponto (2,0) ao ponto

(5,0). Segue que
{(z,y) € C*: (g)a(z,y) = (92)a(z,y) = (0,0)} = {(z,y) € C*: 2® = y* = 0} C {(2,y) € C*: xy = 0},

Portanto, Ms é Newton nao-degenerado.
Como I'y (M) =T, (M;) + 'y (Ms), temos que I', (M) é dado da seguinte forma

OF-+
TR
1 3 6

Figura 3.3: Poliedro de Newton de I'; (M).

No entanto, I,(M) = (82% + 223y, 20y° + 52y, 2021y + 5xy°) = (hy, ha, h3) nao é New-
ton nao-degenerado. De fato, temos que supp(I2(M)) = supp(hy) U supp(hs) U supp(hs) =
{(6,0),(3,1),(0,9),(1,6),(4,5)}, isto é, I'y(I5(M)) = I'y(M). Dessa forma, considere a face
compacta A definida pelo segmento de reta que liga (6,0) a (3, 1), temos que

{(h)a(z,y) = (ho)alz,y) = (ha)alz,y) = (0,0)} = {(z,y) € C*:82° + 22y = 0}
¢ {(z,y) € C*:xy = 0}.

Ou seja, Ir(M) nao é Newton nao-degenerado. Portanto, M também nao é Newton nao-

degenerado, pela Proposigao [3.13]
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Exemplo 3.17. Seja M C O% um submédulo gerado pelas colunas da matriz
zt + Ty z? y4
M = <x8+y8 22 2 )

Consideremos os ideais M; = (z* + zy, 2%, y*) e My = (2® + ¥, 2%y%, 2®). Temos os seguintes

poliedros de Newton.

Figura 3.4: Poliedros de Newton de M, = (z* + 2y, 2%, y*) e My = (2% + o8, 2%y, 28) .

Assim, o poliedro de Newton I'; (M) é dado da seguinte forma

12

3 12
Figura 3.5: Poliedro de Newton de I'; (M).

Consideremos o ideal Iy(M) = (21?2 — 225 212 — y12 — 28yt + 2%, —2'2 — 2ty® + 239 + 2893) =
(h1, ha, h). Observemos que 'y (Io(M)) =Ty (M).

Agora, vamos verificar se I(M) é Newton nao-degenerado. Consideremos as faces compac-
tas Ay e Ay definidas pelos segmentos reta de (12,0) a (3,3) e (3,3) a (0, 12), respectivamente.

Temos que

{(z,y) € C*: (h)a,(2,y) = (ho)a, (2,y) = (ha)a,(2,y) = (0,0)}
{(z,y) e C*: a2 =22 + 2% = -2 + 2% +2%* =0} C {(z,y) € C*: 2y =0}.

{(z,9) € C*: (h)ay (2, 9) = (ha)a, (2, y) = (h3)a,(z,y) = (0,0)} =
{(z,y) € C*: —2*y’ = — = 2+ 2%° =0} C {(a,9) € C*: 2y =0}
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Logo, I5(M) é Newton nao-degenerado. Assim, pela Proposigao [3.13] M é Newton nao-

degenerado.

Observagao 3.18. A defini¢ao de fecho integral para submédulos M C OF pode ser escrita
analogamente para submodulos de AP, onde A, denota o anel local de germes analiticos reais
f:(R,,0) = (R,0) (ver [9]). Além disso, uma versao do Teorema (3.8 para submédulos de AP
também existe (ver [9]) e o poliedro de Newton de um ideal I C A,, é definido analogamente.
Consequentemente, a Definicao [3.12, Proposicao e Teorema podem ser estendidos
para submddulos M C AP.



CAPITULO 4

Multiplicidades e submodulos Newton
nao-degenerados

Neste capitulo, aplicaremos os conceitos e resultados estudados anteriormente para descrever
alguns elementos algébricos de suma importancia, cuja definicao pode ser num certo sentido
bastante complicada, como por exemplo, a multiplicidade de Buchsbaum-Rim. Ressaltamos que
na proxima se¢ao nosso objetivo geral é caracterizar a classe de submoédulos M C OF de modo
que o fecho integral de M e a multiplicidade de Buchsbaum-Rim sao computados utilizando

alguns objetos algébricos que serao expressos em termos determinados ideais relacionados a M.

4.1 Multiplicidade de Buchsbaum-Rim e multiplicidades mis-
tas de ideais

Seja M C OF um O,,-submddulo de co-comprimento finito. Como M herda uma estrutura
natural de espaco vetorial sobre C, o co-comprimento de M sera considerado o comprimento
como C-espaco vetorial do quociente (19»_? Denotaremos por [(OP /M) o co-comprimento de M,
isto é, [(OF /M) = dimc 9.

Seja S(OF) a O,-élgebra simétrica gerada por OF, a qual podemos escrever da seguinte
maneira: se ty,...,t, sdo indeterminadas, entao S(OF) = O,[t1,...,t,]. Se h = (hy,...,h,) €
OP | definimos o elemento

Entao, temos um morfismo injetivo de O,,-médulos
w:O0F — S(OP).
Se M C OF for um submdédulo, denotamos por S(M) o ideal de S(OP) gerado por
{w(h) : h € M}.

51
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Notemos que S(M) é uma subdlgebra graduada de S(OP). O submédulo gerado pelos po-

linémios homogéneos de ordem r de S(OF) serd denotado por S(OF), e denotamos
S(M), :=S(M)nSOF),,r > 0.

Suponhamos que {(O? /M) < co. Entao, I(S(O?),/S(M),) < oo, Vr = 0 (ver [8, p.209]).
Utilizando os elementos acima podemos enunciar o seguinte teorema, demonstrado em [<g,
p. 14].

Teorema 4.1. Seja M C OF um submodulo de co-comprimento finito. Consideremos a fun¢ao
H(r) =1(S(0F),./S(M),),r = 0. Entao, existe uma fun¢ao polinomial P(r) em r com coefici-

entes racionais e grau n+p — 1 tal que H(r) = P(r), para todo r > 0.

Nas condigoes do Teorema acima, se a,4,—1 € Q denota o coeficiente de 7"™P~! na expressao

de P(r), apresentamos o seguinte definigao.

Definicao 4.2. A Multiplicidade de Buchsbaum-Rim de M é definida da seguinte forma
e(M)=n+p—1Dlapyp.

Buchsbaum e Rim provaram em [§, p.214] que se M # OF entao e(M) > 0.

Se I for um ideal de O,, de co-comprimento finito, entao a multiplicidade de Buchsbaum-
Rim de I, com I sendo considerando como um submoédulo de O,, é igual a multiplicidade de
Samuel de I, que apresentamos no Capitulo 2 ( Definigao .

A multiplicidade de Buchsbaum-Rim conecta-se com o fecho integral de médulos através do

seguinte resultado, cuja demonstragao podemos encontrar em [13].

Teorema 4.3. Sejam N C M submddulos de OF de co-comprimento finito. Entdo, e(N) >
e(M). Além disso, e(N) = e(M) se, e somente se, N = M.

Seja M C OF um submédulo de co-comprimento finito, entao qualquer sistema gerador de
M tem pelo menos n + p — 1 elementos (ver [8, p. 213]). Assim, o submédulo M C OF de
co-comprimento finito é chamado de submaodulo de parametros quando M admite um sistema
de geradores formado por n+ p — 1 elementos. A matriz de tamanho p X (n+p — 1) construida
a partir de tal sistema de geradores é chamada de matriz de parametros. Dessa forma, o
proximo resultado garante que quando M é um submodulo de parametros, sua multiplicidade

de Buchsbaum-Rim ¢é o co-comprimento do ideal de menores maximais de M.
Teorema 4.4. [§] Seja M C OF um submddulo de parametros. Entao,
e(M) = (O} /M) = [(On/1,(M)).

Dados J C I ideais de O,,, o Teorema [2.35| garante que J é reducao de I se, e somente se,

I = J. Esse fato é a motivacao para a seguinte definicao.
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Definicao 4.5. Sejam N, M submddulos de OF de modo que N C M. Dizemos que N é uma
reducdo de M quando N = M.

Uma referéncia para a defini¢ao anterior é [22, p. 436]. O préximo resultado afirma que as

reducoes existem genericamente.

Teorema 4.6. [22, p. 441]. Seja M C OF um submddulo de co-comprimento finito. Entdo,
existe um submodulo de parametros N C M tal que N € uma reducao de M. Além disso, se
{ul, ... u®} é um sistema gerador de M, entio N pode ser gerado por n + p — 1 elementos

expressos como combinacoes C-lineares de u', ..., u®.

A partir dos Teoremas , e temos que e(M) é igual ao minimo dos co-comprimentos
[(O?/N) dos submddulos de parametros N C M obtidos como combinagoes C-lineares de
determinado sistema gerador de M.

A seguir, apresentaremos uma férmula para calcular e(M), no caso em que M = [} &

@ I,, onde I,..., 1, sao ideais de O,, de co-comprimento finito. Para tanto, utilizaremos as
multiplicidades mistas de Iy, ..., I, que definiremos no que segue.
Observamos que, se I1,.. ., I, sao ideais de O,, de co-comprimento finito e definimos

szl@@[pj

entdo a subdlgebra graduada S(M) de S(OF) ¢ igual a dlgebra de Rees multigraduada de
L, ... 1, isto é,
S(M) = O,[Lity,. .., It

Vamos considerar a funcao B : NP — N dada por
B(ry,...,m) =00,/ IT" -+ L7),

para todo (r1,...r,) € N?. Foi provado por Bhattacharya [I] para p = 2 e por Teissier e Risler

[25], p.302] o caso geral que existe um polinomio Q(ry,...,r,) de grau total n com coeficientes
racionais tais que B(r1,...,71p) = Q(r1,...,rp), para todo rq,...,r, > 0. Suponhamos que o
termo homogeéneo de grau n de Q(rq,...,r,) seja escrito
§ i1 i
ailr-wiprl e rpp‘
11+ +ip=n
i1 yeeeyip =0

Assim, temos a seguinte definicao.
Definicao 4.7. As multiplicidades mistas dos ideais I3, ..., I, sao definidas pelos niimeros
eil,_.,@ (Il, . ,Ip) = 21' s ip!ai17,.,7ip,

onde (i1,...,4,) E NP ety +---+1i, =n.
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De acordo com [25, p.303], o ntimero e;, . ;,(I1,...,1,) é igual ao co-comprimento do ideal
de parametros gerado por G U --- U G, onde G é o conjunto formado por ¢; combinagoes
C-lineares genéricas de um dado sistema gerador de I;,57 =1,...,p.

Na sequéncia apresentaremos dois resultados sobre multiplicidades mistas que usaremos a
fim de calcular a multiplicidade de Buchsbaum-Rim de um submoédulo Newton nao-degenerado

M C OF. As demonstracoes destes resultados podem ser encontradas em [21].

Teorema 4.8. Sejam I, ..., 1, ideais de O, de co-comprimento finito. Entao,

n! , ,
6([;1];p> = Z .—.leil,...,ip(-[h'"7Ip)r’il ...’T‘;p,

|
i1+~~-+ip:nzl' celpe
i1 ey >0
para todo (ry,...,r,) € NP.
Quando p = n e iy = ... = i, = 1, denotamos a multiplicidade e;, . ;, (I1,...,1,) por
6([1, o 7]n)
Corolario 4.9. Sejam I, ..., 1, ideais de O, de co-comprimento finito. Entao,
nle(ly,....L)= Y (-1 1¥ -e(H Jj)
BC{1,...,n} jEB
B#2
onde |B| denota o nimero de elementos de B C {1,...,n}.
Corolario 4.10. Sejam Iy, ..., 1, ideais de O, de co-comprimento finito. Entao,

€iriy(Ity oo 1) =€ i (I, 1)
para todo (iy,...,1,) € NP tal que iy + - -+ + i, = n.

Demonstragao. Dada uma p-upla (iy,...,4,) € NP tal que i; + --- 4+ 4, = n, entdo o nimero
Cirrip(L1, .-, 1p) éigual ae(Jy, ..., Jy), onde Jy, ..., J, é uma sequéncia de ideais formada por
11 copias de Iy, iy copias de Iy, e assim, por diante. Portanto, o resultado segue do Corolério
e a versao de Teorema [4.3] para ideais. O

Como dito anteriormente, a seguir, apresentaremos uma férmula para calcular e(M), no
casoem que M =1, ®---@® [, onde I, ..., I, sao ideais de O,, de co-comprimento finito. Para

tanto utilizaremos o seguinte Lema, cuja prova deve ser encontrada em [28, p.221].
Lema 4.11. Para r,n,p € N,

K :{(il,...,ip)Zi1+"'+ip:n,i1,...,ip€N}
R =/ r

(7“1,-", p):Tl,...,’r‘p€N7T1—|—...+Tp:,r}'
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Entao

ip n+p—1

€i1,..i (]1,...,]p)r§1...7«p r
reelp - . = €ir,..., Z(Il,,])—f—
XR:ZK: SRRRREM (n—|—p—1)!; Lyeesslp P

Ip-

A seguir, apresentamos um dos principais resultados desta secao.

Teorema 4.12. Sejam Iy,...,1, ideais de O, de co-comprimento finito e M um submddulo

de OF dado por M =1, © --- @ I,. Entao, M também tem co-comprimento finito e

e(M)=" > eyl 1) (4.1)

i ttip=n
i1,...,0p>0

Demonstracao. A élgebra graduada

S(M) =@ S(M), C S(O7)

r=>0
¢ igual a algebra de Rees multigraduada O, [l t1, ..., I,t,]. Portanto, podemos reescrever
H(r) =U(S(OR)/S(M),) = > UOL - I7).
rit++rp=n
71500, Tp 20
Seja () um polinomio em ry, ..., 7, de grau total n tal que

Qry,...,mp) = WO/ I -+ 7)),

para todo 7q,...,7r, > 0.

Podemos supor que a igualdade acima vale para todo (ry,...,7,) € NP uma vez que essa
suposigao nao afeta o valor de e(M). O termo homogéneo de grau n de Q(r1,...,r,) pode ser
escrito como

i i
E Qiy,nipT1 " Ty
i1+-+ip=n
i150nyip =0
Como e, (I, ..., 1p) = i1l ---iyla;, . i, segue que
eil,.A.,ip(Ily ceey ]p) i i
- - 7’1 cee P'
Z il il P
. . 1- Zp.
i1 tip=n
11500050 20

Portanto, podemos escrever

Hr) = Y. Q(r,....m)

rit-Frp=r
71,...,7p=0

eilrwip (Il? C 7Ip) i1 ip
= PRI ey g, ry)
r14edrp=n ridefrp=r L P
71,...,7p=0 71,...,7p=0
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onde ¢(ry,...,r,) denota um polindémio em ry, ..., r, de grau total menor que n com coeficientes

racionais.

Aplicando o Lema a expressao anterior pode ser simplificada

T.ner*l
H(r)= —— €; ...ir[7"'7I +h7’,
() (n+p—1)!.1+;_ Tyeeny (1 p) ()
i1+-+ip=n
11,5000y ip >0

onde h(r) é um polinémio em r de grau menor que n + p — 1 com coeficientes racionais.

Pela definicao da Multiplicidade de Buchsbaum-Rim, temos

G(M) = Z eil,...,ir<117 cee 7IP>7

i ttip=n
11,...,9p>0

como queriamos demonstrar. O

Para o enunciado e demonstracao do Teorema seguimos [3]. O Teorema também
foi mostrado por Kirby e Rees em [10], p.444] considerando uma notacao diferente e uma abor-

dagem baseada na nogao de reducdo conjunta de um conjunto de ideais (ver [21]).

Indicamos na prova do Lema m que M C My @® - @ Mp para qualquer submédulo
M C OF. No corolario a seguir, vemos que o Teorema da uma caracterizagao numérica
dos submédulos M C OF de co-comprimento finito tal que M = M; @ --- @ M,. Porém,

primeiramente apresentamos a seguinte definicao.

Definicao 4.13. Sejam M C OF um submoddulo de co-comprimento finito e os ideais Mj, . .., M,

onde também tém co-comprimento finito. Definimos

SM) = Y ey (M, M),

i1+ Fip=n
i1 ,enyip>0

Corolario 4.14. Seja M C OF um submddulo de co-comprimento finito. Entdao e(M) > 6(M)

e a igualdade € vdlida se, e somente se M = M; @ --- @ Wp.
Demonstragao. Da relagao M C M, @ --- @ M, temos
e(M) > e(My @ --- @ M) = 5(M),

onde a tultima igualdade segue do Teorema . Se supormos que M = M; @ --- ® ﬁp, entao,
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pelo Teorema e Coroldrio |4.10} obtemos as igualdades

e(M) = e(M)

Se assumirmos que e(M) = §(M), entao concluimos que e(M) = e(M; & --- & M,), pelo
Teorema [4.12, Portanto, os submédulos M e M; @ - -- ® M, tem o mesmo fecho integral, pelo
Teorema . Assim, pela Definicao temos a relagio M1 @ ---® M, =M, & --- O M,. O

Exemplo 4.15. Considere o submédulo M de O3 gerado pelos colunas da matriz

M = 23 2 5 2 :
Y 5 +y 7y

Como M é um submédulo de parametro, pelo Teoremald.4 temos e(M) = 1(Oy/12(M)) = 27.
Além disso, considerando a definigao de 6(M ) e o Coroldrio , temos 0(M) = L(—e(M;) —
G(Mg) + G(MlMQ)) = 27.

Portanto, embora M nao seja Newton nao-degenerado, obtemos a relacao M = M; @ M,
do Coroléario 414

4.2 Multiplicidade de Buchsbaum-Rim e submddulos Newton
nao-degenerados

Nessa secao, vamos caracterizar os submoédulos Newton nao-degenerado de OF através de
sua multiplicidade de Buchsbaum—Rim e(M). Além disso, apresentaremos um método eficaz
para o calculo de e(M) utilizando volumes de poliedros de Newton anexados a M.

Se K é um conjunto limitado em R"™, denotamos por V,,(K) o volume n-dimensional de K.
Se I'y C R é um poliedro de Newton que intersecta cada eixo coordenado, também denotamos

o nimero V,,(R% \ I'}) simplesmente por V,,(I'}).



58 Capitulo 4. Multiplicidades e submddulos Newton nao-degenerados
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Figura 4.1: Complementar dos Poliedros de Newton limitado e ilimitado, respectivamente.

A Figura ilustra perfeitamente o porque precisamos que I'y C R’ intersecte todos os

eixos coordenados para que possamos calcular V,, (T, ).

Proposicao 4.16. Seja M C OF um submddulo Newton nao-degenerado de co-comprimento
finito. Entdo, e(M) < nlV,(I'y.(M)).

Demonstracao. Pelo Teorema podemos considerar uma reducao N C M de M gerado por
p+n — 1 combinagoes lineares de um sistema gerador de M. Entao, pelos Teoremas [£.3] e [1.4],

e(M) é igual ao co-comprimento de I,(N) em O,. Isto é,

e(M) = e(N) = [(On/I,(N)).

Como N é reducio de M entdo N = M, e isso implica que I,(M) = I,(N), pelo item (2)
do Teorema [3.8, Além disso, a inclusao N C M implica que I,(N) C I,(M). Entao, o ideal
I,(N) é redugao de I,(M) e tém a mesma multiplicidade.

Pelo Teorema [2.36, segue que e(l,(N)) > 1(O,/1,(N)) e pela Proposicao [3.13 I,(M) é
Newton nao-degenerado e I'; (1,,(M)) = I'; (M). Logo, o Teorema garante que e([,(M)) =
!V, (L (1,(M))). Dessa forma, temos

e(M) = [(On/1,(N)) < e(Ip(N)) = e(I,(M)) = n!V, (T (I,(M))) = n!V,,(I' (M)).
O

Observacao 4.17. De forma analoga ao visto na Observacao [2.33], temos que se M tem co-

comprimento finito, entao I'; (M) intersecta todos os eixos coordenados.
No exemplo a seguir veremos que, se M C OF é um submddulo Newton nao-degenerado de

co-comprimento finito, entao o volume n!V,(I';. (M)) pode ser diferente de e(M).

Exemplo 4.18. Considere o submédulo M C O2 gerado pelas colunas da matriz

oy ot oyt
M = (xz v oy 2
Como M é submédulo de parametros, temos e(M) = [(Oy/15(M)) = 25. Agora, mostrare-

mos que M é Newton nao-degenerado. De fato, considere I5(M) o ideal gerado pelos menores

de ordem 2. Entao,
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L(M) = <xy6 — 2,8 4 a3y — a2yt — P, b — y9>

2, 4

0, 2%y — 2*y*, 2% — ) = (g1, 92, g3) -

= (zy’ —=
Temos que o suporte de Io(M) é
supp(I2(M)) = {(1,6),(6,0), (3,1),(2,4),(0,9)}.

Assim, o poliedro de Newton de I(M) é a parte ilimitada do Ri a partir dos segmentos de
reta que ligam os pontos (0,9) a (1,6), (1,6) a (3,1) e (3,1) a (6,0).

9

63
ap-ty
123 6

Consideremos as faces compactas Ay, A, e Az dadas pelos segmentos citados anteriormente,
respectivamente. Temos que
{(z,9) €C* 2y’ = —y’ = 0}
C {(z,y) €eC*: 2y =0}

{(gl)Al(x7y) = (gQ)Al (Z‘,y) = (93)A1 (:Evy) = O}
{(91) 2, (7,9) = (92) 2, (%,9) = (g3) . (w,9) = 0} = {(z,9) € C*: 2y’ = 2’y = 0}
C {(z,y) €C®: 2y =0}

{(z,y) € C* : 2° = 2y = 0}
C {(z,y) € C*:zy =0}

{(91)a5(7,y) = (92) a5 (7, y) = (93)as (7, y) = 0}

Logo, Io(M) é Newton nao-degenerado. Agora, considere
M, = <x4 + xy,x4,y4> = <xy,x4,y4> e My = <x2 + y5,y5,x2> = <y5,x2>.
Como o supp(M;) = {(1,1),(4,0),(0,4)} e supp(My) = {(0,5),(2,0)}, temos que
supp(M) = {(1,6), (4,5), (6,0), (3,1), (2,4), (0,9)}.

Dessa forma, segue que I'y (M) = 'y (I3(M)). Pela Proposigao [3.13, M é Newton nao-
degenerado. Além disso, o nimero 2!V5(I'; (M)) é igual a 32.
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Observacgao 4.19. O Teorema [2.36| garante que para I C O, um ideal arbitrario de co-
comprimento finito, temos que e(I) > n!V, (I'1 (1)) e aigualdade e(1) = n!V, (I' (1)) caracteriza
I ser Newton nao-degenerado, onde o nimero V,,(I';(I)) é denotado por v(I).

A fim de estabelecer uma caracterizacao analoga para submaoddulos, definiremos um nimero
v(M), quando M é um submédulo de co-comprimento finito de OF. Como vimos no Exemplo

4.18, o niimero v(M) nao deve ser definido como n!V,,(I'(M)).

Sejam '}, -+ | I} poliedros de Newton em R’ intersectando cada eixo coordenado. Consi-

dere I(I'}) o ideal de O,, gerado pelos mondémios 2 tal que k € Ir',i=1,...,p.

Definigao 4.20. Os covolumes mistos de '}, ..., I} sdo definidos como a colegao de nimeros

1
/Uihm’ip(r_li_, Ce ,FI_J,'_) = Eeil’“"ip([(r_li_% Ce ,[(Fg_))

onde 4; + - +14, =N, i1,...,7, > 0.

Esses niimeros também podem ser introduzidos em uma linguagem puramente combinatéria

(ver [15], [14] para mais detalhes).

Sejam Iy, ..., I, ideais de O, de co-comprimento finito. Denotamos por v;, ., ({1,...,1p)
os covolumes mistos dos poliedros de Newton I'y (I1),...,T4(1,).

Antes de enunciarmos o proximo resultado, relembremos que se I é um ideal de O,,, o ideal
I(T4(I)) também é denotado por I°.

Lema 4.21. Sejam I1,...,1, C O, ideais Newton nao-degenerados de co-comprimente finito.
Entao,

61'17_._71‘17(]1, . a]p> = TL!’l}i17__.7Z‘p(Il, ey ]p),

para todo (iy,...,i,) € NP tal que iy + -+ +1i, = n.
Demonstrag¢ao. Como os ideais Iy, . . ., [, sao Newton nao-degenerados, o Teorema m garante
que I; = I, para todo j =1,...,p. Entdo,
Uil,...,ip([h e ajp) = Uil,...,ip(r+([1)7 S 7F+(Ip))
1
= Eeil,...,ip<[(r+([1))7 o 1T (1p)))

1
= meila---ﬂp(]?"""[]?)
1 _ _
= Eeu, ,Zp< 1. - 7[p>
1

A dltima igualdade segue do Corolario [4.10 [
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Definigao 4.22. Seja M um submdédulo de OP tal que I'y (M) intersecta cada eixo coordenado
de R™. Em particular, os poliedros de Newton {I'; (M;),i = 1,...,p} também intersectam cada

eixo coordenado. Portanto, definimos

i1y >0

Corolario 4.23. Seja M C OF um submddulo de co-comprimento finito. Entao,

e(M) > §(M) > nlo(M),

e igualdade e(M) = nlv(M) é vdlida se, somente se, M é um submddulo Newton ndao-degenerado.

Demonstragdo. A inequagao e(M) > §(M) segue do Coroldrio [4.14]
Seja M° = M? @ --- & M) e notemos que

M=M& oM =Ma& &M =M®e&- &M,

logo pelo Teorema (3.14] M° ¢ um submédulo Newton nao-degenerado de OF. Pelo Teorema

A12] temos que
e(M®) = > e (M. M)

que

e pelo Teorema [4.12] temos
S(M)=e(M; ® -+ @ M,).

Como M, ®---&® E C M?°, o Teorema garante a seguinte desigualdade
S(M) =e(M; @ -+ @ M,) > e(M°) =nlv(M).

Suponhamos que e(M) = nlv(M) é vélida. Entao, e(M) = e(M?), isto é, M é uma redugao
de M°. Logo, M = MO = M- - -@®M,). Pelo Teorema , M é Newton nao-degenerado. Por
outro lado, se M é Newton nao-degenerado, o Teorema m garante que M = MP°. Portanto,
e(M) =e(M) = e(M°) = nlv(M). O
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No corolério a seguir, resumimos as informacoes que obtivemos sobre submoédulos Newton

nao-degenerados de co-comprimento finito de OP.

Corolario 4.24. Seja M C O um submddulo de co-comprimento finito tal que I,(M) # 0.

Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes.

(1) M € um submddulo Newton nao-degenerado;

(2) I,(M) é um ideal Newton ndo-degenerado e I'(I,(M)) =T (M);
(3) M=M)& - & M;

(4) e(M) = nlo(M);

(5) e(I,(M)) = n!V, (I (M));

(6) M; é Newton nao-degenerado, para todo i =1,...,p, e e(M) = §(M).

Demonstragdo. As equivaléncias entre as condigoes (1), (2), (3) e (4) vém da Proposi¢ao [3.13]
Teorema e Corolario [4.23, Se assumimos (2), entao (5) é automaticamente satisfeita pela
caracterizacao numérica de ideais Newton nao-degenerado dada no Teorema [2.36]

Denotaremos o ideal I,,(M) por I. Se assumimos (5), temos
Vo (L (M) = e(l) = nlV, (T (1)) = nlV (I (M)
onde a tltima desigualdade é uma consequéncia da inclusao I'y (I) C ', (M). Entao, segue que
e(l) =nlV,(TL(1)).

Assim, o Teorema garante que / é um ideal Newton nao-degenerado e I'y (I) =T, (M). A
equivaléncia entre (1) e (6) segue imediatamente como consequéncia da definigdo de submddulo
Newton nao-degenerado, do Coroldrio e do Teorema O

Como vimos no Corolario , o nimero e(M) depende apenas dos poliedros de Newton
I (M), ,T'4+(M,) quando M é Newton nao-degenerado. No proximo resultado veremos
que, neste caso, é possivel calcular efetivamente a multiplicidade e(M) usando as informagoes
fornecidas por esses poliedros de Newton.

Antes de enunciar tal resultado, lembramos que, se g € O,, entao I(g) denota o ideal de

O,, gerado por
dg dg

Tl oo Ty
ox,” "0z,
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Corolario 4.25. Seja M C OF um submddulo Newton nao-degenerado de co-comprimento
finito tal que I,(M) # 0. Seja gy, .,
modo que k pertenga a 'y (My) + -+ r,I'1(M,), para um dado (11, ...,r,) € NP. Entdo

e(M)=nlo(M)= Y (Z(—l)”_jaj(il,...,ip)>,

, 0 polinomio obtido como a soma dos monomios aF de

i1+...+ip:n 7=1
11,5000y ip >0
onde
‘ ) 1 1 1
Oz(Zl,...,Zp) = A Z ( ) (p)l(on/](grh---ﬂ"p))v
n: . Tl rp
7'1+--~+Tp—]
0<r <4

para todo j =1,....n e para todo (iy,...,i,) € NP tal que iy +--- +1i, = n.

Demonstragao. Pelos Teoremas e podemos assumir que M = M; & - -- & M, onde M;
é integralmente fechado, i = 1, ..., p. Pelo Coroldrio [£.14] sabemos que

G(M) - Z eil,...,ip(M17 ey Mp)

i1+...+ip=n
i1,...,ip>0

Entao, podemos aplicar o Corolério para expressar cada multiplicidade mista e;, . ; (M,
.., M,) em termos de multiplicidades de ideais. Se fixamos (i1, ...,i,) € N? tal que i;+- - -+, =

n, temos

eihwip(Ml, . ,Mp) = €<J1, ey Jp),

onde a sequéncia de ideais Ji, ..., J, é dado por i; copias de My, is copias de M, e assim por
diante.
Entao, pelo Corolario 4.9] temos a relagao

eihn,,ip(Ml,...,Mp):i(—l)”_j( 3 (“)-..(Z)e(M{I..-M;p))

- -\
7j=1 ri+..+rp=jJ
0<r <y
Agora, vamos fixar (ry,...,r,) € NP. Como cada ideal M; é monomial parai=1,...,p, o

produto M{*--- M," também é um ideal monomial. Além disso, observamos que

DL (M - M) = T (My) + - + 1, T (M),

A funcdo g = ¢, », ¢ Newton nao-degenerada, por [2, Teorema 5.1]. Entdo, o ideal I(g)

7Tp

gerado por
99 dg

T, T
ox,,

é redugao de Mj*--- M,".
Portanto, a multiplicidade e(M7* - - M,") é igual ao co-comprimento de I(g) e o resultado

segue. O



CAPITULO 5

Outras nocoes de nao-degeneracao

Neste capitulo, vamos comparar a definicao de um submoédulo Newton nao-degenerado de
OP com a definigao de nao-degenerado estabelecida por Bivid-Ausina, Fukui e Saia em [4] para

matrizes e um poliedro de Newton fixo.

5.1 Filtracao de Newton

Inicialmente, apresentaremos a definicao de filtracao em um anel e construiremos uma fil-

tracao a partir de um poliedro de Newton, que chamaremos de Filtragao de Newton.

Defini¢ao 5.1. Seja A um anel. Uma filtragio em A é uma familia de ideais {I,}nen satis-
fazendo I,, O I,41, para todo n € N. Dizemos que a filtracao {I,}nen é multiplicativa em A

se:

(ii) InI, C Ipyin, para todo m,n € N.

Observacao 5.2. A definicao de filtracao e funcao de ordem, que apresentamos no Capitulo
2 (ver Definigao [2.15)), so equivalentes. De fato, dada uma fun¢ao de ordem i, consideremos
I, ={x € A: u(x) > n}, onde n € N. Notemos que

() Io=fr € A: () = 0} = 4;
(ii) I, ¢ ideal de A;

Logo, {I, }nen é uma filtracao em A.
Reciprocamente, dada uma filtracao {1, } ey em A, definimos a fungao p por p(z) = sup{n :

z € I,,}. Temos que

64



5.1. Filtracao de Newton 65

(i) p(0) = oo;
(i) pu(l) =sup{n:1€l,} =0;

(iii) p(z +y) = sup{n : v +y € I,} > inf{sup{n : = € L}sup{n : y € [,}} =
inf{p(x), n(y)};

(iv) p(zy) =sup{n:ay € I,} >sup{n:z € I,} +sup{n:y € I} = p(x) + u(y).

Assim, p é uma fungao de ordem. Portanto, podemos dizer que uma filtracao u sobre A é

uma funcao de ordem.

Consideremos um poliedro de Newton I'y (1) de um ideal I C O,, de codimensao finita. Na

sequéncia, denotaremos I' (1) simplesmente por I'.

Definicao 5.3. Dizemos que um vetor v € Rt \ {0} é um vetor primitivo para A(v,I'y) quando

v define a face A(v,I'}) e tem comprimento minimo no conjunto R} \ {0} NZ"}.

Definigao 5.4. Dizemos que uma face A(v,I'y) tem dimensdo d, 0 < d < n — 1 quando o
menor subespago afim que contém A(v,I'}) tem dimensao d. Assim, para cada poliedro de

Newton, definimos o seguinte conjunto
K(I'y) = max{dim C'(A) : A é face compacta de I'} }.

Agora, iremos construir uma filtracdo em O, a partir do poliedro de Newton I' (1) C R
tal que K(I'y) = n.

Consideremos v1, v, . . ., v, 0s vetores primitivos correspondentes as faces de dimensao n—1
de I'; tais que [(v;,I'y) # 0, para todo j = 1,...,7. Seja M o minimo multiplo comum
entre [(vy,['y), l(ve,T'y), ..., (v, ['}), ou qualquer outro multiplo destes nimeros. Para cada

j=1,...,r, vamos considerar a aplicacao linear

Paw,ry) R = R
M

—(k,v;).
oy, T )
Dessa forma, definimos a aplicacao ¢ : R} — R da seguinte forma

definida por YA, r,)(k) =

@(k) = min{oa@,r (k) j=1,...,7}.

Notemos que ¢|c(a(w;,ry)) (k) = ©a,r,)(k), para todo k € C(A(v;, ') ej=1,...,r. Isto

é, a aplicacdo ¢ ¢ linear sobre cada cone C'(A(v;,I'})).

Ainda mais, a aplicagao ¢ satisfaz a propriedade p(a + b) > ¢(a) 4+ ¢(b). De fato,

(p(Cl—'—b) = min{SOA(vj,FJr)(a—i_b) j = 1,...,7“}
= min{@a,r)(a) + vaw,r0) j=1,...,7}
2 min{SOA(Uj,FJF)(a) : j = 17 cee »T} + min{gpA(vj,F+)(b) : j - ]-7 cee 7T} = QO(CL) + ¢<b>
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Além disso, ¢(Z%) C Z, e o valor sobre cada ponto de I'; é igual a M. De fato, notemos

que

(k) = min{oaw,r(k):j=1,...,r} :min{l< (k,vj) 1 j = 1,...,7“}.

Ujis FJr)
Pelo Lema [2.9] ¢(k) = M, para todo k € '

Afirmacao 5.5. Toda funcao ¢ : R} — R, tal que ¢ é linear sobre cada cone C(A(v;,I'1)) e

@ € constante sobre I', é um multiplo de .

Demonstracao. Mostraremos que ¢ = Ay para algum A € R. Como ¢ e ¢ sao constantes sobre
Iy, existe A € R tal que p = Apem I';.
Agora, dado k € R}, entao k € C(A(v;,I'1)) para alguma face compacta A(v;,I'y), pois 1

é um ideal de codimensao finita. Logo, kK = fm, onde m € A(v;,I'y) e § € R. Dessa forma,

temos
p(k) = @(fm) = Bp(m) = BL = BAN) = AMBeaw,r.(m)) = Ae(Bm)) = Ap(k)),
onde L =¢(I'y) e N =('}). ]

Usando os elementos acima, definimos a aplicagao vr : O, — Ry U {oc} por vp(f) =

min{p(k) : k € supp(f)}. Como supp(0) = &, convencionamos entao vr(0) = oo.
Afirmacgao 5.6. vr é uma funcao de ordem.

Demonstracao. Notemos que
(i) vr(1) = min{p(k) : k € supp(1) = {0}} = ¢(0) = 0;

(ii) vr(f +g) = min{p(k) : k € supp(f + g)}
> min{p(k) : k € supp(f) U supp(g)} (pois supp(f + g) C supp(f) U supp(g))
= min { min{p(k) : k € supp(f)}, min{o(k) : k € supp(g)}}
= min{vr(f),vr(g)}
(iii) vr(fg) = min{p(k) : k € supp(fg)}
= min{p(k) : k € supp(f) + supp(g)} (pois supp(fg) C supp(f) + supp(g))
> min{p (k1) + p(k2) : k1 € supp(f), ks € supp(g)}
> min{p(k1) : k1 € supp(f)} + min{p(ks) : ks € supp(g)}

= or(f) + vr(g)-
Logo, vr é uma funcao de ordem em O, e portanto, vr é uma filtracao, denominada por

filtracao de Newton de O,, associada ao poliedro de Newton. O

Observagao 5.7. Pela Observacao 7 temos que {Ag}aen € a filtragdo de Newton de O,

associada ao poliedro de Newton, onde

Ag={f €O, :ur(f) >d}.
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5.2 Ideais e médulos nao-degenerados

Fixaremos um poliedro de Newton I'; em R’ que intercepta cada eixo coordenado de R".

Para qualquer d > 0, definimos o ideal
Ays={9€ O, :vr(g) > d} U{0}.

Consideremos A um face de I'y.. Se g € O,, g # 0e g =Y, arz* é o desenvolvimento de Taylor
de g, entdao denotamos por pa(g) a soma dos termos ayz” tal que vr(g) = vr(z¥) e k € C(A).
Se tais termos nao existem, entao definimos pa(g) = 0.

Também denotamos por Aa o subanel de O,, dado por
Ax ={g € On : supp(g) € C(A)}.

Definigao 5.8. Seja S = {g1,...,9,} € O, um conjunto gerador de um ideal de co-comprimento
finito. Dizemos que S é nao-degenerado em I, quando, para cada face compacta A de I'y, o

ideal de Aa gerado por {pa(g1),...,pa(g-)} tem co-comprimento finito em Ax.

Usando resultados de [17], dizer que S é ndo-degenerado no sentido acima é equivalente a

exigir que
{z €C":pa(gi)(z) =+ =palg)(z) =0} C{z € C" 1 2y --- 7, = 0}

para qualquer face compacta A de I'y. A nocao acima estd relacionada aos ideais Newton

nao-degenerados através do préximo resultado, cuja demonstragao pode ser vista em [4].

Proposicao 5.9. [4] Seja S = {g1,...,9.} € O, um conjunto gerador de um ideal de co-
comprimento finito. Consideremos os nimeros d; = vr(g;), i =1,...,n ed=d;---d,. Entdo,

as sequintes condigoes sao equivalentes.

o O sistema S € nao-degenerado em I',.

a a
e Oideal J = (g{",...,g:i" ) é Newton ndo-degenerado e I'y(S) =1 (Aq).

Definicao 5.10. Seja M = (ué) uma matriz de ordem p x s com entradas em O,,, p < s, tal que
o ideal I,(M) tem co-comprimento finito. A matriz M é dita ndo-degenerada em I' . quando,
para cada face compacta A de 'y, o ideal de Ax gerado pelos menores de ordem maxima da
matriz (pa(u})) tem co-comprimento finito em Ax.

Como na Defini¢ao [b.§| a matriz M ¢é nao-degenerada em I'| se, e somente se,

{r € C" : posto(pa(uj)) <p} C{r € C" 12y -2, =0}

para cada face compacta A de I';.
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O conceito acima foi definido primeiramente em [4] por Bivid-Ausina, Fukui e Saia, onde
¢ estabelecida de uma situagdo mais geral, ou seja, quando o ideal I,(M) tem profundidade

arbitraria. Porém neste trabalho, seguiremos [3].

;) ¢ uma matriz de tamanho p X s nao-degenerada em um
determinado poliedro de Newton I'y, entdo cada matriz linha (u] w3

Observamos que, se M = (u
uj) também é nao-

degenerada em [',, para todo 5 =1,...,p.

Para formular a Definicao [5.10} precisamos de uma matriz M com entradas em O, e um
poliedro de Newton fixo em R’ . Por outro lado, a Defini¢ao depende da prépria matriz
M. Como veremos nos exemplos a seguir, podemos dizer que as Defini¢oes e sao in-

dependentes. No entanto, também descreveremos um caso em que ambas defini¢oes concordam
(ver Proposicao |5.13)).

Exemplo 5.11. Consideremos a matriz de parametros com entradas em Oy dada por

B x2y2 + x2a x3y3 +$3a ySa
- x2y2+y2a 2x3y3+y3a 1;3(1

onde a é um inteiro nio negativo e a > 2. Também denotamos por M o submdédulo de O3

gerado pelas colunas da matriz acima.

Sejam M; e M, os ideais gerados pelas linhas, respectivamente, isto é
M, = <1’2?JQ + 2% 2y + 2, y3a> = (911, 912, G13)

My = <:1c2y2 + y**, 22%y® + y*, 13a> = (21, §22, G23) -

Temos que

Supp(Ml) = {(27 2)7 (2@, 0)7 (37 3)7 (30’7 0)7 (07 SG)}
supp(My) = {(2,2),(0,2a), (3,3), (3a,0), (0,3a)}.

Assim, os poliedros I'} (M;) e I'y (Ms) sdo determinados como mostra a figura abaixo.

3a
2a
Qb-= 2F-+
T2 B 3a

Figura 5.1: Poliedros de Newton I'y (M;) e I (M,).
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Consideremos a face compacta A; do poliedro de Newton I'y (M;), ou seja, o segmento de

reta que liga os pontos (2,2) e (2a,0). Dali,

{(g11)a, (2, 9) = (912)a, (2, 9) = (g13)a, (2, 9) = (0,0)} = {(z,y) € C*: 2®y? + 2 = 0}
¢ {(z,y) € C?: 2y =0}.

Segue que M; nao é Newton nao-degenerado. De maneira analoga, M; nao é Newton nao-
degenerado. Entao, o submédulo M nao é Newton nao-degenerado.
Por outro lado, se I'; é o poliedro de Newton determinado pelos monomios z¢, xzy e y¢,

podemos verificar se a matriz M é ndo-degenerada em I', (ver Definigao [5.10)).

Figura 5.2: Poliedro de Newton determinado por %, xy e y® .

Sejam A; e Ay as faces compactas definidas pelos segmentos reta de (a,0) a (1,1) e (1,1) a
(0, a), respectivamente. Temos que v; = (1,a — 1) e v9 = (a — 1,1) s@o vetores primitivos com
respeito as faces A; e Ay, respectivamente.

Consideremos vr a filtracao de Newton associada ao poliedro de Newton I', definida por

or = min{p(k) : k € supp(f)},

onde p(k) = min{(k,v1), (k,v2)}. Assim, temos as seguintes matrizes

p (M) _ pAl (x2y2 + IQG) pA1 (ISQS + I3a) pA1 <y3a) _ ZL’2y2 + IQa $3y3 _'_ .C(}Sd 0
= pa (2% + %) pa, 2% + ) pa, (279) z?y? 203y gt )

pay (M) = (Z?Az(l'QZ/2 + 22 pa, (@Y +23)  pa, (y3“)) _ ( 2%y z3y8 y3a) |
2 P (2%y* + ") pa, (207 +4*) pay () 22+ 2 2P P 0

Dessa forma, obtemos as inclusoes
{(z,y) € C*: posto(pa, (M)) < 2} = {(0,y) : # € C} C {(z,y) € C* : zy = 0},

{(z,y) € C*: posto(pa,(M)) < 2} = {(x,0) : y € C} C {(z,y) € C*: 2y = 0}.

Logo, pela Definicao [5.10, concluimos que a matriz M é nao-degenerada em I',. Além disso,

e(M) = 42a, como podemos ver em [3].
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Exemplo 5.12. Considere a matriz de parametros com entradas em O, dada por

x4+ xy +y* 22% + dbry + Ty® 0 0
M = 0 4a° + 3zy — 5y® 2+ 9y + 20 0
0 0 Tz + 2xy + 3y°¢ dat — xy + 4y°

onde a,b e ¢ sao inteiros positivos tais que a < b < c.

Denotamos por M o submédulo de O3 gerado pelas colunas da matriz acima.

Podemos ver em [3] que o submddulo M é Newton nao-degenerado e que aplicando o Co-
roldrio [4.25] para calcular (M), obtemos e(M) = 2(3a + 2b + c).

Denotemos por g;; o elemento (7, j) da matriz M, para todo 4, j. Suponhamos que I'y é um
poliedro de Newton tal que M é nao-degenerado em I',. Entao, de Proposicao [5.9] existem

alguns inteiros positivos aq, asg, a3 tais que os ideais

((g11)™s (g12)™), ((922)*% (923)**), ((933) ™%, (g34) ™) (5.1)

sao Newton nao-degenerados e tém o mesmo poliedro de Newton. Em particular, os poliedros

de Newton dos ideais acima encontram o eixo  no mesmo ponto, ou seja, temos a relacao
acy = bay = cas. (5.2)

Além disso, observamos que (1, 1) pertence a interseccao dos suportes dos germes g1, ¢12,
G922, §23, J33, g34. Portanto, uma vez que os ideais descritos em possuem a mesmo poliedro
de Newton, também concluimos que oy = as = a3. No entanto, isto é nao é compativel com
, a menos que a = b = ¢, o que nao é o caso. Entao, a matriz M nao satisfaz a Defini¢ao

[5.10] com respeito a nenhum poliedro de Newton.

Proposicao 5.13. Seja M C OF um submodulo de co-comprimento finito. Suponhamos que
existe algum poliedro de Newton I'y C R% tal que I'(M;) = r;I'y, para algum r; > 0, j =

1,...,p. Entdao, sao equivalentes:

(1) A matriz M € nao-degenerada em I'y;
(2) O submddulo M é Newton nao-degenerado;

(3) A expressio para e(M) € dada por

e(M) =nlV,(T) Z R

aj+...fap=n
1 yeersp >0
Demonstrag¢ao. Suponhamos que o submoédulo M é representado por uma matriz (u;) de ordem
pxs,ondei € {l,...,steje{l,...,p}. Se A é uma face compacta de I'y, entdo observamos

que
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pois estamos assumindo que 'y (M;) = ;I
A equivaléncia entre (1) e (2) surge da comparagao do Lema e da Definicao [5.10}
De fato, o Lema [3.15] garante que o submédulo M é Newton nao-degenerado se, e somente

se, para qualquer face compacta A C 'y (M)
{z € C" : posto(Ma(z)) <p} C{x e C": 2y 2, =0}.

Notemos que Ma = (u%)a = (u})r,a = pa(u}). Assim, a matriz M é nao-degenerada, pela
Definigao [5.10}

Em [3], o autor usando as propriedades de multiplicidades mistas e a hipdtese de que
I'y(M;) = r;I'y, para todo j = 1,...,p, obtem que o nimero nlv(M) é igual a parte di-
reita da igualdade no item (3). Entdo, a equivaléncia entre (2) e (3) é uma consequéncia do
Corolério 423 O

A seguir, apresentaremos um exemplo para o qual o calculo de multiplicidade de Buchsbaum-

Rim depende apenas do volume n-dimensional de um poliedro de Newton, usando a Proposicao

B.13l

Exemplo 5.14. Seja M C O% um submédulo gerado pelas colunas da matriz

ot+ oy 2t oyt
M = (xs—i—ys 222 a8
Vimos no Exemplo que M é Newton nao-degenerado. Observemos na Figura que
' (My) =2-T'(M). Assim, pela Proposigao temos que

e(M) = 2 - Vo(Ty (My)) - 2 = 16.

Como mencionamos no Capitulo[2, uma funcao f € O,, é considerada Newton nao-degenerada
quando o ideal I(f) é Newton nao-degenerado, e isso acontece se, e somente se, m for igual a
(zF 1 k € T (f)), pelo trabalho de Yoshinaga [29]. Portanto, se assumirmos que f é um germe
de aplicagao analitica de (C",0) a (CP,0), é natural perguntarmos qual é o objeto anédlogo para
I(f) em OF a fim de afirmarmos uma caracterizagdo semelhante em termos de poliedros de

Newton I'y (f1),...,I'+(f,), onde fi,..., f, sdo as fungdes componentes de f.

Seja f € O,. Visto que f é sempre integral sobre I(f). Observamos que I(f) é Newton

fa0f L of
7lax17 7naxn

nao-degenerado se, e somente se,

¢ Newton nao-degenerado.
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Isso nos motiva a, dada uma fungao analitica f : (C",0) — (CP,0), considerarmos o

submddulo M(f) de OF gerado pelas colunas da matriz

xlg_ﬁ xn% fi 0 - 0
of of

M(F) = m 820 fy 0
9 0

xla_ﬁ xn% 0 0 - f

Portanto, como consequéncia do Teorema temos a seguinte extensao do Teorema 1.7
de [29].

Corolario 5.15. Seja f : (C*,0) — (CP,0) germe de uma aplicagdo analitica. Entao M(f) é

Newton nao-degenerado se, e somente se, o fecho integral de M(f) em OF ¢ igual a
{(h1,...,hy) € OF : T (h;) CT(fi), para todoi=1,...,p}.
Considerando a Observagao destacamos que o Corolario anterior pode ser enunciado

de forma andloga para germes de aplicagoes analiticas reais (R",0) — (R?,0).

Se f: (C",0) — (CP,0) é um germe de uma aplicacao analitica tal que M(f) é Newton
nao-degenerado, entdao f é Newton nao-degenerado no sentido de Khovanskii (ver [9, p. 315]
ou [14, p.291]).
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