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Resumo

O cancer de mama é causado pelo crescimento desordenado de células anormais na
mama, que se multiplicam de maneira rapida, agressiva e descontrolada. Essa doenca
afeta as mulheres do mundo todo, tanto de paises desenvolvidos como subdesenvolvidos,
podendo também acometer homens, sendo esta uma situagao extremamente rara. Existem
diversos tratamentos para sua cura, que podem variar de acordo com a fase que a doenca
se encontra, e, quando diagnosticada precocemente, possui uma alta taxa de cura. Mode-
los de taxa de cura tém sido amplamente estudados para analisar dados de tempo até o
evento de interessse com a presenca de uma fracao de cura de pacientes. Neste contexto,
o objetivo deste trabalho consiste em incorporar a fragilidade, grau de heterogeneidade
induzida por fatores de risco nao observaveis, no modelo de taxa de cura, para descrever
este tipo de dados. O modelo proposto é uma extensao do modelo aditivo de Aalen (Aalen,
1980Db) e incorpora duas parcelas da populacao, os individuos néo suscetiveis e suscetiveis
ao evento de interesse. Uma vantagem do modelo proposto ¢ a possibilidade de considerar
conjuntamente a heterogeneidade entre os pacientes por suas fragilidades e a presenca de
uma fracdo curada deles. Além disso serao consideradas covariaveis que influenciam a
funcao de sobrevivéncia e a proporcao de curados na populagao. Algumas propriedades
destes modelos serao abordadas, bem como métodos adequados de estimacao. A meto-
dologia proposta sera aplicada a um conjunto de dados de cancer de mama oriundos de

estudos realizados no Hospital A.C.Camargo Cancer Center - Sao Paulo, Brasil.

Palavras-chave: Andlise de sobrevivéncia, fracdo de cura, modelo aditivo, fragilidade.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo o Instituto Nacional de Cancer (INCA), o cancer de mama é uma doenca
que se torna cada vez mais comum entre as mulheres no Brasil e no mundo, tanto em paises
em desenvolvimento quanto em paises desenvolvidos, respondendo por cerca de 25% dos
casos novos de cancer a cada ano (Ministério da Saide, 2016). A elevagao na incidéncia do
tumor mamario é, entre outros fatores, decorrente do acompanhamento clinico adequado,
cuja importancia estd associada ao diagnostico precoce do cancer. Embora a mama seja
considerada uma glandula sudoripara modificada com estrutura aparentemente simples, o
conhecimento de alguns componentes estruturais auxilia bastante o estudo e a classificagao
das diversas doengas que a acometem (Geraldo Filho, 2000). Segundo Gongalves et al.
(2007), existem vérios fatores de risco associados ao cancer de mama e eles tém sido
investigados, dado o aumento dessa doencga que cada vez mais vem se tornando uma
preocupagcao constante na vida das mulheres brasileiras.

O tratamento varia de acordo com o estadiamento da doenca, suas caracteristicas
bioldgicas, bem como das condi¢oes da paciente (idade, status de menopausa e comor-
bidades). O prognéstico do cancer de mama depende da extensdo da doenga. Quando
a doenca ¢ diagnosticada no inicio, o tratamento tem maior potencial curativo. Entre-
tanto, quando hé evidéncias de metéstases (a doenga se espalhou), o tratamento tem por
objetivos principais prolongar a sobrevida e melhorar a qualidade de vida da paciente.
As modalidades de tratamento do cancer de mama podem ser divididas em duas, sendo
a primeira o tratamento local, onde é feito um tratamento mais simples com cirurgia e
radioterapia, e a segunda o tratamento sistémico, que é um tratamento mais arduo para
a paciente e é feito quando a doenca ja se espalhou pelo corpo. O tratamento consiste

em sessoes de quimioterapia, hormonioterapia e terapia biologica (IMAMA, Porto Alegre,



2014).

Diversas pesquisas na area médica tem abordado o cancer, pode-se citar alguns tra-
balhos como: Farewell (1986) e Peng e Dear (2000) estudaram o cancer de mama; Laurie
et al. (1989) fizeram estudos sobre cancer de célon e Chen et al. (1999) apresentaram um
estudo sobre o melanoma. Com os avangos na area médica, um numero maior de paci-
entes passou a ser considerado “curado”, ou imune a doenga em estudo. Nestes estudos
assume-se que os pacientes sejam suscetiveis ao evento de interesse (por exemplo morte
ou recidiva da doenga). Entretanto, com os avangos nos tratamentos de cancer e, por
consequéncia na eficacia deles, os estudos conduzem a uma proporc¢ao de pacientes que
nao sao suscetiveis ao evento de interesse esperado. A partir dos modelos tradicionais de
sobrevivéncia nao é possivel estimar a fracao de cura da populacao, ou seja, a proporcao
de individuos que sao considerados curados. Assim, sdo necessarios modelos estatisticos
que incorporem tal fracao e estes sao denominados modelos de longa duragao ou modelos

de fracao de cura.

O modelo proposto por Cox (1972) é um dos mais conhecidos e utilizados em anélise
de dados de sobrevivéencia. Entretanto, esse modelo supoe que os riscos sao proporcionais,
suposicao que muitas vezes nao é razoavel. Para resolver essa limitagao, alguns modelos
foram propostos na literatura, dentre eles as chamadas extensoes do modelo de Cox, como
por exemplo o modelo de Cox estratificado, em que se assume que as taxas de falha sao
proporcionais somente em cada estrato (Colosimo e Giolo, 2006). Aalen (1980a) citou
algumas limitacoes do modelo de Cox, com destaque para as suposicoes do modelo de
Cox que podem nao ser verificadas na pratica. Outra limitagao seria que mesmo quando
as propriedades de proporcionalidade sao satisfeitas nao hé garantia da adequacao do

modelo de Cox.

Um ponto bastante importante em andlise de sobrevivéncia é o estudo de covariaveis,
pois diversos fatores podem influenciar o tempo de sobrevivéncia de um individuo. Assim,
incorporar covariaveis nos permite ter um modelo muito mais completo e repleto de in-
formagoes valiosas. Por exemplo, se ha interesse em estudar o tempo de vida de pacientes
com uma determinada doenca que estao recebendo um certo tratamento, outros fatores
podem influenciar na cura do paciente e assim é possivel encontrar novos meios de tratar

a doenca a partir de covariaveis.

Muitos autores contribuiram para a teoria dos modelos de longa duracao, sendo Boag

(1949) o pioneiro, em que o método de méxima verossimilhanca foi utilizado para estimar



a proporcao de sobreviventes em uma populacao de 121 mulheres com cancer de mama,
experimento esse que teve a duragao de 14 anos. Baseado na ideia de Boag (1949), Berkson
e Gage (1952) propuseram um modelo de mistura com o objetivo de estimar a proporgao
de curados numa populacao submetida a um tratamento de cancer de estomago. Modelos
mais complexos de longa duragao, tais como Tsodikov et al. (1996), Chen et al. (1999)
entre outros, surgiram com o objetivo de explicar melhor os efeitos bioldgicos envolvidos.
Mais recentemente, Rodrigues et al. (2009) propuseram uma teoria unificada de longa
duragao, considerando diferentes causas competitivas. Milani et al. (2021) consideraram
o modelo de mistura padrao para estimar a proporcao de cura de mulheres que foram
diagnosticadas com cancer e submetidas ao tratamento de quimioterapia neoadjuvante,
que consiste em um tratamento realizado antes de um procedimento cirtirgico.

Os modelos de cura assumem implicitamente que todos os individuos que sofreram o
evento de interesse pertencem a uma populacao homogeénea. No entanto, existe um grau
de heterogeneidade induzida por fatores de risco nao observados. Nestas circunstancias,
é necessario considerar modelos que incorporam heterogeneidade nao observavel entre os
individuos, como o modelo de fragilidade proposto por Vaupel et al. (1979). Os modelos de
fragilidade sao caracterizados pela inclusao de um efeito de aleatoério, que é uma variavel
aleatéria nao observavel tais como fatores ambientais, genéticos ou informagoes que por
alguma razao nao foram consideradas no planejamento. Uma forma de incorporar esse
efeito aleatdrio é introduzi-lo na funcao de risco de forma aditiva ou multiplicativa. Estes
modelos sao extensoes dos modelos de Aalen (1980a) e Cox (1972), respectivamente.

O fato de considerar a variavel aleatéria nao observavel introduzida na funcao de risco
faz com que o modelo englobe duas fontes de variacao para os dados. Hougaard (1991)
mostrou que é vantajoso considerar as duas fontes de variabilidade. A primeira delas,
que gera a heterogeneidade entre as observagoes, é causada por covariaveis individuais
nao observaveis que nao foram incluidas no planejamento em estudo, por circunstan-
cias praticas ou por serem conhecidas como sendo fatores de risco. A segunda fonte de
variacao é proveniente das covaridaveis comuns a individuos de um mesmo grupo, que
quando nao observadas geram dependéncia entre os tempos de sobrevida. Uma aborda-
gem paramétrica para modelos aditivos com fragilidade foi apresentada por Tomazella
(2003) e mais adiante nesta mesma estrutura Tomazella et al. (2006) consideraram um

procedimento de inferéncia Bayesiana.



1.1 Objetivo

Neste trabalho sera estudado um modelo de regressao paramétrico que é uma extensao
do modelo de aditivo de Aalen (1980b), denominado “Modelo de fragilidade Aditivo Gama
com Proporc¢ao de Cura”. Nesta proposta, supoem-se que a variavel de fragilidade do mo-
delo proposto tem distribuicao Gama e o modelo de fragao de cura considerado serd o
modelo de mistura padrao (Berkson e Gage (1952)). Nesta proposta covariaveis observa-
das que podem influenciar no tempo de sobrevivéncia serao incorporaradas na modelagem.

A metologia sera analisada considerando um conjunto de dados de mulheres diagnosti-
cadas com cancer de mama e submetidas a um tratamento de quimioterapia neo-adjuvante
entre os anos de 2001 a 2013, fornecido pelo Hospital A.C.Camargo Cancer Center-Sao

Paulo, Brasil.

1.2 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esté organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, serd apresentada uma
revisao da literatura sobre analise de sobrevivéncia, abrangendo desde conceitos basicos
até metodologias de modelagem de riscos aditivos e multiplicativos. No Capitulo 3, sera
introduzido o conceito de modelo de fragilidade. No Capitulo 4, o desenvolvimento da
modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva sera apresentado e uma aplicagao da
metodologia proposta a dados reais. Por fim, no Capitulo 5 serd apresentado conclusao

do trabalho.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

Neste capitulo sera feita uma revisao dos conceitos basicos da metodologia de anélise
de sobrevivéncia, que serao essenciais para o desenvolvimento do trabalho. Todas as

informagoes citadas a seguir foram obtidas de Colosimo e Giolo (2006).

2.1 Conceitos basicos de Analise de Sobrevivéncia

A andlise de sobrevivéncia tem como principal objetivo estudar o tempo até a ocorréncia
de um determinado evento de interesse, conhecido como tempo de falha, que pode estar
relacionado a durabilidade de um equipamento eletronico, bem como a morte ou cura de
um paciente.

Uma das principais caracteristicas dos dados utilizados em sobrevivéncia é a presenca
de censura, que é a observagao parcial da resposta. Ela pode ocorrer por diversos motivos,
principalmente pela perda de acompanhamento do paciente e nao ocorréncia do evento
de interesse. E importante usar esse tipo de andlise em dados como esses pois, ainda
que as informagoes nao estejam completas, elas sao relevantes na inferéncia a respeito do
tempo de vida de individuos fora da amostra e para evitar que resultados viesados, nao

condizentes com a realidade da populagao, surjam no decorrer do estudo.

2.1.1 Censura

Conforme citado anteriormente, a censura é a principal caracteristica desse tipo de
estudo. Pode-se observar na préatica trés razoes usuais para ocorréncia de censura (ver

figura 4.2) .



e O evento de interesse nao ocorre para um determinado individuo antes do final do

estudo;

e Perdeu-se o contato com o individuo;

e O individuo é retirado do estudo, por exemplo porque morreu de outra causa ou

porque interrompeu o tratamento.

Evento ndo ocorreu antes dao final do estudo

1 —_— Perda de follow-up

Pacientes
4 > Retirado do estudo

Fim do Estudo

Figura 2.1: Exemplo de causas de censuras.

A seguir serao definidas as censuras mais comuns em estudos de andlise de sobre-

vivéncia

Censura do Tipo I

Define-se censura do tipo I como aquela em que o término do estudo ocorre somente
apds um tempo pré-estabelecido, ou seja, ha uma data final ja estipulada. Em casos como
este so é possivel ter conhecimento a respeito do tempo de vida do paciente caso ele venha

a Obito antes do término do estudo.

Censura do Tipo II

A censura do tipo II é caracterizada pelo estudo que é finalizado quando ocorre um
numero pré-estabelecido do evento de interesse. Ou seja, os individuos que nao o apre-

sentarem terao seu tempo censurado.



Censura Aleatdria

A censura aleatéria é comumente observada na area médica, visto que se trata de
casos que nao sao possiveis de ser controlados pelo pesquisador. Ela ocorre em casos
que o individuo é retirado do estudo sem ter apresentado a falha. Isso pode ocorrer por
motivos de morte por uma razao diferente da que estd sendo estudada ou porque um
individuo deixou o estudo.

Além dos tipos de censura apresentados acima, existem defini¢bes para os mecanismos

de censura.

Censura a Direita

A censura a direita ocorre quando o tempo de ocorréncia do evento de interesse esta
a direita do tempo que foi registrado, ou seja, pode ocorrer devido a perda de acompa-

nhamento do individuo ou término do estudo.

Censura a Esquerda

Quando o tempo registrado é maior que o tempo de falha, denomina-se censura a
esquerda, ou seja, o individuo ja passou pelo evento de interesse quando foi observado

pela primeira vez.

Censura Intervalar

A censura intervalar acontece frequentemente, pois ocorre quando nao se sabe o tempo
exato em que o individuo passou pelo evento de interesse, tem-se conhecimento apenas
do intervalo de tempo em que este ocorreu.

Os dados de sobrevivéncia sao representados pelo par (d;, t;), sendo ¢; o tempo de falha,

0; a indicadora de censura e 7 0 ¢ — ésimo individuo do estudo. Sendo assim, tem-se:

1 , set; for o tempo até a falha;

0 , set; for o tempo até a censura.

2.1.2 Funcgoes de Interesse

A varidvel mais importante na andlise de sobrevivéncia é o tempo de falha, deno-
tado por T'. Esta ¢é uma varidvel aleatéria nao-negativa e, assumidamente, continua. E

especificada pela sua fungao de sobrevivéncia e fungao de taxa de falha (ou risco).



Considerando que a variavel aleatéria T', T' > 0, tenha funcao de densidade de proba-
bilidade denotada por f(t), define-se esta como o limite da probabilidade de um individuo

falhar no intervalo de tempo [t, ¢ + At) por unidade e pode ser expressa como

P(t < T < t+ At)

f(t) = Altlﬁo N : (2.1)
Consequentemente, sua funcao de distribuicao acumulada é dada por:
t
Fit)y=P(T'<t) = / f(s)ds. (2.2)
0

Nota-se que a Equagao (2.2) retorna a probabilidade do individuo estar vivo antes de
um determinado tempo .

Porém, conforme dito anteriormente, o objetivo da anélise de sobrevivéncia é estipular
a probabilidade do individuo sobreviver apds um determinado tempo. Sendo assim a

funcao de sobrevivéncia sera dada por
S(t) = B(T > ) = / F(s)ds = 1 — F(8). (2.3)
t
Esta fungao possui as seguintes propriedades:

1. S(t) é decrescente;

2. 5(0) =1;
3. tli)n;LOS(t) = 0.

A Figura 2.2 mostra a forma da curva de sobrevivéncia.

S(0) =1

S@)
S(es) = 0

Figura 2.2: Exemplo de curva de sobrevivéncia.



Sabendo que o individuo em estudo sobreviveu até o tempo t, tem-se interesse em
verificar se ele ird falhar no intervalo de tempo [t,t + At), com At — 0, ou seja, verificar
a taxa de falha instanea, também chamada de funcao de risco. Esta é dada por

Pt <T <t+At|T>1t) f(t)

A®) = ki At ~ S (24)

O comportamento da funcao de risco pode variar de acordo com a distribuicao que
for atribuida a varidvel aleatoria T. Ela pode assumir formas contantes, decrescentes,
crescentes e formas nao monotonas, como a “forma de banheira’ou “U”que representa,
normalmente, a funcao de risco do tempo até a morte dos seres humanos.

Por tltimo, tem-se a funcao de risco acumulado, que informa a taxa de falha acumulada

do individuo. Ela é definida por:

A(t):/0 A(s)ds. (2.5)

Vale ressaltar que existem relagoes importantes entre as funcoes definidas anterior-

mente.
A(t) = % - —dlogcf ®) (2.6)
A(t) = —log (S(t)) (2.7)
S(t) = exp (—A(t)) . (2.8)

Além dessas relagoes, existem outras que podem ser construidas a partir das fungoes

encontradas em Colosimo e Giolo (2006).

2.1.3 Estimador de Kaplan-Meier

Nos estudos de analise de sobrevivéncia sao apresentadas classes de estimadores para
a funcao de sobrevivéncia com a presenca de censura. Existe a classe de estimadores nao

paramétricos, que nao atribuem a variavel de interesse, tempo até a ocorréncia do evento,
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um modelo estatistico paramétrico. Alguns deles sao: o estimador de Kaplan-Meier, o
estimador de Nelson-Aalen, proposto por Nelson (1972), e suas propriedades estudas por
Aalen (1978). Outro estimador também bastante conhecido ¢ a tabela de vida ou atuarial,
uma das técnicas mais antigas.

O estimador de Kaplan-Meier, conhecido por estimador limite-produto, ¢ uma adaptacao
da funcao de sobrevivéncia empirica, pois leva em consideracao a presenca de censura.

Ele ¢ calculado pela seguinte expressao:

so=T1 (%) =T (- %) 29

Jiti<t 7 Jiti<t J
em que tq,ts, ..., t, sdo considerados os k tempos de falhas ordenados de forma crescente,
d; ¢ o nimero de falhas no tempo t;, j = 1, ..., k, e n; € o nimero de individuos expostos
ao riscoem t;, j =1,..., k.
De acordo com Colosimo e Giolo (2006), as principais propriedades desse estimador

sao:
1. é nao-viesado para amostras grandes;
2. é fracamente consistente;

3. converge assintoticamente para um processo gaussiano;

4. é estimador de méxima verossimilhanca de S().

O estimador de Nelson-Aalen (Nelson, 1972) é mais recente que o anterior e se baseia

na seguinte fungao:

S(t) = exp {—A(t)} (2.10)

em que A(t) é a fungao de risco acumulado.
Esse estimador provou propriedades assintéticas usando processos de contagem e pos-

sui a seguinte forma:

NOESY (ﬁ) (2.11)

n
jiti<t J

em que d; e n; possuem a mesma defini¢ao ja mostrada anteriormente.
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A curva de sobrevivéncia do estimador Kaplan-Meier tem forma de degrau com mu-
danca no valor da funcao de sobrevivéncia para cada valor de falha observado. A Figura 2.3

descreve uma forma tipica da curva de Kaplan-Meier.

s(t)

04 06 08 10
|

02

0.0

0 2 4 6 8 10 tempo

Figura 2.3: Fungao Sobrevivéncia de Kaplan-Meier.

2.2 Modelos Paramétricos

Para os métodos de estimacao paramétrica é necessario que se assuma uma distri-
buicao de probabilidade que descreva adequadamente os dados de sobrevivéncia. Existem
diversas distribuigoes que sao consideradas apropriadas para descrever a variavel de in-
teresse, tempo até a falha. A escolha dessa é de extrema importancia, visto que cada
distribuicao pode gerar estimadores diferentes e seu uso inadequado pode gerar grandes

€ITos.

Tendo isso em vista, neste secao serao apresentados alguns dos principais modelos

utilizados na area: Exponencial, Weibull e Gama.

2.2.1 Distribuicao Exponencial

A distribuigao exponencial é conhecida por ser um dos modelos probabilisticos mais
simples para descrever o evento de interesse da area de sobrevivéncia e por ser a unica
distribuicao continua que “nao tem memoria”, ou seja, o tempo de vida nao afeta na

sobrevivéncia, o que faz com que sua fungao de risco seja constante.

Essa distribuicao possui apenas um parametro, 6, e sua funcao de densidade de pro-



12

babilidade, considerando T" a variavel aleatéria tempo de falha, é dada por:
fe(t) =0exp{—60t}, t >0ef>0.(2.12)

A funcao de sobrevivéncia e risco sao dadas, respectivamente, por:

Sp(t) =exp{—0t}, t>0e 6 >0(2.13)

Ap(t) =0, t>0e0>0. (2.14)

A Figura 2.4 mostra o comportamento da funcao de densidade de probabilidade, de

sobrevivencia e de risco, respectivamente, para diferentes valores do parametro 6.

(a) (®) (©
1.0 67

Valores dos Valores dos Valores dos
134 parametros 091 b parametros parametros

—8=05 " —8=03 —8=05
167 081 [

—-B=10 ! —-B=10 —8=10

H

144 ---B=13 077 4t --oB=13 ---g8=13
y 14

Sg(t)
hg(t)

3 4 3 2 3 4 3
Tempos Tempos

Figura 2.4: Fungoes densidades (a), sobrevivéncia (b) e taxa de falha (c) para a distribuigao

Exponencial.

2.2.2 Distribuicao Weibull

A distribuicdo Weibull foi proposta por Weibull (1939) e sua teve aplicabilidade estu-
dada pelo mesmo autor, Weibull (1951). E bastante conhecida por apresentar uma grande
variedade de formas, em que todas elas possuem uma propriedade: a funcao de taxa de
falha é sempre monotona, ou seja, ela pode ser crescente, decrescente ou constante.

Essa distribuicao possui dois parametros, v, parametro de forma, e #, parametro de

escala. A funcao de densidade de probabilidade para essa, quando se considera 7" a variavel
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aleatoria tempo de falha, é dada por:

fw(t) =0t exp[—0t7], t > 0e 6 >0, v> 0. (2.15)

A funcao de distribuigao acumulada da Weibull é dada por:

Fw(t) =1 — exp[—6t"]. (2.16)

A funcao de sobrevivéncia para esse modelo é dada por:

Sw(t) = 1— F(t) = exp|—0t"]. (2.17)

Utilizando as relacoes existentes entre essas fungoes, pode-se obter a fungao de risco

f(t) _ A0 eap[—0t7]

TS0 expl-00] i (2.18)

Quando o parametro de forma, v, é alterado, obtém-se uma grande variedade de com-
portamentos da distribuicao Weibull, podendo mesmo até chegar em outras distribuigoes,

que serao conhecidas como casos particulares dessa, como mostrado abaixo.

v = 1: a Weibull é uma distribuicao Exponencial;

~v = 2: a Weibull é uma distribuicao Rayleigh;

v = 2,5: a Weibull aproxima-se da distribuicao Log-Normal;

v = 3,6: a Weibull aproxima-se da distribuicao Normal.

A Figura 2.5 mostra que a forma das funcoes definidas acima esta sucetivel a mudancgas

de acordo com o valor dos parametros.
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(a) (b) (©)
100 ; .00
i Valores dos p Valores dos Valores dos
i parametros I‘-\'. parametros parametros
—8=107=03 '!I'; —8=10 =05 67 —8=107=05
—B=10y=10 o =10 7=10 —8=10 =10

L --B=107=13 i S-B=10 7=15 --B=107=15

Far(t)
Swlt)
h(t)

Tempos Tempos Tempos

Figura 2.5: Fungoes densidades (a), sobrevivéncia (b) e taxa de falha (c) para a distribuigao

Weibull.

2.2.3 Distribuicao Gama

A distribuicao Gama é principalmente utilizada em problemas de confiabilidade devido
ao fato de se ajustar de forma adequada as diversas situacoes que a area estuda. Quando
se assume a presenca de efeitos aleatérios, como nos modelos de fragilidade, é utilizada
frequentemente para modelar esses componentes (Colosimo e Giolo, 2006).

Essa distribuicao possui dois parametros, um parametro de forma, e um parametro de
escala. A funcao de densidade de probabilidade quando se considera T a variavel aleatéria
tempo de falha e os dois parametros iguais 7' ~ gama(a, «), é dada por:

[0}
tOé—l

falt) = Fo(éa) exp{—at}, (2.19)

em que t >0 e a > 0.Neste caso E(T)=1e V(T) =1/a.

A respectiva funcao de sobrevivéncia é dada por:

Sa(t) = /too Fo(é;)u“_lexp{—au}du. (2.20)

A funcao de taxa de falha pode ser obtida por meio da seguinte relacao:

Aa(t) = 22 (2.21)
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A Figura 2.6 mostra as diferentes formas que as funcoes definidas acima podem assu-

mir. Elas foram representadas graficamente, levando em consideracao diferentes valores

dos parametros.

@ () (c)
1009 v 1.04 597
H Valores dos Valores dos 604 Valores dos
i parametros 004 | parametros parametros
i : i 554
L —a=1la=1 : —a=la=1 —a=la=1
057 |
— —o=05a=1 : —o=05a=1 - —o=03 a=1
“cra=la=1 074 b 437 “cra=laoa=1
]
i o4
067 | B
—_
=05
z0s
0. 257 4
apd !
03 209
K
154 %,
10 NS ISR
0.14 ] T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 01 2 3 4 5 6 7 8 0 10
Tempos Tempos

Figura 2.6: Fungoes densidades (a), sobrevivéncia (b) e taxa de falha (c) para a distribuigao

Gama.

2.2.4 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Existem situagoes em andlise de sobrevivéncia em que existe o interesse de estimar a
funcao de sobrevivéncia supondo que o tempo de falha segue uma distribuicao de proba-
bilidade.

O método da méaxima verossimilhanga é capaz de incorporar censuras e possui 6timas
propriedades para amostras grandes e por isso é um método muito utilizado em analise
de sobrevivéncia.

Para dados sem censura, a funcao de verossimilhanca é definida por:

n

L(m) =[] £t ),

=1

(2.22)

em que 1" é a variavel aleatéria representando o tempo de vida com funcao densidade de
probabilidade f(¢;7) e m é o vetor de parametros do modelo escolhido.
Porém, em andlise de sobrevivéncia sao utilizados dados com presenca de censura e

estes trazem informacgoes importantes para o modelo, pois quando ha presenca de censura
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sabe-se que o tempo de falha do individuo é maior do que aquele em que foi censurado.

Sendo assim, sua contribuigdo para L(m) é dada pela func¢ao de sobrevivéncia S(t).

ﬁ tl,7r tl,7r ﬁ tl,7r S(ti; ), (2.23)

=1 =1

em que J; é a variavel indicadora de falha. A expressao acima é valida para as censuras
do tipo I, II, aleatéria e também sob a suposicao que o mecanismo de censura é nao
informativa.

Os estimadores de méxima verossimilhanga sao os valores de 7 que maximizam L(7),
ou de forma equivalente, /(7) = log [L(7)]. Em muitos modelos, os estimadores podem

ser encontrados resolvendo-se o sistema de equagoes

U(#) = = 0. (2.24)

Normalmente, o estimador de maxima verossimilhanca nao possui uma expressao fe-
chada por sua complexidade. Entao, faz-se necessario o uso de métodos numéricos para

fazer a estimacao.

2.3 Modelo de Riscos Proporcionais de Cox

Os modelos de regressao paramétricos exigem uma suposicao de uma distribuicao
estatistica para o tempo de sobrevivéncia. Contudo, se a suposicao nao for adequada,
as estimativas podem ser pouco confidaveis. Sendo assim, com o objetivo de encontrar
um modelo mais flexivel, Cox (1972) propos um modelo, denominado Modelo de Risco
Proporcional de Cox.

Nesse modelo, assume-se que os tempos t; = 1,...,n sao independentes e que o risco
individual é dado por,

Atlz:) = Ao(t)g(xi8) (2.25)

em que \o(t) é a fungdo de risco bésico, ou seja, é o risco de um individuo com o vetor
de covariaveis nulo, x é o vetor de covariaveis e 5 é o vetor de parametros associados as

covaridveis z. J4 o componente paramétrico da fungao (g(x!{3)) é sempre nao-negativo e
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frequentemente utilizado na seguinte forma multiplicativa, sendo,

g(xi8) = exp{x{B} = exp{x161 + x282 + ... + Xi. B}, (2.26)

onde B é o vetor de parametros associados as covariaveis X.

O modelo de Cox é dito semi-paramétrico (2.25), pois a fungao de risco de base é nao-
paramétrica. Sendo assim, esse modelo se torna mais flexivel do que o modelo paramétrico
devido a presenca da funcgao de base.

Ademais, o modelo também é denominado de modelo de riscos proporcionais pois a
razao da taxa de falha de dois individuos diferentes, 7 e 7, é constante no tempo. Isto é,

a razao das funcoes de taxa de falha dos individuos i e j dada por

Ai(t|x) _ Ao(t) exp(x:0) _ exp(x;3)
Aj(t]x)  Xo(t)exp(xiB)  exp(xiB)

— explB(xi — x;)] (2.27)

nao depende do tempo. Nesse sentido, se um individuo no inicio do estudo possui um
risco de morte igual a duas vezes o risco de um segundo individuo, entao, a razao de riscos
sera a mesma para todo o periodo de acompanhamento.

Para fazer uso do modelo de regressao de Cox, é necessario seguir uma suposicao
basica de que as taxas de falhas devem ser proporcionais ou, de forma equivalente para

este modelo, que as taxas de falha acumuladas também sejam proporcionais.

2.3.1 Funcoes relacionadas a \y(t)

As fungoes relacionadas a Ag(t) referem-se basicamente a:

e Funcao de risco basico acumulada

Ao(t) = /Ot Ao(u)du. (2.28)

e Funcao de sobrevivéncia de base

So(t) = exp{—Ao(t)}. (2.29)
Dessa forma, tem-se:

e Funcao de risco acumulada



18

Alt]ar) = Ao(t) exp{x}3) (2.30)

e Funcao de sobrevivéncia
S(tla) = [So(t)] Pt (2.31)

2.3.2 Estimacao do Modelo de Cox

Os coeficientes de regressao 3's sao as quantidades de maior interesse na modelagem
estatistica de dados, pois medem os efeitos das covariaveis sobre a funcao da taxa de falha.
Essas quantidades devem ser estimadas a partir das observagoes amostrais.

Nesse contexto, é necessario um método de estimacao para fazer inferéncias neste
modelo, e 0 método de maxima verossimilhanca é o mais utilizado nessas ocasices. Con-
tudo, com a presenga do componente nao-paramétrico Ag(t) na fungao de verossimilhanga
(2.23), o método torna-se inapropriado para o uso.

Logo, para solucionar o problema Cox (1975) propos uma solugao razoavel que consiste
em condicionar a construcao da funcao de verossimilhanga ao conhecimento da histéria
passada de falhas e censuras para eliminar esta pertubacao da verossimilhanca. Esse novo

método foi denominado como método de maxima verossimilhanca parcial.

2.3.3 Método de Verossimilhanca Parcial

Considere uma amostra de n individuos e que existam k£ < n falhas distintas nos

tempos t; < ty < ... < tx. A fungao de verossimilhanga é dada por,

05
T exp{x;3}
LP(ﬂ) - H <Zjes(ti) eXp{Xg,B}> ’ (232)

onde ¢; é o indicador de censura e S(t;) é o conjunto de indices das observagoes sob risco
no tempo t¢;. Observe que condicional a histéria de falhas e censuras até o tempo ¢;, o
componente nao-paramétrico A\o(t) desaparece.

Entao, a funcdo de verossimilhanga (2.32) a ser utilizada para fazer inferéncias no
modelo de Cox, é formada pelo produto de todos os termos associados aos tempos distintos

de falha. Os valores de 8 que maximizam a funcao de verossimilhanca parcial, Lp(3) sao
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obtidos resolvendo o sistema de equagoes definido por Up(8) = 0, em que Up(B3) é vetor

de derivadas de primeira ordem da funcao log(Lp(3)), isto é,

ZjeS(ti) xj exp{x;3} _ 0
ZjGS(ti) exp{x;8}

2.3.4 Estimativa das fungoes relacionadas a Ay(t)

Um estimador simples, proposto para a fungao de risco de base acumulada Ay(t) é o
estimador de Breslow, que é uma funcao escada com saltos nos distintos tempos de falha

e é expresso por,

Aoty =Y 4 (2.34)

- Ay )
jitj<t ZIGRJ- exp{x;3}

em que d; ¢ o numero de falhas em ¢; e R; é o conjunto dos indices das observacoes sob

risco no tempo j.
Por consequéncia, as fungoes de sobrevivéncia Sy(t) e S(t) podem ser estimadas por,

respectivamente,

So(t) = exp{—Aq(t)} (2.35)

S(t]x) = [So(t)] 08 (2.36)

2.3.5 Interpretacao dos Coeficientes

Os coeficientes B no modelo de regressao de Cox, medem os efeitos das covariaveis na
funcao de risco, sendo que uma covariavel pode acelerar ou desacelerar a funcao de risco.
Nesse sentido, quando o coeficiente (3 possui valores positivos, tém-se variaveis que
contribuem para o aumento do risco, mas quando o coeficiente possui valores negativos,
tém-se variaveis que contribuem para a reducao do risco. Sendo assim, quando a expo-
nencial do coeficiente, e, possui risco relativo maiores do que 1, tem-se um sobrerisco e

quando possui risco relativo entre 0 e 1, tem-se uma protecao.

2.3.6 Modelos de Cox Paramétricos

Para os modelos de riscos proporcionais paramétricos assume-se que a fungao de risco
do individuo ¢ ¢ dada por,

Atlzs) = Ao(t)g(xi3), (2.37)
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e como nesse modelo \g é assumida uma forma paramétrica, tem-se entao diferentes formas
paramétricas para o tempo de vida T, sendo a distribuicao Exponencial, Weibull, Gama,

Gama Generalizada e entre outros.

Nesse modelo a funcao de sobrevivéncia condicional para o individuo ¢ é dada por,
S(t|x;) = [So(t)]ralt. (2.38)

e a funcao de verossimilhanca é dada por,

L(B,x) = H[Ao(t) exp{x'B}][So(t;)]**EP (2.39)

em que \o(t) é a fungdo de risco de base e Sy(t) é a funcao de sobrevivéncia de base.

Considerando que a funcao de risco base tem distribuicao expoenencial tem-se entao o

modelo de riscos proporcionais exponencial com funcao de risco de base dada por:

Ao(t) =0 (2.40)

e com isso, a funcao de risco e confiabilidade condicionais do modelo de Cox sao dadas
por,

Ailz:) = 0 exp(xi8) (2.41)

S(thes) = [exp (—08)] 48 (2.42)

Nesse contexto, a funcao de verossimilhanca dos modelos de riscos proporcionais ex-

ponencial, sera de,
L(B,z) = H fexp (x'8)]" [exp (—0t)] PP (2.43)
i=1

onde J; é o indicador de falha.

J&4 nos modelos de riscos proporcionais Weibull, tém-se a fungao de risco base
de Weibull que é dada por,
Ao(t) =071 (2.44)
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e assim, a funcao de risco e confiabilidade do modelo de Cox sao dadas por,

At)z;) = v0t7exp(xi8) (2.45)

S(t|z:) = [exp (—017)] PSP (2.46)

A funcao de verossimilhanga dos modelos de riscos proporcionais Weibull é dado por,

ﬁ (767" exp( Xﬁ)] [exp (—617)] PP (2.47)
=1

onde 9; é o indicador de falha.

2.4 Modelo de risco aditivo de Aalen

Considerando situacoes em que nao se impoe que as fungoes de risco sejam proporcio-
nais, tem-se a segunda classe de modelos de risco em anélise de sobrevivéncia, conhecida
por modelos de riscos aditivos. O modelo proposto por Aalen (1980a) é aquele em que o

efeito das covariaveis é expresso aditivamente na funcao de risco e é definido por:

A(txi) = Ao (t:) + G (x4, 8) , (2.48)

em que A\g(+) é a fungao de risco de base, e G(+) é uma funcao positiva e 8 é um vetor p
dimensional de parametro desconhecidos de efeitos associados a x;.

Assumindo que a fungao g(-) = x!{3 tem-se que (2.48) pode ser escrita como:

Note que essa modelagem assumindo a funcdo g(-) como funcao identidade pode apre-
sentar valor negativo para a funcao de risco, o que é uma desvantagem em relacao a
abordagem multiplicativa que assume uma funcao exponencial para g(-) multiplicando o
risco de base. Por se tratar de uma abordagem paramétrica deve-se supor uma distri-

buicao de probabilidade para o risco de base.

A forma mais geral da fungao de risco para o modelo aditivo (2.48) é dada da seguinte
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forma:
P
Atxi(1)) = Bo(t) + D Bi(t)zy(8),
j=1
em que z;;(t) sdo as covaridveis que podem depender do tempo, com i = 1,...,n e
j=1,...,p, onde n é o numero de individuos no estudo e p é o nimero de covariaveis

no modelo. Os B;(t) s@o fungdes do tempo desconhecidas que medem a influéncia das
respectivas covariaveis e Bg(t) pode ser visto como uma fungao de risco base (Ao(t)).

O modelo aditivo de Aalen apresenta algumas caracteriscas importantes, como o fato
do efeito das covariaveis ser aditivo na funcao de risco e possibilitar o monitoramento de
covariaveis dependentes do tempo. Essa modelagem também permite que os parametros
e as covariaveis variem com o tempo e nenhuma forma paramétrica particular é assumida
para os 3;(t), chamados de coeficientes de risco ou fungoes de regressao. E, por fim, por
se tratar de um modelo que ajusta funcoes e nao parametros, é considerado um modelo
nao-paramétrico e flexivel. A desvantagem de utilizar essa metodologia é que ela estima
tanto valores negativos como positivos para a fungao de risco.

A estimacao desse modelo nao é trivial, normalmente, utiliza-se como uma alternativa

a estimacao da funcao de regressao acumulada, dada por:

B0 = [ By,

e o estimador proposto por Aalen para estimar B;(t), é dado por:

ti<t

em que, t; < ty < --- < t; sdo os tempos de falha ordenados, B(t) ¢ o vetor dos B’j (1),
I(t;) é um vetor com o i-ésimo elemento igual a 1 se o evento ocorre para o individuo i
no tempo t e é zero caso contrério e Z(t;) é a inversa generalizada de X (¢;) que é uma
matriz n X (p + 1) composta por vetores do tipo x;(t) = (1,21 (%), ..., z;p(t)) na i-ésima
linha se a falha nao ocorrreu para o individuo 7 e se ele ainda estiver no estudo, e contém
apenas zeros na linha ¢ se o i-ésimo individuo nao estiver em risco no tempo t.

Os B (t) podem ser vistos como fungoes empiricas que descrevem a influéncia da j-
ésima covariavel, e a inclinagao da funcao de regressao acumulada Bj(t) indica como
a covariavel influencia a funcao de risco ao longo do tempo. Ou seja, uma inclinagao

positiva em relagao ao eixo do tempo indica que naquele periodo o aumento dos valores
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da covariavel levou ao aumento do risco, e se a inclinagao for negativa significa que naquele
periodo o aumento dos valores da covariavel levou a reducao do risco, e, por fim, se nao
houver inclinagao (comportamento constante) quer dizer que a covaridvel relacionada tem
efeito constante no risco.

O estimador da funcao de risco acumulada, quando todas as covariaveis ja foram

fixadas no tempo inicial do estudo, é dado por:

p

A(tx) = Bo(t) + Y Bj(t)x;,
j=1
sendo os valores de ¢ tais que a matriz X (¢) é ndo-singular. A funcdo de sobrevivéncia

estimada é dada pela seguinte relacao:
S(thx) = exp{—A(t}x)}.

Caso nao seja utilizada a abordagem paramétrica mostrada, o modelo de risco aditivo
proposto por Lin e Ying (1994) tem uma abordagem semi-paramétrica, assumindo para
funcao de risco de base uma fungao nao-negativa e considerando as funcoes de regressao
B;(t) constantes ao longo do tempo, dessa forma tem-se o modelo de Aalen dado em
(2.49). Para esse modelo a interpretagao dos parametros é mais direta do que no modelo
original de Aalen, entretanto ainda mantém a desvantagem de admitir a estimacao da

funcao de risco com valores negativos.

2.5 Consideracoes finais

Este capitulo teve o intuito de apresentar os conceitos basicos da analise de sobre-
vivéncia, como suas principais funcoes, definicao de censura e os principais modelos es-
tatisticos paramétricos. Além disso, foram abordados os conceitos de modelo de riscos
proporcionais de Cox e modelo de risco aditivo de Aalen, conceitos importantes para
a contrucao do modelagem de modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva. No

proximo capitulo serd abordado o tema a respeito do modelo de fragilidade
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Capitulo 3

Modelo de Fragilidade

O modelo de fragilidade é caracterizado pela utilizacao de um efeito aleatorio, ou seja,
de uma varidvel aleatoria nao observéavel, que representa as informacoes que nao podem
ou nao foram observadas tais como: fatores ambientais, genéticos, informacoes que, por
algum motivo, nao foram consideradas no planejamento amostral.

O modelo de fragilidade engloba duas fontes de variacoes: a que gera a heterogenei-
dade entre as observacoes causada por covariaveis individuais nao observadas que nao
foram incluidas no planejamento do estudo por circunstancias praticas, ou por nao se-
rem conhecidas como sendo fatores de risco, e aquela proveniente das covariaveis comuns
a individuos de um mesmo grupo ou familia que, quando nao sao observadas, geram
dependéncia entre os tempos de eventos (Tomazella, 2003).

As fragilidades podem ser introduzidas de forma multiplicativa ou de forma aditiva
na funcao de risco, visando assim responder as diferentes formas de avaliar a influéncia
da heterogeneidade entre as unidades na funcao de risco, ou intensidade nos processos
de contagem. Existem duas categorias de modelos de fragilidade, que sao os modelos de
fragilidades para dados univariados e multivariados.

Os modelos de fragilidade para dados de sobrevivéncia univariados leva em conta que
a populacao é nao homogeénea. A heterogeneidade pode ser explicada por covariaveis, mas
quando importantes covaridveis nao sao incorporadas no modelo, ha uma certa heteroge-
neidade, embora nao observada. Ja os modelos de fragilidade para dados de sobrevivéncia
multivariado é muito comum para individuos com eventos repetidos ou dados de eventos
recorrentes ou causas competitivas (Colosimo e Giolo, 2006).

O modelo de fragilidade compartilhado remonta a Clayton (1978) e leva em consi-

deracao a associacao entre os tempos de sobrevivéncia dos individuos dentro de cada
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grupo. A fragilidade representa, nessses casos, um efeito aleatério que descreve o risco
comum, isto é, a fragilidade compartilhada por individuos dentro de um mesmo grupo ou

familia.

3.1 Modelo de fragilidade Multiplicativo

O termo fragilidade foi introduzido pela primeira vez na anélise de sobrevivéncia por
Vaupel et al. (1979), a fim de permitir a heterogeneidade nao observada pela inclusao de
um efeito aleatério, ou seja, de uma varidvel aleatéria nao observavel, que representa as
informacoes que nao podem ou que nao foram observadas. A fragilidade pode ser inserida
no modelo de forma aditiva ou multiplicativa com o objetivo de avaliar a heterogeneidade
entre as unidades na fungao de risco.

O modelo de fragilidade multiplicativo é uma extensao do modelo de Cox (1972), onde
o risco individual depende de uma variavel nao observada V' , a qual age multiplicativa-
mente sobre a funcao de risco basico. Assim, o risco individual para o i-ésimo individuo

no tempo t é dado por:

A (tlvs, ) = v Ao (t)exp {x;8} (3.1)
onde:

e v;: representa a fragilidade do i-ésimo individuo;
e )\ representa a funcao de risco basico;
e [3: vetor de coeficientes a serem estimados;

e X;: as covaridveis associadas ao i-ésimo individuo.

O modelo de fragilidade (3.1) assume estrutura de risco proporcional condicionado
ao efeito aleatério. Como v; representa um valor da variavel aleatéria nao observavel V|
o risco individual cresce quando v; > 1, decresce se v; < 1 e para v; = 1 o modelo de
fragilidade (3.1) se reduz ao modelo de risco proporcional de Cox (Cox, 1972). O fato de
a variavel de fragilidade atuar de forma multiplicativa na fungao de risco implica de forma

que quanto maior for o valor da variavel de fragilidade, maior serd a chance de ocorrer
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a falha. Dessa forma, quanto maior for v;, mais “frageis” as observacgoes pertencentes
ao individuo ¢ estao para falhar, dai o nome de fragilidade. Portanto, é esperado que o
evento de interesse ocorra para os individuos mais “frageis”.

No contexto de modelo de riscos proporcionais, segundo Elbers e Ridder (1982) quando
se trabalha com fragilidade é necesséario que a distribuicao do efeito aleatorio tenha média
finita para o modelo ser identificavel.

A funcao de risco, sem covaridveis, para o i-ésimo individuo é dado por:

com fungao de sobrevivéncia:
Su(tvi) = [So(£)]"™ (3.3)

em que Sy(t) é a fungao de sobrevivéncia comum & populagao, representando a probabi-
lidade do individuo estar vivo no tempo t, dado o efeito aleatério v.
Para obter a funcao de verossimilhanca, é necessario encontrar a funcao de sobre-

vivéncia nao condicional, assim é preciso integrar o termo de fragilidade, isto é:

SM(t) = /OOO SM(t|U>fv(U)dU = /OOO [S()t]v fv(’U)d’U = /Oo G_AO(t)va(’U)dU = LV [Ao(t)] (34)

0

em que fy(v) é a funcdo densidade de probabilidade da variavel de fragilidade e Ly [Ag(t)]
denota a transformada de Laplace aplicada na funcao de risco acumulada, Ag(t) (WI-

ENKE, 2010).

3.1.1 Distribuicao de Fragilidade Gama

Considerando que a variavel aleatéria V', que representa a fragilidade, segue uma dis-
tribuigdo V' ~ Gama(a, ) dada em (2.19). A variancia da varidvel de fragilidade, neste
caso Var(V) = 1/a quantifica a heterogeneidade nao observavel entre os individuos.
Quando « é suficientemente grande, ha pouca variabilidade entre os mesmos, ou seja,
uma populagao mais homogénea, assim os valores das variaveis de fragilidade serao apro-

ximadamente iguais a 1, e consequentemente, a distribuicao gama fica praticamente de-
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generada no ponto 1 e, com isso, tem-se o modelo de riscos proporcionais de Cox para

dados independentes. Por outro lado, um valor pequeno de « indica que héd uma grande

heterogeneidade nao observavel entre os individuos.
Assim, sem considerar covariaveis observadas, a funcao de sobrevivéncia e risco nao

condicional obtidas através da transformada de Laplace sao dadas por:

S(t) = [1 + Azﬂ_ e Anr(t) = aTOA(th)' (3.5)
E na presenca de covariaveis:
Sar(tx) = {1 1 Ao®) ezp(xlﬁ)} h (3.6)
aX(t) exp(x'B) (37)

() = e expB)”

Para as fungoes de risco bésico Ag(t) e risco base acumulado Ag(¢) podem ser atribuidas

distribuicoes utilizadas para representar tempos de vida, como a Exponecial, Log-Normal,

Gompertz e etc. (WIENKE, 2010).

3.1.2 Modelo de fragilidade multiplicativo exponencial

Para o caso em que a distribui¢do do tempo de sobrevivéncia é Exponencial(f), cuja
funcao densidade é dada em (2.12), a fungao de risco acumulada é dada por

(3.8)

t

0
Entao, utilizando (3.8), a fungao de risco ndo condicional e a fun¢do de sobrevivéncia

nao condicional sao dadas, respectivamente, por




29

S(t) = {1 + %] - (3.10)

sendo 0 a média do risco individual e 1/« a variancia da variavel de fragilidade.

Estas funcoes correspondem as funcoes da distribuicao de Pareto de segunda espécie

v

ou distribui¢ao Lomax (Lomax, 1954) com os parametros (4, ¥), cuja funcao densidade de

probabilidade é dada por

v
fo(t) = ————, (3.11)
(1 + %)54—1
emquet>0,v>0ed>0.
Seja (ty,1s,...,t,) uma amostra aleatdria de tempos de vida. Considerando (3.10) e

(3.9) a fungao de verossimilhanga é dada por

n

Lv,6) =2t s ) =] ﬁ (3.12)

i=1 i=1 (1 + VTti

O logaritimo da fungao de verossimilhanca é dado por

I(v,0) = nlog(v) — (64 1) Zlog (1 + %) (3.13)

As estimativas de maxima versossimlhanca podem ser encontradas via maximizacao
direta do logaritmo da funcao de verossimilhanga ou via métodos numéricos como por
exemplo método de Newton Raphson. Intervalos de confianca e testes de hipdteses para
os parametros podem ser realizados, considerando-se a distribuicao normal assintética

para os estimadores de méxima verossimilhanga (Lawless, 2011).

3.2 Modelo de fragilidade aditivo

Rocha (1995) propoés um modelo de fragilidade linear, assumindo, para a funcao de
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risco no instante ¢ de uma unidade com fragilidade v, a funcao de risco com a estrutura

aditiva, esta que é dada por:

Aa(t|v) = Xo(t) + v, t>0,v>0, (3.14)

em que v é uma variavel de fragilidade nao negativa e A\¢(t) uma fungao do tempo comum
a todos os individuos, que é chamada funcao de risco basico para uma unidade padrao

com fragilidade nula (v = 0).

A funcao de sobrevivéncia condicionada a varidavel de fragilidade v pode ser obtida
pela relagao com a funcao de risco acumulada A(t|v), que por sua vez pode ser obtida por
Atp) = [5 Mulv)du.

Assim, do modelo de risco com fragilidade aditiva dado em (3.14) tem-se que a fungao

de risco acumulada é dada por:

Aa(tv) = /Ot Aa(ulv)du = /Ot()\o(u) +v)du = vt + /Ot Ao(u)du = vt + Ag(t).

Dessa forma, a funcao de sobrevivéncia condicionada é dada por:

Sa(tlv) = exp{—A(t|v)} = exp{—vt — Ao(t)}, (3.15)

em que Ag(t) é a fungao de risco basico acumulada.

Para obter a funcdo de sobrevivéncia nao condicional S4(t) serd utilizada a transfor-

mada de Laplace da seguinte forma:

Sa(t) = / " S(tv) fu (v)do, (3.16)

em que fy(v) é a funcdo densidade de probabilidade da varidvel de fragilidade v e S4(t|v)

¢ a fungao de sobrevivéncia condicional (3.15).

Salt) = /OOOSA(ﬂv)fV(v)dv: /Oooexp{—vt—Ao(t)}fv(v)dv

— ep{=Ma(®)} | expl-ut} fulo)do
— exp{—Mo(t)} Ly (1) (3.17)
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em que Ly (t) é a de transformada da Laplace aplicada no tempo.

A funcao de risco marginal A\(¢) é dada pela seguinte relacao com S4(t) dada em (3.17):

M(t) = — S llog(Sa(t)] = — % log(expt~Ao(t)} L ()]
= L olt) + Tog(Ly(6)] = Ao(0)] — S llog(Ly(D)]
Ly (t)
= o) LZ(t)’ (3.18)

em que Ly (t) é a derivada da transforma da Laplace em relagdo a t.

Ainda pode-se encontrar a distribui¢ao condicional da varidavel de fragilidade V' dado
T > t, ou seja, a distribuicao da fragilidade dos individuos que sobreviveram até o tempo
t. Note que é possivel escrever a fungao de densidade de probabilidade fy (v|T > t) em
termos da fungao de sobrevivéncia condicional dada em (3.15), da fungao de sobrevivéncia

maginal dada em (3.17) e da densidade da varidvel de fragilidade fy (v), da seguinte forma

Sulto)fr(v) | exp{—vt — Mo()}fu(v)  exp{—vt} fu(v)
WO >0 == = an—h I L)

(3.19)

Podemos obter ainda a distribuicao da fragilidade V' dado T" = t a partir da seguinte

expressao

W) S f)
FlT =8 = =y = s

) (l+t))1exp{ o(Ler) bt

((1+at)™ + N(t) +x,8) T(1/

(
(I+at)™! (5 + ) v 1 pit1-1
At at) 5 20(0) +x8) D(1ja+ 1) eXp{ (a " t)}
= w1 X Gl + wo X Gg. (320)

Em que G; é a funcao de densidade de uma distribuigao Gama(1l/a,1/a+1t) e Go é

a funcao de densidade de uma distribui¢ao Gama(l/a+1,1/a+t), com w; +we = 1. O
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valor esperado de V|T' =t pode ser calculado a partir de (3.20) da seguinte maneira

EVIT =t] = / vf(v]T:t)dv:/ v(wy x G+ wa x Gy)dv
0 0
= / waleldv—l—/ v X wy X Gadv
0 0

= w1/ valdv+w2/ v X Gadv
0 0
1 a+1
= . 3.21
w1(1+at)+w2 <1+at) ( )

3.2.1 Modelo aditivo com fragilidade Gama

A variavel de aleatéria V' que representa a fragilidade segue uma distribuicao Gama(«, «)
dada em (2.19). A variancia da variavel de fragilidade, neste caso Var(V) = 1/a quanti-

fica a heterogeneidade nao observavel entre os individuos.

Considerando a distribuicao Gama como nticleo de uma distribuicao sua transformada

de Laplace é dada por:

Ly(t) = (H%)a

Dessa forma substituindo Ly (t) em 3.17 a fungao de sobrevivéncia nao condicionada

¢ dada por:
510 = (52) exl-na(0) (3:22)
Logo,
Aa(t) = Hia + o(t). (3.23)

Pela Equagao (3.19) tem-se que para V ~ Gama(a, a),

(t+ a)* -
= T it aie (3.24)

ou seja, V|T >t ~ Gama (a,t + «) e portanto E[V|T > t] = a/(t+«a) e Var[V|T > t] =
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af(t+ ).

3.2.2 Modelo de fragilidade aditivo Gama Exponencial e Wei-
bull

E possivel escolher diversas distribuicoes para o risco de base, dentre elas a distribuicao
Weibull(, ) com fungdo de densidade definida em (2.15), funcao de risco definida em
(2.18) e fungao de risco acumulado Ay () = 7. Quando v = 1 tem-se a distribuigao
Exponencial() com Ag(t) = 6 e Ag(t) = 0t. Nesse caso, considerando que a fragilidade
segue uma Gama(a, a), a fungao de sobrevivéncia nao condicional dada em (3.22) fica da

forma:

5400 = (155 ) eavl-on)

t+ «
e a funcao de risco marginal é expressa como:
o

M(t) = 7+ 0.

A partir das fungoes S4(t) e Aa(t) é possivel obter a fungao de verossimilhanga e assim

estimar os parametros via método de MV.

Considerando agora que os tempos de vida dos individuos em risco seguem distribuicao
Weibull(0,v) e que a fragilidade segue uma Gama(a, «), dada em (2.19), tem-se que a
funcao de risco (3.23) é definida por:

Aa(t) = Hia A0 (3.25)

e a fungao de sobrevivéncia (3.22) por:

Sa(t) = (Hia)aexp[—em. (3.26)

A fungao de verossimilhanga para fragilidade Gama(a, «) e risco de base A\(t) é dada

por:
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L(r, o, B|D) = ﬁ { LZ- i - )\g(ti)] " (ti i a>a exp[—Ao(ti)}} , (3.27)

=1

em que 0; = 1 se t; for um tempo de falha e ¢é zero caso contréario, D = {(t;,9;)}", e 7 ¢

o vetor de parametros da distribui¢ao de base. O logaritmo da funcao de verossimilhanca

em (3.27) denotado por I(m, a, 5|D) = log[L(m, a, 5|D)] é dado por:

(m,a, B|D) = Z(Hog[

a n
l -y Aot
4] o3t [ 5] - )
A fungao de risco de base A\g(.) e risco acumulada Ay(.) podem assumir diferentes

distribuigaoes tais como: exponencial, Weibull, gama entre outras. As estimativas dos

parametros sao obtidas numericamente.

3.3 Aplicacao para Dados de Leucemia

Os dados dessa aplicagao foram estudados inicialmente por Feigl e Zelen (1965) e
podem ser visualizados em Colosimo e Giolo (2006). Esses dados sao de um estudo
realizado com pacientes que tinham leucemia aguda, e foram observados semanalmente.
Dentre as covariaveis observadas esta a variavel indicadora da auséncia do antigeno Calla
na superficie dos blatos, que indica a presenca de linfomas e carcinomas, denotada por
(Ag-), ou seja, z = 1 para o grupo (Ag-) e x = 0 para o grupo (Ag+) que apresentaram
o antigeno Calla na superficie dos blatos. O grupo Ag+ tinha 17 pacientes com tempo
mediano de sobrevivéncia de 56 semenas com IC'(95%) = (22;121) e o grupo Ag- contava

com 16 pacientes com apenas 7,5 semanas de tempo mediano de sobrevivéncia.

Tabela 3.1: Estatisticas descritivas.

Grupos n  Tempo mediano LI (95%) LS (95%)

Ag+ 17 56 22 121
Ag- 16 75 4 43

De acordo com Tabela 3.1 o grupo Ag+ apresentou um tempo mediano de sobre-

vivéncia de 56 semanas, enquanto o grupo Ag- apresentou apenas 7,5 semanas de tempo
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mediano de sobrevivéncia. Vale ressaltar que LI é o limite inferior do intervalo de con-

fianca e que LS é o limite superior desse.

Na Figura 3.1 percebe-se que as curvas de sobrevivéncia estimadas pelo estimador de
Kaplan e Meier (1958) (K-M) parecem indicar que os pacientes do grupo Ag+ tem maior
sobrevida que os pacientes do grupo Ag-. Para verificar se existe uma diferenca entre os
tempos de sobrevida, o teste nao paramétrico de Log-Rank (Mantel e Haenszel, 1959) foi
aplicado e obteve-se um p-valor= 0.004, de onde conclui-se que, ao nivel de significancia
de 5%, que ha evidéncias estatisticas de diferenca entre os tempos de sobrevivéncias dos

pacientes pertencentes aos Ag- e Ag+.
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Figura 3.1: Curvas de sobrevivéncia K-M estratificada por grupo.

Ajuste do Modelo de fragilidade aditivo Gama-Exponencial

Considerando a distribuicao de base expenencial tem-se que na Tabela 3.2 os resul-
tados das estimativas de parametros, erro padrao e seus intervalos de confianca de 95%
para o ajuste do modelo de fragilidade aditiva gama-Exponencial a partir da fungao de

verossimilhanca dada na Equagao 3.27.
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Tabela 3.2: Estimativas de maxima verossimilhanca (EMV), erro padrao (EP), intervalo de

confianga (IC(95%)) para os parametros do modelo (3.25).
Parametros EMV  EP LI (95%) LS (95%)

I6] 0,0464 0,0166  0,0190 0,0737
o) 0,0124 0,0512  0,0000 0,0969
I 0,0138 10,0053  0,0050 0,0226

Pelos resultados apresentadas na Tabela 3.2 observa-se que B = 0,0464 e o respec-
tivo intervalo de confianca para o parametro [ nao inclui o valor zero, entao a covaridavel
“orupo”é signifivativa, ou seja, ser do grupo Ag- aumenta o risco de morte em pacientes
com leucemia aguda. Além disso, o valor estimado da variancia que representa a heto-
rogeneidade nao observada, VAar(V) = 1/& = 1/0,0124 = 80,65, ou seja, hd uma alta
heterogeneidade entre os individuos e hé evidéncias de que existem outros fatores nao ob-
servados que podem ter efeito significativo no tempo de vida dos pacientes com leucemia
aguda grave.

Na Figura 3.2 observa-se que o modelo aditivo com fragilidade Gama(a, o) e funcao
de risco de base Exponencial(f) parece se ajustar bem aos dados, pois se aproxima da

curva estimada nao parametricamente pelo estimador K-M.
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Figura 3.2: Comparagao das curvas de sobrevivéncias estimadas pelo modelo de fragilidade

aditiva (MFA) com as curvas estimadas pelo estimador K-M.
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Pela Equacao 3.24 pode-se obter o valor médio da fragilidade para os individuos que
sobreviveram até o tempo t. Por exemplo, para os sobreviventes na semana 50 a fragilidade
média foi de 0,0003, enquanto na semana 10 a fragilidade média dos sobreviventes foi de
0,0054, ou seja, a medida que o tempo passa os individuos que permanecem no estudo

sao em média menos frageis.
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Tabela 3.3: Fragilidade individual estimada dos 33 pacientes com leucemia aguda divididos por

grupo.
i | Tempos (Grupo Ag+) v; i | Tempos (Grupo Ag-) v;
1 65 0,0004 || 18 56 0,0005
2 156 0,0001 || 19 65 0,0004
3 100 0,0002 || 20 17 0,0037
4 134 0,0001 | 21 7 0,0180
5) 16 0,0041 || 22 16 0,0041
6 108 0,0002 || 23 22 0,0023
7 121 0,0002 || 24 3 0,0804
8 4 0,0487 || 25 4 0,0487
9 39 0,0009 || 26 2 0,1596
10 143 0,0001 || 27 3 0,0804
11 56 0,0005 || 28 8 0,0141
12 26 0,0018 || 29 4 0,0487
13 22 0,0023 || 30 3 0,0804
14 1 0,4767 || 31 30 0,0014
15 1 0,4767 || 32 4 0,0487
16 ) 0,0328 || 33 43 0,0008
17 65 0,0004 || - - -

Para calcular as fragilidades individuais apresentadas na Tabela 3.3 foram utilizadas
as estimativas da Tabela 3.2, ou seja, aplicou-se o valor estimado de o na Equacao 3.24,
processo também chamado de plug-in. Observando as fragilidades individuais estimadas
apresentadas na Tabela 3.3, percebe-se que em geral os inididuos mais frageis estao no
Grupo Ag-, isto é, os individuos que nao apresentaram o antigeno Calla na superficie dos

blastos tém maior risco de morte do que os individuos do Grupo Ag+.
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3.4 Conclusao

Este capitulo teve o intuito de apresentar os conceitos do modelo de fragilidade, carac-
terizado por utilizar uma variavel aleatoria nao observavel como hipétese principal. Essa
fragilidade pode ser introduzida de forma multiplicativa ou aditiva na funcao de risco,
e portanto, foram abordados nesse capitulo essas duas formas. Foi também realizada
uma breve aplicacao para o modelo de risco aditivo, utilizando dados de pacientes que
tinham leucemia aguda. Para dar continuidade a este trabalho, no proximo capitulo sera

abordado o modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva.
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Capitulo 4

Modelo de mistura padrao com

fragilidade aditiva

Os modelos de cura assumem implicitamente que os individuos que sofreram o evento
de interesse possuem riscos homogéneos. No entanto, uma forma de medir a heterogenei-
dade observada é adicionando covariaveis ao modelo. Assim, uma parcela da heteroge-
neidade pode ser explicada por covaridveis, embora, exista um grau de heterogeneidade
induzida por fatores de riscos nao observaveis. Os modelos que incorporam a heteroge-
neidade nao observavel entre os individuos sao conhecidos como modelos de fragilidade
(Vaupel et al., 1979).

Gonzales et al. (2013) propuseram o modelo de mistura padrao com fragilidade mul-
tiplicativa. Neste trabalho sera proposto o modelo de Mistura padrao com fragilidade

Aditiva (ver segao 2.4).

4.1 Modelos de Longa duracao

Em modelos padroes de sobrevivéncia, supoem-se de que todas as unidades envolvi-
das no experimento atingirao o evento de interesse. No entanto, considerar tal modelo
para determinados conjuntos de dados pode nao ser adequado. Existem dados de so-
brevivencia em que uma parcela das unidades em estudo nunca apresentara o evento de
interesse, mesmo se acompanhados por um tempo suficientemente grande. Por exemplo,
uma lampada cedo ou tarde falhard, porém, um paciente “curado” de cancer pode nunca
vir apresentar a recorréncia do tumor. Diz-se entao, que esses individuos ou unidades

sao “imunes” ao evento de interesse e a populagao aos quais eles pertencem possui uma
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fracao de cura. Neste contexto, o modelo de mistura padrao proposto por Berkson e Gage
(1952) é o mais conhecido para estimar a fragao de curados.

Os modelos de longa duragao possuem uma vantagem em relagao aos modelos padroes
de sobrevivéncia, no sentido de incorporarem a heterogeneidade de duas subpopulagoes.
Dentre esses modelos, o tipo mais comum ¢é o modelo de mistura, no qual se considera
que a populagao é dividida em duas subpopulagées (imunes e suscetiveis) ao evento de

interesse.

4.1.1 Modelo de mistura padrao

O modelo de mistura padrao proposto por Berkson e Gage (1952) é um dos tipos mais
comuns na analise de sobrevivéncia para ajustar dados de longa duracao. Este consiste em
uma mistura de distribuicoes paramétricas, sendo uma funcao de sobrevivéncia impropria
considerada para a populagao total (curados e nao curados), chamada de sobrevivéncia
populacional (S,.,(t)) e uma funcao de sobrevivéncia prépria para a parte da populacao
formada pelos nao curados.

Desta forma, considerando 7" uma varidvel aleatéria nao negativa e continua, repre-

sentando o tempo de vida, sabe-se que

P(T > t|M; = 1) = S(t) e P(T > t|M; = 0) =1, (4.1)

em que, M; = 0 se o individuo ¢ nao esta em risco e M; = 1 se o individuo 7 estd em risco,
comi=1,...,n. Assumindo que P(M; =0) = pye P(M; =1) = 1—py, sendo py € (0,1)
a proporc¢ao de curados ou imunes, a probabilidade de o tempo de vida ser maior que um

determinado tempo ¢, independente do grupo a que ele pertenca é dada por

Spop(t) = P(T >1t) = P(T > t|M; = 0)P(M; = 0) + P(T > t|M; = 1)P(M; = 1)

= po+ (1 —po)S(t), t=0. (4.2)

Assim, a funcao de sobrevivéncia populacional é dada por

Spop(t) =po + (1 —po)S(t), t>0, (4.3)

em que S(.) representa a funcao de sobrevivéncia prépria associada aos individuos em
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risco e py a proporcao de curados.

A funcao de sobrevivéncia Sy, (t) possui as seguintes propriedades:

Se po = 0, entao Sp.,(t) = S(1);
* Spop(0) =1;

o S,p(t) é decrescente;

limy 00 Spop(t) = po-

A dltima propriedade retrata o fato da funcao de sobrevivéncia populacional ser
imprépria, pois a curva de sobrevivéncia estabiliza em py (proporgao dos individuos nao

suscetiveis ao evento de interesse), justamente a probabilidade de cura da populagao.
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g
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Figura 4.1: Curva de sobrevivéncia do modelo de fragao de cura.

A funcao de densidade imprépria é

Spop(1)

fpop(t) = _T = (1 _pO)f(t)> (44)

em que f(.) representa a fun¢ao de densidade prépria relativa ao grupo dos individuos em

risco. Com funcao de risco populacional dada por

_ fpop(t) _ (1 —po)f(t)

Spop(t) o+ (1 —po)S(t)’ (4.5)

Apop(t)
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Da equagao anterior, a fungao de risco prépria é dada por

At = S hl) [ Spp(®)

L—p0)S®) ~ LSo®) — (0 —poy ™ (4.6)

Como {Spop(t)/ [Spop(t) — (L —po)]} > 1, tem-se que Apop(t) < A(t), ou seja, a funcao
de risco da populagao é limitada pela fungao de risco de base. De (4.6) decorre que A(t) néo
possui a propriedade de riscos proporcionais, uma vez que {Spop(t)/ [Spop(t) — (1 — po)]}

sempre dependera de t. Observe ainda que

: . (I=po)f(t) L—po\ ..

= = =0. 4.

Jim (1) = Jim = o lim £(t) =0 (4.7)
O resultado em (4.7) revela que conforme o tempo aumenta, o risco da populagao

converge para o valor zero, indicando que a curva de sobrevivéncia populacional estabilizar

em um determinado valor (fragao de cura), e que uma parcela dos individuos em estudo

nao falhou e possivelmente eles foram curados durante o experimento.

Considerando que py € (0, 1) pode ser explicada pelas covaridveis observadas, a fungao
de ligacao logit seré considerada neste trabalho, mas outras funcoes de ligagao como probit
e complementar log-log podem também ser consideradas. A fracao de cura na presenca

de covariaveis considerando a funcao de ligacao logit é expressa por

exp (x'(3)
=_ " 4.8
Po (X) 1+ exp (X’ﬁ) 9 ( )
em que X' = (L,z1,...,2,) e B = (Bo, P, - - ,ﬁq)T sao o conjunto de covaridveis e seus

respectivos coeficientes da regressao.

A funcao de sobrevivéncia populacional na presenca de covariaveis pode ser reescrita
por

Spop(t | %) = po(x) + [1 = po(x)] S(tx),
em que S(t|x) é a fungao de sobrevivéncia dos pacientes nao imunes.

A fim de estimar os parametros do modelo, utilizou-se o método de méaxima veros-
similhanca. Devido a complexidade da funcao de verossimilhanca, os estimadores de
maxima verossimilhanca nao possuem uma expressao fechada, e por isso a estimacao dos
parametros deve ser obtida através de algum procedimento numérico, como os implemen-

tados no software R .
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4.1.2 Modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva

Para o modelo de fragilidade aditivo geral expresso em (3.17) verifica-se que quando
o tempo é muito grande a funcao de sobrevivéncia nao condicional tende a zero, nao
captando a fracao de cura. Sendo assim, torna-se interessante estudar um modelo aditivo
que consiga estimar a proporcao de curados, quando esta existir. Este ¢ o modelo de
mistura padrao com fragilidade aditiva que pode ser escrito a partir da Equagao (4.3)

substituindo S(t) pela Equagao (3.17), ou seja, esse modelo segue a seguinte equagao:

Spop(t) = po + (1 — po) exp{—Ao(t)} Ly (1) (4.9)

em que Ag(t) é a funcdo de risco base acumulada, que depende da escolha de distribuigoes
paramétricas tais como: Exponencial, Weibull, Gompertz entre outras, e Ly () é a trans-
formada de Laplace do tempo que depende da escolha para a distribuicao da variavel de
fragilidade.

Pela relagao da funcao de densidade de probabilidade com a funcao de sobrevivéncia,
f(t) = —43(t), utilizando a Equagao 4.3 obtem-se que

Frnlt) = = 5:Spot) = (1 = ) 0),

em que f(t) é a fungao densidade de probabilidade dos individuos que estao em risco.

Com esse resultado pode-se reescrever f,,,(t) da seguinte forma:

Joop(t) = (1 =po) f(£) = (1 = po) A(£)S(t) t=0. (4.10)

Para o modelo de fragilidade aditivo dado em (3.17) tem-se que (4.10) pode ser reecrita

da seguinte forma

Fronl®) = (1= o) F() = (1 = o) (w)—L’V“))exp{—Aou)}Lv(t) 20, (411)

Ly (t)

4.1.3 Inferéncia

Para determinar a funcao de verossimilhanca, considera-se para a i-ésima observacao
os dados observados D = {(t;,d;)}I;, em que t; denota o tempo observado, d; é a varidvel

indicadora de censura, com 9; = 1 se t; é nao censurado e §; = 0 caso contrario. Assim, a
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funcao de verossimilhanga baseada nos dados observados e utilizando as equacgoes (4.11)

e (4.9) é dada por

L([D) = [][fpon(t:)l* [Spop(t:)]

= T = po)A(E) S  [po + (1 = po)S(t:)]*

— H {(1 — o) ()\o(ti) — 53—23) exp{—Ao(t;) } Ly (t) i

% [po + (1 — po) exp{—Ao(t:) } Ly ()]~ (4.12)

A estimacao do vetor de parametros do modelo, 7, sera feita através da maximizacgao do
logaritmo da funcao de verossimilhanca, {(7|D) = log(L(w|D)). Para estimar o parametro
da proporgao de cura (pg) utilizou-se a funcao de ligacao logito e para estima-lo é necessario
substituir os parametros da regressao por suas estimativas obtidas na fun¢ao. Foram
considerados desvios padrao assintéticos das estimativas dos parametros, obtidos através

da inversao da matriz de informacgao observada.

Como V é uma variavel aleatoria, é possivel considerar diferentes distribuicoes de
probabilidade, por exemplo a distribuicao Gama, Log-Normal, Gaussiana Inversa, entre
outras. Caracteristicas gerais das distribuicoes para o termo da fragilidade foram estu-
dadas por Hougaard (1995). Neste trabalho serd considerada a distribuigao gama para
o termo da fragilidade. A vantagem de considerar a distribuicao gama se deve a forma
fechada da transformada de Laplace resultando em uma expressao analitica tratavel para

a funcao de sobrevivéncia nao condicional.

4.2 Modelo Aditivo de fragilidade Gama

Assumindo que a variavel de fragilidade segue uma distribuicao Gama e substituindo a
fungao de sobrevivéncia nao condicional (3.22) no modelo de mistura padrao (4.3), tem-se

que o modelo de mistura padrao com fragilidade aditivo é dado por:

Soon(t) = 1o + (1 — po) (Hia)a exp{—Ao(t)} t>0, (4.13)
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em que py ¢ a proporgao de curados na populacdo e Ag(t) é a fungao de risco bésico
acumulada, que pode assumir diferentes distribuicoes tais como: Exponencial, Weibull,

Gompertz, entre outras.

Assumindo que a funcao de risco de base vem de uma distriubuicao Weibull tem-se:

«

Spop(t) = po + (1 — po) exp{—0t"} t>0. (4.14)

t+

Na Figura 4.2 observa-se o comportamento da funcao de sobrevivéncia dada em
Equagao (4.14) para diferentes valores dos parametros da distribuicao de base e para

diferentes fracoes de cura com o parametro da distribuicao de fragilidade Gama fixado

em o = 1.
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Figura 4.2: Curvas de sobrevivéncia do modelo 4.14 para o risco de base de uma distribuigao

Weibull e com o parametro da distribuigao de fragilidade a = 1.

Percebe-se que para valores de 6 pequenos as curvas de sobrevivéncia caem mais
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rapidamente para a proporcao de curados. Variando o valor do parametro v observa-

se a flexibilidade desse modelo com risco de base de uma distribuicao Weibull.

A funcao de verossimilhanca do modelo de mistura padrao com fragilidade aditivo

Gama(a, ) (2.19) é expressa pela seguinte equagao

n

s = o 20 o 5|

=1

<[ 0= myet-nae} (55 | (415)

ti—i—&

Para completar a modelagem paramétrica é nessario assumir uma distribuicao para
o tempo de sobrevivéncia dos individuos em risco e a partir dessa suposicao obter uma
forma paramétrica para a fungao de risco de base (Ao(t)). Assumindo que essa segue a
distribuigao Weibull, com fungao de densidade definida em (2.15), fungao de risco definida

em (2.18) e fungao de risco acumulado Ay (¢) = 6t7, tem-se:

n

seip) = T [iv=m (o 55 ) otons (725) T

=1

x[p0+(1—p0)exp{—em< a )T_& (4.16)

ti+OZ

4.2.1 Modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva na pre-

senca de covariaveis

Nessa modelagem as covaridaveis podem ser introduzidas no parametro da fracao de
cura, ou na funcao de sobrevivéncia, ou ainda nos dois termos. As covariaveis que podem
ter efeito na fracao de cura e na funcao de sobrevivéncia podem ser as mesmas. Dessa
forma, o modelo de mistura padrao com covariaveis nos dois termos pode ser escrito da

seguinte forma

Spop(t1x) = po(x) + (1 = po(x))S([x) (4.17)
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e o0 modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva na presenca de covariaveis pode ser

expresso Como
Spop(t[%) = po(x) + (1 = po(x)) exp{—=Ao(t) = X'Bt} Ly (1) (4.18)

Para relacionar a fracao de cura as covariaveis pode-se utilizar as funcgoes de ligacao
logito, probito ou complementar log-log, visto que essas funcoes assumem valores no

intervalo (0,1) e sao usadas para modelar probabilidades.

Considerou-se para a i-ésima observacao os dados observados D = (t;,0;, x;)_,, em

=17
que t; denota o tempo observado, 9; é a variavel indicadora de censura, com §; = 1 se t; é
nao censurado e §; = 0 caso contrario e x; representa o vetor de covariaveis que tem efeito
na distribuicao latente e na taxa de cura. De maneira similar a Equacao (4.12) obteve-se

a seguinte funcao de verossimilhanca

L(O|D) = H Foop(ti |Xz *[Spop(tilxs)] 0

=1

=TT = polxa))ACtilxi) S (#:1x:)]% x [po(x) + (1 = po(x:)) S (£ilx;) ]

1

n
1=

-7 — po(x _ Ly(t) ex — X;[t; ;
- mu ol z>>( o)+ - )) p{=o(t) — X8t} Ly (t)

X [po(x:) + (1 — po(x;)) exp{—Ao(t;) — x| Bt;} Ly (t;)]' (4.19)

05

.

Considerando covariaveis somente na fracao de cura, pode-se reescrever a Equacao

(4.17) da seginte maneira

Spop(t[%) = po(x) + (1 = po(x))S() (4.20)

e o modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva na presenca de covaridaveis dado em

(4.18) pode ser reeescrito como

Spop(t[%) = po(x) + (1 = po(x)) exp{—Ao(t) } Lv (1). (4.21)

Assim, a funcao de verossimilhanca baseada nos dados observados supondo censura
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nao informativa é dada por

LOD) = [ [[foop(tilxi)] [Spop(tilxi)]

—.

s
Il
—

[(1 = po(xa))A(8:) S ()] x [po(x:) + (1 = po(x:)) S (t:)]"

Il

N
Il
N

[(1 ~ po(x)) (Aom) - j—gi) exp{— Aot} v (1)]

po(x:) + (1 — po(x:)) exp{—Ao(t;) } Ly (t;)]' .

I

@
I
—

X

—

Para completar a abordagem paramétrica é necessario supor uma distribuicao para a

fragilidade e para o risco de base.

4.3 Aplicacao a dados reais

Os dados dessa aplicacao sao de um estudo em mulheres diagnosticadas com cancer
de mama triplo negativo, que receberam o tratamento de quimioterapia neoadjuvante
de 2001 a 2013, no Centro A. C. Camargo, Sao Paulo, Brasil. Nesse estudo o evento
de interesse era a morte devido ao cancer de mama, o tempo de vida considerado foi o
decorrido entre a data do diagndstico até o ébito e os tempos de censura foram definidos
como o decorrido entre a data do diagnodstico até o fim do estudo para as pacientes que
nao apresentaram o evento de interesse, ou da data do diagnéstico até a morte por outra
causa.

O estudo contou com 78 pacientes, dentre as quais 32,1% morreram devido ao cancer de
mama e 67,9% nao apresentaram o evento de interesse. Dentre as covaridveis observadas
no estudo utilizou-se nessa aplicacao a covariavel que capta as caracteristicas dos lifonodos
das cadeias de drenagem linfatica do 6rgao em que o tumor estd, denotada por N, em que
NO representa que os linfonos proximos nao contém cancer e N1, N2 e N3 representam
o grau de espalhamento do cancer para os linfonodos, de forma que NO significa que
nao houve espalhamento do cancer para os linfonodos e N1, N2 e N3 significa que houve
espalhamento. Sendo assim categorizou-se N=0 quando nao houve espalhamento (NO) e
N=1 caso contrario (N1, N2 e N3).

A Tabela 4.1 apresenta a variavel utilizada nessa aplicacgao.

O desfecho final de interesse, denominado de falha, correspondeu ao 6bito. Foram
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Tabela 4.1: Descricao dos dados

Variavel Descrigao Categoria
Localizagdo do Tumor (N). NO , 0
N1 ou N2 ou N3 1

censurados os casos em que nao foi possivel identificar a condicao vital, ou seja, nao
foram observados até a ocorréncia da falha. A Tabela 4.2 mostra que do total de 78

pacientes, 25 vieram a 6bito e 53 (67,9%) foram censurados, isto é nao foram a 6bito.

Tabela 4.2: Frequéncia absoluta e relativa do total de mulheres com cancer de mama

Status
No. total de casos Obito Nao Obito Porcentagem
78 25 53 67,9%

A Tabela 4.3 mostra que mulheres diagnosticadas com cancer de mama e os linfonodos
vizinhos nao contém céancer (NO), corresponde a 26,9% e destas 12% foram a 6bito. En-
quanto que mulheres diagnosticadas com cancer de mama e os linfonodos vizinhos contém

cancer corresponde a 73,1%, e destas 88,0% foram a ébito.

Tabela 4.3: Frequéncia absoluta e relativa da caracteristica localiza¢ao do tumor (N)

Caracteristica Status Total
Nao obito  Obito

Localizagao do Tumor (N)

NO contagem em 18 3 21
% Status 34,0% 12,0%  26,9%

N1-N3 contagem em 35 22 o7
% Status 66,0% 88.0%  73,1%

Total contagem em 53 25 78

% Status 100,0%  100,0% 100,0%

Para as 21 pacientes na categoria NO apenas 12,3% vieram a 6ébito, enquanto que para
a outra categoria (N1, N2 e N3) 88%. A Figura 4.3 mostra as curvas de Kaplan-Meier para
cada categoria da covariavel a respeito dos linfonodos das cadeias de drenagem linfatica do
Orgao. E possivel identificar que ha uma diferenca grande entre sobrevivéncias estimadas
para cada categoria da covariavel. Nota-se que a categoria que engloba a localizacao do
tumor N1, N2 e N3 possui a menor expectativa de sobrevivéncia, provavelmente por se
tratar de um tumor que também esta localizado nos linfonodos de regides proximas a

mama.
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Figura 4.3: Curvas de sobrevivéncia estimadas por Kaplan-Meier.

4.3.1 Estimacao do modelo na presenca da covariavel “Loca-

lizagao do Tumor” (IN).

Para estimar o modelo proposto neste trabalho, modelo de mistura padrao com fragi-
lidade aditiva gama, foram consideradas duas distribuicoes de risco base: Exponencial e
Weibull.

A Tabela 4.4 mostra as estimativas de maxima verossimilhanca para cada parametro
do modelo. E importante ressaltar que o valor estimado da variancia 1 /& =1/0.002 = 500
representa a heterogeneidade nao observada, ou seja, ha uma alta heterogeneidade dos
individuos e evidéncias de que existem outros fatores nao observados que tenham efeito

significativo no tempo de vida das pacientes.

Tabela 4.4: Estimativa de méxima verossimilhanca (EMV) e erro padrao (EP) para os

parametros do modelo (4.21)

Exponencial Weibull
Parametros  EMV EP EMV EP
« 0,0020  0,0076  0,0021  0,0085
6 0,0261  0,0089 0,0329 0,0044
vy - - 1,7629  0,3037
Bo 1,2871  0,6498 1,7728 0,6781
51 —1,2871 0,7218 —1,3066 0,7391
AIC 303,3553 293,8634

BIC 312,7821 305,6469
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Observa-se também que os critérios AIC e BIC sao menores para o modelo que utiliza
o risco de base da distribuicao Weibull, indicando que, por esses critérios, o modelo de
mistura padrao com fragilidade aditiva gama e risco de base da distribuicao Weibull é
melhor do que o modelo com risco de base da distribuicao Exponencial.

A Figura 4.4 mostra a curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo de mistura padao
com fragilidade Gama com risco base Exponencial e Weibull, respectivamente. Nota-se
que ha uma certa diferenca entre as curvas estimadas pelos dois modelos, observa-se que
para o modelo com risco de base Exponencial as curvas estimam valores para a fracao
de cura abaixo do que a curva de Kaplan-Meier indica. E o comportamento contrario
pode ser observado para o modelo com risco de base Weibull. Porém, observa-se que esse

ultimo tem curvas que se comportam de forma mais semelhante ao Kaplan-Meier.

o _| o |
— —
N
\\J
y
@© _ @© _ h
o o AY
N
t\
LN
3 o 3 o S mmem e — -
© o © o _I.
£ =
— —
%) %)
(O] (O]
N’ N’
n © n ©
N N
o o
— K-M_NO — K-M_NO
= = K-M_N1,N2eN3 = = K-M_N1,N2eN3
—— MMPFA-Exp_NO ——  MMPFA-Weibull_NO
g - = = MMPFA-Exp_N1, N2 e N3 g —| = = MMPFA-Weibull N1, N2 e N3
T T T T T T T T
0 50 100 150 0 50 100 150
Tempo (més) Tempo (més)

Figura 4.4: Curvas de sobrevivéncia estimadas por Kaplan-Meier (linhas em preto) e pelo
modelo (4.21) (linhas vermelhas) com fungoes de risco de base das distribui¢bes Exponen-

cial(esquerda) e Weibull (direita).

A partir da fungao de ligagao logistica dada em (4.8) obtiveram-se as estimativas

para as fragoes de cura de cada categoria da covaridvel N na Tabela 4.5, pg = 0.7837
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representando a fracao de cura para a mulheres com a localizacao do tumor NO e p; =
0.500 representando a fracao de cura para as mulheres com a localizacao do tumor N1-N3.
Pode-se observar que a fragao de cura para o grupo de mulheres com a localizacao do tumor
NO ¢é maior. Nota-se também que os valores de fragao de cura sao menores para o modelo
com risco de base Exponencial quando comparado ao modelo com Weibull, conforme
ja mencionado anteriormente. Observa-se que os valores sao extremamente proximos e

condizentes com as proporc¢oes de cura que podem ser observadas na Figura 4.3.

Tabela 4.5: Estimativa de méxima verossimilhanca (EMV) para a proporcao de cura do modelo

(4.21).

Exponencial Weibull
Parametros EMV EP EMV EP
Do 0,7837 10,1102 10,8548 0,0842
D1 0,5000 0,1036 0,6145 0,0724

Sendo assim, nao ha muitos indicios de qual modelo seja o mais adequado para esses
dados com a presenca da covariavel N, porém, por ser um modelo que apresentou menores
valores para os critérios AIC e BIC e melhor ajuste das curvas quando comparado ao
Kaplan-Meier, decidiu-se que o melhor é o modelo de mistura padrao com fragilidade

gama e risco de base Weibull.

4.4 Conclusao

Este capitulo teve o intuito de apresentar o conceito a respeito da metodologia por
tras do modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva, para isso foram utilizados os
conceitos de modelo de fragilidade, explicados no capitulo anterior, e de modelo de longa
duragao, este que se caracteriza por incorporar individuos que nao sao suscetiveis ao
evento de interesse. Além disso, foi realizada uma aplicacao do modelo de mistura padrao
com fragilidade aditiva em dados reais de mulheres diagnosticadas com cancer de mama

triplo negativo, na qual foram consideradas duas distribuicoes de risco base: Exponencial

e Weibull.



Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho se propos a estudar uma modelagem denominado como modelo de mis-
tura padrao com fragilidade aditiva. Essa metodologia engloba duas outras que sao muito
utilizadas nos estudos de andlse de sobrevivéncia: modelos de longa duracao e modelos
de fragilidade.

Os modelos de longa duragao se diferenciam dos modelos usuais de analise de sobre-
vivéncia, pois consideram que nem todos os individuos observados no estudo sofreram
do evento de interesse, mesmo sendo observados por um longo periodo de tempo. Sendo
assim, esses modelos se caracterizam por incluir em sua modelagem a existéncia de uma
fracao de cura, que diz respeito a uma parcela da populacao que nao é suscetivel ao
evento de interesse esperado, esses individuos sao considerados como curados. A vanta-
gem de utilizar essa metodologia é o fato dela incorporar a heterogeneidade entre duas
subpopulagoes, curados e nao curados. O modelo de mistura padrao é o mais comum
para explicar dados de longa duragao e utiliza da mistura de distribui¢oes paramétricas,
sendo uma funcao de sobrevivéncia impropria para a populacao total e uma prépria para
a populacao de nao curados.

Um dos problemas dos modelos de longa duracao é o fato de considerarem que todos os
individuos que sofreram o evento de interesse, nao curados, pertencem a uma populacao
homogéna. Porém, ha um certo grau de heterogeneidade induzido por fatores de risco
que nao foram observados. Essa heterogeneidade é incorporada nos modelos de fragi-
lidade que sao caracterizados por utilizarem uma variavel aleatoria que foi observada,
que representa informagoes que nao puderam ou que nao foram observadas como fatores
ambientais, genéticos, informagoes que por algum motivo nao foram incluidas no planeja-

mento do estudo. Este modelo engloba duas fontes de variagoes: a heterogeneidade entre
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os individuos causada por covariaveis que nao foram observadas e aquela proveniente das
covariaveis comuns a indiviudos de um mesmo grupo. Essa fragilidade ¢ introduzida na
funcao de risco e pode ser incluida de forma multiplicativa ou aditiva.

Nos modelos de fragilidade aditiva é observado que quando o tempo do estudo é
muito longo a funcao de sobrevivéncia tende a zero, sendo assim, nao capta a fracao
de cura daquela populagao. Com isso, decidiu-se estudar de forma conjunta os modelos
de fragilidade aditiva com os modelos de longa duracao, utilizando o modelo de mistura
padrao. Esse tipo de modelo tém duas caracteristicas principais que os diferenciam de
modelos usuais de sobrevivencia: a incorporacao de uma parcela dos individuos que nao
apresentam o evento de interesse, mesmo apds um longo tempo de acompanhamento, e
também a possibilidade de considerar heterogeneidade nao observada na modelagem por
meio de fatores de riscos nao observaveis. Além disso, esse modelo é considerado como
uma alternativa ao modelo de riscos proporcionais de Cox, pois nao impoe a condicao de
propocionalidade.

Para verificar a aplicabilidade do modelo de mistura padrao com fragilidade aditiva
foi considerada uma aplicacao a dados de mulheres diagnosticas com cancer de mama
triplo negativo, que receberam quimioterapia neoadjuvante por 12 anos, e o evento de
interesse era a morte devido ao cancer de mama. Foi utilizada uma covariavel a respeito do
espalhamento do cancer e observou-se que aquelas mulheres que tiveram o espalhamento
do cancer para outras regioes sofreram mais do evento de interesse, pois sua proporg¢ao de
cura foi menor do que para aquelas que nao tiveram o espalhamento. Aplicou-se a esses
dados a metodologia mencionada anteriormente, utilizando a distribuicao Gama para a
fragilidade e duas distribuigoes para o risco base: Exponencial e Weibull. Notou-se que
os dados possuem uma alta heterogeneidade nao observada e que o modelo com risco de
base Weibull aparenta ser o mais adequado, visto que teve o menor critérios AIC e BIC.
Também na comparacao com a curva de Kaplan Maier o modelo considerando o risco de

base Weilbul teve um melhor ajuste.
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