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Natália Tomazella de Paula

Orientadora: Vera Tomazella

Trabalho de Conclusão de Curso





Universidade Federal de São Carlos

Centro de Ciências Exatas e de Tecnologia

Departamento de Estat́ıstica

Estimação paramétrica do modelo de mistura padrão com

fragilidade aditiva gama: Aplicação a dados de câncer de mama.
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Resumo

O câncer de mama é causado pelo crescimento desordenado de células anormais na

mama, que se multiplicam de maneira rápida, agressiva e descontrolada. Essa doença

afeta as mulheres do mundo todo, tanto de páıses desenvolvidos como subdesenvolvidos,

podendo também acometer homens, sendo esta uma situação extremamente rara. Existem

diversos tratamentos para sua cura, que podem variar de acordo com a fase que a doença

se encontra, e, quando diagnosticada precocemente, possui uma alta taxa de cura. Mode-

los de taxa de cura têm sido amplamente estudados para analisar dados de tempo até o

evento de interessse com a presença de uma fração de cura de pacientes. Neste contexto,

o objetivo deste trabalho consiste em incorporar a fragilidade, grau de heterogeneidade

induzida por fatores de risco não observáveis, no modelo de taxa de cura, para descrever

este tipo de dados. O modelo proposto é uma extensão do modelo aditivo de Aalen (Aalen,

1980b) e incorpora duas parcelas da população, os indiv́ıduos não suscet́ıveis e suscet́ıveis

ao evento de interesse. Uma vantagem do modelo proposto é a possibilidade de considerar

conjuntamente a heterogeneidade entre os pacientes por suas fragilidades e a presença de

uma fração curada deles. Além disso serão consideradas covariáveis que influenciam a

função de sobrevivência e a proporção de curados na população. Algumas propriedades

destes modelos serão abordadas, bem como métodos adequados de estimação. A meto-

dologia proposta será aplicada a um conjunto de dados de câncer de mama oriundos de

estudos realizados no Hospital A.C.Camargo Cancer Center - São Paulo, Brasil.

Palavras-chave: Análise de sobrevivência, fração de cura, modelo aditivo, fragilidade.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Segundo o Instituto Nacional de Câncer (INCA), o câncer de mama é uma doença

que se torna cada vez mais comum entre as mulheres no Brasil e no mundo, tanto em páıses

em desenvolvimento quanto em páıses desenvolvidos, respondendo por cerca de 25% dos

casos novos de câncer a cada ano (Ministério da Saúde, 2016). A elevação na incidência do

tumor mamário é, entre outros fatores, decorrente do acompanhamento cĺınico adequado,

cuja importância está associada ao diagnóstico precoce do câncer. Embora a mama seja

considerada uma glândula sudoŕıpara modificada com estrutura aparentemente simples, o

conhecimento de alguns componentes estruturais auxilia bastante o estudo e a classificação

das diversas doenças que a acometem (Geraldo Filho, 2000). Segundo Gonçalves et al.

(2007), existem vários fatores de risco associados ao câncer de mama e eles têm sido

investigados, dado o aumento dessa doença que cada vez mais vem se tornando uma

preocupação constante na vida das mulheres brasileiras.

O tratamento varia de acordo com o estadiamento da doença, suas caracteŕısticas

biológicas, bem como das condições da paciente (idade, status de menopausa e comor-

bidades). O prognóstico do câncer de mama depende da extensão da doença. Quando

a doença é diagnosticada no ińıcio, o tratamento tem maior potencial curativo. Entre-

tanto, quando há evidências de metástases (a doença se espalhou), o tratamento tem por

objetivos principais prolongar a sobrevida e melhorar a qualidade de vida da paciente.

As modalidades de tratamento do câncer de mama podem ser divididas em duas, sendo

a primeira o tratamento local, onde é feito um tratamento mais simples com cirurgia e

radioterapia, e a segunda o tratamento sistêmico, que é um tratamento mais árduo para

a paciente e é feito quando a doença já se espalhou pelo corpo. O tratamento consiste

em sessões de quimioterapia, hormonioterapia e terapia biológica (IMAMA, Porto Alegre,
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2014).

Diversas pesquisas na área médica tem abordado o câncer, pode-se citar alguns tra-

balhos como: Farewell (1986) e Peng e Dear (2000) estudaram o câncer de mama; Laurie

et al. (1989) fizeram estudos sobre câncer de cólon e Chen et al. (1999) apresentaram um

estudo sobre o melanoma. Com os avanços na área médica, um número maior de paci-

entes passou a ser considerado “curado”, ou imune à doença em estudo. Nestes estudos

assume-se que os pacientes sejam suscet́ıveis ao evento de interesse (por exemplo morte

ou recidiva da doença). Entretanto, com os avanços nos tratamentos de câncer e, por

consequência na eficácia deles, os estudos conduzem a uma proporção de pacientes que

não são suscet́ıveis ao evento de interesse esperado. A partir dos modelos tradicionais de

sobrevivência não é posśıvel estimar a fração de cura da população, ou seja, a proporção

de indiv́ıduos que são considerados curados. Assim, são necessários modelos estat́ısticos

que incorporem tal fração e estes são denominados modelos de longa duração ou modelos

de fração de cura.

O modelo proposto por Cox (1972) é um dos mais conhecidos e utilizados em análise

de dados de sobrevivência. Entretanto, esse modelo supõe que os riscos são proporcionais,

suposição que muitas vezes não é razoável. Para resolver essa limitação, alguns modelos

foram propostos na literatura, dentre eles as chamadas extensões do modelo de Cox, como

por exemplo o modelo de Cox estratificado, em que se assume que as taxas de falha são

proporcionais somente em cada estrato (Colosimo e Giolo, 2006). Aalen (1980a) citou

algumas limitações do modelo de Cox, com destaque para as suposições do modelo de

Cox que podem não ser verificadas na prática. Outra limitação seria que mesmo quando

as propriedades de proporcionalidade são satisfeitas não há garantia da adequação do

modelo de Cox.

Um ponto bastante importante em análise de sobrevivência é o estudo de covariáveis,

pois diversos fatores podem influenciar o tempo de sobrevivência de um indiv́ıduo. Assim,

incorporar covariáveis nos permite ter um modelo muito mais completo e repleto de in-

formações valiosas. Por exemplo, se há interesse em estudar o tempo de vida de pacientes

com uma determinada doença que estão recebendo um certo tratamento, outros fatores

podem influenciar na cura do paciente e assim é posśıvel encontrar novos meios de tratar

a doença a partir de covariáveis.

Muitos autores contribúıram para a teoria dos modelos de longa duração, sendo Boag

(1949) o pioneiro, em que o método de máxima verossimilhança foi utilizado para estimar
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a proporção de sobreviventes em uma população de 121 mulheres com câncer de mama,

experimento esse que teve a duração de 14 anos. Baseado na ideia de Boag (1949), Berkson

e Gage (1952) propuseram um modelo de mistura com o objetivo de estimar a proporção

de curados numa população submetida a um tratamento de câncer de estômago. Modelos

mais complexos de longa duração, tais como Tsodikov et al. (1996), Chen et al. (1999)

entre outros, surgiram com o objetivo de explicar melhor os efeitos biológicos envolvidos.

Mais recentemente, Rodrigues et al. (2009) propuseram uma teoria unificada de longa

duração, considerando diferentes causas competitivas. Milani et al. (2021) consideraram

o modelo de mistura padrão para estimar a proporção de cura de mulheres que foram

diagnosticadas com câncer e submetidas ao tratamento de quimioterapia neoadjuvante,

que consiste em um tratamento realizado antes de um procedimento cirúrgico.

Os modelos de cura assumem implicitamente que todos os indiv́ıduos que sofreram o

evento de interesse pertencem a uma população homogênea. No entanto, existe um grau

de heterogeneidade induzida por fatores de risco não observados. Nestas circunstâncias,

é necessário considerar modelos que incorporam heterogeneidade não observável entre os

indiv́ıduos, como o modelo de fragilidade proposto por Vaupel et al. (1979). Os modelos de

fragilidade são caracterizados pela inclusão de um efeito de aleatório, que é uma variável

aleatória não observável tais como fatores ambientais, genéticos ou informações que por

alguma razão não foram consideradas no planejamento. Uma forma de incorporar esse

efeito aleatório é introduzi-lo na função de risco de forma aditiva ou multiplicativa. Estes

modelos são extensões dos modelos de Aalen (1980a) e Cox (1972), respectivamente.

O fato de considerar a variável aleatória não observável introduzida na função de risco

faz com que o modelo englobe duas fontes de variação para os dados. Hougaard (1991)

mostrou que é vantajoso considerar as duas fontes de variabilidade. A primeira delas,

que gera a heterogeneidade entre as observações, é causada por covariáveis individuais

não observáveis que não foram inclúıdas no planejamento em estudo, por circunstan-

cias práticas ou por serem conhecidas como sendo fatores de risco. A segunda fonte de

variação é proveniente das covariáveis comuns a indiv́ıduos de um mesmo grupo, que

quando não observadas geram dependência entre os tempos de sobrevida. Uma aborda-

gem paramétrica para modelos aditivos com fragilidade foi apresentada por Tomazella

(2003) e mais adiante nesta mesma estrutura Tomazella et al. (2006) consideraram um

procedimento de inferência Bayesiana.
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1.1 Objetivo

Neste trabalho será estudado um modelo de regressão paramétrico que é uma extensão

do modelo de aditivo de Aalen (1980b), denominado “Modelo de fragilidade Aditivo Gama

com Proporção de Cura”. Nesta proposta, supõem-se que a variável de fragilidade do mo-

delo proposto tem distribuição Gama e o modelo de fração de cura considerado será o

modelo de mistura padrão (Berkson e Gage (1952)). Nesta proposta covariáveis observa-

das que podem influenciar no tempo de sobrevivência serão incorporaradas na modelagem.

A metologia será analisada considerando um conjunto de dados de mulheres diagnosti-

cadas com câncer de mama e submetidas a um tratamento de quimioterapia neo-adjuvante

entre os anos de 2001 a 2013, fornecido pelo Hospital A.C.Camargo Câncer Center-São

Paulo, Brasil.

1.2 Organização do Trabalho

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Caṕıtulo 2, será apresentada uma

revisão da literatura sobre análise de sobrevivência, abrangendo desde conceitos básicos

até metodologias de modelagem de riscos aditivos e multiplicativos. No Caṕıtulo 3, será

introduzido o conceito de modelo de fragilidade. No Caṕıtulo 4, o desenvolvimento da

modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva será apresentado e uma aplicação da

metodologia proposta à dados reais. Por fim, no Caṕıtulo 5 será apresentado conclusão

do trabalho.



Caṕıtulo 2

Revisão da Literatura

Neste caṕıtulo será feita uma revisão dos conceitos básicos da metodologia de análise

de sobrevivência, que serão essenciais para o desenvolvimento do trabalho. Todas as

informações citadas a seguir foram obtidas de Colosimo e Giolo (2006).

2.1 Conceitos básicos de Análise de Sobrevivência

A análise de sobrevivência tem como principal objetivo estudar o tempo até a ocorrência

de um determinado evento de interesse, conhecido como tempo de falha, que pode estar

relacionado à durabilidade de um equipamento eletrônico, bem como a morte ou cura de

um paciente.

Uma das principais caracteŕısticas dos dados utilizados em sobrevivência é a presença

de censura, que é a observação parcial da resposta. Ela pode ocorrer por diversos motivos,

principalmente pela perda de acompanhamento do paciente e não ocorrência do evento

de interesse. É importante usar esse tipo de análise em dados como esses pois, ainda

que as informações não estejam completas, elas são relevantes na inferência a respeito do

tempo de vida de indiv́ıduos fora da amostra e para evitar que resultados viesados, não

condizentes com a realidade da população, surjam no decorrer do estudo.

2.1.1 Censura

Conforme citado anteriormente, a censura é a principal caracteŕıstica desse tipo de

estudo. Pode-se observar na prática três razões usuais para ocorrência de censura (ver

figura 4.2) .



6

• O evento de interesse não ocorre para um determinado indiv́ıduo antes do final do

estudo;

• Perdeu-se o contato com o indiv́ıduo;

• O indiv́ıduo é retirado do estudo, por exemplo porque morreu de outra causa ou

porque interrompeu o tratamento.

Figura 2.1: Exemplo de causas de censuras.

A seguir serão definidas as censuras mais comuns em estudos de análise de sobre-

vivência

Censura do Tipo I

Define-se censura do tipo I como aquela em que o término do estudo ocorre somente

após um tempo pré-estabelecido, ou seja, há uma data final já estipulada. Em casos como

este só é posśıvel ter conhecimento a respeito do tempo de vida do paciente caso ele venha

a óbito antes do término do estudo.

Censura do Tipo II

A censura do tipo II é caracterizada pelo estudo que é finalizado quando ocorre um

número pré-estabelecido do evento de interesse. Ou seja, os indiv́ıduos que não o apre-

sentarem terão seu tempo censurado.
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Censura Aleatória

A censura aleatória é comumente observada na área médica, visto que se trata de

casos que não são posśıveis de ser controlados pelo pesquisador. Ela ocorre em casos

que o indiv́ıduo é retirado do estudo sem ter apresentado a falha. Isso pode ocorrer por

motivos de morte por uma razão diferente da que está sendo estudada ou porque um

ind́ıviduo deixou o estudo.

Além dos tipos de censura apresentados acima, existem definições para os mecanismos

de censura.

Censura à Direita

A censura à direita ocorre quando o tempo de ocorrência do evento de interesse está

à direita do tempo que foi registrado, ou seja, pode ocorrer devido a perda de acompa-

nhamento do indiv́ıduo ou término do estudo.

Censura à Esquerda

Quando o tempo registrado é maior que o tempo de falha, denomina-se censura à

esquerda, ou seja, o indiv́ıduo já passou pelo evento de interesse quando foi observado

pela primeira vez.

Censura Intervalar

A censura intervalar acontece frequentemente, pois ocorre quando não se sabe o tempo

exato em que o ind́ıviduo passou pelo evento de interesse, tem-se conhecimento apenas

do intervalo de tempo em que este ocorreu.

Os dados de sobrevivência são representados pelo par (δi, ti), sendo ti o tempo de falha,

δi a indicadora de censura e i o i− ésimo indiv́ıduo do estudo. Sendo assim, tem-se:

δi =

 1 , se ti for o tempo até a falha;

0 , se ti for o tempo até a censura.

2.1.2 Funções de Interesse

A variável mais importante na análise de sobrevivência é o tempo de falha, deno-

tado por T . Esta é uma variável aleatória não-negativa e, assumidamente, cont́ınua. É

especificada pela sua função de sobrevivência e função de taxa de falha (ou risco).
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Considerando que a variável aleatória T , T ≥ 0, tenha função de densidade de proba-

bilidade denotada por f(t), define-se esta como o limite da probabilidade de um indiv́ıduo

falhar no intervalo de tempo [t, t+∆t) por unidade e pode ser expressa como

f(t) = lim
∆t−→0

P(t < T ≤ t+∆t)

∆t
. (2.1)

Consequentemente, sua função de distribuição acumulada é dada por:

F (t) = P(T ≤ t) =

∫ t

0

f(s)ds. (2.2)

Nota-se que a Equação (2.2) retorna a probabilidade do indiv́ıduo estar vivo antes de

um determinado tempo t.

Porém, conforme dito anteriormente, o objetivo da análise de sobrevivência é estipular

a probabilidade do ind́ıviduo sobreviver após um determinado tempo. Sendo assim a

função de sobrevivência será dada por

S(t) = P(T ≥ t) =

∫ ∞

t

f(s)ds = 1− F (t). (2.3)

Esta função possui as seguintes propriedades:

1. S(t) é decrescente;

2. S(0) = 1;

3. lim
t−→∞

S(t) = 0.

A Figura 2.2 mostra a forma da curva de sobrevivência.

Figura 2.2: Exemplo de curva de sobrevivência.
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Sabendo que o indiv́ıduo em estudo sobreviveu até o tempo t, tem-se interesse em

verificar se ele irá falhar no intervalo de tempo [t, t+∆t), com ∆t → 0, ou seja, verificar

a taxa de falha instânea, também chamada de função de risco. Esta é dada por

λ(t) = lim
∆t−→0

P(t < T ≤ t+∆t|T ≥ t)

∆t
=

f(t)

S(t)
. (2.4)

O comportamento da função de risco pode variar de acordo com a distribuição que

for atribúıda à variável aleatória T . Ela pode assumir formas contantes, decrescentes,

crescentes e formas não monótonas, como a “forma de banheira”ou “U”que representa,

normalmente, a função de risco do tempo até a morte dos seres humanos.

Por último, tem-se a função de risco acumulado, que informa a taxa de falha acumulada

do indiv́ıduo. Ela é definida por:

Λ(t) =

∫ t

0

λ(s)ds. (2.5)

Vale ressaltar que existem relações importantes entre as funções definidas anterior-

mente.

λ(t) =
f(t)

S(t)
= −d log (S(t))

dt
, (2.6)

Λ(t) = − log (S(t)) (2.7)

e

S(t) = exp (−Λ(t)) . (2.8)

Além dessas relações, existem outras que podem ser constrúıdas a partir das funções

encontradas em Colosimo e Giolo (2006).

2.1.3 Estimador de Kaplan-Meier

Nos estudos de análise de sobrevivência são apresentadas classes de estimadores para

a função de sobrevivência com a presença de censura. Existe a classe de estimadores não

paramétricos, que não atribuem à variável de interesse, tempo até a ocorrência do evento,
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um modelo estat́ıstico paramétrico. Alguns deles são: o estimador de Kaplan-Meier, o

estimador de Nelson-Aalen, proposto por Nelson (1972), e suas propriedades estudas por

Aalen (1978). Outro estimador também bastante conhecido é a tabela de vida ou atuarial,

uma das técnicas mais antigas.

O estimador de Kaplan-Meier, conhecido por estimador limite-produto, é uma adaptação

da função de sobrevivência emṕırica, pois leva em consideração a presença de censura.

Ele é calculado pela seguinte expressão:

Ŝ(t) =
∏

j: tj<t

(
nj − dj

nj

)
=
∏

j: tj<t

(
1− dj

nj

)
, (2.9)

em que t1, t2, ..., tr são considerados os k tempos de falhas ordenados de forma crescente,

dj é o número de falhas no tempo tj, j = 1, ..., k, e nj é o número de indiv́ıduos expostos

ao risco em tj, j = 1, ..., k.

De acordo com Colosimo e Giolo (2006), as principais propriedades desse estimador

são:

1. é não-viesado para amostras grandes;

2. é fracamente consistente;

3. converge assintoticamente para um processo gaussiano;

4. é estimador de máxima verossimilhança de S(t).

O estimador de Nelson-Aalen (Nelson, 1972) é mais recente que o anterior e se baseia

na seguinte função:

S(t) = exp {−Λ(t)} (2.10)

em que Λ(t) é a função de risco acumulado.

Esse estimador provou propriedades assintóticas usando processos de contagem e pos-

sui a seguinte forma:

Λ̂(t) =
∑
j:tj<t

(
dj
nj

)
, (2.11)

em que dj e nj possuem a mesma definição já mostrada anteriormente.
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A curva de sobrevivência do estimador Kaplan-Meier tem forma de degrau com mu-

dança no valor da função de sobrevivência para cada valor de falha observado. A Figura 2.3

descreve uma forma t́ıpica da curva de Kaplan-Meier.

Figura 2.3: Função Sobrevivência de Kaplan-Meier.

2.2 Modelos Paramétricos

Para os métodos de estimação paramétrica é necessário que se assuma uma distri-

buição de probabilidade que descreva adequadamente os dados de sobrevivência. Existem

diversas distribuições que são consideradas apropriadas para descrever a variável de in-

teresse, tempo até a falha. A escolha dessa é de extrema importância, visto que cada

distribuição pode gerar estimadores diferentes e seu uso inadequado pode gerar grandes

erros.

Tendo isso em vista, neste seção serão apresentados alguns dos principais modelos

utilizados na área: Exponencial, Weibull e Gama.

2.2.1 Distribuição Exponencial

A distribuição exponencial é conhecida por ser um dos modelos probabiĺısticos mais

simples para descrever o evento de interesse da área de sobrevivência e por ser a única

distribuição cont́ınua que “não tem memória”, ou seja, o tempo de vida não afeta na

sobrevivência, o que faz com que sua função de risco seja constante.

Essa distribuição possui apenas um parâmetro, θ, e sua função de densidade de pro-
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babilidade, considerando T a variável aleatória tempo de falha, é dada por:

fE(t) = θ exp {− θt} , t ≥ 0 e θ > 0.(2.12)

A função de sobrevivência e risco são dadas, respectivamente, por:

SE(t) = exp {− θt} , t ≥ 0 e θ > 0(2.13)

e

λE(t) = θ, t ≥ 0 e θ > 0. (2.14)

A Figura 2.4 mostra o comportamento da função de densidade de probabilidade, de

sobrevivência e de risco, respectivamente, para diferentes valores do parâmetro θ.

Figura 2.4: Funções densidades (a), sobrevivência (b) e taxa de falha (c) para a distribuição

Exponencial.

2.2.2 Distribuição Weibull

A distribuição Weibull foi proposta por Weibull (1939) e sua teve aplicabilidade estu-

dada pelo mesmo autor, Weibull (1951). É bastante conhecida por apresentar uma grande

variedade de formas, em que todas elas possuem uma propriedade: a função de taxa de

falha é sempre monótona, ou seja, ela pode ser crescente, decrescente ou constante.

Essa distribuição possui dois parâmetros, γ, parâmetro de forma, e θ, parâmetro de

escala. A função de densidade de probabilidade para essa, quando se considera T a variável
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aleatória tempo de falha, é dada por:

fW (t) = γθtγ−1exp[−θtγ], t ≥ 0 e θ > 0, γ > 0. (2.15)

A função de distribuição acumulada da Weibull é dada por:

FW (t) = 1− exp[−θtγ]. (2.16)

A função de sobrevivência para esse modelo é dada por:

SW (t) = 1− F (t) = exp[−θtγ]. (2.17)

Utilizando as relações existentes entre essas funções, pode-se obter a função de risco

λW (t) =
f(t)

S(t)
=

γθtγ−1exp[−θtγ]

exp[−θtγ]
= γθtγ−1. (2.18)

Quando o parâmetro de forma, γ, é alterado, obtém-se uma grande variedade de com-

portamentos da distribuição Weibull, podendo mesmo até chegar em outras distribuições,

que serão conhecidas como casos particulares dessa, como mostrado abaixo.

• γ = 1: a Weibull é uma distribuição Exponencial;

• γ = 2: a Weibull é uma distribuição Rayleigh;

• γ = 2, 5: a Weibull aproxima-se da distribuição Log-Normal;

• γ = 3, 6: a Weibull aproxima-se da distribuição Normal.

A Figura 2.5 mostra que a forma das funções definidas acima está sucet́ıvel a mudanças

de acordo com o valor dos parâmetros.



14

Figura 2.5: Funções densidades (a), sobrevivência (b) e taxa de falha (c) para a distribuição

Weibull.

2.2.3 Distribuição Gama

A distribuição Gama é principalmente utilizada em problemas de confiabilidade devido

ao fato de se ajustar de forma adequada às diversas situações que a área estuda. Quando

se assume a presença de efeitos aleatórios, como nos modelos de fragilidade, é utilizada

frequentemente para modelar esses componentes (Colosimo e Giolo, 2006).

Essa distribuição possui dois parâmetros, um parâmetro de forma, e um parâmetro de

escala. A função de densidade de probabilidade quando se considera T a variável aleatória

tempo de falha e os dois parâmetros iguais T ∼ gama(α, α), é dada por:

fG(t) =
αα

Γ(α)
tα−1exp{−αt}, (2.19)

em que t > 0 e α > 0.Neste caso E(T ) = 1 e V (T ) = 1/α.

A respectiva função de sobrevivência é dada por:

SG(t) =

∫ ∞

t

αα

Γ(α)
uα−1exp{−αu}du. (2.20)

A função de taxa de falha pode ser obtida por meio da seguinte relação:

λG(t) =
f(t)

S(t)
. (2.21)



15

A Figura 2.6 mostra as diferentes formas que as funções definidas acima podem assu-

mir. Elas foram representadas graficamente, levando em consideração diferentes valores

dos parâmetros.

Figura 2.6: Funções densidades (a), sobrevivência (b) e taxa de falha (c) para a distribuição

Gama.

2.2.4 Estimação por Máxima Verossimilhança

Existem situações em análise de sobrevivência em que existe o interesse de estimar a

função de sobrevivência supondo que o tempo de falha segue uma distribuição de proba-

bilidade.

O método da máxima verossimilhança é capaz de incorporar censuras e possui ótimas

propriedades para amostras grandes e por isso é um método muito utilizado em análise

de sobrevivência.

Para dados sem censura, a função de verossimilhança é definida por:

L(π) =
n∏

i=1

f(ti; π), (2.22)

em que T é a variável aleatória representando o tempo de vida com função densidade de

probabilidade f(t; π) e π é o vetor de parâmetros do modelo escolhido.

Porém, em análise de sobrevivência são utilizados dados com presença de censura e

estes trazem informações importantes para o modelo, pois quando há presença de censura
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sabe-se que o tempo de falha do indiv́ıduo é maior do que aquele em que foi censurado.

Sendo assim, sua contribuição para L(π) é dada pela função de sobrevivência S(t).

L(π) =
n∏

i=1

[f(ti; π)]
δi [S(ti; π)]

1−δi =
n∏

i=1

[λ(ti; π)]
δi S(ti; π), (2.23)

em que δi é a variável indicadora de falha. A expressão acima é válida para as censuras

do tipo I, II, aleatória e também sob a suposição que o mecanismo de censura é não

informativa.

Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de π que maximizam L(π),

ou de forma equivalente, ℓ(π) = log [L(π)]. Em muitos modelos, os estimadores podem

ser encontrados resolvendo-se o sistema de equações

U(π̂) =
∂ℓ(π̂)

∂π
= 0. (2.24)

Normalmente, o estimador de máxima verossimilhança não possui uma expressão fe-

chada por sua complexidade. Então, faz-se necessário o uso de métodos numéricos para

fazer a estimação.

2.3 Modelo de Riscos Proporcionais de Cox

Os modelos de regressão paramétricos exigem uma suposição de uma distribuição

estat́ıstica para o tempo de sobrevivência. Contudo, se a suposição não for adequada,

as estimativas podem ser pouco confiáveis. Sendo assim, com o objetivo de encontrar

um modelo mais flex́ıvel, Cox (1972) propôs um modelo, denominado Modelo de Risco

Proporcional de Cox.

Nesse modelo, assume-se que os tempos ti = 1, ..., n são independentes e que o risco

individual é dado por,

λ(t|xi) = λ0(t)g(x
′
iβ) (2.25)

em que λ0(t) é a função de risco básico, ou seja, é o risco de um indiv́ıduo com o vetor

de covariáveis nulo, x é o vetor de covariáveis e β é o vetor de parâmetros associados às

covariáveis x. Já o componente paramétrico da função (g(x′
iβ)) é sempre não-negativo e
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frequentemente utilizado na seguinte forma multiplicativa, sendo,

g(x′
iβ) = exp{x′

iβ} = exp{x1β1 + x2β2 + ...+ xkβk}, (2.26)

onde β é o vetor de parâmetros associados às covariáveis x.

O modelo de Cox é dito semi-paramétrico (2.25), pois a função de risco de base é não-

paramétrica. Sendo assim, esse modelo se torna mais flex́ıvel do que o modelo paramétrico

devido à presença da função de base.

Ademais, o modelo também é denominado de modelo de riscos proporcionais pois a

razão da taxa de falha de dois indiv́ıduos diferentes, i e j, é constante no tempo. Isto é,

a razão das funções de taxa de falha dos indiv́ıduos i e j dada por

λi(t|x)
λj(t|x)

=
λ0(t) exp(x

′
iβ)

λ0(t) exp(x′
iβ)

=
exp(x′

iβ)

exp(x′
iβ)

= exp[β(xi − xj)] (2.27)

não depende do tempo. Nesse sentido, se um indiv́ıduo no ińıcio do estudo possui um

risco de morte igual a duas vezes o risco de um segundo indiv́ıduo, então, a razão de riscos

será a mesma para todo o peŕıodo de acompanhamento.

Para fazer uso do modelo de regressão de Cox, é necessário seguir uma suposição

básica de que as taxas de falhas devem ser proporcionais ou, de forma equivalente para

este modelo, que as taxas de falha acumuladas também sejam proporcionais.

2.3.1 Funções relacionadas a λ0(t)

As funções relacionadas a λ0(t) referem-se basicamente a:

• Função de risco básico acumulada

Λ0(t) =

∫ t

0

λ0(u)du. (2.28)

• Função de sobrevivência de base

S0(t) = exp{−Λ0(t)}. (2.29)

Dessa forma, tem-se:

• Função de risco acumulada
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Λ(t|x) = Λ0(t) exp{x′
iβ} (2.30)

• Função de sobrevivência

S(t|x) = [S0(t)]
exp{x′

iβ} (2.31)

2.3.2 Estimação do Modelo de Cox

Os coeficientes de regressão β′s são as quantidades de maior interesse na modelagem

estat́ıstica de dados, pois medem os efeitos das covariáveis sobre a função da taxa de falha.

Essas quantidades devem ser estimadas a partir das observações amostrais.

Nesse contexto, é necessário um método de estimação para fazer inferências neste

modelo, e o método de máxima verossimilhança é o mais utilizado nessas ocasiões. Con-

tudo, com a presença do componente não-paramétrico λ0(t) na função de verossimilhança

(2.23), o método torna-se inapropriado para o uso.

Logo, para solucionar o problema Cox (1975) propôs uma solução razoável que consiste

em condicionar a construção da função de verossimilhança ao conhecimento da história

passada de falhas e censuras para eliminar esta pertubação da verossimilhança. Esse novo

método foi denominado como método de máxima verossimilhança parcial.

2.3.3 Método de Verossimilhança Parcial

Considere uma amostra de n indiv́ıduos e que existam k ≤ n falhas distintas nos

tempos t1 < t2 < ... < tk. A função de verossimilhança é dada por,

LP (β) =
n∏

i=1

(
exp{x′

iβ}∑
j∈S(ti) exp{x

′
iβ}

)δi

, (2.32)

onde δi é o indicador de censura e S(ti) é o conjunto de ı́ndices das observações sob risco

no tempo ti. Observe que condicional à história de falhas e censuras até o tempo ti, o

componente não-paramétrico λ0(t) desaparece.

Então, a função de verossimilhança (2.32) a ser utilizada para fazer inferências no

modelo de Cox, é formada pelo produto de todos os termos associados aos tempos distintos

de falha. Os valores de β que maximizam a função de verossimilhança parcial, LP (β) são
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obtidos resolvendo o sistema de equações definido por UP (β) = 0, em que UP (β) é vetor

de derivadas de primeira ordem da função log(LP (β)), isto é,

UP (β) =
n∑

i=1

δi

[
xi −

∑
j∈S(ti) xj exp{x′

iβ̂}∑
j∈S(ti) exp{x

′
iβ̂}

]
= 0. (2.33)

2.3.4 Estimativa das funções relacionadas a Λ0(t)

Um estimador simples, proposto para a função de risco de base acumulada Λ0(t) é o

estimador de Breslow, que é uma função escada com saltos nos distintos tempos de falha

e é expresso por,

Λ̂0(t) =
∑
j:tj<t

dj∑
I∈Rj

exp{x′
iβ̂}

, (2.34)

em que dj é o número de falhas em tj e Rj é o conjunto dos ı́ndices das observações sob

risco no tempo j.

Por consequência, as funções de sobrevivência S0(t) e S(t) podem ser estimadas por,

respectivamente,

Ŝ0(t) = exp{−Λ̂0(t)} (2.35)

Ŝ(t|x) = [Ŝ0(t)]
exp{x′

iβ̂} (2.36)

2.3.5 Interpretação dos Coeficientes

Os coeficientes β no modelo de regressão de Cox, medem os efeitos das covariáveis na

função de risco, sendo que uma covariável pode acelerar ou desacelerar a função de risco.

Nesse sentido, quando o coeficiente β possui valores positivos, têm-se variáveis que

contribuem para o aumento do risco, mas quando o coeficiente possui valores negativos,

têm-se variáveis que contribuem para a redução do risco. Sendo assim, quando a expo-

nencial do coeficiente, eβ, possui risco relativo maiores do que 1, tem-se um sobrerisco e

quando possui risco relativo entre 0 e 1, tem-se uma proteção.

2.3.6 Modelos de Cox Paramétricos

Para os modelos de riscos proporcionais paramétricos assume-se que a função de risco

do indiv́ıduo i é dada por,

λ(t|xi) = λ0(t)g(x
′
iβ), (2.37)
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e como nesse modelo λ0 é assumida uma forma paramétrica, tem-se então diferentes formas

paramétricas para o tempo de vida T , sendo a distribuição Exponencial, Weibull, Gama,

Gama Generalizada e entre outros.

Nesse modelo a função de sobrevivência condicional para o indiv́ıduo i é dada por,

S(t|xi) = [S0(t)]
exp{x′

iβ}. (2.38)

e a função de verossimilhança é dada por,

L(β, x) =
n∏

i=1

[λ0(t) exp{x′β}]δi [S0(ti)]
exp{x′β} (2.39)

em que λ0(t) é a função de risco de base e S0(t) é a função de sobrevivência de base.

Considerando que a função de risco base tem distribuição expoenencial tem-se então o

modelo de riscos proporcionais exponencial com função de risco de base dada por:

λ0(t) = θ (2.40)

e com isso, a função de risco e confiabilidade condicionais do modelo de Cox são dadas

por,

λ(t|xi) = θ exp(x′
iβ) (2.41)

S(t|xi) = [exp (−θt)]exp(x
′
iβ) . (2.42)

Nesse contexto, a função de verossimilhança dos modelos de riscos proporcionais ex-

ponencial, será de,

L(β, x) =
n∏

i=1

[θ exp (x′β)]
δi [exp (−θt)]exp(x

′β) (2.43)

onde δi é o indicador de falha.

Já nos modelos de riscos proporcionais Weibull, têm-se a função de risco base

de Weibull que é dada por,

λ0(t) = γθtγ−1 (2.44)
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e assim, a função de risco e confiabilidade do modelo de Cox são dadas por,

λ(t|xi) = γθtγ−1 exp(x′
iβ) (2.45)

S(t|xi) = [exp (−θtγ)]exp(x
′
iβ) . (2.46)

A função de verossimilhança dos modelos de riscos proporcionais Weibull é dado por,

L(β, x) =
n∏

i=1

[
γθtγ−1 exp(x′β)

]δi [exp (−θtγ)]exp(x
′β) , (2.47)

onde δi é o indicador de falha.

2.4 Modelo de risco aditivo de Aalen

Considerando situações em que não se impõe que as funções de risco sejam proporcio-

nais, tem-se a segunda classe de modelos de risco em análise de sobrevivência, conhecida

por modelos de riscos aditivos. O modelo proposto por Aalen (1980a) é aquele em que o

efeito das covariáveis é expresso aditivamente na função de risco e é definido por:

λ (t|xi) = λ0 (ti) +G (xi,β) , (2.48)

em que λ0(·) é a função de risco de base, e G(·) é uma função positiva e β é um vetor p

dimensional de parâmetro desconhecidos de efeitos associados a xi.

Assumindo que a função g(·) = x′
iβ tem-se que (2.48) pode ser escrita como:

λ(t|xi) = λ0(t) + x′
iβ. (2.49)

Note que essa modelagem assumindo a função g(·) como função identidade pode apre-

sentar valor negativo para a função de risco, o que é uma desvantagem em relação à

abordagem multiplicativa que assume uma função exponencial para g(·) multiplicando o

risco de base. Por se tratar de uma abordagem paramétrica deve-se supor uma distri-

buição de probabilidade para o risco de base.

A forma mais geral da função de risco para o modelo aditivo (2.48) é dada da seguinte
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forma:

λ(t|xi(t)) = β0(t) +

p∑
j=1

βj(t)xij(t),

em que xij(t) são as covariáveis que podem depender do tempo, com i = 1, . . . , n e

j = 1, . . . , p, onde n é o número de indiv́ıduos no estudo e p é o número de covariáveis

no modelo. Os βj(t) são funções do tempo desconhecidas que medem a influência das

respectivas covariáveis e β0(t) pode ser visto como uma função de risco base (λ0(t)).

O modelo aditivo de Aalen apresenta algumas caracteŕıscas importantes, como o fato

do efeito das covariáveis ser aditivo na função de risco e possibilitar o monitoramento de

covariáveis dependentes do tempo. Essa modelagem também permite que os parâmetros

e as covariáveis variem com o tempo e nenhuma forma paramétrica particular é assumida

para os βj(t), chamados de coeficientes de risco ou funções de regressão. E, por fim, por

se tratar de um modelo que ajusta funções e não parâmetros, é considerado um modelo

não-paramétrico e flex́ıvel. A desvantagem de utilizar essa metodologia é que ela estima

tanto valores negativos como positivos para a função de risco.

A estimação desse modelo não é trivial, normalmente, utiliza-se como uma alternativa

a estimação da função de regressão acumulada, dada por:

Bj(t) =

∫ t

0

βj(u)du,

e o estimador proposto por Aalen para estimar Bj(t), é dado por:

B̂(t) =
∑
ti<t

Z(ti)I(ti),

em que, t1 < t2 < · · · < tk são os tempos de falha ordenados, B̂(t) é o vetor dos B̂j(t),

I(ti) é um vetor com o i-ésimo elemento igual a 1 se o evento ocorre para o indiv́ıduo i

no tempo t e é zero caso contrário e Z(ti) é a inversa generalizada de X(ti) que é uma

matriz n× (p+ 1) composta por vetores do tipo xi(t) = (1, xi1(t), . . . , xip(t))
′ na i-ésima

linha se a falha não ocorrreu para o indiv́ıduo i e se ele ainda estiver no estudo, e contém

apenas zeros na linha i se o i-ésimo indiv́ıduo não estiver em risco no tempo t.

Os B̂(t) podem ser vistos como funções emṕıricas que descrevem a influência da j-

ésima covariável, e a inclinação da função de regressão acumulada B̂j(t) indica como

a covariável influencia a função de risco ao longo do tempo. Ou seja, uma inclinação

positiva em relação ao eixo do tempo indica que naquele peŕıodo o aumento dos valores
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da covariável levou ao aumento do risco, e se a inclinação for negativa significa que naquele

peŕıodo o aumento dos valores da covariável levou à redução do risco, e, por fim, se não

houver inclinação (comportamento constante) quer dizer que a covariável relacionada tem

efeito constante no risco.

O estimador da função de risco acumulada, quando todas as covariáveis já foram

fixadas no tempo inicial do estudo, é dado por:

Λ̂(t|x) = B̂0(t) +

p∑
j=1

B̂j(t)xj,

sendo os valores de t tais que a matriz X(t) é não-singular. A função de sobrevivência

estimada é dada pela seguinte relação:

Ŝ(t|x) = exp{−Λ̂(t|x)}.

Caso não seja utilizada a abordagem paramétrica mostrada, o modelo de risco aditivo

proposto por Lin e Ying (1994) tem uma abordagem semi-paramétrica, assumindo para

função de risco de base uma função não-negativa e considerando as funções de regressão

βj(t) constantes ao longo do tempo, dessa forma tem-se o modelo de Aalen dado em

(2.49). Para esse modelo a interpretação dos parâmetros é mais direta do que no modelo

original de Aalen, entretanto ainda mantém a desvantagem de admitir a estimação da

função de risco com valores negativos.

2.5 Considerações finais

Este caṕıtulo teve o intuito de apresentar os conceitos básicos da análise de sobre-

vivência, como suas principais funções, definição de censura e os principais modelos es-

tat́ısticos paramétricos. Além disso, foram abordados os conceitos de modelo de riscos

proporcionais de Cox e modelo de risco aditivo de Aalen, conceitos importantes para

a contrução do modelagem de modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva. No

próximo caṕıtulo será abordado o tema a respeito do modelo de fragilidade
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Caṕıtulo 3

Modelo de Fragilidade

O modelo de fragilidade é caracterizado pela utilização de um efeito aleatório, ou seja,

de uma variável aleatória não observável, que representa as informações que não podem

ou não foram observadas tais como: fatores ambientais, genéticos, informações que, por

algum motivo, não foram consideradas no planejamento amostral.

O modelo de fragilidade engloba duas fontes de variações: a que gera a heterogenei-

dade entre as observações causada por covariáveis individuais não observadas que não

foram inclúıdas no planejamento do estudo por circunstâncias práticas, ou por não se-

rem conhecidas como sendo fatores de risco, e aquela proveniente das covariáveis comuns

a indiv́ıduos de um mesmo grupo ou famı́lia que, quando não são observadas, geram

dependência entre os tempos de eventos (Tomazella, 2003).

As fragilidades podem ser introduzidas de forma multiplicativa ou de forma aditiva

na função de risco, visando assim responder as diferentes formas de avaliar a influência

da heterogeneidade entre as unidades na função de risco, ou intensidade nos processos

de contagem. Existem duas categorias de modelos de fragilidade, que são os modelos de

fragilidades para dados univariados e multivariados.

Os modelos de fragilidade para dados de sobrevivência univariados leva em conta que

a população é não homogênea. A heterogeneidade pode ser explicada por covariáveis, mas

quando importantes covariáveis não são incorporadas no modelo, há uma certa heteroge-

neidade, embora não observada. Já os modelos de fragilidade para dados de sobrevivência

multivariado é muito comum para indiv́ıduos com eventos repetidos ou dados de eventos

recorrentes ou causas competitivas (Colosimo e Giolo, 2006).

O modelo de fragilidade compartilhado remonta a Clayton (1978) e leva em consi-

deração a associação entre os tempos de sobrevivência dos indiv́ıduos dentro de cada

25
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grupo. A fragilidade representa, nessses casos, um efeito aleatório que descreve o risco

comum, isto é, a fragilidade compartilhada por indiv́ıduos dentro de um mesmo grupo ou

famı́lia.

3.1 Modelo de fragilidade Multiplicativo

O termo fragilidade foi introduzido pela primeira vez na análise de sobrevivência por

Vaupel et al. (1979), a fim de permitir a heterogeneidade não observada pela inclusão de

um efeito aleatório, ou seja, de uma variável aleatória não observável, que representa as

informações que não podem ou que não foram observadas. A fragilidade pode ser inserida

no modelo de forma aditiva ou multiplicativa com o objetivo de avaliar a heterogeneidade

entre as unidades na função de risco.

O modelo de fragilidade multiplicativo é uma extensão do modelo de Cox (1972), onde

o risco individual depende de uma variável não observada V , a qual age multiplicativa-

mente sobre a função de risco básico. Assim, o risco individual para o i-ésimo indiv́ıduo

no tempo t é dado por:

λM(t|vi, xi) = viλ0(t)exp {x′
iβ} (3.1)

onde:

• vi: representa a fragilidade do i-ésimo indiv́ıduo;

• λ0: representa a função de risco básico;

• β: vetor de coeficientes a serem estimados;

• x′
i: as covariáveis associadas ao i-ésimo indiv́ıduo.

O modelo de fragilidade (3.1) assume estrutura de risco proporcional condicionado

ao efeito aleatório. Como vi representa um valor da variável aleatória não observável V ,

o risco individual cresce quando vi > 1, decresce se vi < 1 e para vi = 1 o modelo de

fragilidade (3.1) se reduz ao modelo de risco proporcional de Cox (Cox, 1972). O fato de

a variável de fragilidade atuar de forma multiplicativa na função de risco implica de forma

que quanto maior for o valor da variável de fragilidade, maior será a chance de ocorrer
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a falha. Dessa forma, quanto maior for vi, mais “frágeis” as observações pertencentes

ao indiv́ıduo i estão para falhar, dáı o nome de fragilidade. Portanto, é esperado que o

evento de interesse ocorra para os indiv́ıduos mais “frágeis”.

No contexto de modelo de riscos proporcionais, segundo Elbers e Ridder (1982) quando

se trabalha com fragilidade é necessário que a distribuição do efeito aleatório tenha média

finita para o modelo ser identificável.

A função de risco, sem covariáveis, para o i-ésimo indiv́ıduo é dado por:

λM(t|vi) = viλ0(t), (3.2)

com função de sobrevivência:

SM(t|vi) = [S0(t)]
vi , (3.3)

em que S0(t) é a função de sobrevivência comum à população, representando a probabi-

lidade do indiv́ıduo estar vivo no tempo t, dado o efeito aleatório v.

Para obter a função de verossimilhança, é necessário encontrar a função de sobre-

vivência não condicional, assim é preciso integrar o termo de fragilidade, isto é:

SM(t) =

∫ ∞

0

SM(t|v)fV (v)dv =

∫ ∞

0

[S0t]
v fV (v)dv =

∫ ∞

0

e−Λ0(t)vfV (v)dv = LV [Λ0(t)] ,(3.4)

em que fV (v) é a função densidade de probabilidade da variável de fragilidade e LV [Λ0(t)]

denota a transformada de Laplace aplicada na função de risco acumulada, Λ0(t) (WI-

ENKE, 2010).

3.1.1 Distribuição de Fragilidade Gama

Considerando que a variável aleatória V , que representa a fragilidade, segue uma dis-

tribuição V ∼ Gama(α, α) dada em (2.19). A variância da variável de fragilidade, neste

caso V ar(V ) = 1/α quantifica a heterogeneidade não observável entre os indiv́ıduos.

Quando α é suficientemente grande, há pouca variabilidade entre os mesmos, ou seja,

uma população mais homogênea, assim os valores das variáveis de fragilidade serão apro-

ximadamente iguais a 1, e consequentemente, a distribuição gama fica praticamente de-
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generada no ponto 1 e, com isso, tem-se o modelo de riscos proporcionais de Cox para

dados independentes. Por outro lado, um valor pequeno de α indica que há uma grande

heterogeneidade não observável entre os indiv́ıduos.

Assim, sem considerar covariáveis observadas, a função de sobrevivência e risco não

condicional obtidas através da transformada de Laplace são dadas por:

SM(t) =

[
1 +

Λ0(t)

α

]−α

e λM(t) =
αλ0(t)

α + Λ0(t)
. (3.5)

E na presença de covariáveis:

SM(t|x) =
[
1 +

Λ0(t) exp(x
′β)

α

]−α

(3.6)

λM(t|x) = αλ0(t) exp(x
′β)

α + Λ0(t) exp(x′β)
. (3.7)

Para as funções de risco básico λ0(t) e risco base acumulado Λ0(t) podem ser atribúıdas

distribuições utilizadas para representar tempos de vida, como a Exponecial, Log-Normal,

Gompertz e etc. (WIENKE, 2010).

3.1.2 Modelo de fragilidade multiplicativo exponencial

Para o caso em que a distribuição do tempo de sobrevivência é Exponencial(θ), cuja

função densidade é dada em (2.12), a função de risco acumulada é dada por

Λ0 (t) =

t∫
0

λ0 (u) du = θt. (3.8)

Então, utilizando (3.8), a função de risco não condicional e a função de sobrevivência

não condicional são dadas, respectivamente, por

λM(t) =
θ

1 + θt
α

(3.9)
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e

SM(t) =

[
1 +

θt

α

]−α

, (3.10)

sendo θ a média do risco individual e 1/α a variância da variável de fragilidade.

Estas funções correspondem às funções da distribuição de Pareto de segunda espécie

ou distribuição Lomax (Lomax, 1954) com os parâmetros (δ, ν
δ
), cuja função densidade de

probabilidade é dada por

fL(t) =
ν(

1 + νt
δ

)δ+1
, (3.11)

em que t > 0, ν > 0 e δ > 0.

Seja (t1, t2, . . . , tn) uma amostra aleatória de tempos de vida. Considerando (3.10) e

(3.9) a função de verossimilhança é dada por

L(ν, δ) =
n∏

i=1

λ (ti)S (ti) =
n∏

i=1

ν(
1 + νti

δ

)δ+1
. (3.12)

O logaritimo da função de verossimilhança é dado por

l(ν, δ) = n log(ν)− (δ + 1)
n∑

i=1

log

(
1 +

νti
δ

)
. (3.13)

As estimativas de máxima versossimlhança podem ser encontradas via maximização

direta do logaritmo da função de verossimilhança ou via métodos numéricos como por

exemplo método de Newton Raphson. Intervalos de confiança e testes de hipóteses para

os parâmetros podem ser realizados, considerando-se a distribuição normal assintótica

para os estimadores de máxima verossimilhança (Lawless, 2011).

3.2 Modelo de fragilidade aditivo

Rocha (1995) propôs um modelo de fragilidade linear, assumindo, para a função de
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risco no instante t de uma unidade com fragilidade v, a função de risco com a estrutura

aditiva, esta que é dada por:

λA(t|v) = λ0(t) + v, t > 0, v > 0, (3.14)

em que v é uma variável de fragilidade não negativa e λ0(t) uma função do tempo comum

a todos os indiv́ıduos, que é chamada função de risco básico para uma unidade padrão

com fragilidade nula (v = 0).

A função de sobrevivência condicionada à variável de fragilidade v pode ser obtida

pela relação com a função de risco acumulada Λ(t|v), que por sua vez pode ser obtida por

Λ(t|v) =
∫ t

0
λ(u|v)du.

Assim, do modelo de risco com fragilidade aditiva dado em (3.14) tem-se que a função

de risco acumulada é dada por:

ΛA(t|v) =
∫ t

0

λA(u|v)du =

∫ t

0

(λ0(u) + v)du = vt+

∫ t

0

λ0(u)du = vt+ Λ0(t).

Dessa forma, a função de sobrevivência condicionada é dada por:

SA(t|v) = exp{−Λ(t|v)} = exp{−vt− Λ0(t)}, (3.15)

em que Λ0(t) é a função de risco básico acumulada.

Para obter a função de sobrevivência não condicional SA(t) será utilizada a transfor-

mada de Laplace da seguinte forma:

SA(t) =

∫ ∞

0

SA(t|v)fV (v)dv, (3.16)

em que fV (v) é a função densidade de probabilidade da variável de fragilidade v e SA(t|v)

é a função de sobrevivência condicional (3.15).

SA(t) =

∫ ∞

0

SA(t|v)fV (v)dv =

∫ ∞

0

exp{−vt− Λo(t)}fV (v)dv

= exp{−Λ0(t)}
∫ ∞

0

exp{−vt}fV (v)dv

= exp{−Λ0(t)}LV (t), (3.17)
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em que LV (t) é a de transformada da Laplace aplicada no tempo.

A função de risco marginal λ(t) é dada pela seguinte relação com SA(t) dada em (3.17):

λA(t) = − d

dt
[log(SA(t)] = − d

dt
[log(exp{−Λ0(t)}LV (t))]

= − d

dt
[−Λ0(t) + log(LV (t))] =

d

dt
[Λ0(t)]−

d

dt
[log(LV (t))]

= λ0(t)−
L

′
V (t)

LV (t)
, (3.18)

em que L
′
V (t) é a derivada da transforma da Laplace em relação a t.

Ainda pode-se encontrar a distribuição condicional da variável de fragilidade V dado

T > t, ou seja, a distribuição da fragilidade dos indiv́ıduos que sobreviveram até o tempo

t. Note que é posśıvel escrever a função de densidade de probabilidade fV (v|T > t) em

termos da função de sobrevivência condicional dada em (3.15), da função de sobrevivência

maginal dada em (3.17) e da densidade da variável de fragilidade fV (v), da seguinte forma

fV (v|T > t) =
SV (t|v)fV (v)

SV (t)
=

exp{−vt− Λ0(t)}fV (v)
exp{−Λ0(t)}LV (t)

=
exp{−vt}fV (v)

LV (t)
. (3.19)

Podemos obter ainda a distribuição da fragilidade V dado T = t a partir da seguinte

expressão

f(v|T = t) =
f(t|v)f(v)

f(t)
=

S(t|v)λ(t|v)f(v)
S(t)λ(t)

=
(λ0(t) + x′

iβ)(
(1 + αt)−1 + λ0(t) + x′

iβ
) ( 1α + t

) 1
α

Γ(1/α)
exp

{
−v

(
1

α
+ t

)}
v

1
α
−1

+
(1 + αt)−1(

(1 + αt)−1 + λ0(t) + x′
iβ
) ( 1α + t

) 1
α
+1

Γ(1/α + 1)
exp

{
−v

(
1

α
+ t

)}
v

1
α
+1−1

= w1 ×G1 + w2 ×G2. (3.20)

Em que G1 é a função de densidade de uma distribuição Gama(1/α, 1/α + t) e G2 é

a função de densidade de uma distribuição Gama(1/α+ 1, 1/α+ t), com w1 +w2 = 1. O
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valor esperado de V |T = t pode ser calculado a partir de (3.20) da seguinte maneira

E[V |T = t] =

∫ ∞

0

vf(v|T = t)dv =

∫ ∞

0

v(w1 ×G1 + w2 ×G2)dv

=

∫ ∞

0

v × w1 ×G1dv +

∫ ∞

0

v × w2 ×G2dv

= w1

∫ ∞

0

v ×G1dv + w2

∫ ∞

0

v ×G2dv

= w1

(
1

1 + αt

)
+ w2

(
α + 1

1 + αt

)
. (3.21)

3.2.1 Modelo aditivo com fragilidade Gama

A variável de aleatória V que representa a fragilidade segue uma distribuiçãoGama(α, α)

dada em (2.19). A variância da variável de fragilidade, neste caso V ar(V ) = 1/α quanti-

fica a heterogeneidade não observável entre os indiv́ıduos.

Considerando a distribuição Gama como núcleo de uma distribuição sua transformada

de Laplace é dada por:

LV (t) =

(
α

t+ α

)α

.

Dessa forma substituindo LV (t) em 3.17 a função de sobrevivência não condicionada

é dada por:

SA(t) =

(
α

t+ α

)α

exp{−Λ0(t)}. (3.22)

Logo,

λA(t) =
α

t+ α
+ λ0(t). (3.23)

Pela Equação (3.19) tem-se que para V ∼ Gama(α, α),

fV (v|T > t) = exp{−vt} αα

Γ(α)
exp {−vα} vα−1

(
t+ α

α

)α

=
(t+ α)α

Γ(α)
exp {−v(t+ α)} vα−1, (3.24)

ou seja, V |T > t ∼ Gama (α, t+ α) e portanto E[V |T > t] = α/(t+α) e V ar[V |T > t] =
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α/(t+ α)2.

3.2.2 Modelo de fragilidade aditivo Gama Exponencial e Wei-

bull

É posśıvel escolher diversas distribuições para o risco de base, dentre elas a distribuição

Weibull(θ, γ) com função de densidade definida em (2.15), função de risco definida em

(2.18) e função de risco acumulado ΛW (t) = θtγ. Quando γ = 1 tem-se a distribuição

Exponencial(θ) com λE(t) = θ e ΛE(t) = θt. Nesse caso, considerando que a fragilidade

segue uma Gama(α, α), a função de sobrevivência não condicional dada em (3.22) fica da

forma:

SA(t) =

(
α

t+ α

)α

exp[−θt],

e a função de risco marginal é expressa como:

λA(t) =
α

t+ α
+ θ.

A partir das funções SA(t) e λA(t) é posśıvel obter a função de verossimilhança e assim

estimar os parâmetros via método de MV.

Considerando agora que os tempos de vida dos indiv́ıduos em risco seguem distribuição

Weibull(θ, γ) e que a fragilidade segue uma Gama(α, α), dada em (2.19), tem-se que a

função de risco (3.23) é definida por:

λA(t) =
α

t+ α
+ γθtγ−1 (3.25)

e a função de sobrevivência (3.22) por:

SA(t) =

(
α

t+ α

)α

exp[−θtγ]. (3.26)

A função de verossimilhança para fragilidade Gama(α, α) e risco de base λ0(t) é dada

por:
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L(π, α, β|D) =
n∏

i=1

{[
α

ti + α
+ λ0(ti)

]δi ( α

ti + α

)α

exp[−Λ0(ti)]

}
, (3.27)

em que δi = 1 se ti for um tempo de falha e é zero caso contrário, D = {(ti, δi)}ni=1 e π é

o vetor de parâmetros da distribuição de base. O logaritmo da função de verossimilhança

em (3.27) denotado por l(π, α, β|D) = log[L(π, α, β|D)] é dado por:

l(π, α, β|D) =
n∑

i=1

δilog

[
α

ti + α
+ λ0(ti)+

]
+ α

n∑
i=1

log

[
α

ti + α

]
−

n∑
i=1

Λ0(ti)

A função de risco de base λ0(.) e risco acumulada Λ0(.) podem assumir diferentes

distribuiçãoes tais como: exponencial, Weibull, gama entre outras. As estimativas dos

parâmetros são obtidas numericamente.

3.3 Aplicação para Dados de Leucemia

Os dados dessa aplicação foram estudados inicialmente por Feigl e Zelen (1965) e

podem ser visualizados em Colosimo e Giolo (2006). Esses dados são de um estudo

realizado com pacientes que tinham leucemia aguda, e foram observados semanalmente.

Dentre as covariáveis observadas está a variável indicadora da ausência do ant́ıgeno Calla

na superf́ıcie dos blatos, que indica a presença de linfomas e carcinomas, denotada por

(Ag-), ou seja, x = 1 para o grupo (Ag-) e x = 0 para o grupo (Ag+) que apresentaram

o ant́ıgeno Calla na superf́ıcie dos blatos. O grupo Ag+ tinha 17 pacientes com tempo

mediano de sobrevivência de 56 semenas com IC(95%) = (22; 121) e o grupo Ag- contava

com 16 pacientes com apenas 7,5 semanas de tempo mediano de sobrevivência.

Tabela 3.1: Estat́ısticas descritivas.

Grupos n Tempo mediano LI (95%) LS (95%)

Ag+ 17 56 22 121

Ag- 16 7,5 4 43

De acordo com Tabela 3.1 o grupo Ag+ apresentou um tempo mediano de sobre-

vivência de 56 semanas, enquanto o grupo Ag- apresentou apenas 7,5 semanas de tempo
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mediano de sobrevivência. Vale ressaltar que LI é o limite inferior do intervalo de con-

fiança e que LS é o limite superior desse.

Na Figura 3.1 percebe-se que as curvas de sobrevivência estimadas pelo estimador de

Kaplan e Meier (1958) (K-M) parecem indicar que os pacientes do grupo Ag+ tem maior

sobrevida que os pacientes do grupo Ag-. Para verificar se existe uma diferença entre os

tempos de sobrevida, o teste não paramétrico de Log-Rank (Mantel e Haenszel, 1959) foi

aplicado e obteve-se um p-valor= 0.004, de onde conclui-se que, ao ńıvel de significância

de 5%, que há evidências estat́ısticas de diferença entre os tempos de sobrevivências dos

pacientes pertencentes aos Ag- e Ag+.
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Figura 3.1: Curvas de sobrevivência K-M estratificada por grupo.

Ajuste do Modelo de fragilidade aditivo Gama-Exponencial

Considerando a distribuição de base expenencial tem-se que na Tabela 3.2 os resul-

tados das estimativas de parâmetros, erro padrão e seus intervalos de confiança de 95%

para o ajuste do modelo de fragilidade aditiva gama-Exponencial a partir da função de

verossimilhança dada na Equação 3.27.
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Tabela 3.2: Estimativas de máxima verossimilhança (EMV), erro padrão (EP), intervalo de

confiança (IC(95%)) para os parâmetros do modelo (3.25).

Parâmetros EMV EP LI (95%) LS (95%)

β 0,0464 0,0166 0,0190 0,0737

α 0,0124 0,0512 0,0000 0,0969

µ 0,0138 0,0053 0,0050 0,0226

Pelos resultados apresentadas na Tabela 3.2 observa-se que β̂ = 0, 0464 e o respec-

tivo intervalo de confiança para o parâmetro β não inclui o valor zero, então a covariável

“grupo”é signifivativa, ou seja, ser do grupo Ag- aumenta o risco de morte em pacientes

com leucemia aguda. Além disso, o valor estimado da variância que representa a heto-

rogeneidade não observada, ˆV ar(V ) = 1/α̂ = 1/0, 0124 = 80, 65, ou seja, há uma alta

heterogeneidade entre os indiv́ıduos e há evidências de que existem outros fatores não ob-

servados que podem ter efeito significativo no tempo de vida dos pacientes com leucemia

aguda grave.

Na Figura 3.2 observa-se que o modelo aditivo com fragilidade Gama(α, α) e função

de risco de base Exponencial(θ) parece se ajustar bem aos dados, pois se aproxima da

curva estimada não parametricamente pelo estimador K-M.
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Figura 3.2: Comparação das curvas de sobrevivências estimadas pelo modelo de fragilidade

aditiva (MFA) com as curvas estimadas pelo estimador K-M.
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Pela Equação 3.24 pode-se obter o valor médio da fragilidade para os indiv́ıduos que

sobreviveram até o tempo t. Por exemplo, para os sobreviventes na semana 50 a fragilidade

média foi de 0,0003, enquanto na semana 10 a fragilidade média dos sobreviventes foi de

0,0054, ou seja, à medida que o tempo passa os indiv́ıduos que permanecem no estudo

são em média menos frágeis.
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Tabela 3.3: Fragilidade individual estimada dos 33 pacientes com leucemia aguda divididos por

grupo.

i Tempos (Grupo Ag+) vi i Tempos (Grupo Ag-) vi

1 65 0,0004 18 56 0,0005

2 156 0,0001 19 65 0,0004

3 100 0,0002 20 17 0,0037

4 134 0,0001 21 7 0,0180

5 16 0,0041 22 16 0,0041

6 108 0,0002 23 22 0,0023

7 121 0,0002 24 3 0,0804

8 4 0,0487 25 4 0,0487

9 39 0,0009 26 2 0,1596

10 143 0,0001 27 3 0,0804

11 56 0,0005 28 8 0,0141

12 26 0,0018 29 4 0,0487

13 22 0,0023 30 3 0,0804

14 1 0,4767 31 30 0,0014

15 1 0,4767 32 4 0,0487

16 5 0,0328 33 43 0,0008

17 65 0,0004 - - -

Para calcular as fragilidades individuais apresentadas na Tabela 3.3 foram utilizadas

as estimativas da Tabela 3.2, ou seja, aplicou-se o valor estimado de α na Equação 3.24,

processo também chamado de plug-in. Observando as fragilidades individuais estimadas

apresentadas na Tabela 3.3, percebe-se que em geral os inid́ıduos mais frágeis estão no

Grupo Ag-, isto é, os indiv́ıduos que não apresentaram o ant́ıgeno Calla na superf́ıcie dos

blastos têm maior risco de morte do que os indiv́ıduos do Grupo Ag+.
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3.4 Conclusão

Este caṕıtulo teve o intuito de apresentar os conceitos do modelo de fragilidade, carac-

terizado por utilizar uma variável aleatória não observável como hipótese principal. Essa

fragilidade pode ser introduzida de forma multiplicativa ou aditiva na função de risco,

e portanto, foram abordados nesse caṕıtulo essas duas formas. Foi também realizada

uma breve aplicação para o modelo de risco aditivo, utilizando dados de pacientes que

tinham leucemia aguda. Para dar continuidade a este trabalho, no próximo caṕıtulo será

abordado o modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva.
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Caṕıtulo 4

Modelo de mistura padrão com

fragilidade aditiva

Os modelos de cura assumem implicitamente que os indiv́ıduos que sofreram o evento

de interesse possuem riscos homogêneos. No entanto, uma forma de medir a heterogenei-

dade observada é adicionando covariáveis ao modelo. Assim, uma parcela da heteroge-

neidade pode ser explicada por covariáveis, embora, exista um grau de heterogeneidade

induzida por fatores de riscos não observáveis. Os modelos que incorporam a heteroge-

neidade não observável entre os indiv́ıduos são conhecidos como modelos de fragilidade

(Vaupel et al., 1979).

Gonzales et al. (2013) propuseram o modelo de mistura padrão com fragilidade mul-

tiplicativa. Neste trabalho será proposto o modelo de Mistura padrão com fragilidade

Aditiva (ver seção 2.4).

4.1 Modelos de Longa duração

Em modelos padrões de sobrevivência, supõem-se de que todas as unidades envolvi-

das no experimento atingirão o evento de interesse. No entanto, considerar tal modelo

para determinados conjuntos de dados pode não ser adequado. Existem dados de so-

brevivência em que uma parcela das unidades em estudo nunca apresentará o evento de

interesse, mesmo se acompanhados por um tempo suficientemente grande. Por exemplo,

uma lâmpada cedo ou tarde falhará, porém, um paciente “curado” de câncer pode nunca

vir apresentar a recorrência do tumor. Diz-se então, que esses indiv́ıduos ou unidades

são “imunes” ao evento de interesse e a população aos quais eles pertencem possui uma

41
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fração de cura. Neste contexto, o modelo de mistura padrão proposto por Berkson e Gage

(1952) é o mais conhecido para estimar a fração de curados.

Os modelos de longa duração possuem uma vantagem em relação aos modelos padrões

de sobrevivência, no sentido de incorporarem a heterogeneidade de duas subpopulações.

Dentre esses modelos, o tipo mais comum é o modelo de mistura, no qual se considera

que a população é dividida em duas subpopulações (imunes e suscet́ıveis) ao evento de

interesse.

4.1.1 Modelo de mistura padrão

O modelo de mistura padrão proposto por Berkson e Gage (1952) é um dos tipos mais

comuns na análise de sobrevivência para ajustar dados de longa duração. Este consiste em

uma mistura de distribuições paramétricas, sendo uma função de sobrevivência imprópria

considerada para a população total (curados e não curados), chamada de sobrevivência

populacional (Spop(t)) e uma função de sobrevivência própria para a parte da população

formada pelos não curados.

Desta forma, considerando T uma variável aleatória não negativa e cont́ınua, repre-

sentando o tempo de vida, sabe-se que

P (T > t|Mi = 1) = S(t) e P (T > t|Mi = 0) = 1, (4.1)

em que, Mi = 0 se o indiv́ıduo i não está em risco e Mi = 1 se o indiv́ıduo i está em risco,

com i = 1, . . . , n. Assumindo que P (Mi = 0) = p0 e P (Mi = 1) = 1−p0, sendo p0 ∈ (0, 1)

a proporção de curados ou imunes, a probabilidade de o tempo de vida ser maior que um

determinado tempo t, independente do grupo a que ele pertença é dada por

Spop(t) = P (T > t) = P (T > t|Mi = 0)P (Mi = 0) + P (T > t|Mi = 1)P (Mi = 1)

= p0 + (1− p0)S(t), t ≥ 0. (4.2)

Assim, a função de sobrevivência populacional é dada por

Spop(t) = p0 + (1− p0)S(t), t ≥ 0, (4.3)

em que S(.) representa a função de sobrevivência própria associada aos indiv́ıduos em
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risco e p0 a proporção de curados.

A função de sobrevivência Spop(t) possui as seguintes propriedades:

• Se p0 = 0, então Spop(t) = S(t);

• Spop(0) = 1;

• Spop(t) é decrescente;

• limt→∞ Spop(t) = p0.

A última propriedade retrata o fato da função de sobrevivência populacional ser

imprópria, pois a curva de sobrevivência estabiliza em p0 (proporção dos indiv́ıduos não

suscet́ıveis ao evento de interesse), justamente a probabilidade de cura da população.

Figura 4.1: Curva de sobrevivência do modelo de fração de cura.

A função de densidade imprópria é

fpop(t) = −dSpop(t)

dt
= (1− p0)f(t), (4.4)

em que f(.) representa a função de densidade própria relativa ao grupo dos indiv́ıduos em

risco. Com função de risco populacional dada por

λpop(t) =
fpop(t)

Spop(t)
=

(1− p0)f(t)

p0 + (1− p0)S(t)
. (4.5)
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Da equação anterior, a função de risco própria é dada por

λ(t) =
Spop(t)λpop(t)

(1− p0)S(t)
=

[
Spop(t)

Spop(t)− (1− p0)

]
λpop(t). (4.6)

Como {Spop(t)/ [Spop(t)− (1− p0)]} > 1, tem-se que λpop(t) < λ(t), ou seja, a função

de risco da população é limitada pela função de risco de base. De (4.6) decorre que λ(t) não

possui a propriedade de riscos proporcionais, uma vez que {Spop(t)/ [Spop(t)− (1− p0)]}

sempre dependerá de t. Observe ainda que

lim
t→∞

λpop(t) = lim
t→∞

(1− p0)f(t)

Spop(t)
=

(
1− p0
p0

)
lim
t→∞

f(t) = 0. (4.7)

O resultado em (4.7) revela que conforme o tempo aumenta, o risco da população

converge para o valor zero, indicando que a curva de sobrevivência populacional estabilizar

em um determinado valor (fração de cura), e que uma parcela dos indiv́ıduos em estudo

não falhou e possivelmente eles foram curados durante o experimento.

Considerando que p0 ∈ (0, 1) pode ser explicada pelas covariáveis observadas, a função

de ligação logit será considerada neste trabalho, mas outras funções de ligação como probit

e complementar log-log podem também ser consideradas. A fração de cura na presença

de covariáveis considerando a função de ligação logit é expressa por

p0(x) =
exp (x′β)

1 + exp (x′β)
, (4.8)

em que x′ = (1, x1, . . . , xq) e β = (β0, β1, . . . , βq)
⊤ são o conjunto de covariáveis e seus

respectivos coeficientes da regressão.

A função de sobrevivência populacional na presença de covariáveis pode ser reescrita

por

Spop(t | x) = p0(x) + [1− p0(x)]S(t|x),

em que S(t|x) é a função de sobrevivência dos pacientes não imunes.

A fim de estimar os parâmetros do modelo, utilizou-se o método de máxima veros-

similhança. Devido à complexidade da função de verossimilhança, os estimadores de

máxima verossimilhança não possuem uma expressão fechada, e por isso a estimação dos

parâmetros deve ser obtida através de algum procedimento numérico, como os implemen-

tados no software R .
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4.1.2 Modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva

Para o modelo de fragilidade aditivo geral expresso em (3.17) verifica-se que quando

o tempo é muito grande a função de sobrevivência não condicional tende a zero, não

captando a fração de cura. Sendo assim, torna-se interessante estudar um modelo aditivo

que consiga estimar a proporção de curados, quando esta existir. Este é o modelo de

mistura padrão com fragilidade aditiva que pode ser escrito a partir da Equação (4.3)

substituindo S(t) pela Equação (3.17), ou seja, esse modelo segue a seguinte equação:

Spop(t) = p0 + (1− p0) exp{−Λ0(t)}LV (t) (4.9)

em que Λ0(t) é a função de risco base acumulada, que depende da escolha de distribuições

paramétricas tais como: Exponencial, Weibull, Gompertz entre outras, e LV (t) é a trans-

formada de Laplace do tempo que depende da escolha para a distribuição da variável de

fragilidade.

Pela relação da função de densidade de probabilidade com a função de sobrevivência,

f(t) = − d
dt
S(t), utilizando a Equação 4.3 obtem-se que

fpop(t) = − d

dt
Spop(t) = (1− p0)f(t),

em que f(t) é a função densidade de probabilidade dos indiv́ıduos que estão em risco.

Com esse resultado pode-se reescrever fpop(t) da seguinte forma:

fpop(t) = (1− p0)f(t) = (1− p0)λ(t)S(t) t ≥ 0. (4.10)

Para o modelo de fragilidade aditivo dado em (3.17) tem-se que (4.10) pode ser reecrita

da seguinte forma

fpop(t) = (1− p0)f(t) = (1− p0)

(
λ0(t)−

L′
V (t)

LV (t)

)
exp{−Λ0(t)}LV (t) t ≥ 0. (4.11)

4.1.3 Inferência

Para determinar a função de verossimilhança, considera-se para a i-ésima observação

os dados observados D = {(ti, δi)}ni=1, em que ti denota o tempo observado, δi é a variável

indicadora de censura, com δi = 1 se ti é não censurado e δi = 0 caso contrário. Assim, a
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função de verossimilhança baseada nos dados observados e utilizando as equações (4.11)

e (4.9) é dada por

L(π|D) =
n∏

i=1

[fpop(ti)]
δi [Spop(ti)]

1−δi

=
n∏

i=1

[(1− p0)λ(ti)S(ti)]
δi × [p0 + (1− p0)S(ti)]

1−δi

=
n∏

i=1

[
(1− p0)

(
λ0(ti)−

L′
V (ti)

LV (ti)

)
exp{−Λ0(ti)}LV (t)

]δi
×[p0 + (1− p0) exp{−Λ0(ti)}LV (ti)]

1−δi (4.12)

A estimação do vetor de parâmetros do modelo, π, será feita através da maximização do

logaritmo da função de verossimilhança, l(π|D) = log(L(π|D)). Para estimar o parâmetro

da proporção de cura (p0) utilizou-se a função de ligação logito e para estimá-lo é necessário

substituir os parâmetros da regressão por suas estimativas obtidas na função. Foram

considerados desvios padrão assintóticos das estimativas dos parâmetros, obtidos através

da inversão da matriz de informação observada.

Como V é uma variável aleatória, é posśıvel considerar diferentes distribuições de

probabilidade, por exemplo a distribuição Gama, Log-Normal, Gaussiana Inversa, entre

outras. Caracteŕısticas gerais das distribuições para o termo da fragilidade foram estu-

dadas por Hougaard (1995). Neste trabalho será considerada a distribuição gama para

o termo da fragilidade. A vantagem de considerar a distribuição gama se deve à forma

fechada da transformada de Laplace resultando em uma expressão anaĺıtica tratável para

a função de sobrevivência não condicional.

4.2 Modelo Aditivo de fragilidade Gama

Assumindo que a variável de fragilidade segue uma distribuição Gama e substituindo a

função de sobrevivência não condicional (3.22) no modelo de mistura padrão (4.3), tem-se

que o modelo de mistura padrão com fragilidade aditivo é dado por:

Spop(t) = p0 + (1− p0)

(
α

t+ α

)α

exp{−Λ0(t)} t ≥ 0, (4.13)
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em que p0 é a proporção de curados na população e Λ0(t) é a função de risco básico

acumulada, que pode assumir diferentes distribuições tais como: Exponencial, Weibull,

Gompertz, entre outras.

Assumindo que a função de risco de base vem de uma distriubuição Weibull tem-se:

Spop(t) = p0 + (1− p0)

(
α

t+ α

)α

exp {− θtγ} t ≥ 0. (4.14)

Na Figura 4.2 observa-se o comportamento da função de sobrevivência dada em

Equação (4.14) para diferentes valores dos parâmetros da distribuição de base e para

diferentes frações de cura com o parâmetro da distribuição de fragilidade Gama fixado

em α = 1.
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Figura 4.2: Curvas de sobrevivência do modelo 4.14 para o risco de base de uma distribuição

Weibull e com o parâmetro da distribuição de fragilidade α = 1.

Percebe-se que para valores de θ pequenos as curvas de sobrevivência caem mais
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rapidamente para a proporção de curados. Variando o valor do parâmetro γ observa-

se a flexibilidade desse modelo com risco de base de uma distribuição Weibull.

A função de verossimilhança do modelo de mistura padrão com fragilidade aditivo

Gama(α, α) (2.19) é expressa pela seguinte equação

L(π|D) =
n∏

i=1

[
(1− p0)

(
λ0(ti) +

α

ti + α

)
exp{−Λ0(ti)}

(
α

ti + α

)α]δi
×
[
p0 + (1− p0) exp{−Λ0(ti)}

(
α

ti + α

)α]1−δi

(4.15)

Para completar a modelagem paramétrica é nessário assumir uma distribuição para

o tempo de sobrevivência dos indiv́ıduos em risco e a partir dessa suposição obter uma

forma paramétrica para a função de risco de base (λ0(t)). Assumindo que essa segue a

distribuição Weibull, com função de densidade definida em (2.15), função de risco definida

em (2.18) e função de risco acumulado ΛW (t) = θtγ, tem-se:

L(π|D) =
n∏

i=1

[
(1− p0)

(
γθtγ−1 +

α

ti + α

)
exp{−θtγ}

(
α

ti + α

)α]δi
×
[
p0 + (1− p0) exp{−θtγ}

(
α

ti + α

)α]1−δi

(4.16)

4.2.1 Modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva na pre-

sença de covariáveis

Nessa modelagem as covariáveis podem ser introduzidas no parâmetro da fração de

cura, ou na função de sobrevivência, ou ainda nos dois termos. As covariáveis que podem

ter efeito na fração de cura e na função de sobrevivência podem ser as mesmas. Dessa

forma, o modelo de mistura padrão com covariáveis nos dois termos pode ser escrito da

seguinte forma

Spop(t|x) = p0(x) + (1− p0(x))S(t|x) (4.17)
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e o modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva na presença de covariáveis pode ser

expresso como

Spop(t|x) = p0(x) + (1− p0(x)) exp{−Λ0(t)− x′βt}LV (t) (4.18)

Para relacionar a fração de cura às covariáveis pode-se utilizar as funções de ligação

logito, probito ou complementar log-log, visto que essas funções assumem valores no

intervalo (0,1) e são usadas para modelar probabilidades.

Considerou-se para a i-ésima observação os dados observados D = (ti, δi, xi)
n
i=1, em

que ti denota o tempo observado, δi é a variável indicadora de censura, com δi = 1 se ti é

não censurado e δi = 0 caso contrário e xi representa o vetor de covariáveis que tem efeito

na distribuição latente e na taxa de cura. De maneira similar a Equação (4.12) obteve-se

a seguinte função de verossimilhança

L(θ|D) =
n∏

i=1

[fpop(ti|xi)]
δi [Spop(ti|xi)]

1−δi

=
n∏

i=1

[(1− p0(xi))λ(ti|xi)S(ti|xi)]
δi × [p0(xi) + (1− p0(xi))S(ti|xi)]

1−δi

=
n∏

i=1

[
(1− p0(xi))

(
λ0(ti) + x′

iβ − L′
V (ti)

LV (ti)

)
exp{−Λ0(ti)− x′

iβti}LV (ti)

]δi
×[p0(xi) + (1− p0(xi)) exp{−Λ0(ti)− x′

iβti}LV (ti)]
1−δi (4.19)

Considerando covariáveis somente na fração de cura, pode-se reescrever a Equação

(4.17) da seginte maneira

Spop(t|x) = p0(x) + (1− p0(x))S(t) (4.20)

e o modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva na presença de covariáveis dado em

(4.18) pode ser reeescrito como

Spop(t|x) = p0(x) + (1− p0(x)) exp{−Λ0(t)}LV (t). (4.21)

Assim, a função de verossimilhança baseada nos dados observados supondo censura
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não informativa é dada por

L(θ|D) =
n∏

i=1

[fpop(ti|xi)]
δi [Spop(ti|xi)]

1−δi

=
n∏

i=1

[(1− p0(xi))λ(ti)S(ti)]
δi × [p0(xi) + (1− p0(xi))S(ti)]

1−δi

=
n∏

i=1

[
(1− p0(xi))

(
λ0(ti)−

L′
V (ti)

LV (ti)

)
exp{−Λ0(ti)}LV (ti)

]δi
×[p0(xi) + (1− p0(xi)) exp{−Λ0(ti)}LV (ti)]

1−δi .

Para completar a abordagem paramétrica é necessário supor uma distribuição para a

fragilidade e para o risco de base.

4.3 Aplicação a dados reais

Os dados dessa aplicação são de um estudo em mulheres diagnosticadas com câncer

de mama triplo negativo, que receberam o tratamento de quimioterapia neoadjuvante

de 2001 a 2013, no Centro A. C. Camargo, São Paulo, Brasil. Nesse estudo o evento

de interesse era a morte devido ao câncer de mama, o tempo de vida considerado foi o

decorrido entre a data do diagnóstico até o óbito e os tempos de censura foram definidos

como o decorrido entre a data do diagnóstico até o fim do estudo para as pacientes que

não apresentaram o evento de interesse, ou da data do diagnóstico até à morte por outra

causa.

O estudo contou com 78 pacientes, dentre as quais 32,1% morreram devido ao câncer de

mama e 67,9% não apresentaram o evento de interesse. Dentre as covariáveis observadas

no estudo utilizou-se nessa aplicação a covariável que capta as caracteŕısticas dos lifonodos

das cadeias de drenagem linfática do órgão em que o tumor está, denotada por N, em que

N0 representa que os linfonos próximos não contêm câncer e N1, N2 e N3 representam

o grau de espalhamento do câncer para os linfonodos, de forma que N0 significa que

não houve espalhamento do câncer para os linfonodos e N1, N2 e N3 significa que houve

espalhamento. Sendo assim categorizou-se N=0 quando não houve espalhamento (N0) e

N=1 caso contrário (N1, N2 e N3).

A Tabela 4.1 apresenta a variável utilizada nessa aplicação.

O desfecho final de interesse, denominado de falha, correspondeu ao óbito. Foram



51

Tabela 4.1: Descrição dos dados
Variável Descrição Categoria

Localização do Tumor (N). N0 , 0
N1 ou N2 ou N3 1

censurados os casos em que não foi posśıvel identificar a condição vital, ou seja, não

foram observados até a ocorrência da falha. A Tabela 4.2 mostra que do total de 78

pacientes, 25 vieram a óbito e 53 (67,9%) foram censurados, isto é não foram a óbito.

Tabela 4.2: Frequência absoluta e relativa do total de mulheres com câncer de mama
Status

No. total de casos Óbito Não Óbito Porcentagem
78 25 53 67,9%

A Tabela 4.3 mostra que mulheres diagnosticadas com câncer de mama e os linfonodos

vizinhos não contêm câncer (N0), corresponde a 26,9% e destas 12% foram a óbito. En-

quanto que mulheres diagnosticadas com câncer de mama e os linfonodos vizinhos contêm

câncer corresponde a 73,1%, e destas 88,0% foram a óbito.

Tabela 4.3: Frequência absoluta e relativa da caracteŕıstica localização do tumor (N)

Caracteŕıstica Status Total

Não óbito Óbito

Localização do Tumor (N)

N0 contagem em 18 3 21
% Status 34,0% 12,0% 26,9%

N1-N3 contagem em 35 22 57
% Status 66,0% 88,0% 73,1%

Total contagem em 53 25 78
% Status 100,0% 100,0% 100,0%

Para as 21 pacientes na categoria N0 apenas 12,3% vieram à óbito, enquanto que para

a outra categoria (N1, N2 e N3) 88%. A Figura 4.3 mostra as curvas de Kaplan-Meier para

cada categoria da covariável a respeito dos linfonodos das cadeias de drenagem linfática do

órgão. É posśıvel identificar que há uma diferença grande entre sobrevivências estimadas

para cada categoria da covariável. Nota-se que a categoria que engloba a localização do

tumor N1, N2 e N3 possui a menor expectativa de sobrevivência, provavelmente por se

tratar de um tumor que também está localizado nos linfonodos de regiões próximas a

mama.
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Figura 4.3: Curvas de sobrevivência estimadas por Kaplan-Meier.

4.3.1 Estimação do modelo na presença da covariável “Loca-

lização do Tumor”(N).

Para estimar o modelo proposto neste trabalho, modelo de mistura padrão com fragi-

lidade aditiva gama, foram consideradas duas distribuições de risco base: Exponencial e

Weibull.

A Tabela 4.4 mostra as estimativas de máxima verossimilhança para cada parâmetro

do modelo. É importante ressaltar que o valor estimado da variância 1/α̂ = 1/0.002 = 500

representa a heterogeneidade não observada, ou seja, há uma alta heterogeneidade dos

indiv́ıduos e evidências de que existem outros fatores não observados que tenham efeito

significativo no tempo de vida das pacientes.

Tabela 4.4: Estimativa de máxima verossimilhança (EMV) e erro padrão (EP) para os

parâmetros do modelo (4.21)

Exponencial Weibull

Parâmetros EMV EP EMV EP

α 0,0020 0,0076 0,0021 0,0085

θ 0,0261 0,0089 0,0329 0,0044

γ - - 1,7629 0,3037

β0 1,2871 0,6498 1,7728 0,6781

β1 −1,2871 0,7218 −1,3066 0,7391

AIC 303,3553 293,8634

BIC 312,7821 305,6469
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Observa-se também que os critérios AIC e BIC são menores para o modelo que utiliza

o risco de base da distribuição Weibull, indicando que, por esses critérios, o modelo de

mistura padrão com fragilidade aditiva gama e risco de base da distribuição Weibull é

melhor do que o modelo com risco de base da distribuição Exponencial.

A Figura 4.4 mostra a curva de sobrevivência estimada pelo modelo de mistura padão

com fragilidade Gama com risco base Exponencial e Weibull, respectivamente. Nota-se

que há uma certa diferença entre as curvas estimadas pelos dois modelos, observa-se que

para o modelo com risco de base Exponencial as curvas estimam valores para a fração

de cura abaixo do que a curva de Kaplan-Meier indica. E o comportamento contrário

pode ser observado para o modelo com risco de base Weibull. Porém, observa-se que esse

último tem curvas que se comportam de forma mais semelhante ao Kaplan-Meier.
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Figura 4.4: Curvas de sobrevivência estimadas por Kaplan-Meier (linhas em preto) e pelo

modelo (4.21) (linhas vermelhas) com funções de risco de base das distribuições Exponen-

cial(esquerda) e Weibull (direita).

A partir da função de ligação loǵıstica dada em (4.8) obtiveram-se as estimativas

para as frações de cura de cada categoria da covariável N na Tabela 4.5, p0 = 0.7837
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representando a fração de cura para a mulheres com a localização do tumor N0 e p1 =

0.500 representando a fração de cura para as mulheres com a localização do tumor N1-N3.

Pode-se observar que a fração de cura para o grupo de mulheres com a localização do tumor

N0 é maior. Nota-se também que os valores de fração de cura são menores para o modelo

com risco de base Exponencial quando comparado ao modelo com Weibull, conforme

já mencionado anteriormente. Observa-se que os valores são extremamente próximos e

condizentes com as proporções de cura que podem ser observadas na Figura 4.3.

Tabela 4.5: Estimativa de máxima verossimilhança (EMV) para a proporção de cura do modelo

(4.21).

Exponencial Weibull

Parâmetros EMV EP EMV EP

p0 0,7837 0,1102 0,8548 0,0842

p1 0,5000 0,1036 0,6145 0,0724

Sendo assim, não há muitos ind́ıcios de qual modelo seja o mais adequado para esses

dados com a presença da covariável N, porém, por ser um modelo que apresentou menores

valores para os critérios AIC e BIC e melhor ajuste das curvas quando comparado ao

Kaplan-Meier, decidiu-se que o melhor é o modelo de mistura padrão com fragilidade

gama e risco de base Weibull.

4.4 Conclusão

Este caṕıtulo teve o intuito de apresentar o conceito a respeito da metodologia por

trás do modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva, para isso foram utilizados os

conceitos de modelo de fragilidade, explicados no caṕıtulo anterior, e de modelo de longa

duração, este que se caracteriza por incorporar indiv́ıduos que não são suscet́ıveis ao

evento de interesse. Além disso, foi realizada uma aplicação do modelo de mistura padrão

com fragilidade aditiva em dados reais de mulheres diagnosticadas com câncer de mama

triplo negativo, na qual foram consideradas duas distribuições de risco base: Exponencial

e Weibull.



Caṕıtulo 5

Conclusão

Este trabalho se propôs a estudar uma modelagem denominado como modelo de mis-

tura padrão com fragilidade aditiva. Essa metodologia engloba duas outras que são muito

utilizadas nos estudos de análse de sobrevivência: modelos de longa duração e modelos

de fragilidade.

Os modelos de longa duração se diferenciam dos modelos usuais de análise de sobre-

vivência, pois consideram que nem todos os indiv́ıduos observados no estudo sofreram

do evento de interesse, mesmo sendo observados por um longo peŕıodo de tempo. Sendo

assim, esses modelos se caracterizam por incluir em sua modelagem a existência de uma

fração de cura, que diz respeito a uma parcela da população que não é suscet́ıvel ao

evento de interesse esperado, esses indiv́ıduos são considerados como curados. A vanta-

gem de utilizar essa metodologia é o fato dela incorporar a heterogeneidade entre duas

subpopulações, curados e não curados. O modelo de mistura padrão é o mais comum

para explicar dados de longa duração e utiliza da mistura de distribuições paramétricas,

sendo uma função de sobrevivência imprópria para a população total e uma própria para

a população de não curados.

Um dos problemas dos modelos de longa duração é o fato de considerarem que todos os

indiv́ıduos que sofreram o evento de interesse, não curados, pertencem a uma população

homogêna. Porém, há um certo grau de heterogeneidade induzido por fatores de risco

que não foram observados. Essa heterogeneidade é incorporada nos modelos de fragi-

lidade que são caracterizados por utilizarem uma variável aleatória que foi observada,

que representa informações que não puderam ou que não foram observadas como fatores

ambientais, genéticos, informações que por algum motivo não foram inclúıdas no planeja-

mento do estudo. Este modelo engloba duas fontes de variações: a heterogeneidade entre

55
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os indiv́ıduos causada por covariáveis que não foram observadas e aquela proveniente das

covariáveis comuns a indiv́ıudos de um mesmo grupo. Essa fragilidade é introduzida na

função de risco e pode ser inclúıda de forma multiplicativa ou aditiva.

Nos modelos de fragilidade aditiva é observado que quando o tempo do estudo é

muito longo a função de sobrevivência tende a zero, sendo assim, não capta a fração

de cura daquela população. Com isso, decidiu-se estudar de forma conjunta os modelos

de fragilidade aditiva com os modelos de longa duração, utilizando o modelo de mistura

padrão. Esse tipo de modelo têm duas caracteŕısticas principais que os diferenciam de

modelos usuais de sobrevivência: a incorporação de uma parcela dos indiv́ıduos que não

apresentam o evento de interesse, mesmo após um longo tempo de acompanhamento, e

também a possibilidade de considerar heterogeneidade não observada na modelagem por

meio de fatores de riscos não observáveis. Além disso, esse modelo é considerado como

uma alternativa ao modelo de riscos proporcionais de Cox, pois não impõe a condição de

propocionalidade.

Para verificar a aplicabilidade do modelo de mistura padrão com fragilidade aditiva

foi considerada uma aplicação a dados de mulheres diagnosticas com câncer de mama

triplo negativo, que receberam quimioterapia neoadjuvante por 12 anos, e o evento de

interesse era a morte devido ao câncer de mama. Foi utilizada uma covariável a respeito do

espalhamento do câncer e observou-se que aquelas mulheres que tiveram o espalhamento

do câncer para outras regiões sofreram mais do evento de interesse, pois sua proporção de

cura foi menor do que para aquelas que não tiveram o espalhamento. Aplicou-se a esses

dados a metodologia mencionada anteriormente, utilizando a distribuição Gama para a

fragilidade e duas distribuições para o risco base: Exponencial e Weibull. Notou-se que

os dados possuem uma alta heterogeneidade não observada e que o modelo com risco de

base Weibull aparenta ser o mais adequado, visto que teve o menor critérios AIC e BIC.

Também na comparação com a curva de Kaplan Maier o modelo considerando o risco de

base Weilbul teve um melhor ajuste.
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