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“The Road goes ever on and on
Down from the door where it began.
Now far ahead the Road has gone,
And I must follow, if I can,

Pursuing it with eager feet,

Until it joins some larger way

Where many paths and errands meet.
And whither then? I cannot say”
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RESUMO

HISATUGU, M. T. Observacoes atipicas em alta dimensao. 2022. 63 p. Dissertacdo (Mes-
trado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de
Ciéncias Mateméticas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo e Departamento de Estatis-
tica, Universidade Federal de Sdo Carlos, Sao Carlos — SP.

Observagdes atipicas e ruido heteroscedastico sdo duas situagdes muito comuns em Estatistica.
Atualmente, a quantidade de dados gerada € muito alta e por essa razao € possivel encontrar
dados de alta dimensdo (numero de variaveis, ou dimensdo, d tdo grande ou maior do que o
nimero de observagdes n). Além disso, € possivel que os dados possuam ruido heteroscedastico,
isto €, a variancia do ruido pode variar de entrada para entrada. A andlise de componentes
principais (ACP) € uma técnica muito utilizada que tem como principal objetivo a redugdo da
dimensionalidade. A técnica € utilizada em diversas areas como a Estatistica, Econometria,
Aprendizado de Médquina e Matematica Aplicada. Choi e Marron (2019) apresentaram uma nova
nocdo de valores atipicos em alta dimensdo que engloba outros tipos e, além disso, investigaram
o comportamento dessas observacdes atipicas no subespaco criado pela andlise de componentes
principais. Grande parte das técnicas utilizadas nesse contexto sdo utilizadas sob a suposi¢ao
de homoscedasticidade, porém, como ja mencionado, sabe-se que isso nem sempre acontece.
Sendo assim, Zhang, Cai e Wu (2022) propuseram um novo método chamado HeteroPCA que
tem como objetivo principal remover o viés da diagonal principal da matriz de covariancias
amostral sob o qual estd sujeita devido a heteroscedasticidade. Este trabalho tem como objetivo
combinar o método proposto por Zhang, Cai e Wu (2022) com a metodologia proposta por Choi
e Marron (2019) para encontrar um subespago capaz de identificar a presenca de observagdes

atipicas quando o ruido heterosceddstico estd presente.

Palavras-chave: Anélise de componentes principais; observagdes atipicas em alta dimensao;

maldi¢cdo da dimensionalidade; ruido heteroscedastico; heteroPCA.






ABSTRACT

HISATUGU, M. T. Outliers in high dimension. 2022. 63 p. Dissertacdo (Mestrado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ci€ncias

Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo e Departamento de Estatistica,
Universidade Federal de Sao Carlos, Sao Carlos — SP.

Outliers and heteroskedastic noise are two common situations in Statistics. Nowadays the amount
of generated data is very high and for this reason it is possible to find high dimensional data
(the dimension d is just as large or larger than the number of observations n). Furthermore,
it is possible that the data have heteroskedastic noise, which means that the noise variance
can be different entrywise. Principal component analysis is a technique that aims to create
a subspace with lower dimension than the original space. The technique is used in different
areas such as Statistics, Econometrics, Machine Learning and Applied Mathematics. Choi and
Marron (2019) introduced a new notion of high dimensional outliers that embraces other types
and also investigates the behaviour of these outliers in the subspace created by the principal
components analysis. Most of the techniques used in this context are based on the assumption
of homoskedastic noise. However, as mentioned before, it is known that this is not always the
case. Therefore, Zhang, Cai and Wu (2022) proposed a new method called HeteroPCA, which
main objective is to remove the bias of the main diagonal of the sample covariance matrix due to
heteroskedasticity. In this work, the main objective is to combine the method proposed by Zhang,
Cai and Wu (2022) and the methodology proposed by Choi and Marron (2019) to find a subspace

capable of identifying the presence of outliers when heteroskedasticity noise is present.

Keywords: Principal component analysis, high dimensional outliers, curse of dimensionality,

heteroskedastic noise, heteroPCA.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Observagdes atipicas (ou outliers), em geral, sdo vistas como observacdes ruins que
podem trazer prejuizo a andlise estatistica. As formas mais comuns de se lidar com essas
observagdes atipicas nessas andlises s@o associar pesos menores a essas observacoes ou até
mesmo remové-las da base de dados. No entanto, é possivel que em algumas situagdes as
observacdes atipicas possuam informacdes importantes. Por exemplo, € possivel que observacoes
atipicas em expressao gé€nica estejam relacionadas com mutagdes, ou ainda observacdes atipicas

em um processo de produ¢do podem possuir informacdes importantes sobre algum tipo de falha.

Uma observagao atipica pode ser descrita como uma observagao que nao se encaixa
na mesma distribui¢ao da qual a maioria dos dados provém. No entanto, essa definicdo nao é
tao simples quando se estd em espacgos de alta dimensdo (nimero de varidveis, ou dimensao,
d tao grande quanto ou maior do que o ndimero de observagdes n) devido a maldi¢do da
dimensionalidade, isto é, o fendbmeno no qual conforme a dimensao d aumenta, as observagcdes
tendem a ficar cada vez mais distantes umas das outras. Sendo assim, os métodos usuais de
deteccdo de observacoes atipicas que sao baseados, por exemplo, em distancia (HAWKINS,
1980) ndo funcionam bem para dados de alta dimensao. Além disso, ndo existe um consenso na
definicdo de uma observagdo atipica e, por essa razdo, existem diferentes métodos de deteccao

baseados nas diferentes caracteristicas de cada tipo.

Frequentemente, a teoria assintética usual nio fornece boas aproximagdes para dados de
alta dimensao. Sendo assim, neste trabalho € adotada uma nova no¢do de observacdes atipicas
em alta dimensao que engloba outros tipos. Além disso, é estudado sob quais condicdes as
observagdes atipicas podem ser diferenciadas dos valores comuns assim como as condi¢des sob
as quais as observagdes atipicas podem ser identificados por um subespago de baixa dimensao

produzido pela andlise fatorial (AF) estimada pela andlise de componentes principais (ACP).

A ACP e os métodos espectrais sdo ferramentas muito utilizadas em diferentes campos

incluindo a Estatistica, Aprendizado de Maquina e Matemética Aplicada. Ambas as técnicas t€m
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sido estudadas e usadas em diversas aplicacdes.

A principal ideia da ACP ¢é encontrar uma estrutura implicita de dimensao menor de
observagoes com ruido. Nesse contexto, pode-se dizer que os autovetores representam as dire-
¢oes do subespaco e os autovalores representam a intensidade de cada autovetor. Conforme o
desenvolvimento do estudo da ACP, o modelo de covariancias spike (JOHNSTONE, 2001) tem
sido extensivamente estudado e utilizado como base metodolédgica e tedrica. Nas condi¢gdes do
modelo, tem-se que

Yi, Y0 Ny, 0+ 021,),
em que £g = UAUT é uma matriz simétrica em que U é uma matriz com os autovetores, A é uma
matriz diagonal com os autovalores e I; € a matriz identidade de dimensao d. Equivalentemente,

o modelo de covariancias spike pode ser escrito como
YjZXj‘i‘Sj, emquer%Nd(u,EO), Sj%Nd(O,GZId), j=1,...,n, (1.1)

com X ; e €; independentes. O objetivo € recuperar Xy. Seja £ a matriz de covariancias amostral
deYq,...,Y,. As propriedades assintéticas dos autovalores e autovetores de £ sd0 bem estabele-
cidas assim como seus estimadores baseados nessa decomposi¢cdo (ANDERSON, 1963). Uma
suposicdo importante neste caso € que os erros sdo homosceddsticos no sentido de que se assume

que cada €; segue uma distribui¢do gaussiana esférica.

Em muitas aplicacdes o ruido pode ser heterosceddstico, ou seja, a variancia das entradas
de uma matriz de dados nio é constante. E natural que o ruido heterosceddstico esteja presente,
por exemplo, em bases de dados com diferentes tipos de varidveis. Além disso, para dados que
sao modelados pelas distribuicdes de Poisson, multinomial ou binomial negativa, os ruidos sao

naturalmente heteroscedasticos.

E comum entio relaxar a suposicio de homoscedasticidade na Equacio 1.1 e considerar
o modelo de covariancias spike generalizado (BAI; YAO, 2012; YAO; ZHENG:; BAI, 2015) para

uma observagdo Y ; tal que
Yj:Xj+£j, E(Xj):[L COV(X]'):E(),
E(g;)=0,  Cov(g;) = diag(o7,...,07), (1.2)
gj=(e1,....e1)", X ; e €; sdo independentes.

Neste caso, Cov(X ;) € de posto r (r < d) e admite a decomposi¢do em autovalores, isto &,

Cov(X;) =290 =UAU", emque U e R e Ac R"™"

2 2

€ oy,...,0; sdo desconhecidas e ndo necessariamente iguais. Esse modelo também € usado em

analise fatorial.

Devido a heteroscedasticidade da variancia do ruido, a ACP usual pode levar a estimado-

res inconsistentes. Utilizar a ACP em {Y,...,Y,} significa aplicar a decomposi¢do em valores
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singulares (DVS)em Y = [Y,...,Y,], ou seja, estimar U por vetores singulares a esquerda da
matriz centralizada
— — 1 &
Y-Y1l, Y=-YY, 1.3
n em que " j_zi j (1.3)
Vale notar que E(£) = Lo + diag(o?,...,07). Entdo, quando as variancias 67, ...,07 sdo dife-

rentes, pode-se dizer que existe um viés na diagonal principal da matriz de covaridncias amostral
£. Além do modelo de covariancias spike generalizado em ACP, este fendmeno aparece de forma
similar em outros problemas com ruido heteroscedastico como, por exemplo, situacdes de alta
dimensdo como a remocdo de ruido heterosceddstico em matrizes de posto baixo (CANDES;
SING-LONG; TRZASKO, 2013) e ACP de Poisson (SALMON et al., 2014).

Florescu e Perkins (2016) propuseram um método chamado de DVS com eliminagdo
diagonal com o intuito de tentar lidar melhor com o viés da diagonal principal de £. A ideia é
colocar zeros na diagonal principal da matriz de covariancias amostral e, posteriormente, utilizar
a decomposicdo em valores singulares. No entanto, ndo € claro se anular a diagonal principal
€ sempre a melhor escolha. Sendo assim, ao invés de anular as entradas da diagonal principal
da matriz de covariancias amostral, Zhang, Cai e Wu (2022) propuseram que as entradas da
diagonal principal sejam iterativamente atualizadas com base nos valores fora dessa diagonal

com o intuito de reduzir o viés e, possivelmente, obter uma estimac¢ao mais precisa.

Devido ao viés ja mencionado, as ferramentas usuais podem nao ser ideais para lidar
com a ACP heterosceddstica e diversos trabalhos tém sido desenvolvidos nessas condigdes. Bai
e Yao (2012) e Yao, Zheng e Bai (2015) estenderam a teoria do modelo de covariancias spike
usual para um modelo generalizado e estudaram a distribui¢do limite da matriz de covariancias
amostral. Além disso, o desempenho da decomposi¢dao em valores singulares e as distribui¢des
assintdticas para os estimadores dos autovalores e autovetores nesse contexto também tém sido
estudados (HONG; BALZANO; FESSLER, 2016; HONG; FESSLER; BALZANO, 2018).

As propriedades assintdticas dos autovalores e autovetores amostrais tém sido analisadas
em diferentes dominios e os mais estudados sdo o dominio cldssico, o0 dominio tedrico das
matrizes aleatérias (random matrix theory, ou RMT) e o dominio de alta dimensdo e pequenas

amostras (high dimensional low sample size, ou HDLSS).

O estudo assintético no dominio cldssico € aquele no qual o tamanho amostral n — e a
dimensao d ¢ fixada (ou seja, n/d — ). J4 o dominio tedrico das matrizes aleatérias é aquele
que tanto o tamanho amostral n quanto a dimens@o d tendem a infinito (ou seja, n/d — ¢). E
o dominio de alta dimensdo e pequenas amostras € baseado em um limite, tal que d — e a

amostra de tamanho n é fixado (ou seja, n/d — 0).

No dominio cléssico, diferentes estudos foram feitos sob diferentes perspectivas. Por
exemplo, Girshick (1939) estudou as propriedades assintéticas dos autovalores e autovetores
amostrais quando todos os autovalores de X sdo diferentes. Ja Lawley (1953) estudou a teoria as-

sintdtica dos autovetores no caso em que os menores d — g autovalores de X sao iguais e os demais
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sdo diferentes. Além disso, Anderson (1963) estudou o caso particularem que Y,..., Y, ttm
distribui¢cao normal multivariada e fornece a distribui¢do assintética dos autovalores amostrais

jL] yen ,Zd, e autovetores amostrais U yene ,17 4 quando Ay, ..., A; possui multiplicidades.

No dominio das matrizes aleatdrias, um fato conhecido € que a distribui¢do espectral
empirica da matriz de covariancias amostral converge quase certamente para a distribuicao de
Marcenko-Pastur (MARCENKO; PASTUR, 1967) quando a matriz de covariancias populacional
¢ a matriz identidade e d e n tendem ao infinito de forma proporcional. Combinado ao fato de
que um autovalor € uma funcdo continua de uma matriz, isso apoia a ideia de que a matriz de
covariancias amostral ndo € uma boa estimativa da matriz de covariancias populacional quando a
dimensao d é muito alta. Casos em que uma pequena por¢do dos autovalores € muito maior do

que os demais sd@o comuns para dados de alta dimensao.

Ja no contexto de alta dimensdo e pequenas amostras, diversos trabalhos foram desen-
volvidos. Em particular, Jung e Marron (2009) exploraram o comportamento assintotico dos
autovetores quando a grandeza dos autovalores aumenta com uma razdo d%. Esse estudo mostra
que para o > 1 os estimadores sd@o consistentes no subespaco, ou seja, o subespaco gerado
pelos autovetores amostrais consistentemente estima o subespaco gerado pelos autovetores
populacionais e € inconsistente para ¢&¢ < 1, em outras palavras, o angulo entre cada autovetor
amostral e o respectivo autovetor populacional converge para 90 graus. Além disso, Shen, Shen
e Marron (2016) fornecem uma estrutura geral da consisténcia da ACP que conecta os resultados

existentes de diferentes dominios com excecdo de alguns casos.

Neste trabalho, € explorado o comportamento de observagdes atipicas em alta dimensao
via representacdo geométrica no dominio de alta dimensdo e pequenas amostras € também a
teoria assintdtica dos autovalores e autovetores em conjunto de dados com poucas observagoes
atipicas dentro da estrutura estudada por Shen, Shen e Marron (2016). Um grande interesse esta
na estimacgdo consistente das dire¢des atipicas na qual um pequeno nimeros de observagoes
atipicas se encontra. E fornecido para cada cendrio uma condicdo que permite a consisténcia

individual da ACP ou a consisténcia do subespaco gerado.

Sendo assim, o principal objetivo desse trabalho € utilizar o método proposto por Zhang,
Cai e Wu (2022) para estimar a matriz de covariancias em um contexto em que os dados t€m
ruido heterosceddstico e alta dimensao e, em seguida, aplicar a metodologia apresentada por Choi
e Marron (2019) para verificar se € possivel identificar a presenga de observagdes atipicas em

um subespaco gerado pela ACP.

O trabalho segue da seguinte forma: No Capitulo 2 € apresentado um possivel modelo
gerador de observagdes atipicas em alta dimensdao (CHOI; MARRON, 2019) assim como trés
defini¢des de observagdes atipicas que sdo casos particulares do modelo apresentado e algumas
propriedades. No Capitulo 3, o método HeteroPCA (ZHANG; CAI; WU, 2022) é apresentado
juntamente com resultados tedricos. As simulagdes que verificam alguns resultados apresentados

nos capitulos anteriores, assim como a situa¢ao conjunta, isto €, identificacido da presenca de
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observacdes atipicas em alta dimensao na presenca de ruido heterosceddstico, estdo no Capitulo 4.
No Capitulo 5 € feita uma aplicagdo em dados reais. E, por ultimo, o Capitulo 6 conclui o trabalho

com algumas observagdes € proximos passos.
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CAPITULO

OBSERVACOES ATIPICAS EM ALTA
DIMENSAO

Neste capitulo € apresentado o modelo gerador de observacdes atipicas proposto por Choi
e Marron (2019), além de uma nova nogao de observagdes atipicas em alta dimensao. Também

sdo apresentadas a representacdo geométrica e a consisténcia da ACP para diferentes cendrios.

2.1 Modelo

Como ja mencionado, pode-se interpretar os autovetores como dire¢des de um subespago
e os autovalores como a intensidade de cada autovetor. Pode-se dizer ainda que dentre as
direcdes desse subespaco existem dois tipos. Sendo o primeiro tipo a dire¢do das observagdes
atipicas (direcOes atipicas) que pode levar as observagdes atipicas em alta dimensao e o segundo
tipo a direcdo das observagdes tipicas (direcdes base ou dire¢des principais) cuja variagdo é
compartilhada dentre todas as observacoes incluindo as atipicas. O modelo proposto por Choi e

Marron (2019) incorpora as duas direcoes e € apresentado em trés partes.

Primeira parte Seja X ; um vetor aleatério com distribui¢do normal multivariada de
dimensdo d, ou seja, X; ~ N;(0,Z¢). A decomposigdo espectral da matriz de covaridncias

populacional é

Yo =UAUT,

emqueU = [Uy,...,U | contém os autovetores ortonormais de X nas colunas e A = diag(1;, A,
...,A4) é uma matriz diagonal com os correspondentes autovalores. Entdo, o vetor X ; pode ser

escrito como

X, =UAZ=UW,

em que Z ~ Ny(0,1;) e W ~ Ny(0,A). Ou seja, X; é uma combinagio linear de U; com
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coeficiente w; ~ N(0, A;), isto é,
d
X;=Y wlU;,  wi~N(0L). 2.1
i=1

Os valores de w; podem ser vistos como a intensidade da dire¢do U;. Intuitivamente, se X ; tem
coeficiente w; “grande” para algum i, entdo a dire¢do U; é uma direcdo importante de variacdo da
distribui¢do que modela X ;, enquanto que valores de w; proximos de 0 quer dizer que a dire¢do

U, ndo € tdo relevante.

Segunda parte Com base na intui¢do anterior, uma observagao atipica pode ser vista
como uma observacdo que segue em algumas direcdes que a maioria dos dados ndo segue.
Seja U; a i-ésima diregdo e seu respectivo coeficiente aleatério w;. Entéo, observagdes atipicas
que seguem essa dire¢do U; tém grandes valores w; enquanto que as outras observagdes tém
pequenos valores de w;. Para modelar essa variacdo de w; pode-se utilizar uma distribuicdo com

mistura de escala com duas variancias diferentes, 7;» > 7;1 > 0, isto €,

. \/Ti1Zi, com probabilidade 1 — p;,

e » (2.2)
V/%i2%i, com probabilidade p;,

em que z; sao varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (iid) com média
0 e variancia 1 e 0 < p; < 1, com p; = 0. A primeira parcela da distribui¢ao de mistura com
menor variancia, 7; 1, descreve o comportamento da maioria das observagdes com pouca variagio
na diregdo U;. A segunda parcela da distribuicdo com a maior variancia, T, 2, descreve o
comportamento das observacdes atipicas, e assume-se que p; é pequeno, por exemplo, menor do

que 0,05. Esse modelo de mistura representa um mecanismo gerador de observacdes atipicas.

Terceira parte Um novo modelo que engloba um pequeno conjunto de observagdes
atipicas com base na Equacdo 2.1 conjuntamente com a distribuicdo da Equacdo 2.2 para
modelos ndo necessariamente gaussianos. Seja X = [X 1, ..., X,,| uma matriz de observacdes cujas
colunas sao observacodes independentes com distribui¢ao d-dimensional com um pequeno nimero
de vetores tais que as respectivas intensidades w; sdo diferentes da maioria. Seja {U;}<i<q
um conjunto de vetores ortogonais tal que alguns destes sejam responsaveis pelas possiveis
observagdes atipicas. Assim como na primeira parte, um vetor X ; pode ser expressado como
uma combinagdo linear dos vetores de diregdo ortonormais, {U;};<;<4, cujos coeficientes sdo

varidveis aleatdrias independentes com diferentes distribui¢des de mistura, isto &,

d eqe
\/Ti1Zii, com probabilidade 1 — p;,
X;j=Y wijU,  wij~ H pro>a g (2.3)
=1 /Ti22ij, com probabilidade p;,
tal que
E(X;)=0 e Cov(X ;) = Cov(Uw;) = UCov(w;)UT,
emque w; = (Wij,...,wg j)T € z;j sdo variaveis 1id com média 0, variancia 1 e quarto momento

limitado. Portanto, as varidveis aleatérias {w; j}lg j<n com p; > 0 modelam como a diregdo
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U; vista como uma componente atipica pode gerar observacoes atipicas. Além disso, para as
direcOes principais usa-se p; = 0, pois isso permite uma flexibilidade para incluir a forma de
descrever a variacao das dire¢cdes como na Equacao 2.1. Para distinguir as duas componentes,
denota-se I;;, como o conjunto de indices que corresponde as componentes tipicas e I,,; como o
conjunto de indices que corresponde as componentes atipicas. Ou seja, I, = {1 < i <d|p; > 0}
elin={1<i<d|pi=0}={1,...,d}\lou.

Nas condi¢des do modelo na Equacido 2.3, € permitido que observacdes atipicas tenham
caracteristicas ou ruidos similares as observacdes consideradas tipicas, ou seja, com excecdo das
varidveis que diferenciam as observagdes em atipicas e tipicas, as demais varidveis tem com-
portamento similares. O modelo também permite que uma observagdo atipica esteja associado
com vdrias componentes atipicas e isso permite uma flexibilidade na modelagem da natureza
das observacdes atipicas. Um vetor do modelo dado pela Equagdo 2.3 pode ser visto como um
vetor aleatdrio de uma distribuicdo de mistura cujas componentes t€ém estruturas de covariancias

diferentes.

Como mencionado anteriormente, nao existe um consenso na defini¢do de uma observa-
¢ao atipica. Diferentes técnicas tém diferentes objetivos, cada uma com base em sua definicao.
Neste caso, Choi e Marron (2019) apresentam trés tipos de observagdes atipicas que sao comu-
mente usados em diversas aplicacdes e sdo casos particulares do modelo proposto na Equacdo 2.3

e estdo descritos a seguir.

e Observagdes atipicas em varidveis especificas: Sao aquelas que sao diferentes da maioria
das observacdes em apenas uma varidvel. Assumindo que o vetor tenha d varidveis, cada
observacdo pode ser modelada como na Equagdo 2.3 com U; =e; parai=1,...,d, em
que e; € um vetor cuja i-ésima entrada é 1 e as demais O (base candnica). Entdao, uma
observagdo atipica X ; na m-ésima varidvel pode ser descrito pela Equacdo 2.3 tal que

Tn,2 > Tm,1 € UMa Propor¢ao py, (pm ~ 0).

e Observacoes atipicas com mistura de escala: Sao aquelas que apresentam um comporta-
mento bem diferente em todas as varidveis simultaneamente e consequentemente estao

mais dispersos que a maioria dos dados. Seja

N4(0,07%), com probabilidade 1 — p,

Xj~ 5 .
N4(0,05Z), com probabilidade p,

emque p~0e 622 > 612. Esse modelo de mistura de escala € um caso especial do modelo
dado pela Equagdo 2.3 com p; = p,T;| = 612,1', 9 = (72 para todo i =1,...,d, em que
{U;} é um conjunto de vetores ortogonais como, por exemplo, os autovetores de £. Além
disso, I,,; inclui todos os indices e entdo [;;, = &. Entao,

Y4 wi;U;, wij = 01z, com probabilidade 1 — p,

X =
/ Z —1wijU;i, wjj = 02z;j, com probabilidade p.
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e Observagdes atipicas deslocadas: Sdo aquelas que s@o deslocadas em uma dire¢do comum.
Neste caso, as observagdes atipicas possuem grande parte da sua variagdo igual 2 maior
parte dos dados, mas apresentam um padrdo anormalmente alto ou baixo, que tipicamente
¢ explicado pelo vetor de médias . Sejam X ; vetores aleatorios independentes da forma
ajlb +Z;, em que

N(0,0%), com probabilidade 1 — p,

Z;~Ny(0,X e a;~
! a(0.%) g N(0, 622), com probabilidade p,

com Z; e a;j independentes. Assumindo que 61 < 06 e para p ~ 0, a varidvel a; descreve
como uma pequena por¢ao dos dados pode estar deslocada. Definindo um vetor, por
exemplo, U, para ser o vetor de médias normalizado, isto é, U; = u/||it||, e os outros
vetores serem ortogonais entre si. Entdo, as varidncias de U para observacoes tipicas e
atipicas sio, respectivamente, o7 ||p|> +UTZU e 67||u||*> + UT U . E portanto, cada
observacao pode ser modelada por

N(0,0?|u||>+UTEU,), com probabilidade 1 — p,

d
X =) w;U; Wi~
/ ; Y Y N(0,07||pu||>+UTEU,), com probabilidade p,

e os outros valores de w;; ~ N(O,UiTZU,-) parai=2,....d.

2.2 Representacao geométrica

Devido a maldi¢cao da dimensionalidade, conforme a dimensao d aumenta, as observacdes
tendem a ficar cada vez mais distantes umas das outras. Em outras palavras, a distancia é
altamente dominada por ruido resultando em um conjunto de dados em que as observacdes
atipicas sdo mais dificeis de serem identificadas. Um caso em que algumas observagdes atipicas
estdo proximas umas das outras foi estudada por Zhou e Marron (2016). Além disso, Hall,
Marron e Neeman (2005) estudaram a representacao geométrica de observagdes atipicas em um

contexto de alta dimensdo e pequenas amostras.

Intuitivamente, se 7;, em alguma componente atipica € maior do que 7; 1, entdo as
observagdes atipicas sao mais propensas a estarem separadas da concentragao dos dados. Em
contrapartida, se 7; » ndo € muito diferente de 7; ;, espera-se que as observagoes atipicas sejam
mais dificeis de serem identificadas. Uma observacao interessante em dados de alta dimensao
€ que se uma observacao atipica possui uma grande porcao de direcdes atipicas, a dimensao
d incentiva a separabilidade das observacdes atipicas das observacgdes tipicas mesmo quando
T;» ndo € muito grande. Por outro lado, se a observagao atipica possui um niimero pequeno de
dire¢des atipicas, a dimensdo d ndo incentiva essa separabilidade, mesmo para 7; » relativamente

grande.

Considera-se um cendrio simples em que os dados provém da Equagdo 2.3 com 7; | = c?

€Tin= 7(d) para todo i sob a suposicdo de normalidade. A varia¢do para as componentes atipicas
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¢ indexada por d, 7@, como indicacdo de mudanga conforme a dimensao. O modelo pode ser

expressado como
0zjj, com probabilidade 1 — p;,

) (2.4)

wiji =
N Zij, ~com probabilidade p;,

parai € Ipy € wij = 0z;j parai & Ip,.

Considere uma observacdo tipica X ; dada pela Equagdo 2.4 que pode ser expressada
como X ; = sz:] oz;;U;, em que U, sdo os autovetores ortonormais. Conforme a dimensao d
aumenta, pela lei dos grandes nimeros segue que a distancia euclidiana ao quadrado dividida

por d converge quase certamente para a constante 62, ou seja,

1
EHXsz ZG i — o’ (2.5)

Entao, pode-se dizer que uma observagao tipica X ; se encontra aproximadamente na superficie de
uma esfera d-dimensional de raio (62d ) 172 De forma andloga, pode-se obter um comportamento
limitante na distancia entre pares de observacoes tipicas. A distancia entre duas observagdes

1/2

tipicas X ; e X, € aproximadamente igual a (202d)'/?, ou seja, a convergéncia é quase certa em

1 1 ¢
3||Xj—Xk||2=EZGZ(ZU—Zik)QﬁZGZ. (2.6)
i=1

Similarmente, pode-se explorar o comportamento de observagdes atipicas em alta dimen-

sdo. Uma observagdo atipica X y pode ser expressado como

j= Z V sz’U + Z GZZ]'UH

‘Elout l¢ out

em que I’u, é o conjunto de fndices para as componentes atipicas relacionadas a X . Seja K, =

(d)
y K
\I,,] a cardinalidade do conjunto Iém paracadad e pfm, = U}im ’Tl a fracdo de componentes
—>00
atipicas. A distancia de Y das outras observagdes depende do nivel de Kj(.,d), ou seja, para

(d)

Pglm >0, pglm =0comK (d)

-/
—ooe pl. =0com Kj, fixo. Cada caso requer diferentes niveis

de 79 que sdo descritos a seguir.

-/
Considera-se o primeiro caso em que p?,,, > 0 com T = C}im 7(d), Aplicando-se a lei dos

—>00
grandes ndmeros ao quadrado da sua distancia em relac¢do a origem dividido por d, temos

1
EHXJ'/HZ Z f l]’+ Z G

ZEIéut l¢ out
K d—K@ I
J 2.2
7 Z %75,
d (d) Z d _ pld) L
Kj, ZEIéut d Kj/ ¢ out

_>p(J)utT+<1_pout)627 (27)
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quase certamente conforme d — . Isso implica que um valor atipico X y estd aproximadamente
-
a uma distancia de {62d + p!,, (T — 62)d }1/ 2 da origem. Além disso, a distincia entre um valor
./
atipico X y e um valor tipico X ; dividido por d 1/2 converge quase certamente para (p’,, (T
62) +262)1/2 conforme d — oo, isto ¢,

1 1 1
EHXj —Xj/H2 = Z (ozij—V T(d)Zij’>2 + EGZ(ZU —Zij’)2
iel),

— ph (t—06%) +2052. (2.8)

Sendo assim, valores grandes de pgm ou 7 ajudam a melhor separar as observagdes atipicas X
dos valores tipicos assumindo que T > 62 € poy,, > 0. Em particular, essa propriedade geométrica
mostra que mesmo quando T ndo é muito maior do que 62, para pﬁ;t suficientemente grande a
separabilidade ainda € boa para altas dimensdes, mas isso tende a ndo ser o caso para dimensdes
baixas (FILZMOSER; MARONNA; WERNER, 2008).

O tipo de observagdes atipicas com escala de mistura na Sec¢ao 2.1 é um caso particular do
apresentado anteriormente em que 0'12 =o’e 0‘22 = 7. Particularmente neste caso, as observacoes
atipicas tém p,,; = 1, e a combinagdo da Equacdo 2.5 com a Equac¢do 2.7 conduz a duas esferas
d-variadas com diferentes raios: uma esfera com raio (sz)l/ 2 cujas observagdes tipicas se

aproximam da superficie, e outra esfera de raio (7d) 1/2 para as observagdes atipicas.

Foi visto como a dimensdo d encoraja a separagao geométrica de um Valor at1p1c0 X se
pOm > 0. No entanto, isso ndo acontece quando pou, =0, pois os termos p(,u,r e p(,u,(r o?)
na Equacdo 2.7 e na Equacdo 2.8, respectivamente, se anulam para dimensdes altas, desenco-
rajando a separacdo. Nesta situacdo, é necessdrio que 7?) seja muito maior do que o2 para
modelar a separacdo de forma aproximada. Dessa forma, permlte se que 7(@) qumente conforme
a dimensdo d aumenta. Como temos dois casos em que pom = 0, considera-se primeiramente o

(d)

caso em que Kj, cresce. Um valor atipico € modelado com base na ideia de que

— Ty quando d — oo. (2.9)

Entdo, pode-se mostrar que d||X] = ry+o’e d||X —X;|* = ry +20% quando d — oo.

il
Isso indica que ry tem um papel importante na separagdo geométrica entre X y e valores tipicos.
Se rj € muito pequeno, e em particular igual a 0, entdo as observagdes na amostra, incluindo
as observacgdes atipicas, se comportam assintoticamente como um conjunto de dados sem
observagoes atipicas. Por outro lado, se rj € suficientemente grande, o valor atipico X y tende a
se separar da superficie da esfera da qual as observagdes tipicas se encontram.

. L o . . .
No caso de um nimero limitado de dire¢des atipicas, isto é Kj(./ ) — Kk 7, utiliza-se a

convergéncia em distribui¢do. Tem-se entao que

1 1
2ijfnz Z rizp+o’ e 2ij—xj/u2 Z izl +20% (2.10)

zelgm zel,{u,
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Analogamente, r; determina a separabilidade de um valor atipico das observagdes tipicas. Mas

vale mencionar que ry depende apenas de (@), pois K foi fixado.

Foi visto como a transicdo do fendmeno em que as observagdes atipicas estdo proximas
a superficie de uma esfera de alta dimensado para longe dessa esfera acontece. Os resultados
indicam que existem dois fatores que afetam essa transi¢ao sendo que o primeiro € a propor¢ao de
componentes atipicas envolvidas em um valor atipico (Equacdo 2.7) e o segundo € a intensidade

dessas diregoes atipicas (Equacdo 2.10).

2.3 Consisténcia da analise de componentes principais

Em um modelo de covariancias spike (Equacdo 1.2) assume-se que um nimero fixo de
autovalores populacionais é muito maior do que os demais. Isso fornece um sentido importante
no qual valores grandes dos autovalores populacionais sdo consistentemente estimados pela
ACP sob algumas condi¢des que dependem dos diferentes dominios assintéticos (SHEN; SHEN;
MARRON, 2016). Seja K o numero de diferentes componentes entre as matrizes de covariancias
nas componentes de mistura. Define-se por {U,;}<;<x como dire¢des de pico e {U;}g+1<i<aq
como direcdes base. As componentes base geralmente sdo consideradas ruidos. Modificando a
defini¢do da Sec¢do 2.1, seja o conjunto de indices para as componentes de pico das observacoes

atipicas e as componentes de base, respectivamente, denotadas por
I()ut:{1§i§K|pi>0} € Iin:{lan'aK}\I()uta

em que p; é a propor¢do de observagdes atipicas. Ou seja, {U,;}icr,, é 0 conjunto de direcdes

Tour
atipicas e {U,}icy,, € o conjunto de dire¢des principais. A varia¢do de cada dire¢do U; pode ser
representada por
Ai=(1—=pi)Ti1+piti2
pela distribuicdo de mistura da Equagdo 2.3 e tais A; sdo os autovalores correspondentes as
dire¢oes U;. Isso se dd devido ao fato de que a matriz de covariancias de X ; pode ser escrita
como na Equacdo 2.3. E pela independéncia de {w;;}i<i<q4, Cov(w;) é uma matriz diagonal
cujas entradas sao
V(wij) = (1= pi)ti1+pitio,

e portanto os valores A; sdo os autovalores de X.

Sejam X 1,...,X, observacdes como na Equacdo 2.3 com K componentes de pico como

descrito anteriormente. Seja a matriz de covariancias amostral

inXJT
j=1

1 1
xxT =

3=
n—1 n—1
e sua decomposi¢cao dada por

$—0UAD" comU = [01,...,0,] e/A\:diag(le,...,QLd),
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em que {(i,-, U;:i=1,...,d)} sdo os pares de autovalores e autovetores de £ tais que >
jtz > ;Id. Nesta secao, propriedades assintdticas de il, e ,ﬁ,d elU, yenes U 4 sao analisadas

sob uma estrutura mais geral desenvolvida por Shen, Shen e Marron (2016). Essa estrutura inclui
diversos dominios como casos particulares ja estudados e permite entender conexdes entre 0s
varios dominios. Além disso, sdo fornecidos resultados assintéticos para dados com distribui¢dao
de mistura como na Equacdo 2.3 e permite entender o comportamento de observacdes atipicas

em alta dimensao.

Considera-se trés casos em que o tamanho da amostra n aumenta, a dimensao d aumenta e
a intensidade aumenta. Como indicagdo do aumento da intensidade, sejam A;, 7; 1 e 7; 2 sequéncias
(n) _(n) . _(n)
i i1 €T

indexadas por n, ou seja, A . Considere as M 4 1 camadas em que os primeiros K

autovalores, {li(")}lgig K, estdo agrupados de forma que g, autovalores pertencam a m-ésima
camada em que 2%21 gm = K e os autovalores restantes estdo agrupados na (M + 1)-ésima
camada. Define-se ainda que go = 0,gy+1 = d — K, e as somas parciais p,, = Y;' k. Entdo, o
conjunto de indices dos autovalores na m-€ésima camada pode ser escrito como
Hy={pm-1+1,pm-1+2,...,Pm—1+qm} param=1,... M+ 1.

As suposicdes a seguir fornecem condi¢des para as variancias ’L'l.("ll) e Tl.(?’;) . Diferentes
condig¢des sao assumidas para as direcdes de pico principais, dire¢des de pico atipicas e para o
ruido, que ajudam a distinguir componentes de pico das componentes base. Existem dois tipos
de ruido no modelo, sendo um deles para todas as observacdes correspondente as componentes
base no modelo e o outro apresenta alta intensidade para poucas observagdes, mas € ruido para a
maioria. Esse segundo tipo de ruido é modelado por uma pequena variacao nas componentes

atipicas. Duas suposi¢des mostram as variancias para os dois tipos de ruido (CHOI; MARRON,
2019).

Suposicdio 1. lim Ti(;;) = lim 7:1.(;)

=c) parai € Hy.
n—oo

Suposigo 2. lim '} = c; para i € Lo

Em um modelo de covariancias spike, a intensidade do ruido € descrita nas componentes
base e os autovalores correspondentes sao assumidos constantes para modelar ruido branco.
Isso ajuda os autovalores correspondentes ao ruido a terem algumas propriedades assintoticas.
Por exemplo, a distribuicdo dos autovalores converge para uma distribuicao conhecida, como
a lei de Marcenko-Pastur ou a lei semi circular, e os autovalores extremos (menor e maior
autovalores) sdo consistentes para alguns valores ou seguem assintoticamente a distribui¢cao
de Tracy-Widom (MARCENKO; PASTUR, 1967). A Suposicao 1 descreve o comportamento
assintdtico da intensidade do ruido para as dire¢des base {U}cp,,. - E para uma dimensao alta
d, os autovalores {li(")}i> k s@o iguais a ¢;. A Suposic@o 2 descreve a varidncia do ruido <Ti(,’11))

para as componentes atipicas. Como as componentes de pico atipicas sdo apenas ruidos para a
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maioria das observagdes, a mesma variagdo pode ser assumida para as componentes base. Sendo
assim, a variancia do ruido para as direcdes de pico atipicas também € assintoticamente igual a
c;,- Isso conecta o modelo atipico com o modelo nulo, ou seja, o caso sem as componentes de

pico atipicas, tal que as componentes atipicas se juntam as componentes de ruido base.

A intensidade de cada componente de pico € determinada pela variacdo que cada compo-

nente estd envolvida, que € equivalente ao seu correspondente autovalor. Para uma amostra de

(n) (n)

;, sdo simplesmente 7, para i € I;;, enquanto que para

(n) (n)
1

. . ~ n . . ~
, pois a variag@o de 7;," domina a variagdo de T;

tamanho n grande, os autovalores A

(n)

L,.s, 0s autovalores sao pifig . A consisténcia
da ACP depende fortemente da magnitude dos autovalores, que sdo especificados nas seguintes
suposi¢coes (CHOI; MARRON, 2019). Sejam 5,,(1") para m = 1,...,M sequéncias de valores

constantes indexadas por n.

(n) (n)

T. T.
Suposicao 3. lim Bl parai e H, NI e lim —2_ — | parai€ H, NIy, m=1,... .M.

n—eo 5(1) n—>oop_5(n)

m tvYm
Suposicao 4. Conforme n — oo, 61(n) - 52(n) . 5181 ) 51((’21 em que a, > b, significa
lim 2% > 1.
n—eo b,

A Suposicdo 3 permite que as componentes na mesma camada tenham autovalores
assintoticos equivalentes. A Suposicao 4 assume que diferentes camadas possuem diferentes
coeficientes limitantes, que permite a caracterizagdo dos M subespacgos gerados pelas dire¢des

em cada camada.

Apesar de assumir uma distribui¢do de mistura para a estrutura das observagdes de forma
que essas observagdes ndo sdo iid, ainda assim tem-se resultados assint6ticos parecidos como
os obtidos por Shen, Shen e Marron (2016). Isso € possivel, pois apesar de as observagdes nao
serem de distribui¢des idénticas, € permitido que os autovetores do modelo na Equacgao 2.3 sejam
os mesmos. Entdo, tem-se uma matriz de covariancias tal que um modelo de covariancias spike

possa ser empregado mesmo quando as observagdes seguem distribui¢des diferentes.

De forma geral, a intensidade das componentes e o aumento do tamanho amostral n
incentivam a consisténcia da ACP enquanto que o aumento da dimensdo d ndo incentiva a
consisténcia. Quando a intensidade na m-ésima camada, com n crescente, prevalece sobre a

dimensao d, ou seja, % — 0, segue que os estimadores dos autovetores sao consistentes
n

. m . .
no subespacgo na m-ésima camada, assim como os estimadores dos autovalores. O Teorema 1
apresentado por Choi e Marron (2019) demonstra tal comportamento assintético em diferentes

cenarios.
Teorema 1. Nas condi¢des da Suposi¢do 1 a Suposicao 4, tem-se que

(a) se ;n) — 0, entdo

noy
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(i) parai <K n)—>1 PL( ") _ (1) parai€ I, e l( " _ pirig) para i € I,y;

(i1) parai > K e uma constante c,

e se0<c<oo,cp(l—/0)? < Aona <A <y (1++/c)? assintoticamente;

® sec=oo, "—’l’—>c;h,

e sec=0, li—%‘x-

(b) se = —>Oemque1<h<Me (>—>ooentao
6/, n6h+1

(i) parai < py, o —>1 em que /'L( " — (1) parai€ I, e l( " _ (2) para i € I,,;

(i1) parai > py, ’—>c,1

O Teorema 1 considera dois cendrios: (a) Quando as intensidades das componentes sao
fortes e (b) quando a intensidade € forte até a h-ésima camada e as demais sdo influenciados pelo

aumento da dimensdo, isto &, % — oo, Os diferentes cendrios levam a diferentes situagdes
L "1 . . o
assintdticas: O Teorema 1 (a) considera os trés casos para o limite de ¢, isto €, 0 < ¢ < o0, ¢ =0

e ¢ =0, enquanto o Teorema 1 (b) considera somente 0 caso ¢ = oo. Isso se deve a condi¢ao

Ln) — oo de (b) que em conjunto com a Suposi¢iao 4 desconsideram 0s casos ¢ < oo, pois

(
ndy iy
/’LL{) — oo somente acontece quando £ — co. Em ambos os casos, se a intensidade em uma
g1
camada € forte o suficiente tal que (;1( — 0, entdo os autovalores amostrais correspondentes

a camada estimam os autovalores populacionais de forma consistente. Por outro lado, se os
sinais de pico ndo sdo tdo fortes, entdo os correspondentes autovalores amostrais tendem a ser

“absorvidos” pela pequena massa de autovalores.

Intuitivamente, apesar de a componente atipica ser intensa, sua influéncia € mais fraca
do que a verdadeira, pois perde poder devido a pequena probabilidade de participagdo. A Su-
posic@o 3 mostra essa intuicdo e dd uma condic¢ao tal que a intensidade da i-ésima componente
atipica deve ser 1/p; vezes maior do que a intensidade da componente tipica na mesma camada
para compensar essa perda de poder. Com base nessa suposicdo, o Teorema 1 demonstra que
assintoticamente a intensidade da componente atipica seria igual a intensidade da componente
base na mesma camada. Em particular, o autovalor amostral de uma componente atipica converge
para a variancia dominante (Tig)) multiplicada pela correspondente propor¢ado (p;) no modelo
de mistura da Equacdo 2.3. Sendo assim, as verdadeiras intensidades das componentes atipicas
podem ser aproximadamente estimadas dividindo os autovalores correspondentes pela propor¢ao

(= p;) das observacdes atipicas relevantes.

Apesar de o Teorema 1 sugerir que alguns autovalores amostrais grandes podem esti-
mar de forma consistente as verdadeiras intensidades, isso ndo € suficiente para dizer que as
correspondentes dire¢cdes das componentes tipicas constroem um subespaco util para a detec-

cao de observacoes atipicas. Em dados de alta dimensao, procurar por observagdes atipicas
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em subespacos de dimensdao muito menor em que as observacdes atipicas sao distinguiveis é
vantajoso. O subespaco pode fornecer informac¢des do porqué uma observacdo se destaca e
também até que ponto essa observacao € um valor atipico. Isso é quase impossivel quando se
usa a dimensao total (d) devido a grande quantidade de ruido. Uma vez que o subespaco é
encontrado, um método de detec¢ao convencional apropriado pode ser aplicado as observacdes
de baixa dimensao aproximada. A prova do Teorema 1 pode ser encontrada em Choi e Marron

(2019) juntamente com outras propriedades.
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CAPITULO

ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS E
RUIDO HETEROSCEDASTICO

Neste capitulo serd apresentado o algoritmo do método HeteroPCA criado por Zhang,

Cai e Wu (2022) e algumas de suas propriedades.

3.1 Conceitos preliminares

No decorrer do capitulo serdo utilizadas algumas notagdes que serdo apresentadas a
seguir. Para qualquer sequéncia de valores positivos {a; } e {b;}, denota-se comoa Sbeb 2 a
se existe uma constante C > 0 tal que a; < Cby, para todo k. Tem-se também que a <b se a < b
e a 2 b ambas sdo verdadeiras. Para qualquer matriz real M de dimenséo d;| x d, seja A, (M)
0 k-ésimo maior valor singular. Entdo, a decomposicao em valores singulares de M pode ser

escrita como
di\d»

M= Z lk(M)ukv,{,
k=1

em que d; Ad, = min(dy,d,), uy e v sdo o k-€simo vetor a esquerda e a direita, respectivamente.
Seja também DVS, (M) = [uy,...,u,] os principais r vetores singulares a esquerda e QR(M) a

parte Q da decomposicdo QR de M. Além disso, a norma espectral matricial

IM|| = sup [|Mullz = 2,(M)

[lull2=1
em que || - |2 é a norma L2 euclidiana.

Seja ainda 0,,, uma matriz cujas entradas t€m valor O de dimensdo m x ne 1,,., uma
matriz de dimensao m x n cujas entradas t€ém valor 1. Além disso, sejam 0,, ¢ 1,, os vetores com

entradas iguais a 0 e 1, respectivamente. Denota-se ainda por

Q4,={U c R UTU =1,}
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como o conjunto de todas as matrizes de dimensdo d x r com colunas ortonormais. Para qualquer
U € 0y, denota-se por U, € Oy 4_, como o complemento ortogonal tal que [UU | | € R*4 ¢

uma matriz ortogonal.

Motivado por uma suposi¢do muito utilizada na completitude matricial, condicdo de
incoeréncia (CANDES; RECHT, 2009), define-se como constante de incoeréncia de U € @d,r
como

d T 2
U= m ‘U5, 1
( ) riE{l,E.l.).id}Hel ||2 (3 )

Tem-se ainda que a distancia sen ® é usada para medir a distancia entre subespacgos. Especifica-

mente para quaisquer U,U, € Qy ,, define-se
Isen®(U1,U>)||=|UT Uz = U3, U]

Para qualquer matriz quadrada A, seja A(A) a matriz A com os valores da diagonal principal
iguais a 0 e seja D(A) a matriz A com os valores iguais a 0 com excecdo da diagonal principal.
Ou seja, A=A(A)+D(A).

3.2 ACP heteroscedastica

Seja Y,...,¥Y, uma amostra cujas observacdes sdo independentes e identicamente
distribuidas seguindo o modelo de covaridncias spike da Equacgdo 1.2. Para estimar uma matriz
de covariancias X, o estimador mais natural é U = DVSr(ZA‘.), ou seja, o subespaco composto
pelos primeiros r vetores singulares a esquerda de £. Esse estimador pode ser visto como um
problema de otimizacdo (GOLUB; HOFFMAN; STEWART, 1987), tal que

U =DVS,(£), emqueX=argmin|£—£| e r(E)éoposto da matriz E. (3.2)
Xr(X)<r
Uma importante variagdo no teorema de Davis e Kahan (1970) dado por Yu, Wang e Samworth
(2015) é tal que
I£ - (Zo+B1a)||
Ar(A)

para qualquer escalar 8 > 0. Como visto no Capitulo 1, E(£) = Zo + diag(o?,...,037). Sendo

Isen®(U, V)| <

A, (3.3)

assim, a diferenca £ — (X9 + 1,) ndo é homogénea se os valores 67,...,07 sdo diferentes. Em

outras palavras, os valores da diagonal principal podem ser muito diferentes entre si.

Para obter estimativas mais robustas de U, € proposto o seguinte procedimento compu-
tacional. Se a diferenca £ (X0 + B1,) tem amplitude alta na diagonal principal, ignora-se as

entradas da diagonal principal na Equacdo 3.2 e considera-se

U =DVS, (M), emque M= argmin|A(M—L)]. (3.4)
M.r(M)<r

Como a Equagdo 3.4 € ndo convexa, considera-se o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 1 — Algoritmo HeteroPCA

Fornecer X, posto r, niimero de iteracdes 7.

Passo 1 Inicializar atribuindo valor 0 2 diagonal principal de £: N©©) = A(£).
()

Passo 2 Parat =0,...,T aplicar a decomposi¢ao em valores singulares em N () ¢ definir N
como a melhor aproximagdo de posto r:

Passo 4 Repetir os passos 2 e 3 até a convergéncia ou até que o nimero de passos maximo seja
atingido.

3.3 Propriedades

Sejam
2 2 2 L,
0,,,,= Max o; e Ogm= 2 Oi .
max le{l,,d} l sum l:ZI 1
Para o Algoritmo 1 apresentado anteriormente, um limite superior para a ACP heterosceddstica

dado por Zhang, Cai e Wu (2022) € dado pelo seguinte teorema.

Teorema 2. Considere o modelo de covariancias spike generalizado na Equacgao 1.2, em que X

e € sdo sub-gaussianas, isto €,

1

max q2<E(]vTA_éUTX]q)> <C

g=1[[v[2=1
q

Sejam Y1,...,Y, observacdes iid dadas pela Equagio 1.2. Assuma que n > Cr, 62,/ A-(A) >

q

<C.

_1

e max q 2
g>1,i=1,...d

&
O;

exp(—Cn) e ||A||/A-(A) < C para uma constate C > 0. Entdo, existe uma constante ¢; > 0 tal
. . . d A .
que a constante de incoeréncia (Equacéo 3.1) satisfaz I(U) < ¢;—. Entdo, a saida U do algoritmo
r

aplicada a matriz de covariancias X satisfaz

(3.5)

E(|lsen®(@,0)]]) < o

em que ||sen®(-,-)|| € a distincia sen ® entre dois subespacos.

C (Gsum +r % Omax | Osum Gmax) Al
1
A2 (A) Ar(A)
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Observacio 1. Sejad = 62,,/02,.. O limite superior (Equacio 3.5) pode ser reescrito como

. dVr o d o2
E eU.U)|) < (1 L |- S 3.6

em que d V r = max(d, r).

2

Considere a ACP homoscedastica em que o = ... = 65 =

.- UM caso particular do

Teorema 2 € tal que

. d( o o2
E([[sen®U,U)] 5\ﬁ< -+ ’”‘”)Al, 3.7)
< ) n lrE(A) Ar(A>

E comparando a Equacio 3.6 com a Equacio 3.7, tem-se que a média entre d \V r e d pode ser

vista como a “dimensao efetiva” para a ACP heteroscedastica.

Considere a seguinte classe de matrizes de covariancias spike generalizadas:
T .
ggd,n,r,C(Gsuma Omax; V) = {2 =UAU" +D:

D ¢ diagonal ndo negativa, X;D;; < o2

sunm»

max Dj; < G2 (3.8)

d A
< o=
UG@C]J7 I(U)_C]r, lr(A)

<C, M(A)> v}.

Obtemos entdo um limite inferior para a ACP heterosceddstica para as matrizes de covariancias

em %4y r(Osums Omax, V) no Teorema 3 enunciado em Zhang, Cai e Wu (2022).

Teorema 3. Supondo que VdOax = Ogum = Omax > 0. Existe uma constante C > 0, tal que se

d > Cr, tem-se o seguinte limite inferior

1
. N 1 [ ogym+r2op, OsumOm
inf  su E( sen®(U,U )5— s ax | QumOmax )\ (39)
s E(jsen0@.0)] ﬁ< . 3

Y yd.n,r(cxmmomamv
Observacao 2. Combinando o Teorema 2 com o Teorema 3, o Algoritmo 1 proposto atinge a

taxa de erro estimada

1
inf sup E<||sen®(fJ,U)||> = L(GSWA_};ZGMX—f—Gsumﬁmm) Al
U Zt11 (G OmasV) v v v

Observacio 3. Note que E(£) = UAU” + diag(oy,...,0,) e E(A(X)) = AWUAUT). Entio,
quando o ruido heterosceddstico estd presente, estimar U com base em £ ou em £ com as
entradas da diagonal principal substituidas por O pode ndo ser ideal, pois ndo necessariamente
as esperancas sdo iguais. E possivel mostrar que tanto a DVS quanto a DVS com eliminacio
diagonal

0°"° =Dvs,(£), 0”° =Dvs,(A%))

podem ser inconsistentes mesmo quando o tamanho amostral » aumenta e a dimensao d € fixa

pelo argumento do limite inferior a seguir proposto por Zhang, Cai e Wu (2022).
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Proposicio 1. Considere o modelo de covaridncias na Equacio 1.2. Suponha que £o = UAU T,
em que U = [UU | ] e U é o conjunto dos primeiros r vetores singulares. Assume-se que X e
€ sio sub-gaussianas. Assume-se que n > Cr, n A p > C(c2,,/0-(A) e |A]|/A-(A) < C para
alguma constante C > 0. Entdo, existe uma constante ¢; > 0 tal que a constante de incoerén-
cia (Equagdo 3.1) I(U) = mlax% el U |3 satisfaz I(U) < c;‘;l, ento a saida U do algoritmo para

com uma matriz ¥ de posto r satisfaz

1 1

. d)z +d]A’ (A A

E(H SCD@(U,U)H) S (Gsuml+ ?/’_”Gmax + Gslumcmax + [(I’l ) : ] r+1( ) )1+11(\ )) Al
niAZ(A)  nA(A) nh? (A) /(A)

A Proposi¢do 1 mostra que se existe uma diferenca expressiva entre A,(Xg) e A,41(Xo),

entdo o método HeteroPCA pode estimar bem a matriz U.

As provas dos Teoremas 2 e 3 estdo em Zhang, Cai e Wu (2022). Mais propriedades e
outras situacdes em que o ruido heterosceddstico estd presente sdo exploradas com mais detalhes

no trabalho citado.
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CAPITULO

RESULTADOS

Neste capitulo, serdo apresentadas simulacdes em trés situagdes. A primeira situagao
estd relacionada com o Capitulo 2 e o objetivo é encontrar um subespaco gerado pela ACP tal
que seja possivel identificar a presenca de observagdes atipicas. Na segunda situacdo explora-se
o desempenho do método HeteroPCA apresentado no Capitulo 3, cujo objetivo € remover o
viés da diagonal principal da matriz de covariancias amostral. E na ultima situacdo explora-se
a junc¢do das situagdes anteriores, isto €, quando existem observacdes atipicas em um contexto
de alta dimensao e ruido heteroscedastico, utiliza-se o0 método HeteroPCA e, posteriormente,
procura-se identificar um subespacgo capaz de identificar a presenga de observacdes atipicas.
Todas as simulagdes foram feitas utilizando o software R (R Core Team, 2020). Os graficos
foram feitos utilizando o pacote ggplot (WICKHAM, 2016).

4.1 Estudos de simulacao das observacdes atipicas em

alta dimensao

Nesta secao, dois estudos de simulagcdo foram realizados nas condi¢des do modelo
da Equacdo 2.3. Neste caso, explora-se a situacdo em que se tem nove componentes base e
apenas uma componente atipica. Sendo assim, o primeiro estudo de simulagdo destaca a situagdo
em que observacdes atipicas estido presentes e a componente atipica é capturada pelos primeiros
fatores, mas nenhuma delas representa a componente atipica de forma expressiva. Ja o segundo
estudo de simulagdo mostra como se comportam os fatores sem a presenca das observagdes

atipicas.

Foram geradas n = 200 observacdes com dimensdo d = 3000 com base no modelo
da Equagdo 2.3. Cada observacdo foi gerada de forma que {z; j}1<i<q,1<j<n tem distribui¢do
N(0,1) e a base candnica, {e;};<;<4, foi usada como autovetores populacionais, {U;}<i<4

com eyq,...,eq sendo as direcOes principais e ejg sendo a direcdo atipica. Para as direcdes
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principais, as variancias foram assumidas tais que 7; ; = 3000, 1000, 100,90, 80,70, 60,50,40
parai=1,...,9 respectivamente e, para a dire¢do atipica ey, foi assumido que 719,; = 2000 e
Ti0,2 = 1, e além disso a propor¢do de observacdes atipicas escolhida foi de pjop = 0,02. Para as
outras dire¢des {U;}11<i<4 que correspondem a ruidos, assume-se que 7;; = 1 e p; = 0 e entdo

gerou-se {X; j}1<i<a,1<j<n- A simulagdo gerou seis observagdes atipicas.

Para esse conjunto de dados, foi calculada a matriz de covariancias amostral e foi aplicada
a ACP obtendo-se os autovalores e autovetores amostrais. Pode-se entdo examinar a contribui¢do
de cada autovetor amostral em relacdo as direcdes de pico verdadeiras tomando o quadrado

das entradas. A soma dos quadrados de cada entrada em cada autovetor € igual a 1 e entdo o
2.
L
direcdo U;. A Tabela 1 mostra o quadrado das 12 primeiras entradas (nas linhas) dos primeiros

quadrado da j-ésima entrada de U;, 42 ;, pode ser visto como a propor¢io explicada por e; na

11 autovetores amostrais Uy, ...,U; (nas colunas). Além disso, as duas tdltimas linhas indicam
os autovalores amostrais A; e o ngulo entre a verdadeira direcéo atipica ejge U;,i=1,...,11.
2

Se o maior valor, i ;, destacado em cada U; € proximo de 1 e as outras entradas sdo proximas

i,J’
de 0, entdo a direcdo U; é uma boa estimativa para e;. Por exemplo, a primeira entrada de U é
aproximadamente igual a 1 e as outras entradas sdo aproximadamente iguais a 0, entdo a direcdo

e é bem estimada por U . De forma similar, U, € uma boa estimativa de e;.

Tabela 1 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado. O maior valor em
cada coluna estd em destaque assim como a dire¢do atipica (linha 10). Essa linha indica o
quanto cada U; explica a direcdo atipica. As duas tdltimas linhas mostram os autovalores
correspondentes aos autovetores {f] i}1<i<11 € o angulo entre U i € a verdadeira direcdo atipica

e10.

Up Us U; Uy Us Us Uy Us Ug Uop Un
0,994 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,984 0,000 0,000 0,000 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,806 0,007 0,022 0,005 0,003 0,004 0,025 0,003 0,000
0,000 0,000 0,023 0,595 0,121 0,060 0,002 0,004 0,012 0,034 0,000
0,000 0,000 0,018 0,089 0,585 0,031 0,016 0,073 0,010 0,007 0,000
0,000 0,000 0,005 0,081 0,034 0,392 0,276 0,032 0,000 0,000 0,000
0,000 0,001 0,016 0,010 0,018 0,087 0,277 0,077 0,299 0,001 0,000
0,000 0,000 0,002 0,011 0,004 0,009 0,038 0441 0,237 0,026 0,000
0,000 0,000 0,008 0,044 0,002 0,017 0,001 0,018 0,001 0,598 0,000
10 0,000 0,000 0,005 0,025 0,047 0,221 0,198 0,131 0,162 0,005 0,000
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

O 0 IO\ N B W=

Ai 3347,13 1094,48 121,36 110,59 96,93 84,84 79,56 72,56 60,79 48,98 23,21
Angulo 90,43 89,30 93,85 80,96 102,57 118,06 63,60 68,78 66,29 85,83 8943
Fonte: Elaborada pelo autor.

No entanto, pode-se perceber que nenhum dos autovetores U3, ..., U1o possui entradas
proximas de 1. Ao invés disso, possuem diversas entradas diferentes de 0, indicando que cada

uma dessas direcdes tem alguma correlacio com diversas componentes. Vale destacar que
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para cada linha j = 3,...,10, a soma dos quadrados das j-ésimas entradas de Us,..., U é
proxima de 1. Isso mostra que cada autovetor verdadeiro e3, ..., e1o pode ser estimado por uma
combinacdo linear de U3, ...,U o ao invés de uma direcdo individual.

Em particular, é importante notar que nenhum dos 10 primeiros autovetores fornece
boas estimativas para a direcdo atipica ejg (linha 10). Os angulos na dltima linha também
mostram que nenhum desses autovetores amostrais estd proximo de ejq (isto é, angulo préximo
de 0). No entanto, a soma dos quadrados das 10 entradas nos 10 primeiros fatores, Z}El ﬁ%lo, é
aproximadamente igual a 0,79, indicando que e pode ser bem capturada pelo subespacgo gerado
pelos 10 primeiros autovalores amostrais. Sendo assim, apesar de a utilizacido dos fatores de
forma individual ndo ser tdo efetiva, esse subespaco mantém informacdes sobre as observacdes

atipicas e, portanto, pode ser usado para identificar tais valores.

A Tabela 2 mostra os resultados da segunda simulacdo em que ndo existem observagdes
atipicas. Neste caso, nota-se que o segundo autovalor e autovetor indicam de forma expressiva a
direcdo considerada atipica na primeira situacao (linha 10). Nota-se também que os trés primeiros
autovetores com entradas proximas a 1 sdo aqueles que representam as maiores variancias e

estimam bem as respectivas dire¢des principais (e, e1q,e2).

Tabela 2 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado. O maior valor em
cada coluna estd em destaque. As duas ultimas linhas mostram os autovalores correspondentes
aos autovetores {U;}1<;<11 € o Angulo entre U; e a diregdo ejo.

Up Us Us Uy Us Us Uy Us Uyg Uio Un
0,976 0,010 0,009 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,009 0,000 0,974 0,000 0,000 0,000 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,031 0,755 0,001 0,010 0,056 0,001 0,000 0,000
0,000 0,001 0,000 0,713 0,038 0,052 0,002 0,004 0,044 0,009 0,000
0,000 0,000 0,000 0,075 0,001 0,566 0,043 0,113 0,003 0,019 0,000
0,001 0,000 0,000 0,004 0,049 0,097 0,000 0,456 0,140 0,034 0,000
0,000 0,000 0,001 0,001 0,006 0,079 0,577 0,012 0,107 0,000 0,001
0,000 0,000 0,001 0,048 0,002 0,032 0,145 0,055 0,422 0,060 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000 0,008 0,001 0,007 0,090 0,022 0,595 0,000
10 0,010 0,982 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,002
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

O 0 1O\ N B W=

A 3760,49 2236,33 1054,24 122,51 109,77 91,60 74,32 71,48 60,12 55,69 23,14
Angulo 95,60 7,70 90,70 89,37 90,64 91,13 90,86 90,36 91,02 90,06 89,92
Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Simulacao do método HeteroPCA

Nesta secao foram realizados estudos de simulacdo para ilustrar o mérito do procedimento
em estimar subespacos quando existe ruido heteroscedastico. As simulagdes sdo baseadas em

médias de 500 experimentos independentes. As médias da distancia sen® sdo indicadas por
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marcagdes e os desvios padrdo sdo dados pelas barras verticais. Vale ressaltar que esses estudos

sdo réplicas de alguns dos estudos presentes em Zhang, Cai e Wu (2022).

Primeiro, considera-se a ACP sob o modelo de covariancias spike da Equacao 1.2. Para
diferentes valores de d = 15,n = 60, 120, 180, ..., 600 e r = 3 e 5, foi gerada uma matriz
Uy de dimensdo d x r com entradas iid normais padrdo, wy,...,wy i U(0,1)e oy,...,0y4 (&
U(0,1). O intuito dos vetores w e 6 ¢ adicionar heteroscedasticidade as observagdes. Seja
U = QR(diag(w)Uy) € Oy, e £y = U diag(1,...,d)UT € R¥?. O objetivo é recuperar U com
base nas observagoes iid {Y; = X ; +£j}?:1, em que Xq,...,X, i Ny (0,%), €1,...,& i
N4(0,diag(0?,...,07)) e d = 15. Implementou-se os métodos HeteroPCA, DVS e DVS com
eliminagdo diagonal e foram representados graficamente a média dos erros e o desvio padrao
da distancia sen ®. O resultado da simulacdo pode ser visto na Figura 1 no caso em que r =3 e

na Figura 2 para o caso em que r = 5.
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+
|
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Figura 1 — Média e desvio padrao da distdncia sen ® para os métodos DVS, DVS com elimina¢do diagonal
(elim. diag.) e HeteroPCA em funcdo do tamanho da amostra comd = 15 e r = 3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode-se perceber que o estimador HeteroPCA tem um desempenho melhor que os outros
métodos. A DVS, apesar de ter um comportamento parecido com o método HeteroPCA, possui
o erro de estima¢do maior em ambas as situacdes (Figuras 1 e 2). Além disso, a DVS com

eliminagdo diagonal tem um comportamento instavel nos dois cendrios.

Em seguida, € estudado como o grau de heteroscedasticidade afeta o desempenho dos
métodos. Sejam

iid » 0, 1dvf

Vl,...,VdNU(O,l) € Gk—w, kzl,,d
i=1"i
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Figura 2 — Média e desvio padrio da distincia sen ® para os métodos DVS, DVS com elimina¢do diagonal
(elim. diag.) e HeteroPCA em funcio do tamanho da amostracomd =15e r = 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste caso, 62, = 62+ -+ (73 ¢ sempre igual a 0, 1d e o caracteriza o grau de heteroscedasti-
cidade. Entdo, quanto maior for o valor de o, maior serd o desbalanceamento da distribuicao de
(o1,...,04). Em contrapartida, se o = 0, entdo 0] = - - - = 0y e tem-se 0 cendrio homoscedastico.
Gerou-se U,Zpe {Y;, X, € j}?zl da mesma forma que no primeiro caso. A estimativa dos erros
de U pode ser vista na Figura 3 para diferentes valoresde oo =0, 1,2, ..., 10,n =30e d = 50.
Na Figura 4 € apresentada a estimativa dos erros para os mesmos valores de &, mas com n = 400
e d = 200.

Os resultados novamente sugerem que o desempenho da DVS com eliminacdo diagonal
€ instdvel nos diferentes cendrios. Além disso, quando o = 0, ou seja, no caso homosceddstico, o
desempenho do método HeteroPCA e da DVS sido parecidos, indicando que o método HeteroPCA
€ geral. Porém, conforme ¢ aumenta, o erro de estimag¢do do método HeteroPCA aumenta de

forma menor quando comparado a DVS.

4.3 Simulacao de observacoes atipicas em alta dimensao

e ruido heteroscedastico

A partir das simulacdes apresentadas na Secdo 4.2, pode-se dizer que o método Hete-
roPCA tem resultados aceitdveis para estimar a matriz de covariancias quando os dados possuem

ruido heterosceddstico. Além disso, na Secdo 4.1 € possivel notar que a AF estimada pela ACP ¢
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Figura 3 — Média e desvio padrio da distincia sen ® para os métodos DVS, DVS com eliminacdo diagonal
(elim. diag.) e HeteroPCA em func¢do do nivel de heteroscedasticidade ¢« com n = 30,d =
50er=>.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4 — Média e desvio padrao da distincia sen ® para os métodos DVS, DVS com elimina¢do diagonal
(elim. diag.) e HeteroPCA em func¢do do nivel de heteroscedasticidade o com n = 400,d =
200er=>5.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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capaz de identificar um subespaco que mantém informagdes sobre as observacdes atipicas. Sendo
assim, nesta secao propde-se a jun¢do das metodologias e o intuito das simulacdes apresentadas
¢ verificar se é possivel encontrar um subespago capaz de identificar a presenga de observagdes
atipicas em alta dimensao na presenc¢a do ruido heteroscedastico. Cada simulagdo difere pela
geracdo das entradas da matriz {X;;}1<i<4,1<j<n, sendo que no primeiro estudo de simulagdo
essa matriz é gerada como na Sec@o 4.1, isto é, tem distribuicdo N(0, 1). No segundo estudo de
simulagdo, as entradas da matriz {X;;}1<i<4 1< j<n tem distribui¢@o 7s. E no tltimo estudo de

simulagdo, as entradas da matriz {X;;}1<i<q,1<j<, tem distribui¢do normal contaminada.

4.3.1 Simulacao 1

As observacgoes foram geradas como na Secdo 4.1, isto €, X € uma matriz cujas en-
tradas {X;;}i1<i<a,1<j<n ~ N(0,1), n = 200, d = 2000 e com dire¢des principais tais que
7;,1 = 3000, 1000, 100,90, 80, 70,60,50,40 para i = 1,...,9 e a dire¢do atipica com Tjg | =
2000, 7192 = 1 e a propor¢do de observagdes atipicas € pjo = 0,10. Além disso, seja o vetor
6 ~ U(0,1) e consequentemente € como na Se¢do 4.2 para induzir a heteroscedasticidade.
Portanto, assim como na Equacgdo 1.2, tem-se que ¥ = X + €. Aplicou-se entdo o Algoritmo 1
para obter uma aproximac¢ao da matriz de covariancias para dados com ruido heteroscedastico e

posteriormente foi utilizada a ACP para encontrar um subespago de dimensdo baixa.

A Tabela 3 apresenta os autovetores amostrais nas colunas cujas entradas estdo elevadas
ao quadrado. Neste caso, a simulacdo gerou 20 observagdes atipicas e na aproximagao da matriz
de covariancias com o método HeteroPCA utilizou-se r = 10. Além disso, a soma dos quadrados
das 10 entradas nas 10 primeiras componentes, 2}21 ﬁ%lo, € aproximadamente 0,8976. Isso
indica que a direcdo e o pode ser bem capturada por esse subespago, porém, como mencionado
na Secdo 4.1, nenhum dos autovetores fornece uma boa estimativa para a direcdo atipica de

forma individual.

4.3.2 Simulacao 2

As observagdes foram simuladas como na Subsecdo 4.3.1, porém, neste caso, X é uma
matriz cujas entradas {X;;}1<i<4 1< j<n Seguem uma distribui¢do ¢ de Student com 5 graus de
liberdade, mantendo-se os mesmos valores para os parametros e seguindo o0 mesmo procedimento
da Subsecdo 4.3.1.

A Tabela 4 apresenta os autovetores amostrais nas colunas cujas entradas estdo elevadas
ao quadrado. Neste caso, a simulacao gerou 15 observagdes atipicas e na aproximacao da matriz
de covariancias com o método HeteroPCA utilizou-se r = 10. Além disso, a soma dos quadrados
das 10 entradas nas 10 primeiras componentes, 2}21 ﬁl%lo, € aproximadamente 0,9036. Isso
indica que a direcdo e pode ser bem capturada por esse subespago, porém, como mencionado

na Secdo 4.1, nenhum dos autovetores fornece uma boa estimativa para a direcdo atipica de
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Tabela 3 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado. O maior valor em
cada coluna esta em destaque assim como a direcao atipica (linha 10). Essa linha indica o
quanto cada U; explica a direcdo atipica. As duas tltimas linhas mostram os autovalores
correspondentes aos autovetores {l7 i h<i<11 € o ngulo entre U ; € a verdadeira direcdo atipica

elo.

U 0 Us Uy Us Us Uy Us Ug Uio Un
0,981 0,010 0,000 0,000 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,010 0,971 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,002 0,301 0,359 0,062 0,009 0,057 0,002 0,011 0,000
0,001 0,000 0,019 0,286 0419 0,061 0,000 0,005 0,022 0,001 0,000
0,000 0,002 0,000 0,092 0,014 0,164 0,221 0,126 0,109 0,008 0,000
0,000 0,000 0,003 0,069 0,005 0,381 0,300 0,000 0,012 0,003 0,000
0,000 0,000 0,002 0,022 0,003 0,087 0,038 0,460 0,099 0,013 0,000
0,000 0,000 0,007 0,043 0,002 0,021 0,107 0,047 0,368 0,113 0,000
0,000 0,000 0,007 0,003 0,002 0,001 0,068 0,009 0,086 0,499 0,000
10 0,000 0,000 0,865 0,005 0,003 0,012 0,001 0,001 0,010 0,001 0,000
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,002 0,001 0,000 0,001
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,004

O 00 1O\ N kAW~

Ai 2557,02 1098,75 216,23 114,56 106,10 95,64 79,72 76,06 72,85 58,75 0,000
Angulo 89,66 90,44 158,29 94,10 87,06 96,31 88,70 92,40 84,34 87,98 90,00
Fonte: Elaborada pelo autor.

forma individual.

4.3.3 Simulacao 3

Nesta terceira simulagdo, X é uma matriz cujas entradas {X;;}1<i<q,1< j<n S€guem uma
distribuicdo normal contaminada (TUKEY, 1960). Essa distribuicao € uma combina¢do de duas

distribui¢des normais de forma que a sua fun¢do densidade pode ser escrita da seguinte forma:

fx)=(1=B)o(u,0)+Be(u,Ao),

em que ¢ (x; i, o) é a fungdo densidade da distribuicdo normal com média u e desvio padrio o,
B ¢é a taxa de contaminacdo (usualmente 0 < # <0,1) e A > 1 é o pardmetro que determina o
desvio padrdo da componente com maior varia¢do. Neste caso,c = 1,3 =0,1e A =50 ¢ os

demais parametros sdo os mesmos das simulagdes anteriores.

A Tabela 5 apresenta os autovetores amostrais nas colunas cujas entradas estao elevadas
ao quadrado. Neste caso, a simulacio gerou 21 observagdes atipicas e na aproximagao da matriz
de covariancias com o método HeteroPCA utilizou-se r = 10. Além disso, a soma dos quadrados
das 10 entradas nas 10 primeiras componentes, 1-121 121-2710, ¢ aproximadamente 0,8242. Isso
indica que a direcdo ejo pode ser bem capturada por esse subespaco, porém, como mencionado
na Secdo 4.1, nenhum dos autovetores fornece uma boa estimativa para a direcdo atipica de

forma individual.
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Tabela 4 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado. O maior valor em
cada coluna esta em destaque assim como a direcdo atipica (linha 10). Essa linha indica o
quanto cada U; explica a diregdo atipica. As duas tltimas linhas mostram os autovalores
correspondentes aos autovetores {17 i }1<i<11 € o ngulo entre U ; € a verdadeira direcdo atipica

elo.
U Uy U; Uy Us Us Uy Us Uy Uio Un
1 0,994 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 0,000 0,978 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0,000 0,000 0,001 0,000
3 0,000 0,000 0,011 0,361 0,105 0,369 0,001 0,000 0,001 0,001 0,000
4 0,000 0,000 0,037 0,097 0,072 0,186 0,420 0,008 0,006 0,002 0,000
5 0,000 0,000 0,005 0,339 0424 0,044 0,029 0,000 0,010 0,004 0,000
6 0,000 0,000 0,002 0,024 0,104 0,124 0,107 0,389 0,006 0,008 0,000
7 0,000 0,001 0,006 0,121 0,073 0,221 0,227 0,117 0,000 0,000 0,000
8 0,000 0,000 0,001 0,014 0,005 0,030 0,019 0,082 0,543 0,008 0,000
9 0,000 0,000 0,000 0,001 0,005 0,002 0,002 0,012 0,003 0,607 0,003
10 0,001 0,000 0,850 0,034 0,005 0,003 0,009 0,000 0,003 0,000 0,000
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0,000 0,001 0,002 0,001 0,002
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0,017
Ai 5220,03 1317,88 280,02 208,94 171,91 150,30 134,14 98,92 89,79 76,19 0,00
Angulo 91,36 90,24 2299 79,30 85,96 93,11 95,37 89,95 93,19 89,87 89,63

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado. O maior valor em
cada coluna esta em destaque assim como a direcdo atipica (linha 10). Essa linha indica o
quanto cada U; explica a direcdo atipica. As duas tltimas linhas mostram os autovalores
correspondentes aos autovetores {17 i }1<i<11 € o ngulo entre U ; € a verdadeira direcdo atipica

elo.
U, 05) U; Uy Us Us Uy Us Ug U Ui
1 0,983 0,010 0,001 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 0,009 0,963 0,001 0,002 0,000 0,000 0,000 0,009 0,000 0,000 0,000
3 0,000 0,000 0,433 0421 0,003 0,032 0,025 0,000 0,000 0,000 0,000
4 0,000 0,000 0,010 0,034 0,010 0,804 0,012 0,000 0,003 0,000 0,000
5 0,002 0,003 0476 0,405 0,000 0,001 0,023 0,001 0,003 0,001 0,001
6 0,000 0,000 0,000 0,000 0,091 0,000 0,079 0,000 0,645 0,000 0,001
7 0,001 0,001 0,001 0,036 0,006 0,029 0,661 0,011 0,090 0,000 0,002
8 0,000 0,001 0,002 0,007 0,776 0,005 0,028 0,000 0,061 0,000 0,000
9 0,000 0,000 0,002 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,00 0,380 0,001
10 0,000 0,009 0,001 0,004 0,000 0,001 0,009 0,799 0,001 0,000 0,001
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,002
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001
A 577952 187968 36224 27184 23269 20233 16560 13542 12987 4921 0,000
Angulo 90,23 95,56 91,43 93,52 90,39 91,84 84,42 26,81 88,35 89,83 90,30

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CAPITULO

APLICACAO

Neste capitulo o principal objetivo € aplicar o método proposto (Secio 4.3) a um conjunto
de dados reais e verificar a sua efetividade. Os dados utilizados nesta aplicacdo sdo de expressao
génica (microarranjo de DNA) de cancer no sistema nervoso (ZHU; ONG; DASH, 2007). Nesse
conjunto de dados, tem-se 60 observacgoes divididas em um grupo controle (21 observagdes) e
um grupo nao controle (39 observacdes) e 7129 genes. Em um primeiro momento, foi feito um
grifico para verificar a variabilidade de cada gene (ou varidvel) de acordo com as respectivas
classificacdes (controle e ndo controle). Na Figura 5 tem-se o desvio padrdo para as observacoes
do grupo “Controle” (circulos vermelhos) e do grupo “Nao controle” (tridngulos azuis). Em
destaque, as varidveis (ou genes) 19 e 6396 sio possiveis candidatas a serem caracteristicas que
diferenciam os grupos, pois a diferencga entre o desvio padrdo para cada uma dessas varidveis é

expressiva.

Em seguida, o método proposto na Secao 4.3 foi aplicado para verificar se é possivel
determinar um subespaco capaz de identificar a presenca de observacdes atipicas. Sendo assim,
em um primeiro momento foi aplicado o método sem as observagcdes consideradas atipicas.
A Tabela 6 mostra o resultado obtido e pode-se observar que nao se tem uma componente que
explica a componente (ou dire¢do) 19 ou 6396. Além disso, a soma aproximada dos valores
nessas linhas para os 10 primeiros fatores sao, respectivamente, 0,306 e 0,106. Ou seja, nao

parece que essas dire¢des se destacam quando as observagdes atipicas ndo estdo presentes.

No entanto, ao aplicar a metodologia ao conjunto de dados com as 21 observagdes do
grupo “Controle” e 15 observacdes do grupo “Nao controle” tem-se uma mudanca nas linhas
19 e 6396. A Tabela 7 mostra o resultado e obtido e pode-se notar que, apesar de também nao
existir uma unica componente (ou dire¢do) que explique grande parte (valores proximos de 1)
dessa variabilidade, tem-se que a soma aproximada dos valores para os 10 primeiros fatores
sdo, respectivamente, 0,431 e 0,711. Pode-se dizer entdo que observacdes atipicas ndo sio tao

“influenciadas” pela componente 19, mas parecem ser mais “influencidas” pela componente
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Figura 5 — Desvio padrio das variaveis do conjunto de dados separados pelos grupos definidos como
“Controle” (circulo vermelho) e “Nao controle” (tridngulo azul).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 6 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado para o conjunto de
dados em que observagdes atipicas ndo estao presentes.

U, ) Us Uy Us Us Uy Us Uy Uio Un
18 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,051
19 0,223 0,004 0,006 0,002 0,038 0,005 0,003 0,002 0,000 0,005 0,093
20 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,008

6395 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6396 0,001 0,006 0,002 0,000 0,004 0,000 0,023 0,002 0,015 0,050 0,000
6397 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

6396.
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Tabela 7 — Primeiros 11 autovetores amostrais (colunas) com entradas ao quadrado para o conjunto de
dados em que 15 observacdes atipicas estdo presentes.

Uy Us Us Uy Us Us Uy Us Uy Uop Un
18 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,227
19 0,306 0,044 0,003 0,001 0,009 0,002 0,006 0,029 0,003 0,029 0,006
20 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

6395 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6396 0,182 0,028 0,159 0,252 0,015 0,016 0,012 0,021 0,004 0,020 0,030
6397 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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CAPITULO

DISCUSSAO

Neste trabalho foi visto como a ACP € capaz de produzir um subespago de dimensao
baixa tal que as informagdes sobre os valores atipicos sdo mantidas. Apesar disso, existe uma
limitacdo quanto ao uso individual das dire¢des principais, isto &, utilizar apenas uma componente
como indicativo de presenca de valores atipicos pode ndo ser tdo efetivo e consequentemente

pode levar a conclusdes inadequadas.

Além disso, foi apresentado um novo método chamado HeteroPCA com o intuito de
lidar com dados que possuem ruido heteroscedastico. O método busca lidar com o viés na
diagonal principal da matriz de covariincias amostral causado pela heteroscedasticidade. Além
disso, foram apresentadas duas situacdes em que o método HeteroPCA se destaca, sendo a
primeira um caso simples (Se¢do 4.2, Figura 1) e a segunda levando em consideragdo graus de

heteroscedasticidade (Secdo 4.2, Figura 2).

Na Secdo 4.3, foi proposto a jun¢do do método HeteroPCA (Algoritmo 1) para aproximar
a matriz de covariancias para dados de alta dimensdo que possuem ruido heteroscedastico
com a AF estimada pela ACP para encontrar um subespacgo capaz de identificar a presenca de
observacdes atipicas. Os resultados apresentados parecem ser satisfatorios para as diferentes
situagdes exploradas. Sendo assim, pode-se dizer que essa jun¢do tem potencial para ser utilizado
em situacdes em que se deseja identificar possiveis componentes que influenciam observagdes

atipicas em um contexto de alta dimensdo e pequenas amostras com ruido heteroscedastico.

Na aplica¢do a dados reais, a metodologia proposta (Secdo 4.3) foi aplicada na falta e na
presenga de observacdes consideradas atipicas. Foi possivel notar um comportamento andlogo
ao das simulacdes, tal que, apesar de um fator por si s6 ndo explicar a possivel componente que

diferencia as observagdes atipicas, uma combinagdo pode ser capaz de identificar tal componente.

Sendo assim, a metodologia pode ser aplicada em situagdes analogas, isto €, quando
o nuamero de observagdes n € muito menor do que a dimensao d, como uma primeira anélise,

identificando possiveis varidveis e subespacos que diferenciam as possiveis observagdes atipicas.
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Uma vez que essas varidveis e subespacgos foram encontrados, pode-se utilizar essas informacoes

como entradas para outros métodos de deteccao de observagdes atipicas.
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