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RESUMO

Este estudo foi desenvolvido com o propdsito de investigar os retratos de fase de todos os
sistemas lineares com coeficientes constantes de até terceira ordem. Para isso, determinaremos
as solugdes dos sistemas, faremos um estudo analitico delas e esbogaremos ilustragdes que
representem tais retratos. Com isso, poderemos identificar semelhangas e diferengas para
classificar os retratos de fase conforme comportamento topolégico, compreendendo a utilidade
desse tipo de classificagcdo. Para alcangar esses objetivos, passaremos por topicos preliminares
que perpassam por equagoes diferencias de primeira ordem, métodos de resolugao, sistemas
lineares, autovalores e autovetores, exponencial de matriz e matrizes de Jordan. Por fim,
concluimos que existe uma grande pluralidade de retratos de fase, que aumentam conforme a
dimensdo. Para primeira dimensao, possuem trés retratos de fase diferentes geometricamente
entre si, enquanto para a segunda dimensao, possuem treze retratos de fase e, para terceira,
trinta e sete retratos. Por isso, entendemos a importancia e a facilitacao que conjugagdes
topolégicas trazem nessa situacao, reduzindo os casos para trés, sete e treze retratos de fase
para primeira, segunda e terceira ordens, respectivamente.

Palavras-chave: Retratos de Fase. Sistemas de Equagdes Diferenciais. Classificacao Topol6-
gica.



ABSTRACT

This study was developed with the intention of investigating the phase portraits of all
linear systems with constant coefficients up to third order. For this purpose, we will determine
the systems solutions, perform an analytical study of them and sketch illustrations representing
the portraits. Then, we may identify similarities and differences and classify the phase portraits
according to the topological behavior, understanding the importance of this kind of classification.
To achieve these goals, we will go through preliminaries that permeate first order linear differential
equation, methods for finding solutions, linear systems, eigenvalues and eigenvectors, exponential
matrices and Jordan matrices. Finally, we conclude that there is a large plurality of phase portraits,
which increase with the dimension. For first dimension, we have three phase portraits that
are geometrically different from each other, while for the second dimension, we have thirteen
phase portraits and, for the third dimension, thirty seven portraits. Therefore, we understand the
importance and facilitation of these topological conjugations, reducing the number of cases to
three, seven and thirteen, for first, second and third orders, respectively.

Keywords: Phase Portraits. Systems of Differential Equation. Topological Classification.
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1 INTRODUCAO

O reconhecimento de padroes esta presente na vida dos seres humanos em diversos
aspectos e momentos e consiste em, basicamente, classificar dados a partir de um conhecimento
— ja existente ou deduzido. Desde a conhecenga das cores por criangas até a classificagées mais
complexas como a taxonomia, faz parte da nossa vida procurar (e, em muitas vezes, encontrar)
padrdes e, a partir disso, fazer associagdes que facilitam o entendimento dos objetos em questao.
Um dos aspectos que ajudam tal procura é a percepcao visual, quando possivel de ser realizada.
Por exemplo, uma tabela que contém dados brutos do faturamento de uma empresa ao longo
de alguns anos pode ser dificil de ser analisada, enquanto que a sua disposicdo em um grafico
pode ajudar a encontrar padrdes ou sazonalidades da venda de produtos ou servigos.

Dentro do estudo de sistemas dindmicos, um dos topicos envolvidos € a compreenséo do
comportamento das suas solugdes, que em alguns casos sao faceis de ser encontradas €, em
outros, nem tanto. Um dos aspectos visuais que auxiliam na compreensdo do comportamento
das solugdes é o retrato de fase, que possibilita visualiza-las dentro do espaco de fase e, a partir
disso, identificar caracteristicas em comum entre as solugdes de diferentes sistemas, criando
agrupamentos conforme determinados fatores escolhidos. Um dos exemplos mais conhecidos e
Uteis na teoria dos sistemas dindmicos é a Classificagao Topolédgica de Sistemas Hiperbdlicos,
gue conforme o0 nome indica, agrupa os retratos de fase conforme comportamento topoldgico
deles, e € baseado no Teorema de Grobman-Hartman. Com esse resultado é possivel associar
os retratos de fase de sistemas ndo lineares com as suas versoes linearizadas, que possuem
solu¢des mais palpaveis de serem encontradas.

O objetivo deste trabalho nao é discutir sobre o reconhecimento de padrées em retratos
de fase, mas levantar todas as possibilidades existentes de retratos, facilitando a analise das
solugdes a partir deste aspecto visual citado, para sistemas de equacgoes diferenciais lineares
com coeficientes constantes, neste caso, de até terceira ordem. Para isso, discutiremos o
comportamento dos possiveis sistemas, a menos de casos analogos, a partir da suas solugdes
analiticas — uma vez que sao mais acessiveis e, entdo, esbocgar os retratos de fase nos seus
respectivos planos. Os esbocos foram realizados pelo autor por meio do software Inkscape
— plataforma gratuita que possibilita realizar ilustragdes que representem os retratos de fase,
conforme discutido no decorrer dos capitulos.

O levantamento a ser realizado tem como principio ressaltar a pluralidade de retratos
de fase existentes e, consequentemente a riqueza que a matematica possui, observando as
especificacoes e diferencas geométricas entre cada um deles. Como consequéncia, teremos
material para olhar também para as semelhangas entre eles, que pode servir de base para criar
agrupamentos ou entender os ja existentes. Além disso, pretende-se reforgar a importancia
e a utilidade de se realizar tais reconhecimentos de padrées, uma vez que existem iniUmeros
retratos de fase, que aumentam consideravelmente conforme a dimensao do sistema. Por

fim, mostraremos um exemplo dos possiveis agrupamentos, que é realizado a partir do seu
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comportamento topolégico, diferenciando-se da classificacao citada anteriormente por restringir
a sistemas lineares com coeficientes constantes e incluir sistemas nao hiperbalicos.

Para facultar a compreensao dos retratos de fase e das suas caracteristicas, apresen-
taremos no proximo capitulo conceitos preliminares que perpassam topicos como equagdes
diferenciais, existéncia, unicidade e métodos para encontrar solugdes; sistemas de equagodes
diferenciais; exponencial de matriz; formas de Jordan; sistemas auténomos; estabilidade e retra-
tos de fase. Com isso, seguiremos com o estudo e construcao de retratos de fase de primeira e
segunda ordem no Capitulo 3 e, posteriormente, de sistemas de terceira ordem, no Capitulo 4.
Por fim, o agrupamento topoldgico dos retratos de fase dos sistemas lineares sera realizado nas
Conclusdes. Conceitos de conjugacgdes que justificam tais classificacoes serdo exibidos nos
Apéndices, uma vez que fogem do escopo principal deste trabalho.
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2 PRELIMINARES

Para o desenvolvimento do estudo dos retratos de fase de sistemas de equacdes diferen-
ciais é importante a compreensao de alguns conceitos que precedem a teoria e serdao abordados
neste capitulo, entre eles, veremos o que sdo Equacgdes Diferenciais, suas classificagbes, condi-
cOes de existéncia de solugdo e comportamento, além de Sistemas de Equagdes Diferenciais,
exponencial de matriz e matrizes de Jordan. Desta maneira, espera-se que sirva de base para
o entendimento dos capitulos seguintes. Os estudos desse capitulo foram baseados na obra
Equacdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, de Boyce e Diprima
(BOYCE; DIPRIMA, 2018).

Chamamos de Equacbes Diferencias (ED) as equacgdes cuja a funcao incognita aparece
sob a forma de suas derivadas. Essas equagbes sédo tdo amplas como se parece, por isso é
importante estabelecer boas formas de classifica-las para que seja possivel um estudo mais
aprofundado sobre cada tipo de ED. Nesta secao, iremos elencar as principais classificacoes
utilizadas.

A primeira forma de classifica-las é a respeito da fungao incégnita em questao, podendo
esta ser uma fungcao de apenas uma variavel ou de diversas. No primeiro caso, chamamos
essa equacao de Equacao Diferencial Ordinaria (EDO), enquanto no segundo, chamamos de
Equacao Diferencial Parcial (EDP).

Outra forma de classificar as ED, é em relacdo a sua ordem. A ordem de uma equagéao
diferencial é a ordem da derivada de maior ordem que aparece na equagao, podendo entdo ser
de primeira ordem, segunda ordem, ... n-ésima ordem.

Também ¢é possivel classificar a ED quanto a sua linearidade. A linearidade referida é em
relacdo a funcdo incégnita e suas derivadas. Isto é, uma EDO de n-ésima ordem linear, pode ser
escrita da forma:

a()y + ar(t)y' + a(t)y” + ... + an(t)y"” = g(y)

Temos um pensamento analogo para EDP. Entdo, uma ED pode ser classificada como
linear ou nao linear.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Como visto na classificacao de equacoes diferenciaveis, a sua ordem é relativa a derivada
de maior ordem. Sendo assim, considere a equacgao genérica de primeira ordem

dy

ot = f(t, y). (2.1)

Note que ela pode ser tanto uma EDO quanto uma EDP, podendo ser linear ou nao.
Qualquer funcéao diferenciavel y = ¢(t) que satisfaca a equacgéo para todo t em um
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intervalo, é dita solucdo da equacdo. Nem toda equacdo dessa forma tem uma solucgéo, e
também nao existe um método geral para determinar se existe e qual é. Estudaremos a seguir
alguns métodos para subclasses dessa ED, em especifico para EDOs, que permitem encontrar
solugdes para ((2.1)).

2.1.1 Método dos Fatores Integrantes

O método descrito a seguir é aplicavel nos casos em que a equacao diferencial de primeira
ordem &€ linear. Isto é, é possivel escrever a equagao ((2.1)) da forma
dy

i p(t)y = g(t).

Poderiamos tentar uma integracao direta dessa equacéao. Teriamos entao:

/%+p(t)y dt=/g(t) dt:>y+/p(t)y at =/g(t) at.

Porém, ndo conseguimos calcular /p(t)y dt.

Observando a equagao, vemos que na primeira parte temos uma soma com a fungéao
incognita e sua derivada, o que lembra a derivada do produto. Como nao sabemos qual funcao
estd sendo multiplicada com y, chamaremos essa fungao de p(t). Assim,

Comparando com a equacéo inicial, vemos que a derivada da fung¢ao incégnita esta
sozinha. Portanto, multiplicamos toda a equacao inicial por p(t).

dy

u(f)a + p(Dp(t)y = p(t)g(f)

Portanto, comparando a equagao com a derivada do produto, para que sejam iguais,
entao

Supondo u(t) > 0,



16

Integrando, temos:

Note que durante o processo foi feito a passagem d(t)/dt - dt para du(t) que ndo é
apenas um cancelamento e sim uma regra da cadeia oculta, que sera novamente abordada na
proxima segao.

Voltando a equagéo, temos

Integrando,

Substituindo p(t):

[ el Pt dg(y) dt

=
Esse método recebe 0 nome de fator integrante, pois multiplicamos toda a equagao pelo
fator u(t) para que fosse possivel integrar a equacao diferencial. Novamente, isso s6 foi possivel
pelo fato de ser uma equacao linear de primeira ordem, pois a funcao incognita nao multiplica

sua derivada, sendo entéo, possivel transformar em uma derivada do produto.
2.1.2 EquacOes Separaveis

Considere a equagao

dy
— = f(t, y). 2.2
at =) (2.2)
Dizemos que esta é uma equacao separavel se ela pode ser escrita da forma N(y) -
dy/dt = M(t), onde f(t, y) = M(t)/ N(y).
Temos:

N(y) - o (1).

Integrando ambos os lados em fungéo de t:

/N(y) . %dx = /M(t)dt.
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H
Considerando H;(y) e Ha(t) primitivas de, respectivamente, N(y) e M(t), isto &, ;if/) =
Ho(t
N(y) e (Zj(t) = M(t) Entéo,

Hiy) vt [ Ha()
/ b -Edt_/ 2ot

/H1(y)df=/Hz(t‘)cﬁz>
dt dt

Hi(y) = Hax(t) + c.

Pela Regra da Cadeia,

Sendo essa uma solucdo da equacéo ((2.2)), com ¢ € R uma constante provinda da
integracao.

Note que é equivalente integrar N(y) em relacao a y, reforgcando, tal como na sec¢ao
anterior, que ndo é um cancelamento entre dy/dt e dt e sim consequéncia da regra da cadeia,
isto é:

/ N(y) - y'(x)dx = Hi(y) = / N(y)dy.

Enquanto isso, M(t) continua sendo integrada em relagéo a t e por isso 0 método recebe
0 nome de equacdes separaveis ou variaveis separaveis, pois podemos separar as variaveis e
integrar cada lado da equagao em apenas uma varidvel, facilitando significativamente os célculos
envolvidos.

2.1.3 Campo de Direcoes

Mesmo sem conhecer a solucdo de uma equacao diferencial, & possivel estudar o seu
comportamento, como a solugao “se parece” por meio do seu campo de dire¢ées. Considerando

uma equacao da forma
dy
dt
o campo de dire¢des desta equacao diferencial pode ser construido calculando-se f em cada

f(t, y),

ponto de uma malha retangular e desenhado um pequeno segmento de reta cujo coeficiente
angular é o valor de f no ponto. Desta forma, cada segmento desenhado é tangente a curva de
uma solugdo que contem aquele ponto, podendo ter entdo, uma no¢ao do comportamento global
das solugdes de uma ED.

E importante ressaltar que para construir o campo de direcdo de uma equagéo néo é
necessario encontrar a sua solug¢ao, apenas calcular o valor de f, por isso é possivel construir
o0 campo de direcao até em casos em que é dificil de se resolver a equacéao, permitindo uma
analise quantitativa do problema. Além do mais, é apropriado que os célculos sejam feitos por
computadores, tendo em vista a grande quantidade que deve ser feito para que o campo seja
relevante o suficiente.
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A seguir, na Figura 2.1 temos um exemplo de campo de dire¢cdes da EDO

dy y?

— =f(y,t) = — + yt.

of V2 F Y
\ \ \ \ \ \ \ \ | | I I I [} 1 I I I
\ \ \ \ \ \ \ \ | | I 1 ] [} 1 I I [}
\ \ \ L N T | \ \ | | [} [ / ! / ] [}
\ \ \ | W W W R | | | [} [ R R R A | ]
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\ \ \ \ \ \ \ \ \ ] / / / / / / / /
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A\ A\ N\ N N NN NNV vt
\ \ AN AN N N ~ ~ AN /7 e r'e 7 7 7 v 7 /
~ ~ ~ ~ ~ -~ ~— -— -~ - -— - - - -~ -~ ”~ '
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/ 7 7 7 re - - - N 7 - - ~ ~ N N AN \
/¢ /4 7 7 s s =~ O\ / - = S~ N N N\
/ / /7 /7 7 -~ = N\ /I 7 = ~ N N \ 0\ \
/ / / /7 7 -~ A\ \ ) / -~ ~ N N\ O\ \ \
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|1 ! 1 7 7z = N\ I/ 7 = N N A\
! / / / 7 = A\ \ | | [} /- N\ \ \ \
) / /I /7 s~ N\ \ | | 1 /- N N\ \ \

Figura 2.1 — Exemplo campo de diregdo dy/dt = f(y, t)

2.1.4 Teorema da Existéncia e Unicidade

Foram vistos, até entao, alguns métodos para determinar as solugées de uma equacao
diferencial. Em alguns casos, as solu¢des sdo dadas em funcédo de uma constante provinda da
integracao, entao, adicionando a equacao uma condi¢ao inicial, conseguimos determinar uma
solucao especifica. Esses casos sao chamados de Problemas de Valor Inicial (PVI). Antes de
comecar a resolugdo desses problemas € importante saber se essa solugédo de fato existe, e
depois de encontra-la, saber se é Gnica ou se deve continuar a procurar por outras solugdes.

Para equacoes lineares, as respostas dessas questdes sdo dadas pelo Teorema 2.1.

Teorema 2.1. Seja o problema de valor inicial

Yty +pty =q(t),  y(t) = o

Se as fungbes p e q sdo continuas em um intervalo aberto | - o« < t < 3 contendo o ponto t,
entdo existe uma unica fungdo y = ¢(t) que satisfaz o PVI.

Demonstracdo. Como visto na Segao 2.1.1, se a solucao de equacao diferencial linear conside-
rada existir, ela é dada por

u(t)y = / u(t)q(t) dt, (2.3)

sendo pu(t) = e/ PO,
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Como, por hipétese, p é continuaem o < t < 3, entdo p(t) esta definida nesse intervalo.
Multiplicando a equagéo diferencial do PVI por p(t), temos

Como u(t) e g(t) séo continuas em /, entdo a funcao pq é diferenciavel, de modo que y,
dado pela equagao ((2.3)), existe e é diferenciavel no intervalo /. Substituindo a equagédo dada
para y, pode-se verificar que satisfaz a equacgéo diferencial em o« < t < /3. Por fim, a condicao
inicial y(t)) = y, determina a constante provinda da integracdo, de modo que essa solucao seja,
de fato, unica. O

E notavel que a demonstragdo se apoia em um modelo de solugdo geral de equacéo
diferencial linear e sabemos que ao se tratar de equagdes nao lineares, ndo temos uma solugcao
geral, o que ndo nos permite seguir pelo mesmo caminho. Portanto, consideraremos um teorema
mais geral, conhecido como Teorema de Picard.

Teorema 2.2 (Teorema de Picard). Suponha que f e Of /Oy sejam continuas em algum retdngulo
a < t< B,y <y <dcontendo o ponto (ty, yo). Entdo, em algum intervaloty — h < ty < ty+ h
contido em o < t < [3 existe uma Unica solugdo do problema de valor inicial

Yy =fty), yl)=y. (2.4)

Antes de demonstrar esse teorema, vamos definir uma ferramenta Util para obter o
resultado.

Lema 2.1. Resolver o problema de valor inicial

y/=f(t!y)’ }/(O)=O,

€ equivalente a resolver a equagao integral

t
o(t) = / f(s, ¢(s)).
0

Demonstracdo. Suponha a principio que exista uma fungdo y = ¢(t) que satisfaz o PVI. Entao,
f(t, y) = f(t, o(t)) € uma funcéo continua que depende apenas de t e, portanto, pode ser integrada
de um ponto inicial 0 até um ponto arbitrario t:

t t t
/ y'(s) ds =/ f(s, y(s))ds = y(t) = o(1) =/ f(s, ¢(s)) ds. (2.9)
0 0 0

Por conter uma integral de uma equacao desconhecida, a equacgéo ((2.5)) recebe 0 nome
de equacao integral. Essa equagao fornece outra relagao que é satisfeita por qualquer solugao
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¢(t) do PVI; reciprocamente, qualquer funcédo ¢(t) que satisfaz a equacéo ((2.5)), também satisfaz
o PVI.
De fato, se substituirmos t por 0, temos

0
/ f(s, ¢(s)) ds = 0,
0

satisfazendo a condicéo inicial. Além disso, como f(s, ¢(s)) é continua, entdo, como ¢(t) é
diferenciavel, segue do Teorema Fundamental do Calculo que ¢'(t) = f(t, ¢(t)). Portanto, o PVl e
a equacdo integral sdo equivalentes. O]

A partir desse lema, cria-se um novo caminho para demonstrar o Teorema de Picard.

Demonstracdo do Teorema 2.2. Considerando a condicao inicial yy = 0 € f; = 0, sem perda de
generalidade, pois podemos transladar os eixos das coordenadas de forma que a origem seja o
ponto (fy, o), podemos utilizar o Lema 2.1, para resolver o PVI ((2.4)), basta resolver a equagéo
integral ((2.5)). Um dos métodos para mostrar que essa equagao tem uma unica solugéo &
conhecido como método das aproximagao sucessivas ou método de iteracao de Picard.

Comegamos escolhendo uma fungao arbitraria que aproxima, de certa forma, do PVI.
Neste caso, a escolha mais simples é a funcdo constante

que satisfaz a condicao inicial, mas que provavelmente nado satisfaz a equacao diferencial do PVI.
A préxima aproximacao é feita substituindo ¢(s) pela nossa fungcao ¢ (s) na equagao integral.
Entao,

P1(t) = / f(s, Po(S)) ds.
0

Seguindo esse raciocinio iteradamente, temos

t
dn(t) = / f(s, dn—1(s)) ds.
0

Assim, obtemos a sequéncia de fungdes (¢,) = (¢o, ¢1, P2, ..., @p, -..), ONde cada elemento
satisfaz a condigao inicial, mas nao satisfaz, em geral, o PVI. Se em algum momento, encon-
trarmos ¢x.1 = @, para algum k natural, entdo ¢, € uma solugéo para a equacéo integral e
consequentemente para o PVI. Mas ndo é comum que isso acontega, portanto, precisamos
analisar como a sequéncia se comporta no infinito.

Se para algum n = k o grafico de y = ¢(t) contém pontos fora do retangulo definido no
enunciado do teorema, entao no calculo de ¢, estariamos calculando a fungdo em pontos onde
ela pode n&o ser continua ou nem ao menos existir. Portanto, devemos restringir t a um intervalo

onde nao corra o risco disso acontecer.
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Primeiro, vamos restringir o retangulo do enunciado a um novo retangulo R : [t| <

a, |y| < b, sendo a o menor valor entre a e 5 e b o menor valor entre -y e . Portanto, temos
f continua e limitada no compacto R e, portanto, pelo Teorema de Weierstrass, f possui um

maximo e um minimo em R. Logo, existe M tal que:
f(t,y)| <M, V(t,y) € R.

Como todo elemento da sequéncia (¢,) satisfaz a condicao inicial, entdo ¢,(0) = 0, para
cada n, o que implica que o ponto (0, 0) pertence a todo grafico de ¢,,.

Como ¢4 (1) = f(t, ¢«(t)), entdo o modulo do coeficiente angular para as retas tangentes
ao gréafico da fungéo ¢, é limitado por M.

A reta tangente é definida por y = mt, sendo m o coeficiente angular, que por sua vez é
limitado por M, enquanto que y € limitado por b. Logo, temos por essa relagdo que f € limitado
por b/ M.

Portanto, o ponto (t, ¢.1(t)) permanece em R, enquanto R contiver as regides triangulares
definidas por |t| < b/M, podendo ser a < b/Mou a > b/ M.

Sendo assim, daqui para frente vamos considerar apenas o retangulo D : |t| < h,

y| <b,
onde h é o menor nimero entre a e b/ M. Com essa restricao, todos elementos de (¢,) existem.
Mostremos, agora, que a sequéncia (¢,) converge. Observe que

Pn(t) = P1(1) + [P2(t) — d1(D)] + [P3(t) — P2(O)] + - - - + [Pn(t) — Pn—1(1)]

e, portanto, a sequéncia se torna a soma parcial da série
o0
A1)+ D [rer (1) — Si(D)]
k=1

e, assim, se a série converge, entao a sequéncia também converge.

Com a finalidade de mostrar que essa série converge, vamos procurar estimar o termo
geral |px.1(t) — dk(t)|. Para isso, note que f é uma fungédo continua e, considerando ¢ fixo, temos
uma funcao de apenas uma variavel, y, e podemos aplicar o Teorema do Valor Médio, que diz
que dado dois pontos y;, y», existe um y tal que

f(t, y1) — £(t, y2)

f(t,y) = .
Yi—»y

Considerando K como o valor maximo de |0f/Jy| em D, cuja existéncia é garantida por
hipotese da continuidade da derivada de f em relagao a y e pelo Teorema de Weierstrass, temos

[f(t, y1) — f(t, y2)]
lyi — ¥

K= |[f(t,7)| =
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e, portanto,
[f(t, 1) — (L, y2)| < K- |y1 — yal-

Como ¢,,_1(t) e ¢,(t) sdo elementos da sequéncia (¢,), usamos o resultado encontrado
para mostrar que

|£(t, n—1(1)) — £(t, Pn(D)| < K - [§n-1(1) — dn(1)].

Olhando os elementos da sequéncia, vemos que ¢4(t) pode ser estimado. Sabendo que
t

P1(t) = f(s, ¢o(S))ds, e tomando M > f(t, y), pois como visto anteriormente, a fungéao é

0
limitada, entao

t t
o1(t) = / f[s, Po(s)]ds < / Mds < Mt.
0 0

P1(1)] < M.
A partir disso, podemos estimar |¢»(t) — ¢4(t)|. Temos por definicdo que

Logo,

|P2(t) — 1(B)] = /f[8,¢1(8)]d8—/ fls, ¢o(s)]ds
0 0

< / s, d1(8)] — 11, do(s)]|ds.
0

Conforme visto anteriormente,

t t t
(o) — ()] < / s, 1 (8)]—1ls, do(s)]|ds < / K| 1 (5)— o(s)|ds = K / 64()— ols) .
0 0 0

Pela definicao da sequéncia, ¢q(t) = 0, entdo concluimos que

t ! MK |t2
[@2(t) = (0] < K~/ [61(9)] ds < K/ Ms| ds = 2“' .
0 0

Neste ponto, percebemos uma possivel regra para |¢,(t) — ¢,—1(t)|, sendo

MK"1[t|”
n

|Dn(t) — o (B)] <

que pelo Principio da Indugao Finita, e tendo ja provado o caso basico de n = 1, vamos supor ser
valido para n e provar ser valido para n + 1.
Sendo assim, temos

t t
|Gnit (1) — Gn(B)] < / |fls, Pn(8)] — fIs, pn—1(8)][ds < K/ |9n(8) — Pn-1(5)[ds,
0 0

que por sua vez € menor, pela hipétese da indugéo, que

t Man1 |s|n MKn|t|n+1
K| ———ds=———.
0 n! (n+1)n!
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Portanto, 1
MKn|t|n+
+(t) — O =—"7—

sendo entéo, a hipdtese valida para qualquer n natural.
Por fim, como |t| < h, entéo |¢,(t) — ¢, (t)| é limitado por MK"'h"/nl.

Voltando para a série ¢ (t) + Z[¢k+1 (t) — o«(1)], sabemos, pela desigualdade triangular,
que !

[Pa(t)] < |D1 ()] + |D2(t) — D1 (D) + - - - + |Pn(t) — Pni(D)]

e, entao,

(Kh)? (Kh)"

’¢n(t)|§M'h+ + -+ nl

+..-+—=

MK - h? MK '.h" M
n! K

. {Kh+

Portanto, a série inicial é limitada pela série

M N (Kh)'
FZ: i

Logo, se essa série convergir, a primeira também converge. Pelo teste da razdo, temos

(Kh)i+1
(i+1)!
(Kh)

il

lim
i—00

Entao, ambas as séries convergem, assim como a sequéncia (¢,). Dessa forma, existe
uma funcao limite ¢(t) = lim ¢,(t). Para que essa fungéo seja de fato solugdo da equagao
integral, ela deve ser contl'rrﬁgj 0 que acontece se a sequéncia ¢,(t) convergir uniformemente.

Voltando a definicao da sequéncia, quando n — oo temos:

t
lim @nq(t) = lim / f(s, on(s))ds =

n—o0 0

o(t) = lim / f(s, Pn(S))ds.
0

n—o0

Suponha que ¢,(t) seja uniformemente convergente. Entdo, podemos passar o limite
para dentro da integral.

n—o0

t
¢(T)=/ lim (s, n(s))ds
0

(1) = /0 tf(s, lim ¢,,(s)) ds

n—o0

o(t) = / f(s, ¢(s))ds
0

Note que a passagem de lim f(s, ¢,(S)) = f(s, lim ¢,(S)) é equivalente ao fato de f ser
n—oo n—oo
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continua em sua segunda variavel, o que é verdade por hip6tese. Portanto, a fungao limite ¢(t) é
solucdo da equacao integral e do Problema de Valor Inicial ((2.4)).

Mostrado que a funcio limite é solucao do PVI, para concluir a demonstracao do teorema,
resta provar que essa solucdo é Unica. Para isso, iremos supor a existéncia de outra solugcao

y =(t).

Para t > 0, temos

t t
¢(f)=/ f(s, ¢(s))ds, ¢(f)=/ f(s, 4 (s))ds.
0 0

Entao, t t
¢(t)—1/1(t)=/ f(s,qb(S))dS—/ f(s, ¥(s))ds.
0 0

Pela desigualdade triangular,

t
() — U(t)| < / |f(s, P(8)) — f(s,1(s))|ds.
0

Lembrando dos resultados utilizados para mostrar que a sequéncia converge, tinhamos
que
|f(t, y1) — H(t yo)| < K- |1 — el

sendo K cota superior de |0f/Jy| em D. Como ¢(t) e 1(t) sdo solugdes do PVI, podemos
substituir:

|[f(t, o)) — £(t, (1) < K - [o(t) — (t)].

Definimos entao, uma fungéo

t
u(t) = / |p(s) — 1(s)|ds,
0

onde, por definicdo, U(0) =0 e parat > 0, U(t) > 0.
Como ¢(t) e ¥(t) sdo solugdes, entdo elas sao continuas e, portanto, U é diferenciavel.
Sendo assim, U'(t) = |¢(t) — (t)|. Entao,

U < K-Ut)= Ut — K- U(t) <0,

obtendo uma inequagéo diferencial ordinéria de primeira ordem linear em U(t).

Multiplicando ambos os lados da inequagéo por e ¥,

Uiy-e—K.e®.U<0
(Ut - e "y <o.
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Integrando,
que implica

Lembrando que a definicdo da funcdo U(t) diz que U(t) > 0 para t > 0 temos que, neste
intervalo, U(t) = 0, e entdo ¢(t) = 1 (t).
Analogamente, quando t < 0, definimos a funcado U como

—t
u() = —/ |9(s) — ¢(s)|ds,
0

onde, por definicdo, U(0) =0eparat <0, U(t) < 0.
Pela mesma justificativa, U é diferenciavel, e U'(f) = —|o(t) — (t)|, entdo, U'(t) >
K-Ut=U({t)—K-U>0.
Multiplicando ambos os lados da inequagéo por e X,

Uiy-e—K.e®.U>0
(uiy-e "y > o,

integrando,
Ute ™ >0= Ut) >0, t<O0.

Lembrando que a definicdo da fungéo U(t) diz que U(t) < 0 para t < 0, temos entdo que

U(t) = 0. Portanto, concluimos que ¢(t) = 1 (t) para qualquer t.
Sendo assim, qualquer outra solugdo é equivalente a ¢(t), provando entéo, sua unicidade.
O

Observagdo 2.1.1. Uma consequéncia geométrica direta do Teorema 2.2 é que os graficos de
duas solug¢des ndo podem se intersectar, pois isso implicaria em duas solugdes satisfazendo
uma mesma condic¢ao inicial.

2.2 SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Considere uma equacéo linear de segunda ordem x” = a(t)x” + b(t)x + ¢(t). Utilizando a
troca de variavel x; = x e x, = x/, transformamos a equagéo em um sistema de primeira ordem a
duas variaveis:
X = X,

X, = a(t)xz + b(t)xq + c(t).

Considerando uma equacéo linear de terceira ordem x"(t) = a(t)x” + b(t)x" + c(t)x + d(t),
utilizando a troca de variaveis x; = x, X, = X; € X3 = X,, temos um sistema de primeira ordem a
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trés variaveis:
Xi = X,
Xy = X3,
x5 = a(t)xs + b(t)x + c(t)x; + d(t).

Analogamente, podemos estender esse processo para uma equacao linear de n-ésima

n) n—1)

ordem, x = a;()x"" + - - + a,_1()X" + ay(t)X + a@n.1, Obtendo o sistema:

/
X1 = X2:

/
X2 = X3s

Xr/7 = 31(t)Xn + ag(t)xn,1 +...+ a,,(t)X1 + a,,+1(t).

Sendo assim, o estudo de solugbes de equacdes lineares de ordem n pode ser visto como
um caso especifico de sistemas lineares de mesma ordem, que sera estudado neste capitulo.
Um sistema linear de n equacdes diferenciais de primeira ordem ¢é do tipo

X1/ = p11(t)X1 + p12(t)X2 + -+ p1n(t)xn + g1(t)s
Xé = p21(t)X1 + ,Ogg(t)Xg +- 0+ p2n(t)xn + g2(t)s

Xf/7 = Pt (X1 + Pr2(D) X2 + - - - + Pan(t)Xn + gn(l),

e é dito linear pois todas as equagdes envolvidas sao lineares; caso contrario, seria um sistema
nao linear. No caso em que todas as fungdes g;(t), g-(1), ..., gn(t) forem iguais a a fungéao
constante 0, dizemos que o sistema é homogéneo; caso contrario, ndo homogéneo.

E comum e mais eficiente usar a sua representacdo matricial, isto é, consideraremos
como x o vetor cujos elementos sdo as fungdes x;, Xz, ... X,, g 0 vetor cujos elementos sdo as
fungdes g1, @2, ... gn €, por fim, P(t) a matriz n X n cujos elementos séo as fungdes p;. Desta
forma, temos a equacao matricial correspondente ao sistema

x' = P(t)x + g(t). (2.6)

Dizemos que um vetor x = ¢(t) € uma solucdo da equacao ((2.6)) se suas componentes
O1(1), Pa(t), ..., On(t) satisfazem o sistema de equacgdes correspondente.

Os teoremas que garantem a existéncia de tais solucdes estao enunciados a seguir. Suas
demonstracées podem ser feitas a partir de uma generalizacdo dos Teoremas 2.1 € 2.2 que
se referem a existéncia e unicidade de solugbes de uma equacao diferencial linear de primeira
ordem.

Teorema 2.3 ((BOYCE; DIPRIMA, 2018)). Se as fungées p11(1), ..., pnn(t), g1 (1), -.. , gn(t) forem
continuas em um intervalo aberto | : « < t < 3 que contém o ponto t,, entdo existird uma unica
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solugéo x; = ¢4(t), ..., Xn = ¢n(t) do sistema que satisfaz as condigdes iniciais que existe em todo
l.

Considere agora um sistema em sua forma geral, podendo ser linear ou nao,

X1/ = Fi(t, X1, X2, +.. , Xn),

/
X, = Fn(t, X1, X2, ..., Xn),
com as mesmas condigdes iniciais.

Teorema 2.4 ((BOYCE; DIPRIMA, 2018)). Se as fungdes Fy, ..., F, e as suas derivadas parciais
OF;/0xq, ..., OF; [0Xy, ..., OF,/0xy, ..., OF,/0x, forem continuas em uma regido R do espago
X ... X, definida por o < t < B, ay < x4y < By, ..., a, < X, < [, e suponha o ponto
(o, x1°, ,x,?) contido em R. Ent4o, existe uma unica solugdo x; = ¢4(t), ..., X, = ¢n(t) em um

intervalo

t — to| < h que satisfaz o sistema e suas condigées iniciais.

Note que, no caso geral, o intervalo em que a solucao esta definida nao é especificado,
enquanto que no Teorema 2.3 é o mesmo intervalo em que as fungdes sdo continuas. Além
disso, as condigbes iniciais sdo arbitrarias no Teorema 2.3, enquanto que no Teorema 2.4 é
necessario que elas estejam contidas na regiao R.

2.2.1 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes

Os sistemas lineares homogéneos com coeficientes constantes se referem aos casos em
que as fungodes pi1 (1), -.-, Pan(f) s@o fungdes constantes, isto é, ndo sdo dependentes de t. Por
isso, chamaremos a matriz P(t) de A, que é uma matriz constante n x n, considerando seus
elementos reais.

Entado, se n = 1, reduzimos o sistema a um problema simples de uma equagao de primeira

ordem
ax
— = ax,
dt
que tem como solucgéo geral
x(t) = ce.

As solugbes de equilibrio, isto é, quando dx/dt = 0, se resumem apenas a x = 0, considerando
a+0. Se a < 0, as solugdes tendem a 0 e, nesse caso, dizemos que a solugdo de equilibrio
x = 0 é assintoticamente estavel. Por outro lado, se a > 0, entdo as fungdes tendem ao infinito,
de acordo com o gréafico da fungcao exponencial; por isso, nesse caso dizemos que x = 0 é
instavel.

Em geral, supomos que det A # 0, de forma que, quando procuramos as solugdes de
equilibrio Ax = 0, encontramos apenas x = 0, mas para n > 1 nao é trivial concluir se as
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solugdes tendem ou ndo a x = 0. Para n > 2, podemos visualizar seu comportamento a partir
do campo de direcdes de vetores tangentes as solugdes do sistema x’ = Ax no espago X ... X,.
Podemos também incluir curvas-solugdes, obtendo assim um retrato de fase.

Para encontrar as solugbées de um sistema

x' = Ax, (2.7)

€ normal deduzir que elas possuem e em sua composicao, pois essa € a solugao fundamental
de uma equagao diferencial de primeira ordem com coeficientes constantes. Sendo assim, vamos
supor que as solugdes desse sistema sdo da forma x = fe“, em que & é um vetor constante e A
uma constante deverao ser determinados. Substituindo na equacao matricial do sistema,

(ge)\t)/ =A§e’\t = )\ge)\t =A§eM.

Como e* nio se anula, obtemos
(A= ANE =0,

sendo [/ a matriz identidade e 0 a matriz nula, ambas de ordem n x n.

Essa ultima equagao é exatamente o método de se calcular os autovalores da matriz A
através do seu polindmio caracteristico. Portanto, o vetor x = £ é uma solugdo quando A é um
autovalor e £ um autovetor da matriz A.

Como resultado de Algebra Linear (pode ser encontrado em (LIMA, 2014)), os autovalores
da matriz A sdo as raizes da equacao det(A — \/) = 0, de grau n, implicando na existéncia de,
no maximo, n autovalores Aq, Ay, ...A,. Como a matriz envolvida possui apenas elementos reais,
temos trés opcgdes para os autovalores:

— Todos com valores distintos e reais;
— Alguns com valores complexos conjugados;
— Alguns autovalores repetidos.

Na Secado 2.2.1.1 explicamos como obter a solugdo geral no caso em que todos 0s
autovalores sao reais e distintos. Quando encontramos autovalores complexos conjugados, se
esses forem distintos entre si, ainda temos n autovetores diferentes e a solugdo geral pode ser
encontrada como no caso anterior, com a diferenca de que, naturalmente, as solugdes terdo
valores complexos. No entanto, é possivel conseguir um conjunto de solugao real, como sera
discutido na Secgao 2.2.1.2.

As complicagdes podem existir nos casos em que temos autovalores repetidos, onde
existe a possibilidade de que esses autovalores ndo formem um conjunto de n vetores line-
armente independentes. Se for 0 caso, entdo ndo conseguiriamos o conjunto de solucdes
fundamentais e seria necessario procurar solugdes adicionais tal como no calculo de solugdes de
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um equacao linear de ordem n com coeficientes constantes. Essas solugdes podem ser produtos

de fungdes polinomiais com fungdes exponenciais, da forma te’ 2eM, ..., e serdo discutidas na

Secédo 2.2.1.3.
2.2.1.1 Autovalores Reais e Distintos

Temos n autovetores linearmente independentes entre si da matriz A, um associado a

cada autovalor. Portanto as solugdes séao
XVt = WeMt L, Xty = e

E de fato, essas solugdes formam um conjunto fundamental, pois calculando seu Wrons-

kiano, temos:

chght - gmgh €0 e
Wix®, .., x"(t) = : : = gty N

AfEDeMt L ATt AT AR

onde a exponencial ndo se anula e, como os autovetores sdo linearmente independentes, o
determinante também nao se anula, concluindo que o Wronskiano é sempre diferente de zero.

Portanto, a solucéo geral do sistema é x = ¢;MeM 4+ .. 4 g ¢!,
2.2.1.2 Autovalores Complexos

Suponhamos que a matriz A possua pelo menos um par de autovalores complexos
conjugados. Observamos que, como A é uma matriz de entradas reais, entao os coeficientes do
polindmio caracteristico também serdo reais, 0 que implica que, no caso de ter raizes complexas,
elas apareceram em pares conjugados.

Sendo assim, suponhamos Ay e A\, complexos conjugados que sao raizes do polindmio
caracteristico da matriz A e seus respectivos autovetores conjugados &; e &. Entao,

(A= X\ D& =0, (A= X2))é = 0.
Isso implica nas respectivas solu¢des conjugadas
Xty =&eM,  xP(h) = e

Assim, podemos encontrar duas solucdes reais equivalentes as solugdes acima. Consi-

dere \; = a+ fie \p = a — Bi;damesmaforma, £ = a+ bie & = a— bi, sendo «a, [ reais e
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a, b vetores com entradas reais. Entao,

x(t) = (a+ bi)e**""
= (a+ bi)e“!(cos At + i sen [t)

= e”!(a cos 3t — b sen 3t) + ie*'(a sen Bt + b cos [3t).
Escrevendo x!" = u(t) + iv(t), entdo os vetores
u(t) = e*(a cos Bt — b sen Bt) e v(t) = e*(a sen Bt + b cos (t)

sao solucgdes reais e linearmente independentes do sistema ((2.7)). O mesmo processo para &
resulta nos mesmos valores de u(t) e v(f).

Se o polinbmio caracteristico da matriz A possuir mais do que um par de autovalores
complexos conjugados, seguimos 0 mesmo procedimento para cada par desses autovalores.

2.2.1.3 Autovalores Repetidos

Suponhamos que \; seja um autovalor de multiplicidade algébrica k, isto €, um autovalor
que se repete k vezes como solugéao do polinémio caracteristico da matriz A. Sendo assim, esse
autovalor pode ter no maximo k autovetores associados. No caso em que possui exatamente
k autovetores associados, temos um conjunto de solu¢des fundamentais completo e, assim,
seguimos como na Secado 2.2.1.1. Caso contrario, ndo teremos solucdes suficientes para o
conjunto fundamental, portanto, devemos procurar solugdes envolvendo produtos de funcdes
polinomiais e exponenciais.

Primeiro, considere que \; seja um autovalor duplo com apenas um autovetor associado,
€ uma respectiva solucao

x(t) = EeM!.

Entdo, precisamos determinar mais uma solugéo do sistema ((2.7)) relativa ao autovalor
Ay
E natural procuramos uma segunda solugdo da forma x@(t) = £te™!. Substituindo nessa
equacao, temos
\EteMt 4 EeMt = ActeM! =
\EteMt + et — ActeM! = 0,

que so é satisfeita quando £ = 0. Logo, nao existe solugdo dessa forma. Vamos supor entao,

@

uma solugao da forma x®(t) = £teM + neM. Substituindo na mesma equacao,

MEteMt 4 EeMt 4 \neMt = AlteM! + neMt) =

MEEM 4 (€ + \m)eMt = AteM! + ne™).
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Ilgualando coordenada a coordenada, temos que
(A=AMNE=0,  (A=XMDn=¢.

Embora det(A — \;/) = 0, é possivel mostrar que sempre possui solugao para 7, como
faremos a seguir. Considere o Exemplo 2.1 retirado de (BOYCE; DIPRIMA, 2018).

Y
x' = X,
1 3

Resolvendo esse sistema, chegamos a conclusdo que ele possui um Unico autovalor,

Exemplo 2.1.

A{ = 2 com um Unico autovetor correspondente £ = (1, —1), desta forma,

de forma que chegamos em
— —n2=1,
M+7e=—1,

sendo 7 = (11, 72)-
Supondo 7, fixo, arbitrario, temos 7, = —n; — 1, entdo:

(2)0)()

Entao, terfamos na solucdo x*®:

1 0 1
X2(t) = (_1> te®' + (_1) e®' + 1 (_1> e,

onde a Ultima parcela é multipla da solugdo x'" e, portanto, pode ser ignorada, enquanto as duas
primeiras parcelas constituem uma nova solucéo, onde W[x!", x®] = —e*, portanto, formam um
conjunto fundamental de solugéo.

Este segundo autovalor recebe o nome de autovetor generalizado de \;. Analogamente,
podemos procurar solugdes para autovalores com multiplicidade maior.
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2.2.2 Sistemas Lineares Nao Homogéneos

Tal como as solugdes de uma equacao diferencial de primeira ordem ndo homogénea, as
solugdes de um sistema ndo homogéneo necessitam de um conjunto de solugbes fundamentais

e uma solugdo particular do sistema. Dessa forma, um sistema de n equagdes
x" = P(t) + g(t)

tem como solugao

x =i x4+ cpx\™ 4 xP)

onde {x",...,x'™} é o conjunto fundamental de solugdes relativo ao sistema homogéneo
correspondente, e x*’ é uma solugao particular, cuja determinagao tras as maiores dificuldades.
Alguns métodos para a determinacao tais como diagonalizacao, coeficientes indeterminados,
variacao de parametros ou transformada de Laplace estdo descritos em (BOYCE; DIPRIMA,
2018) e serao omitidos pois, mais uma vez, nao é o foco deste trabalho.

No entanto, um conceito bastante Gtil na determinagdo do conjunto fundamental de
solucdes e também de solugdes particulares para equagdes ndo homogéneas é a exponencial
de matrizes, que embora seja um método quantitativo de obtencao de solugbes, também é util
para o estudo dos retratos de fase.

2.2.3 Exponencial de Matriz

Como discutido na Secao 2.2.1, é natural deduzir que o sistema ((2.7)) tenha em suas
solugbes o termo e, mas resolvendo o sistema como uma equagao e esquecendo por um
instante o fato de que A é uma matriz n x n, teriamos naturalmente como solugdo x(t) = e*.
Relembrando que A é uma matriz, questionamos o que seria a exponencial de uma matriz. Mas,

antes disso, precisamos olhar as solu¢des de um sistema por uma outra abordagem.
2.2.3.1 Matrizes Fundamentais

Chama-se de matriz fundamental um sistema homogéneo n x n, x' = P(t)x, a matriz

quando os vetores x"(t), ..., x"(t), colunas na matriz W(t), sdo um conjunto fundamental de
solucdes do sistema. De cara, sabemos que a matriz fundamental é invertivel, pois como visto
anteriormente, as solucdes de um sistema sao linearmente independentes.



33

Dado um problema de valor inicial, podemos expressar sua solucdo x = ¢, x" + ... + ¢,x
em func¢do da matriz fundamental da seguinte forma:

x = V(t)c,
sendo ¢ um vetor constante. Particularmente, quando a condig&o inicial é x(f)) = xo, temos

x() = V(h)c =
V(to) "% = V(o) W(to)c =
C = w(to)71X0.

Ent&o, a solugdo do PVI é x = W(t)W(t) ' x,. Substituindo no sistema, obtemos

Lembre-se que um conjunto fundamental de solugdes nao € Unico, sendo assim, podem
existir diversas matrizes fundamentais de um mesmo sistema, desde que satisfagam a definigao.
Particularmente, podemos procurar por uma matriz fundamental especifica, que chamaremos de
d(t) tal que P(ty) = I = (), de modo que a solucdo seja x = O(t)xo.

Analisando o caso especifico onde o sistema € linear com coeficientes constantes,
sabemos que cada componente j das colunas da matriz fundamental é do tipo x}”(t) = eV, com
j=1,2,...,n, para toda coluna i. Pela definicdo de exponencial,

"N n

ey _ T N0 Ny S Dign
)g(t)—nlLrEOkzoj T —)\/+)\,t+2!t+ +n!t+...

Chamando a, = )\}’/n!, temos x”

(D) =a+ait+---+ at" + ... Generalizando o processo

para a matriz fundamental, temos

a+ait+---+apt"+... by+bit+---+byt"+...

O(f)=| co+cCit+---+Cpt"+... g+ dit+---+dit" + .

Entao, ®(t) = Ay + At +--- + Ast" + ..., onde

Note que as matrizes A; nao tém relagdo com a matriz A do sistema. Tendo entado
determinado o formato das matrizes fundamentais de um sistema linear homogéneo de ordem n,
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substituimos na equacgao que o define:

(1) = AD(t) =
(Ag+Ait+ -+ A"+ ) = ARy + At + -+ At +...) =
A+ 2Act+ -+ A" 4 = AAy + AAit + - + AALE + ...

Por igualdade de polindmios, temos
A = AAo, 2A, = AA4, . nA, = AA._1.

Por hipétese, estamos considerando ®(f;) = /. Sem perda de generalidade, podemos
considerar f, = 0, sabendo que uma mudanca de variavel pode transformar qualquer &, em O.
Entdo, temos que

®0)=1=
A +A0+--+A0"+...= =
Ao =1.
Entao,
Ar=1;, A=A A2=A—2; An=An

2 n!’
Descobrimos, entdo, os valores de A; e, portanto, a matriz fundamental que tem como

propriedade $(0) = / é dada por

[e.e]

d(1) = ZATf

n=0
que pela definicdo de exponencial, equivale a e*, a exponencial de matriz introduzida no inicio
da secao.
No caso em que A = a € R, sabemos que o somatério converge para e*. Para garantir a
convergéncia do somatério matricial para todo n, vamos considerar, inicialmente, n = 2. Sendo

uma matriz de coeficientes constantes, consideremos
A~ a1 a2 Ry dp1 A o A= ant an ,
a3 aia dp3z  doa ans  dpa
Além disso, definimos

M = max{\3k1|, ‘ak2|, ‘ak3|, \ak4|},

parak =1,2,...,n,... .
Dessa forma, certamente M, < 2(M;)?, pois, por exemplo,

axy = (311)2 + appdiz < (M1)2 + (/\/’1)2 = 2(/\/71)2,



35

relacdo vélida para todo ay;, i = 1,2, 3, 4.
Analogamente, temos
Ms < 2Mp My < 22(M4)%;

My < 2MsMy < 2°(My)*;

M, < 2" (My)™;

Dessa maneira,

> (am)"t — 27" (M;)"|¢]"
> ] < 5 O
n! n!
n=0 n=0
Pelo teste da razao,
2!7 M- n+1 I””
lim ((1’3”)"' = lim 2h 1 =0
nooo 27 'M)T T e n

n!

implicando que a série converge. Analogamente, fazemos a mesma analise para ay, ans, @ €
verificamos que é convergente em toda componente e, portanto, e é convergente.

O mesmo processo pode ser feito para matrizes de ordem superior, com uma pequena
mudanca na construcao da relagao entre os M,.

2.2.3.2 Propriedades da Exponencial de Matriz

Tendo garantido a convergéncia da exponencial de matriz e, portanto, sua defini¢cao formal,
vamos considerar algumas propriedades importantes para o desenvolvimento dos estudos.

— Derivada

Dada uma fungdo matricial (t) = e*, sendo A uma matriz de coeficientes constantes,
entdo temos a continuidade de ®(t) garantida e podemos considerar sua derivada.
Queremos entender o significado da operagao:

dd(t) dEe) d [« At
dt =E(Z n!)'

n=0

Como a convergéncia da série foi garantida anteriormente, podemos derivar termo a

termo:

dOW) 5~ d (AT _di diAy d (AN d (A
dt dt \ n! dt dt dt \ 2! dt \ n
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obtendo:
d(d(t)) 2/t  BA nA"t" (n+ 1)A™ "

=A+ —+ + + +

at 2 3! n! (n+1)!

A2 t2 Anf1 tnf1 AN
=A(I/+At+ —+ -+ + + ...
2! (n—1)! n

= Ae™ = Ad(1).

, !/ ~ . n
Isto &, (&™) = Ae™. Por recorréncia, (eA’)( ) = AneAt,

— Unicidade

Como a exponencial de matriz é o limite de uma série de poténcias convergente, sua
unicidade é garantida, pois a exponencial de uma matriz € uma a matriz fundamental
de um sistema homogéneo de equagdes diferenciais tal que ®(t)) = / = @' (t,). Além
disso, sua unicidade é garantida pelo Teorema 2.4.

— Transformacéao de Matriz

Considere A, B, P matrizes n X ntais que A = PBP~'. Entao,

A’ = AA=PBP 'PBP~' = PBIBP = PB°P.

Seguindo o0 mesmo raciocinio, A" = PB"P e, consequentemente,

A" PB"Pt" B"t"
At_}: _2: _ }: p—1 _ paBtp—1
o 0 nt 0 o ( 0 n! > ¢
n= n= n=

— Distributiva

Dadas A, B matrizes tais que AB = BA, entdo a funcdo ®(f) = e™e® é solucédo do

sistema x’ = (A + B)x. De fato, temos:

(1) = Ae*'e® + BeM'e™
= (A+ B)e™e”

= (A+ B)®(t).

Por outro lado, a solugdo do sistema é ®(t) = e**?'. Dada a unicidade de solucgdes,

ABIt ~ eAeB implicando na propriedade distributiva das exponenciais de

matriz. De forma anéloga, mostramos que e*'e*® = e""*9).

temos &'

— Inverso
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Dada uma exponencial de matriz e*, seu inverso é dado naturalmente por (¢*)~", de

forma que e*(e™)™" = I. Considerando e*~, note que

eAteA(ft) — eA(tft) — eAO — e0 =/

Entao, (™)' = &0,

2.2.3.3 Matrizes Diagonalizaveis e Formas de Jordan

Uma das dificuldades em se resolver sistemas de equagdes é que, em geral, as equagoes
envolvem mais de uma incégnita, de modo que a resolucao das equacgdes deve ser feita simulta-
neamente. Sendo assim, caso seja possivel transformar esse sistema de tal forma que ele seja
desacoplado, isso é, que suas equacoes dependam apenas de uma variavel, a resolugdo fica
relativamente mais simples. Isso corresponde em transformar a matriz de coeficientes A em uma
matriz diagonalizavel.

Para isso, consideramos os autovalores e autovetores da matriz A. A principio, suponha-
mos que A tenha um conjunto completo de n autovetores linearmente independentes, denotados
por €M ¢@ | €M e seus respectivos autovalores Ay, Mg, ..., A,. Chamando de T a matriz cujas
colunas sao os autovetores referidos, j4 sabemos que T é invertivel, pois os autovetores sdo
linearmente independentes.

Calculando AT, temos que cada coluna i da matriz sera um vetor A¢?”). Sabendo que
AED = \i&D entdo AT = TD, sendo D a matriz diagonal

A 0 .0
0 X .. O
0 0 .. A\

Disso, segue que quando a matriz A tem n autovetores linearmente independentes entre
si, & possivel transforma-la numa matriz diagonal por meio da equacdo T~ 'AT = D. Nesse caso,
dizemos que a matriz A é semelhante a matriz D e, portanto, A é diagonalizavel.

Quando existem menos que n autovetores linearmente independentes devido a ma-
triz A ter autovalores repetidos, entdo a matriz ndo € diagonalizavel, mas sempre é possivel
transforma-la em uma matriz quase diagonal denominada Formas de Jordan, cuja diagonal sao
os autovalores da matriz estudada e em algumas determinadas posi¢coes acima de um elemento
da diagonal principal ha o nimero 1, enquanto que nas demais posi¢des coloca-se 0. Seguindo
0 mesmo raciocinio, T~ 'AT = J, onde J é a forma de Jordan da matriz A.

Uma das facilidades que a transformacao da matriz A para uma matriz diagonal ou para
uma matriz quase diagonal é para o célculo da sua exponencial. Considerando, a principio, que
a matriz seja de ordem dois, o calculo da matriz & pode trazer grandes complicagdes para se
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obter uma recorréncia de A” enquanto que, considerando sua forma canénica, os célculos de e’
podem ser simplificados.
Para o caso em que a forma de Jordan da matriz € uma matriz diagonal com entradas

A0
% AT

0 A = 0 e 0
!
-2 JOPYILE I ( -

n=0
n!

reais, temos que

Zn. Z<

Quando a forma de Jordan é uma matriz quase diagonal com entradas reais, temos

(A 1>ntn
o= \o A
=20 n! .

n!

2
A A0 0 1) 0 1 00
0 A 0 A 00/’ oo/ \o o)’
0 1
et = Mt exp ¢
00
eM 0 10 0 t 0 0
= A\t + + + ...
0 e 0 1 00 00
e 0\ [1 t
Lo &/ \o 1
JRYIY
= 0o M)/’
Quando a matriz tem como autovalores um par de numeros complexos conjugados, entao
n
a —b -
> \b a
-y
n=0
Escrevendo a matriz como uma soma e calculando algumas poténcias, observamos:

b)) G)

Note que

entao

n!



39

0 —1 )nb2nt2n

( o
<<o —b) ) 2oy Zo: (2n+ 1)
exp t] = oo”—( " ;

nb2n+1 t2n+1

b 0 Z -1 )nb2n+1 21 i nb2nt2n
(2n+1)!
n=0 n=0
onde - -
S =0T/ @n), > (=1 P @n+ 1),
n=0 n=0

sao as Séries de Taylor convergentes para cos t e sen t, respectivamente.
Portanto,

s a0 0 —b
e =exp tlexp| e t
0 a b 0
e 0 cos bt — sen bt e*cosbt —e*senbt
0 e*) \senbt cosbt | \e*senbt e*cosbt |
Note que quando a parte real dos autovalores for zero, a exponencial é* é iguala 1 e
sobra na exponencial da matriz na forma de Jordan apenas as fungdes seno e cosseno.

Entao a solugdo x = €*'x, do sistema ((2.7)) pode ser reescrita considerando a forma de
Jordan da matriz J = T"'AT ou A= TJT . Portanto,

—1
Mo g™t
e pelas propriedades de exponencial de matriz,

At — Tle T—1

Ent&o a solugao pode ser reescrita como x = Te”' T~ ' x,, sendo e’ descrita conforme as
possibilidades citadas anteriormente.
Analogamente, o processo pode ser feito para matrizes de sistemas de ordem superior.
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Como as formas de Jordan de ordem superior sdo formadas por blocos das matrizes na forma
de Jordan de ordem dois, entdo as solugdes de quaisquer sistemas homogéneos de coeficientes
constantes serdo combinagdes das funcoes e, t, sent, cost.

Conhecidas as formas que as solugdes de um sistema linear homogéneo com coeficientes
constantes podem assumir, é possivel analisar como essas solugbes se comportam localmente
em uma singularidade nos respectivos planos de fases, principal objetivo deste trabalho.
A seguir, discutiremos conceitos relacionados a sistemas autbnomos e estabilidade, objetos
essenciais para o desenvolvimento dos retratos de fase.

2.3 SISTEMAS AUTONOMOS E ESTABILIDADE

Uma equagao diferencial é dita autdbnoma quando ela é da forma dx/dt = f(x), isto é, ela
ndo depende de f. Nesse sentido, um sistema autdnomo é um sistema onde todas as equagdes
sao autdbnomas. Por exemplo, um sistema auténomo de segundo grau seria do tipo

ax
at

S

=F(X!y)’ =G(X,Y)-

Um sistema x’ = Ax sendo A uma matriz de coeficientes constantes, é um tipo de sistema
auténomo, tendo em vista que ndo ha influéncia da variavel independe te t. E importante a
diferenciacao de sistemas autbnomos e nao auténomos, pois o plano de fase xy, para sistemas
de grau 2, por exemplo, quando nao tem influéncia de ¢, existe apenas uma trajetéria passando
por um ponto qualquer, conforme serd estudado no Capitulo 3. Quando nos referimos a sistemas
nao autbnomos, a localizagao das trajetérias também dependem de £, entdo quando colocado em
um plano de fase, pode causar a impressao de que elas se cruzam. Portanto, apenas um retrato
de fase possui informacdes sobre todas as solugdes apenas quando o sistema é autdnomo.

A seguir, iremos definir o conceito de estabilidade de pontos criticos para sistemas
auténomos da forma x’ = f(x). Considere entdo, um ponto critico x° do sistema.

Definicdo 2.1 (Estavel). O ponto critico x° do sistema x’ = f(x) é dito estavel, se para qualquer
€ > 0, existe um § > 0 tal que toda solugéo do sistema x = 7(t) onde ||(0) — x°|| < 6, entdo
|7(t) — x°|| < € para todo t > 0.

Note que essas proposicoes dizem que toda solugdo que comeca suficientemente perto
(um distancia menor que ) do ponto critico permanecem préximas (a uma distancia menor que ¢)
do mesmo ponto. Além, disso, um ponto ser estavel ndo diz nada a respeito do comportamento
das trajetérias quando t — oo.

Um ponto critico que nao é estavel é dito instavel.

Definicdo 2.2 (Assintoticamente estavel). O ponto critico x° do sistema x’ = f(x) é dito assintoti-

camente estavel, se é estavel e existe um J, com 0 < dy < I tal que toda solugéo do sistema

x = (t) onde ||7(0) — x°|| < &, satisfaz Jim (1) = x°.
—00
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Na estabilidade assintética, além das solugdes permanecerem proxima a partir de um
determinado ponto, ainda devem tender ao préprio ponto critico quando t — co. E importante
ressaltar que um ponto para ser assintoticamente estavel, deve ser primeiro, estavel. Podemos
construir trajetérias que comegam suficientemente préximas de 0 e se afastam a uma distancia
arbitrariamente grande do ponto critico para depois voltar e tender a ele quando t — co. Este
exemplo ndo é assintoticamente estavel e nem apenas estavel. Alguns autores o chamam de
quase-estaveis, mas por enquanto, nao é de nosso interesse estudar esse tipo de estabilidade.

Quando estudamos um sistema auténomo de dimensé&o dois com pelo menos um ponto
critico, é interessante determinarmos todas as trajetérias que se aproximam do ponto critico no
plano de fase xy. Dado um ponto p € xy onde a trajetéria que passa por ele tende ao ponto
critico quando t — oo, dizemos que a trajetéria é atraida pelo ponto. O conjunto P de todos os
pontos p onde tem sua trajetéria atraida pelo ponto critico € chamado de bacia de atracao do
ponto critico, e as trajetéria que limitam essa bacia sdo chamadas de separatrizes.

2.4 RETRATOS DE FASE

O retrato de fase de um sistema de equacdes é uma representacdo geométrica das
trajetérias do sistema no plano de fase. Chamamos de plano de fase o espago determinado
pelas solugdes do sistema e, quando adicionado o conjunto das trajetdrias nesse espago, temos
o retrato de fase do campo. A analise destes objetos sdo mais Uteis quando os sistemas sao
auténomos, uma vez que nao depende diretamente da variavel do tempo, f, assim, existe apenas
uma trajetéria passando por cada ponto no plano de fase. Por exemplo, considerando um sistema
de dimensao igual a dois, dado por

x; = H(x1, Xz)

Xy = G(Xy, Xp),

com H e G de classe C', eu retrato de fase se dara no plano x;x, e as solugdes (x;(t), Xx(t))
sd0 curvas parametrizadas no plano. Olhando para o gréfico das solucdes em R® = {(x1, %2, 1) },
pela hipétese de continuidade, é garantido pelo Teorema 2.4 que para cada condi¢do inicial,
temos uma Unica solugao (x;(t), x2(t)) do sistema e, sendo ele autbnomo, para cada t; fixado,
(X1 (t+ 1), xo(t + t;)) também é uma solucao do sistema, uma vez que:

X;(t) = Hxi (1), x2(1) = Hxq(t+ 1), Xo(t + 1)) = X (t + t)
X(t) = G(x1 (1), x2(1) = G(xi(t + 1), Xa(t + 1)) = X(t + ty).

Com isso, mostramos que transladar uma solugéo de um sistema autbnomo paralelamente
ao eixo t nos fornece uma solugao dele e, ainda, nos conduz a mesma trajetéria no plano de
fases, por isso, podemos considerar todas condicdes iniciais com fp = 0.

Além disso, quando o sistema é auténomo, duas trajetérias diferentes nao se intersectam
no plano de fases. Para provar tal afirmacao, consideremos duas solugdes (x;(t), xo(t)) e
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(y1(1), y»(t)) e vamos supor, por absurdo, que em algum instante t =  elas se encontrem, isto é

(D), x2(1) = (y1(2), y2(D)),

porém, como vimos anteriormente, para qualquer f fixado, (x;(f), xo(f)) = (x4 (t), X2(f)), 0 que nos
leva a conclusao que as solugdes sao idénticas, contradizendo a hipétese inicial. Portanto, elas
nao podem se cruzatr.

A principal ideia do estudo dos retratos de fase € entender o comportamento do sistema a
partir da configuragdo das trajetorias no plano, identificando a existéncia de atratores, repulsores
e ciclos limites. Conceitos de conjugacao permitem identificar quando dois sistemas tém o
mesmo comportamento sob uma certa visao, por exemplo, topoldgica e, a partir disso, entender
o comportamento qualitativo de outros sistemas mais complexos sem calcular explicitamente
suas solugoes. Nos Apéndices A e B, encontra-se algumas informagdes sobre conjugagoes
topoldgicas.
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3 RETRATO DE FASE DE SISTEMAS DE LINEARES DE PRIMEIRA E
SEGUNDA ORDEM

Agora que os conceitos preliminares foram abordados, podemos seguir para a analise dos
retratos de fase de sistemas lineares de coeficientes constantes de primeira e segunda ordem.
Para cada caso serao estudadas todas as possibilidades dos retratos de fases geometricamente
diferentes entre si, conforme as solucdes estudadas na Secao 2.2.1. Para facilitar o estudo e
analise dos retratos, consideraremos os autovalores \; genéricos e 0s seus autovetores como os
eixos do plano de fases. Desta forma, teremos os retratos de fase a menos de uma rotagéo e/ou
translacao.

3.1 SISTEMA DE PRIMEIRA ORDEM

Um sistema linear de primeira ordem, possui, dentro das condi¢cdes do Teorema 2.1,
apenas uma solugdo para cada condicao inicial, por isso, seu retrato de fase se da no plano de
fase x.

De acordo com a Secéo 2.2.1, a solugéo de um sistema de primeira ordem x'(t) = \x se
da como

x(t) = ce™,

sendo ¢ a constante provinda da integracdo. Como temos apenas um autovalor, este s6 pode ser
real, podendo ser positivo, negativo ou igual a zero, o que descreve as seguintes possibilidades
de retrato de fase.

3.1.1 Autovalor negativo

Neste caso, temos A < 0. Desta forma, quando t — oo temos:

(o
lim x(t) = lim ceM = lim —— = — =0.

c
t—00 t—o00 oo M 00
Analogamente, quando t — —oo temos ou x(f) — oo ou x(f) — —oo, conforme a
constante multiplicativa seja positiva ou negativa, respectivamente. Isto significa que, dado um
ponto no plano de fase, com o passar do tempo positivo, a solugdo tende a origem. Por isso,
h& setas apontando para ela e, com o passar do tempo negativamente, as solu¢des vao para o
infinito positiva ou negativamente, o que significa que, de certa forma, elas estao “saindo” de I4.
Segue ilustragédo do plano de fase na Figura 3.1.



44

Figura 3.1 — Sistema linear de primeira ordem, autovalor negativo

[ r- | -
- T -

0 x(t)

- -
-

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.2 Autovalor positivo
Para este caso, temos A > 0. Pela mesma analise feita anteriormente, para t — oo

temos x(t) — oo quando ¢ > 0 e x(t) — —oo quando ¢ < 0, enquanto que, para t — —o0
temos x(t) — 0. Portanto, temos o plano de fase equivalente a Figura 3.2.

Figura 3.2 — Sistema linear de primeira ordem, autovalor positivo

0 X(t)

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.3 Autovalor igual a zero

Por fim, temos \ = 0, o que significa que x(t) = ¢, isto &, todas as solugdes sdo constantes.
Entao, independente do passar do tempo t para zero, infinito positiva ou negativamente, a solucao
se mantém na condicio inicial e, portanto, o retrato de fase é equivalente a reta, onde cada ponto
representa uma solucao, conforme na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Sistema linear de primeira ordem, autovalor igual a zero

0 >;(t)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos concluir os casos de primeira ordem na Tabela 3.1.

3.2 SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM

O retrato de fase de um sistema linear de segunda ordem se da no plano de fase x; x,.
Conforme estudado na Secdo 2.2.1, cada sistema tem dois autovalores, que chamaremos de
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Tabela 3.1 — Retrato de fase de sistemas lineares com autovalores constantes de primeira ordem

Caso | Autovalor Estabilidade Retrato de Fase
1.1 A < 0 | Assintoticamente Estavel Figura 3.1
1.2 A>0 Instavel Figura 3.2
1.3 A=0 Estavel Figura 3.3

Fonte: Elaborado pelo Autor.

e \o, que determinam a solucdo conforme forem reais, distintos, complexos ou repetidos, além
de positivos, negativos ou nulos. Assim, temos as seguintes possibilidades de retratos de fase.

3.2.1 Dois autovalores reais negativos

A solucao geral deste caso, pela Secdo 2.2.1, é da forma
x(t) = c;€MeM! + ccP e

onde supomos A\, < A\; < 0. Quando t — oo, independente dos valores de ¢; € ¢, x — 0, em
outras palavras, as solugdes tendem ao ponto critico da origem.

Para entender melhor esse comportamento, reescrevemos a solugdo como
At 1 2) JA2—Aq)t
x(t) = eM [015()_'_02&()9(2 1)},

onde A, — \; < 0, entdo, o segundo termo dentro dos colchetes é desprezivel comparado ao
primeiro para valores suficientemente grandes de t, o que significa que, quando t — —oo, as
trajetérias sdo influenciadas por A,, explodindo ao infinito quase paralelas ao eixo x, e quando
t — oo a expressdo com maior influéncia na solugao é a relativa ao autovetor \;, fazendo com
que as solugdes tendam a origem quase paralelas ao eixo x; exceto as que comegam no préprio
eixo x». Portanto, temos o retrato de fase como mostrado na Figura 3.4a e a singularidade recebe
0 nome de no estavel.

Caso \; = \; e seja possivel determinar dois autovetores diferentes, entdo nenhum deles
atraira as solugdes como no caso anterior, portanto, elas tendem a origem igualmente, isto é, em
retas, portanto o retrato de fase fica como na Figura 3.4b e a singularidade recebe o0 nome de
foco estavel ou poco.



46

Figura 3.4 — Retrato de fase - sistema linear de segunda ordem com dois autovalores negativos.

(a) Autovalores distintos. (b) Autovalores iguais.

X2 X2

Xy Xy

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.2 Dois autovalores reais positivos

O comportamento para este caso é analogo ao caso de dois autovalores reais negativos,
mudando apenas que, agora, as solu¢des tendem ao infinito quando o tempo tende ao infinito,
paralelas ao maior autovalor, ja que ambos sao positivos, e para a origem quando o tempo tende
ao infinito negativamente, paralelas ao menor autovalor. O retrato de fase pare este caso € igual
ao da Figura 3.4a, trocando apenas a direcao das setas, que neste caso apontam para fora da
origem, considerando Ay > X\, > 0, conforme na Figura 3.5a.

Para autovalores iguais que possibilitem encontrar autovetores independentes, tal como
na Figura 3.4b, as solugdes ndo tendem a nenhum dos autovetores, neste caso, se afastando da
origem em retas. Novamente, o retrato de fase é igual, com excecdo das setas que apontam
para fora da origem, conforme na Figura 3.5b. Recebe o nome de foco instavel ou fonte.
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Figura 3.5 — Retrato de fase - sistema linear de segunda ordem com dois autovalores positivos.

(a) Autovalores distintos. (b) Autovalores iguais.

X X2

X Xy

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.3 Autovalores reais com sinais opostos

Neste caso, nao héa diferenca se os autovalores sao iguais ou ndo em modulo e a solugao
geral ainda tem a forma

x(t) = i£MeM! 4 P e,

onde Ay e A, sdo de sinais opostos. Vamos supor, sem perda de generalidade, que Ay é positivo
e A\, negativo. Quando uma solugao esta na reta formada pelo autovetor £V (neste caso, o eixo
x1), temos que ¢, = 0, portanto a solugdo permanece nessa reta, e ||x|| — oo quando t — oc.
Analogamente para a solugéo que pertence & reta formada por £@ (eixo x), onde ||x| — 0
quando t — oo.

As solucdes que comegam em outros pontos sdo influenciadas pela exponencial positiva,
que é a parcela dominante da equagao para t suficientemente grande, de modo que, quando
t — oo, as solucdes tendem, assintoticamente, para a reta determinada por 5“). Quando
olhamos t — —o0, as solugdes tendem assintoticamente para £®, devido ao autovalor ser
negativo, como podemos ver na Figura 3.6. A singularidade recebe o0 nome de sela.
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Figura 3.6 — Retrato de fase - sistema linear segunda ordem, autovalores com sinais opostos.

X2

X1

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.4 Autovalores repetidos

O caso em que o autovalor repetido fornece dois autovetores linearmente independentes
ja foi citado, que é quando a singularidade é um foco (seja estavel ou instavel). Para o caso em
que apenas um autovetor é encontrado, a solucao é da forma

x(t) = créeM + co(Ete™ + ne).

Para t suficientemente grande, o termo dominante é czfte”, portanto, para \ positivo,
todas as solucdes se afastam da origem quando t — oo, enquanto que para A negativo, elas se
aproximam, até mesmo quando ¢, = 0, mas nesse caso, elas se mantém na reta determinada
por &, no caso, o eixo x;. Olhando t — —oo, quando A > 0, as solugdes se aproximam da
origem, e quando A < 0, as solugdes sao assintoticas a uma reta paralela a &.

Para entender e esbocar as solugdes, é conveniente reescrever a solugdo como

X(t) = (¢i€ + con + )™ = ye',

onde y = ¢i& + ¢ + c{t determina a diregdo de x, no caso, para +co, conforme combinacédo
de ¢, e t, enquanto o exponencial determina apenas o tamanho, uma vez que é uma escalar
que multiplica a equacao da reta e determina o qual rapido a solucdo aumenta ou diminui nas
possiveis dire¢cdes determinadas pela reta. Note que, para ¢; e ¢ fixos, y € uma equagao vetorial
da reta que contem o ponto ¢;£ + con) e € paralela a &, no caso, 0 eixo X;.

Sendo assim, o sentido da reta determinada por y depende de ¢, isto é, para cada
solugéo, ¢, assume um valor constante diferente, que determina a reta e, consequentemente, o

comportamento da solugdo. Quando ¢, > 0, a reta cresce no sentido positivo quando t — co.
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Analogamente, se ¢, < 0, entdo a reta cresce no sentido negativo e as solugdes seguem da
mesma maneira. Quanto ao tamanho da solugao, é dependente de )\, que se for negativo, entao
vai diminuir exponencialmente, tendendo a zero, quando t — oo, € aumentar da mesma maneira
quando t — —o0. Se A for positivo, entdo a solucdo se comporta de maneira inversa a descrita
anteriormente.

Um esboco de solugao esta apresentado na Figura 3.7a, para os autovalores negativos
e a singularidade recebe o nome de né improprio estavel, enquanto que na Figura 3.7b esta
retratado o caso positivo, que altera apenas a direcao das setas, que apontam para fora da
origem e recebe o nome de né impréprio instavel.

Figura 3.7 — Retrato de fase - sistema linear de segunda ordem com dois autovalores repetidos.

(a) Autovalores negativos. (b) Autovalores positivos.

X2 X2

BN RN

\'-\ \.\

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.5 Autovalores complexos com parte real nao nula

E possivel escrever a solucdo geral em termo dos autovalores e autovetores, mas é
conveniente trabalhar com as equacdes escalares. Supondo os autovalores como A\ = o + Bi e
X2 = a — Bi, com a # 0, entdo suas equagdes sio tipicamente da forma

X = axy + BXo,  Xp = —[X1 + QXp.

Introduzindo coordenadas polares r e  da forma r® = x? + x2 e tan f = x; /X, e integrando,

temos .
X1 X5 + X3 Xo
' = XX + XXy, (sec? ) = =2 1=

Xi

Substituindo as escalares na primeira equacéo, chegamos em r’ = ar e, portanto, r = ce™,
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sendo ¢ uma constante provinda da integracdo. Sabendo que sec?f = r2/x12, substituimos as
equagbes escalares e chegamos em #' = — 3 e, portanto, 6 = St + 6,, sendo 6, = 6(0).

Assim, com as equacgoes paramétricas em coordenadas polares, é possivel estudar as
solucdes do sistema. Como 3 é maior que zero, entdo € diminui quando t aumenta, o que
implica que o movimento das solu¢des sera em sentido horério, caso contrario, seria em sentido
trigonométrico. Quando t — oo, r - cosea > 0er — 0se a < 0, portanto as trajetérias
sdo espirais que tendem ou se afastam da origem, como podemos ver, respectivamente nos
exemplos das Figura 3.8a e 3.8b. A singularidade recebe o0 nome de espiral.

Figura 3.8 — Retrato de fase - sistema linear de segunda ordem com autovalores imaginarios.

(a) Parte real negativa. (b) Parte real positiva.

X2 X2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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p
N
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3.2.6 Autovalores imaginarios puros

Neste caso, o = 0, e seguindo as mesmas contas do caso anterior, chegamos em r’ = 0
el = —f3, eportanto r = ce § = — 3t + H,. Portanto, as trajetdrias sdo circulos centrados no
ponto critico que sao percorridos no sentido horario ou trigopnométrico de acordo com o sinal de
3, de modo que as solugdes sao periédicas com periodo 277/ 3, como no exemplo mostrado na
Figura 3.9 e a singularidade recebe o nome de centro.
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Figura 3.9 — Retrato de fase - sistema linear segunda ordem, autovalores imaginarios puros.

X2,

I
N

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.7 Autovalores nulos

Sendo dois autovalores, temos as opgdes de serem ambos nulos ou apenas um nulo €,
consequentemente, o outro distinto de zero. Note que, analisando a solug¢do geral, quando um
autovalor \ é igual a zero, temos eM=1e, portanto, teriamos duas possiveis solugbes gerais:

1 2
x(t) = ¢V + 6¢®,
para ambos autovalores nulos ou
x(t) = cr€VeM + 6@,

para apenas um autovalor nulo, sem perda de generalidade.

No primeiro caso, temos que as solu¢des sdo constantes, portanto cada ponto do retrato
de fase representa uma solugéo, que nao se altera com o passar do tempo t, conforme ilustrado
na Figura 3.10a. Enquanto isso, no segundo caso, as solucdes dependem apenas da primeira

parcela, isto &, de ¢;£MeM!

, 0 que significa que, conforme o sinal de A é positivo ou negativo, as
solucdes tendem para c,£® quando t — —oo e para o infinito quando t — oo ou vao para o
infinito quando t — —oo e para c,¢® quando t — —oo, respectivamente. Além disso, os pontos

no eixo xy; sdo solugdes constantes, conforme ilustrado na Figura 3.10b e na Figura 3.10c.
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Figura 3.10 — Retrato de fase - sistema linear de segunda ordem com autovalores nulos.

(a) Dois autovalores nulos. (b) Um autovalor nulo, outro negativo.

X3, X2

N

(¢) Um autovalor nulo, outro positivo.

X2

X1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Resumimos e enumeramos 0s casos de retratos de fase para sistemas de equagodes
diferenciais lineares com coeficientes constante de segunda ordem na Tabela 3.2.



Tabela 3.2 — Retrato de fase de sistemas lineares com autovalores constantes de segunda ordem

Caso | Autovalor Estabilidade Retrato de Fase
A, A2 €R
2.1 | A < A\ < 0 | Assintoticamente Estavel Figura 3.4a
2.2 | X = A <0 | Assintoticamente Estavel Figura 3.4b
23 [ A >X>0 Instavel Figura 3.5a
24 | AM=X>0 Instavel Figura 3.5b
25 [ A >0> X\ Instavel Figura 3.6
2.6 | X =)\ <0 | Assintoticamente Estavel Figura 3.7a
27 | M =X>0 Instavel Figura 3.7b
2.8 A=X=0 Estavel Figura 3.10a
29 | A\ < 0=); | Assintoticamente Estavel Figura 3.10b
210 | Ay >0=MX Instavel Figura 3.10c
Me=axifeC

2.1 a<0 Assintoticamente Estavel Figura 3.10b
212 a>0 Instavel Figura 3.10b
2.13 a=0 Estavel Figura 3.9

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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4 RETRATO DE FASE DE SISTEMAS DE LINEARES DE TERCEIRA
ORDEM

Para o entendimento deste capitulo, além da principal referéncia (BOYCE; DIPRIMA,
2018), foram utilizadas as obras (FIGUEIREDO; NEVES, 1976) e (DOERING; LOPES, 2016).

Os retratos de fase de sistemas lineares com coeficientes constantes de terceira ordem
se da no espaco constituido pela suas solugdes, isto é, no espaco de fase x;x.x3. Conforme
estudado na Sec¢do 2.2.3, as solugbes de um sistema linear podem ser dadas por meio da
exponencial de matriz. Por exemplo, dado um sistema x’ = Ax, sendo A uma matriz 3 x 3 com
coeficientes reais, sua solucéo é x(t) = e*'x,, a menos de uma constante provinda da integracgéo.
Além disso, também vimos nessa mesma secao que podemos considerar a matriz Jacobiana do
sistema, de modo que

x(t) = €¥xy = Te"' T x,.

A menos de uma rotagdo e/ou translacéo, consideramos x(t) = €”. Para os autovalores
A1, A2 € A3, teremos duas possibilidades: ou todos sdo reais ou temos um par de complexos
conjugados e um real, que estao divididos nas duas proximas secoes.

4.1 AUTOVALORES REAIS

Consideremos \{, A2, A3 € R autovalores do sistema. Assim, sua solugéo se da por

e/\1f O 0 e/\1t te)qt O e)\1t te)\1t O
xy=] 0 €% 0 |,oux()=| 0 e 0 |[,oux(ty=| 0 M teM'],
0 0 eAS’ 0 0 e)‘2t 0 0 e)nt

conforme as possibilidades dos autovalores serem iguais e termos autovetores linearmente de-
pendentes ou ndo, conforme raciocinio desenvolvido na Secdo 2.2.3. A partir disso, estudaremos
as possibilidades de sinais dos autovalores, que podem ser: todos negativos, todos positivos,
autovalores com sinais distintos ou autovalores nulos. Cada um dos casos estao descritos
nas proximas subsecdes. Neste capitulo, a fim de simplificar as analises e estudos envolvidos,
consideraremos as constantes multiplicativas provindas da integracdo como positivas, e ndo
citaremos isso ao decorrer do texto. Lembre-se que: quando uma solugdo com uma constante
multiplicativa positiva tende ao infinito, se a constante fosse negativa, a solu¢do tenderia a menos
infinito e, gracas a essas possibilidades que os retratos de fase sdo preenchidos em todos
quadrantes, perante as combinagdes de sinais das constantes.
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4.1.1 Trés autovalores com mesmo sinal

O comportamento dos retratos de fase para sistemas lineares com trés autovalores
de mesmo sinal é geometricamente o0 mesmo para quando os autovalores sao negativos e
para quando sao positivos, diferenciando pela orientagdo das solugdes, sendo que, quando os
autovalores sao negativos, tendem a origem quando t — oo €, quando positivos, tendem ao
infinito nessa mesma situacéao, tal como observado no Capitulo 3.

Desenvolveremos o estudo para os casos em que todos autovalores sao negativos e,
sem perda de generalidade, podemos extrapolar os resultados para 0 caso em que sdo positivos.
Para ilustrar, mostraremos um exemplo de autovalores positivos no final da se¢cdo. Sendo assim,

consideremos \; < X\, < \; < 0. Seguindo o raciocinio do Capitulo 3, temos a solugéo geral
X(t) — 015(1)6)\11‘ + 025(2)e>\2t + 035(3)9/\3t.

Olhando para quando uma das constantes ¢, ¢, ou ¢ € igual a zero, isto é os planos x; X,
X1X3 € XoX3, @S solugdes se comportam analogamente ao caso da segunda dimensao retratado
na Figura 3.4a. No plano x;x, as solugdes se aproximam da origem assintoticamente ao eixo
X; quando t — oo, e tendem ao infinito paralelamente ao eixo x, quando t — —o0, devido a
A2 < A1 < 0. Pelo mesmo raciocinio, as solugdes tendem a origem assintoticamente ao eixo x;
no plano x; x3 e assintoticamente a x, no plano x,x;. Para solu¢cdes em quaisquer um dos eixos
X1, X2 OU X3, temos que x — 0 quando t — oo, uma vez que todos os autovalores sdo negativos.

Para as outras solugdes (exemplo destacado em vermelho em cada uma das figuras que
ilustram os retratos de fase), quando t —+ —oo a solucao tende a infinito paralelamente ao eixo
X3, que contém autovalor de maior médulo. Conforme t — oo, a solucao passa a se aproximar
da origem e a ser influenciada pelos outros autovalores e, quanto maior ¢, mais assintoticamente
a solugao se mantém ao eixo correspondente ao autovalor \;. Desta forma, temos o retrato de
fase do sistema de terceira ordem com autovalores negativos ilustrado na Figura 4.1a que é
chamado de nd estavel, 0 mesmo nome do seu correspondente na segunda dimensao.

Tal como para segunda ordem, quando temos autovalores iguais com autovetores linear-
mente independentes, as solugcdes se comportam de maneira parecida, mas em vez de tenderem
a um eixo, as solucdes se aproximam da origem em retas, uma vez que todos autovalores
exercem a mesma influéncia nas solug¢des, conforme ilustrado na Figura 4.1b, que retrata um
sistema com trés autovalores iguais. Quando temos um sistema com dois autovalores iguais e um
diferente deles, uma solugéo geral vai se comportar, ora influenciada pelos dois autovalores de
mesmo valor, onde sua trajetdria se assemelha a um reta, ora vai se comportar assintoticamente
ao eixo correspondente ao autovalor diferente dos demais, conforme registrado nas Figuras 4.1d
ed.lc.
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Figura 4.1 — Retrato de fase - sistema linear de terceira com todos autovalores negativos e autovetores LI.

(a))\3<)\2</\1<0. (b))\3=>\2=A1<0.

() Az =2 < Ay <O. (d) A3 < Ao =XA1 <O0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para quando temos autovalores repetidos e vetores linearmente dependentes, analoga-

mente aos retratos de sistemas planares, temos a solugao:

x(t) = C1£(1)e/\1t + 025(2)6)\21‘ + Cs(f(Z)tez\gt + neAZ’),
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para A3 = Ao < Ay < 0, sem perda de generalidade. Reescrevendo, temos
x(t) = c;ENeM 4 [06@ + c3m + catEPe2! = ¢ MeM + et

onde y = c(® + ¢cn + c3t€® é uma reta, tal como no caso planar, que determina a diregéo
da solucao junto com a primeira parcela, c@“’ek". Como, neste caso, A\, < A\; < 0, para
t — —oo, 0 autovalor com maior forca é A\, que faz com que as solugdes tendam ao infinito
paralelamente a reta y, que por sua vez, é paralela a £, que neste caso é representado pelo
€ix0 X, enquanto para t — oo, as solugdes se aproximam da origem e, para t suficientemente
grande, assintoticamente ao eixo x;.

Além disso, solugdes no plano x;x» se comportam como um né impréprio, enquanto o
plano x;xs, tal como o0 eixo x3, ndo possui solugdes inteiramente contidas nele, uma vez que nao
obtemos um terceiro vetor que seria representado por x;. Isso significa que solu¢des no espaco
cruzam o plano x; x3, diferentes dos casos estudados até entdo. Este caso esta representado na
Figura 4.2a.

Para quando A3 < A = A\ < 0, temos

x(t) = 36® e + [0/ €M + on + cotEM]eM! = @Mt 4 et

e para t — —o0o, 0 autovalor com maior forga é A3 que faz com que as solugdes tendam ao
infinito paralelamente ao eixo x; €, conforme o tempo t aumenta, as solucdes sao influenciadas
por )\, ficando paralelas a reta y e se aproximando da origem assintoticamente ao eixo xj,
conforme ilustrado na Figura 4.2b.

Para o caso em que todos autovalores sao iguais mas conseguimos apenas dois autove-
tores, os retratos de fase sdo parecidos com a Figura 4.2a ou com a Figura 4.2b, distinguido-se
que, no primeiro caso, as solugdes no plano x;x, tendem em retas para a origem, uma vez
que a influéncia dos autovalores é igual, o que faz com que as solugdes no espago também se
aproximem assintoticamente a origem tal como na Figura 4.1d e, no segundo caso, 0 mesmo
acontece com o plano x;x3, € as solugdes tendem ao infinito quando t — —oo igualmente a
Figura 4.1c.

Por fim, se tivermos todos os vetores linearmente dependentes, procuramos por outras
solugdes que completem as trés necessarias, tal como realizado na Secao 2.2.1.3, onde vimos

At

que uma segunda solucédo é do tipo x@(f) = 52‘9*’ +ne Seguindo 0 mesmo raciocinio,

A\t

procuraremos por uma solugo do tipo x®(t) = §t2e“ +nte™ + CeA". Substituindo na equacao

do sistema, temos

x97 = AX® &
ME2eMt 1 2teMt + \nteM + neMt+ N (e = AP e + nteM! + (M) &
n n

MELM + (26 + Mm)teMt + (n + \Q)eM! = ActPeM! + AnteM! + ACeM!
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Figura 4.2 — Retrato de fase - sistema linear de terceira com todos autovalores negativos e dois autovetores LD.

(@ A3=X2 < A\ <O. (b) A3 < Xo = A1 <O.

Fonte: Elaborada pelo autor.

comparando coordenada a coordenada,
(A= MNE=0, (A—XDn=2¢ (A—X\IC=n,

que, apesar de det(A — A/) = 0, sempre é possivel achar um ( que satisfaca a solugao, tal como
realizado na Segao 2.2.1.3.
Sendo assim, temos como solugao geral deste caso

x(t) = c1£eA1t +C (éteA" + ne’\") + e (étZeM + TITGM + Cem) ,

reescrevendo,

A\t _ A\t

x(t) = (¢1€ + Con + G3C + CoEt + aant + CoE1°) €M1 =y,

onde y = & + G + c3C + (G€ + C3n)t + cz€12 é uma curva contida num plano paralelo ao plano
formado pelos autovetores £ e 1 (que corresponde ao plano x;xz). A curva determina a dire¢céo
da solucao, enquanto o fator exponencial determina o tamanho da solugdo. Como, neste caso,
temos apenas um autovalor, ele determina sozinho o comportamento das solucdes, portanto,
quando t — —oo elas tendem ao infinito paralelamente ao plano x; x», enquanto para t — oo, as
solugdes se aproximam da origem exponencialmente, conforme retratado na Figura 4.3.

Note que ndo existem solu¢des completamente contidas nos planos x; xz € x»Xs, tal como
no eixo xz, uma vez que as solugdes que dependem de ( também dependem de n e £. Isso
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significa que solugcdes no espago podem cruzar o plano x;xz € o plano X, Xs.

Figura 4.3 — Retrato de fase - sistema linear de terceira com todos autovalores negativos e trés autovetores LD.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Conforme dito no inicio desta Secao, os resultados para quando todos autovalores sao
positivos sdo geometricamente equivalentes. Por exemplo, caso tivermos Az > A\, > Ay > 0, seu
retrato de fase é equivalente ao da Figura 4.1a, conforme comparagao a seguir, na Figura 4.4a
com a Figura 4.4b.
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Figura 4.4 — Retrato de fase - sistema linear de terceira com todos autovalores negativos e autovetores LI.

(a))\3>)\2>/\1>0. (b)A3<>\2<)\1<0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.2 Autovalores com sinais distintos

Para o caso em que os autovalores possuem sinais distintos, como temos trés autovalores,
as Unicas possibilidades sdo: dois autovalores positivos e um negativo ou dois autovalores
negativos e um positivo, adicionando as possibilidades dos autovalores de mesmo sinais serem
iguais. Nesse sentido, analisando primeiramente o caso em que dois autovalores sao positivos e
um negativo, sem perda de generalidade consideremos Az < 0 < Ay < As.

Olhando para o plano x; x», temos um né instavel conforme representado na Figura 3.5a.
Dessa forma, as solugbes afastam da origem conforme o tempo t cresce, paralelamente ao
eixo x» e, quando t — —o0, as solugdes se aproximam da origem assintoticamente ao eixo x;.
Enquanto isso, no eixo x; X3, a origem se comporta como uma sela, representada na Figura 3.6,
onde as solugdes tendem ao infinito assintoticamente ao eixo x; quando t — oo e tendem ao
infinito assintoticamente ao eixo x3 quando t — —oo. A situacao se repete no plano x> xs.

Olhando para os eixos, quando t — oo, as solugcdes tendem a origem no eixo x; € ao
infinito nos eixos x, € x3. A situacao se inverte para t — —oo.

As outras solucdes tendem ao infinito assintoticamente ao eixo x; quando t — —oo €,
conforme o passar do tempo positivo com t — oo, as solugdes sao atraidas ao plano x;xs,
tendendo ao infinito assintoticamente a esse plano e paralelamente ao eixo x,, onde o autovalor

positivo de maior modulo exerce mais influéncia sobre as solugbes. Esse caso esta representado
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na Figura 4.5a.

Quando A\ = ), temos no plano x;x, uma fonte e, consequentemente, as solugdes
sao influenciadas igualmente pelos respectivos autovalores e, portanto, as solugdes genéricas
tendem ao infinito assintoticamente ao plano, em retas definidas por x; = x», conforme ilustrado
na Figura 4.5b.

Analogamente, estendemos as analises para A3 > 0 > Ay > A, eparads >0 > Ay = Ay,
Neste caso, as solugbes tendem ao infinito assintoticamente ao eixo x3 quando t — oo e tendem
assintoticamente ao plano x;x, quando t — —oo. As representacbes geométricas estdo nas
Figuras 4.5c e 4.5d.

Figura 4.5 — Retrato de fase - sistema linear de terceira com autovalores de sinais distintos e autovetores LlI.

(@) A3 <0 < Ay < Ao (b) A3 <0 < Ay = Ao

(€ A3 >0> XA > Ao (d) A3 > 0> Ay = Ao

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Caso nao seja possivel encontrar autovetores linearmente independentes, analogamente
ao estudo realizado na sec¢ao anterior, concluimos que o plano x;x, se comporta como um
nd improprio, enquanto o plano x,x3 ndo possui solugdes unicamente contidas nele, o que faz
com que as solugdes cruzem esse plano. Para o caso em que os autovalores envolvidos sdo
negativos, as solugdes tendem ao plano x; x, quando t — —oo, enquanto que para t — oo as
solugdes tendem ao infinito se aproximando do eixo X3, tal como as solugdes presentes no plano
X1X3. As solugcbes se comportam de maneira inversa quando os autovalores envolvidos positivos.
Podemos ver cada um dos respectivos casos ilustrados nas Figuras 4.6a e 4.6b.

Figura 4.6 — Retrato de fase - sistema linear de terceira com autovalores de sinais distintos e autovetores LI.

(@ A3 >0> XA =X (b) A3 <0 < Ay = Ao

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.3 Autovalores nulos

Para sistemas com autovalores nulos, temos as seguintes opcdes: todos autovalores séo
nulos, dois autovalores sao nulos e o outro é real ou um autovalor nulo e dois autovalores reais.

Para o primeiro caso, a solugéo geral se da por
x(t) = 1€V + 0P e + 0¥ = 06" + 6@ + ¢ ®),

isto €, a solugdo é constante, independe do tempo ¢, sendo assim, todo ponto do espaco x; X» X3
representa uma solucéo, conforme representado na Figura 4.7a.
Para o segundo caso em que temos exatamente dois autovalores nulos, temos duas
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possibilidades que séo: ou o outro autovalor é positivo ou é negativo. Considerando, sem perda
de generalidade, A\ = A3 = 0 < )\,, as solugdes no plano x;x, se comportam tal como na
Figura 3.10c, isto é, as solugdes se afastam do eixo x; conforme t — oo, paralelamente ao eixo
xo. Da mesma forma se comportam as solugdes em X, X3, enquanto que em x; xs todos os pontos
sdo solugdes constantes, conforme na Figura 3.10a.

Por fim, uma solug&o geral tende ao infinito conforme t — oo e se aproxima do plano x; =
0 conforme t — —o0, paralelamente ao plano, uma vez que os autovetores nulos nao exercem
influéncia sobre as solugdes. Igualmente discutido em outros momentos, 0 comportamento para
o autovalor negativo é semelhante ao caso positivo, invertendo o sentido para t tendendo ao
infinito positiva e negativamente. Os casos podem ser conferidos nas Figuras 4.7b e 4.7c.

Figura 4.7 — Retrato de fase - sistema linear de terceira ordem com dois ou mais autovalores nulos.

(a)0=)\1=)\2=)\3.

A x

(b))\1=)\3=0<)\2. (C)A1=)\3=0>)\2

Fonte: Elaborada pelo autor.



64

Para o terceiro e ultimo caso envolvendo autovalores reais e nulos, temos um autovalor
nulo e os outros dois variando entre positivos e negativos, iguais ou diferentes entre si e,
portanto, supondo Az = 0, no plano x; x, temos exatamente todas as possibilidades descritas
no Capitulo 3 quando temos dois autovalores reais, isto é, podemos ter um né, uma sela entre
outros. Todo ponto no eixo x; é uma solugéo fixa que nao se move conforme o tempo t passa
e as solugdes dispostas no espacgo estdo contidas em planos paralelos ao plano x;x, e se
comportam exatamente igual como se comportam nele. Alguns retratos de fase estéo ilustrados
nas Figuras 4.8a e 4.8b, todos os outros casos sdo analogos, mudando as solu¢des conforme
sinais de \; e \,.

Figura 4.8 — Retrato de fase - sistema linear de terceira ordem com um autovalor nulo.

@A <A3<0=AX BYA1 <A3=0< A

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 UM PAR DE AUTOVALORES COMPLEXOS CONJUGADOS E UM AUTO-
VALOR REAL

Consideremos, sem perda de generalidade, A; € R e )y, A3 € C, autovalores do sistema,
sendo A\ = a+iff e A3 = a — if3. Assim, conforme a Secdo 2.2.3 sua solucdo se da por

eM! 0 0
x()=| 0 e*cosBt e* —senfit
0 e*senft e*cospt
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Nesse sentido, estudaremos os possiveis retratos de fase provindos dessa solugao
conforme )\, for positivo, negativo ou nulo e « for positivo, negativo ou nulo. Dividiremos a segao
de acordo com a parte real dos autovalores imaginarios ser diferente de zero ou ndo. Conforme
estudamos os casos de segunda dimensado no Capitulo 3, o sinal de [ interfere o sentido de
rotacdo das solugdes e, sem perda de generalidade, consideraremos (5 > 0. Além disso, note
que nesta secao, invertemos os eixos do espaco de fase, a fim de facilitar a visualizagdo das
trajetérias.

4.2.1 Parte real diferente de zero

Separando primeiramente o caso em que « € negativo, temos trés casos a se analisar:
A >0,A\<0e) =0.

De acordo com a Secéao 2.2.1.2, quando existem autovalores imaginarios conjugados
a solucao geral contém parcelas das fungdes seno e cosseno €, conforme a mudanca de
coordenadas realizada no Capitulo 3, vimos que tais fungdes exercem uma forga espiral nas
solucdes no retrato de fase.

Nesse sentido, considerando o < 0 < \;. As solugdes no plano x,xs se comportam como
uma espiral, conforme na Figura 3.8a e a solugao contida no eixo x; tende ao infinito conforme
t — oo. Uma solugao geral dentro do retrato de fase sofre maior influéncia do autovalor com
parte real positiva, portanto tende ao infinito conforme t — oo, porém, ainda existe a for¢a dos
autovalores imaginarios, que faz com que a solugéo espirale ao redor do eixo x;, se aproximando
do eixo conforme t aumenta. Essa situagao esta retratada na Figura 4.9a, e pode ser chamada
de funil invertido devido a se parecer com o objeto.

Quando a < Ay < 0ou Ay < a < 0, temos um caso parecido, onde em vez de as
solugdes fora do plano x,x; tenderem ao infinito, elas tendem a origem devido ao autovalor real
ser negativo, também espiralando conforme o caso anterior. O que difere entre os dois casos é
qual a influéncia mais forte: se a < )4, a forga espiral sobressai em relagao a forga que atrai a
espiral para origem, o que implica que as solugdes espiralam mais ao redor do eixo x;, enquanto
no caso \; < « as solugdes se aproximam mais rapidamente da origem, espiralando menos que
no caso anterior. Ambos 0s casos estido retratos, respectivamente, nas Figuras 4.9b e 4.9¢c, o
primeiro caso pode ser chamado de funil enquanto o segundo pode ser chamado de paraboloide
circular, devido as solu¢des percorrerem a superficie de tais objetos geométricos.
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Figura 4.9 — Retrato de fase - sistema linear de terceira ordem com autovalores imaginarios.

(@) a <0< .

X1
A

)M <a<0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para os casos em que « > 0, o cendrio se repete. Quando \; tem sinal oposto, isto &,
negativo, as solugdes se comportam inversamente ao caso retrato na Figura 4.9a, se aproximando
do plano x,x3 e se afastando da origem por meio de espirais. Solugdes dentro do plano x,x; se
afastam da origem em espirais, € no eixo x; se aproximam da origem, conforme t — oco. Quando
A¢ possui 0 mesmo sinal que «, neste caso, positivo, temos dois casos em que a parte real dos
autovalores imaginarios € maior ou menor que o autovalor real. Quando for maior, as solugdes
se comportam inversamente ao caso retratado na Figura 4.9b, tendendo ao infinito em espirais
que se afastam do eixo x; conforme t — oo, e se for menor, se comportam inversamente a
Figura 4.9c.

Quando os autovalores reais sdo nulos, todo ponto no eixo x; € uma solugao que nao se
altera conforme o passar do tempo e as solugdes no espago se comportam como no plano x,Xxs,
que pode ser uma espiral estavel ou instavel, conforme sinal de o, em planos paralelos ao plano
referido, conforme nas Figuras 4.10a e 4.10b.
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Figura 4.10 — Retrato de fase - sistema linear de terceira ordem com autovalores imaginarios e autovalor real nulo.

(@) a<0=A. (b) @ > 0 = Ay.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.2 Parte real igual a zero

Para os casos em que a parte real dos autovalores complexos conjugados € igual a zero,
isto é para autovalores imaginarios puros, considerando A\, = i3, A3 = —i3 e Ay € R, temos trés
possibilidades de retratos de fase: para Ay > 0, A\ = 0ou A\ < 0.

Analogamente aos casos anteriores, 0s autovalores complexos exercem uma forga de
rotagao nas solugdes, porém como neste caso, como a parte real é nula, o raio das espirais é
constante, conforme estudado na Secao 3.2.6. Com isso, cada uma das solucdes rotaciona sob
um raio constante ao redor do eixo xy, que por sua vez, seu autovalor \; exerce a forga de fazer
as solugdes tenderem ao plano x, X3 quando negativo ou para o infinito quando positivo, conforme
t — 00. As solucdes no plano x>x3 se comportam como centros, e no eixo x;, conforme o valor
de ). Por fim, se Ay = 0 as solugdes se comportam como centros em planos paralelos a origem.
Os trés casos estao retratados nas Figura 4.11a, Figura 4.11b e Figura 4.11c.
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Figura 4.11 — Retrato de fase - sistema linear de terceira ordem com autovalores imaginarios puros.

(a) A1 <0. (b) Ay > 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Resumimos e enumeramos 0s casos de retratos de fase para sistemas de equacdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes de terceira ordem na Tabela 4.1. Note que,
nesta tabela estao inclusos os retratos de fases analogos que foram omitidos ao longo do trabalho
a fim de simplificar o entendimento.



Tabela 4.1 — Retrato de fase de sistemas lineares com autovalores constantes de terceira ordem

Caso Autovalor Estabilidade Retrato de Fase
Ay A2, Az € R

3.1 | A3 < A2 < Ay < 0 | Assintoticamente Estavel Figura 4.1a

3.2 A3 = X = Ay < 0 | Assintoticamente Estavel | Figura 4.1b ou Figura 4.3
3.3 | A3 =X < A\ <0 | Assintoticamente Estavel | Figura 4.1c ou Figura 4.2a
3.4 | A3 < A\ =)y <0 | Assintoticamente Estavel | Figura 4.1d ou Figura 4.2b
35 [ AM3>X>A >0 Instavel Figura 4.4a

36 | Ms=X=XA >0 Instavel Anélogo ao Caso 3.2
37 | A3=X>X >0 Instavel Analogo ao Caso 3.3
38 | Ma> X=X >0 Instavel Analogo ao Caso 3.4
39 | A3<0< A< X Instavel Figura 4.5a

310 | Mg <0< A =X Instavel Figura 4.5b ou Figura 4.6b
311 [ A3 >0> A > X\ Instavel Figura 4.5¢

312 | M3 >0< A\ =X Instavel Figura 4.5d ou Figura 4.6a
313 | Mi=X=XA3=0 Estavel Figura 4.7a

314 | Mi=X3=0< X Instavel Figura 4.7b

3.15 | Ay =2X3=0> ), | Assintoticamente Estavel Figura 4.7¢c

316 | AMf < A3 <0=X; Instavel Figura 4.8a

317 | A< X3=0< X Instavel Figura 4.8b

318 | Af > X3 >0= X Instavel Analogo ao Caso 3.16

s=atifeC, A\ eR

3.19 a <0< )\ Instavel Figura 4.9a

3.20 a< A\ <0 Assintoticamente Estavel Figura 4.9b

3.21 AM<a<0 Assintoticamente Estavel Figura 4.9c

3.22 a>0> )\ Instavel Anélogo ao Caso 3.19
3.23 a>\ >0 Instavel Analogo ao Caso 3.20
3.24 A >a>0 Instavel Anélogo ao Caso 3.21
3.25 a < 0=\ Assintoticamente Estavel Figura 4.10a

3.26 a>0=)\ Instavel Figura 4.10b

3.27 A <0=« Estavel Figura 4.11a

3.28 A >0=q« Instavel Figura 4.11b

3.29 M=0=q« Estavel Figura 4.11c

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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5 CONCLUSOES

Finalizamos o levantamento geométrico dos retratos de fases para sistemas lineares
de até terceira ordem, onde foi possivel analisar cada uma das possibilidades de retratos de
fase a partir do estudo analitico e das suas ilustragdes e, com isso, entender e conhecer as
peculiaridades, diferencas e semelhangas entre o comportamento das solucdes de cada um
dos sistemas, exaltando a beleza e a diversidade que tais representacbes possuem. Para
além de seu comportamento geométrico, é possivel tracar algumas semelhancgas entre alguns
casos de retratos de fase, por exemplo entre as Figuras 4.1a e 4.1c, que apesar da diferenga, o
comportamento das solugdes é o mesmo: tende a origem conforme t — oo. Ainda, olhando por
essa perspectiva, as Figuras 4.1a e 4.3, apesar de serem geometricamente diferentes, também
tém esse mesmo comportamento das solu¢des. Este tipo de andlise, voltada ao comportamento
fopologico das solugdes, possibilita a realizacdo de agrupamentos entre os sistemas, que nos
faz enxerga-los a partir de uma outra 6tica.

Para realizar e comprovar tais agrupamentos, é necessario um estudo sobre conjugacoes
e, parte dele esta apresentado nos Apéndices A e B, que traz conceitos de fluxo, conjuntos
invariantes, sistemas hiperbélicos e conjugacdes topolégicas. Para nao fugir do escopo desta
monografia, realizaremos os agrupamentos por dimenséo do sistema e de acordo com a ideia de
comportamento e estabilidade das solugdes, voltadas ao aspecto visual construido ao longo dos
capitulos. O respaldo matematico esta contido nos apéndices citados, a titulo de curiosidade.

5.1 PRIMEIRA DIMENSAO

Para os retratos de fase de primeira dimensao, de acordo com o que foi estudado no
Capitulo 3 e os casos resumidos na Tabela 3.1, provamos o Corolario 5.1.

Corolario 5.1. Existem trés possibilidades de retratos de fase topologicamente diferentes para

sistemas lineares de primeira ordem, listados a seguir:

— Um autovalor negativo, representado pela Figura 3.1, inclui apenas o caso 1.1;
— Um autovalor positivo, representado pela Figura 3.2, inclui apenas o caso 1.2;

— Um autovalor nulo, representado pela Figura 3.3, inclui apenas o caso 1.3.

5.2 SEGUNDA DIMENSAO

Para os retratos de fase de primeira dimenséo, de acordo com o que foi estudado no
Capitulo 3 e os casos resumidos na Tabela 3.2, provamos o Corolario 5.2.

Corolario 5.2. Existem sete possibilidades de retratos de fase topologicamente diferentes para
sistemas lineares de segunda ordem, listados a seguir:
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— Dois autovalores negativos, representado pela Figura 3.4a, inclui os casos 2.1, 2.2, 2.6
e2.11;

— Dois autovalores positivos, representado pela Figura 3.5a, inclui os casos 2.3, 2.4, 2.7
e2.12;

— Um autovalor negativo, outro positivo, representado pela Figura 3.6, inclui apenas o
caso 2.5;

— Um autovalor negativo outro nulo, representado pela Figura 3.10b, inclui apenas o
caso 2.9;

— Um autovalor positivo outro nulo, representado pela Figura 3.10c, inclui apenas o caso
2.10;

— Dois autovalores nulos, representado pela Figura 3.10a, inclui apenas o caso 2.8;

— Dois autovalores imaginarios puros, representado pela Figura 3.9, inclui apenas o caso
2.13.

5.3 TERCEIRA DIMENSAO
Para os retratos de fase de terceira dimensao, de acordo com o que foi estudado no
Capitulo 4 e os casos resumidos na Tabela 4.1, provamos o Corolario 5.3.

Corolario 5.3. Existem treze possibilidades de retratos de fase topologicamente diferentes para
sistemas lineares de terceira ordem, listados a seguir:

— Trés autovalores negativos, representado pela Figura 4.1a, inclui os casos 3.1, 3.2, 3.3,
3.4,320e3.21;

— Trés autovalores positivos, representado pela Figura 4.4a, inclui os casos 3.5, 3.6, 3.7,
3.8,3.23 e 3.24;

— Dois autovalores negativos e um autovalor positivo, representado pela Figura 4.5c,
inclui os casos 3.11, 3.12 e 3.19;

— Dois autovalores positivos e um autovalor negativo, representado pela Figura 4.5a,
inclui os casos 3.9, 3.10 e 3.22;

— Dois autovalores negativos e um autovalor nulo, representado pela Figura 4.8a, inclui
0s casos 3.16 e 3.25;

— Dois autovalores positivos e um autovalor nulo, analogo a Figura 4.8a com a diregdo
das solugbes trocado, inclui os casos 3.18 e 3.26;
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— Um autovalor negativo, dois autovalores nulo, representado pela Figura 4.7b, inclui
apenas o caso 3.14;

— Um autovalor positivo, dois autovalores nulo, representado pela Figura 4.7c, inclui
apenas o caso 3.15;

— Um autovalor positivo, um autovalor negativo e um autovalor nulo, representado pela
Figura 4.8b, inclui apenas o caso 3.17;

— Trés autovalores nulos, representado pela Figura 4.7a, inclui apenas o caso 3.13;

— Dois autovalores imaginarios puros e um negativo, representado pela Figura 4.11a,
inclui apenas o caso 3.27;

— Dois autovalores imaginarios puros e um positivo, representado pela Figura 4.11b,
inclui apenas o caso 3.28;

— Dois autovalores imaginarios puros e um nulo, representado pela Figura 4.11c, inclui
apenas o caso 3.29.

Resultados importantes de conjugacdes topoldgicas mostram que sistemas lineares
sao topologicamente conjugados a sua forma de Jordan — que é uma matriz com coeficientes
constantes, e, portanto, seu retrato de fase esté contido entre os levantados neste trabalho. Além
disso, o Teorema de Grobman-Hartman' afirma que sistemas hiperbélicos (isto é, sistemas que
nao possuem autovalores nulos ou com parte real nula) sao conjugados a sua matriz linearizada.
Com a transitividade da conjugacao, tais sistemas também tém seus retratos de fase contidos
dentro dos apresentados neste trabalho. Além disso, excluindo os casos ndo hiperbolicos, os
retratos de fase para terceira dimenséo séo reduzidos em quatro possibilidades, ressaltando a
importancia e a facilidade que tais resultados trazem.

O levantamento dos casos existentes realizados neste trabalho, além de fornecer o
aspecto visual, facilitando a compreensao do comportamento de todos sistemas lineares com
coeficientes constantes de até terceira dimensé@o, mostram como tais agrupamentos, ou melhor,
conjugagoes, funcionam no aspecto geométrico, o que facilita entender também néo a conjugagao
entre estes sistemas, mas entre sistemas lineares e até nao lineares, resultados importantes
dentro da teoria qualitativa de equacgdes diferenciais ordinarias.

para mais informagdes sobre este teorema, verifique (PALIS; MELO, 1978)
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com base no levantamento de retratos de fase e o agrupamento conforme comportamento
topolégico, podemos concluir que os objetivos deste trabalho foram realizados. Também posso
afirmar que foi uma grande satisfacao realizar este estudo, em diversos sentidos, desde a
oportunidade de estudar este objeto que tive contato no inicio da minha iniciacéo cientifica e que
me despertou a curiosidade sobre suas diferentes possibilidades de existéncia e comportamento;
o desenvolvimento do estudo em si, onde tive autonomia e total apoio do meu orientador; até as
conclusdes chegadas com esse trabalho. Além disso, reforgo como a realizagao deste trabalho
de conclusao de curso também auxiliou no meu crescimento pessoal e académico, abrindo
possibilidades e estruturando bases para, caso se concretize, eu seguir na pds-graduagao em

matematica.
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APENDICE A — FLUXOS E CONJUNTOS INVARIANTES

Neste apéndice sera apresentado o conceito de fluxo de uma equagao diferencial (tal
como de um sistema), como diferentes fluxos se relacionam e alguns resultados que servirdo de

base para o estudo de conjugac¢des. Comegamos com a definigdo de campo vetorial.

Definicao A .1. Um campo vetorial F é uma funcdo que associa cada ponto x € R” um Unico

vetor em R".

Para todo campo vetorial F : R” — R” de classe C', temos associado uma equagéo

diferencial autbnoma.
X'(t) = F(x), xe€R" (A1)

Analogamente, qualquer equacao diferencial autbnoma ou sistema de equagodes autd-
nomas esta associada a um campo. Por isso, a partir de agora iremos utilizar também da
nomenclatura de campo vetorial para se referir a uma equacao diferencial ou um sistema de
equacoes. Note também, que a notagcdo de campo usada sera de letra mailsculas, como F, G,
entre outras, para reforcar a possibilidade de estarmos trabalhando em dimensdes maiores
(lembrando que também € valido para a reta).

Para cada condicao inicial x(f) = X, adicionado a ((A .1)), temos uma Unica solugao
assegurada pelo fato de F ser de classe C', conforme os teoremas de existéncia e unicidade
apresentados na Segao 2.1.4. Tais solugoes estao definidas em um intervalo e chamamos de
intervalo maximo ou maximal / de uma solugéo o intervalo tal que dado qualquer outra solucao
definida em J passando pela condigéo inicial tem-se J C /. A solugéo dada em / é chamada
solucao maxima ou trajetoria de F por x,. A imagem da trajetéria € chamada de orbita de F
sobre x,. Formalmente, temos:

Um tipo importante de solucdo para o estudo dos planos de fase séo as solugdes x(t) = X
tais que F(xp) = 0, essa solugao recebe o nome de solucéo trivial. Tal ponto x; € E é dito
singularidade ou pontos singular do campo F. Caso contrario, se x(t) ndo é constante, entdo é
chamada de solucao regular. Outro tipo notavel dentro das solugdes regulares sao as solugdes
periédicas, que recebe esse nome se existem t;, t, € I diferentes entre si tais que x(t;) = x(&) e
a trajetéria ndo € uma solugao trivial.

Se existir algum t € R tal que f pertence ao intervalo maximo de toda solugao relativa
a cada condic&o inicial x, € E, dizemos que o fluxo no tempo t associado ao campo F é a
aplicagdo ¢; : E — R" definida tal que para cada condig&o inicial xo, ¢5(X) = x(t), sendo x(:) a
solucéo definida pela condicéo inicial x(f)) = X,. Note que a definicao de fluxo no tempo analisa
a posigéo de cada solugdo de ((A .1)) em um tempo fixo t, e isto € o oposto que x(t) (ou ¢y, (1))
faz, que da a posi¢ao de uma solugao de ((A .1)) conforme o tempo t varia.

Podemos também definir o fluxo do campo de vetores para cada par (t, x) como ¢ : Q —
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R", com Q =/ x E C R" tal que ¢(t, x) satisfaz

99
¢ (LX) = f(6(L, X).

Portanto, ¢(t, x) = x(t) analisa todas a posicdo de cada solucdo x (definida pela sua
condigdo inicial) em algum ponto ¢. Durante o texto que segue, serdo utilizado todos os formatos
da notagao de fluxo, de acordo com o que se quer destacar no momento. E importante lembrar
que todos se referem ao mesmo fluxo. Além disso, vale a propriedade de grupo

¢t+s = ¢t o ¢s;

em particular, ¢_, = ¢, ' é a inversa e ¢, = id|c é a aplicagéo identidade. Nesse sentido, ¢

define um sistema dinamico discreto, conforme melhor descrito nas proximas se¢des. Dizemos

ainda que, se ¢(t, xo) = X paratodo t € I, entdo x, € E € um ponto fixo ou um ponto de

equilibrio para o fluxo. No que segue, assumiremos que o fluxo esta definido para todo t € R.
Pelo conceito de fluxo, podemos definir formalmente o conceito de trajetéria:

Definicao A .2. A trajetdria que passa por x € o conjunto

AX) = U (x, B).

teR

Chamamos de semi-trajetéria positiva (A\*(x)) o mesmo conjunto para t > 0 e de semi-
trajetoria negativa (A~ (x)) o conjunto para t < 0

Dizemos que um conjunto E C R" é invariante se y(x) C E para todo x € E. Também
podemos definir como positivamente invariante ou negativamente invariante se, sob as
mesmas condigdes, \*(x) C E ou A" (x) C E, respectivamente. Definimos, a seguir, dois

importantes conjuntos invariantes da trajetoria por x.

Definicao A .3. O conjunto w—limite & o conjuntos dos pontos y para os quais existe uma

subsequéncia t, — +oo tal que lim ¢(x,t,) = y, representamos esse conjunto por A(x).
n—+0o0

Analogamente, o conjunto a—limite é o conjuntos dos pontos y para os quais existe uma

subsequéncia s, — —oo tal que lim ¢(x, s,) = y e é representado por A(x).
Nn—+00

Observe que os conjuntos w—limite e a—limite, apesar de estarem relacionados a um
ponto x, descrevem uma propriedade sobre a trajetéria que passar por x e nao exatamente
sobre o ponto, afirmagao justificada na préxima proposicao, que mostra que dois pontos em
uma mesma trajetéria tem os mesmos conjuntos limites. Sendo assim, tais conjuntos descrevem
“para onde a trajetdria vai” para o tempo positivamente ou negativamente infinito. Além disso,
note também que, a definicdo do conjunto A(x) coincide com a definicdo da bacia de atragao
feita na Sec¢ado 2.3 para pontos criticos assintoticamente estaveis e, em geral, 0s conjuntos w e

a—limites sédo ndo abertos e sempre sdo ndo vazios e invariantes pelo fluxo.
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Proposicao A .1. Se y esta na mesma drbita de x, entdo \(x) = A(y).

Demonstracdo. Se y estd na mesma érbita de x, entdo para algum 7 € R, temos ¢(x, 7) = y,

por definicdo. Seja a € A(x) o ponto tal que lim ¢(x, t,) = a para alguma subsequéncia t, — oo,
n—+00

onde temos:

a= lim o(x,t)= lim &dx,7),t,—7)= lm oy, t, — 7).

n—+00 n—+00 n—+00

Portanto, mostramos que existe uma subsequéncia t,—7 — oo que satisfaz a definicao de
conjunto limite, ou seja, a € A(y). Repetindo o processo para todo a € A(x), temos A(x) C A(y).
Analogamente, mostramos que A(y) € A(x) e, consequentemente, temos a igualdade dos
conjuntos provada. O

O mesmo resultado pode ser adaptado para o conjunto A(x).

Outros tipos de conjuntos invariantes importantes para esse estudo sao as variedades
estaveis, instaveis e centrais. Como cada autoespaco generalizado de um sistema x’ = Ax é
invariante, naturalmente o espaco formado pela unido de autoespacos €, também, invariante.
Dividimos, entdo, os autovalores \;, i = 1,..., nda matriz A em trés conjuntos: (u) = {\;|Re();) >
0}, (s) = { \«|Re(X\x) < 0}, (¢) = {\|Re(\)) = 0}. Sendo a origem um ponto critico do sistema,
definimos a variedade instavel de x = 0 como conjunto invariante E“ dos autovalores (u), a
variedade estavel de x = 0 como conjunto invariante E° dos autovalores (s) e a variedade central
de x = 0 como conjunto invariante E° dos autovalores (c).

A .1 CONJUGACAO ENTRE FLUXOS

Temos como objetivo comparar fluxos e entender como eles podem, ou nao, se relacionar.
O método para essa comparacao é a partir da conjugacgao entre duas aplicagdes. Abordaremos,
entao, algumas definigdes e resultados para conjugagdes entre sistemas dinamicos continuos,
isto é, conjugacao entre fluxos ou conjugacao entre campos, que foram baseados na dissertacao
de mestrado Conjugacédo topoldgica de fluxos de Ailton Ribeiro de Oliveira, da Universidade
Estadual de Maringé (OLIVEIRA, 2011).

Definicao A .4. Dado dois campos de vetores F; : E; — R" e F, : E;, — R" com respectivos
fluxos ¢ e ¢Z, dizemos que F; e F, ou que ¢, e ¢° sdo topologicamente (diferenciavelmente)
conjugados se existe 0 homeomorfismo (difeomorfismo) g : E; — E,, denominado conjugacao
topolégica (diferenciavel) talque dado t € R, go (b} = qﬁf o g. Consequentemente, duas equagbes
diferenciais sao topologicamente (diferenciavelmente) conjugadas se seus campos ou fluxos
também o sao.

Dois campos podem ser, também, conjugados topologicamente (diferenciavelmente) em
apenas uma vizinhanca de um ponto. Considere x; € E; e X, € E, postos dos respectivos
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campos. Se existem vizinhancas U; € E; e U, € E, tais que exista g : U; — U, homeomor-
fismo (difeomorfismo) que satisfaz g(x;) = x» e g o ¢} = ¢ o g, dizemos que F; e F, ou que
qﬁ} e qﬁf sdo localmente topologicamente(diferenciavelmente) conjugados. A conjugacéao
diferenciavel carrega a classe de diferenciabilidade da aplicacao, isto &, se h é de classe C*,
k > 1, dizemos que a conjugacdo é C*—diferenciavel.

Observamos que a conjugacao topoldgica (diferenciavel) define uma relacao de equiva-
Iéncia. De fato, dado os campos F; : E; - R", F> : E; — R" e F3 : Es — R"” com respectivos

fluxos ¢;, ¢ e ¢2, temos:

— F; é topologicamente (diferenciavelmente) conjugado a F;, basta tomar g = Id a
identidade pois Id(¢] (x)) = ¢; (x) = ¢} (Id(x))

— Se Gy é topologicamente (diferenciavelmente) conjugado a F», entdo F, é topologica-
mente (diferenciavelmente) conjugado a F;. Sendo g um homeomorfismo (difeomor-
fismo) tal que g o ¢; = ¢ o g. Dado y € R", existe um Gnico x € R” tal que h(x) = y,
entdo

h ' (¢2(y)) = h ' (¢2(h(x))) = h (¢} (X)) = ¢y (x) = ¢y (h" (¥)).

— Se F; é topologicamente (diferenciavelmente) conjugado a F, e F, é topologicamente
(diferenciavelmente) conjugado a F3, entao F; é topologicamente (diferenciavelmente)
conjugado a F;. Sejam g e g os homeomorfismos (difeomorfismo) que conjugam
Fi, Fo e F», F3, respectivamente. Tomemos h = g o g, candidato a homeomorfismo
(difeomorfismo) entre F; e F3. Temos:

(¢} (x)) = G(9(7 (X)) = G(BF(9(X))) = $(G © g(x)) = 3 (h(x)).

A partir disso, temos uma divisao dos fluxos e campos vetoriais em classes de equivalén-
cias. Chamaremos a classe de equivaléncia de um campo F; ou de um fluxo ¢; de (F;) ou (¢;),
respectivamente.

Além disso, algumas das propriedades de conjugacgoes:

a) Uma conjugagao topoldgica h entre dois fluxos ¢(x) e ¥y(x) leva érbita em 6érbita,
preservando o tempo.

Para verificar, usaremos a notagao de fluxo ¢,(t), onde fixado x, temos a 6érbita que
passa por x para t € R. Como h é homeomorfismo, dado um ponto (ou uma condigcao
inicial) x, existe y tal que h(x) = y. Sendo assim, aplicando h a érbita ¢,(t), temos

h(@x(1)) = n (1) = Py (1),

isto é, hleva a 6Orbita de x na érbita de y = h(x).



b)

79

Uma conjugacao topolégica h entre dois fluxos ¢;(x) e 1;(x) leva érbita periddica em
orbita periddica, preservando o periodo.

Considere uma 6rbita periodica de periodo T, {x(f) : s < t < s+ T} C R". Sabemos,
por 1., que h(¢x(t)) = v, (t) € uma orbita, faltando, entdo, mostrar que € periddica de
periodo T. Como, além disso, a conjugagao preserva tempo, entdo, em particular,
h(¢x(s)) = ¥y(s) e h(¢x(s+ T)) = ¥ (s + T). Como x(t) é periddica, entdo h(¢,(s)) =
h(¢x(s + T)), o que implica que 1, (s) = ¥, (s + T). Desta maneira, 1, (t) também é
peridédica de mesmo periodo T.

Uma conjugacgéo topoldgica h entre dois fluxos ¢;(x) e 1;(x) leva ponto fixo em ponto
fixo, preservando estabilidade.

Temos, por hipotese h(¢p;(x)) = Y(h(x)). Sejam x; ponto fixo de ¢y(x), isto &, d¢(Xq) = X1.
Portanto, h(x;) = h(¢:(xq)) = ¥¢(h(x;)). Como h é um homeomorfismo e x; € um
ponto, entdao h(x;) também é um ponto, que vamos chamar de x.. Isto significa que
Ui(x2) = YP(h(x1)) = h(X1) = X2, OU Seja, X, € ponto fixo de ¢;(x) e hleva ponto fixo em
ponto fixo.

Além disso, podemos supor que x; € um ponto estavel, isso é, lim ¢(t, x) = x;. Por
t—o00
continuidade, temos:

hix) = b (Jim 6(t,x)) = im h(o(t,x) = im w(t, A(x)

Pelo mesmo argumento, tlim W(t, h(x)) = h(x;) = X € um ponto fixo estavel de ¥ (t, x).
—00

Um tipo de conjugagéo, definida a seguir, permite comparagdes diretas entre sistemas

a)

b)

c)

lineares quando a aplicagao que os conjuga também é linear, conforme demostrado no teorema
que segue.

Definicao A .5. Sejam ¢ e v fluxos topologicamente conjugados pelo homeomorfismo h. Se h
for linear, dizemos que ¢ e 1) sdo linearmente conjugados.

Teorema A .1. Considere dois fluxos lineares ¢ e 1), associados a, respectivamente, x' = Ax e

x' = Bx. Entéo, as afirmagbes a seguir sdo equivalentes:

¢ e 1 sao diferenciavelmente conjugados;
¢ e 1 sdo linearmente conjugados;

A e B sdo semelhantes.

Demonstracdo. Para a demonstragao das equivaléncias, por conveniéncia, comecaremos a
provar por b) = ¢), seguindo a ordem c) = a) e, por fim, a) = b)
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b) = ¢) Como os fluxos sao lineares, conhecemos suas solugdes entdo, temos que uma
conjugacao linear entre eles satisfaz h(e*x) = e (h(x)). Aplicando o diferencial na expressao,
pela regra da cadeia, temos:

D(h(e™'x)) = D(e®'(h(x))) = D(h(e™x))e* = e®' D(h(x)).
Definindo T~ := D(h(0)), temos que
T 'e* = D(h(0))e™ = e®'D(h(0)) = e®' T,
Note que,. para x = 0, e*x = e"0 = 0. Concluimos que e = Te® T~ = A= TBT'

c) = a) Sendo A e B semelhantes, existe uma matriz inversivel T tal que A= TBT '
e, portanto, e = Te?' T~ < T~ '™ = &®' T~'. Definindo uma conjugacéo h(x) = T~'(x), cuja
continuidade da derivada e de sua inversa é garantido pela linearidade T e:

h(e™x) = T (e"x) = e®(T'x) = e (h(x)).
Portanto, os fluxos s&o diferenciavelmente conjugados.

a) = b) Seja huma conjugacao diferenciavel tal que h(¢:(x)) = ¥¢(h(x)). Substituindo a
expressao dos fluxos, temos h(e™x) = e (h(x)), paratodo x € R" e t > 0. Pela diferenciabilidade

de h, temos
D(h(e™'x)) = D(e®(h(x))) = D(h(e™x))e™ = e®' D(h(x)).
Definindo T~ := D(h(0)), temos T~ 'e™ = e® T~ e, como Dh(0) é invertivel, define uma
conjugacgéo linear. O]

Corolario A .1. Um sistema linear x' = Ax é diferenciavelmente conjugado ao sistema associado
com a Forma de Jordan J de A.

Demonstracdo. Sendo J a forma de Jordan da matriz A, por definicdo segue que A e J sé@o
semelhantes. Aplicando o Teorema A .1, temos o resultado. O
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APENDICE B - CONJUGACAO ENTRE SISTEMAS LINEARES
HIPERBOLICOS

No apéndice anterior, tivemos o resultado de que matrizes semelhantes definem sistemas
lineares diferenciavelmente conjugados. Agora, temos como objetivo trazer um resultado a
respeito de conjugacao topoldgica entre sistemas lineares hiperbdlicos, cujo embasamento
bibliografico vem da obra de Jorge Sotomayor, (SOTOMAYOR, 1979).

Definicdo B .1. Dado um sistema linear hiperbdlico x’ = Ax, o nimero s = s(A) de autovalores
com parte real negativa € chamado de indice de estabilidade do sistema.

Definicdo B .2. Dado um sistema linear hiperbdlico x’ = Ax, chama-se de subespaco estavel
de A o subespago maximal E° invariante por A tal que A|gs tem todos os seus autovalores
com parte real negativa. Analogamente, chama-se de subespaco instavel de A o subespaco
maximal E invariante por A tal que A|g. tem todos os seus autovalores com parte real positiva.

Recordando que um subespaco € dito invariante por uma matriz A quando aplicado a
transformacao linear definida por A em cada elemento do subespaco, obtém-se um elemento do
subespaco, isto é, sendo U o subespaco, A(U) = U.

A seguir, temos dois lemas que servirdo de apoio para a Proposi¢ao B .1, que apresenta
uma propriedade dos sistemas hiperbdlicos.

Lema B .1. Sgjac > 0. Entao, para todo k > 0, tlim e “'t* = 0. Dai, para qualquer polinémio
— 00

p(t), e “'p(t) é limitado para todo t > 0.

Demonstragdo. Basta aplicar a mudanga de variavel t = 1/s, o que nos fornece

K
lim e %'t = lim e (—) = lim e= s,
t—o00 s—0 S s—0

Para s > 0, temos que e~ élimitadoe s — 0 quando s — 0, portanto o limite do
produto também é 0. m

Lema B .2. Dado um autovalor \ de um sistema hiperbdlico com parte real negativa e um i tal
que 0 < u < —a = —Re()\). Entao existe constante K > 1 tal que

le’V|| < Ke™™,t > 0;

e’ @A) < Ke™™,t > 0.

Demonstragdo. Seja A € R e J()\) a forma candnica de Jordan para Ay, sendo W o subespago
invariante por Atal que \ é o Gnico autovalor de A|y. Neste caso, podemos escrever J(\) = Al+N,
onde / é a matriz identidade e N a matriz nilpotente, onde E;; = 0 se j # i + 1 e as entradas néo
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nulas sdo iguais a 1. Com isso temos

242 —14n—1 n—1 g
/Nt _ gAHNE _ A oEiE M E + Eit bt E1n t" —gM. Z ﬂ
1 2! (n—1)! il

Sendo € = —u — Re()), isto é, eM = e7#79" Como A é um autovalor com parte real

Tomando sua norma temos:

n—1

le" | < |e*]

E‘it"
il

n—1
i=0

< e—uf [e—é‘f

i=0

negativa e 0 < u < —Re()\) por hipétese, entdo £ > 0 e como o somatério anterior € um
polinémio p(t), aplicamos o Lema B .1 e concluimos que existe K, em particular, K > 1 tal que

Portanto,

Analogamente, temos o caso complexo.

Proposicédo B .1. Sgja x' = Ax um sistema linear hiperbdlico de indice de estabilidade s.

a) R" = E° @ EY, E° e E" sdo invariantes pelo sistema, isto é, para todo x € E®, a
trajetéria do sistema e*'x pertence a E° para todo t € R. Analogamente para x € E".
A dimenséo de E° é s.

b) Existemp > 0 e K > 1 tais que

a) |e*x| < Ke "|x| parax € E°et > 0.

b) |e"x| < Ke''|x| parax € EY et < 0.

Demonstracdo. Para demonstrar essa proposicao, faremos trés observacdes que tém como
conclusao o resultado esperado:

Observacdo B .0.1. Se h é uma conjugacéo linear entre dois sistemas x’ = Ax e x’ = Bx cujos

S

subespagos estaveis sdo E° e E’, entao h(E®) = E".

Imediato, pois 0 homeomorfismo leva autovetores em autovetores, preservando a quanti-
dade e a estabilidade, conforme constatado na Se¢éo 2, na propriedade 3.

Observagdo B .0.2. A conclusao 2) ndo depende da norma nem da classe de similaridade de A.
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De fato, se a| | < || || < 4| |, entdo «| e*'x| < ||ex]|| < v|e*'x| < yKe #!|x]|. Portanto,
leMx| < v/a Ke"'|x|, com v/a K > 1.
Além disso, se C é uma matriz real ou complexa invertivel, entao

—1
‘ec Act

=|cTleMex| < |c7| etex| < || ket IC] |x| = Kie x|,

com Ky = |C'| |C|K > 1.
Observagdo B .0.3. Se x’ = Ax é hiperbdlico com indice de estabilidade s, entdo ele ¢ linearmente
conjugado a um sistema da forma

X1, =Aixq, X; € R*

Xé = AoXo, Xo € ]Rn—s’

onde os autovalores de A; tem parte real negativa e os autovalores de A, tem parte real positiva.

Segue do Corolario A .1, conjugando A com sua forma de Jordan J tal que

J 0
J= ,
0 U

onde J; séo os blocos s x s de Jordan com autovalores cuja parte real é negativa e J, 0s blocos
(n — s) x (n — s) com autovalores cuja parte real € positiva, sendo A; = J; € A = .

Pela Observacao B .0.3 podemos considerar o sistema do enunciado da proposicao como
o linearmente conjugado descrito por ela, onde E° = R° x (0 € R"°) e EY = (0 € R®) x R"%,
portanto, temos que R” = E° & EY e a invariancia pelo sistema é direta, portanto, 7) esta
demonstrado.

Pela Observacao B .0.2, podemos tomar a norma do sup e a matriz A na sua forma de
Jordan. Isto é, temos

|eMx| = |(e”'x1, €*'xa, ..., %X )| = sup |eM'xi],
i=1,....k
pelo Lema B .2,
|e¥x| = sup |e¥'x| < sup Kie x| < Ke'|x|,
i k j k

i=1,..., i=1,...,

sendo K = sup K; e |x| = sup{|x;

}oparai=1,..,k. O

Corolario B .1. Nas hipdteses da Proposicdo B .1, temos
(a) |€"x| > K~'e"!|x| para todo x € E' et > 0.
(b) |e*'x| > K 'e | x| paratodox € E° et < 0.
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Demonstracdo. (a)Parat > 0ex = e*xe 1 = —t, consequentemente 7 < 0, pela desigualdade
do item 2.(b) da Proposi¢éo B .1, temos:

’X| — ’eA(tft)Xl — \eA“*T)x\ — |eATeAtX| — ’eATY‘ S Kem—|7| — Ke‘”\e‘"x!

leMx| > K 'e "T|x| = K~"e"|x|.

(b)Parat < 0,x = e*x e T = —t, portanto, 7 > 0, aplicamos o item 2.(a) da Proposicao B

|X’ - ‘eA(tft)X| - ’eA(t+T)X| — ’eATeAtX‘ — |eA7—7| S Kef;m—|7| — Kef,u7|eAtX‘

= |e"x| > K 'e"|x| = K Te M|x]|.
O

Com isso, concluimos que uma solugédo que pertence a E° tende a 0 exponencialmente
quando t — oo (pela Proposicao B .1, item 2.(a)) e se afasta exponencialmente de 0 quando
t — —oo (pelo Corolario B .1, item (b)), funcionando como um atrator. Pelo mesmo raciocinio,
E" funciona como uma fonte. As trajetérias que ndo pertencem a nenhum dos espaco tém seu
comportamento similar ao de uma hipérbole, onde para t — oo suas componentes de E° tendem
a zero enguanto as suas componentes de EY tendem a oo e para t — —oo, suas componentes
de E° tendem a oo enquanto as suas componentes de EY tendem a 0. Isso acontece pois
e''x = eM(xs + x,) = e'x; + €' x,, onde x; € ES e x, € EY.

Teorema B .1. As seguintes proposicées sdo equivalentes:
a) O sistema x' = Ax é um atrator.
b) Todos os autovalores proprios de A tém parte real negativa.
c) Existem 1 > 0 e K > 1 tais que |e*'x| < Ke "!|x| paratodox € R" et > 0.
d) O sistema x’' = Ax é topologicamente conjugado a x' = —x.

Demonstragcdo. 4— 1: Decorre do fato que o sistema x’ = —x é um atrator, pois e 'x — 0
quanto t — oo e a conjugacao topoldgica mantém estrutura do sistema.

1 — 2: Suponha A um autovalor de A, podendo ser real ou complexo. Caso seja real,
temos que e”| v| tende a zero quando t — oo se e somente se e tende a zero, ou seja, se, e sb
se, \ é negativo. Para o caso complexo A = a + f3i, temos que |e*'v| = ™| cos(Bt)vs +sen(Bt)vs

que também tende a zero se, e s6 se, e*' — 0, isto é, o < 0.
2 — 3: Segue da Proposicao B .1, item 2.(a).
3 — 4: Considere a norma provinda do produto interno euclidiano, isto é, (x, y) = Z XV

e [|x]l = (x,x)2.
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i. A forma quadrética g(x) = /OO<eAtx, eA’x>dt € positiva definida pois o produto interno
de um vetor com si mesmo é, por deofinigéo, maior que zero e tem a convergéncia da integral
como consequéncia da desigualdade em 3., ja que o exponencial é limitado.

Além disso,

0o oo
q(eAuX) — / <eAteAuX eAteAuX> dt = / <eA(t+u)X’ eA(t+u)X> dt,
0 0

epelatrocav =1t+u,

q(e™x) = / (e™x, e x)av.

Derivando a expressao em u, temos

dq : Av Au Au Au Au
d / Ze X)) dv=vll_>no102(e X — e x,-)=Z—e x; = —(e"x, e™x).

ii. Para toda forma quadratica g, positivamente definida, existem numeros positivos
=1} e
B = max{q(v);||v| = 1}, assim, todo vetor x pode ser escrito como x = kv, sendo ||v|| = 1 e,

a e 3 tais que af|x]|® < g(x) < B||x||°. De fato, basta tomar o = min{q(v)

= ||x||. Como toda forma quadrética é associada a uma forma bilinear,

que nesse caso chamaremos de b, entdo g(x) = b(x, x) = b(kv, kv) = k*b(v, v) = k?q(v). Pela
definigdo, o < q(v) < f3, para qualquer g(v). Portanto, k®a < k®q(v) < k°B = a||x|® <
x) < BIIx|I?.

jii. Para todo x # 0, a trajetéria e*'x intercepta todos os esferoides g(x) = r > 0.
Tomando a desigualdade em ii. e x = e*'x,

1 1 1

At 112 At Aty 112 =
ex|Ic < qle x < 5 e X > > e ’
Oz“ H = ( ) = ” H OéHeAtXH2 q(eA‘x) BH tXHZ

multiplicando a express&o por —(e*'x, e*'x):

—(eMx, e*x) < —(eMx, eMx) < —(eMx, eMx)

allefx|2 —  qlefx) T Bllefx|2 T
por i.,
1_ dq/dt(e™ 1
a”  q(efx) B

Integrando de O a t:
t At t
—— < logq(e™x) —logq(x) < ——.
o B

Portanto
e /q(x) < q(e"x) < e /Pq(x)
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e dai, quando t percorre IR, g(e™x) percorre todo o eixo positivo.
Note que, em virtude de /., e*x corta cada esferoide uma tinica vez, apontando para o
seu interior. Se x # 0, denotemos por t, o Gnico nimero real tal que g(e™*x) = 1.

iv. A fungéo t, é de classe C*° em R" — {0}. Esse fato decorre do Teorema da Fungéo
Implicita aplicado & equagéo q(e”'x) = 1, pois por i., /0t (q(e*'x)) # 0, se x #0.

Passamos a definir a conjugacéo topoldgica h da seguinte maneira: h(x) = e*e**x se
x # 0 e h(0) = 0, pois t, ndo esta definido para x = 0. E claro que, por iv., é consequéncia do
Teorema da Fungao Implicita que h|/R" — {0} é um difeomorfismo de classe C*. Provemos a
continuidade de hem 0.

Substituindo h(x) na desigualdade obtida em ji., temos:

allh()[? < q(h(x)) < Blhx)[1? = allh(x)|* < q(e*e™x) < BlIh(x)|]?, se x #0,

considerando a primeira desigualdade, dividindo por o e tomando a raiz:

1/2
[h(x)|| < (é) (q(e™e™x))"/?,

como e™ é constante e g(e™*x) =1,

1/2
ol < (1),

e %/Pq(x) > q(e™x) = 1

De iii.,

e dai,
e > [q)] " = e* < [qx)]’.

Substituindo,
1 1/2
[h(x)| < (—) [q(x)]’

«

consequentemente, para x — 0, h(x) — 0.

Sendo h uma fungdo continua e invetiva em R”, em particular, em um compacto X
contendo a origem, entdo com certeza 0 € h(X), pois h(0) = 0. Tomemos (y,) uma sequéncia
de termos em h(X) tal que y, — 0. Definimos x, = h~'(y,) um sequéncia de termos em X, que
provaremos que o Unico valor que essa sequéncia pode assumir com n — oo € zero. De fato,
considere uma subsequéncia x,, tal que x,, — a, com a € X. Como h é continua,

h(a) = lim h(x,,) = im Yn, = 0 = h(0).

n—o0
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Pela injetividade, a = 0. Consequentemente, h~' é continua em 0.

Verifiguemos agora que h é conjugagdo entre os sistemas x' = Ax e x' = —x, isto &,
leva solugdes €' x em e~ 'x. Antes, note que para y = ', a funcdo t, assume o valor tal que
q(e*y) = 1. Entao,

y=e"x=x=e"y,

sabemos que existe t, tal que g(e**x) = 1, portanto multiplicamos ambos lados da equacao por
Aty .

e
eAtXX - eAtX efAty - eA(tXft)y.
Aplicando q:
q(e™x) = q(e"* )
Portanto, pela definigao e unicidade da fungao t,, temos que para y = e*'x, ty=t —t
Com isso, ainda considerando y = e*x para facilitar o entendimento, temos:
h(eAtX) — ety eAtyy — etx—teAtx—teAfX — e—tetx eAtXX — e_th(X),

conforme queriamos provar. O

Teorema B .2. As seqguintes proposicées sdo equivalentes:

a) O sistema x' = Ax é uma fonte.
b) Todos os autovalores proprios de A tém parte real positiva.
c) Existem ;n > 0 e K > 1 tais que |€*'x| > K 'e"!|x| para todo x € R" et > 0.

d) O sistema x’' = Ax é topologicamente conjugado a x' = x.

Demonstracdo. Note que uma conjugacéo h conjuga x’' = Ax com x' = Bx se, e somente se,
conjuga X’ = —Ax com x’ = —Bx, pois h(e*'x) = H(e"""x) = e ""®h(x) = e® h(x). Com isso,
temos que 4. = 2., pois a mesma conjugacéo conjuga x' = (—A)x com x’ = —x, o0 que pelo
Teorema B .1 implica que —A tem autovalores com parte real negativa, ou seja, A tem autovalor
com parte real positiva.

Além disso, 2. — 3., pois |x| = |e"Ye"x| < Ke "!|e"x|, entdo |e"x| > K~ 'e|x].
e”x| — 0.

e”x| — oo e parat — —oo,

3. = 1., pois para t — oo,
1. = 2., suponha \ um autovalor de A. Se ) for real, entdo uma trajetéria €| x| tende
a co quando t — oo se, e somente se, eM — 0o,istoé,se A\ > 0.Se \=a+ Bi, temos uma

trajetoria |eMx| = e™'| cos(ft)x; + sen(ft)x,|, que também tende a oo quando t — oo se, e
somente se, e*' — oo, isto &, a > 0.

Por fim, 2. — 4., pelo Teorema B .1 aplicado a —A. O
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Lema B .3. Se x| = A;x; é topologicamente conjugado a x| = Bix; parai=1,2 e x; € R", entdo o

sistema
= A
Xy = A1Xq,
Xé = A2X2,

é topologicamente conjugado a

X1/ = B1X1,

Xé = Bng.

Demonstragdo. Seja h; uma conjugagéo topoldgica entre x| = Ax; e x| = Bix;, com i = 1,2.
Entao, h = (hy, ho) € uma conjugacao topoldgica entre os dois sistemas, pois h(e™'!x;, *x,) =

(€%'x1, €%'x) = (€', €%')(h(x1), h(xz)). 0

Lema B .4. Seja x' = Ax um sistema linear hiperbdlico. Um ponto x € R" pertence a E° se e
somente se e*'x é limitado para todo t > 0. Um ponto x € R" pertence a EY se e somente se
e'x é limitado para todo t < 0.

Demonstragdo. Seja um ponto x € R". Pela Proposi¢do B .1, temos que x = X + X,, com
Xs € ES e x, € EY, donde a solugdo ex = e*x, + e*'x,. Pelo Corolario B .1, item (a),

|eMx| > |e*'x,| — |€Mxs| > K" |x,| — |e™xs|.

Sabendo que |&”'xs| — 0 quando t — oo, entdo |e*'x| tende a infinito se x, # 0. Portanto,

parat > 0, eA’x| é limitado se, e somente se, x € E® (isto é, x, = 0). Analogamente, para

t — —oo, pelo Corolario B .1, item (b),
e x| > | xs| — |Mx,| > K e ™ |x| — |€Mxy).

Como |e*'x,| — 0, entdo |e*'x| — oo se x; # 0. Portanto, |e*'x| é limitado para t < 0 se

e somente se |e*'x| € EY (isto é, x; = 0). O
A partir disso, podemos introduzir o teorema mais importante desta secéo.

Teorema B .3. Dois sistemas lineares hiperbdlicos x' = Ax e x' = Bx em R" sdo topologicamente
conjugados se e somente se tém o mesmo indice de estabilidade.

Demonstragdo. Pela Observagéo B .0.3, se x’ = Ax tem indice de estabilidade s entdo ele é

linearmente conjugado ao sistema:

( ) X.;=A1X1, X1 e R®
*
Xé = A2X2, Xo € R"S,
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(*) é topologicamente conjugado a:

Xy =—xy, x4 €R®
(%)

/ n—s
Xo =X, Xo € R"C

Pelo Teorema B .2, temos que x; = A;xy, x; € R® é topologicamente conjugado a x| =
—xy, Xy € R®, tal como x, = Axxz, X, € R"~° é topologicamente conjugado a x; = Xp, X, € R™°
pelo Teorema B .2. Entao, a conjugagao entre os sistemas (x) e (x*) é consequéncia do Lema B
3.

Analogamente, temos x’ = Bx conjugados & (x*), 0 que implica que existe uma conjugacéo
topoldgica entre x’ = Ax e x' = Bx.

Por outro lado, se h é uma conjugacéo topoldgica entre dois sistemas x’ = Ax e x' =

Bx, temos que h(E;) = E;, sendo E;, E; os subespagos estaveis de x' = Ax e x' = Bx
respectivamente. De fato,

e®'h(x) = h(e*'x), logo se x € Ej e t — o0,

temos por continuidade que h(e*'x) — h(0) = 0. Portanto, h(x) € E; pelo Lema B .4.

O Teorema da Invariancia da Dimens&o de Brouwer implica que dimE; = dimEj, isto é,

tem o mesmo indice de estabilidade. O
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